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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η πτυχιακή αυτή εργασία µου απευθύνεται σε όσους ενδιαφέρονται για τη Μα-

ϑηµατική Επιστήµη, ιδιαίτερα σε εκείνους που εκτιµούν την οµορφιά της Αριθ-

µοθεωρίας. Ως ϐάση της χρησιµοποιήθηκε το ϐιβλίο A Classical Introduction

to Modern Number Theory των Kenneth Ireland και Michael Rosen, GTM 84,

Springer - Verlag, New York 1982.

Συνοπτική περιγραφή των περιεχοµένων της εργασίας.

Κεφάλαιο 2. Στην παράγραφο 2.1 αποδεικνύεται το συµπλήρωµα του νόµου

τετραγωνικής αντιστροφής, το οποίο αφορά στον υπολογισµό του τετραγωνικού χα-

ϱακτήρα του 2. Η «κυκλοτοµική» απόδειξη, που παρουσιάζουµε εδώ, δεν είναι

αυτή που συνήθως συναντά κανείς σε ϐιβλία στοιχειώδους Αριθµοθεωρίας. Ωστό-

σο, είναι εξαιρετικά γόνιµη, καθώς εισάγει εργαλεία χρήσιµα και ενδιαφέροντα

καθ’ εαυτά.

Στην παράγραφο 2.2 εισάγονται, µέσω του συµβόλου Legendre, τα τετρα-

γωνικά αθροίσµατα Gauss, µε χρήση των οποίων, δίνεται η απόδειξη του νόµου

τετραγωνικής αντιστροφής.

Στην παράγραφο 2.3 παρουσιάζουµε ορισµένες προτάσεις, στοχεύοντας στην

απόδειξη ενός σηµαντικού ϑεωρήµατος του Gauss (ϑεώρηµα 2.3.4), το οποίο

υπολογίζει το τετραγωνικό άθροισµα του Gauss ��� . Επίσης, η πρόταση 2.3.3

µου έκανε ιδιαίτερη εντύπωση, καθώς δίνει µία κοµψή έκφραση του αθροίσµατος

Gauss ως γινοµένου. Η απόδειξη αυτής της απλής, κατά τη µορφή, σχέσης,

παρουσίασε για µένα µια απρόσµενη δυσκολία.

Κεφάλαιο 3. Στην παράγραφο 3.1 ορίζουµε τους πολλαπλασιαστικούς χα-

ϱακτήρες του σώµατος � 
 και εξετάζουµε ϐασικές ιδιότητές τους, οι οποίες τους

καθιστούν ισχυρά εργαλεία. Συγκεκριµένα, δείχνουµε ότι το σύνολο των πολλα-
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4 1 Εισαγωγή

πλασιατικών χαρακτήρων στο ���
 είναι κυκλική οµάδα τάξεως � � 
 και αποδει-

κνύουµε (ϑεώρηµα 3.1.9) ότι το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης � � ��� στο � �

ισούται µε το άθροισµα των εικόνων του � µέσω των χαρακτήρων, των οποίων η

τάξη διαιρεί το � .

Στην παράγραφο 3.2, ορίζονται τα αθροίσµατα Gauss, ειδική περίπτωση των

οποίων είναι τα τετραγωνικά αθροίσµατα Gauss, τα οποία χρησιµοποιήσαµε στο

κεφάλαιο 2 και υπολογίζουµε το µέτρο τους.

Στοχεύοντας στην εκτίµηση του πλήθους των λύσεων της εξίσωσης ����� ��� � 

στο ��
 , σταθεροποιούµε αρχικά το � ��� και, στη συνέχεια, � �	� , δίνοντας µία

πρώτη ιδέα των υπολογιστικών ϐηµάτων που απαιτούνται. ∆ιαφαίνεται έτσι, µε

πολύ ϕυσικό τρόπο, η ανάγκη ορισµού και µελέτης των αθροισµάτων Jacobi.

΄Επειτα, στο ϑεώρηµα 3.2.5 δείχνουµε µία εντυπωσιακή σύνδεση αθροισµάτων

Gauss και Jacobi, πόρισµα της οποίας είναι ο υπολογισµός του µέτρου των α-

ϑροισµάτων Jacobi. Από αυτό το τελευταίο συνάγονται ενδιαφέροντα ϑεωρήµατα

για το πλήθος των λύσεων των εξισώσεων ��
 � ��
 � 
 και ��
 � ��
 � 
 . Για την

πρώτη προσδιορίζεται ακριβώς αυτό το πλήθος, ενώ για τη δεύτερη δίνεται µια

καλή εκτίµησή του, απ’ την οποία συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν πάντα λύσεις

και, µάλιστα, πολλές αν ο πρώτος � είναι αρκετά µεγάλος.

Στην παράγραφο 3.3 πραγµατευόµαστε τη δυνατότητα αναπαράστασης πρώ-

των αριθµών από δυαδικές τετραγωνικές µορφές, αποδεικνύοντας, µε τη ϐοήθεια

των αθροισµάτων Jacobi, κλασικά ϑεωρήµατα για πρώτους ��� 
������������ και

πρώτους ��� 
���� ���!�"� . Βάσει αυτών, είµαστε πλέον σε ϑέση να προσδιορίσουµε

µε ακρίβεια το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης ��
 � ��
�� 
 . Ιδιαίτερα εντυπω-

σιακό είναι το ϑεώρηµα 3.3.6, το οποίο συνδέει την αναπαράσταση του �#� από

τη δυαδική τετραγωνική µορφή ��
 �$� ��
 , µε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης��
 � ��
 � 
 στο ��
 .
Στην παράγραφο 3.4 ολοκληρώνουµε τη µελέτη µας αποδεικνύοτας το ϑε-

ώρηµα 3.4.1, το οποίο παρέχει εκτίµηση του πλήθους των λύσεων της εξίσωσης� � � ����� 
 (όταν το � διαιρεί το ��� 
 ), συνέπεια της οποίας είναι ότι, για µεγάλα
� , η εν λόγω εξίσωση έχει πολλές µη τετριµµένες λύσεις.

Κεφάλαιο 4. Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι ο νόµος κυβικής αντιστρο-

ϕής και ορισµένα άλλα συναφή, εξίσου σηµαντικά, ϑεωρήµατα. Η υλοποίηση

αυτού του στόχου απαιτεί να εργασθούµε στην ακέραια περιοχή % � ��� ��� , όπου

� είναι πρωταρχική κυβική ϱίζα της µονάδας, και επιτυγχάνεται µε τη χρήση α-

ϑροισµάτων Gauss και Jacobi, τα οποία µελετήσαµε στο κεφάλαιο 3. Το γεγονός

αυτό καταδεικνύει ότι αυτά τα αθροίσµατα είναι πολύ ισχυρά εργαλεία για την

Αριθµοθεωρία. Πιο συγκεκριµένα :

Στην παράγραφο 4.1, προσδιορίζουµε τις µονάδες και τα πρώτα στοιχεία της

% . Παρατηρούµε ότι στη % η έννοια της ισοτιµίας � ���'& για &)( % , είναι ιδιαί-



5

τερα χρήσιµη και δείχνουµε ότι για � ( % πρώτο, ο δακτύλιος κλάσεων � ��� �
είναι ισόµορφος µε το πεπερασµένο σώµα µε

� � το πλήθος στοιχεία και, ϐάσει

αυτού, διατυπώνουµε το ανάλογο του «µικρού ϑεωρήµατος του Fermat». Στη συ-

νέχεια, για κάθε πρώτο � µε
� ���� � και � στη % , ορίζουµε τον κυβικό χαρακτήρα

του � ��� ��� � � και παρουσιάζουµε χρήσιµες για τη µελέτη µας ιδιότητές του.

Στην παράγραφο 4.2, διατυπώνουµε το νόµο της κυβικής αντιστροφής. Στην

απόδειξή του οδηγούµαστε µέσω µιας σειράς ενδιαµέσων προτάσεων, κάποιες από

τις οποίες είναι ενδιαφέρουσες καθ’ εαυτές.

Στην παράγραφο 4.3, διατυπώνουµε το λεγόµενο συµπλήρωµα του νόµου

κυβικής αντιστροφής, το οποίο αφορά τον κυβικό χαρακτήρα του πρώτου � ��
 � �
(ο � είναι ο µοναδικός πρώτος διαιρέτης του 3) και δίνουµε την απόδειξή του

αφού, πρώτα, µελετήσουµε σχετικές προτάσεις - εργαλεία, τα οποία χρειάζονται

στη συγκεκριµένη απόδειξη.

Ακολουθεί η παράγραφος 4.4, αντικείµενο της οποίας είναι ο προσδιορισµός

των πρώτων � για τους οποίους το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο � ��� � .

Στην παράγραφο 4.5, ολοκληρώνουµε τη µελέτη µας παρουσιάζοντας τρία

ϑεωρήµατα, δύο εκ των οποίων αποτελούν τις γενικεύσεις του νόµου κυβικής

αντιστροφής και του συµπληρώµατός του για στοιχεία της % , όχι κατ’ ανάγκη

πρώτα. Το τρίτο ϑεώρηµα (4.5.2) λέει ότι, αν ο πρώτος ��� 
�������� � � γραφεί

ως � 
 � ��� ��� 
 µε � � � και � �	� �������!�"� , τότε οι � � �
� και ��� � είναι κυβικά

ισοϋπόλοιπα � ����� . Αυτό είναι ένα αξιοσηµείωτο ϑεώρηµα, διότι, παρά την απλή

διατύπωσή του, δεν αποδεικνύεται µε στοιχειώδη Αριθµοθεωρία.

Στο τέλος κάθε κεφαλαίου παρατίθενται ορισµένες ϐοηθητικές προτάσεις,που

χρησιµεύουν στα τεχνικά µέρη αποδείξεων των ϐασικών προτάσεων του αντιστοί-

χου κεφαλαίου.

Κλείνοντας αυτή την εισαγωγή, ϑα ήθελα να απευθύνω ευχαριστίες στους κα-

ϑηγητές, η διαδασκαλία των οποίων υπήρξε καθοριστική για τη δηµιουργία της

εργασίας αυτής. Ειδικότερα, τις κυρίες Αικατερίνη Παπαδάκη και Μαρία Κου-

τράκη, καθηγήτριες Αγγλικής στο Τµήµα Μαθηµατικών (Τ.Μ.) του Πανεπιστηµίου

Κρήτης (Π.Κ.), διότι η διδασκαλία τους µου πρόσφερε την ικανότητα µελέτης και

επεξεργασίας αγγλικών µαθηµατικών κειµένων· τον κύριο Εµµανουήλ Κατσοπρι-

νάκη, Αναπληρωτή Καθηγητή του Τ.Μ. του Π.Κ., διότι από εκείνον διδάχθηκα µια

πρώτη εισαγωγή στη Θεωρία των Αριθµών και, κατά κύριο λόγο, τον κύριο Νικό-

λαο Τζανάκη, Καθηγητή του Τ.Μ. του Π.Κ., επιβλέποντα Καθηγητή της εργασίας

αυτής, διότι εργάστηκε µε Ϲήλο καθοδηγώντας και διδάσκοντάς µε.

Ηράκλειο, Νοέµβρης 2004

Κατερίνα Μ. Κούτα.
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Κεφάλαιο 2

Τετραγωνικά αθροίσµατα Gauss

Νόµος της τετραγωνικής αντιστροφής

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε το κλασικό ϑεώρηµα του νόµου της

τετραγωνικής αντιστροφής και του λεγοµένου συµπληρώµατός του (υπολογισµός

του τετραγωνικού χαρακτήρα του 2) µε τη ϐοήθεια των τετραγωνικών αθροισµάτων

Gauss . Η προσέγγιση αυτή έχει το πλεονέκτηµα ότι µπορεί να γενικευθεί και

στη ϑεωρία των κυβικών υπολοίπων ����� � . Το � ϑα συµβολίζει, πάντα σ’ αυτή

την εργασία, ένα περιττό πρώτο.

2.1 Ο τετραγωνικός χαρακτήρας του 2

Θεώρηµα 2.1.1. � �
��� � � � 
 ����� όπου � � � 
 � 
� 	

Απόδειξη. ΄Εστω 
 µία πρωταρχική όγδοη ϱίζα της µονάδας, 
 ����
����� . Επο-

µένως, ��� 
�� ��
 � � 
�� � 
 � � 
�� � 
 � . Επειδή 
��
�� 
 , έχουµε 
�� � � 
 και

πολλαπλασιάζοντας τη σχέση επί 
�� 
 παίρνουµε 
 
 � 
�� 
 � � . 1

΄Εστω � � 
 � 
 � � . Παρατηρούµε ότι οι � και 
 είναι αλγεβρικοί ακέραιοι,

εποµένως µπορούµε να δουλέψουµε µε ισοτιµίες στον δακτύλιο των αλγεβρικών

ακεραίων. Ο τετραγωνικός χαρακτήρας του 2 ϑα προκύψει από τη σχέση� 
 ��� 
 � 
 � � � 
 � 
 
 � � � 
 � 
 � � 	
1Η εξίσωση αυτή προκύπτει επίσης από την παρατήρηση ότι ��� �"!$#&% '(�") .
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8 2 Τετραγωνικά αθροίσµατα Gauss

Παρατηρούµε ότι � 
 � � ��� � 
 ����� �
 � ����� �
 � � 

	� ��� ��� ��� , άρα

� 
 � � �
� � � ������� � � (2.1)

Χρησιµοποιούµε την πρόταση 2.4.3 (ϐλέπε παράρτηµα) και έχουµε� 
 ��� 
 � 
 � � � 
 � 
 
 � 
 � 
 ��� ��� ��� 	 (2.2)

Το 
 είναι όγδοη ϱίζα της µονάδας, δηλαδή 
 � � 
 . Αφετέρου, ο � είναι πρώτος,

άρα οι µόνες δυνατές τιµές του � ��� � είναι 
 
 και 
 � .
1. Εάν � � 
 
�������� � � τότε :


 
 � 
	� �
 � 
 � 
	� ��
�� 
 
 � 
 � 
 � 
 � 
 � � � �
2. Εάν � � 
 � ������� � � τότε :


 
 � 
	� 

 � 
 � 
	� 
 
�� 
 
 � 
 � 
 � 
 
 � 
 � 
 � � 
 � � � 
 � � �
Αυτά τα συµπεράσµατα, σε συνδυασµό µε την (2.2), µας δίνουν :

� 
 ��� � ��� ��� ��� � για ��� 
 
 ������� � �
� � ��� ��� � � � για ��� 
 � ������� � �

και το δεξιό µέλος γράφεται ενοποιηµένα ως � � 
 ��� � , µε το � ορισµένο όπως στην

εκφώνηση του ϑεωρήµατος. Αυτά, σε συνδυασµό µε την (2.1), µας δίνουν

� � 
 � � � � � �
� � � ������� � � 	

Είδαµε, όµως, ότι � 
 � � , εποµένως, εάν πολλαπλασιάσουµε τα δύο µέλη της

ισοτιµίας µε � ϑα προκύψει ο παράγοντας 2 και στα δύο µέλη, οπότε, ύστερα από

απλοποίηση έχουµε την αποδεικτέα σχέση. �
2.2 Νόµος της τετραγωνικής αντιστροφής

Θα ορίσουµε τώρα τα τετραγωνικά αθροίσµατα Gauss.
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Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω �
��� � � � ���
	� � εάν ��� � � � � 


��� εάν �����
Ορίζουµε2 το τετραγωνικό άθροισµα �
	 �

�
� του Gauss ως εξήσ:

��	 �
�
���


 � �� ��
��
�
��� � 
 	 � 	

Αντί για � � �

�
� γράφουµε, απλούστερα, � �

�
� .

Πρόταση 2.2.2.

��	 � � �
� � � 	

Απόδειξη. Εάν � � � ������� � � , τότε 
 	 � � 
 για κάθε � στο � 
 , οπότε είναι

��	 ��� 
 � ���
�� � �
	� � � , από το λήµµα 2.4.6. Αφετέρου,

� 	
 � � � . Εποµένως ισχύει

το Ϲητούµενο.

Εάν � �� � ��� ��� ��� , τότε,� �
� � ��	 �

� �
� � 
 � �� ��
��

� �
� � 
 	 � � 
 � �� ��
��

� �
�
� � 
 	 � � 
 � ��

	 ��
��
� �
�
� � 
 	 � �

�

 � �� � 
��

� �
� � 
 � � � � (2.3)

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι, όταν το � διατρέχει ένα πλήρες σύστηµα

υπολοίπων ����� � , το ίδιο συµβαίνει και µε το �
� .
Από την υπόθεση ότι � �� � ��� ��� ��� , έχουµε ότι

� 	
 � 
 � 
 , εποµένως, από την

(2.3), πολλαπλασιάζοντας επί

� 	
 � , έχουµε το Ϲητούµενο. �
Πρόταση 2.2.3. � �

�
� 
 � � � 
 ����� �
 � .

Απόδειξη. Για απλούστευση του συµβολισµού ϑα γράφουµε ��	 αντί ��	 �
�
� .

Εάν � �� �$��� ��� � � , τότε, από την πρόταση 2.2.2, έχουµε, �
	 � � 	 � � 	
 � � � 	
 � � 
 �� � 	 

 � � 
 � � � �
 � � 
 . ΄Αρα,


 � ��
	 
 � ��	 � � 	 �

� � 

� � � � � 
 � � 
 (2.4)

2Πρόκειται για ένα πρώτο ορισµό, τον οποίο ϑα γενικεύσουµε στο κεφάλαιο 3.1· ϐλ. ορισµό

3.2.1.
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Παρατηρούµε ότι

��	 � � 	 � 
 � �� � 
��

 � ��
� 
��

� �
� � � �

� � 
 	�� � � ���
διότι ��	 � � 	 � � � 
 � �� 
�� � �
�� 
 	 � � � � 
 � �� 
�� � �
 � 
�� 	 � � . ΄Αρα,


 � ��
	 
 � ��	 � � 	 �


 � �� � 
��

 � ��
� 
��

� �
� � � �

� � � � � � � ��� � ϐλ. λήµµα 2.4.5 �

�

 � �� � 
��


 � ��
� 
��

� ���
� � � � � � � ���

� �

 � �� � 
��


 � ��
� 
��

� ���
� � � � � � � �

� ��� � � 
 � (2.5)

όπου
� � � � � � � � 
�� � � � ������� � �

��� � �� � ������� � � .
Από τις (2.4) και (2.5) έχουµε� � 


� � � � � 
 � � 
 ��� � � � 
 � �
απ’ όπου έπεται, προφανώς, η αποδεικτέα σχέση. �
Θεώρηµα 2.2.4. - Νόµος της τετραγωνικής αντιστροφής. ΄Εστω � ένας

περιττός πρώτος διάφορος του
�
. Τότε� �

� �
�
�
��� � � � 
 ���(�
	 � 


� � � � 
 �#� � � 
 � 	
Απόδειξη. ∆ουλεύουµε µε ισοτιµίες � ��� � στον δακτύλιο των αλγεβρικών ακε-

ϱαίων.

΄Εστω � � ��� � 
 ��� ��� ��

 � . Από την πρόταση 2.2.3 έχουµε � 
 � � � , άρα

��� � ��� � � � � � � 
 � ��� � ��

 � � � � � � �
 � �
� � �

� � � ������� � � 	
Χρησιµοποιώντας την πρόταση 2.4.3 ϐλέπουµε ότι :

��� � �

 � �� ��
��

� �
��� 
 � � � � 
 � �� ��
��

� �
��� � 
�� � � � �

��� ��� � � 	
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΄Επεται (ϐλ. πρόταση 2.2.2) ότι

� � � � �
�
�
�
� � � ������� � �

και άρα �
�
� � � �

� � �
� � � ������� � � 	

Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές της ισοτιµίας µε � και χρησιµοποιώντας

την πρόταση 2.2.3 καταλήγουµε στην�
�
� � � � � � � �

� � � � ��� ��� � � 	
∆ιαγράφοντας το � � από τα δύο µέλη και παρατηρώντας ότι� � �

� � �
� � 


� � ��� �
 � �
� � ��� � 
 � � � �
 ��� �
 � �

� � �
καταλήγουµε στην αποδεικτέα σχέση. �
2.3 Υπολογισµός του τετραγωνικού αθροίσµατος

Gauss

Σκοπός όσων ϑα ακολουθήσουν παρακάτω είναι ο υπολογισµός του τετραγωνικού

αθροίσµατος Gauss � �

�
� . Πρόκειται για ένα σηµαντικό ϑεώρηµα του Gauss,

το οποίο ϑα αποδείξουµε παρακάτω (ϑεώρηµα 2.3.4). Αρχικά αποδεικνύουµε

κάποιες προτάσεις.

Πρόταση 2.3.1. ΄Εστω πρώτος ����� και 
 � ��� 
��� � -οστή πρωταρχική ϱίζα της

µονάδας. Τότε ��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � 
 � � � 
 � ��� �
 �

Απόδειξη. ΄Εχουµε � 
 � 
���� � � 
 ��� 
 � �� 
 � � � � 
 � � . ∆ιαιρούµε µε � � 
 :


 � � � � 
 �
	�	�	 ��� 
 � � � 
 � ��� 
 � � � � 
 � �
Η αντικατάσταση �
� 
 δίνει � ���
� � 
�� 
 � � , όπου το � διατρέχει οποιοδήποτε

πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των µη µηδενικών κλάσεων � ��� � . Οι ακέραιοι
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 ����� � � � ��� � 
�� � ��	�	�	�� 
 � �
 αποτελούν ένα τέτοιο σύστηµα υπολοίπων (εύκολο),

εποµένως,

� �
��� �
�
� 
 � � 
�� 
 � � � 
 �

��� �
�
� 
 � � 
�� 
 � � � � � 
 � �

�
��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � 
 � � 
 � � � � � 
 
 � 
 � � � � �

��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � 
 � � 
 � � � � � 
 � 
 � 
 � � � � �

�
��� �
�
� 
 � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � 
 
 � � � �

��� �
�
� 
 � 
 � � 
 � � � � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � �

�
��� �
�
� 
 � 
 
 � � � 
 � � 
 � � � � � 
 � � 
 � � � � � 
 
 � � � �

��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � �

�
��� �
�
� 
 � � 
 � � 
 � � � � � 
 
 � � � �

��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � �

� � � 
 � ��� �
 ��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � 
 	 �

Πρόταση 2.3.2.��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � � � � � εάν ��� 
 ��� �������

� � � � εάν ��� � ��� �������

Απόδειξη.��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � ���

��� �
�
� 
 � � � � ����� � 
 
 �� � � � � ����� � 
 
 �� � �

�
��� �
�
� 
 � ��	 ��


����� � � � �
� � � 

���

����� � � � �
� � � 	 ��


����� � � � �
� � � 
����

����� � � � �
� � � �

�
��� �
�
� 
 � � � � 
����

����� � � � �
�

� � � ��� �
 ��� �
�
� 
 � ��
����

����� � � � �
�

� (2.6)

Βρίσκουµε τις τιµές του � ��� � 
���	�	�	 � 
 � �
 � για τις οποίες 

��� � � � � 
 ���
 � � ,

����
����� � � � �

� � � � � �
��� � �
� � � � � � � � ��� � � � � � �� � �$�

� � � �
� � 

� � � � �

� � ���
� � 

�
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Η ποσότητα 

��� � � � � 

 � � είναι ϑετική για � � 
 � � ��	�	�	�� � 
�� 
� � και αρνητική για � �
� 
�� 
� � � 
���	�	�	 � 
 � �
 , δηλαδή για


 � �
 ��� � 
�� 
� � ��
 ����
 � 
 � �
 � � 
�� 
� � το πλήθος.

Εποµένως, η � � 	 � � γράφεται :��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � ��� � � ��� �


� ��� 
� �
�
� 
 � 
����

����� � � � �
�

��� �
�
� 
 � ��� 
� � � �



���
����� � � � �

�
�

� � � ��� �
 � � 
 � ��� �
 � � ��� 
� �
� ��� 
� �
�
� 
 � 

���

����� � � � �
�

��� �
�
� 
 � ��� 
� � � �

� 
���� ����� � � � �
�

� �
� � � ��� �
 � � 
 � ��� �
 � � ��� 
� � ��� �
�

� 
 � � 
����
����� � � � �

� �
	 
�� 


� �
(2.7)

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

1. � � � � � 
�� � ( � . Τότε,

 � �
 � ��� � � � �
 � � � και

� � 

� � �

� � �
� � � � � � �

� � � �
� � � � � � � � � 	

Οπότε � ��� �
 � � 
 � ��� �
 � � ��� 
� � � � 
 � � � 
 � � � � 
 � � � � 
 � � ��� � 
 � 
 � � 
 (2.8)

2. � � � � � ��� � ( � . Τότε,

 � �
 � ��� � 
 � �
 � ��� � 

 � � � � 
 και

� � 

� � �

� �$�
� � � � � � 
 � �

� � � ��� �
� � � � � � 
 � �

� � ���
� � � � � � 
�� � � � 
 � � � 	

Οπότε,

� ��� �
 � � 
 � ��� �
 � � ��� 
� � � � 
 � � � � � 
 � � � � 
 � � � � 
 � � ��� � 
 � � � � � 
 � � ��� � 
 � 
 � � � � 	
(2.9)

Από την πρόταση � 	 � 	 
 γνωρίζουµε ότι

�
��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � 
 ��� � 
 � ��� �
 �

Εάν ��� 
 ��� ���!�"� , από τις (2.7) και (2.8) έχουµε��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � ��� 


��� �
�
� 
 � � 

���

����� � � � �
�

� � �
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Εποµένως, όταν � � 
 ����������� ,

�
��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � 
 � � � ��� �
�

� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � ��� � �

Εάν ��� � ��� ���!�"� , από τις (2.7) και (2.9) παίρνουµε��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � ��� �

��� �
�
� 
 � � 

���

����� � � � �
�

� � � 	 ��	 � �
Εποµένως, όταν � � � ����������� ,

� 
 	 
 � �
��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � 
 � � 
 �

και επειδή 	
��� , ��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � � � � 	 �

Πρόταση 2.3.3.

� �

�
� �

��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � 	

Απόδειξη. Ο συνδυασµός των προτάσεων 2.3.1 και 2.2.3 δίνει

� �

�
� � � ��� �
�� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � � 
 


Θα δείξουµε ότι � � 
 . Θεωρούµε το πολυώνυµο

� � �����

 � ��
� 
 �

�
������� � � � ��� �
�� 
 � � � 
 � � � � � 
 � � 
 � � � � �

Τότε,
� � 
 � � � �

�
� � � �

�
� � � , όπου 
 είναι η � � οστή ϱίζα της µονάδας, 
 � � � 
���

και
� � 
 � � � (διότι � 
 � �� 
 �

�
����� � � ).

Το 
 είναι ϱίζα του
� � ��� , άρα το ελάχιστο πολυώνυµο του 
 , το 
 � � � 	�	�	 � � 
 � �

(ϐλ. πρόταση 2.4.2) διαιρεί το
� � ��� . Αντίστοιχα, το 1 είναι ϱίζα του

� � ��� , άρα το

ελάχιστο πολυώνυµο του 1, το � � 
 διαιρεί το
� � ��� . Τα πολυώνυµα � � 
 και
 � � � 	�	�	 � � 
 � � είναι πρώτα µεταξύ τους, εποµένως, το γινόµενό τους � 
 � 
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διαιρεί το
� � ��� . Συνεπώς, υπάρχει � � ���'( ��� � � , τέτοιο ώστε

� � ��� � � � 
 � 
 � � � ��� .
Θέτουµε � � ��� , οπότε

� � � � � � 
 � ��
� 
 �

�
����� � � � � � ��� �
�� 
 � � � � � 
 � � � � � � � � � 
 � � 
 � � � � � � � � � � 
 � 
 � � � � � � � (2.10)

όπου


 � ��
� 
 �

�
����� � � � � 
 � ��

� 
 �
�
�����

��
� 
�� � �

����� � και ο � -παράγοντας του γινοµένου��� �
�
� 
 � � � � � 
 � � � � � � � � � 
 � � 
 � � � � � � προκύπτει ως εξής :

� � 
 � � � � � � 
 � ��� � 

�� � �
� � � � 
 � 

�	� � 
 �

� � � � 
 � 

�
� � 
 �
	�	�	� � 
 � � 
 � � � � � � � 
 � � � � � � � 
 �
�� � � � � � � ��� � 
 � � 


�	� � 
 � � � � � ��� � 
 � � 

�
� � 
 � 	�	�	

Αφαιρούµε κατά µέλη τις παραπάνω ισότητεσ:� � 
 � � � � � � � � 
 � � 
 � � � � � � ������� � � � � � � �
� µεγαλύτερες δυνάµεις του �	�
Παρατηρούµε ότι κάθε παράγοντας είναι ϐαθµού � 
 ως προς � . Επειδή το

γινόµενο έχει

 � �
 παράγοντες, έπεται ότι ο συντελεστής του � ��� �
 στο γινόµενο

ισούται µε � ��� �
� 
 � ����� � � � � � . Οπότε ο συντελεστής του � ��� �
 στο αριστερό µέλος

της (2.10) είναι : � 
 � �� 
 �
�
����� � ��� �


� 
 � �
 ��� � � ��� �
�� 
 � ����� � � � ���
Στο δεξιό µέλος της (2.10) πληρούνται οι προϋποθέσεις της πρότασης 2.4.1.

Πράγµατι, έστω � � ��� ��& � � & � � � 	�	�	 � &�� � � ��� ( � � & � ( � � � � ��� 
���	�	�	 ��� 	
Τότε

� � � � � � & � � & � � � �
	�	�	 ��&�� � � � � �� ��
�� & � � 
 � � �
�� � � 
 � 
�	� � 	�	�	 � � � � �
��� �
	�	�	 �

�
��
� 
�� 


� & � � � � & 
 �
	�	�	 ��� � &��
��� � �

΄Αρα το � � � � � µπορεί να γραφτεί στη µορφή � � � � � � � �� 
���� ���� � � . Επίσης, το � � 
 � 

γράφεται

� � 
 � 
�� ��
� 
�� �

�
����� � � 
��

�

���� �

� 

����� 
 �

� 

�
��� 
 � 	�	�	 �

��
� 
�� � ������ �
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όπου � � � � και � � � � � για
� ��
�� � ��	�	�	 .

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση ����� � και � � ( � , δηλαδή � � � � για
� � ��� 
�� 	 	 	 � ���
 . Από την πρόταση 2.4.1 έχουµε ότι ο συντελεστής του � ��� �
 στο δεξί µέλος

της (2.10) µπορεί να γραφτεί ως �
�
� ��� ( � ��� ( � � � � � ��� . Εξισώνουµε τους

συντελεστές του � ��� �
 από τα δύο µέλη της (2.10), πολλαπλασιάζουµε µε � � 
 � �
 � �
και παίρνουµε

�

 � ��
� 
 �

�
����� � ��� �
 ��� � � � 
� � � � ��� �
�� 
 � ����� � � � � � �	� ��� � � 


�
� �

΄Αρα,

�

 � ��
� 
 �

�
����� � ��� �
 � � � � � � 
� � � ��� �
�

� 
 � ����� � � � ������� � �

Μπορούµε να διαγράψουµε το Β από τα δύο µέλη της ισοδυναµίας διότι � � ��� ,

οπότε έχουµε διαδοχικά:


 � ��
� 
 �

�
����� � ��� �
 � � � 
 	 � 	 � 	�	�	 � � 
� � � ��� �
 ��� �
�

� 
 � � ��� � 
 � ��� ��� � �

� � � � 	 � 	 � 	�	�	 � � � 
 � � ��� �
�� 
 � � ��� � 
 � ��� ��� ���

� � � � 	#� 	 � 	�	�	#� � � 
 � �#� 
 	 � 	 � 	�	�	#� � � � � � ��� ��� ���
� � � � � 
 ��� ������� � �

Με χρήση του ϑεωρήµατος του Wilson καταλήγουµε στη σχέση


 � ��
� 
 �

�
����� � ��� �
 � � � ��� ��� � � (2.11)

΄Οµως, από τη στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών είναι γνωστό ότι,

�
����� � � ��� �
 ��� ��� � � ,

άρα 
 � ��
� 
 �

�
����� � ��� �
 � 
 � ��

� 
 �
�
����� 
 �


 � ��
� 
 � 
�� � � 
 � � 
 ��� ��� � � 	

Από την τελευταία και την (2.11) έπεται ότι � � 
�������� � � . ΄Οµως � � 
 
 ,
εποµένως � � 
 . �
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Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το σηµαντικό

Θεώρηµα 2.3.4. (Gauss) Για � περιττό πρώτο και � �

�
� όπως στον ορισµό 2.2.1

ισχύει

� �

�
� � � � � � αν � � 
 ��� �������

� � � � αν � � � ��� �������

Απόδειξη.

� �

�
� �

��� �
�
� 
 � � 
 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � από πρόταση 2.3.3 �

� � � � � εάν � � 
 ��� �������
� � � � εάν � � � ��� �������

� από πρόταση 2.3.2 � �
2.4 Παράρτηµα - Βοηθητικές προτάσεις

Πρόταση 2.4.1. ΄Εστω
� � ��� � � �

� 
�� 	��� � � � και � � ��� � � �
� 
�� � �� � � � µε � � � � � ( � .

Εάν � πρώτος τέτοιος ώστε ��� � � για
� � ����	�	�	 � � � 
 , τότε κάθε συντελεστής �

�
του

γινοµένου
� � ��� � � ��� � � �

� 
���� �� � � � για ��� ��� 	�	�	 � � � 
 µπορεί να γραφτεί ως �
�
� ,

όπου � � ��� .

Απόδειξη. Στο πολυώνυµο
� � ��� � � ��� έστω �

�
ο συντελεστής του �

�
. Είναι �

� �
� � � � . Από υπόθεση � � � � � � � � � 
���	�	�	�� � � 
 , οπότε ϑέτουµε � � � � 	 � � 	 � ( � .

΄Αρα, �
� � � 	 � � � , ενώ για � � 
�� 	 	 	 � � � 
 ,

�
� � ��

� 
�� � ���� � � � ���� � � � � �
��
� 
�� � 	 �

���
� � � ���� � � ��� � �

��
� 
�� 	 � � � � �������� � � ��� 	

Επειδή � � � � � και 
 � � � � � 
 , έπεται ότι � � �
��� και � � � ��� � � � � . ΄Αρα

κάθε συντελεστής �
� � � � 
���	�	�	 � � � 
 γράφεται στη µορφή �

� � � ���� � , όπου
� � � � �

� 
�� ������� � � � � . Οπότε, από την παραπάνω παρατήρηση, � � ��� � . �
Πρόταση 2.4.2. ΄Εστω πρώτος � και 
 ���
 , � -οστή ϱίζα της µονάδας. Το ελάχιστο

πολυώνυµο της 
 είναι το � � ��� �

 � ��
� 
�� � � 	
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Απόδειξη. Η σχέση � � ��� � � � � �� � � δείχνει ότι � � 
 � � � . Αρκεί να δείξουµε ότι

το � � ��� είναι ανάγωγο πάνω από το
�

. Ισοδύναµα, αρκεί να δείξουµε ότι το� � ��� � � � � � 
 � είναι ανάγωγο στο
� � � � 3. Πράγµατι,

� � ��� � � � � � 
 ���
� � � 
 � 
 � 

� � � 
 � � 
 �

� 
 ��� 
 ��� � 
 � � � 	�	�	 ��� 

 � ��� � � 
�� 
�
� � 
 � � � � � 
 � 
 � 	�	�	 � �

Από το κριτήριο Eisenstein για τον πρώτο � , το
� � ��� είναι ανάγωγο στο

� � � � . �
Πρόταση 2.4.3. Εάν � � � � 
 (�� και ο � (�� είναι πρώτος, τότε

� � � � � 
 � 
 � � 
 � � � 
 
 ������� � � 	
Απόδειξη. � � � � � 
 � 
 �


�
� 
��

� �
� � � �� � 
 � �
 και ο συντελεστής

� �
� � � � �

��� � � � � � � εί-

ναι πολλαπλάσιο του � για 
 � ����� � 
 , διότι � � � � και ο � δε διαιρεί το ��� � ��� � � �
αφού αυτή η έκφραση είναι γινόµενο ακεραίων µικρότερων και εποµένως σχετικά

πρώτων προς τον � .
Το αποτέλεσµα έπεται από το παραπάνω συµπέρασµα και από το γεγονός ότι ο �
είναι δακτύλιος. �
Λήµµα 2.4.4. 
 � �� ��
�� 
 	 � � � � � εάν � � � ��� ��� � �

��� αλλιώς 	
Απόδειξη. Εάν � � � ��� ��� � � , τότε 
 	 ��
 και εποµένως


 � �� ��
�� 
 	 � ��� 	
Εάν � �� � ��� ��� ��� , τότε 
 	 �� 
 και εποµένως


 � �� ��
�� 
 	 � � 
 	 
 � 

 	 � 
 � � 	 �
3διότι τότε, εάν το �
	���
 έχει µία µη - τετριµµένη ανάλυση στο ��� ��� , έστω ��	���
 ����	���
���	���
 , ϑα

είναι ��	������ 
 �!�"	��#���$
���	��%��� 
 , δηλαδή &'	���
 ����	��#��� 
(��	��%��� 
 , το οποίο µας δίνει µία µη

τετριµµένη ανάλυση του &'	���
 στο ��� ��� , άρα και στο )*� �+� . Αντίφαση, γιατί το &'	���
 είναι ανάγωγο

στο ),� ��� .
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Πόρισµα 2.4.5.

� � � 
 � �� ��
�� 
 � � � � ��� � � � � � � � � � 
�� εάν � � � ��� ��� � � �
��� εάν � �� � ������� � �

Απόδειξη. Προκύπτει αµέσως από το Λήµµα 2.4.4 εάν ϑέσουµε � � � � � . �
Λήµµα 2.4.6. 
 � �� ��
��

� �
��� � ���

όπου

� �

	� είναι το σύµβολο Legendre.

Απόδειξη. Εξ ορισµού

� �

	� �	� . Από τους υπόλοιπους � � 
 όρους του αθροί-

σµατος, µισοί είναι ίσοι µε � 
 και µισοί είναι ίσοι µε � 
 , διότι γνωρίζουµε ότι

υπάρχουν τόσα τετραγωνικά ισοϋπόλοιπα όσα είναι τα τετραγωνικά ανισοϋπόλοι-

πα ������� � � . �
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Κεφάλαιο 3

Αθροίσµατα Gauss και Jacobi

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε κάποιες εξισώσεις στο � 
 (� πρώτος) και ϑα

αποδείξουµε κάποια κλασικά ϑεωρήµατα αναπαράστασης του � από ειδικές δυα-

δικές τετραγωνικές µορφές. Βασικά εργαλεία για τη µελέτη µας ϑα είναι οι πολ-

λαπλασιαστικοί χαρακτήρες τα γενικευµένα αθροίσµατα Gauss και τα αθροίσµατα

Jacobi.

3.1 Πολλαπλασιαστικοί χαρακτήρες

Ορισµός 3.1.1. ΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων

�
� � �
 ��� � � λέγεται πολλα-

πλασισιαστικός χαρακτήρας του (σώµατος) � 
 . Σ’ αυτή την εργασία, συχνά, ϑα

παραλείποµε το επίθετο «πολλαπλασιαστικός». ΄Ενας πολλαπλασιστικός χαρακτή-

ϱας είναι, δηλαδή, µία απεικόνιση

�
� ���
 ��� � � µε την ιδιότητα

�
� � � ���

�
� ���

�
� � � ������� � ( � �
 	

Παραδείγµατα :

1. Το σύµβολο Legendre ,

� 	
 � εάν ϑεωρηθεί συνάρτηση της κλάσης � ����� � .

2. Ο τετριµµένος χαρακτήρας, που ορίζεται από τη σχέση � ����� ��
������ ( � �
 .

Συχνά είναι χρήσιµο να επεκτείνουµε το πεδίο ορισµού του χαρακτήρα σε όλο

το ��
 . Εάν

�
�� � , αυτό γίνεται εάν ϑέσουµε

�
� � � � � . Για τον χαρακτήρα �

ορίζουµε � � �"� � 
 .
Πρόταση 3.1.2. ΄Εστω

�
χαρακτήρας του � 
 και

� ( ���
 . Τότε :

21
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1.

�
� 
 � ��


.

2.

�
����� είναι � � � 
 � -οστή ϱίζα της µονάδας.

3.

�
��� � � ���

�
����� � � �

�
� ��� .

Απόδειξη. 1. Είναι

�
� 
 � �

�
� 
 	 
 � �

�
� 
 � 	

�
� 
 � . Αλλά

�
� 
 � �� � , διότι

�
� 
 � ( � � , άρα

�
� 
 ��� 
 .

2. Από υπόθεση, είναι 
�� � 
 � � , άρα 
��
�
� 
 � �

�
� � 
 � � ���

�
� ��� 
 � � .

3. Είναι 
��
�
� 
 � �

�
��� 	 � � � � �

�
� ���

�
� � � � � , απ΄ όπου

�
� ��� � � �

�
� � � � � .

Ακόµη,

�
� � � � ���

�
� ��� διότι από το (2) έχουµε διαδοχικά:

�
� ��� 
 � � � 
 � �

�
� ��� 
 � � � ��
 � �

�
� ��� � 
 � � ��
 � �

�
����� � � 
 � �

�
� ����� 
 � 
�

�
�����

�
� ������
 �

�
� ��� � � �

�
����� . �

Πρόταση 3.1.3. Αν ο

�
είναι πολλαολασιαστικός χαρακτήρας του � 
 , τότε

�� ��� �
�
��� ��� � � αν

�
�� �

� �
αν

�
� �

Απόδειξη. Εάν

�
�� � , τότε υπάρχει ��( ���
 , τέτοιο ώστε

�
� ��� �� 
 . ΄Εστω

� �� � ��� �
�
��� � . Παρατηρούµε ότι � ��� � � ( ���
 � � ���
 , άρα�

� ��� � � �� ��� �
�
��� �
�
������� �� ��� �

�
���
� � � � �

απ¨ όπου �

�
����� � 
 � � � � . Αλλά ο συντελεστής του

�
είναι µη µηδενικός, άρα

� � � .
Εάν

�
� � , τότε � � ��� �

�
��� ��� � � ��� � 
�� � .

τελος

Πρόταση 3.1.4. Αν

�
� � είναι πολλαπλασιαστικοί χαρακτήρες του � �
 , τότε και οι

απεικονίσεις

�
	 � και

�
� � είναι πολλαπλασιαστικοί χαρακτήρες του � �
 .

Απόδειξη. ΄Εστω � � � ( ���
 . Τότε,
�
� � � � �
	���
�

�
����� � � ����� � �

�
� ���

�
� � � � � ��� � � � � � �

�
����� � ����� �#�

�
� � � � � � � �

�
�
� �����

�
� � � �

Επίσης,
�
� � � � � � �

�
� � � � � � � �

�
�����

�
� � � � � � �

�
����� � �

�
� � � � � �

�
� � � ���

�
� � � � � �
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Πρόταση 3.1.5. Το σύνολο των πολλαπλασιαστικών χαρακτήρων του � �
 , εφο-

διασµένο µε την πράξη του πολλαπλασιασµού συναρτήσεων, είναι κυκλική οµάδα

τάξεως � � 
 . Το ουδέτερο στοιχείο αυτής της οµάδας είναι ο τετριµµένος χαρακτή-

ϱας � .
Εάν ��( � �
 και � ���
 , τότε υπάρχει χαρακτήρας

�
, τέτοιος ώστε

�
����� ���
 .

Απόδειξη. Το ότι οι πολλαπλασιαστικοί χαρακτήρες, µε πράξη τον πολλαπαλσια-

σµό συναρτήσεων, αποτελούν οµάδα, είναι άµεση συνέπεια της πρότασης 3.1.3.

Προφανώς, ο � είναι ουδέτερο στοιχείο γι¨ αυτή την πράξη.

Θα δείξουµε τώρα ότι αυτή η οµάδα είναι κυκλική, τάξεως ��� 
 . Γνωρίζουµε

ότι η � ���
 ��	 � είναι πολλαπλασιαστική οµάδα και έστω � ένας γεννήτοράς της.

Πρώτη παρατήρηση: Κάθε χαρακτήρας

�
προσδιορίζεται πλήρως από την τιµή

�
� � � . Πράγµατι, αφού κάθε � ( ���
 είναι της µορφής � � ��� µε � ��� � � � � ,

έπεται ότι

�
�������

�
� � � � �

�
� � � � 	

∆εύτερη παρατήρηση:

�
� � � είναι � � � 
 � -οστή ϱίζα της µονάδας (πρόταση 3.1.2)

και υπάρχουν ακριβώς ��� 
 τέτοιες ϱίζες, άρα η οµάδα των χαρακτήρων έχει τάξη

το πολύ � � 
 .
΄Εστω, τώρα, 
 ( � µία πρωταρχική � � � 
 � -οστή ϱίζα της µονάδας. Θα ορί-

σουµε ένα χαρακτήρα � � � �
 � � � . Προσωρινά, τα γράµµατα ����� ας συµβολίζουν

ακεραίους πρώτους προς τον � και οι αντίστοιχες κλάσεις τους ����� � (δηλαδή, τα

αντίστοιχα στοιχεία του � �
 ) ας συµβολίζονται � � � � � � � . Ορίζουµε

� � �
� � � ��� 
 � 	

Η � είναι καλά ορισµένη, δηλαδή, ϑα δείξουµε ότι όταν � � � � � � � τότε � � � � � � � �
� � � � � � . Πράγµατι,

� � � � � � � � � ��� � � � � 
 � � 
�� � 
 
 � � � 
�� � � � �
� � � ��� � � � � � � � 	

΄Εχοντας αποδείξει ότι η � είναι καλά ορισµένη, επανερχόµαστε στον απλούστερο

συµβολισµό ����� � 	 	 	 για τα στοιχεία του � �
 .
Η συνάρτηση � είναι χαρακτήρας διότι

� � �
� � � � � � � � 
 � 
 � � 
 � � � � � � � � � � � 	

Τώρα ϑ’ αποδείξουµε ότι η τάξη του χαρακτήρα � είναι � � 
 . ΄Εστω, λοιπόν,

� � � η τάξη του � στην οµάδα των χαρακτήρων. Τότε ο � είναι διαιρέτης της

τάξης της οµάδας, η οποία είδαµε ότι είναι, το πολύ, � � 
 . ΄Αρα � � � ��
 .
Αφετέρου, � � � � , άρα


 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 �
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και επειδή η 
 είναι πρωταρχική � � � 
 � -οστή ϱίζα της µονάδας, έπεται ότι � �
� � 
 . Αφού, όµως, η οµάδα των χαρακτήρων έχει τάξη το πολύ � � 
 , και το

στοιχείο της � έχει τάξη � � 
 , έπεται ότι η τάξη αυτής της οµάδας είναι, ακριβώς,
� � 
 και το � είναι γεννήτοράς της.

Τέλος, εάν � ( � �
 και � ���
 , τότε � � � � , όπου 
 � � � � � 
 . Συνεπώς,

� � ��� � � � � � � � 
�� �� 
 	 �
Πόρισµα 3.1.6. ΄Εστω

�
η οµάδα των χαρακτήρων. Για κάθε ��( ���
 ��� �� 


ισχύει
��� ���

�
� ��� � � .

Απόδειξη. ΄Εστω � � ��� ���

�
� ��� . Από την πρόταση 3.1.5 έχουµε ότι υπάρχει

χαρακτήρας � , τέτοιος ώστε � � ��� �� 
 . Τότε

� ����� � � � � ��� �� ���
�
����� � �

� ��� �
�����

�
� ����� �

� ��� �

�
� ���	�� � 	 1

΄Αρα, � 
�� � ����� � � � � και, επειδή � ����� �� 
 , έπεται ότι � � � . �
Μέσω των χαρακτήρων µπορούµε τώρα να εκφράσουµε το πλήθος των λύσεων

της εξίσωσης ��� ��� , όπου � ( ���
 και � � � � 
 . Θέτουµε 
 � � � � 
�� � � και από

την πρόταση 3.5.3 συµπεραίνουµε ότι η εξίσωση αυτή έχει λύση εάνν � ��� �� � 
 .
Ορισµός 3.1.7. Για � � � � 
 και � ( � 
 συµβολίζουµε µε

� 
 � � � �	��� το πλήθος

των λύσεων της εξίσωσης ��� � � .
Πρόταση 3.1.8. Εάν ��( ���
 και � � � � 
 και η εξίσωση ��� � � δεν επιλύεται στο

��
 , τότε υπάρχει χαρακτήρας

�
τέτοιος ώστε

�
� � � και

�
����� �� 
 .

Απόδειξη. ΄Εστω � � 
 � � όπως στην πρόταση 3.1.5. Θέτουµε

�
� � ��� �� , οπότε

�
� � � 
 � � � � , διότι η τάξη της οµάδας των χαρακτήρων είναι � � 
 (πρόταση

3.1.5). Επίσης,

�
� � � � � ��� �� � � � � � � � � ��� �� � � 
����� 	

΄Εστω � � � � για κάποιο � . Αφού η ��� � � δεν είναι επιλύσιµη, έπεται ότι � � � � .
( � � �
� � � ( � � ��� � ��� � � � � � � � � ��� � � � � , αντίφαση.)

Συνεπώς,

�
� �����

�
� � � ���

�
� � � � � 
 � � � 
 � ���� �� 
 . �

1Η ισότητα ( � ) ισχύει διότι 	������ 
 είναι οµάδα, άρα, εφόσον ο � διατρέχει όλο το � , το ίδιο

συµβαίνει και µε τον ��� .
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Θεώρηµα 3.1.9. � � � � � ��� � �
� � 
 �

�
� ���

όπου το άθροισµα είναι πάνω από όλους τους χαρακτήρες των οποίων η τάξη διαιρεί

το � .

Απόδειξη. Από τις προτάσεις 3.1.5 και 3.5.2 του παραρτήµατος συµπεραίνουµε

ότι υπάρχουν ακριβώς � χαρακτήρες των οποίων η τάξη διαιρεί το � . ∆ιακρίνουµε

δύο περιπτώσεις :

΄Εστω � � � . Η εξίσωση ��� � � έχει ακριβώς µία λύση, τη � � � . Επίσης,��� � 
 �
�
� �"�	� 
 διότι

�
� �"�	� � όταν

�
�� � και � � �"� � 
 . ΄Αρα, στην περίπτωση

που � � � , η πρόταση ισχύει.

΄Εστω ότι � �� � , διακρίνουµε δύο υποπεριπτώσεις.

1 . Αν η � � � � επιλύεται, τότε υπάρχει � τέτοιο ώστε � � � � .
Εάν

�
� � � τότε

�
� ��� �

�
� � � � �

�
� � � ��� � � � ��� 
 . Εποµένως�

� � 
 �
�
����� � �

� � 
 � 
 � � 	
΄Οµως, από την πρόταση 3.5.3,

� 
 � � � � ��� � � � � 
�� � � � � , άρα η πρόταση

ισχύει.

2 . Αν η � � � � δεν επιλύεται, τότε έχουµε να δείξουµε ότι�
� � 
 �

�
� ����� �

΄Εστω
� � ��� � 
 �

�
� ��� . Από την πρόταση 3.1.8, υπάρχει χαρακτήρας � ώστε

� � ��� ���
 και � � � � , άρα

� ����� � � �
� � 
 � � �����

�
� ������ �

��� � � � 
 � �
�
����� � � 	 2

Συνεπώς, � 
 � � ����� � � � � και επειδή � ����� �� 
 , έπεται ότι
� � � . �

Το ϑεώρηµα 3.1.9 επαληθεύεται τετριµµένα για � περιττό και � � � . Πράγ-

µατι, τότε υπάρχουν δύο χαρακτήρες τάξεως � : Ο τετριµµένος και ο οριζόµενος

µέσω του συµβόλου Legendre (ϐλ. ορισµό 2.2.1). Το ϑεώρηµα λέει, σ’ αυτή την

περίπτωση, ότι
� � � 
 � ��� � 
	� � 	
 � . Εξ ορισµού,

� 	
 � � 
 , εάνν η ��
 � �
επιλύεται. ΄Αρα,

� � � 
 � ��� � 
 ��
 � � , όταν η εξίσωση είναι επιλύσιµη και� 
 � ��
 � ����� 
 � 
�� � όταν δεν είναι επιλύσιµη.

2Η ισότητα ( � ) ισχύει διότι, καθώς το � διατρέχει την υποοµάδα των χαρακτήρων, των οποίων η

τάξη διαιρεί το � , το ίδιο συµβαίνει και µε το � � .
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3.2 Αθροίσµατα Gauss και Jacobi

Για να εκτιµήσουµε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης ����� � ����
 στο ��
 πολύ

χρήσιµο εργαλείο ϑα είναι τα αθροίσµατα Jacobi. Η εκτίµηση της απόλυτης τιµής

αυτών των αθροισµάτων, την οποία ϑα χρειαστούµε, ϑα ϐασιστεί στην εκτίµηση

της απόλυτης τιµής των αθροισµάτων Gauss, τα οποία αποτελούν γενίκευση των

τετραγωνικών αθροισµάτων Gauss.

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω

�
χαρακτήρας από το � 
 και

��( ��
 . Θέτουµε ��	 �
�
� �� � ��� �

�
��� � 
 	 � , όπου 
 � � 
�� �� 	 Το ��	 �

�
� λέγεται άθροισµα Gauss πάνω από το � 


που ανήκει στον χαρακτήρα

�
. Αντί για � � �

�
� , ϑα γράφουµε, απλούστερα, � �

�
� .
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Πρόταση 3.2.2.

1. � �

�
� �

�
� � 
 � � �

�
�
.

2. ��	 �
�
���

��� ��

�
� � � � � � �

�
� � αν � �� � και

�
�� �

�(� αν ( � �� � και

�
� � ) είτε ( � � � και

�
�� � )

� �
αν
� � �

και

�
� �

Απόδειξη. 1. Είναι � �

�
� � � � ��� �

�
��� � 
 � � �

�
� � 
 � � � ��� �

�
� � � � 
 � � �

�
� � 
 � � �

�
� �

όπου, για τον υπολογισµό του

�
��� � χρησιµοποιήσαµε την πρόταση 3.1.2(3).

2.

(i). Εάν � �� � και

�
�� � , τότε

�
� ��� ��	 �

�
���

�
� ��� �� ��� �

�
��� � 
 	 � � �� ��� �

�
����� � 
 	 � � �

� ��� �
�
� 	 � 
 � � � �

�
� 	

΄Αρα ��	 �
�
� �

�
����� � � � �

�
� �

�
��� � � � � �

�
� .

(ii). Εάν � �� � και

�
� � , τότε

��	 � � � � �� ��� � � ��� � 
 	 � � �� ��� � 
 	 � � �
Η τελευταία ισότητα ισχύει από το λήµµα 2.4.4 .

(iii). Εάν � � � και

�
�� � , τότε

� � �
�
��� �� ��� �

�
��� ��� �

Η τελευταία ισότητα ισχύει από την πρόταση 3.1.3.

(iv). Εάν � � � και

�
� � , τότε

� � � � � � �� ��� � � ��� � � �� ��� � 
 � � �
Θεώρηµα 3.2.3. Εάν

�
�� � , τότε � � �

�
��� � � � .

Απόδειξη. Υπολογίζουµε το � 	 ��� � ��	 �
�
� ��	 �

�
� µε δύο τρόπους και εξισώνουµε τα

δύο αποτελέσµατα. Στους παρακάτω υπολογισµούς κάνουµε χρήση της πρότασης

3.1.2.
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Για � �� � , από την πρόταση 3.2.2, έχουµε, �
	 �
�
� �

�
� � � � � � �

�
� και ��	 �

�
� �

�
� � � � � � �

�
� ���

�
� � � � � � � � � �

�
� �

�
����� � �

�
� . ΄Αρα,

��	 �
�
� ��	 �

�
���

�
� � � � �

�
����� � �

�
� � �

�
� �

�
� � � � 	 ��� � �

�
� � �

�
� � � �

�
� � �

�
� � � � �

�
��� 
 	

Εποµένως, έχουµε�
	 � � � ��	 �

�
� ��	 �

�
� �� �

	 � ���� ��	 �
�
� ��	 �

�
� � �

	 � ���� � � �
�
��� 
 � � � �

�
��� 
 �	 � ���� 
���� � � 
 � � � �

�
� � 
 	

Η ισότητα (*) ισχύει διότι όταν

�
�� � , τότε � � �

�
� � � (πρόταση 3.2.2).

Επίσης,

��	 �
�
� ��	 �

�
� � �� � � � �� � � �

�
� ���

�
� � � 
 	 � � 	 �

Εποµένως, είναι
�
	 � � � ��	 �

�
� ��	 �

�
� � �� � � � �� � � �

�
� ���

�
� � � � � � � � ��� ��� � � 
 ���

όπου
� � � � � � � � 
�� � � �

��� � �� � (ϐλ. πόρισµα 2.4.5). ΄Αρα, � � � 
 ��� � �
�
� � 
 � � � � 
 ��� ,

απ’ όπου προκύπτει αµέσως η αποδεικτέα. �
΄Οταν

�
είναι ο χαρακτήρας που προκύπτει από το σύµβολο του Legendre,

από την παραπάνω σχέση, µε χρήση της πρότασης 3.2.2, προκύπτει ακριβώς η

πρόταση 2.2.3:

� �

�
� 
 ��� � 
 � ��� �
 � 	

Θεωρούµε τώρα την εξίσωση � 
 � ��
 � 
 πάνω από το σώµα ��
 . Το � 
 είναι

πεπερασµένο, εποµένως η εξίσωση έχει πεπερασµένες το πλήθος λύσεις. ΄Εστω

ότι αυτό το πλήθος είναι
� 
 � ��
 � ��
 � 
 � . Θα προσδιορίσουµε την τιµή του.

Παρατηρούµε ότι

� 
 � � 
 ��� 
 ��
 � � �
	�� � ��� � � 	 � � 
 � � 
 � � 
 � ��� � 
 � � 
 � � � 	
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όπου
� 
 � ��
 � 
 � ��
 �

� 	
 � (ϐλ. ϑεώρηµα 3.1.9) . Εποµένως

� 
 � � 
 � � 
 � 
 � � �
	�� � ��� � � 	 � � 
 �

� � �
� � � 
 � � � �

� � � 
 �
� �

	�� � ��� � � 	 � � 
 �
�

 �

� �
� � � � �

� � � � �
� � � �

� � �
� � � �

	 ��� �
� �
� � � �

� ��� �
� �
� � � �

	�� � ��� � � 	 � � 
 �
� �
� � � �

� �
� � � �

	�� � ��� � � 	 � � 
 �
� �
� � � �

��� 	
διότι από το λήµµα (2.4.6) ισχύει

� 	 ��� � � 	
 � � � � ��� � � �
 � � � .
Θα δούµε ότι �

	�� � ��� � � 	 � � 
 �
� �
� � � �

� � ��� � � 
 � ��� �
 	
΄Αρα

� 
 � � 
 � � 
 ��
 � � � � � � 
�� εάν � � 
 ��� �������
� � � 
�� εάν � � � ��� ���!�"� 	 �

Επιχειρούµε τώρα να εκτιµήσουµε το
� 
 � � 
 ��� 
 � 
 � :

� 
 � � 
 � � 
 � 
 � � �
	�� � ��� � � 	 � � 
 � � 
 � � 
 � ��� � 
 � � 
 � � �

Εάν � � �$�������!�"� , τότε � ��� � � 
 � � 
 . ΄Αρα, από την πρόταση 3.5.3 (ϐλ.

Παραρτηµα 3.5)
� 
 � ��
 � ��� � 
������ ( ��
 . ΄Επεται ότι

� 
 � � 
 � � 
 � 
 ��� � 	
Εάν � � 
��������!�"� και ϑεωρήσουµε χαρακτήρα

�
�
�
�� � τάξεως 3, τότε

�

 �� �

και ο

�

 είναι, επίσης, τάξεως 3. ΄Αρα, οι � �

�
�
�

 είναι όλοι οι χαρακτήρες τάξεως

3 (κυβικοί χαρακτήρες). Από το ϑεώρηµα 3.1.9 έχουµε

� 
 � � 
 � ����� �
��� 
 �

�
������� 
 �

�
� ��� �

�

 � ��� �
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άρα,

� 
 � � 
 ��� 
 � 
 ��� �
	 � � 
 � � 
 �

�
� ��� �

�

 ����� � � 
 �

�
� � � �

�

 � � � �

� �
	 � � 
 � � 
 �

�
� ��� �

�

 � ��� �

�
� � � �

�
� ���

�
� � � �

�

 �����

�
� � �

�
�

 � � � �

�
�����

�

 � � � �

�

 �����

�

 � � � �

� 
�
� 
��


�
� 
�� �

	 � � 
 �
�
� � ���

�
� � � � �

Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι, για να ολοκληρώσουµε τη µελέτη των
� 
 � ��
 ���
 � 
 � και

� 
 � ��
 � ��
 � 
 � χρειάζεται να µελετήσουµε αθροίσµατα όπως αυτά τα

τελευταία, που εµφανίζονται στην παραπάνω σχέση. Πρόκειται για τα λεγόµενα

αθροίσµατα Jacobi.

Ορισµός 3.2.4. ΄Εστω

�
� � χαρακτήρες του � 
 . Θέτουµε

� �

�
� � ��� �

	 � � 
 �
�
� ��� � � � �

Το
� �

�
� � � λέγεται άθροισµα Jacobi.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα δείχνει µία εντυπωσιακή σύνδεση αθροισµάτων Jaco-

bi και Gauss.

Θεώρηµα 3.2.5. Στα παρακάτω

�
και � είναι µη τετριµµένοι χαρακτήρες. Ισχύ-

ουν τα εξής :

1.
� � � � � � � � .

2.
� � � �

�
� � � .

3.
� �

�
�
�
� � ��� �

�
� � 
 � .

4. Εάν

�
	 � �� � , τότε

� �

�
� � ��� � �

�
� � � � �

� �

�
� � .

Απόδειξη.

1.
� � � � � � � � 	 � � 
 � � � ��� � � � � � � 	 � � 
 � 
 � � 	 ��� � 
 ��� .

2.
� � � �

�
� � � 	 � � 
 � � � ���

�
� � ��� � � ��� �

�
� � � � � .

Η τελευταία ισότητα ισχύει από την πρόταση 3.1.3.
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3. ΄Εχουµε διαδοχικά:

� �

�
�
�
� � � � �

	 � � 
 �
�
�����

�
� � � � �

�
�
� 
 �

�
� � � �"� � �

	 � � 
 � � ���
��
�
�����

�
� � � � �

� ��� �
	 � � 
 � � ���
��

�
� ���

�
� � � � �

� �
	 � � 
 � � ���
��

� � �
� �

� �
	 �
 �

� � �

�� � � (3.1)

Για � ( ��
 , � ���
 , έστω � � 	
� � 	 . Τότε � ( � 
 και � ���� 
 . Πράγµατι, αάν � ��� 
 ,

τότε
	
� � 	 � � 
 , δηλαδή, � � � � 
 , αδύνατο. ΄Ετσι, η (3.1) γράφεται τώρα

� �

�
�
�
� � ��� �

� ��� � � � �
 � �
�
� � � � ���

�
� � 
 � � �

�
� � 
 � 	

4. ΄Εχουµε

� �

�
� � � � � �

� 
 � �� � 
��
�
� ��� 
 ��� � 
 � ��

� 
�� � � � � 
 ���
�


 � ��� � � 
��
�
� ��� � � � � 
 � � �

� 
 
 � 
� ��
��
� �� � � 
 �

�
� ��� � � � � � 
 �

�

 � �� ��
����� �� � �
	 � ����
���
 �

�
� ��� � � � ���� 
 �

Εάν � � � , τότε

�� � � 
��
�
� ��� � � � � �


 � �� � 
��
�
� ��� � � ������� � � � 
 �


 � �� � 
��
�
� ��� � � ���

� � � � 
 �

 � �� � 
��

�
� � ��� � � � � 
 � 	 � � �
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Εάν � �� � , τότε ορίζουµε τα ��� � ��� από τις σχέσεις � � � ��� � � � � ��� , οπότε, η

αντικατάσταση στην � � � � � , δίνει � � � � � � 
 και�� � � 
 �
�
� ��� � � � � � ���� � ��� 
 �

�
��� � � � � ��� � � � �

�
��� � � ��� � ���� � ��� 
 �

�
� � � � � � � � �

�
�
� ��� � � �

�
� � �

Εποµένως,

� �

�
� � � � � � �� ������

�
� ��� � � �

�
� � � 
 � � � 	 
 � � �� ��� �

�
� ��� � � �

�
� � � 
 �

� � �

�
� � � �� ��� �

�
� ��� � 
 � � � �

�
� � � � �

�
� � 	

΄Εχουµε από υπόθεση ότι

�
� �� � , άρα από την πρόταση 3.2.2, είναι � �

�
� � � �� � .

΄Αρα,
� �

�
� � ��� � �

�
� � � � �

� �

�
� � 	 �

Πόρισµα 3.2.6. Εάν

�
� � και

�
� δεν είναι ίσα µε � , τότε� � �

�
� � ��� � � �

Απόδειξη. Από το (4) του ϑεωρήµατος 3.2.5 έπεται ότι

� � �

�
� � � � � � � �

�
� � � � �

� �

�
� �

� � � � �
�
��� � � � � ���� � �
�
� � � ��

� � � �
� � � � �

Στην ισότητα (*) χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι

�
� � �

�
� �� � και εφαρµόζουµε το

ϑεώρηµα 3.2.3 �
Επιστρέφουµε στην ανάλυση των

� 
 � � 
 � � 
 � 
 � και
� 
 � � 
 � � 
 � 
 � .

Στην περίπτωση του
� 
 � � 
 � � 
 � 
 � χρειάζεται να εκτιµήσουµε το άθροισµα� 	 � � 
 � � 	
 � � �
 � . Το (3) του ϑεωρήµατος 3.2.5 δίνει το αποτέλεσµα � � � �
 � �

� � � 
 ����� �
 .

Στην περίπτωση του
� 
 � ��
 ����
 � 
 � είχαµε να υπολογίσουµε τα αθροίσµα-

τα � 	 � � 
 �
�
� �����

�
� � � � , όπου

�
είναι κυβικός χαρακτήρας και

� � � � ��� 
�� � . Η

εφαρµογή του ϑεωρήµατος 3.2.5 δίνει

� 
 � � 
 � � 
 � 
 � � � � � �
���
� � � �

�
�
�
� �

�

 � � 
 � � �	�

�
� � 
 � � � �

�

 �
�

 �

� � �
�

 � � 
 � �

�
� � 
 � � � �

�
�
�
� � � �

�

 �
�

 �
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΄Εχουµε

�
� � 
 � �

�
� � � 
 � 
 � �

�

 � � 
 � � � � � 
 � � 
 . Επιπλέον,

�

 � � άρα

�

 �

�
� � �

�
. ΄Αρα, από τη σχέση

� �

�
�
�
� � � �

�

 �
�

 � � � �

�
�
�
� � � �

�
�
�
��� � �

�
�
�
� � � �

�
�
�
��� ��� � �

�
�
�
�

έχουµε � 
 � � 
 � � 
 � 
 ��� � � ���$��� � �

�
�
�
� 	 (3.2)

Γνωρίζουµε ότι � � �

�
� � ��� � � � �

άρα, � � 
 � � 
 � � 
 � 
 � � � �$� � � � ��� � �

�
�
�
� ��� � � � � (3.3)

όπου χρησιµοποιήσαµε την ιδιότητα ��� � � � � � � και το ϑεώρηµα 3.2.5.

Εάν
� 
 είναι το πλήθος των λύσεων της ��
 � ��
 ��
 στο � 
 , τότε η παραπάνω

σχέση µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το
� 
 είναι της τάξεως του � , µε ένα

σφάλµα της τάξεως του � � � . Αυτό δείχνει ότι, για αρκετά µεγάλους πρώτους � , η

παραπάνω εξίσωση έχει πολλές λύσεις.

Εάν � � 
���� ���!�"� , πάντα υπάρχουν τουλάχιστον έξι λύσεις, καθώς οι ��
 � 

και � 
 � 
 έχουν τρεις λύσεις η κάθε µία. Για � ��� � 
 � αυτές είναι οι µόνες λύσεις.

Για � ��
�� υπάρχουν και άλλες λύσεις. Για παράδειγµα, � 
 � 
 � 
 � 
�������� 
��"� .
Αυτές οι «µη-τετριµµένες» λύσεις υπάρχουν για κάθε πρώτο � � 
�� , αφού τότε,

από τον τύπο (3.3),
� 
 � � � �	��� � � � �

.

3.3 Θεωρήµατα αναπαράστασης πρώτων.

Σ’ αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουµε τα δύο όµορφα κλασικά ϑεωρήµατα 3.3.1 και

3.3.6. Αναφέρονται σε αναπαραστάσεις πρώτων από δυαδικές τετραγωνικές µορ-

ϕές και τα αποδεικνύουµε µε τη ϐοήθεια της ϑεωρίας των αθροισµάτων Jacobi,

που µέχρι τώρα αναπτύξαµε.

Θεώρηµα 3.3.1.

1. Κάθε πρώτος ��� 
������������ γράφεται µε τη µορφή ��
 � � 
 � � για κατάλλη-

λους ακεραίους
��� �

.

2. Κάθε πρώτος � � 
��������!�"� γράφεται µε τη µορφή ��
 � � � � � 
 � � για

κατάλληλους ακεραίους ��� � .
Απόδειξη.

1. Εάν �!� 
������������ , τότε υπάρχει χαρακτήρας

�
τάξης 43. Οι τιµές του

3η ύπαρξη έπεται από την πρόταση 3.5.1 (ϐλ. παράρτηµα 3.5) και από το γεγονός ότι η όµαδα

των χαρακτήρων στο ��	 είναι κυκλική τάξεως 
�� � (ϐλ. πρόταση 3.1.5).
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ανήκουν στο σύνολο � 
 � � 
 � � � � � � . Εποµένως, το

� �

�
�
�
� � �

� � ��
 �
�
��� �

�
��� � είναι

στοιχείο του ��� ��� , που σηµαίνει ότι
� �

�
�
�
� � �	� � � για κατάλληλους ακεραίους

��� � , οπότε, � � � �

�
�
�
��� 
 � �"
 � � 
 .

2. Εάν � � 
�������� � � , τότε, κατ’ αναλογία µε την προηγούµενη περί-

πτωση, υπάρχει χαρακτήρας

�
τάξης 3. Οι τιµές του

�
ανήκουν στο σύνολο� 
�� � � � 
 � , όπου � είναι η πρωταρχική κυβική ϱίζα της µονάδας. Εποµένως,

� �

�
�
�
� � �

� � ��
 �
�
��� �

�
��� � ( �	� ��� , που σηµαίνει ότι

� �

�
�
�
� � ��� � � για κατάλλη-

λους ακεραίους ��� � , οπότε, από το πόρισµα 3.2.6, � � � � �

�
�
�
��� 
 � � 
 � � � �
� 
 .�

Το γεγονός ότι οι πρώτοι της µορφής � � 
���� ������� γράφονται ως άθροισµα

δύο τετραγώνων ανακαλύφθηκε από τον Fermat. ∆εν είναι δύσκολο να αποδειχτεί

ότι, υπό τους περιορισµούς ��� � � � , � περιττός, � άρτιος, η αναπαράσταση � �
�"
 �
� 
 είναι µοναδική.

Αντίθετα, για τους πρώτους ��� 
���� ��� � � , η αναπαράσταση � � ��
 ��� � � � 

δεν είναι µοναδική, όπως ϕαίνεται από τις σχέσεις

� 
 � ��� � � 
 � � � � ��� 
 � � � ����� � � � 
 � � 
 � � � � � � �	� � � � � � 
 	
Ωστόσο, µπορούµε να ϑέσουµε τους περιορισµούς ώστε η αναπαράσταση να είναι

µοναδική, ως εξής : Εάν � � ��
 � � � � � 
 , τότε �#� � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � ��� 
 � � �"
 �
� � � � � 
�� � ��� � � � 
 . Ισχυριζόµαστε ότι το 3 διαιρεί κάποιο από τα � � � � � � � .
Γιατί, σε αντίθετη περίπτωση, είτε �)� 
��������!�"��� ��� �$�������!�"� , είτε �)� �
��� ��� � ��� ��� 
��������!�"� . Αλλά τότε, και στις δύο περιπτώσεις, διαπιστώνεται

αµέσως ότι � � �"
 � � � �
� 
 � � ������� �"� , άτοπο.

Πρόταση 3.3.2. ΄Εστω ακέραιος � � � , πρώτος � � 
���� ��� � � και

�
χαρακτή-

ϱας του � 
 τάξης � . Τότε

� �

�
� � � �

�
� � 
 � � �

�
�
�
� � �

�
�
�

 � 	�	�	 � �

�
�
�
� � 
 � 	

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας το (4) του ϑεωρήµατος 3.2.5για � �
�
�
�

 � 	 	 	 �

�
� � 
 ,

παίρνουµε διαδοχικά:

� �

�
�
�
� � � �

�
� 


� �

�

 �

� �

�
�
�

 � � � �

�
� � �

�

 �

� �

�

 �

...
...

� �

�
�
�
� � 
 � � � �

�
� � �

�
� � 
 �

� �

�
� � � �
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Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη, παίρνουµε

� �

�
� � � � � � �

�
�
�
� � �

�
�
�

 � 	�	�	 � �

�
�
�
� � 
 � � �

�
� � � � 	

Εφαρµόζοντας διαδοχικά τις προτάσεις 3.1.2(3) (απ’ όπου

�
� � � �

�
� � �

�
),

3.1.3(1) και το ϑεώρηµα 3.2.5 έχουµε

� �

�
� � �

�
� � � � � � �

�
� � �

�
� � � �

�
�

�
� � 
 � � �

�
� �

�
� � 
 ��� � �

�
��� 
 �

�
� � 
 ��� 	

Το Ϲητούµενο έπεται αµέσως. �
Πόρισµα 3.3.3. Εάν ο

�
είναι κυβικός χαρακτήρας, τότε � �

�
� 
 � � � �

�
�
�
� .

Απόδειξη. ΄Εχουµε

�
� � 
 � �

�
� � � 
 � 
 � �

�

 � � 
 � � � � � 
 � � 
 . Συνδυάζοντας

αυτό µε την πρόταση 3.3.2, έχουµε � �

�
� 
 � � � �

�
�
�
� . �

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω �	� 
 ��� ���!�"� και

�
κυβικός χαρακτήρας. Θέτουµε

� �

�
�
�
� � �	� � � . Τότε � � �$��� ���!�"� και � � � 
 �������!�"� .

Απόδειξη. ∆ουλεύουµε µε ισοτιµίες στον δακτύλιο των αλγεβρικών ακεραίων. Το
 είναι µία πρωταρχική � -οστή ϱίζα της µονάδας.

� �

�
� 
 � � �� ��� �

�
��� � 
 � � 
 � �� ��� �

�
��� � 
 
 
 � �������!�"� 	

Από υπόθεση

�

 � � , άρα

�

 ��� � ��
 για κάθε � �� � και

�

 � �"� � � . Συνεπώς,

� �

�
� 
 � �� ��� �

�
��� � 
 
 
 � � �� ������ 
 


��� � �
 �� �� ��� � 
 
 � � 
 � � � � 
���� 

΄Αρα, � 
 � � �

�
� 
 � � � �

�
�
�
� � 
 	�� � �
� � � � �	� � � �������!�"� 	

∆ουλεύοντας µε το

�
αντί του

�
, και επειδή, αφού

�
� � 
 � � 
 , είναι � �

�
��� � �

�
� ,

έχουµε ότι

� 
 � � �

�
� 
 �� � � �

�
�
�
� � � � �

�
�
�
� � 
 	�� �	�
� � � � � � � � �������!�"� �

όπου για την ισότητα (*) χρησιµοποιήσαµε το πόρισµα 3.3.3. ΄Αρα,

� � � �

�
� � � �

�
� � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � � ��� � � �'� �������!�"� 	

Συνεπώς, �'� � 
 � � ��� ��� �"� , άρα � � � . Τώρα, οι σχέσεις � � � και � � � � � � 

��� ��� � � συνεπάγονται την � � � 
���� ��� �"� . �
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Πρόταση 3.3.5. Εάν
�!� 
��������!�"�

, τότε υπάρχουν
� ��� ( � τέτοια ώστε

�#� �
� 
 ��� � � 
 και � � 
��������!�"� . Σε αυτή την αναπαράσταση του � το � είναι

µονοσήµαντα ορισµένο.

Απόδειξη. Η ύπαρξη των � ��� εξασφαλίζεται από την πρόταση 3.3.4. Πράγµατι,

αν ϑέσουµε � � � � � � και ��� �

 , τότε � � 
���� ���!�"� και � � � � 
 � � � � 
 .

΄Εστω � � ��� � και � 
 ��� 
 τέτοια ώστε

� � �	� 
 � �$� � � 
� και � � � � 

 � � � � 

 (3.4)

και � � � � 
 � 
���� ��� �"� .
Εστω ότι � � άρτιος και � � περιττός (

� � 
 ή � ), δηλαδή υπάρχουν ����� ( �
ώστε � � � ��� και � � � � ��� 
 . Τότε �#� � � 
� � � � � 
� � ������
 � � � � 
 � ��� ��� � � ��� ,
δηλαδή � � � �#� , το οποίο είναι άτοπο. ΄Οµοια, έστω ότι � � περιττός και � � άρτιος,

δηλαδή υπάρχουν ��� � ( � ώστε � � � ��� � 
 και � � � � � . Τότε �#� �	� 
� � � � � 
� ������ 
 � � � � � � 
 � � � 
 , δηλαδή � � � �#� , το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, οι � � ��� � είναι

οµότυποι για κάθε
�
. Εποµένως, � 
 � � 
 � � � 
 είναι άρτιοι, δηλαδή διαιρούνται

από το 2.

Ισχυριζόµαστε ότι ένας από τους � 
 � � 
 � � � 
 διαιρείται δια � . Πράγµατι,

εάν � � � � � � � � � και � � �	� � � � , όπου � ��� 
� �$� � � � � � 
� και � � � � 
���� ��� �"� ,
έχουµε

� 
 � � � � � � 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � �
� 
 � �
� � � � � � 
� � � � � � 
� �

� 
 � � � � � � 
 � � � � 
 � � 
 � � � � �	� � � � � � � � � � 
 � � � �
� 
 � �
� � � � � � 
�

απ’ όπου

� � 
 � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � � 
 � �
�
�
� 
 � �
� �$� � � � 
� � � � � � 
� � �

�
� 
 � �
� � � � � � 
� � �

� �
�

� � 

 � 
 � � � 
 � 
 � � 
 � � � � � � 

 � � 
 � � 

 � � �
�

� � 
 � � � 

 � � 
 � 
 � � � 

 ��� 
 � � � � � � � � �
� �

�
� � 
 � � � � � 

 � � � 

 � � � � 
 � � � � �

�
� � 
 � � � � 
 � � 

 � � 

 � � � 

 � 
 � � �

� �
�

� � 
 � � � � 

 � � � �
�
� � � 
 � � � 

 �

΄Αρα, � � � 
 � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � � 
 � � �#� � � 
 � � � 

 � ,
δηλαδή � � � � � 
 � � ��� � � 
 � � � 
 � � � � � � 
 � .
΄Οµως, από υπόθεση, � � 
���� ��� � � , άρα � � � � 
 � � � � � � 
 � ή � � � � 
 � � � � � � 
 � .

Εποµένως, ένας από τους � 
 � � 
 � � � 
 είναι διαιρετός δια � � , έστω ότι είναι
� 
 � � � � � � � 
 όπου � � 
 
 . Οπότε, εάν � � 
 � � � � � � � 
 � δεν είναι 0, είναι � � � .
΄Εχουµε ότι � � 
 � � � � � � � 
 ��� � � 
 � � � � � ��� � � � � � 
 � (3.5)
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Για κάθε
� � � ��
�� � , από τις σχέσεις (3.4) έχουµε

� 
� � �#� � � � � 
� � � � και

� 
� � 

� �
���#� � � 
� � �



���
�#� �



� � �#�

Συνεπώς, είναι � � � � � � � � και � � � � � �� � � 	
΄Αρα, η (3.5) γίνεται

� � 
 � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	
Οπότε, � � 
 � � � � � � � 
 � � � , άρα � 
 � � � � � � � 
 � � . Τότε � � � 
 � 
 � 
 � � , δηλαδή

� �
� �

� 
 � 
� 
 (3.6)

Παρατηρούµε ότι εάν � � � � � είναι περιττοί, τότε � � � ��� � � � 
 . ΄Εστω ότι � � � ��� � � �
 . Τότε υπάρχει πρώτος � � � � � ώστε � � � � και � � � � , δηλαδή � � � � � � � ( � και
� � � 
 � � 
 ( � . Οπότε �#� � � � 
 � � � 
 
 � � 
 , που σηµαίνει ότι � 
�� �#� , άρα � � � , το

οποίο είναι άτοπο.

Αντίστοιχα, παρατηρούµε ότι εάν � � ��� � είναι άρτιοι, τότε � � � ��� � � � � . ΄Εστω

ότι � � � ��� � � � � , δηλαδή � � � ��� � � � ��� � � (�� . Τότε � � � ��� � � � ( � και
� � � ��� 
 � 
 ( � . Οπότε �#� � � 
 � ��
 � 
 � � ��
 � ��
 
 
 � � 
 , που σηµαίνει ότι 
 � � �#� ,
άρα, αφού ο � είναι περιττός πρώτος, 
 � � � , το οποίο είναι άτοπο.

Εάν � � � � � και � 
 � � 
 είναι περιττοί, τότε � � � ��� � � � 
 και � � 
 ��� 
 � � 
 .
Συνεπώς, από την (3.6) έπεται ότι � � � � � � � 
 � και � � � � � � � 
 � . Επειδή � � � � 

��� ��� � � , έχουµε ότι � � � � 
 , το οποίο είναι το αποδεικτέο.

Εάν � � � � � και � 
 ��� 
 είναι άρτιοι, τότε � � � ��� � � � � και � � 
 ��� 
 � � � ,
δηλαδή � � � � � � � � � � � � � �� για κάποια � � � ��� �� ( � µε � � � � ��� �� � � 
 και � 
 �
� � � 
 � � 
 ��� � �
 για κάποια � � 
 ��� �
 ( � µε � � 
 ��� 
 � � 
 . Συνεπώς, από την (3.6)

έπεται ότι
� � �
� � � � 
 � � 
� �
 και επειδή � � � � ��� �� ����
 , � � � 
 ��� �
 ����
 , έχουµε ότι � � � � � � � � � 
 �

και � � �� � � � � �
 � , δηλαδή � � � � ��� � � � � � � � � � � 
 ��� � � 
 � και � � � ��� � � � �� � �	� � � �
 � �� � 
 � . Επειδή � � � � 
 ��� ��� � � , έπεται ότι � � �	� 
 , το οποίο είναι το αποδεικτέο.

Τέλος, εξετάζουµε την περίπτωση όπου το ένα Ϲεύγος � � � ��� � � είναι περιττοί

και το δεύτερο είναι άρτιοι. ΄Εστω ότι � � ��� � είναι περιττοί και � 
 ��� 
 είναι άρτιοι,

τότε � � � ��� � ��� 
 και � � 
 � � 
 � � � . Από την τελευταία σχέση έπεται ότι υπάρχουν
� � 
 � � �
 ( � ώστε � 
 � � � � 
 και � 
 � � � �
 , µε � � � 
 ��� �
 � � 
 . Εποµένως, η (3.6)

δίνει
� �
� � � 
 � � 
� �
 και επειδή � � � ��� � � � 
 , � � � 
 ��� �
 ����
 , έχουµε ότι � � � � � � � � 
 � και� � � � � � � �
 � . ΄Αρα έχουµε � � � � � � � � 
 � και � � � � � � � � 
 � , απ’ όπου � 

 �	� � 
 � και

� 

 � � � 
� . Οπότε
�#� �	� 

 � � � � 

 � � � 
 � � � � 	 � � 
� � ��� � 
 � �$��� � 
� ��� 
 � �

το οποίο είναι αδύνατο. ΄Αρα, η περίπτωση αυτή αποκλείεται.
�
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Θεώρηµα 3.3.6. ΄Εστω ότι
��� 
��������!�"�

και ακέραιοι
� ���

τέτοιοι ώστε
� � 


��� ��� � � και �#� � � 
 ��� � � 
 , η ύπαρξη των οποίων εξ ίσου εξασφαλίζεται από το

ϑεώρηµα 3.3.1 ή την πρόταση 3.3.5. Τότε
� 
 � � 
 � � 
 � 
 ����� � ����� .

Απόδειξη. ΄Εχουµε δείξει ότι� 
 � � 
 � � 
 � 
 � � � � ���$��� � �

�
�
�
� �

όπου
� �

�
�
�
� � � � � � , δηλαδή � � �

�
�
�
��� 
 	 � �
 , άρα ��� � �

�
�
�
� � � � � ���	� � 


��� ��� � � 	 �
3.4 Η εξίσωση � ��� � ��� � στο � �

Υποθέτουµε ότι ��� 
���� ��� � � και εξετάζουµε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης� ��� � ��� 
 πάνω από το σώµα ��
 . ΄Εχουµε

� 
 � � � � � � ��
 � � �
	 � � 
 � � 
 � � � � ��� � 
 � � � � � �

΄Εστω

�
ένας χαρακτήρας τάξης � . Από την πρόταση (3.1.9) είναι

� 
 � � � � ��� � �
�
� 
 � � � ��� � � � ��

� 
��
�
� �����

Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε διαδοχικά

� 
 � � � ��� � ��
 � � �
	 � � 
 �

� � ��
� 
��

�
� �����

� � ��
� 
��

�
� � � ��� � � ��

� 
��
� � ��
� 
��

� �
	 � � 
 �

�
� � ���

�
� � � � �

� � � ��
� 
��

� � ��
� 
�� � �

�
� �
�
� �

� � �

� � �
� �
� � �

� � � 
 � � �

�
� �
�
� � � � � ��

� 
 � � �

� � �
�
� � (3.7)

� � � ��
� 
 � � �

�
� �
� �
� � �

�	� � � � � � � �� � � �
 �
� �

�
� �
�
� � 	 (3.8)

Παρακάτω χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα 3.2.5 για να εκτιµήσουµε τα αθροί-

σµατα στις (3.7) και (3.8). Εννοείται ότι
� � � ( � 
�� 	 	 	 � � � 
 � .
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1 . Είναι
� �

� � �
� � ��� � � � � � � � � .

2 . ΄Οταν
� � � � � , τότε

�
� �

�
� � � και αφού η τάξη του

�
είναι � , έχουµε

�
� � �

�
�
. ΄Αρα,

� �

�
� �
�
� ��� � �

�
� �
�
� � � , οπότε το δεύτερο άθροισµα στη (3.7) είναι

ίσο µε

� � � ��
� 
 �

�
� � � 
 ��� � � � 
 � � � � ��

� 
��
�
� � � 
 ����
 � � 
 � � � � � 
 � 	

Αλλά από την πρόταση 3.5.3, η εξίσωση � � � � 
 , �)( ���
 , ή δεν έχει λύση, ή το

πλήθος των λύσεών της είναι ίσο µε � ��� 
�� � � � � . ΄Αρα, το δεύτερο άθροισµα στη

(3.7) ισούται µε 
�� � � � � � 
 � , όπου

� � � � 
 ��� � 
 � όταν -1 είναι � -οστή δύναµη
� � αλλιώς.

3. Τέλος, όταν
� � � και � �� � ή

� �� � και � � � , τότε
� �

�
� �
�
� � � � .

Εποµένως,

� 
 � � � ��� � � 
 � � � � 
�� � � � � 
 � � �
�

� � � � � � � � � � � � � �
 �
� �

�
� �
�
� � �

όπου το τελευταίο άθροισµα έχει � � � 
 � � � � 
 � � � � � 
 � 	 
���� � � 
 �#� � � � � το

πλήθος όρους και όλοι έχουν απόλυτη τιµή
� � . ΄Αρα, αποδείξαµε το

Θεώρηµα 3.4.1.� � � � � � � � � 
 � � � � � � 
 � � � � � � 
 ������� � � 
 �#� � � � � � � 	
Για µεγάλα � η παραπάνω εκτίµηση δείχνει την ύπαρξη πολλών µη-τετριµµένων

λύσεων.

3.5 Παράρτηµα - Βοηθητικές προτάσεις

Πρόταση 3.5.1. ΄Εστω
�

κυκλική οµάδα τάξεως
�

. Τότε, για κάθε ϑετικό διαι-

ϱέτη 
 του
�

, υπάρχει µία ακριβώς υποοµάδα της
�

τάξεως 
 . Ειδικότερα, στην
�

υπάρχουν στοιχεία τάξεως 
 .

Απόδειξη. Εάν � είναι γεννήτορας της
�

, δηλαδή
� � � � � και ��(

�
, τότε

� � �
�
, όπου � � � � � . ΄Εστω 
 ( � µε 
 � � . Τότε, ��� � ( � . Προφανώς, η

τάξη του ��� � είναι ίση µε 
 . Κάθε στοιχείο της
�

παράγει µία κυκλική υποοµάδα

της
�

(γνωστό από στοιχειώδη Θεωρία Οµάδων). Θεωρούµε την ��� ��� �	� ��
 �
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� 
�� � � � � � 
 � � ��	�	�	 � � � � � � � � � � , υποοµάδα της
�

µε 
 το πλήθος στοιχεία. Τα στοιχεία

της µορφής �
�
� � , όπου ����� 
 � � 
 , είναι

� � 
 � το πλήθος και έχουν τάξη 
 (από

Θεωρία πεπερασµένων Οµάδων). Γνωρίζουµε όµως ότι το πλήθος των στοιχείων

τάξης 
 στην
�

είναι ακριβώς
� � 
 � . Συνεπώς, η � � περιέχει όλα τα στοιχεία τάξης

ίσης µε 
 .
΄Εστω ότι υπάρχει � �

�
, � � � � 
 και � �� � � . Τότε, υπάρχει � ( � ώστε

� � � � 
 και � �( � � . ∆ηλαδή, υπάρχει στοιχείο � της
�

, τάξης 
 , που δεν ανήκει

στην � � . Τότε όµως η
�

ϑα έχει
� � 
 � � 
 στοιχεία τάξης 
 . ΄Ατοπο. �

Πρόταση 3.5.2. ΄Εστω �
� ��	 � κυκλική οµάδα τάξεως � , � ένας γεννήτοράς της και

� ( � . Τα στοιχεία της
�

, των οποίων η τάξη διαιρεί το � είναι τα �
�

µε � � � �
� � � � � ,

όπου
� � ��� 
�� 	 	 	 � � � ���!� � 
 . Ειδικότερα, το πλήθος αυτών των στοιχείων είναι

� � ���!� .
Απόδειξη. ΄Εστω 
 ��� � � � � . Ο 
 είναι διαιρέτης του � , οπότε από την πρόταση

3.5.1, έχουµε ότι υπάρχει µοναδική υποοµάδα � � , µε 
 το πλήθος στοιχεία, τα

� � � � όπου ��� ��� 
 	�	�	�� 
 � 
 . �
Πρόταση 3.5.3. ΄Εστω

� � � 	 �
κυκλική οµάδα τάξεως

�
,
��( �

και � ( � . Τότε,

η εξίσωση � � � � είναι επιλύσιµη στην
�

, ανν � �� ��� �

 ��
 . Επιπλέον, αν αυτή η

εξίσωση είναι επιλύσιµη, τότε έχει ακριβώς � � � � � το πλήθος διαφορετικές λύσεις.

Απόδειξη. Εάν � γεννήτορας της
�

, δηλαδή
� � � � � και � (

�
, τότε � � �

�
,

όπου � � � � � . ΄Εστω 
 ��� � � � � .
΄Εστω ότι η � � � � έχει λύση και � � � � � � � � � � µία λύση της. Τότε

� � � � � � �
�
, απ΄ όπου έπεται ότι � � � � ������� �!� . Οπότε 
 � �������!� και ϑέτουµε

� � ���!��� 
 	 , όπου 	 ( � . Η τάξη του � � �
�

είναι ίση µε
�

� � � � � �
�
� � .΄Αρα, � ���� ��
 .

Υψώνουµε στη 	 και παίρνουµε � � � � 
 .

Αντίστροφα, έστω ότι � � � � 
 . Θέλοντας να δείξουµε ότι η εξίσωση � � � �
έχει λύση, αναζητούµε λύσεις της µορφής � � � � , µε � � � � � .

� � � � � � �
� � � � �

� � �
� � � �

� � � � � � ��� ��� �!�
Η τελευταία ισοτιµία έχει λύση εάνν � � � � � ��� , δηλαδή εάνν 
 ��� και τότε έχει α-

κριβώς � � � � � � 
 το πλήθος λύσεις. Επειδή � � � � 
 και η τάξη του � είναι

ίση µε
�

� � �
� � , συµπεραίνουµε ότι

�
� � � � � � � 
 . ∆ηλαδή υπάρχει � ( � τέτοιο ώστε�



� �

�
� � � � � . ΄Επεται ότι � � � � � � � 
 . ∆ηλαδή 
 � � � � � � , απ΄ όπου 
 � � , που είναι

το Ϲητούµενο. �



Κεφάλαιο 4

Κυβική αντιστροφή

4.1 Ο δακτύλιος �������

Θεωρούµε την πρωταρχική κυβική ϱίζα της µονάδας � � � � ��� � 

 . Τα στοιχεία του

��� ��� είναι µιγαδικοί αριθµοί της µορφής � � � � ��� � � ( � . Εάν � � � � � � ( ��� ��� ,
ορίζουµε τη στάθµη (norm) 	 � του � µέσω του τύπου

	 � � � � � � 
 ��� � � � 

και παρατηρούµε ότι, για � �� � , είναι 	 � � � .

Θέτουµε % � ��� ��� . Το % είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης1. Το πρώτο

µέληµά µας είναι να ανακαλύψουµε τις µονάδες και τα πρώτα στοιχεία της % .

Πρόταση 4.1.1. Το στοιχείο � ( % είναι µονάδα εάνν 	 � � 

. Οι µονάδες της

% είναι 
�� � 
�� � � � � � � 
 � � � 
 .
Απόδειξη. Εάν 	 � � 
 τότε � � � 
 . ΄Αρα το � είναι µονάδα του δακτυλίου %
διότι � ( % .

Αντίστροφα, εάν � είναι µονάδα, τότε υπάρχει ένα 
 τέτοιο ώστε ��
 � 
 . ΄Αρα� ��	

 � 
 . Οι 	 � � 	�
 είναι ϑετικοί, άρα 	 � ��
 . Συνεπώς, εάν ϑέσουµε � � � �� � µονάδα, τότε 
 � � 
 ��� � � � 
 ή � ��� � � � � � 
 ��� � 
 . Υπάρχουν δύο δυνατότητες :
� � �
��� 
 
�� � � 
 
 ή � � �
� � 
 � � ��� � . Λύνοντας τα προκύπτοντα έξι Ϲεύγη

εξισώσεων έχουµε τις εξής δυνατότητες για το � : 
�� � 
�� � � � � � � 
 � � � 
	� � .

Επειδή � 
 � � � 
 � � , τα τελευταία δύο στοιχεία είναι τα � 
 και � � 
 . �
1Η � είναι Ευκλείδεια Περιοχή, µε ευκλείδεια απεικόνιση τη στάθµη Ν, άρα είναι Περιοχή

Κυρίων Ιδεωδών και κατά συνέπεια είναι Περιοχή Μονοσήµαντης Ανάλυσης.

41
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Για να ϐρούµε τους πρώτους της % είναι σηµαντικό να συνειδητοποιήσουµε

ότι οι πρώτοι του � δεν παραµένουν απαραιτήτως πρώτοι στην % , π.χ. � �
� �	� � � � � � � � .
Γι’ αυτό το λόγο, οι πρώτοι του � αναφέρονται ως ϱητοί πρώτοι και οι πρώτοι της

% απλώς αναφέρονται ως πρώτοι.

Πρόταση 4.1.2. Εάν � ( % είναι πρώτος της % , τότε υπάρχει ϱητός πρώτος
�

τέτοιος ώστε 	 � � � ή
��


. Στην πρώτη περίπτωση ο � δεν είναι συνεταιρικός κάποιου

ϱητού πρώτου, στη δεύτερη περίπτωση ο � είναι συνεταιρικός του
�
.

Απόδειξη. ΄Εχουµε 	 � � � � 
 ή � � . Ο � είναι γινόµενο ϱητών πρώτων. ΄Αρα

� � � για κάποιο ϱητό πρώτο � . Εάν � � � & � &�( % , τότε 	 � 	 & � 	 � � � 
 . ΄Αρα

είτε 	 � � � 
 και 	 & � 
 ή 	 � � � . Στην πρώτη περίπτωση το & είναι µονάδα

και το � είναι συνεταιρικό του � . Στη δεύτερη περίπτωση, εάν � ��� � , όπου �

είναι µονάδα της % και � ϱητός πρώτος, τότε � � 	 � � 	 � 	 � � � 
 , αδύνατο. �
Πρόταση 4.1.3. Εάν � ( % είναι τέτοιος ώστε 	 � ��� ϱητός πρώτος, τότε ο �
είναι πρώτος της % .

Απόδειξη. Εάν ο � δεν ήταν πρώτος της % , ϑα αναλυόταν σε γινόµενο � � � &
µε 	 � � 	 & � 
 , οπότε � � 	 � � 	 � 	 & . Αυτό είναι άτοπο διότι ο � είναι πρώτος

στο � . �
Η επόµενη πρόταση κατηγοριοποιεί τους πρώτους της % .

Πρόταση 4.1.4. Κάθε ϱητός πρώτος ��� 
���� ��� � � αναλύεται στην % ως � � � � ,

όπου ο � είναι πρώτος της % .

Κάθε ϱητός πρώτος
� � � ��� ���!�"�

παραµένει πρώτος στη % .

Τέλος,
� � � � 
 � 
�� � � 
 και ο


�� � είναι πρώτος στη % .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο � ��	� δεν είναι πρώτος στη % . Τότε � � � & , όπου	 � � 
 � 	 & � 
 . Εποµένως � 
 � 	 � 	 & , άρα, 	 � � 	 & � � . Θέτοντας � � � � � � ,

έχουµε � � � 
 � � � �
� 
 , όποτε, � � � � � � � � � 
 � � � 
 .
∆ηλαδή ��� � � � ��� � 
 �������!�"� . Επειδή � � � � , έπεται ότι � � � � � � �� �$��� ��� �"� ,
άρα � � 
���� ���!�"� , γιατί το 1 είναι το µόνο µη µηδενικό τετράγωνο � ��� � .

΄Αρα, εάν ο ϱητός πρώτος � δεν είναι πρώτος της % , τότε, αναγκαστικά, είναι
�$� 
��������!�"� . ΄Αµεση συνέπεια αυτού είναι ότι, εάν � � �$�������!�"� , τότε ο �
είναι πρώτος της % .

΄Εστω τώρα ότι ��� 
���� ���!�"� . Θα δείξουµε ότι ο � δεν είναι πρώτος στην % .

Από το νόµο τετραγωνικής αντιστροφής έχουµε :� � �
� � � � � 


� � � �
��� � � � 
 � ��� �
 � �

� � � � 
 � ��� �
 � � �
 � � �
� � � � 


� � � 
 � � �
 � 
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Εποµένως, υπάρχει � ( � τέτοιο ώστε ��
 � �'� ��� ��� ��� . ∆ηλαδή �"
�� � � � � , για

κάποιο � ( � . ΄Αρα ο � διαιρεί το

� 
 � � � � � � � � � �#� � � � � �"����� � � 
�� � � � � ��� 
 �$� � �

Εάν ο � ήταν πρώτος στην % ϑα έπρεπε να διαιρεί έναν από τους παράγοντες του
� 
 �$� . Αυτό δεν µπορεί να συµβεί. Πράγµατι, τότε υπάρχει � � � � ( % τέτοιο

ώστε � � 
�� � � � � � � � ��� � . Από την τελευταία σχέση έπεται, ειδικότερα, ότι
� � � � . ΄Ατοπο αφού � � � ( � και � � � . Εντελώς ανάλογα αποδεικνύουµε ότι ο
� δεν διαιρεί το � � 
 � � � .

Τέλος, όσον αφορά στο 3, επειδή 	 � 
 � � � � � , η πρόταση 4.1.3 συνεπάγεται

ότι ο 
�� � είναι πρώτος. �
Στη συνέχεια δίνουµε την έννοια του πρώτιστου πρώτου ώστε να µην υπάρξει

σύγχυση από το γεγονός ότι κάθε µη µηδενικό στοιχείο της % έχει έξι συνεταιρικά

στοιχεία.

Ορισµός 4.1.5. Εάν � είναι πρώτος στη % , τότε λέµε ότι ο � είναι πρώτιστος

(primary) εάν � � � ��� ���!�"� . Εάν ϑέσουµε � � � � � � , ο ορισµός είναι ισοδύναµος

µε � � �$�������!�"� και � � �$��� ���!�"� . Ειδικότερα, κάθε ϱητός πρώτος � � ��� � � �
��� ��� � � , είναι πρώτιστος πρώτος της % .

Σύµβαση συµβολισµού: Στο εξής, το γράµµα � ϑα συµβολίζει ένα

ϑετικό ϱητό πρώτο � � ��� ���!�"� , ενώ το � ϑα συµβολίζει πρώτο της % ,

του οποίου η στάθµη 	 � � � , µε � ϱητό πρώτο � 
���� ���!�"� . Περιστα-

σιακά, το � ϑα αναφέρεται ως τυχών πρώτος της % . Το περιεχόµενο

ϑα κάνει τη χρήση σαφή. Με � ϑα συµβολίζουµε τον πρώτο 
�� � .

΄Οπως στον δακτύλιο � , έτσι και στον δακτύλιο % , η έννοια της ισοτιµίας είναι

ιδιαίτερα χρήσιµη. Εάν � � 
 � & ( % και & �� � δεν είναι µονάδα, λέµε ότι � � 

��� ����&�� εάν το & διαιρεί το � � 
 . Οι κλάσεις ισοτιµιών � ��� & ορίζουν δακτύλιο

% � & % , που λέγεται δακτύλιος κλάσεων
����� & .

Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω � ( % πρώτος. Τότε % � � % είναι πεπερασµένο σώµα µε	 � στοιχεία.

Απόδειξη. Πρώτα δείχνουµε ότι το
� � % � � % είναι σώµα. ΄Εστω � � � % � µη

µηδενικό στοιχείο του
�

. Αυτό σηµαίναι ότι � �� � ��� ��� � � , άρα τα � � � είναι

πρώτα µεταξύ τους. Επειδή η % είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, έπεται ότι υ-

πάρχουν 
 � & ( % τέτοια ώστε 
 � � & � � 
 . ΄Αρα, 
 � � 
���� ��� � � , δηλαδή,
 � � % � 	 � � � % ��� 
�� � % � . ΄Αρα, κάθε µη µηδενικό στοιχείο του
�

έχει αντίστρο-

ϕο,οπότε ο δακτύλιος
�

είναι σώµα.
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Για να δείξουµε ότι το % � � % έχει 	 � στοιχεία ϑεωρούµε ξεχωριστά τις τρεις

περιπτώσεις πρώτων της % :

1. ΄Εστω � � � ϱητός πρώτος, � � ��� ��� �"� . Ισχυριζόµαστε ότι το � �
� � � � � � � � ��� � � � � είναι πλήρες σύστηµα υπολοίπων � ��� � . Αυτό ϑα δείξει ότι

το σώµα % � � % έχει � 
 � 	 � στοιχεία. ΄Εστω 	 � � � � � ( % . Τότε � � � � �$�
και � � � � � � � µε ��� � � ��� � ( � και � � ��� � � � . Προφανώς, 	 � � � � � ��� ��� � �
και � � � � ( � .

Θα δείξουµε ότι όλα τα στοιχεία του � είναι διαφορετικά. Πράγµατι, ας υ-

ποθέσουµε ότι � � � � � � � � � � � ������� � � , όπου � � � � � � � � � ��� � � . Τότε
� � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � για κάποια � � 
 ( � . Αυτό συνεπάγεται τις σχέσεις

� � � � � � � � και � � � � � � � � , οι οποίες είναι δυνατό να ισχύουν εάν και µόνο εάν � � ���
και � � � � , αφού � � ��� � � � � � � � � � .

2. ΄Εστω τώρα � � 
��������!�"� ϱητός πρώτος και � � � 	 � � � . Θα δείξουµε

ότι το � � � ��� 
�� 	 	 	 � � � 
 � είναι ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων κλάσεων.

Αυτό, ειδικότερα, ϑα έχει ως συνέπεια ότι το σώµα
� � % � � % έχει � � 	 � το

πλήθος στοιχεία. Θέτουµε � � � �
� � . Αφού � � ��
 � � � � � 
 , έπεται ότι � � � � .
΄Εστω τώρα τυχόν 	 � � � � � . Υπάρχει � ( � τέτοιο ώστε � � � � ������� � � . Τότε
	 � � � � � � ��� � � � � � � � � � � � � ������� � � , άρα, 	 � � � � � ������� � � και� � � � ( � . Πρέπει να δείξουµε, επίσης, ότι τα στοιχεία του Ρ είναι διαφορετικά
� ��� � . Πράγµατι, διότι τα στοιχεία του � είναι διαφορετικά ����� � , οπότε η πρό-

ταση 4.6.3 µας λέει ότι είναι διαφορετικά � ��� � .

3. Εάν � � 
 � � � � , ϑα δείξουµε ότι � � 
�� � � 
 � είναι ένα πλήρες σύστη-

µα αντιπροσώπων κλάσεων. Αυτό, ειδικότερα, ϑα έχει ως συνέπεια ότι το σώµα
� � % � ��% έχει � � 	 � στοιχεία.

΄Εστω τυχόν 	 � � � � � . Αρκεί να εξετάσουµε τα � � � � για � � � ( � � 
�� ��� 
 � ,
αφού, εάν δύο στοιχεία είναι ισοδύναµα � ��� � , τότε είναι ισοδύναµα και � ��� � .
Προφανώς 
�� � � � ������� � � . ΄Αρα, � � 
�������� � � , οπότε 	 � � � � � � � � �
��� ��� � � . Αλλά ο ακέραιος � � � είναι ισοδύναµος µε ��� 
 ή � 
 ����� � , άρα ισο-

δύναµος µε � � 
 ή � 
 ����� � .
Τέλος, οι αριθµοί � 
�� � � 
 είναι διαφορετικοί ����� � . Πράγµατι, διότι αυτοί είναι

διαφορετικοί � ��� � , οπότε εφαρµόζεται η πρόταση 4.6.3. �
΄Εστω � πρώτος. Τότε, σύµφωνα µε τα παραπάνω, η πολλαπλασιαστική οµάδα

του % � � % έχει τάξη 	 � � 
 και έχουµε το ανάλογο του «Μικρού ϑεωρήµατος του

Fermat».

Πρόταση 4.1.7. Εάν ο � είναι πρώτος και � � � � , τότε

�
� � � � � 
 ��� ��� � � 	

Πρόταση 4.1.8. ΄Εστω � πρώτος τέτοιος ώστε 	 � �� � και � � � � . Τότε

�
� � � �� � �

� ��� ��� � � για κάποιο � ( � ��� 
�� � �
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Απόδειξη. Από την πρόταση 4.1.7 έχουµε � � � � � � � � 
 . ΄Αρα

�
� � � � � 
 � � � � � � � � ��� 
 � 
 � � � � � � � � ��� 
 � � � � � � � � � � ��� 
 � � 
 �

Αφού ο � είναι πρώτος, ϑα διαιρεί τουλάχιστον έναν από τους τρεις παράγοντες στα

δεξιά. Από τα προηγούµενα, όµως, µπορεί να διαιρεί το πολύ έναν παράγοντα,

αφού εάν διαιρούσε δύο, ϑα διαιρούσε και τη διαφορά τους. �
Λήµµα 4.1.9. ΄Εστω

&
πρώτος της % , µη συνεταιρικός του � � 
�� � .

Εάν � � � ��� ������� & � , τότε � � � ��� .
Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι, εάν � � � 
���� ��� &�� , τότε � � � 
 . Επειδή

� 
�� 
 , αρκεί να ϑεωρήσουµε τις τιµές 	�� ��� 
�� � και να αποκλείσουµε τις δύο

τελευταίες.

Για 	 � 
 έχουµε � � 
�������� & � . Ισοδύναµα & � � 
�� � � . Αλλά & � � 
�� � � σηµαίνει

ότι ο & είναι είναι συνεταιρικός του � , που αντίκειται στην υπόθεση.

Για 	 � � έχουµε διαδοχικα:

� 
 � 
 ��� ��� &�� � � � � 
 �#� � � 
 � � � ��� ����&�� �
� � � �#� � � 
 � � � ��� ��� &�� � & � � � 


Και πάλι, η τελευταία σχέση µας λέει ότι ο & είναι πρώτος διαιρέτης του πρώτου

� 
 � , δηλαδή ο & είναι συνεταιρικός του � 
 � , άρα και του � , που αντιφάσκει στην

υπόθεση. �
Ορισµός 4.1.10. ΄Εστω � ( % τυχών πρώτος µε 	 �	�� � . Το κυβικό σύµβολο

του � ως προς τον � , ή αλλιώς, ο κυβικός χαρακτήρας του � � ��� � συµβολίζεται���� � 
 ή

�
� � � � και ορίζεται ως εξής :

1. Εάν � � � , τότε
���� � 
 � � .

2. Εάν � � � � και � �
� � � � ��� 
 � � � ��� ��� � � (Πρόταση 4.1.8), τότε

� � � � 
 � �
�

.

Στον παραπάνω ορισµό, η χρήση της λέξης «χαρακτήρας» και του συµβόλου

�
δικαιολογείται ως εξής : ΄Εστω � µιγαδικός πρώτος τέτοιος ώστε 	 � � �	�


��������!�"� . Επειδή το % � � % είναι πεπερασµένο σώµα χαρακτηριστικής � , ϑα

περιέχει ένα ισόµορφο αντίγραφο του � 
 . Τα % � � % και ��
 έχουν � στοιχεία.

Εποµένως, µπορούµε να ταυτίζουµε τα δύο σώµατα. Αντιστοιχίζουµε το σύµπλοκο

του � στο ��
 στο σύµπλοκο του � στο % � � % . Με ϐάση την πρόταση 4.1.11(4),

παρακάτω, η τιµή του συµβόλου � �� � 
 εξαρτάται αποκλειστικά από την κλάση του

� . ΄Αρα, έχουµε µία καλά ορισµένη συνάρτηση
���� � � % � � % ��� � . ΄Οπως είδαµε

παραπάνω, για � µε 	 � � � � 
���� ��� � � , ισχύει % � � % 	� ��
 . Ουσιαστικά

έχουµε λοιπόν µία απεικόνιση � �� � � � 
 ��� � που πληροί τις ιδιότητες των

χαρακτήρων. Αυτό µας επιτρέπει να ϑεωρήσουµε το

�
� σαν κυβικό χαρακτήρα

του ��
 και να εκµεταλλευτούµε χρήσιµες ιδιότητες των αθροισµάτων Gauss � � �

�
� �

και Jacobi
� �

�
� �
�
� � .
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Πρόταση 4.1.11.

1.
� �� � 
 � 
 εάνν ��
 � � ��� ��� � � είναι επιλύσιµη, δηλαδή, εάνν � είναι κυβικό

υπόλοιπο.

2. � �
� � � � ��� 
 � � �� � 
 ��� ��� � � .

3.
� � �

� � 
 � � �� � 
 �
�

� � 
 ��� ��� � � .
4. Εάν � � 
 ��� ��� � � , τότε

� �� � 
 � � �

� � 
 .
Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι % � � % 	 � ��
 (4.1.6) και εργαζόµαστε στην αντίστοιχη

πολλαπλασιαστική οµάδα του σώµατος.

1. Η εξίσωση � 
�� � επιλύεται εάνν � ��� �� � 
 , όπου 
 � ����� � � 
 � (πρόταση

3.5.3). Επειδή ��� 
���� ���!�"� , έχουµε 
 � � και η � 
 � � επιλύεται εάνν

�
� � � �� � 
 , δηλαδή εάν και µόνο εάν � � � � 
 � 
 . Επιπλέον, η επιλυσιµότητα της��
 � � στο σώµα % � � % ισοδυναµεί µε την επιλυσιµότητα της ��
 � � ��� ��� � �

στην % .

2. Είναι άµεσο από τον ορισµό 4.1.10(2).

3. ΄Εχουµε�
��

� � 
 � � ��
 � ��� � � � ��� 
 � � � � � � � ��� 
 
 � � � � � ��� 
 � � �

� � 
 � 
� � 
 ������� � � 	
∆ηλαδή, �

��

� � 
 � � �

� � 
 � 
 � � 
 ������� � �

και λόγω του λήµµατος 4.1.9,�
��

� � 
 � � �

� � 
 � 
 � � 
 	
4. Από την υπόθεση ότι � � 
 ������� � � , συνάγεται ότι � � � � � � ��� 
 � 
 � � � � � ��� 


��� ��� � � , απ¨ όπου, ισοδύναµα, έχουµε ότι � � � � 
 � � �

� � 
 ��� ��� � � . Εποµένως,

λόγω του λήµµατος 4.1.9, είναι � �� � 
 � � �

� � 
 . �
Πρόταση 4.1.12.

1.

�
� � � � �

�
� � � � 
 �

�
� � � 
 � .

2.

�
� � � � �

�
� � � � 	

Απόδειξη. 1. Εξ ορισµού το

�
� � � � είναι 
�� � ή � 
 . Το τετράγωνο καθενός από

αυτούς τους αριθµούς είναι ίσο µε τον συζυγή τους. Επίσης, επειδή

�
� είναι

χαρακτήρας, ισχύει

�
� � � � 
 �

�
� � � 
 � .
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2. Από τη σχέση

�
� � � �� �

�
� � � � ��� ��� � � �

παίρνοντας τη µιγαδική συζυγή της, έχουµε

�
� � � �� �

�
� � � � ��� ��� � �

΄Οµως,
� � � 	 � , άρα � � � � � � ��� 
 �

�
� � � ��������� � � 	

Από την άλλη, είναι, εξ ορισµού,

� �
� � � � ��� 
 �

�
� � � � ��� ��� � �

΄Αρα

�
� � � � �

�
� � � �!��� ��� � � και από το Λήµµα 4.1.9,

�
� � � � �

�
� � � � . �

Πόρισµα 4.1.13.

1.

�
�
� � � �

�
�
� � 
 � .

2. Εάν � είναι ϱητός ακέραιος πρώτος προς το � , τότε

�
�
� � ����
 .

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την πρόταση 4.1.12.

1. Επειδή � � � , έχουµε

�
�
� � � �

�
�
� � � �

�
�
� � � �

�
�
� � 
 � .

2. Επειδή � � � , έχουµε

�
�
� � ���

�
�
� � � �

�
�
� � ���

�
�
� � 
 ���

�
�
� � � 
 .

Επειδή � � � � � ��
 , έχουµε ��� � � άρα

�
�
� � � �� � . ΄Επεται ότι

�
�
� � ����
 . �

Πρόταση 4.1.14. Υποθέτουµε ότι 	 � ��� � 
��������!�"� . Μεταξύ των συνεταιρι-

κών στοιχείων του � ακριβώς ένα είναι πρώτιστος πρώτος.

Απόδειξη. ΄Εστω � ��� � � � . Τότε τα συνεταιρικά του � είναι 
 � � 
 � � � 
 � 
 � ,

δηλαδή, τα 
 � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � 
 � � � ����� � � � � .
Η σχέση ��
 � ��� ��� 
�� 	 � ��� � 
��������!�"� συνεπάγεται τις εξής δυνατότητες :
� ��� � � � � � � 
 � � � ��� � � � � 
�� �"� � � 
�� 
 � � � � � �"� � � � � � � ��� ���!�"� .
Σε κάθε µία από αυτές τις έξι πιθανές τιµές του ����� � � ��� ��� � � , ένας άµεσος

έλεγχος δείχνει ότι αντιστοιχεί ένα συνεταιρικό του � το οποίο είναι � �$������� � � .�
4.2 Νόµος κυβικής αντιστροφής

Ο ϐασικός στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδειχθεί το εξής ϑεώρηµα,

το οποίο γενικεύεται αργότερα, στην παράγραφο 4.5.

Θεώρηµα 4.2.1. - Νόµος της κυβικής αντιστροφής. Εάν � � και � 
 είναι

πρώτιστοι πρώτοι, 	 � � � 	 � 
 �� � και 	 � � �� 	 � 
 , τότε

�
� � � � 
 ���

�
� 
 � � � � .
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Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του νόµου κυβικής αντιστροφής, αποδει-

κνύουµε κάποιες χρήσιµες προτάσεις.

Εάν

�
είναι τυχών κυβικός χαρακτήρας, δείξαµε ότι (πόρισµα 3.3.3 και πρό-

ταση 3.3.4) � �

�
� 
 � � � �

�
�
�
� (4.1)

και εάν
� �

�
�
�
� � � � � � � τότε � � � 
 ��� ��� � � και � � � ��� ���!�"� (4.2)

Αφού
� �

�
�
�
� � �

�
�
�
� � � , η σχέση (4.2) µας δίνει την πληροφορία ότι το

� �

�
�
�
�

είναι πρώτιστος πρώτος της % µε στάθµη � .

Λήµµα 4.2.2. Εάν ο � είναι πρώτιστος πρώτος, µε 	 � � � , τότε
� �

�
� �
�
� ��� � 	

Απόδειξη. ΄Εστω
� �

�
� �
�
� ��� � � . Αφού � � ��� � � � � � , έχουµε � � � � ή � � � � .

Επειδή όλοι οι πρώτοι που έχουµε είναι πρώτιστοι, ϑα πρέπει � � � � ή � � � � .
Σκοπός µας είναι να αποκλείσουµε την τελευταία περίπτωση. Είναι

� �

�
� �
�
� ��� �� ��� �

�
� � ���

�
� � 
�� ��� � �� ��� � � � 
 � � ��� 
 � 
�� ��� � 
 � � ��� 
 ������� � �

΄Εχουµε � � ��� � � � 
 � � ��� 
 � 
�� ��� � 
 � � ��� 
 ��� � ��� � � � � ��
 � � 
 � � ��� 
 . Με χρήση του διω-

νυµικού τύπου του Newton έχουµε ότι

� � � � 
 � � 
 � � ��� 
 �
� 
 � � ��� 
�
� 
��

� � � � 
 � � �
� � � � � � � 
 � � 
 � � ��� 
 � �

�
� 
 � � ��� 
�
� 
��

� � � � 
 � � �
� � � � 
 � � 
 � � ��� 
 � � � � � 
 � � 
 � � ��� 
 � � �

�
� 
 � � ��� 
�
� 
��

� � � � 
 � � �
� � � � 
 � � 
 � 
 � � � ��� 
 � � 
 � 
 � � ��� 
 � � � �

όπου, από υπόθεση, είναι � � 
���� ��� � � , δηλαδή � � � 
 � � � ( � . Επιπλέον,� � � � � � 
 � � � � � � � � 
 για κάθε � � � ��	�	�	 � � � � 
 � � � .
΄Εχουµε

� �

�
� �
�
� � � �� ��� �

� 
 � � ��� 
�
� 
��

� � � � 
 � � �
� � � � 
 � � 
 � 
 � � � ��� 
 � � 
 � 
 � � ��� 
 � � �

�
� 
 � � ��� 
�
� 
��

� � � � 
 � � �
� � � � 
 � � 
 � 
 � � � ��� 
 �� ��� � � � 
 � 
 � � ��� 
 � � �

Εποµένως, από την πρόταση 4.6.5, έχουµε ότι � � ��� � � � 
 � 
 � � ��� 
 � � � � �$��� ��� � � ,
για κάθε � � ����	�	�	 � � � � 
 � � � . ΄Αρα,

� �

�
� �
�
� � � �$��� ��� � � , απ’ όπου έπεται ότι

� �

�
� �
�
� � � � ��� ��� � � , δηλαδή � � � �$��� ��� � � . ΄Αρα, � � � � , δηλαδή � � � � . �
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Πόρισµα 4.2.3. � �

�
� � 
 � � � .

Απόδειξη. Απόδειξη άµεση από τη σχέση (4.1) και την πρόταση 4.2.2. �
Απόδειξη του νόµου κυβικής αντιστροφής

Θεωρούµε πρώτα την περίπτωση όπου � � � � � � � ��� ���!�"� και � 
 � � 
 � �
��� ��� � � . Εξ υποθέσεως, οι � � � � 
 είναι πρώτοι µεταξύ τους. Εποµένως, από το

πόρισµα 4.1.13, ισχύει

�
�
� � � 
 � ��
 και

�
� 
 � � � � ��
 , δηλαδή

�
�
� � � 
 � �

�
� 
 � � � � .

Θεωρούµε τώρα την περίπτωση � � � � � �$��� ��� � � και � 
 � � , όπου	 � � � . Από το πόρισµα 4.2.3, ισχύει � �

�
� � 
 � � � και διαδοχικά έχουµε :

� � �
�
� � 
 � �

�
� � � ��� 
 � � � � � �

�
� � � ��� 


� �

�
� � � 
 � � � � � � � � � 
 � � ��� 


� �

�
� � � 
 � � �

�
�
� � � � ������� � �

� �

�
� � � 
 �

�
�
� � �

�
�
� � � � �

�
� � ��� ��� � �

� �

�
� � � 
 �

�
�
� � � � �

�
� � ������� � � 	 (4.3)

Η (4.3) ισχύει διότι

�
�
� ��� � 
 (από το πόρισµα 4.1.13). Υπολογίζουµε το � �

�
� � � 


µε τη ϐοήθεια του αθροίσµατος Gauss,

� �

�
� � � 
 � �� �� ��� �

�
� ��� � 
 � �� � 


�� �� ��� �
�
� 
� ��� � 
�� 
 � ��� ��� � � 	 (4.4)

Η (*) ισχύει διότι δουλεύουµε σε σώµα χαρακτηριστικής � .
΄Εχουµε � � � ��� ��� �"� . ΄Αρα � 
 � 
��������!�"� . ∆ηλαδή,

�
� 
� ��� �

� � � 
 � � � � 
 � � � �
�
� � όπου � � ��� 
 ή � 	

΄Αρα, η (4.4) δίνει

� �

�
� � � 
 � �� ��� �

�
� ��� � 
�� 
 � � �

� 
 �
�
� � ��� ��� � � 	 (4.5)

Από την πρόταση 3.2.2 και επειδή οι τιµές του χαρακτήρα

�
� είναι κυβικές ϱίζες

της µονάδας, ισχύει

�
� 
 �

�
� � �

�
� � � � 
 � � �

�
� � �

�
� 
� � � � � �

�
� ���

�
� � � � � �

�
� � 	 (4.6)

Εποµένως, από τις (4.3) και (4.5), σε συνδυασµό µε την (4.6), έχουµε
�
�
� � � � �

�
� � �

�
� � � � � �

�
� � ������� � � 	
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΄Αρα,

�
�
� � � � �

�
� � � �

�
� � �

�
� � � � � �

�
� � � �

�
� � ������� � � , οπότε

�
�
� � � ���

�
� � � ��� ������� � � 	

Επειδή οι � � � είναι πρώτοι µεταξύ τους, έχουµε

�
�
� � � �

�
� � � �!��� ��� � � 	

Εποµένως, από το λήµµα 4.1.9, έχουµε
�
� � � � �

�
�
� � � 	

Τέλος, ϑεωρούµε την περίπτωση όπου � � � � 
 είναι µιγαδικοί πρώτοι, µε	 � � � � � � 
��������!�"� και 	 � 
 � � 
 � 
���� ��� �"� . ΄Εστω & � � � � και & 
 � � 
 .
Τότε & � � & 
 είναι πρώτιστοι πρώτοι 2 και � � � � � & � � � 
 � � 
 & 
 . Από το πόρισµα

4.2.3 είναι � �

�
� � � 
 � � � & � , άρα, διαδοχικά, έχουµε :

� � �
�
� � � 
 � � � � 
 � � ��� 
 � � � � & � � �

� � 
 � � ��� 

� �

�
� � � 
 
 � � � � � � & � � � 
 
 � � ��� 


� �

�
� � � 
 
 � � �

�
� 
 � � � & � � ������� � 
 �

� �

�
� � � 
 
 �

�
� 
 � � � & � � � �

�
� � � ��� ��� � 
 � 	 (4.7)

Υπολογίζουµε το � �

�
� � � 
 µε τη ϐοήθεια του αθροίσµατος Gauss,

� �

�
� � � 
 � �� �� ��� � �

�
� � ��� � 
 � �� 
 
 �� �� ��� � �

�
� � ��� � 
 
 
 
 
 � ��� ��� � 
 � 	 (4.8)

Η (*) ισχύει διότι δουλεύουµε σε χαρακτηριστική � 
 . ΄Εχουµε � 
 � 
���� ��� �"� .
΄Αρα, εάν ϑέσουµε

�
� � ��� � � � � � � � ��� 
 ή � � ϑα είναι

�
� � ��� � 
 
 � � � � � 
 
 � � � 
 
 ��

� � ��� � . ∆ηλαδή, η σχέση (4.8) δίνει

� �

�
� � � 
 
 � �� ��� � �

�
� � ��� � 
 
 
 � � � 
 
 �

�
� � � ��� ��� � 
 � 	

Από την πρόταση 3.2.2,

� �

�
� � � 
 
 �

�
� � � � � �
 � � �

�
� � � ������� � 
 � � (4.9)

όπου επειδή το

�
� � είναι κυβική ϱίζα της µονάδας, ισχύει

�
� � � � � �
 � �

�
� � � � 
 � � � ��

� � � � 
 � 
 �
�
� � � � 

 � . ΄Αρα η σχέση (4.9) δίνει

� �

�
� � � 
 
 �

�
� � � � 

 � � �

�
� � � ��� ��� � 
 � 	

΄Αρα, ισχύει και

� �

�
� � � 
 
 �

�
� � � � 

 � � �

�
� � � ��� ��� � 
 � 	 (4.10)

2Πράγµατι, εάν � ��� � ��� πρώτιστος πρώτος, τότε ����	 	�
���
�� 
 και
� ��� 	�
���
�� 
 . ΄Εχουµε

� ��� � ��� � ��� � � 	�� � � 
 � 	���� � 
'� 	 � � 
 � όπου � � � ��	 ������	 	�
���
�� 
 και �
� ���	�
���
�� 
 . ΄Αρα � είναι πρώτιστος πρώτος (είναι πρώτος διότι � � ����� � 
�� � 	�
���
�� 
 ).
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Από τις σχέσεις (4.7) και (4.10) έχουµε διαδοχικά :
�
� � � � 

 � � �

�
� � � �

�
� 
 � � � & � � � �

�
� � � ��� ��� � 
 �

�
� � � � 

 � � �

�
� � � � �

�
� � � �

�
� 
 � � � & � � � �

�
� � � � �

�
� � � ������� � 
 �

�
� � � � 

 ��� � �

�
� 
 � � � & � ��� � ��� ��� � 
 �

�
� � � � 

 � �

�
� 
 � � � & � � ������� � 
 �

�
� � � � 

 � �

�
� 
 � � � & � � 	 (4.11)

Παρόµοια, επαναλαµβάνοντας τα προηγούµενα ϐήµατα µε � 
 στη ϑέση του & � , το
� � στη ϑέση του � 
 και το � � στη ϑέση του � 
 , δείχνουµε ότι

�
� 
 � � 
 � � �

�
� � � � 
 � 
 � .

Από την πρόταση 4.1.12, επειδή & � � � � και � 
 � � 
 , έχουµε
�
� � � � 

 � �

�
� � � � 
 � 
 �

�
� � � � 
 ���

�
� � � � 
 ���

�
� � � � 
 � 	 (4.12)

Τελικά,
�
� � � � 
 �

�
� 
 � � � & � � �

�
� � � � 
 �

�
� � � � 
 � � � από τη σχέση (4.11) �

�
�
� � � � 
 �

�
� � � � 
 � �

�
� � � � 
 � 
 � � από τη σχέση (4.12) �

�
�
� 
 � � 
 � � �

�
� 
 � � � � � & � � � από τη σχέση � � � � � & � γγ �

�
�
� 
 � � � �

�
� 
 � � � & � � 	

∆ηλαδή,

�
� � � � 
 �

�
� 
 � � � & � ���

�
� 
 � � � �

�
� 
 � � � & � �

άρα 3

�
� � � � 
 ���

�
� 
 � � � � 	 �

Παρατήρηση: Το

�
� είναι χαρακτήρας στο � 
 4. ΄Ετσι, στην προηγούµενη

απόδειξη, για τους χαρακτήρες

�
� εκµεταλλευτήκαµε κάποιες ιδιότητες των α-

ϑροισµάτων Gauss. Για το

�
� δε χρειάστηκε κάτι αντίστοιχο. Αν χρειαζόταν, ϑα

έπρεπε να γενικεύσουµε τα αθροίσµατα Gauss, καθώς το

�
� ϑα ήταν χαρακτήρας

στο �
� 
 (διότι 	 � � � 
 ).

4.3 Ο κυβικός χαρακτήρας του πρώτου ��� �
Ο ϐασικός στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδειχθεί το εξής ϑεώρηµα,

το οποίο γενικεύεται αργότερα, στην παράγραφο 4.5.

3το � � ' 	 
������ 
 είναι κυβική ϱίζα της µονάδας, άρα �� � .
4 ΄Οπως είδαµε, το �
	 � � είναι σώµα ισόµορφο µε το � 	 .
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Θεώρηµα 4.3.1. -Συµπλήρωµα του νόµου κυβικής αντιστροφής

΄Εστω ότι ο � � � � � � είναι πρώτιστος πρώτος µε
� � �� � . Αν ϑέσουµε � � ��� � 
 ,

τότε

�
� � 
�� � � � � 


� 	
Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη του συµπληρώµατος του νόµου κυβικής

αντιστροφής, γενικεύουµε τους κυβικούς χαρακτήρες και αποδεικνύουµε ορισµέ-

νες ενδιαφέρουσες προτάσεις, τις οποίες ϑα χρησιµοποιήσουµε.

Ξέρουµε ότι, για � πρώτο στο � , το σύµβολο του Legendre ορίζει ένα χαρακτήρα

µέσω της σχέσης

�

 ��� ��� � �


 � . Το σύµβολο Jacobi, είναι γενίκευση του συµβόλου

Legendre και ορίζεται από τη σχέση
�

 � 
 
 � � � 
 � ��� � 	 � 
�

�

 � ��� �

�

 
 ��� � 	�	�	

�


�
��� � �

όπου � � πρώτοι στο � , για κάθε
� ��
�� 	�	�	 ��� . Παρακάτω κάνουµε την αντίστοιχη

γενίκευση για τον κυβικό χαρακτήρα.

Ορισµός 4.3.2. ΄Ενα στοιχείο & ( % λέγεται πρώτιστο εάν &!� �$�������!�"� .

Πρόταση 4.3.3.

1. Εάν & και � είναι πρώτιστα στοιχεία της % , τότε � & � είναι πρώτιστο.

2. Κάθε πρώτιστο στοιχείο & έχει µία ανάλυση της µορφής & � 
 & � & 
 	�	�	 & � ,
όπου

& � � 	�	�	 � & � είναι πρώτιστοι πρώτοι, όχι απαραίτητα διαφορετικοί.

Η ανάλυση αυτή του
&

σε πρώτιστους πρώτους λέγεται πρώτιστη ανάλυση

του & .

3. Εάν & και � είναι συνεταιρικά πρώτιστα στοιχεία της % , τότε & � � .

Απόδειξη. 1. Θέτουµε & � � � � � � � � �!( � , οπότε, από την υπόθεση, �)� �
��� ��� � � και � � � �������!�"� . Οµοίως, � � � � 
 � � � � 
 ( � , έχουµε � � � ��� ���!�"�
και 
 � � �������!�"� . Οπότε,

� � & ��� � � � 
 � �#��� �
� � � � � � � � � � 	 � � � ��� ���!�"� �
άρα το στοιχείο � � & είναι πρώτιστο.

2. Από την πρόταση 4.6.2, το & παραγοντοποιείται ως εξής : & � � � 
 � 	 � � � � � � 	�	�	 � � ,

όπου � � πρώτιστοι πρώτοι, όχι αναγκαστικά διακεκριµένοι. Αρχικά, ϑα περιορι-

στούµε στο γινόµενο � � � 	�	�	 � � � και ϑα δείξουµε, µε επαγωγή ως προς � , ότι

� � 	�	�	 � � � 
 πρώτιστο στοιχείο της % .

Για � ��
 , � � είναι πρώτιστο στοιχείο διότι είναι πρώτιστος πρώτος.

Υποθέτουµε ότι για � � � µε � � 
 το � � 	�	�	 � � � 
 �
, όπου

�
πρώτιστο
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στοιχείο της % . Για � � � � 
 , έχουµε � � 	�	�	 � � � � � � � � 	�	�	 � � � � � � � � 
 � � � � � �
� � � � � � � � � , όπου � � � � � � γνωρίζουµε ότι είναι πρώτιστο από το (1). Εποµένως,

� � 	�	�	 � � � 
 πρώτιστο στοιχείο της % .

Το & είναι πρώτιστο στοιχείο της % , δηλαδή & � �$�������!�"� . ΄Αρα & � �
��� ��� � � , το οποίο δείχνει ότι στην ανάλυση του & , είναι � � � , οπότε & � 
 � � � ,
µε

�
πρώτιστο στοιχείο της % , έστω

� � � � ��� � ��� � ( � όπου � � �$�������!�"� και

� � � �������!�"� . Επειδή � 
 � 
 , το � ϑα είναι 0, 1 ή 2.

Αν � � 
 , τότε
& � 
 � � � 
 � ����� ��� � � 
 � � � � ��� 
 � � 
 ��� � � � � 
 � � � � � 
 � � � ��� � � � � � ,
το οποίο προφανώς δεν είναι πρώτιστο στοιχείο της % .

Αν � � � , τότε
& � 
 � 
 � � 
 � 
 ��� � � � � � 
 ��� � 
 � � � 
 � � 
 � � � 
 � � � � � ��� 
 � ��� � � � � � � � ,
το οποίο προφανώς δεν είναι πρώτιστο στοιχείο της % .

΄Αρα � � � . ∆ηλαδή, το πρώτιστο στοιχείο της % , & είναι & � 
 � � � � 
 �
, όπου

�

πρώτιστο της % .

3. Θέτουµε & � � � � � και � � � � 
 � . Επειδή τα & � � είναι πρώτιστα

στοιχεία, έχουµε � � � � �$�������!�"� και � � 
 � � �������!�"� . Από υπόθεση, τα
& � � είναι συνεταιρικά, άρα υπάρχει µονάδα � της % , � ( � 
 
�� 
 � � 
 � 
 � , ώστε
& � � � , δηλαδή � �
� � � � � � � 
 � � .
Είναι � �� � 
 , διότι το � � � 
 � δεν είναι πρώτιστο, αφού � � ���� ��� ���!�"� . Επί-

σης, 
 � � � � 
 � � � 
�
 
 � � � 
 � � δεν είναι πρώτιστο διότι 
�
 �� �$�������!�"� . ΄Αρα,
� �� 
 � . Τέλος, το 
 � 
 � � � 
 � � � 
 � � � 
 � � � � δεν είναι πρώτιστο διότι 
 � �� �
��� ��� � � , άρα � �� 
 � 
 .

Εποµένως, � ��
 , δηλαδή & � � . �
Ορισµός 4.3.4. ΄Εστω & � 
 & � & 
 	�	�	 & � η πρώτιστη ανάλυση του πρώτιστου στοι-

χείου & . Τότε, για κάθε � ( % ορίζουµε (ανεξάρτητα εάν στην παραπάνω ισότητα

έχουµε το πρόσηµο + ή το πρόσηµο -)

�
� � � � �

�
� � � � � 	�	�	

�
� � � � � 	

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω & πρώτιστο στοιχείο. Τότε :

1. εάν � � 
 ������� &�� τότε

�
� � � � �

�
� � 
 � .

2.

�
� � ��
 � �

�
� � � �

�
� � 
 � .

3. εάν το � είναι, επίσης, πρώτιστο, τότε

�
� � � �

�
� � � � �

�
� � � � � � .

Απόδειξη. 1. Από την υπόθεση � � 
 ��� ��� &�� , έχουµε � � 
 ��� ����& � � για

κάθε
� ( � 
���	�	�	 � � � . Από την πρόταση 4.1.11(4) έχουµε, τότε, ότι

�
� � � � � �

�
� � � 
 �

για κάθε
� ( � 
�� 	�	�	 � � � . ΄Αρα,

�
� � � � �

�
� � � � �

�
� 
 � � � 	�	�	

�
� � � � � �

�
� � � 
 �

�
� 
 � 
 � 	�	�	

�
� � � 
 � �

�
� � 
 � 	
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2. Επίσης από την πρόταση 4.1.11(3) έχουµε ότι

�
� � � ��
 � �

�
� � � � �

�
� � � 
 � για

κάθε
� ( � 
���	�	�	�� � � . ΄Αρα, κάνοντας χρήση της πολλαπλασιαστικότητας καθενός

από τα

�
� � , έχουµε
�
� � ��
 � �

�
� � � ��
 �

�
� 
 � ��
 � 	�	�	

�
� � � ��
 �

� �

�
� � � � �

�
� � � 
 � � �

�
� 
 � � �

�
� 
 � 
 � � 	�	�	 �

�
� � � � �

�
� � � 
 � �

� �

�
� � � � �

�
� 
 � � � 	�	�	

�
� � � � � � �

�
� � � 
 �

�
� 
 � 
 � 	�	�	

�
� � � 
 � �

�
�
� � � �

�
� � 
 � 	

3. Είδαµε ότι τα πρώτιστα στοιχεία & και � παραγοντοποιούνται ως εξής :

& � � � 
 ��� & � & 
 	�	�	 &�� �
� � � � 
 ��� � � � 
 	�	�	 � � �

όπου
� ��� (
� � 
�� 
 � , & � είναι πρώτιστοι πρώτοι, για κάθε

� � 
���	�	�	 � � , όχι ανα-

γκαστικά διακεκριµένοι και � � είναι πρώτιστοι πρώτοι, για κάθε � � 
���	�	�	 � � , όχι

αναγκαστικά διακεκριµένοι. Οπότε,

� � & � � � 
 ��� � �
��
� 
 � � �

��
� 
 � & �

΄Αρα, έχουµε
�
� � � � � � � ��

� 
 �
�
��� � � �

��
� 
 �

�
� � � � � �

�
� � � �

�
� � � � �

Πρόταση 4.3.6. ΄Εστω & ��� � � � πρώτιστος πρώτος και ϑέτουµε � ����� � 

και

� � � � . Τότε,

�
� � � � � �

� � � 	
Πιο αναλυτικά,

�
� � � � � 
�� � ή � 
 ανάλογα µε το εάν το

&
είναι ισότιµο µε 8,

2 ή 5 �����"� � , αντιστοίχως. Ειδικά, εάν � ϱητός πρώτος, � � � ��� ���!�"� , τότε

�
�
� � � ��
�� � ή � 
 , ανάλογα µε το εάν � � � � � ή � � ��� 
 �"� , αντιστοίχως.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι

�
� � � � � �

�
	 � �� ��� ��� &�� . Από την άλλη, έχουµε

	 & ��� ��� � 
 � 
 � ����� � 
 � � � � � � � � 
 � ��� 
 � � � � 
 � ��� � � � � � � � 
 �
απ¨ όπου

� � � �
 � ��� 
�� � � � ��� � � � � � � 
 � � � � ��� ��� � � , και συνεπώς

� � � � � � ��� 
 � � � � � 	
΄Αρα

�
� � � � � � � � � ������� &�� και, από το λήµµα 4.1.9,

�
� � � � � �

� � � 	
΄Εχουµε � � � � � � 
 � 
�� � � 
 � � 
 � � � � � � 
 � 
 . ΄Αρα, η διαιρετότητα δια � �

ισοδυναµεί µε διαιρετότητα δια � 
 . Εξετάζουµε τώρα κάθε µία από τις περιπτώσεις
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� � � � � 
�� � � � 
 .

Εάν

�
� � � � � 
 , δηλαδή � � � � � 
 , έπεται ότι � � � � � ��� ��� � � . ΄Αρα,

υπάρχει ��( � τέτοιο ώστε � � ��� � � .

Το & έχει τη µορφή & � � ��� � 
 � � � � � . Εποµένως, στην περίπτωση αυτή,

& � � � � � 
 � � � � ��� � �!� � � ��� � 
 � ��� � � ��� �
� ��� � ��� � � 
 ������� � 
 �
� ��� � 
 � � � � 
 � � � � � 
'� � 
 � � ��� ��� � 
 � �

όπου η τελευταία ισοτιµία ισχύει διότι � 
 � � � � � � 
 � ��� � � � � � � .
Εάν

�
� � � � � � , τότε � � � � � � . Ισοδύναµα, � � � � 
�������� �"� , άρα

υπάρχει ��( � τέτοιος ώστε � � ��� � 
 � � . Εποµένως, στην περίπτωση αυτή,
& � � ��� � 
 � � � � ��� � 
�� �!� � � ��� � 
 � ��� � � � � ����� �
� ��� � ��� � � 
 � � � � ��� � 
�� � � ��� � 
�� � � �$� ��� ��� � 
 �
� ��� � � � � �$� � � ������� � 
 � 	

Εάν

�
� � � � � � 
 , δηλαδή � � � � � � 
 , τότε � � � � � ��� ���!�"� . ΄Αρα, υπάρχει

� ( � ώστε � � ��� � � � � . Εποµένως, στην περίπτωση αυτή,
& � � ��� � 
 � � � � ��� � � � �!� � � ��� � 
 � ��� � � � � ����� �
� ��� � ��� � � 
 � � � � ��� � 
�� � � ��� � 
�� � � � � ��� ��� � 
 �
� ��� � � � � � � � � ������� � 
 � 	 �

Πρόταση 4.3.7. Εάν & �	� � � � είναι πρώτιστο και � � ��� � 
 , ��� � � ,

τότε

�
� � � � � ��� � �

.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο πλήθος των πρωτίστων πρώτων,

οι οποίοι εµφανίζονται στην πρώτιστη ανάλυση του & (ϐλ. πρόταση 4.3.3). Εάν

ένα πρώτιστο στοιχείο & ( % έχει στην πρώτιστη ανάλυσή του έναν µόνο πρώτιστο

πρώτο, τότε το ίδιο το & είναι πρώτιστος πρώτος, οπότε εφαρµόζεται η πρόταση

4.3.6.

΄Εστω ότι ισχύει το Ϲητούµενο για τυχόν πρώτιστο στοιχείο της % , µε � πρώτι-

στους πρώτους παράγοντες. ΄Εστω & πρώτιστο στοιχείο της % µε � ��
 πρώτιστους

πρώτους παράγοντες,
& � � & � 	�	�	 & � & � � � 	 (4.13)

Για κατάλληλο � ��� 
 
 , το
� � � � & � 	�	�	 & � , είναι πρώτιστο στοιχείο της % . ΄Αρα

για το
�

ισχύει η επαγωγική υπόθεση. Τα
� � & � � � είναι πρώτιστα στοιχεία της % ,

άρα,από την πρόταση 4.3.3(1), το � � & � � � είναι πρώτιστο, ενώ, λόγω της (4.13),

είναι & � 
 � & � � � . Αυτά, σε συνδυασµό µε την πρόταση 4.3.3(3), οδηγούν στη

σχέση & � � � & � � � . Θέτουµε τώρα & � � � � � � � � , όπου � � ��� � 
�� � � � � και
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� � � � 
 � , όπου � � � � � 
�� 
 � ��� και, χρησιµοποιώντας την πρόταση 4.3.5,

έχουµε
�
� � � � �

�
� � � � � � � � � �

�
�
� � �

�
�
� � � � � � � � � ��� � � � � � � � ��� � � � � 	

Αρκεί να δείξουµε ότι
� ��� � � � � � � � � ��� ���!�"� . Πράγµατι, από τη σχέση

& � � � & � � � , έχουµε

��� � 
 � � � � � � � � � � 
 � ��� � � ����� � 
 � � ��� �
� � � � � � ��� � ��� � � � � � � 
 � ��� � � � �

� � � � � � � ��� � � 

� ����� � � � � 
 � �$� ��� � � � � � � ��� � � � �!� � � ��� � ��� � � � � � � �

απ¨ όπου διαδοχικά είναι

��� � 
'� ��� � � � � 
 ������� �"� και � � � � ��� � � � ������� �"� �
� � � � � � � � � ������� �"� και � � � � ��� � � � ������� �"� �

� � � � � �������!�"� και
� �	� � � �������!�"� �

� � � � � � � �
� � � ��� ��� � � 	 �
Πρόταση 4.3.8. Εάν & και � είναι πρώτιστα στοιχεία της % µε � 	 & � 	 � ��� 
 , τότε

�
� � � � �

�
� � & � .

Απόδειξη. Θεωρούµε τις πρώτιστες αναλύσεις των & , � (πρόταση 4.3.3), & �� & � 	�	�	 & � και � � � � � � 	�	�	 � � , όπου � � � � � 
 
 . Αφού τα & � � � � είναι πρώτιστα, δεν

είναι συνεταιρικά µε το � , άρα 	 & � �� � και 	 � � �� � , για κάθε
� � 
���	�	�	 � � και

� � 
���	�	�	 � 	 . Από την ορισµό 4.3.4 έχουµε
�
� � � � � �

� � � � � � � � � � �

�
� � � � � � (4.14)

και

�
� ��&�� � �

� � � � � � � � � � �

�
� � ��& � � (4.15)

Για κάθε Ϲεύγος δεικτών
� � � ισχύει 	 & � �� 	 � � . Οπότε, για κάθε Ϲεύγος δεικτών,

ισχύει ο νόµος κυβικής αντιστροφής (ϑεώρηµα 4.2.1), δηλαδή
�
� � � � � ���

�
��� ��& � � 	

Από την παρατήρηση αυτή και τις σχέσεις (4.14) και (4.15) έπεται αµέσως το

Ϲητούµενο. �
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Απόδειξη του συµπληρώµατος του νόµου κυβικής αντιστροφής

Μέχρι τέλους αυτής της παραγράφου ο � ( % ϑα συµβολίζει πρώτιστο πρώτο µε	 � � ��� 
��������!�"� .
Πρόταση 4.3.9. ΄Εστω � � ��� � � µιγαδικός πρώτος της % , � � ��� � 
 , � � � �
και
� � 	 � . Ισχύουν τα ακόλουθα:

1.

� � 

� � � � � � � ��� ��� � � .

2. � 
 � 
 � � � ��� ���!�"� .

3.

�
� � ����� � � .

4.

�
� � � �
� � � � 
 �

�
� � 
�� � � .

Απόδειξη. 1. ΄Εχουµε, διαδοχικά,

	 � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � � 
 � 
 � � ��� � 
 � � � � � � � � 

� � � ��� 
 � � � � 
�� ��� � � � � � � � 
� ��� � � � � � � � 
 ������� �"� � � � 
'� � � � � � � ��� ��� � �

� � � 

�

� � � � � � ��� ���!�"�

2. Από την υπόθεση, έχουµε � 
 � � � � ��
 � 
 � ��� 
 � � � � 
 , δηλαδή
�"
 � 
 � ��� 
 � � � . Εποµένως, ��
 � � � � ��� � ��� ��� �"� , απ¨ όπου

	 
 � �
 � �
��� ��� � � .

3. Το � � ��� � 
 είναι πρώτιστο στοιχείο της % και � ��� � ��� 
 . Εποµένως,
� 	 ��� 	 � ��� 
 και, από την πρόταση 4.3.8, έχουµε ότι

�
� �������

�
	 � � � 	 (4.16)

΄Εχουµε � � � � � � , εποµένως � � � � ��� ���!��� . Οπότε
�
	 � � � �

�
	 � � � ���

�
	 � � �

�
	 � � � 	 (4.17)

Από την πρόταση 4.3.7, γνωρίζουµε ότι ισχύει

�
	 � � � � � � . Από αυτή τη σχέση

και τις σχέσεις (4.16) και (4.17), προκύπτει ότι
�
� � �����

�
	 � � � � � 	 (4.18)

΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι

�
	 � � � � 
 . Πράγµατι, εάν � � 
 & � 	�	�	 & � είναι η

ανάλυση του � σε πρώτιστους πρώτους παράγοντες, από τον ορισµό 4.3.4, έχουµε
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	 � � � �

�
� � � � � 	�	�	

�
� � � � � . ΄Αρα,

�
	 � � � �

�
� � � � � 	�	�	

�
� � � � � , οπότε, από την πρόταση

4.1.12, έχουµε

�
	 � � ���

�
� � � � � 	�	�	

�
� � � � � �

�
	 � � � (4.19)

Επειδή ��� � ( � , είναι � � � και � � � . ΄Αρα,
�
	 � � ���

�
	 � � � �

�
	 � � �

και επειδή

�
	 � � � ( � 
�� � � � 
 � , συµπεραίνουµε ότι

�
	 � � ����
 .

4. Είναι � � � � � � � � � � � � � ��� � � � 
 � � � � � � � 
 � � ��������� � � .
Εποµένως από την πρόταση 4.1.11 (4) έχουµε

�
� � � �
� � �

�
� � � � � 
 � � � � �

�
� � � � �

�
� � 
�� � � 	

΄Αρα αρκεί να δείξουµε ότι

�
� � � � � � � 
 � . Πράγµατι, έχουµε

� � � �
� � � � � � � � ������� � � � � � � � � 
 ��� ��� � �

οπότε (πρόταση 4.1.11 (4).)
�
� � � � ���

�
� ��� � 
 � �

�
� �����

�
� � � 
 ���

�
� � ���

�
� � � � 
 	 (4.20)

Τα ��� � είναι πρώτιστα στοιχεία µε � 	 ��� 	 � ��� 
 , εποµένως από την πρόταση 4.3.8

ισχύει

�
� �����	�

�
	 � � � . Από το σηµείο (3) της τρέχουσας πρότασης

�
	 � � �	� � � ,

άρα

�
� � ��� � � � . Επιπλέον, από την πρόταση 4.3.6 έχουµε ότι

�
� � � ��� � � � � .

Συνεπώς, η σχέση (4.20) δίνει
�
� � � � � � �

�
� 
 �

� � � � � � 
 � �
Πρόταση 4.3.10. ΄Εστω � � � � � � µιγαδικός πρώτος της % , � � ��� � 
 , � � � �
και � � 	 � . Τότε :

1.

�
	 � � � � � �

�
	 � � � 
 � � � .

2.

�
	 � � � � � � � 
 � � � � � .

Απόδειξη. 1. ΄Εχουµε � � � � � � � � � � � � � � � ��� � � 
 � � � � � � � � � . ΄Αρα,

� � � � � 
 � � �!��� ���!� � � � . Εποµένως, µε χρήση της πρότασης 4.1.11(4),

�
	 � � � � � �

�
	 � � � � � � 
�� � � � �

�
	 � � � � 
 �

�
	 � � � � �

�
	 � � � 
 � � ���

�
	 � � � � �

�
	 � � � 
 � � � 	

Η τελευταία ισότητα ισχύει διότι � 
 � � � 
 � 
 και, εφαρµόζοντας την πρόταση

4.1.11(1), έχουµε

�
	 � � � � 
 � � 
 . Συνεπώς, αρκεί να δείξουµε ότι

�
	 � � � � � � 
 .

Πράγµατι, εάν � � � � 
 & � 	�	�	 & � είναι η πρώτιστη ανάλυση του � � � (ϐλ.

ορισµό 4.3.4), τότε έχουµε

�
	 � � � � � �

�
� � � � � 	�	�	

�
� � � � � . Απ΄ όπου

�
	 � � � � � ��

� � � � � 	�	�	
�
� � � � � , δηλαδή, µε χρήση της πρότασης 4.1.12, έχουµε
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	 � � � � � �

�
� � � � � 	�	�	

�
� � � � ���

�
	 � � � � � 	

Επειδή ��� � ( � , είναι � � � � � � � , άρα,

�
	 � � � � ���

�
	 � � � � ���

�
	 � � � � � 	

Αλλά

�
	 � � � � � ( � 
�� � � � 
 � , οπότε η τελευταία ισότητα συνεπάγεται ότι

�
	 � � � � ����
 .

2. Παρατηρούµε ότι το � � � είναι πρώτιστο στοιχείο, καθώς � � � ����� �

 � � � � � ��� ���!�"� . Θεωρούµε την πρώτιστη ανάλυση του �	� � ,

�	�
� � 
 � � 	�	�	 � � � � 	�	�	 � � �
όπου � � είναι µη-ϱητός πρώτιστος πρώτος µε στάθµη � � � 
���� ��� � � , για κάθε� � 
�� 	�	�	 � � και � � είναι ϱητός πρώτος � �$��� ��� � � για κάθε � ��
���	�	�	 ��� .
Από το σηµείο (1.) της τρέχουσας πρότασης, έχουµε ότι

�
	 � � � � ���

�
	 � � � 
�� � � .

Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι

�
	 � � � 
�� � � � � 
 � � � � � 	

Από τον ορισµό 4.3.4, έχουµε
�
	 � � � 
�� � � � ��

� 
 �
�
� � � 
 � � � ��� 
 �

�
� �
� 
 � � � 	 (4.21)

Για κάθε � � παρατηρούµε ότι ισχύει

�
� � � 
 � � � ���

�
� � � 
�� � � � � , απ¨ όπου διαδο-

χικά έχουµε

�
� � � 
�� � � � �

�
� � � � 
�� � � 
 ��� 
 �

�
� � � �'� � � 
 �

�
� � � �'�"� 


�
� � � � � 
�

�
� � � � �'�"� 
 � � 
 � � � � � � � � 
 �

�
� � � �"� � 
 � 
 � � � ��� 


και δουλεύοντας ανάλογα για κάθε � � έχουµε

�
� �
� 
 � � � �

�
� �
� �"� � 
 � �

� � � � ��� 
 �
�
� �
� �"� � 
 � � 
� � � � � 
 	

Από την πρόταση 4.1.13 (2), είναι

�
� �
� � � ��
 , οπότε

�
� �
� 
�� � � � � 
 � � 
� � � � � 
 	

Από τις παραπάνω παρατηρήσεις, η σχέση 4.21 γίνεται
�
	 � � � 
�� � � �

��
� 
 �

�
� � � �"� �� � 
 � � 
 � 
 � � � � � 
 ��� 
 � � 
 � � 
� � � � � 


�
��
� 
 �

�
� � � �"� � 
�� ���� � � 
 � � � ��� 
 � 
 � �� � � � � 
� � � � � 


�
��
� 
 �

�
� � � �"� � 
 � � ���� � � 
 � � � ��� 
 � � �� � � � � 
� � � � � 
 � 	 (4.22)

Από το λήµµα 4.6.7, έχουµε ότι ισχύει � � � � � �� 
 � � � � � 
 � � � � � �� 
 � � � 
� � 
 � � ���� ��� � � � απ¨ όπου έπεται ότι η σχέση 4.22 γίνεται
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�
	 � � � 
�� � � � ��

� 
 �
�
� � � �"� � 
 � � � � � 	 (4.23)

Παρατηρούµε ότι, καθώς � � � � � � � , η

� � ��� 
 ��
� 
 � � �

��
� 
 � � �

ϑα είναι επίσης πρώτιστη ανάλυση του � � � . Εποµένως, κατ¨ αναλογία µε τη

σχέση 4.23, ισχύει
�
	 � � � 
�� � � � ��

� 
 �
�
� � � �"� � 
 � � � � � �

άρα
�
	 � � � 
�� � � � ��

� 
 �
�
� � � �"� � 
 � � � � � 	 (4.24)

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις 4.23 και 4.24 κατά µέλη, έχουµε διαδοχικά
�
	 � � � 
�� � � 
 �

��
� 
 �

�
� � � �"� ��

� 
 �
�
� � � � � � � � � � � �

�
��
� 
 �

�
� � � �"�

�
� � � �"� � � � �

�
��
� 
 � �

�
� � � �"� � 
 � � � � �

όπου, για κάθε
� � ��� 	�	�	 � � , είναι

�
� � � �"� � 
�� � ή � 
 , οπότε, επειδή το � εί-

ναι κυβική ϱίζα της µονάδας, σε κάθε περίπτωση είναι �
�
� � � �"� � � 
 , δηλαδή�

�
� � � �"� � 
 ��
 . Εποµένως, έχουµε

�
	 � � � 
 � � � 
 � ��

� 
 � 
 �
� � � � � � � � 	

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία σχέση επί

�
	 � � � 
 � � � 	 � 
 � � � � � , έχουµε

�
	 � � � 
�� � � 
 � 
 � � � � � �

�
	 � � � 
 � � � � 
 � � � � � �

απ¨ όπου έπεται άµεσα το Ϲητούµενο. �
Συνεχίζουµε να χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς της πρότασης 4.3.10

και επιπλέον έχουµε ότι
� � �� � . Παρατηρούµε ότι � � � � � � � 
 � � � � � άρα

� ��� �
� � 
 � � � ��
 , που σηµαίνει ότι � 	 � � �
� � � 	 � ��� 
 . Συνεπώς, από την πρόταση

4.3.8, έχουµε ότι ισχύει

�
� ���	� � ���

�
	 � � � � � 	 (4.25)

Από τις προτάσεις 4.3.10 και 4.3.9 έχουµε, αντιστοίχως
�
	 � � � � � � � 


� � 
 �
(4.26)

και

�
� � � � � � � � 
 �

�
� � 
�� � � (4.27)
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Οπότε, η σχέση (4.25), σε συνδυασµό µε τις (4.26) και (4.27), δίνει

� 
 �
�
� � 
�� � � � � 


�
� 
 � �

απ’ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο :
�
� � 
�� � � � � 


� 	
Το ακόλουθο πόρισµα δίνει έναν πιο άµεσο τρόπο υπολογισµού του κυβικού

χαρακτήρα του � ��
�� � .

Πόρισµα 4.3.11.

1.

�
� � � ��� 
 για &!� � � � � � � � � � � � ��� ��� �"� .

2.

�
� � � ��� � για

&�� � � � � � � � � � � � ��� ��� �"� .
3.

�
� � � ��� � 
 για &!� � � ��� � � � � � � � ��� ��� �"� .

Απόδειξη. 1. Εάν

�
� � � � � 
 , δηλαδή � 


� � 
 , τότε � � � � ������� �"� . ΄Αρα,� � �$��� ���!�"� . Εποµένως, υπάρχει ��( � ώστε � � ��� .

∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις ανάλογα µε την κλάση του � � ����� .
��� � 	 Εάν � � �$��� ���!�"� , τότε υπάρχει 	 ( � ώστε � � � 	 . Εποµένως,

& � � � ��� � � 
 � � ��� 	 � � � ��� � 
 � � 	 � � � 
 � � ������� �"� 	
����� � 	 Εάν � � 
��������!�"� , τότε υπάρχει 	 ( � ώστε � � � 	 � 
 . Εποµένως,

& � � � ��� � ��
 ��� � � 	 � 
 � � � ���	��
 � � 	 � �)� � � � 
 �)� � � � �)� � ������� �"� 	
������� � 	 Εάν � � �$�������!�"� , τότε υπάρχει 	 ( � ώστε � � � 	 � � . Εποµένως,

& � � � ��� � ��
 ��� � � 	 ��� � � � ���	��
 � � 	 � � � � � � 
 � � � � � � � � ������� �"� 	
2. Εάν

�
� � � � � � , δηλαδή � 
 � � � , τότε � � � 
���� ���!�"� . ΄Αρα, � � �

��� ��� � � . Εποµένως, υπάρχει � ( � ώστε � � �����$� .
∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις ανάλογα µε την κλάση του � � ��� � και εργαζό-

µαστε ακριβώς όπως στην περίπτωση 1.

3. Εάν

�
� � � ��� � 
 , δηλαδή � 
 � � � 
 , τότε � � � �$��� ��� � � 	 ΄Αρα, � � 


��� ��� � � . Εποµένως, υπάρχει � ( � ώστε � � ����� 
 .
∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις ανάλογα µε την κλάση του � � ��� � και εργαζό-

µαστε ακριβώς όπως στην περίπτωση 1. �
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4.4 Ο κυβικός χαρακτήρας του 2

Σε αυτή την παράγραφο προσδιορίζουµε τους πρώτους � της % για τους οποίους

το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο. Από την απλή παρατήρηση ότι, εάν η � 
 � � ����� � ,

τότε επιλύεται για κάθε ��� συνεταιρικό του � , σε συνδυασµό µε το λήµµα 4.6.1

(ϐλ. Βοηθητικές προτάσεις, κεφάλαιο 4.6) µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο � είναι

πρώτιστος πρώτος. Εάν � � � είναι ϱητός πρώτος, τότε από το πόρισµα 4.1.13

έχουµε ότι

�
�
� � ��� 
 . Κατά συνέπεια, το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο για όλους τους

πρώτους αυτής της κατηγορίας.

Πρόταση 4.4.1. Η ��
 � � ��� ��� � � επιλύεται εάνν � � 
�������� � � , δηλαδή εάνν
� � 
���� ��� � �

και
� � �$��� ��� � �

.

Απόδειξη. ΄Εχουµε
�
� � � � �

�

 � � � (ν.κυβικής αντιστροφής)

� � �
� 
 � � � � 
 (πρόταση 4.1.11) � � � � � � ��� 
 � � ��� ��� � � 	 (4.28)

Η � 
 � �$������� � � επιλύεται εάνν

�
� � � � ��
 . Από τη σχέση (4.28), αποδεικνύεται

άµεσα το Ϲητούµενο.

Πρόταση 4.4.2. Εάν � � 
�������� � � , τότε η � 
 � �$������� � � είναι επιλύσιµη

εάνν υπάρχουν ακέραιοι
�

και � τέτοιοι ώστε � � � 
 �$� ��� 
 .
Απόδειξη. ΄Εστω � � � � η ανάλυση του � σε πρώτιστους πρώτους. Θέτουµε � �
��� � � , οπότε � � � και � � �$��� ���!�"� . Παρατηρούµε ότι � � � � � ��
 �)� � � � 
 ,
οπότε και �#� � � 
 �$��� � 
 , όπου � � � � � � και ��� ��� � .

΄Εστω τώρα ότι η � 
 � �$������� � � επιλύεται. Τότε επιλύεται και η ��
�� �
��� ��� � � , άρα, από την πρόταση 4.4.1 έχουµε ότι � � 
�������� � � . ∆ηλαδή, ο �
είναι άρτιος, οπότε και οι � ��� είναι άρτιοι. Θέτοντας

� � �

 και � � �


 έχουµε
� � � 
 �$� ��� 
 .

Αντίστροφα, υπόθετουµε ότι ��� � 
 � � � � 
 για κάποιους
� � ��( � . Τότε

�#� � � � � � 
 � ��� � ��� � 
 , ενώ στην αρχή της απόδειξης είδαµε ότι �#� � � 
 �$� � � 
 .
Αλλά η πρόταση 3.3.5 µας λέει, ουσιαστικά, ότι τέτοιες αναπαραστάσεις του �#�
είναι µοναδικές µέχρι προσήµου, οπότε � � 
 � �

. Συνεπώς, ο � είναι άρτιος,

άρα και το ίδιο ισχύει και για τον � . Εποµένως, � � � ��� ��� � � . Εάν � � �
��� ��� � � , τότε � � � � ��� � , το οποίο είναι άτοπο διότι ο � είναι ϱητός πρώτος � 

��� ��� � � , άρα διάφορος του 2. ΄Επεται ότι � � � � 
���� ��� � � , οπότε (πρόταση

4.4.1) η � 
 � �$������� � � επιλύεται. ΄Εστω 
 ( �	� ��� µία λύση της. Τότε (ϐλ.

πρόταση 4.6.3 (1) ) υπάρχει � ( � τέτοιος ώστε � � 
 ��� ��� � � , οπότε έχουµε� 
 � �$������� � � , δηλαδή � 
 � ��� �$��� ��� � � , όπου � 
 � ��( � . Από την
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πρόταση 4.6.3 (2) έχουµε ότι ��
�� � � �$��� ��� � � , δηλαδή η ��
�� �$��� ��� ���
επιλύεται (στο � ). �

Παράδειγµα: Η � 
 ��� ��� ��� 
 � �"� (ο 103 ειναι πρώτος) δεν επιλύεται, διότι

δεν υπάρχουν
� � � ( � που να ικανοποιούν την ισότητα 
 � � � � 
 � ����� 
 .

Πράγµατι, αν υπήρχαν τέτοια
� � � , ϑα ήταν, αναγκαστικά, � 
 � 
 , αφού ��� 	 � 
 �
 � � � 
 � � , άρα

� 
 ��
 � � � � ����� � , άτοπο.

Από την άλλη, για τον πρώτο 691 έχουµε
� � 
 � �"
 � � � 	 � 
 . Εποµένως, η��
 � � ��� ��� � � 
 � επιλύεται. Πράγµατι, � �"
 � �$��� ��� � 
 � .

4.5 Γενικεύσεις.

Θεώρηµα 4.5.1. 5 Εάν & � � είναι πρώτιστα στοιχεία της % , τότε

�
� � � ���

�
� � & � .

Στην ειδική περίπτωση που & � � (πρώτιστος πρώτος) και � � � , έχουµε

�
� � � � �

�
� � � ��� 
 .

Απόδειξη. Θεωρούµε τις πρώτιστες αναλύσεις των & � � όπως στην απόδειξη της

πρότασης 4.3.8, οπότε ισχύουν οι σχέσεις 4.14 και 4.15. ΄Εστω & � τυχών πρώτος

στην πρώτιστη ανάλυση του & και � � τυχών πρώτος στην πρώτιστη ανάλυση του � .
Θα δείξουµε ότι

�
� � � � � � �

�
��� ��& � � (4.29)

Εάν � 	 & � � 	 � � � � 
 , τότε η (4.29) ισχύει από το ϑεώρηµα 4.2.1.

Εάν � 	 & � � 	 � � � � 
 , τότε διακρίνουµε περιπτώσεις.

Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση όπου 	 & � � 	 � � � � 
 για κάποιο ϱητό πρώτο
��� �$��� ��� � � . Από την πρόταση 4.1.4, έχουµε ότι οι & � � � � είναι ϱητοί πρώτοι

ίσοι µε � . ∆ηλαδή, έχουµε & � � � � � � . ΄Αρα, � � � & � και & � � � � , απ¨ όπου (ϐλ. ορισµό

4.1.10) έχουµε

�
� � � & � ��� � και

�
� � � � � ��� � , αντίστοιχα.

Στην περίπτωση όπου 	 & � � 	 � � � � για κάποιο ϱητό πρώτο ��� 
���� ��� �"� ,
παρατηρούµε ότι ισχύει & � & � � � � � � � � . Καθώς στην % έχουµε µονοσήµαντη

ανάλυση, το � � ϑα είναι συνεταιρικό µε το & � ή µε το & � . Από την πρόταση

4.3.3(3) γνωρίζουµε ότι δύο πρώτιστα στοιχεία που είναι συνεταιρικά, κατ΄ ανάγκη,

ταυτίζονται. ∆ηλαδή, έχουµε � � � & � ή � � � & � .
Εάν � � � & � , τότε � � � & � και & � � � � , απ’ όπου

�
��� � & � � � � και

�
� � � � � � � � αντίστοιχα

(από τον ορισµό 4.1.10).

΄Αρα, σε αυτές τις περιπτώσεις και τα δύο µέλη της (4.29) είναι µηδέν.

Εάν � � � & � , ϑέτουµε & � � 	 � � � � � , όπου � � ��� � 
 και � � � � , άρα � � � 	 �
��� � � 
 . Παρατηρούµε ότι �'� � � � ��� ��� 	 � , δηλαδή �'� � � � � 
 ��� ��� 	 � . ΄Αρα

5Γενίκευση του ϑεωρήµατος 4.2.1.
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	 � �	� � � 
 �	� � � � � � � ������� 	 � . Εποµένως,

�
� � 	 � �

�
� � � � � �

�
� � ���

�
� � � �

και χρησιµοποιώντας την πρόταση 4.3.9 (3) και το ϑεώρηµα 4.3.1 έχουµε

�
� � 	 ��� �

�
� 

� � � 
 � � 


Εποµένως, 
 �
�
� � 	 � �

�
�
� 	 � � �

�
�
� 
�
�
� � 	 � 


Από τον ορισµό 4.1.10 γνωρίζουµε ότι

�
� � 	 � είναι 
�� � ή � 
 , άρα

�
� � 	 � � 
 �

�
� � 	 � . �

Θεώρηµα 4.5.2. Για κάθε ϱητό πρώτο � � 
���� ���!�"� υπάρχουν ��� � ( � , � � �
��� ��� � � , � � �$��� ���!�"� και � � ��
 � � ��� � 
 . Αν οι ��� � έχουν αυτές τις ιδιότητες,

τότε οι
� � � �

και
�

 είναι κυβικά ισοϋπόλοιπα

� �����
.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα 3.3.1 ξέρουµε ότι υπάρχουν � � � � � ( � , τέτοιοι ώστε
� � � 
 � � � � � � � � 
 � . Θέτουµε � � � � � � � � � , οπότε ο � � είναι πρώτος της %
(πρόταση 4.1.3). Χάρη στο λήµµα 4.6.1 µπορούµε, πολλαπλασιάζοντας τον � � µε

κατάλληλη µονάδα της % , να ϐρούµε πρώτιστο πρώτο � µε 	 � � 	 � � � � , οπότε,

αν ϑέσουµε � � � �
� � µε ��� �'( � , είναι � � �$�������!�"� και � � � �������!�"� .
Από την πρόταση 4.5.1 έχουµε ότι

�
� � � ����
��

�
� � � � .

Παρατηρούµε ότι � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� � � .
Εποµένως, (ϐλ. πρόταση 4.1.11 (4) ) έχουµε ότι 
 �

�
� � � �	�

�
� � � � � � � . Από

την ϐοηθητική πρόταση 4.6.4 συµπεραίνουµε τώρα ότι η ��
�� � � � � ��� ��� ���
επιλύεται στο � , δηλαδή το � � � � είναι κυβικό υπόλοιπο ����� � .

Τώρα ϑέτουµε � � � � � � ( � και ϑα δείξουµε ότι και ο � είναι κυβικό

ισοϋπόλοιπο � ��� � . ΄Εχουµε �#� ��� � � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � 
 � � � � 
 και η σχέση

αυτή στο ��
 γράφεται � 
 ��� � � � � � � � � � � 
 . Παραπάνω δείξαµε ότι το � � � � είναι

κύβος στο � 
 , συνεπώς και το � � � � � � 
 είναι κύβος. Επιπλέον, � � � � � � � �'� � � � 
 ,
εποµένως, το � 
 είναι κύβος στην οµάδα � �
 , άρα, από την συµπληρωµατική

πρόταση 4.6.6, έπεται ότι και το � είναι κύβος στην οµάδα � �
 . Το συµπέρασµα

αυτό ισοδυναµεί µε το ότι ο ακέραιος � είναι κυβικό ϋπόλοιπο ����� � . �
Εξαιρετικά ενδιαφέρον είναι το γεγονός ότι, ενώ η διατύπωση του παραπάνω

ϑεωρήµατος είναι της στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών, η απόδειξη γίνεται µε τη

ϐοήθεια των κυβικών χαρακτήρων.

Θεώρηµα 4.5.3. 6 Εάν το & �	� � � � είναι πρώτιστο, � � ��� ��
 και � � � �
µε � � � ( � , τότε

�
� � � ��� � 
 � .

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή ως προς το πλήθος � των πρωτίστων

πρώτων, οι οποίοι εµφανίζονται στην πρώτιστη ανάλυση του & (ϐλ. πρόταση 4.3.3).

6Γενίκευση του ϑεωρήµατος 4.3.1.
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Εάν � � 
 , τότε & � � & � . Τα & � & � είναι πρώτιστα στοιχεία άρα � � 
 . ∆ηλαδή
& ��& � είναι πρώτιστος πρώτος. Εποµένως, από το ϑεώρηµα 4.3.1 ισχύει

�
� � � � �

� 
 � .

΄Εστω ότι ισχύει το Ϲητούµενο για τυχόν πρώτιστο στοιχείο της % µε � πρώτιστους

πρώτους παράγοντες.

΄Εστω & πρώτιστο στοιχείο της % µε � � 
 πρώτιστους πρώτους παράγοντες γράφεται

όπως στην (4.13). Το
� � � � & � 	�	�	 & � για κάποιο � ��� 
 
 , είναι πρώτιστο στοιχείο

της % . ΄Αρα, για το
�

ισχύει η επαγωγική υπόθεση. Τα
� � & � � � είναι πρώτιστα

στοιχεία της % , άρα, από τη σχέση (4.13) και την πρόταση 4.3.3, έχουµε & �� � & � � � . ΄Αρα, εάν & � � � � � � � � όπου � � ��� � 
 � � � � � και
� � � � 
 � όπου

� � � � � 
�� 
 � ��� , έχουµε
�
� � � � �

�
� � � � � � � � ���

�
�
� � �

�
�
� � � � � �� � 
 � � 


� � � 
 � � � � �

Αρκεί να δείξουµε ότι � � � � �!� � � � ��� ���!�"� . Η σχέση αυτή ισοδυναµεί µε
� ��� � � �������!�"� , το οποίο δείχθηκε στην απόδειξη της πρότασης 4.3.7. �
4.6 Παράρτηµα - Βοηθητικές Προτάσεις.

Λήµµα 4.6.1. Για κάθε πρώτο � ( % , µε 	 � ��� � 
���� ��� � � , όπου � ϱητός

πρώτος, υπάρχει µονάδα � τέτοια ώστε ο � � να είναι πρώτιστος πρώτος.

Απόδειξη. ΄Εστω � ������� � � � � � ( � . Από την υπόθεση 	 � � � � 
���� ��� �"� ,
και επειδή 	 � � ��
 � � � � � 
 � ��� � � � 
 �������!�"� , έχουµε ότι � � � � � 
 �� �$��� ��� �"� ,
απ¨ όπου έπεται ότι � � � �� � �������!�"� .

΄Αρα, διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1. � � � ��� ���!�"� και � � � �������!�"� . Τότε ο � είναι πρώτιστος πρώτος.

2. � � �$�������!�"� και � � �$��� ��� � � . Τότε υπάρχουν ��� � ( � ώστε � � ��� � �
και � � � ���$� . ∆ηλαδή, � � �������$� � � � � ���$� � � και
� � � � � ��� � � � � �'� � � 
 � � � 
 � �'��� � � � � � � � � 
 � � � � � � 
 � � � ��� � � � � � � � � � � � � � 	
΄Αρα, ο � � � είναι πρώτιστος πρώτος.

3. ���	�$��� ���!�"� και � � 
���� ��� �"� . Τότε � � ��� � � � � � 
 � � για κάποια
����� ( � και έχουµε
� � 
 � � ��� � � � 
 � � � � � � 
 �#� � � 
 ��� ��� � 
 � � � � � � � 
 � � � ����� � � 
 � � � � � ��� � 	
΄Αρα, ο � � 
 � είναι πρώτιστος πρώτος.

4. � �	� �������!�"� και � ��� ��� ��� �"� . Τότε υπάρχουν ����� ( � ώστε � �	���
και � � � ���$� . ∆ηλαδή, � � ��� � � � ���$� � � και
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� 
 � � ��� � � 
 � � ��� � � 
 � � � 
 � ���'��� � 
 � � � � � ��� 
 � � � � � � � � � � � � � ��� � 	
΄Αρα, ο � 
 � είναι πρώτιστος πρώτος.

5. � � 
��������!�"� και � � � ��� ��� � � . Τότε υπάρχουν ��� � ( � ώστε � � ��� � 

και � � � � . ∆ηλαδή, � � ����� 
 � � � � και

� � ��� �'��� � 
 � � � � � � � � � � � � 
 � �$� � � � � � 	
΄Αρα, ο � � είναι πρώτιστος πρώτος.

6. � � 
��������!�"� και � � 
���� ��� � � . Τότε υπάρχουν ��� � ( � ώστε � � ��� � 

και � � � ��� 
 . ∆ηλαδή, � � ��� � 
 � � � � � 
 � � και

� � � ��� � � � � � � � 
 � � 
 � ��� � � � � � � � � 
 � � � � � � 
 � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � ��� � � � 	
΄Αρα, ο � � είναι πρώτιστος πρώτος. �
Πρόταση 4.6.2. Κάθε 	 στο % αναλύεται σε γινόµενο της µορφής

	 ��� � 
 � 	 � � � � � 	 �� � 	 

 	�	�	 � 	 ��
όπου � � � 	�	�	 � � � είναι πρώτιστοι πρώτοι, � � ��	�	�	 � � � είναι ϑετικοί ακέραιοι και ��� � � �
είναι µη αρνητικοί ακέραιοι.

Απόδειξη. Από τον ορισµό 4.1.5 και το λήµµα 4.6.1 έχουµε ότι, κάθε πρώτος

µη συνεταιρικός του � , είναι συνεταιρικός µε κάποιο πρώτιστο πρώτο. ΄Αρα, αν

αναλύσουµε τον 	 σε πρώτους παράγοντες, ϑα έχουµε

	 � � � � � 	 �� 	�	�	 � 	 ��
όπου � � ��	�	�	 � � � είναι πρώτιστοι πρώτοι, � � � 	�	�	 � � � είναι ϑετικοί ακέραιοι, � είναι

µονάδα της % και � ακέραιος � � . Επειδή � ( � 
 
�� 
 � � 
 � 
 � , µπορούµε αντί

του � να γράψουµε � � 
 � 	 � � , όπου � ( � � � 
 � και � ( � � � 
�� � � . �
΄Εστω & πρώτος πρώτιστος. Για τον υπολογισµό του

�
� � 	 � ϐλέπουµε στην

πρόταση 4.6.2 ότι αρκεί να υπολογίσουµε

�
� � � 
 � �

�
� � � � �

�
� � � � και

�
� � � � , όπου

� είναι πρώτιστος πρώτος. Αφού � 
 � � � 
 � 
 έχουµε

�
� � � 
 � � 
 .

Πρόταση 4.6.3. ΄Εστω � πρώτος στη % µε 	 � � � � 
��������!�"� . Τότε :

1. για κάθε 	 ( % , υπάρχει ακέραιος � ώστε 	 � � ��� ��� � � .
2. εάν

� ( � και
� � � ��� ��� � � (στη % ) , τότε

� � �$��� ��� � �
(στο � ).

3. εάν � ( � και � � � ��� ��� � � (στη % ) , τότε � � � ��� ��� � � (στο � ).

Απόδειξη. ΄Εστω � � � � � � , οπότε � � � 
 � � � � � 
 , άρα � � � � . Πράγµατι,

διότι, διαφορετικά, η τελευταία ισότητα ϑα συνεπαγόταν � � � 
 , άρα � � � . Αλλά τότε
� 
 � � � 
 ��� � � � 
 ��� � , άτοπο.
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1. ΄Εστω 	 � � � ��� για κάποια � � � ( � . Θεωρούµε � ( � τέτοιο ώστε� � � � ������� � � . Αυτό είναι δυνατό, διότι δείξαµε παραπάνω ότι � � � � . Τότε,

	 � � � � � � � � � � � �	�
� � � � � � � � ��� � � � � � � � �
� � � � � ������� � �
� � � � � ������� � �

΄Αρα, 	�� 	 � � � � � � � � ��� ��� � � και ϑέτοντας � � � � � � ( � , έχουµε το

αποδεικτέο.

2. Εάν � � �$��� ��� � � , υπάρχει 		( % ώστε � � 	 � . Απ΄ όπου 	 � �
	 	 	 � , δηλαδή ��
 � � � , µε � � 	 	 ( � . ΄Αρα � � � 
 , οπότε � � � (στο � ).

3. ΄Εστω � � � ��� ��� � � . Τότε υπάρχει 	 ( % ώστε � � 	 � . Εποµένως,	 � � 	 	 	 � , δηλαδή � 
 � � � , όπου � � 	 	 ( � . ΄Αρα, � � � 
 (στο � ), οπότε � � �
(στο � ). �
Πρόταση 4.6.4. ΄Εστω �	( � , πρώτος ��� 
���� ��� �"� και � � � � , όπου �
πρώτιστος πρώτος της % . Η � 
 � � ��� ��� � � επιλύεται στο � εάνν

�
� � ��� ��
 .

Απόδειξη. ΄Εστω

�
� � ��� � 
 . Τότε � � � � διότι, διαφορετικά, ϑα είχαµε

�
� ����� � � .

Οπότε, από την πρόταση 4.1.11(1), η ��
 � � ��� ��� � � επιλύεται, δηλαδή υπάρχει
 ( % ώστε 
 
 � � ������� � � (4.30)

Από την πρόταση 4.6.3, (1) υπάρχει � ( � ώστε ��� 
 ��� ��� � � , άρα

� 
 � 
 
 ������� � � (4.31)

Από την (4.30), λόγω της (4.31), έχουµε ισοδύναµα � 
 � � ��� ��� � � , άρα � 
 � � �� ������� � � , όπου � 
�� ��( � . Από την πρόταση 4.6.3, (2), έπεται ότι � 
 � � � �
��� ��� ��� , δηλαδή � 
 � � ��� ��� � � . Οπότε, η ��
 � � ������� ��� επιλύεται στο � .

Αντίστροφα, έστω ότι η � 
 � � ������� � � επιλύεται στο � . Τότε επιλύεται στην

% , διότι � � % . Επειδή � � � , έχουµε ότι η ��
 � � ��� ��� � � επιλύεται στην % .

Οπότε, από την πρόταση 4.1.11(1) έπεται ότι

�
� � ��� ��
 . �

Πρόταση 4.6.5. Εάν ο � ( � είναι πρώτος στο � , τότε


 � �$� � �
	�	�	 � � � � 
 � � ��� � ��� ��� � � � εάν � � 
 � �
�
� 
 ������� � � � εάν � � 
 ��� 	

Απόδειξη. ΄Εστω � πρωταρχική ϱίζα ����� � . ∆ηλαδή, � 
 � � � 
���� ��� � � και
� � �� 
 ��� ��� ��� για � � � � � � 
 . ΄Αρα, τα ��� � 
 ��	�	�	 � � 
 � � µας δίνουν ένα πλήρες

σύστηµα υπολοίπων � ����� . Εποµένως,


 � � � � �
	�	�	 � � � � 
 � � � � � � � 
 � � 	�	�	 � � � 
 � � � � ��� ��� ��� (4.32)
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Εάν � � 
 ��� , τότε υπάρχει ακέραιος � ώστε � � � � � 
 � � . Οπότε, �
� � � � 
 � � � � �

� � 
 � � � � � 
 � � 
���� ��� ��� . ΄Αρα,


 � �$� � �
	�	�	 � � � � 
 � � � 
 � 
 �
	�	�	 � 
	 
�� 


 � � ϕορές

� � � 
'� � 
 ��� ��� � � 	
Εάν � � 
 � �
� , τότε �

� �� 
�������� � � . Εποµένως, χρησιµοποιώντας την (4.32),


 � �$� � �
	�	�	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � 

� � � 
 � 
 � � 


� � � 
 � � ��� ��� � � 	 �
Πρόταση 4.6.6. ΄Εστω � � ��	 � πολλαπλασιαστική οµάδα, � (

�
και � ( � ,

τέτοια ώστε �
� � � � για κάποια � ( � , � ( � , όπου � � � � ��� 
 . Τότε το � είναι � �

οστή δύναµη.

Απόδειξη. Από υπόθεση έχουµε � � � � ����
 , άρα υπάρχουν ακέραιοι ����� , τέτοιοι

ώστε � ��� � ����
 . Εποµένως, � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � ��� � � � � � � . �
Λήµµα 4.6.7. ΄Εστω

& � � � � � πρώτιστο στοιχείο και
� � � � � 
�� � � � �

.

Θεωρούµε την πρώτιστη ανάλυση του
&

,
& � 
 � � 	�	�	 � � � � 	�	�	 � � , όπου � � είναι µη-

ϱητός πρώτιστος πρώτος µε στάθµη � � � 
���� ��� � � , για κάθε
� � 
 ��	�	�	 � � και � �

είναι ϱητός πρώτος � �$�������!�"� για κάθε � � 
���	�	�	 ��� . Τότε ισχύει

� � � �
��
� 
 �
� � � 

� � ��

� 
 � � 
� � 

� ��� ��� � � 	

Απόδειξη. Από τον ορισµό�
� � � � �

��
� 
 �

�
� � � � � ��� 
 �

�
� �
� � � 	 (4.33)

Από την πρόταση

�
� � � � � � � � � 	 (4.34)

Επιπλέον, για κάθε
� � 
���	�	�	 � � και για κάθε � ��
���	�	�	 ��� ισχύει
�
� � � � � � � � � � � � � ��� 
 � � � 
 � � � ��� 
 ��� ��� � � �

και

�
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� � � � � � �

� � � � ��� 
 � � � � 
 � � ��� 
 ��� ��� � � �

αντίστοιχα, όπου

�
� � � � �	� � � � , για κάποιο 	 � � ��� 
 ή 2 και

�
� �
� � �	� ��� � , για

κάποιο � � � ��� 
 ή 2. Εποµένως, από το λήµµα
�
� � � � � � � � 
 � � � ��� 
 και

�
� �
� � � � � � � 
 � � ��� 
 � (4.35)



4.6 Παράρτηµα - Βοηθητικές Προτάσεις. 69

για κάθε
� ��
�� 	�	�	 � � και � � και για κάθε � � 
���	�	�	 ��� , αντίστοιχα.

Εποµένως, από τη σχέση 4.33, σε συνδυασµό µε τις 4.34 και 4.35, έχουµε δια-

δοχικά
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 � � � � 
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 � � � ��� 
 � � �� � � � � 
� � � ��� 

� � � �� � � � 
 � � � ��� 
 � � �� � � � � 
� � � ��� 
 �

απ¨ όπου έπεται άµεσα το Ϲητούµενο. �


