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Εισαγωγή

΄Ενα κλασσικό ϑεώρηµα της Θεωρίας Αριθµών είναι το εξής.

Θεώρηµα του Dirichlet. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι σε κάθε ακολουθία της
µορφής a+ nb, όπου a, b ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους και n > 0.

Το ϑεώρηµα µε άλλα λόγια µας λέει οτι υπάρχουν άπειροι πρώτοι στην
κλάση του a (mod b). Λόγω της οµοιότητας των δακτυλίων Z και Fq[T ], ό-
που Fq είναι το πεπερασµένο σώµα µε q στοιχεία, πολλά ϑέµατα της Θεωρίας
Αριθµών, µεταφέρονται ϕυσιολογικά στην Θεωρία των Πεπερασµένων Σωµά-
των. Μεταξύ αυτών είναι και το ϑεώρηµα του Dirichlet.

Θεώρηµα του Dirichlet για πολυώνυµα. Αν a,m ∈ Fq[T ] είναι πρώτα µε-
ταξύ τους, υπάρχουν ανάγωγα πολυώνυµα στην κλάση του a (mod m).

Το µεγαλύτερο µέρος της εργασίας ϑα αφιερωθεί στην απόδειξη µιας ι-
σχυρότερης (ποσοτικής) µορφής αυτού του ϑεωρήµατος.

∆εύτερος στόχος της εργασίας είναι η εξέταση του παρακάτω ερωτήµατος,
της οποίας η απάντηση ϑα ϐασιστεί στο ϑεώρηµα του Dirichlet.

Ερώτηµα. Αν a,m ∈ Fq[T ] πρώτα µεταξύ τους, πόσα ανάγωγα πολυώνυµα
της µορφής T n + akT

k + ak−1T
k−1 + · · ·+ a1T + a0 υπάρχουν στην κλάση του

a (mod m) σε σχέση µε το k;

Ανάγωγα πολυώνυµα της παραπάνω µορφής µε αρκούντως µικρό k χρειά-
Ϲονται στον αλγόριθµο του Coppersmith για τον υπολογισµό ∆ιακριτού Λο-
γαρίθµου, ένα κρίσιµης σηµασίας πρόβληµα για την Κρυπτογραφία. Συγκε-
κριµένη ποσοτική απάντηση ϑα δοθεί στην τελευταία ενότητα.

Η εργασία αυτή ϐασίστηκε στα κεφάλαια 1,2 και 4 του ϐιβλίου Number
Theory in Funcion Fields του M. Rosen (Graduate Texts in Mathematics,
Springer-Verlag, New York 2002).

Ευχαριστίες. Ευχαριστώ τους καθηγητές µου κ.κ. Ι. Αντωνιάδη, Θ. Γα-
ϱεφαλάκη και Μ. Παπαδηµητράκη, που συµµµετείχαν στην εξεταστική επι-
τροπή και µε τις παρατηρήσεις τους ϐοήθησαν στη ϐελτίωση της εργασίας
αυτής. Ιδιαιτέρως ευχαριστώ τον κ. Θ. Γαρεφαλάκη, υπό την επίβλεψη και
την καθοδήγηση του οποίου εκπονήθηκε αυτή η εργασία. Η συνεργασία µαζί
του υπήρξε µοναδική διδακτική εµπειρία και µε επηρρέασε καθοριστικά στον
δρόµο που ϑα ακολουθήσω από δω και πέρα.

Γιώργος Τζανάκης
Ιούλιος 2008



1 Πεπερασµένα σώµατα-Συνοπτική εισαγωγή

Θα χρειαστεί να κάνουµε µια µικρή εισαγωγή στην Θεωρία των Πεπερασµέ-
νων Σωµάτων, µε ορισµούς και προτάσεις που ϑα µας χρειαστούν για το
υπόλοιπο της εργασίας.

Οι παρακάτω είναι γνωστές προτάσεις της άλγεβρας.

• Εαν p είναι πρώτος, ο δακτύλιος Z/pZ είναι σώµα µε p στοιχεία, το
οποίο συµβολίζουµε Fp.

• Το Fp[T ] = {anT n + an−1T
n−1 + · · ·+ a1T + a0, ai ∈ Fp} (ο δακτύλιος

των πολυωνύµων πάνω από το Fp) είναι ευκλείδια περιοχή.

Από τα παραπάνω, µπορούµε να ορίσουµε

Fp[T ]/fFp[T ] = {a+ fFp[T ], a ∈ Fp[T ]}

όπου

a+ fFp[T ] = {a+ fh, h ∈ Fp[T ]} .

Πρόταση 1.1. Εαν το f ∈ Fp είναι ανάγωγο, τότε ο δακτύλιος Fp[T ]/fFp[T ]
είναι σώµα.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε οτι κάθε µή µηδενικό στοιχείο του Fp[T ]/fFp[T ]
έχει αντίστροφο. ΄Εστω h̄ ∈ Fp[T ]/fFp[T ] µε h̄ 6= 0̄, δηλαδή f - h. Αφού f
ανάγωγο, είναι (f, h) = 1. Βρισκόµαστε σε ευκλείδια περιοχή, οπότε υπάρ-
χουν s, t ∈ Fp[T ] τέτοια ώστε fs + th = 1⇒ th ≡ 1 (mod f)⇒ t̄h̄ = 1̄. ΄Αρα
το h̄−1 υπάρχει και είναι το t̄.

Παρατήρηση 1.2. ΄Εστω

H = {a ∈ Fp[T ] µε a ≡ 0 ή deg a < deg f} .

Το H είναι ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων του Fp[T ]/fFp[T ], οπότε το
Fp[T ]/fFp[T ] έχει ακριβώς pdeg f στοιχεία. Από δω και πέρα, για πρακτικούς
λόγους, δεν ϑα διαχωρίζουµε κλάσεις από αντιπροσώπους και ϑα χρησιµο-
ποιούµε αποκλειστικά αντιπροσώπους από το H.

Για πρώτο p και ϕυσικό n, και ανάγωγο f ∈ Fp µε deg f = n, κατασκευά-
σαµε ενα πεπερασµένο σώµα µε pn στοιχεία. Το ερώτηµα που ϕυσιολογικά
τίθεται τώρα είναι εαν για κάθε πρώτο p και ϕυσικό n υπάρχει ανάγωγο f ∈ Fp
µε deg f = n. Η απάντηση είναι ϑετική και προκύπτει από το ϑεώρηµα (2.7)
που ϑα δούµε αργότερα. ∆ηλαδή για κάθε πρώτο p και κάθε ϕυσικό n,
υπάρχει σώµα µε pn στοιχεία.
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Παρατήρηση 1.3. Υπενθυµίζουµε οτι χαρακτηριστική ενός σώµατος F ονοµά-
Ϲεται ο µικρότερος ϕυσικός n ώστε n · 1 = 0 και ορίζεται να είναι το 0 αν
δεν υπάρχει τέτοιο n. Το Fp[T ]/fFp[T ] για f ανάγωγο, έχει χαρακτηριστι-
κή p. ΄Ενα σώµα µε µη µηδενική χαρακτηριστική, δεν µπορεί παρά να έχει
χαρακτηριστική πρώτο αριθµό, αλλιώς ϑα είχε διαιρέτες του µηδενός.

Τώρα µένει να εξετάσουµε τι πληθάριθµο έχει το τυχαίο πεπερασµένο σώ-
µα. Αυτό που έχουµε συµπεράνει είναι οτι υπάρχουν πεπερασµένα σώµατα
µε πληθάριθµο κάθε δύναµη πρώτου. Με την επόµενη πρόταση της οποίας
την απόδειξη ϑα παρουσιάσουµε πολύ συνοπτικά, ϑα δείξουµε οτι είναι µόνο
αυτά.

Πρόταση 1.4. ΄Εστω πρώτος p και F σώµα µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων,
χαρακτηριστικής p. Τότε |F | = pn για κάποιον ϕυσικό n.

Απόδειξη. Η απεικόνιση

θ : Fp −→ F
a 7→ a · 1F

είναι µονοµορφισµός, δηλαδή το F περιέχει µια ισοµορφική εικόνα του Fp.
Το F είναι επέκταση του θ(Fp), άρα είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από
το θ(Fp). Αφού το F είναι πεπερασµένο, ϑα έχει πεπερασµένη διάσταση (ως
διανυσµατικός χώρος) πάνω από το Fp. Εαν n = [F : θ(Fp)], το F έχει pn

όρους.

Αποδεικνύεται οτι (σε σταθεροποιηµένη αλγεβρική ϑήκη) τα σώµατα µε
πληθάριθµο pn είναι µοναδικά µέχρις ισοµορφισµού. Από τα παραπάνω
προκυπτει το επόµενο πόρισµα.

Πόρισµα 1.5. Τα πεπερασµένα σώµατα είναι ακριβώς αυτά µε πληθάριθµο
pn, µε p πρώτο και n ϕυσικό.

Από δω και πέρα ϑα συµβολίζουµε µε Fq = Fpn το πεπερασµένο σώµα
µε q στοιχεία και A = Fq[T ] τον δακτύλιο των πολυωνύµων πάνω από το
Fq.Εύκολα ελέγχει κανείς οτι ο A είναι ευκλείδια περιοχή.

Παρατηρούµε οτι στις αποδείξεις που χρησιµοποιήσαµε τον δακτύλιο Fp[T ]
µπορούµε να τον αντικαταστήσουµε µε το A ξωρίς να αλλάξει κάτι άλλο, οπότε
έχουµε οτι

• για g ∈ A, το {r ∈ A, deg(r) < deg(g)} είναι ένα πλήρες σύστηµα
αντιπροσώπων του δακτυλίου A/gA, συνεπώς |A/gA| = qdeg g.

• ο A/gA είναι σώµα αν και µόνο αν το g είναι ανάγωγο στο A.
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Ορισµός 1.6. (Συνάρτηση του Euler για πολυώνυµα) ΄Εστω f ένα µη-µηδενικό
πολυώνυµο του A. Ορίζουµε Φ(f) να είναι ο αριθµός των στοιχείων της οµά-
δας (A/fA)∗ . Αφού το {r ∈ A, deg(r) < deg(g)} είναι ένα πλήρες σύστηµα
αντιπροσώπων του A/fA και r είναι µονάδα αν και µόνο αν είναι πρώτο
ως προς το f, το Φ(f) δεν είναι παρά ο αριθµός των πρώτων ως προς το f
πολυωνύµων, µε ϐαθµό µικρότερο του deg(g).

Ορισµός 1.7. ΄Εστω g ∈ A. Ορίζουµε |g| = qdeg(g) αν g 6= 0 και |g| = 0 αν
g = 0.

Εύκολα ελέγχει κανείς οτι η συνάρτηση | · | : A −→ R≥0 πληροί πράγµατι
τις απαραίτητες ιδιότητες για να είναι απόλυτη τιµή.

Ορίζοντας µια σειρά αρίθµισης στα (αριθµήσιµα το πλήθος) στοιχεία του
A, ϑα γράφουµε

∑
g,
∏

g και ϑα εννούµε το άθροισµα/γινόµενο πάνω στα
πολυώνυµα του A¨, ενώ µε

∑
P ,
∏

P ϑα εννούµε οτι η άθροιση και το γινόµενο
γίνεται πάνω σε ανάγωγα.

2 Ο Τύπος του Euler για Πολλαπλασιαστικές Συ-
ναρτήσεις

Λέµε οτι ενα άπειρο γινόµενο της µορφής
∏

n∈N(1+an), (an)n∈N ∈ C συγκλί-
νει απόλυτως εαν συγκλίνει το γινόµενο

∏
n∈N(1+|an|). ΄Ενα γνωστό Θεώρηµα

της Μιγαδικής Ανάλυσης µας λέει οτι το γινόµενο
∏

n∈N(1 + an) συγκλίνει α-
πολύτως εαν και µόνον αν συγκλίνει η σειρά

∑
n∈N |an|. Από το γεγονός

οτι τα στοιχεία του A είναι αριθµήσιµα το πλήθος, παίρνουµε το παρακάτω
ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.1. Εστω h : A −→ C. Τότε, το γινόµενο
∏

g(1 + h(g)) συγκλίνει
απολύτως εαν και µόνον αν συγκλίνει η σειρά

∑
g |h(g)|

Απο δω και πέρα ϑα ασχολούµαστε µε συναρτήσεις που ανήκουν στην
κατηγορία των πολλαπλασιαστικών συναρτήσεων.

Ορισµός 2.2. Μια συνάρτηση λ ορισµένη στα µονικά του A µε πεδίο τιµών
στο C λέγεται πολλάπλασιαστική εαν δεν ειναι η µηδενική και λ(f1f2) =
λ(f1)λ(f2) για κάθε f1, f2 µε gcd(f1, f2) = 1 και πλήρως πολλαπλασιαστική
αν η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε Ϲεύγος f1, f2, ανεξάρτητα αν αυτά ειναι
πρώτα µεταξύ τους ή οχι.

Παράδειγµα. Η συνάρτηση µε τύπο λ(g) = 1
|g|s , s ∈ C ειναι πλήρως πολλα-

πλασιαστική.
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Στην πορεία ϑα χρησιµοποιήσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα για τις πλήρως
πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις, το οποίου η απόδειξη είναι εύκολη.

Θεώρηµα 2.3. Αν η συνάρτηση λ είναι πολλαπλασιαστική και λ(1) = 1 τότε
αυτή είναι πλήρως πολλαπλασιαστική αν και µόνο άν λ(P k) = λ(P )k για κάθε
ανάγωγο P και ακέραιο k > 1.

Θα διατυπώσουµε τώρα το Θεώρηµα που µας δίνει τον τύπο του Euler για
πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις.

Θεώρηµα 2.4. (Τύπος του Euler για πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις)
Εστω πολλαπλασιαστική συνάρτηση f : A −→ C και εστω οτι η

∑
g |f(g)|

συγκλίνει. Τότε ∑
g

f(g) =
∏
P

(1 + f(P ) + f(P 2) + · · · ).

Εαν επιπλέον η f είναι πλήρως πολλαπλασιαστική, τότε∑
g

f(g) =
∏
P

(1− f(P ))−1.

Απόδειξη. Για σταθερό g ∈ A είναι{
gi, i = 1, 2, ...

}
⊂ {g′ : g′ ∈ A µονικό } .

Επειδή εξ υποθέσεως η σειρά
∑

g′ |f(g′)| συγκλίνει, έπεται ότι και η
∑∞

i=1 f(gi)
συγκλίνει. ΄Αρα, για καθε µονικό ανάγωγο g ∈ A έχει νόηµα να ορίσουµε την
συνάρτηση h(g) =

∑∞
i=1 f(gi). Προφανώς⋃

P

{
P i : i = 1, 2, 3, ...

}
⊂ {g : g ∈ A µονικό } .

Επειδή η σειρα
∑

g f(g) είναι απολύτως συγκλίνουσα, έπεται ότι η σειρά∑
P

∑∞
i=1 |f(P i)| συγκλίνει, δηλαδή η

∑
P |h(P )| συγκλίνει.

Εφαρµόζοντας λοιπόν το ϑεώρηµα (2.1) προκύπτει οτι ισοδύναµα συγκλί-
νει απολύτως και το

∏
P (1 + h(P )). Για να δείξουµε την Ϲητούµενη ισότητα,

πρέπει να παρατηρήσουµε τα εξής :∏
P

(1 + f(P ) + f(P 2) + · · · ) = lim
n→∞

∏
|P |≤n

(1 + f(P ) + f(P 2) + · · · )

και ∏
|P |≤n

(1 + f(P ) + f(P 2) + · · · ) =
∑

g
P |g ⇒ |P | ≤ n

f(g) (1)
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λόγω της πολλαπλασιαστικότητας της f και της µονοσήµαντης ανάλυσης του
κάθε g σε πρώτους παράγοντες. Οπότε, παίρνοντας στην (1) το όριο καθώς n
τείνει στο άπειρο, έχουµε∏

P

(1 + f(P ) + f(P 2) + · · · ) =
∑
g

f(g)

και έχουµε αποδείξει το πρώτο σκέλος του Θεωρήµατος.
΄Οταν τώρα η f είναι πλήρως πολλαπλασιαστική, τότε από το ϑεώρηµα

(2.3), ισχύει για κάθε µονικό ανάγωγο P ∈ A οτι

1 + f(P ) + f(P 2) + · · · = 1 + f(P ) + f(P )2 + · · ·

Επειδή η τελευταία σειρά συγκλίνει απολύτως, πρέπει να ισχύει |f(P )| < 1
και εποµένως

1 + f(P ) + f(P 2) + · · · = (1− f(P ))−1.

΄Αρα, για µια πλήρως πολλαπλασιαστική f έχουµε∑
g

f(g) =
∏
P

(1− f(P ))−1

Εστω s ∈ C. Τότε ∑
g

|g|−s =
∞∑
m=0

∑
g

deg(g)=m

|g|−s.

Παρατηρώντας οτι υπάρχουν qm τον αριθµό µονικά πολυώνυµα ϐαθµού m
πάνω απο το A, ϐλέπουµε οτι το τελευταίο άθροισµα ισούται µε

∞∑
m=0

qmq−sm =
∞∑
m=0

qm(1−s)

Η τελευταία δυναµοσειρά συγκλίνει αν και µονο αν <(s) > 1, οπότε το ίδιο
ισχύει και για την

∑
g |g|−s. Η σειρά αυτή είναι το ανάλογο της συνάρτη-

σης ζ του Riemann στους ακεραίους και παίζει εξίσου σπουδαίο ϱόλο στα
πεπερασµένα σώµατα.

Ορισµός 2.5. (Η Συνάρτηση ζ για Πολυώνυµα)
Η συνάρτηση Ϲήτα του A συµβολίζεται ζA και ορίζεται ως εξής :

ζA(s) =
∑
g

1

|g|s
s ∈ C, <(s) > 1.
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Με ϐάση το Θεώρηµα 2.4 και µε δεδοµένο οτι η |g|−s είναι πλήρως πολ-
λαπλασιαστική, ϑα ϐγάλουµε εναν χρήσιµο τύπο (Τύπος του Euler) για την
συνάρτηση ζA.

Πρόταση 2.6. (Τύπος του Euler για την συνάρτηση Ϲ)

ζA(s) =
∏
P

(1− 1

|P |s
)−1 <(s) > 1

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα (2.4) για την πλήρως πολλαπλασιαστική
f : A −→ C µε f(g) = 1

|g|s , <(s) > 1.

΄Εχοντας εισάγει την συνάρτηση ζA, ϑα κλείσουµε αυτήν την ενότητα µε
ενα πολύ χρήσιµο συµπέρασµα. ∆οθέντος ενός n ∈ N, ϑα ϐρούµε τον αριθµό
των µονικών αναγώγων πολυωνύµων ϐαθµού n πάνω απο το A, χρησιµο-
ποιόντας την παραπάνω πρόταση.

Ας συµβολίσουµε µε ad τον αριθµό των µονικών αναγώγων ϐαθµού d. Τότε
απο την πρόταση (2.6) προκύπτει οτι

ζA(s) =
∞∏
d=1

(1− q−ds)−ad . (2)

Παρατηρούµε οτι υπάρχουν ακριβώς qn µονικά πολυώνυµα ϐαθµού n στο A,
εποµένως ∑

deg(f)≤d

|f |−s = 1 +
q

qs
+
q2

q2s
+ · · ·+ qd

qds
,

συνεπώς για <(s) > 1

ζA(s) = lim
d→∞

∑
deg(g)≤d

|g|−s = lim
d→∞

(1 +
q

qs
+
q2

q2s
+ · · ·+ qd

qds
)

=
∞∑
d=0

qd(1−s) =
1

1− q1−s (3)

Στις (2) και (3), κάνουµε την αντικατάσταση u = q−s και παρατηρούµε οτι
|u| < 1

q
αν και µόνο αν <(s) > 1, οπότε

1

1− qu
=
∞∏
d=1

(1− ud)−ad .
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Λογαριθµίζουµε και τα δύο µέλη και παίρνουµε

log(
1

1− qu
) =

∞∑
d=1

−ad log(1− ud).

Παραγωγίζουµε ως προς u και η ισότητα γίνεται

q

1− qu
=
∞∑
d=1

ad
dud−1

1− ud

και πολλαπλασιάζοντας µε u.

qu

1− qu
=
∞∑
d=1

ad
dud

1− ud
(4)

Και τα δύο µέλη της παραπάνω ισότητας, µπορούν να εκφραστούν ως
δυναµοσειρές του u. Συγκεκριµένα έχουµε

qu

1− qu
=
∞∑
n=0

(qu)n+1 =
∞∑
n=1

qnun (5)

και
ud

1− ud
= ud

∞∑
k=0

udk =
∞∑
k=0

ud(k+1) =
∞∑
k=1

udk

οπότε
∞∑
d=1

ad
dud

1− ud
=
∞∑
d=1

dad

∞∑
k=1

udk =
∞∑
d=1

∞∑
k=1

dadu
dk =

∞∑
n=1

(
∑
d|n

dad)u
n (6)

Λαµβάνοντας υπ’οψιν τις (4),(5) και (6) , παίρνουµε την εξίσωση∑
d|n

dad = qn.

Ετσι λοιπόν, απο τον τύπο αντιστροφής του Möbius προκύπτει οτι

an =
1

n

∑
d|n

µ(d)q
n
d .

Το παρακάτω Θεώρηµα, µας δείχνει πιο ξεκάθαρα την τάξη µεγέθους του
an.
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Θεώρηµα 2.7. ΄Εστω an ο αριθµός των µονικών αναγώγων πολυωνύµων ϐαθ-
µού n του A. Τότε

|an −
qn

n
| 6 q

n
2

n
2

.

Απόδειξη. Αφού |µ(d)| = 1 ή 0, έχουµε

an =
1

n

∑
d|n

µ(d)q
n
d ⇒ |an −

qn

n
| = 1

n
|
∑
d|n

d > 2

µ(d)q
n
d | 6 1

n

∑
d|n

d > 2

|µ(d)q
n
d |

6
1

n

∑
d|n

d > 2

q
n
d 6

1

n

[ n
2

]∑
i=1

qi =
1

n
q
q[ n

2
] − 1

q − 1
6
q

n
2

n
2

.

3 Χαρακτήρες και Σειρές Dirichlet

Ενα απαραίτητο εργαλείο για τη συνέχεια είναι οι Χαρακτήρες και οι Σειρές
Dirichlet, τα οποία ϑα εισάγουµε σε αυτήν την ενότητα.

Ορισµός 3.1. ΄Εστω m ∈ A ϑετικού ϐαθµού. Ορίζουµε τον Χαρακτήρα
Dirichlet modulo m να είναι µια συνάρτηση A −→ C τέτοια ώστε

• χ(a+ bm) = χ(a) για κάθε a, b ∈ A

• χ(a)χ(b) = χ(ab) για κάθε a, b ∈ A

• χ(a) 6= 0⇔ (a,m) = 1

Απο τον ορισµό του, ένας χαρακτήρας Dirichlet είναι µια πλήρως πολλα-
πλασιαστική συνάρτηση.

΄Εστω Xm το σύνολο των χαρακτήρων Dirichlet modulo m. Ορίζουµε
τον πολλαπλασιασµό δύο στοιχείων χ, ψ του Xm να δίνεται από τον τύπο
χ ·ψ(a) = χ(a)ψ(a), πράξη που καθιστά τοXm οµάδα. Ουδέτερο στοιχείο της
είναι ο τετριµµένος χαρακτήρας χ0 µε χ0(a) = 1 αν (a,m) = 1 και χ0(a) = 0
αλλιώς και το αντίστροφο του στοιχείου χ δίνεται απο το χ−1(a) = χ(a)−1.
Θα εισάγουµε τωρα την έννοια του χαρακτήρα µιας πεπερασµένης αβελιανής
οµάδας.

Ορισµός 3.2. ΄Εστω G πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. ΄Ενας οµοµορφισµός
χ : G −→ C∗ λέγεται χαρακτήρας της G.

8



Ορίζουµε τον πολλαπλασιασµό των χαρακτήρων µιας πεπερασµένης αβε-
λιανής οµάδας G όπως τον πολλαπλασιάσµό των χαρακτήρων Dirichlet: Αν
χ και ψ χαρακτήρες, τότε χψ ορίζουµε τον χαρακτήρα µε χψ(g) = χ(g)ψ(g).
Το συνολο των χαρακτήρων της G µε αυτόν τον πολλαπλασιασµό και ουδέτερο
στοιχείο τον τετριµµένο χαρακτήρα, αποτελεί οµάδα, την οποία συµβολίζουµε
Ĝ.

Πρόταση 3.3. ΄Εστω G πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Τα παρακάτω είναι
γνωστά απο τη Θεωρία Οµάδων.

• Υπάρχουν |G| το πλήθος χαρακτήρες της G.

• Αν χ χαρακτήρας της G τότε |χ(a)| = 1 για κάθε a ∈ G.

• Αν χ και ψ χαρακτήρες της G τότε∑
g∈G

χ(g)ψ(g) = |G| δ(χ, ψ) και
∑
χ∈bG

χ(g1)χ(g2) = |G| δ(g1, g2)

οπου δ(a, b) = 0 αν a 6= b και δ(a, b) = 1, αλλιώς.

Θα δείξουµε οτι οι παραπάνω ιδιότητες ισχύουν και για τους χαρακτήρες
Dirichlet . Ακόµα γενικότερα, ϑα δούµε οτι η οµάδα των χαρακτήρων Dirich-
let modulo m ενος σώµατος είναι ισόµορφη µε την οµάδα των χαρακτήρων
µιας πεπερασµένης αβελιανής οµάδας.

Η οµάδα (A/mA)∗ των µονάδων του A/mA είναι αβελιανή λόγω της
αντιµεταθετικότητας των στοιχείων του A/mA και πεπερασµένη καθώς αν
A = Fq[T ], έχει ακριβώς qdeg(m) − 1 στοιχεία.

Θεώρηµα 3.4. Η οµάδα Xm των χαρακτήρων Dirichlet modulo m είναι ισό-

µορφη µε την ̂(A/mA)∗

Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση

θ : Xm −→ ̂(A/mA)∗

χ 7−→ χ̂

µε χ̂(â) = χ(a), αν (a,m) = 1.

Θα δείξουµε οτι η θ είναι ισοµορφισµός. Η τιµή του χ̂ δεν εξαρτάται από
την επιλογή του αντιπροσώπου a της κλάσεως â, οπότε η απεκόνιση κατ’αρχάς
είναι καλώς ορισµένη.
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Είναι οµοµορφισµός : Για χ, ψ ∈ Xm έχουµε θ(χψ) = χ̂ψ = χ̂ψ̂ =
θ(χ)θ(ψ).

Είναι 1 − 1: ΄Εστω θ(χ) = 1, δηλαδή χ̂(â) = 1 για κάθε (a,m) = 1. Τότε
από τον ορισµό της θ, χ(a) = 1 για κάθε (a,m) = 1, δηλαδή ο χ είναι ο
τετριµµένος χαρακτήρας και ker(θ) = {1}.

Είναι επί : ΄Εστω ψ ∈ ̂(A/mA)∗. Θα δούµε ότι ψ = χ̂, για κάποιο χ ∈ Xm.
Ορίζω χ την απεικόνιση απο το A στο C µε χ(a) = ψ(â) όταν (a,m) = 1
και χ(a) = 0 αλλιώς. Η απεικόνιση αυτή είναι προφανώς χαρακτήρας και
ψ = θ(χ).

Πρόταση 3.5. Υπάρχουν Φ(m) το πλήθος χαρακτήρες Dirichlet modulo m

Απόδειξη. Απο το Θεώρηµα (3.4) έχουµε | ̂(A/mA)∗| = |Xm| και από το πρώτο
µέρος της πρότασης (3.3), | ̂(A/mA)∗| = |(A/mA)∗| = Φ(m).

Επίσης ϑα χρησιµοποιήσουµε επανειλληµένως την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.6. |χ(a)| = 1 αν (a,m) = 1 και |χ(a)| = 0 αλλιώς.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα λαµβάνοντας υπ’όψιν τον ισοµορφι-
σµό του ϑεωρήµατος (3.4) και το δεύτερο σκέλος του ϑεωρήµατος (3.3).

Εαν χ ∈ Xm, ορίζουµε τον συζυγή χαρακτήρα Dirichlet χ να δίνεται από
την σχέση χ(a) = χ(a). ΄Εχουµε την ακόλουθη σηµαντική πρόταση.

Πρόταση 3.7. ΄Εστω χ και ψ δύο χαρακτήρες Dirichlet modulo m και a, b ∈ A
πρώτα ως προς το m. Τότε

1.
∑

a χ(a)ψ(a) = Φ(m) δ(χ, ψ)

2.
∑

χ χ(a)χ(b) = Φ(m) δ(a, b)

όπου δ(x, y) = 0 εαν x 6= y και δ(x, y) = 1 αλλιώς.

Το πρώτο άθροισµα είναι πάνω απο κάθε a ∈ A/mA και το δεύτερο πάνω απο
όλους τους χαρακτήρες Dirichlet modulo m.

Απόδειξη. Η απόδειξη ποκύπτει άµεσα λαµβάνοντας υπ’όψιν τον ισοµορφι-
σµό του ϑεωρήµατος (3.4),το ϑεώρηµα (3.5) και το τρίτο σκέλος του ϑεωρή-
µατος (3.3).

Πόρισµα 3.8.

1.
∑

a χ(a) = 0 για κάθε χ ∈ Xm µε χ 6= χ0
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2.
∑

χ χ(a) = 0 για κάθε a ∈ A/mA µε a 6= 1

Το πρώτο άθροισµα είναι πάνω απο κάθε a ∈ A/mA και το δεύτερο πάνω απο
όλους τους χαρακτήρες Dirichlet modulo m.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την πρόταση (3.7) για ψ = χ0, χ 6= ψ και b = 1, a 6=
1 αντιστοίχως.

΄Εχοντας ορίσει τους χαρακτήρες Dirichlet είµαστε έτοιµοι να µιλήσουµε
και για τις σειρές Dirichlet. Ξέρουµε οτι η συνάρτηση ζA(s) που ορίσαµε
στην πρώτη ενότητα συγκλίνει για <(s) > 1. Εφαρµόζοντας την Πρόταση
(3.6) έχουµε ∑

f

|χ(f)|
|f |s

≤
∑
f

1

|f |s
= ζA(s).

Συνεπώς και η σειρά
∑

f
|χ(f)|
|f |s συγκλίνει απολύτως για <(s) > 1.

Ορισµός 3.9. Εστω χ ένας χαρακτήρας Dirichlet modulom. Η σειρά Dirich-
let που αντιστοιχεί στον χ, είναι µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το C, συµ-
ϐολίζεται L(s, χ) και ορίζεται από την σειρά

L(s, χ) =
∑
f

χ(f)

|f |s
s ∈ C, <(s) > 1

Επίσης, όπως και για την συνάρτηση ζA, ϑα ϐγάλουµε τον αντίστοιχο τύπο
του Euler για µια σειρά Dirichlet.

Πρόταση 3.10. Για κάθε χαρακτήρα Dirichlet χ (mod m) ισχύει

L(s, χ) =
∏
P

(1− χ(P )

|P |s
)−1

Απόδειξη. Η ισότητα προκύπτει αµέσως απο το Θεώρηµα (2.4) και απο το
γεγονός οτι ένας Χαρακτήρας Dirichlet modulo m είναι πλήρως πολλαπλα-
σιαστική συνάρτηση.

Οι σειρές Dirichlet για πολυώνυµα έχουν οριστεί σε αναλογία µε τις σειρές
Dirichlet για ακεραίους στην Θεωρία Αριθµών. Ωστόσο, έχουν µια εξαιρετι-
κά ϐολική ιδιότητα που δεν έχουν οι τελευταίες. Συγκεκριµένα έχουµε την
ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.11. Εαν χ είναι ένας µή-τετριµµένος χαρακτήρας Dirichlet modulo
m, τοτε η σειρά Dirichlet L(s, χ) είναι πολυώνυµο του q−s ϐαθµού το πολύ
deg(m)− 1 µε συντελεστές από το C.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε

L(s, χ) =
∑
f

χ(f)

|f |s
=
∞∑
n=0

A(n, χ)q−ns

όπου
A(n, χ) =

∑
deg(f)=n

χ(f).

Το Ϲητούµενο ϑα προκύψει εαν δείξουµε ότι A(n, χ) = 0 για όλα τα n >
deg(m). ΄Εστω λοιπόν n > deg(m). Εαν deg(f) = n, µπορούµε να γράψουµε
το f στην µορφή f = hm + r όπου 1 ≤ deg(r) ≤ deg(m) ή r = 0 και h
πολυώνυµο ϐαθµού n− deg(m) > 0, του οποίου ο µεγιστοβάθµιος όρος έχει
συντελεστή sgn(m)−1. Επίσης κάθε πολυώνυµο ϐαθµού n > deg(m) µπορεί
να γραφτεί έτσι µε µοναδικό τρόπο. Το h µπορεί να επιλεχθεί µε qn−deg(m)

τρόπους. ΄Ετσι,

A(n, χ) =
∑
r

∑
h

χ(hm+ r) =
∑
r

∑
h

χ(r) = qn−deg(m)
∑
h

χ(r) = 0

απο την πρόταση (3.8).

Για πρακτικούς λόγους ϑα γράφουµε L∗(u, χ) και ϑα εννοούµε L(s, χ)
όπου u = q−s. Απο την παραπάνω πρόταση, προκύπτει οτι το L∗(u, χ) είναι
πολυώνυµο του u.

4 Το Θεώρηµα του Dirichlet στα πεπερασµένα
σώµατα

Το ερώτηµα µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε σε αυτήν την ενότητα είναι το εξής :
∆οθέντων στοιχείων a και m του A µε (a,m) = 1 και ϕυσικού n, Ϲητάµε τον
αριθµό των µονικών αναγώγων πολυωνύµων P ∈ A µε P ≡ a (mod m) και
deg(P ) = n. Το αντίστοιχο ερώτηµα για τους ϕυσικούς αριθµούς απάντη-
σε ο Dirichlet. Εµείς ϑα δείξουµε το ανάλογο Θεώρηµα του Dirichlet για
πολυώνυµα σε µια πιο ισχυρή µορφή. Ενώ το Θεώρηµα του Dirichlet µας
δίνει µια ιδέα για την πυκνότητα αυτών των πολυωνύµων, εµείς ϑα κάνουµε
µια συγκεκριµένη, πιο ακριβή εκτίµηση. Στις δύο πρώτες ενότητες αυτής
της εργασίας παρουσιάσαµε ο,τι µας ήταν απαραίτητο για να ασχοληθούµε
µε αυτό το ϑεώρηµα, ωστόσο πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη ϑα πρέπει
να δούµε ένα λήµµα και να κάνουµε µερικούς υπολογισµούς. Είναι επίσης
απαραίτητο το Θεώρηµα του A. Weil το οποίο ϑα χρησιµοποίησουµε χωρίς
απόδειξη.
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Λήµµα 4.1. ΄Εστω χ ενας µη-τετριµµένος χαρακτήρας Dirichlet modulo m,
α ∈ C, k ∈ N και u = q−s µε |u|k < |α|−1. Τότε

u
d

du
log(1− αuk) = −k

∞∑
i=1

αiuki (7)

Απόδειξη. ΄Εχουµε

u
d

du
log(1− αuk) = u

−αkuk−1

1− αuk
= −αkuk 1

1− αuk
= −αkuk

∞∑
i=0

αiuik

= −k
∞∑
i=1

αiuki.

Λήµµα 4.2. ΄Εστω χ ενας µη-τετριµµένος χαρακτήρας Dirichlet modulo m,
a ∈ A και u = q−s. Τότε για κατάλληλο s

u
d

du
log(L∗(u, χ)) =

∞∑
n=0

cn(χ)un

µε

cn(χ) = −
l−1∑
k=1

αk(χ)n =
∑
k, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k

όπου αk(χ) τα αντίστροφα των ϱιζών του πολυωνύµου L∗(u, χ).

Απόδειξη. Το L∗(u, χ) έχει σταθερό όρο∑
deg(f)=0

χ(f) =
∑
a∈F∗q

=
∑
a=1

χ(a) = 1

Οπότε µπορούµε να γράψουµε

L∗(u, χ) =
l−1∏
i=1

(1− αi(χ)u)

όπου l ≤ deg(m). Για κατάλληλη επιλογή του u, από την (7) για k = 1,
έχουµε

u
d

du
log(L∗(u, χ)) = u

d

du
log

l−1∏
k=1

(1− αk(χ)u) =
l−1∑
k=1

u
d

du
log(1− αk(χ)u)
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= −
l−1∑
k=1

∞∑
n=1

αk(χ)nun =
∞∑
n=1

(−
l−1∑
k=1

αk(χ)n)un

οπότε προκύπτει η πρώτη ισότητα που ϑέλαµε να δείξουµε :

cn(χ) = −
l−1∑
k=1

αk(χ)n.

Επίσης, απο την πρόταση (3.10) (τύπος του Euler) για τις σειρές Dirichlet
έχουµε

L(s, χ) =
∏
P

(1− χ(P )|P |−s)−1 =
∏
P -m

(1− χ(P )|P |−s)−1

=
∞∏
d=1

∏
P - m

deg(P )=d

(1− χ(P )q−ds)−1

οπότε

L∗(u, χ) =
∞∏
d=1

∏
P - m

deg(P )=d

(1− χ(P )ud)−1

και

u
d

du
log(L∗(u, χ)) = u

d

du
log(

∞∏
d=1

∏
P - m

deg(P )=d

(1− χ(P )ud)−1)

=
∞∑
d=1

∑
P - m

deg(P )=d

−u d
du

log(1− χ(P )ud).

Για κατάλληλη επιλογή του u και λαµβάνοντας υπ’οψιν το λήµµα (7), το
τελευταίο διπλό άθροισµα είναι ίσο µε

∞∑
d=1

∑
P - m

deg(P )=d

d
∞∑
k=1

χ(P )kudk =
∞∑
d=1

(
∑
d|n

∑
P - m

deg(P )=d

dχ(P )
n
d )un.

Οπότε
cn(χ) =

∑
P - m

deg(P )=d

∑
d|n

dχ(P )
n
d =

∑
k, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k
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΄Αλλο ένα εργαλείο που ϑα χρειαστούµε είναι το ανάλογο της υπόθεσης του
Riemann για σώµατα συναρτήσεων πάνω απο ένα πεπερασµένο σώµα. Αυτό
µας λέει οτι όλες οι ϱίζες του πολυωνύµου L(s, χ) έχουν απόλυτη τιµή είτε 1
είτε 1/

√
q, συνεπώς οι αk(χ) που ορίσαµε παραπάνω, έχουν απόλυτη τιµή 1

ή
√
q. Αυτό είναι συνέπεια του ϑεωρήµατος του A. Weil το οποίο απέδειξε το

1948.

Πόρισµα 4.3. Εαν χ χαρακτήρας Dirichlet modulo m και deg(m) = M , τότε

|cn(χ)| ≤ (M − 1)q
n
2

όπου cn όπως παραπάνω.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα τού Weil έχουµε |ak(χ)| ≤ q
1
2 , οπότε

|cn(χ) = | −
l−1∑
k=1

ak(χ)n| ≤
l−1∑
k=1

|ak(χ)n| =
l−1∑
k=1

|ak(χ)|n ≤
l−1∑
k=1

q
n
2

= (l − 1)q
n
2 ≤ (M − 1)q

n
2

΄Εχουµε συµβολίσει µε an τον αριθµό των αναγώγων πολυωνύµων του A
ϐαθµού n.

Λήµµα 4.4.

|
∑

deg(P )=n

χ(P )| ≤

{
M+1
n
q

n
2 όταν χ 6= χ0

an όταν χ = χ0

Απόδειξη. Στην περίπτωση που χ = χ0 έχουµε

|
∑

deg(P )=n

χ0(P )| ≤
∑

deg(P )=n

|χ0(P )| =
∑

deg(P )=n

1 = an.

΄Εστω τωρα χ ενας µη-τετριµµένος χαρακτήρας Dirichlet. Τότε

cn(χ) =
∑
k, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k = n
∑

deg(P )=n

χ(P ) +
∑

k ≥ 2, P
kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k

⇒
∑

deg(P )=n

χ(P ) =
1

n
cn(χ) +

1

n

∑
k ≥ 2, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k
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⇒ |
∑

deg(P )=n

χ(P )| ≤ 1

n
|Cn(χ)|+ 1

n
|

∑
k ≥ 2, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k| (8)

Το |cn(χ)| έχει ήδη εκτιµηθεί απο το προηγούµενο πόρισµα. Μας µένει
λοιπόν να ϕράξουµε το

|
∑

k ≥ 2, P
kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k|.

Παρατηρούµε οτι∑
k ≥ 2, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k =
∑
d|n

d ≤ n/2

d
∑

deg(P )=d

χ(P )
n
d .

Για το εσωτερικό άθροισµα, απο το ϑεώρηµα (2.7) έχουµε

|
∑

deg(P )=d

χ(P )
n
d | ≤

∑
deg(P )=d

|χ(P )|
n
d ≤

∑
deg(P )=d

1 = ad ≤
qd

d
+
q

d
2

d
2

έτσι
|

∑
k ≥ 2, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k| = |
∑
d|n

d ≤ n/2

d
∑

deg(P )=d

χ(P )
n
d |

≤
∑
d|n

d ≤ n/2

d|
∑

deg(P )=d

χ(P )
n
d | ≤

∑
d|n

d ≤ n/2

dad ≤
∑
d|n

d ≤ n/2

d(
qd

d
+
q

d
2

d
2

)

=
∑
d|n

d ≤ n/2

qd + 2
∑
d|n

d ≤ n/2

q
d
2

= 1 + q + q2 + · · ·+ q[ n
2

] + 2(1 + q + q2 + · · ·+ q[n/4])

≤ 1 + q + q2 + · · ·+ q
n
2 + 2(1 + q + q2 + · · ·+ qn/4) =

q
n
2 − 1

q − 1
+ 2

q
n
4 − 1

q − 1

≤ q
n
2 + q

n
4

q − 1
≤ 2q

n
2

Τελικά
|

∑
k ≥ 2, P

kdeg(P ) = n

deg(P )χ(P )k| ≤ 2q
n
2 . (9)

Οπότε, από το (8), το πόρισµα (4.3) και το (9) παίρνουµε

|
∑

deg(P )=n

χ(P )| =≤ M − 1

n
q

n
2 +

2

n
q

n
2 =

M + 1

n
q

n
2 .
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Θέτουµε Sn(a,m) = {P ∈ A, deg(P ) = n, P ≡ a (mod m)}. ∆οθέντων
των n, a,m ϑέλουµε να υπολογίσουµε το ]Sn(a,m).

Θεώρηµα 4.5.

|] Sn(a,m)− 1

Φ(m)

qn

n
| ≤ M + 1

n
q

n
2

Απόδειξη. Από την πρόταση (3.7) έχουµε∑
χ

χ(P )χ(a) = Φ(m) δ(P, a)

συνεπώς

1

Φ(m)

∑
χ

χ(P )χ(a) =

{
1 αν P ≡ a (mod m)

0 αλλιώς

Οπότε

]Sn(a,m) =
∑

P
deg(P )=n

(
1

Φ(m)

∑
χ

χ(P )χ(a)

)
=

1

Φ(m)

∑
P

deg(P )=n

∑
χ

χ(P )χ(a)

=
1

Φ(m)

∑
χ

χ(a)
∑

P
deg(P )=n

χ(P ) =
1

Φ(m)
(an +

∑
χ 6=χ0

χ(a)
∑

P
deg(P )=n

χ(P )).

Αφαιρόντας το 1
Φ(m)

qn

n
και από τα δύο µέλη της ισότητας, παίρνοντας α-

πόλυτες τιµές και εφαρµόζοντας την τριγωνική ανισότητα, έχουµε

|] Sn(a,m)− 1

Φ(m)

qn

n
| ≤ 1

Φ(m)
|an −

qn

n
|+

∑
χ 6=χ0

|χ(a)||
∑

P
deg(P )=n

χ(P )|

=
1

Φ(m)
|an −

qn

n
|+

∑
χ 6=χ0

|
∑

P
deg(P )=n

χ(P )|

Από το ϑεώρηµα (2.7) έχουµε |an − qn

n
| 6 q

n
2

n
2
. ενώ από το Λήµµα (4.4) είναι

|
∑

P χ(P )| ≤ M+1
n
q

n
2 συνεπώς

|] Sn(a,m)− 1

Φ(m)

qn

n
| ≤ 1

Φ(m)
(2
q

n
2

n
+
∑
χ 6=χ0

|
∑

P
deg(P )=n

χ(P )|)

17



≤ 1

Φ(m)
(2
q

n
2

n
+
∑
χ 6=χ0

M − 1

n
q

n
2 ) =

1

Φ(m)
(2
q

n
2

n
+
M − 1

n
q

n
2 (Φ(m)− 1))

≤ q
n
2

n
2

(
1

Φ(m)
+
M − 1

2
) ≤ q

n
2

n
2

(1 +
M − 1

2
) =

q
n
2

n
2

M + 1

2
.

5 Εφαρµογές του Θεωρήµατος του Dirichlet

Το Θεώρηµα του Dirichlet που αποδείξαµε στην προηγούµενη ενότητα, α-
παντά σε κάποια ερωτήµατα που προκύπτουν απο πρακτικές εφαρµογές.
Για παράδειγµα, όταν πρέπει να γίνουν υπολογισµοί πάνω σε πεπερασµένα
σώµατα συχνά πρέπει να επιλεξει κανείς κατάλληλα στοιχεία ώστε να ϐελτιώ-
σει την ταχύτητα κάποιου αλγορίθµου. Πιο συγκεκριµένα στον αλγόριθµο
παραγοντοποίησης του Coppersmith οι πράξεις που χρειάζονται µειώνονται
σηµαντικά εαν χρησιµοποιηθούν αρκούντως ‘αραιά’ ανάγωγα πολυωνυµα,
δηλαδή πολυώνυµα µε πολλούς µηδενικούς συντελεστές. Προκύπτουν λοι-
πόν ερωτήµατα σχετικά µε την ύπαρξη και το πλήθος τέτοιων πολυωνύµων.
Θα δούµε οτι εαν συγκεκριµενοποιήσουµε τη ϑέση των µηδενικών όρων µπο-
ϱούµε να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Dirichlet για την απάντηση
τέτοιων ερωτηµάτων.

Αρχικά ϑα πρέπει να ορίσουµε την έννοια του ‘αραιού’ πολυωνύµου ως
εξής :

΄Ενα πολυώνυµο ϐαθµού n ϑα ονοµάζεται k−αραιό εαν είναι της µορφής
f = T n + g όπου το g έχει ϐαθµό k < n.

Το πόσο αραιό είναι ένα τέτοιο πολυώνυµο εξαρτάται από την τιµή του k.
Ορίζουµε τώρα το σύνολο

Dn(k) = {f ∈ A, f ανάγωγο, f = T n + g για κάποιο g ∈ A µε deg(g) ≤ k}

των k-αραιών πολυωνύµων ϐαθµού n. Το ερώτηµά µας είναι λοιπόν, δεδο-
µένου n, πόσο µικρό µπορεί να γίνει το k ωστε το πλήθος των στοιχείων του
Dn(k) να είναι µη µηδενικό. Ωστόσο δεν ϕαίνεται να υπάρχει κάποιος άµε-
σος τρόπος να συνδέσουµε το Θεώρηµα του Dirichlet µε το Dn(k). Αυτό που
ϑα κάνουµε είναι οτι ϑα δουλέψουµε πάνω σε ένα σύνολο που είναι κλάση
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ισοδυναµίας modulo ενός στοιχείου του A και είναι ισοπληθικό µε το Dn(k),
συγκεκριµένα του

Sn(1, T n−k) = {f ∈ A, f µονικό ανάγωγο µε deg f = n και f ≡ 1mod T n−k}.

Η αιτιολόγηση για το οτι τα δυο προαναφερθέντα σύνολα είναι ισοπληθικά,
ϑα δωθεί ώς πρόταση, πόρισµα του παρακάτω λήµµατος.

Λήµµα 5.1. ΄Εστω f = cnT
n + cn−1T

n−1 + · · ·+ c1T + c0. Το f είναι ανάγωγο
εαν και µόνο αν είναι ανάγωγο το f = c0T

n + c1T
n−1 + · · ·+ cn−1T + cn.

Απόδειξη. Πριν προχωρήσουµε, παρατηρούµε οτι g(T ) = T nf( 1
T

) ΄Εστω τώρα
οτι f είναι ανάγωγο αλλά το g δεν είναι. Θα καταλήξουµε σε άτοπο. Πράγµατι,
έστω θ µια ϱίζα του f σε µια επέκταση του Fq (υπενθυµίζουµε οτι έχουµε
ορίσει A = Fq[T ] όπου p είναι δύναµη πρώτου). Τότε εξ ορισµού Fq(θ) = Fqn .
Επίσης από το γεγονός οτι g(T ) = T nf( 1

T
) προκύπτει οτι το στοιχείο a = 1

θ

είναι ϱίζα του g. ΄Ετσι, a ∈ Fq(a) = Fq(1
θ
) = Fq(θ) = Fqn αφού το 1

θ
είναι

ϱίζα του f , δηλαδή ενός αναγώγου πάνω απο το Fqπολυωνύµου. Η ισότητα
Fq(1

θ
) = Fq(θ) αναλυτικότερα προκύπτει ως εξής : Fq(1

θ
) ⊆ Fq(θ), αφού 1

θ
∈

Fq(θ) ως αντίστροφο του θ και Fq(θ) ⊆ Fq(1
θ
) αφού θ ∈ Fq(1

θ
) ως αντίστροφο

του 1
θ
. Τώρα, αφού a είναι ϱίζα του g, υπάρχει ανάγωγο h πάνω από το Fq

µε h|g και h(a) = 0. Εαν ήταν deg(h) < n, τότε απο τα προηγούµενα ϑα
είχαµε Fqn = F(a) = Fqdeg(h) πράγµα αδύνατο από την µοναδικότητα του
Fqn. Συνεπώς, deg(h) = n, δηλαδή το g είναι ανάγωγο σε αντίθεση µε την
υπόθεση. Τα ci, i = 1, 2, ..., n είναι τυχαία, οπότε η άλλη κατεύθυνση της
απόδειξης είναι η ίδια.

Σύµφωνα µε το Λήµµα (5.1), το T n+akT
k+ak−1T

k−1 +· · ·+a1T+a0 είναι
ανάγωγο αν και µόνο αν είναι ανάγωγο το a0 + T n + a1T

n−1 + a2T
n−2 + · · ·+

akT
n−k + 1 το οποίο (αφού µιλάµε για πολλαπλασιασµό µε σταθερά) είναι

ανάγωγο αν και µόνο αν είναι ανάγωγο το T n + a1a0
−1T n−1 + a2a0

−1T n−2 +
· · · + aka0

−1T n−k + a0
−1. Παρατηρόντας τώρα ότι πολυώνυµα όπως το τε-

λευταίο είναι ακριβώς τα στοιχεία του Sn(1, T n−k) και πολυώνυµα όπως το
αρχικό είναι ακριβώς τα στοιχεία του Dn(k), έχουµε την ϐασική ιδέα για να
αποδείξουµε την ισοπληθικότητα των δύο συνόλων.

Πρόταση 5.2. Τα Dn(k), Sn(1, T n−k) είναι ισοπληθικά.

Απόδειξη. Γράφουµε το Sn(1, T n−k) στην εξής µορφή:

Sn(1, T n−k) = {T n + bn−1T
n−1 + bn−2T

n−2 + · · ·+ bkT
k + 1, bi ∈ Fq}.

Πράγµατι, ένα τέτοιο πολυώνυµο είναι ϕανερό οτι ανήκει στην κλάση του 1
mod T n−k. Εαν πάλι f είναι ένα ανάγωγο µονικό πολυώνυµο ϐαθµού n
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που ανήκει στην κλάση του 1 mod T n−k τότε -απο τον ορισµό της κλάσης
ισοδυναµίας- είναι της µορφής f = 1 + hT n−k όπου h ∈ Fq[T ]µονικό και
deg(h) = k (αφού deg(f) = n) συνεπώς το f έχει την Ϲητούµενη µορφή.
Σ’αυτό το σηµείο ας παρατηρήσουµε οτι το Dn(k) µπορεί εναλλακτικά να
γραφτεί

Dn(k) = {f ∈ A ανάγωγο και f = T n+akT
k+ak−1T

k−1+· · ·+a1T+a0, bi ∈ Fq}.

Θεωρούµε την συνάρτηση

r : Dn(k) −→ Sn(1, T n−k)

T n+akT
k+ak−1T

k−1+· · ·+a1T+a0 7−→ a0
−1(a0T

n+a1T
n−1+· · ·+akT n−k+1)

Από το Λήµµα (5.1), για

ci =

{
a0, αν i = 0

0, αν k + 1 ≤ i ≤ n− 1

από το γεγονός ότι ο πολλαπλασιασµός µε τη σταθερά a0
−1 δεν επηρρεάζει

το ανάγωγο του πολυωνύµου και από τον ορισµό των Dn(k) και Sn(1, T n−k),
διαπιστώνουµε οτι πράγµατι r(Dn(k)) ⊆ Sn(1, T n−k).

Η r είναι προφανώς καλώς ορισµένη. Τώρα

r(T n+akT
k+· · ·+a1T+a0) = 0⇔ a0

−1(a0T
n+a1T

n−1+· · ·+akT n−k+an) = 0

⇔ ai = 0 για όλα τα 0 ≤ i ≤ n⇔ ker(r) = {0} ⇔ r είναι 1− 1.

Τέλος, αν f ∈ Sn(1, T n−k) είναι της µορφής f = T n + bn−1T
n−1 + · · · +

bn−kT
n−k + 1 οπότε f ∈ r(Dn(k)) αφού f = r(T n + bn−kT

k + bn−k−1T
k−1 +

· · · + bn−1T + 1) οπότε η r είναι και επι. Συνεπώς τα Dn(k) και Sn(1, T n−k)
είναι ισοπληθικά.

Για να ϐρούµε πόσο αραιά ανάγωγα πολυώνυµα µπορεί να υπάρχουν πά-
νω από ενα πεπερασµένο σώµα, ψάχνουµε το ελάχιστο k, ώστε το Dn(k) να
είναι µη-µηδενικό. Από την Πρόταση (5.2) όµως, µπορούµε ισοδύναµα να
κάνουµε το ίδιο για το σύνολο Sn(1, T n−k). Χρησιµοποιόντας το Θεώρηµα
(4.5) για το τελευταίο σύνολο, προκύπτει εύκολα ένα κάτω ϕράγµα για το k.

Πρόταση 5.3. ΄Εστω A = Fq[T ] και n ∈ N. Για k ≥ n
2

+ logq n, υπάρχει
k−αραιό ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού n στο A.
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Απόδειξη. Από το Θεώρηµα (4.5) έχουµε

1

Φ(T n−k)

qn

n
− deg(T n−k) + 1

n
q

n
2 =

1

Φ(T n−k)

qn

n
− n− k + 1

n
q

n
2 ≤ ]Sn(1, T n−k)

Ψάχνουµε να ελαχιστοποιήσουµε όσο το δυνατόν γίνεται το k ώστε το αριστερό
µέλος της ανισότητας να παραµείνει γνήσια ϑετικό. ΄Εχουµε

1

Φ(T n−k)

qn

n
− n− k + 1

n
q

n
2 > 0⇔ 1

Φ(T n−k)

q
n
2

n
2

>
n− k + 1

n

⇔ 2

Φ(T n−k)
q

n
2 > n− k + 1.

Είναι

Φ(T n−k) = |T n−k|(1− 1

|T |
) = qn−k(1− 1

q
) = qn−k−1(q − 1)

οπότε ισοδύναµα ϑέλουµε

q
n
2

qn−k−1(q − 1)
>
n− k + 1

2
⇔ q

n
2
−n+k+1

q − 1
>
n− k + 1

2

΄Οµως
q

n
2
−n+k+1

q − 1
>
q

n
2
−n+k+1

q
= q−

n
2

+k και n >
n− k + 1

2

οπότε αρκεί

q−
n
2

+k ≥ n⇔ −n
2

+ k ≥ logq n⇔ k ≥ n

2
+ logq n.

Το Θεώρηµα του Dirichlet, όπως διατυπώθηκε στην προηγούµενη ενότη-
τα, µας έδωσε ένα κάτω ϕράγµα για το Ϲητούµενο k σε σχέση µε τα n και q.
Ωστόσο, ο αλγόριθµος του Coppersmith, ο οποίος χρησιµοποιεί αραιά ανά-
γωγα πολυώνυµα, χρειάζεται πολύ µικρότερο k για να τρέξει. Από την άλλη,
η πραγµατικότητα ϕαίνεται να είναι ευνοϊκή, καθώς η εµπειρία έχει δείξει
ότι, για κάθε q και n, ϐρίσκει κανείς k, όχι µόνο µικρότερο από το ϕράγµα
που δώσαµε στην Πρόταση (5.3) αλλά µικρότερο και από το κάτω ϕράγµα
που απαιτεί ο αλγόριθµος του Coppersmith. ΄Οσον αφορά το ϑεωρητικό κοµ-
µάτι του προβλήµατος, το ϕράγµα της Πρότασης (5.3) είναι, µέχρι στιγµής, το
καλλίτερο και τυχόν ϐελτίωση ϑα αποτελέσει σηµαντική πρόοδο στον κλάδο
της Θεωρίας Πεπερασµένων Σωµάτων.
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