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Εισαγωγή 3 

Εισαγωγή 
 
 
Η εργασία έχει σαν σκοπό να δείξει την χρησιµότητα της µελέτης των αλγεβρικών 
καµπυλών πάνω σε πεπερασµένα σώµατα, τόσο σε προβλήµατα Θεωρίας Αριθµών 
όσο και στην Κωδικοποίηση. 
 
Στο πρώτο κεφάλαιο µελετώνται βασικές ιδιότητες της θεωρίας, όπως για παράδειγµα 
τα σηµεία τοµής αλγεβρικών καµπυλών και η πολλαπλότητά τους. Στη συνέχεια 
ορίζονται οι ελλειπτικές καµπύλες στο σώµα Q των ρητών αριθµών και 
διατυπώνονται σηµαντικά θεωρήµατα που αφορούν στην οµάδα των ρητών σηµείων 
αυτών. 
 
Στο δεύτερο κεφάλαιο µελετώνται ελλειπτικές καµπύλες πάνω σε πεπερασµένα 
σώµατα της µορφής Fq και ορίζεται η οµάδα Ε(Fq) των ρητών τους σηµείων. Στη 
συνέχεια δείχνεται πως αν έχουµε µια ελλειπτική καµπύλη Ε ορισµένη στο Q, µε 
ακέραιους συντελεστές και την ανάγουµε mod p για κατάλληλους πρώτους p τότε η 
οµάδα Φ των ρητών σηµείων πεπερασµένης τάξης της Ε εµφυτεύεται ισόµορφα σε 
υποοµάδα της Ε(Fp). Η µελέτη της Ε(Fp) µας δίνει χρήσιµες πληροφορίες και για την 
Φ. Για να δώσουµε ένα άνω φράγµα για το πλήθος των ρητών σηµείων µιας 
αλγεβρικής καµπύλης ορισµένης πάνω στο Fq διατυπώνουµε την εικασία του 
Riemann για καµπύλες γένους g πάνω από το Fq ενώ παρουσιάζεται αναλυτικά η 
απόδειξη του Manin στο θεώρηµα του Hasse το οποίο αποτελεί ειδική περίπτωση της 
εικασίας του Riemann. Επίσης, εξηγείται η σχέση της µε την περίφηµη εικασία του 
Riemann και την ζ-ήτα συνάρτηση. Το κεφάλαιο κλείνει µε µια επιστολή του κύριου 
Roquette στον κύριο Lemmermeyer η οποία αποδεικνύει ότι η απόδειξη του Manin 
και η απόδειξη του Hasse είναι, κατ’ ουσία, οι ίδιες. 
 
Στο τρίτο κεφάλαιο διατυπώνονται βασικές έννοιες της θεωρίας κωδικοποίησης και 
δίνονται κάποια φράγµατα για το πόσο καλούς κώδικες µπορούµε να 
κατασκευάσουµε. Στη συνέχεια δίνονται κάποια επιπλέον στοιχεία της θεωρίας 
αλγεβρικών καµπυλών, όπως π.χ. η έννοια του διαιρέτη µιας καµπύλης, και ορίζονται 
οι γεωµετρικοί Reed-Solomon κώδικες. Τέλος, δείχνεται ότι αν θεωρήσουµε 
αλγεβρικές καµπύλες µε µεγάλο πλήθος ρητών σηµείων µπορούµε να 
κατασκευάσουµε καλούς κώδικες. Η εργασία κλείνει µε την αναλυτική παρουσίαση 
δύο αλγεβρογεωµετρικών κωδίκων. 
 
Θα ήθελα να ευχαριστήσω θερµά τον καθηγητή Γιάννη Α. Αντωνιάδη για την 
πολύτιµη βοήθειά του. Με βοήθησε να γνωρίσω έναν πολύ όµορφο κλάδο των 
Μαθηµατικών και χάρη στην επιµονή του ολοκληρώθηκε αυτή η εργασία. 
 
Θερµές ευχαριστίες επίσης χρωστώ στον καθηγητή κ. Peter Roquette (Heidelberg) 
που επέτρεψε να συµπεριλάβω την επιστολή του στην εργασία µου καθώς και τον 
καθηγητή κ. Ruud Pellikaan (Eindhoven) για τη βοήθειά του σε κάποια προβλήµατα 
κωδικοποίησης. 
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1.1 Προβολικό επίπεδο 5 

Κεφάλαιο Ι 
 
Στοιχεία Θεωρίας Αλγεβρικών Καµπυλών 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφέρουµε περιληπτικά κάποια στοιχεία της θεωρίας 
αλγεβρικών καµπυλών. Για περισσότερες πληροφορίες παραπέµπουµε τον 
ενδιαφερόµενο αναγνώστη στα [Α1] και [S1]. 
 
1. Προβολικό επίπεδο 
 
Επεκτείνουµε το αφινικό (x, y)-επίπεδο µε την επ’ άπειρο ευθεία και σχηµατίζουµε 
το προβολικό επίπεδο. Κάθε ευθεία του αφινικού επιπέδου συµπληρώνεται σε µία 
ευθεία του προβολικού επιπέδου µε την πρόσθεση ενός επ’ άπειρον σηµείου, του 
σηµείου τοµής της δοσµένης ευθείας µε την επ’ άπειρον ευθεία. Κάθε σηµείο της επ’ 
άπειρο ευθείας αντιστοιχεί σε µία οικογένεια παραλλήλων ευθειών και είναι ακριβώς 
τα ζευγάρια εκείνα των ευθειών τα οποία είναι παράλληλα στον αφινικό µας χώρο, τα 
οποία τέµνονται επί της επ’ άπειρο ευθείας. 
 
Μία βασική γεωµετρική σχέση ανάµεσα στα σηµεία και τις ευθείες του προβολικού 
επιπέδου αποτελεί η παρακάτω ιδιότητα. 
 
(Ρ) ∆ύο διακεκριµένα σηµεία ορίζουν µοναδική ευθεία και δύο διακεκριµένες 
ευθείες τέµνονται σε ακριβώς ένα σηµείο. 
 
Ας ρίξουµε µια µατιά στην αναλυτική περιγραφή του προβολικού επιπέδου. 
 
Θεωρούµε τον τρισδιάστατο χώρο µε συντεταγµένες (w, x, y). Μία ευθεία γραµµή 
που περνάει από την αρχή των αξόνων (0, 0, 0) ορίζεται µονοσήµαντα από 
οποιοδήποτε σηµείο (w, x, y) διάφορο του (0, 0, 0). Επιπλέον δύο σηµεία (w, x, y) και 
( y,x,w ′′′ ) ορίζουν την ίδια ευθεία που περνάει από την αρχή (0, 0, 0) τότε και µόνο 
τότε όταν υπάρχει µια σταθερά α, α≠ 0, τέτοια ώστε  
 

w ′  = αw, x′  = αx και y′  = αy  (1.1.1) 
 
Έστω Ρ2 το σύνολο όλων των ευθειών που περνούν από την αρχή (0, 0, 0). Τα σηµεία 
του Ρ2 µπορούν να παραµετρικοποιηθούν από τις κλάσεις ισοδυναµίας των τριάδων 
(w, x, y) µέσω της σχέσης ισοδυναµίας (1.1.1) (λέγονται οµογενείς συντεταγµένες). 
Την κλάση ισοδυναµίας του σηµείου (w, x, y) την συµβολίζουµε µε [w, x, y]. 
 
Το ερώτηµα που προκύπτει είναι: 
Από ποιο σύνολο (σώµα) παίρνουµε τις συντεταγµένες w, x, y; 
 

(α’) Στην κλασική αναλυτική γεωµετρία είναι το σώµα R των πραγµατικών 
αριθµών. 

 
(β’) Σε προβλήµατα ρητών σηµείων είναι το σώµα Q των ρητών αριθµών. 

 
(γ’) Στην κλασική αλγεβρική γεωµετρία είναι το C των µιγαδικών αριθµών. 
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Τα w, x, y θα είναι στοιχεία ενός σώµατος k και το προβολικό επίπεδο 
 

Ρ2(k):={[w, x, y] | w, x, y ∈ k όχι όλα µηδέν}. 
 
Εµφυτεύουµε το αφινικό (x, y)-επίπεδο k2 στο προβολικό Ρ2(k) ως εξής: 

 
(x, y) →[1, x, y]. 

 

Κάθε σηµείο [w, x, y] ∈ Ρ2(k) µε w ≠ 0 παριστά το σηµείο 







w
y,

w
x  του k2 διότι  

                                

[w, x, y] = [1,
w
y,

w
x ] στο Ρ2(k). 

 
Ορίζουµε ευθεία στο Ρ2(k) 
                     

Ε = {[w, x, y] |aw + bx + cy = 0, όπου (a, b, c)≠ (0, 0, 0)}. 
 
Για a = 1, b = 0, c = 0 έχουµε w = 0 την επ’ άπειρο ευθεία, η οποία αποτελείται από 
όλα τα σηµεία της µορφής [0, x, y]. 
 
Για w = 1 παίρνουµε a + bx +cy = 0 που είναι µία συνηθισµένη αφινική ευθεία όταν 
bc ≠ 0. 
 
∆ύο σύνολα συντελεστών a, b, c και a′, b′, c′ ορίζουν την ίδια ευθεία τότε και µόνο 
τότε όταν υπάρχει κάποιο στοιχείο u ∈ k, u ≠ 0 τέτοιο ώστε a′ = ua, b′ = ub, c′ = uc.
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2. Επίπεδες αλγεβρικές καµπύλες 
 
Μέχρι στιγµής µελετήσαµε τις ευθείες στον προβολικό χώρο και είδαµε ότι έχουν 
εξίσωση l(w, x, y) = 0 όπου l(w, x, y) οµογενές πολυώνυµο πρώτου βαθµού. 
 
Μια επίπεδη αλγεβρική καµπύλη Cf βαθµού d είναι το σύνολο όλων των σηµείων 
[w, x, y] ∈ Ρ2(k) τέτοιων ώστε f(w, x, y) = 0 όπου το f είναι οµογενές πολυώνυµο 
βαθµού d µε συντελεστές από το σώµα k. 

 
Αφού για κάθε οµογενές πολυώνυµο βαθµού d ισχύει f(λw, λx, λy) = λd(w, x, y), αν 
για κάποιο αντιπρόσωπο (w, x, y) της κλάσης [w, x, y] ισχύει f(w, x, y) = 0, το ίδιο θα 
ισχύει και για κάθε στοιχείο άλλο της κλάσης. (∆ες [S1], παράρτηµα Α, κεφάλαιο 2, 
σελίδα 225) 
 
Την αντίστοιχη αφινική καµπύλη την παίρνουµε για w = 1. Έστω g(x, y) = f(1, x, y). 
Προφανώς deg g(x, y) ≤ d. 
 
Ορίζουµε Cg

aff = {(x, y)  ∈ k2 | g(x, y) = 0}. 
 
Προφανώς Cg

aff = Cf  ∩ k2. 
 
Αντίστροφα αν g(x, y) πολυώνυµο βαθµού µικρότερου ή ίσου µε d τότε το 

πολυώνυµο f(w, x, y) = wd g 







w
y,

w
x  είναι οµογενές βαθµού d και f(1, x, y) = g(x, y). 

 
Αφού f (w, x, y) = 0 ⇔  f (w, x, y)2 = 0 το σύνολο των σηµείων της Cf δεν ορίζει 
µονοσήµαντα την εξίσωση f (w, x, y) = 0. Αν το f έχει την ανάλυση f = f1 f2 … fr τότε 
προφανώς ισχύει: 
    

r21 ffff C...CCC ∪∪∪= . 
 
Αν πάλι f | f′ τότε Cf ⊂ Cf′. 
 
∆εδοµένου ότι η απάντηση στο ερώτηµα πότε το πολυώνυµο f αναλύεται σε γινόµενο 
παραγόντων και πότε όχι εξαρτάται από το σώµα k, θα µιλάµε για την επίπεδη 
αλγεβρική καµπύλη πάνω από το σώµα k. Τέλος, για να είµαστε σίγουροι ότι 
υπάρχουν αρκετά σηµεία πάνω στην καµπύλη, θα παίρνουµε τις συντεταγµένες των 
σηµείων κάθε φορά από συγκεκριµένη επέκταση Κ του k. 
 
Ορισµός 1.2.1 Μία ανάγωγη επίπεδη αλγεβρική καµπύλη Cf βαθµού d ορισµένη 
υπέρ το σώµα k ορίζεται από ένα ανάγωγο οµογενές πολυώνυµο f(w, x, y) ∈ 
k[w, x, y] βαθµού d και είναι µία συνάρτηση η οποία, για κάθε επέκταση Κ του k µας 
δίνει το σύνολο  
 
   Cf(Κ) = {[w, x, y] ∈ Ρ2(Κ) | f(w, x, y) = 0}. 
 
Αν η f = f1

a(1) f2
a(2) … fr

a(r) είναι η ανάλυση του οµογενούς πολυωνύµου f βαθµού d 
του k[w, x, y] σε γινόµενο πρώτων παραγόντων τότε ισχύει : 
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   Cf(Κ) = )K(C...)K(C)K(C

r21 fff ∪∪∪ . 
 
Η καµπύλη Cfi λέγεται (ανάγωγη) συνιστώσα της Cf και ο φυσικός αριθµός a(i) 
πολλαπλότητα της Cfi. 
 
• Καµπύλες πρώτου βαθµού είναι οι ευθείες. 
 
• Καµπύλες δευτέρου βαθµού λέγονται κωνικές τοµές. 
 
• Καµπύλες τρίτου βαθµού λέγονται κυβικές καµπύλες. 
 
• Καµπύλες τέταρτου βαθµού λέγονται τετραδικές καµπύλες, και ούτω καθ’ εξής. 
 
Αν Κ ⊂K′  επεκτάσεις του k τότε ισχύει P2(K) ⊂ P2(K′) και )K(C)K(C ff ′⊂ . 
 
Τέλος, αναφέρουµε την παρακάτω πρόταση: 
 
Πρόταση 1.2.2 Έστω f(X1, X2, …, Xn) ∈ k[X1, X2, …, Xn] όπου k σώµα. 
Υποθέτουµε ότι f(a1, a2, …, an) = 0 για όλα τα στοιχεία a1, a2, …, an ενός άπειρου 
υποσυνόλου Τ του k. Τότε f(X1, X2, …, Xn) ≡  0. 
 
Απόδειξη Θα κάνουµε επαγωγή ως προς το πλήθος των µεταβλητών n του 
πολυωνύµου. 
 
Για n = 1. Έστω f(X) ∈ k[X] µε degF(X) = m. Αν το f(X) δεν είναι το µηδενικό 
πολυώνυµο τότε έχει το πολύ m ρίζες µέσα στο k το οποίο δεν ισχύει. Άρα, η 
πρόταση ισχύει για n =1. 
 
Έστω ότι η πρόταση ισχύει για όλα τα πολυώνυµα µε n – 1 µεταβλητές. Γράφουµε: 
 

f(X1, X2, …, Xn) = f0 + f1Xn + … fmX m
n  

 
όπου m ≥  0 και f1, f2, …, fm ∈  k[X1, X2, …, Xn – 1]. Αν f καποιο µη-µηδενικό 
πολυώνυµο µπορούµε να υποθέσουµε ότι fm  ≠ 0. Από την υπόθεση της µαθηµατικής 
επαγωγής έπεται ότι υπάρχουν στοιχεία a1, a2, …, an του συνόλου Τ τέτοια ώστε 
fm (a1, a2, …, an – 1) ≠ 0. Τότε όµως, αν deg

nX f = m, θα έχουµε το πολύ m δυνατότητες 
για το an έτσι ώστε f(a1, a2, …, an) = 0, άτοπο διότι Τ άπειρο. Άρα το f(X1, X2, …, Xn) 
είναι το µηδενικό πολυώνυµο. 
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3. Σηµεία τοµής αλγεβρικών καµπυλών και ο βαθµός 
πολλαπλότητάς τους 

 
Στην παράγραφο αυτή υποθέτουµε ότι το σώµα k έχει χαρακτηριστική µηδέν. 
Εποµένως το k έχει άπειρο πλήθος στοιχείων. Αν στην καµπύλη Cf που ορίζεται από 
το f(W, X, Y)∈  k[W, X, Y] υποθέσουµε ότι W |/  f(W, X, Y) (δηλαδή ότι η Cf δεν 
περιέχει σαν συνιστώσα την επ’ άπειρο ευθεία) τότε µπορούµε να θεωρήσουµε το 
g(X, Y) = f(1, X, Y) και να παρατηρήσουµε αµέσως ότι οι λύσεις της g(X, Y) = 0 σε 
κάποια επέκταση Κ του k είναι το σύνολο των “πεπερασµένων” σηµείων της 
καµπύλης Cf(Κ). 
 
Η ελευθερία επιλογής της επ’ άπειρο ευθείας θα είναι χρήσιµη στα επόµενα. Αφού το 
Κ είναι απειροσύνολο, υπάρχουν άπειρες ευθείες στον προβολικό χώρο Ρ2(Κ), άρα 
υπάρχει τουλάχιστο µία που δεν είναι συνιστώσα του Cf(K). Αυτήν διαλέγουµε ως επ’ 
άπειρον ευθεία. 
 
Έστω Ρ1 = [w1, x1, y1] και Ρ2 = [w2, x2, y2] σηµεία του Ρ2(Κ). Η ευθεία που ορίζουν 
είναι η L : λΡ1 + µΡ2 όπου λ, µ ∈ Κ όχι συγχρόνως µηδέν. Οι συντεταγµένες κάθε 
σηµείου τοµής των L και Cf(Κ) θα επαληθεύουν την εξίσωση 
 

f(λw1 + µw2, λx1 + µx2, λy1 + µy2) = 0. 
 
Ξεχωρίζουµε δύο περιπτώσεις: 
 

(i) Έστω ότι f(λw1 + µw2, λx1 + µx2, λy1 + µy2) = 0 για όλα τα λ, µ ∈ Κ. 
∆ιαλέγουµε κατάλληλο σύστηµα συντεταγµένων, έτσι ώστε η ευθεία L να 
είναι επ’ άπειρο ευθεία W = 0. Τότε έχουµε: 

 
f(0, x, y) = 0, για κάθε x, y ∈ Κ. 

 
Η πρόταση 1.2.2 δίνει ότι f(0, Χ, Ψ) = 0. Συνεπώς, ο W είναι κοινός παράγοντας των 
όρων του f(W, X, Y) δηλαδή η ευθεία L (W = 0) είναι συνιστώσα της Cf(Κ). 
 

(ii) Έστω τώρα ότι το f(λΡ1 + µΡ2) δεν είναι το εκ ταυτότητας µηδενικό 
πολυώνυµο ως προς λ και µ. Τότε το f(λΡ1 + µΡ2) είναι οµογενές πολυώνυµο 
βαθµού d  ως προς λ και µ. Αν Κ είναι αλγεβρικά κλειστό τότε από την 

 
Πρόταση Αν Κ αλγεβρικά κλειστό σώµα και f(Χ0, Χ1) ∈ K[Χ0, Χ1] οµογενές 
πολυώνυµο βαθµού d τότε υπάρχουν d ζευγάρια σταθερών ai, bi ∈ K τέτοια 
ώστε f(Χ0, Χ1) = α ( )∏ − 0i1i XbXa α ≠ 0.. (∆ες [Α1], πρόταση 11 σελίδα 
22). 

 
συνεπάγεται ότι η εξίσωση f(λΡ1 + µΡ2)  =  0 επαληθεύεται από ακριβώς d 
λόγους λ/µ όπου µία ρίζα πολλαπλότητας r µετριέται r-φορές. Κάθε λόγος 
ορίζει ακριβώς ένα σηµείο της τοµής L ∩ Cf(Κ). Ώστε: 

 
Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη τις παρακάτω προτάσεις: 
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Πρόταση 1.3.1 Αν Κ αλγεβρικά κλειστό σώµα τότε µία ευθεία L του P2(K) ή είναι 
συνιστώσα της Cf(Κ) ή έχει ακριβώς d σηµεία τοµής (deg f = d). (∆ες [Α1], πρόταση 
23, σελίδα 33). 
 
Πρόταση 1.3.2 Αν η καµπύλη Cf  υπέρ το αλγεβρικά κλειστό σώµα Κ περιέχει µόνο 
απλές συνιστώσες τότε από οποιοδήποτε σηµείο Ρ ∈ Ρ2(Κ), Ρ ∉ Cf(Κ), περνάει µία 
ευθεία που τέµνει την Cf(Κ) σε d διακεκριµένα σηµεία. (∆ες [Α1], πρόταση 24, 
σελίδα 33). 
                 
Ορισµός 1.3.3 Έστω Cf  αλγεβρική καµπύλη υπέρ το σώµα k η οποία περιέχει µόνο 
απλές συνιστώσες. Θα καλούµε τάξη της Cf  (ως προς το σώµα k) το µέγιστο αριθµό 
τοµών της Cf  µε µία οποιαδήποτε ευθεία L. 
 
Εξετάζουµε τώρα το πρόβληµα των σηµείων τοµής ευθείας και αλγεβρικής καµπύλης 
Cf(K) όταν οι ευθείες περνούν από δοσµένο σηµείο της καµπύλης P ∈ Cf(Κ). 
 
∆ιαλέγουµε κατάλληλο σύστηµα συντεταγµένων έτσι ώστε οι αφινικές 
συντεταγµένες  του P να είναι (a, b) οπότε αµέσως προκύπτει ότι για το συνεταιρικό 
του f αφινικό πολυώνυµο g(Χ, Υ) ισχύει g(a, b) = 0. 
 
Οι παραµετρικές εξισώσεις των ευθειών L που περνούν από το σηµείο P = (a, b) 
γράφονται 
 









+=
+=

tby
tax

µ
λ

 

 

και ορίζονται πλήρως από τον λόγο 
µ
λ . 

Τα σηµεία τοµής δίνονται από την σχέση 
 

g (a + λt, b + µt) = 0. 
 
Αναπτύσσουµε το αριστερό µέλος σε σειρά Taylor ως προς t. Έχουµε 
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∂

+
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
∂
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∂
∂ 2

)b,a(2
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)b,a(2

2

)b,a()b,a( y
g

yx
g2

x
g

2
1t

y
g

x
g µλµλµλ t2 + … = 0 

 

Πρώτη περίπτωση: Υποθέτουµε ότι οι )b,a(x
g
∂
∂  και )b,a(y

g
∂
∂  δεν είναι συγχρόνως 

µηδέν. Αυτό σηµαίνει ότι η λύση t = 0 είναι απλή. Συνεπώς κάθε ευθεία που περνάει 
από το P έχει απλή τοµή µε την Cf στο P. Μοναδική εξαίρεση αποτελεί η ευθεία που 

έχει τιµές στα λ και µ έτσι ώστε )b,a(x
g
∂
∂ λ + )b,a(y

g
∂
∂ µ = 0. 

 
Ορισµός 1.3.4 Η ευθεία αυτή θα λέγεται εφαπτόµενη της Cf στο P. 
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∆εύτερη περίπτωση: Υποθέτουµε ότι στο σηµείο Ρ οι  
x
g
∂
∂ , 

y
g
∂
∂  είναι µηδέν αλλά 

δεν είναι όλες οι 2

22

2

2

y
g,

yx
g,

x
g

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂  συγχρόνως µηδέν. 

 
Τότε κάθε ευθεία που περνάει από το Ρ έχει σηµείο τοµής το Ρ µε βαθµό 
πολλαπλότητας τουλάχιστον 2 και το πολύ 2 ευθείες που αντιστοιχούν στις ρίζες τις 

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂ 2

)b,a(2

2

)b,a(

2

)b,a(2

2

y
g

yx
g2

x
g µλµλ 0 έχουν βαθµό πολλαπλότητας µεγαλύτερο 

του 2. Οι δύο αυτές εξαιρέσεις λέγονται εφαπτόµενες της Cf  στο Ρ (αν η παραπάνω 
εξίσωση έχει διπλή ρίζα τότε λέµε ότι οι εφαπτόµενες συµπίπτουν). 
 
r-οστή περίπτωση: Υποθέτουµε ότι όλες οι παράγωγοι της g, µέχρι και (r–1)-τάξεως 
συµπεριλαµβανοµένης, µηδενίζονται στο Ρ, αλλά τουλάχιστον µια παράγωγος r-
τάξεως δεν µηδενίζεται στο Ρ. Τότε κάθε ευθεία που περνάει από το Ρ έχει σηµείο 
τοµής µε την καµπύλη Ρ µε βαθµό πολλαπλότητας τουλάχιστον r και υπάρχουν 
ακριβώς r ευθείες που έχουν πιο πολλά από r σηµεία τοµής. Οι εξαιρέσιµες αυτές 
ευθείες λέγονται εφαπτόµενες της Cf στο Ρ και αντιστοιχούν στις ρίζες του 
πολυωνύµου 
 

=
∂
∂
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


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και µετριούνται µε πολλαπλότητα ίση προς της πολλαπλότητα της αντίστοιχης ρίζας 
της παραπάνω εξίσωσης. 
 
Ορισµός 1.3.5 Στην περίπτωση r θα λέµε ότι το Ρ είναι ένα σηµείο της καµπύλης Cf 
βαθµού πολλαπλότητας r. 
 
Σηµείωση 1.3.6 Αφού το g(Χ, Υ) δεν είναι εκ ταυτότητας µηδέν έπεται ότι η 
περίπτωση r θα συµβαίνει για κάποιο r µε 1 ≤ r ≤ d. 
 
• Ένα σηµείο βαθµού πολλαπλότητας 1, θα λέγεται απλό. 
• Ένα σηµείο βαθµού πολλαπλότητας 2, θα λέγεται διπλό. 
• κ.ο.κ. 
 
Ορισµός 1.3.7 Κάθε σηµείο της καµπύλης Cf βαθµού πολλαπλότητας µεγαλύτερου 
του 1 θα λέγεται ιδιάζον (singular). 
 
Προφανώς, ένα σηµείο P = (a, b) θα είναι ιδιάζον, ακριβώς τότε όταν ισχύει 

 

g(a, b) =  
x
g
∂
∂ (a, b) = 

y
g
∂
∂ (a, b)  = 0. 

 
Ορισµός 1.3.8 Η καµπύλη Cf θα λέγεται µη-ιδιάζουσα (non-singular) όταν κάθε 
σηµείο της είναι µη-ιδιάζον. Αν η Cf έχει ένα τουλάχιστον ιδιάζον σηµείο θα λέγεται 
ιδιάζουσα. 
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Ορισµός 1.3.9 Έστω Cf µια µη-ιδιάζουσα καµπύλη βαθµού m τότε γένος της 

καµπύλης ονοµάζουµε το 
2
1  (m – 1)(m – 2). 

 
Πρόταση 1.3.10 Έστω ότι το g(X, Y) δεν έχει όρους βαθµού µικρότερου του r και 
έχει µερικούς όρους βαθµούς r. Τότε η αρχή των συντεταγµένων είναι ένα σηµείο 
βαθµού πολλαπλότητας r της καµπύλης g(X, Y) = 0 και η καµπύλη που ορίζεται από 
την εξίσωση gr (X, Y) = 0, (όπου gr (X, Y) οι όροι της g βαθµού r), έχει σαν 
συνιστώσες τις εφαπτόµενες της g στην αρχή των συντεταγµένων. 
 
Σε προβολικές συντεταγµένες ισχύει η 
 
Πρόταση 1.3.11 Ένα σηµείο Ρ είναι βαθµού πολλαπλότητας r της f(W, X, Y) = 0 
ακριβώς τότε όταν όλες οι παράγωγοι τάξης (r –1)  του f µηδενίζονται στο P αλλά 
αυτό δεν συµβαίνει για όλες τις παραγώγους τάξης r. (∆ες [Α1], πρόταση 32, σελίδα 
36). 
 
Παρατήρηση 1.3.12 Προφανώς το σηµείο P=[1, a, b]  είναι ιδιάζον σηµείο της 
καµπύλης 

f(w, x, y) = 0 
 
αν και µόνο αν 
 
 

w
f

∂
∂ (P) = 

x
f
∂
∂ (P) = 

y
f
∂
∂ (P) = 0. 

 
Πρόταση 1.3.13 Έστω Cf και fC ′ δύο επίπεδες αλγεβρικές καµπύλες βαθµού m και n 
αντίστοιχα, ορισµένες υπέρ το σώµα k. Αν για κάποια επέκταση K του k το σύνολο 
Cf(K) ∩ fC ′ (K) έχει πιό πολλά από mn σηµεία τότε οι Cf και fC ′ έχουν κοινή 
συνιστώσα. (∆ες [Α1], πρόταση 34, σελίδα 37). 
 
Πρόταση 1.3.14 Αν δύο αλγεβρικές καµπύλες Cf και fC ′ ορισµένες στο σώµα k 
βαθµού m και n αντίστοιχα δεν έχουν κοινή συνιστώσα στην επέκταση K του k και 
τα σηµεία τοµής τους, έστω Pi (i= 1, 2, …), έχουν βαθµό πολλαπλότητας ri και si ως 
προς τις δύο καµπύλες αντίστοιχα, τότε 
 

∑
i

iisr  ≤ mn 

 
(δες [Α1], πρόταση 36, σελίδα 40). 
 
Παρατήρηση 1.3.15 Η τελευταία πρόταση είναι χρήσιµη στη διαπίστωση ότι µερικές 
καµπύλες µε «αρκετά» στο πλήθος ιδιάζοντα σηµεία, δεν µπορούν να είναι ανάγωγες 
π.χ. µια κυβική καµπύλη µε δύο διπλά σηµεία θα πρέπει να έχει σαν συνιστώσα την 
ευθεία που τα συνδέει, διότι αλλιώς τα σηµεία τοµής της κυβικής καµπύλης και της 
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ευθείας θα έδιναν 134sr
i

ii ⋅>=∑ . Ώστε µια ανάγωγη κυβική καµπύλη περιέχει 

το πολύ ένα ιδιάζον σηµείο. Μια ανάγωγη κωνική τοµή δεν περιέχει κανένα. 
 
Πρόταση 1.3.16 Έστω Cf και fC ′  δύο αλγεβρικές καµπύλες υπέρ του σώµατος k και 
οι δύο βαθµού n. Υποθέτουµε ότι για κάποια επέκταση K⊃ k ισχύει 
 

# ( ))K(C)K(C ff ′∩  = n2 

 
και ότι ακριβώς mn σηµεία τοµής ανήκουν σε µία ανάγωγη καµπύλη βαθµού m. 
Τότε τα υπόλοιπα n(n–m) σηµεία τοµής βρίσκονται πάνω σε µία καµπύλη βαθµού n–
m. (∆ες [Α1], πρόταση 38, σελίδα 41). 
 
Πρόταση 1.3.17 Έστω C0 και C1 είναι δύο κωνικές τοµές µε ακριβώς 4 διακεκριµένα 
σηµεία µεταξύ τους, (έστω P1, P2, P3, P4), ορισµένες πάνω από ένα άπειρο σώµα Κ. 
Κάθε άλλη κωνική τοµή που περνάει από τα P1, P2, P3, P4 είναι της µορφής 
 

b0C0 + b1C1  όπου b0, b1 ∈ K. 
 
(∆ες [Α1], πρόταση 39, σελίδα 42). 
 
Το επόµενο θεώρηµα είναι βασικό για την αποδειξη της προσεταιριστικότητας στη 
δοµή οµάδας της πρόσθεσης των ρητών σηµείων ελλειπτικής καµπύλης: 
 
Θεώρηµα 1.3.18 Έστω Γ0 και Γ1 δύο κυβικές καµπύλες, οι οποίες τέµνονται σε 
ακριβώς 9 σηµεία τοµής του P2(K), όπου Κ άπειρο σώµα. Αν µία επίπεδη κυβική 
καµπύλη Γ περνάει από οκτώ από τα σηµεία τοµής των δύο καµπυλών Γ0 και Γ1, τότε 
περνάει και από το ένατο και έχει τη µορφή 
 

Γ =  b0 Γ0 + b1 Γ1 όπου b0, b1 ∈ K. 
 
(∆ες [Α1], θεώρηµα 40, σελίδα 42). 
 
Θα κλείσουµε την παράγραφο αναφέροντας, χωρίς απόδειξη, το ακόλουθο 
 
Θεώρηµα 1.3.19 (Θεώρηµα του Bezout) Αν Cf και fC ′  δύο προβολικές επίπεδες 
καµπύλες, υπέρ του αλγεβρικά κλειστού σώµατος k~ , βαθµού m και n αντίστοιχα, οι 
οποίες δεν έχουν κοινή συνιστώσα, τότε έχουν, στο k~ , ακριβώς mn σηµεία τοµής. 
(∆ες [W]) 
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4. Σηµεία καµπής (inflections ή flexes) 
 
Ορισµός 1.4.1 Ένα σηµείο P = [w, x, y] µιας αλγεβρικής καµπύλης Cf θα λέγεται 
σηµείο καµπής της Cf τότε και µόνο τότε αν 
(i) το P είναι µη-ιδιάζον και 
(ii) ο βαθµός πολλαπλότητας της εφαπτόµενης στο P είναι µεγαλύτερος ή ίσος 

του 3. 
 
Σηµείωση 1.4.2 Από τον ορισµό έπεται ότι αν µια καµπύλη έχει σαν συνιστώσα 
κάποια ευθεία τότε κάθε µη-ιδιάζον σηµείο της που ανήκει στην ευθεία είναι σηµείο 
καµπής. 
 
Αυτή η περίπτωση δεν µας ενδιαφέρει, έτσι θα θεωρούµε µόνο καµπύλες που δεν 
έχουν ευθεία σαν συνιστώσα (δες πρόταση 1.3.10) 
 
Λόγω της πρότασης 1.3.10 για να είναι η αρχή των συντεταγµένων [1, 0, 0] ένα 
σηµείο καµπής µε εφαπτόµενη την ευθεία 
 

bX – aY = 0 
 
θα πρέπει το πολυώνυµο f(1, X, Y) να έχει την εξής µορφή: 
 

f(1, X, Y) = (bX – aY) + h2(X, Y) + … +hd(X, Y), 
 
όπου το hi(X, Y) είναι οµογενές πολυώνυµο βαθµού i για i = 2, 3, …, d και 
 

h2(at, bt) = t2 h2(a, b) = 0. 
 
Έστω τώρα µία κωνική τοµή C υπέρ το σώµα k. 
 
Υποθέτουµε ότι η C έχει ένα ιδιάζον σηµείο. Μια ευθεία L που περνάει από το 
σηµείο αυτό τέµνει (µέσα στην αλγεβρική θήκη του k, k~ ) την κωνική τοµή και σε 
ένα άλλο σηµείο. Αφού >=⋅+⋅ 31121  2 η πρόταση 1.3.14 δίνει ότι L και C έχουν 
κοινή συνιστώσα δηλαδή η ευθεία L είναι συνιστώσα της κωνικής τοµής C, και 
εποµένως η C δεν είναι ανάγωγη. Από την άλλη µεριά αν η C δεν είναι ανάγωγη τοτέ 
είτε αποτελείται από ένα ζευγάρι διακεκριµένων ευθειών, οπότε το σηµείο τοµής 
είναι ιδιάζον είτε από το γινόµενο µιας ευθείας µε τον εαυτό της, οπότε όλα τα σηµεία 
είναι ιδιάζοντα. 
 
Συµπέρασµα: Η κωνική τοµή C είναι ανάγωγη αν και µόνο αν δεν έχει κανένα 
ιδιάζον σηµείο. 
 
Οι κυβικές καµπύλες (συναρτήσεις της µορφής Υ2 = f(X), όπου f(X) πολυώνυµο 
τρίτου βαθµού) όπως αναφέραµε και στην προηγούµενη παράγραφο (δες πρόταση 
1.3.15) περιέχουν το πολύ ένα ιδιάζον σηµείο. Υπάρχουν δύο είδη ιδιάζουσων 
κυβικών καµπυλών. Σε ποιο από τα δύο είδη ανήκει µια δεδοµένη κυβική καµπύλη 
εξαρτάται από το αν το πολυώνυµο f έχει κάποια διπλή ή τριπλή ρίζα. (∆ες [S1], 
παράγραφος Ι.3, σελίδα 26). 
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1. Η κυβική καµπύλη Υ2 = Χ2 (Χ + 1) είναι ιδιάζουσα. Το ρητό σηµείο Ο = (0, 0) 
ανήκει στην καµπύλη και είναι ιδιάζον σηµείο της. Σε αυτή την περίπτωση η f 
έχει διπλή ρίζα και η καµπύλη έχει δύο διακεκριµένες εφαπτόµενες στο Ο µε 
τύπους Υ = ± X . 

 
2. Η κυβική καµπύλη Υ2 = Χ3 είναι επίσης ιδιάζουσα. Όπως και πριν, το ρητό 

σηµείο Ο = (0, 0) ανήκει στην καµπύλη και είναι ιδιάζον σηµείο της. Σε αυτή την 
περίπτωση η f έχει τριπλή ρίζα και η καµπύλη έχει κορυφή στο Ο. 

 

Πρόταση 1.4.3 Η κωνική τοµή Cf όπου f(X0, X1, X2) = ∑
=

2

0j,i
ija Χi Xj (µε aij = aji) δεν 

είναι ανάγωγη τότε και µόνο τότε όταν η ορίζουσα det(aij) είναι ίση µε µηδέν. 
(∆ες [Α1], πρόταση 43, σελίδα 45). 
 
Απόδειξη Η κωνική τοµή Cf δεν είναι ανάγωγη αν και µόνο αν έχει ένα ιδιάζον 
σηµείο, έστω P[x0, x1, x2]. Οπότε, λόγω της πρότασης 1.3.12, αν και µόνο αν 
 

0x
f

∂
∂ (P) = 

1x
f

∂
∂  (P) = 

2x
f

∂
∂  (P) = 0. 

 
∆ηλαδή αν και µόνο αν το παραπάνω σύστηµα έχει µια µη τετριµµένη λύση. Επειδή, 
 

ix
f

∂
∂  (P) = 2∑

=

2

0j,i
ija xj, για κάθε i = 0, 1, 2 

 
το σύστηµα έχει µη-τετριµµένη λύση αν και µόνο αν det(aij) = 0. 
 
Χωρίς απόδειξη αναφέρουµε την παρακάτω 
 
Πρόταση 1.4.4 Έστω τώρα Cf µία αλγεβρική καµπύλη, f(X0, X1, X2) ∈ k[X0, X1, X2]. 
Τα σηµεία καµπής είναι ακριβώς τα µη ιδιάζοντα σηµεία της καµπύλης τα οποία είναι 
σηµεία τοµής µε την εσσιανή 

H(X0, X1, X2)
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2
02

2

01

2

2
0

2

X
f

XX
f

XX
f

XX
f

X
f

XX
f

XX
f

XX
f

X
f

det:  

(∆ες [Α1], πρόταση 44, σελίδα 46). 
 
Παρατήρηση Αφού το f είναι οµογενές πολυώνυµο βαθµού d έπεται ότι η H είναι 
οµογενές πολυώνυµο βαθµού 3(d – 2). 
 
Πόρισµα 1.4.5 Κάθε µη-ιδιάζουσα καµπύλη τάξης µεγαλύτερης ή ίσης του 3 έχει 
τουλάχιστον ένα σηµείο καµπής. Μια κωνική τοµή δεν έχει κανένα σηµείο καµπής. 
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Έστω, τώρα, ότι µία µη-ιδιάζουσα κυβική καµπύλη έχει το σηµείο καµπής [1, 0, 0] µε 
εφαπτόµενη ευθεία την Y =0, δηλαδή τον άξονα των Χ. Η καµπύλη µας θα έχει τη 
µορφή 
 

f(1, X, Y) = Y + h2(X, Y) +h3(X, Y) = Y +bXY + aY2 + h3(X, Y) 
 
διότι, για Υ = 0, θα πρέπει h2(X, 0) = 0. Άρα 
 

f(W, X, Y) = W2Y + aY2W + bWXY + h3(X, Y). 
 
Αν κάνουµε τώρα το ίδιο και πάρουµε το επ’ άπειρο σηµείο [0, 0, 1] σαν σηµείο 
καµπής, µε εφαπτόµενη την επ’ άπειρο ευθεία W = 0, τότε καταλήγουµε στην 
εξίσωση του παρακάτω ορισµού. 
 
Ορισµός 1.4.6 Η εξίσωση µίας µη-ιδιάζουσας κυβικής καµπύλης C στην κανονική 
της µορφή είναι 
 

WY2 + a1WXY + a3W2Y = X3 + a2X2W + a4XW2 + a6W3. 
 

(Μερικές φορές λέγεται και γενικευµένη µορφή του Weierstrass). 
 
Εποµένως, για να πάρουµε την κανονική µορφή πρέπει να µεταφέρουµε ένα σηµείο 
καµπής στο άπειρο έτσι ώστε η εφαπτόµενη να είναι η επ’ άπειρο ευθεία. 
 
Αν η χαρακτηριστική του σώµατος k είναι διαφορετική του 2, τότε µπορούµε να 
γράψουµε την κανονική µορφή ως εξής: 
 

W 

















 +

+





 +

+
2

31312

2
WaXa

Y
2

WaXa
2Y  = X3 + 

4
b2  X2W + 

4
b4 XW2 + 

4
b6 W3 

 
όπου 
 

b2 = 2
1a  + 4a2, b4 = a1a3 + 2a4, b6 = 2

3a  + 4a6. 
 
Θέτουµε 
 

b8 = 2
1a a6 – a1a3a4 + 4a2a6 + a2

2
3a  – 2

4a  
 
και βρίσκουµε 
 

4b8 = b2b6 – b4. 
 

Για η = Υ + 
2

Waa 31 +  η κανονική µορφή γίνεται 

 

Wη2 = X3 + 
4

b2  X2W + 
4

b4 XW2 + 
4

b6 W3 
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Αν η χαρακτηριστική του σώµατος k είναι διάφορη των 2 και 3 τότε για 
 

c4 = 2
2b  – 24b4 και c6 = – 3

2b  + 36b2b4 –216b6 

 

Για ξ = X + 
12
b2  η κανονική µορφή γίνεται 

 

Wη2 = ξ3 + 
48
c4 ξW2 – 

864
c6 W3. 

 
Παρατηρούµε ότι τα b2, b4, b6, b8 και c4, c6 είναι ακέραιοι αν τα a1, a2, a3, a4, a6 είναι 
ακέραιοι. 
 
Προκύπτει λοιπόν ο παρακάτω ορισµός: 
 
Ορισµός 1.4.7 Θα λέµε ότι µια µη-ιδιάζουσα κυβική καµπύλη C έχει εξίσωση στη 
µορφή του Weierstrass όταν έχει τη µορφή 
 

WY2 = X3 + bW2X + cW3 
 
Σε αφινικές συντεταγµένες η εξίσωση γράφεται 
 

Υ2 = f(Χ), 
 
όπου f(X) ∈  K[X], κυβικό, µονικό πολυώνυµο του οποίου το άθροισµα των ριζών 
είναι ίσο µε µηδέν. 
 
Το πολυώνυµο f(X) = X3 + bX + c έχει διπλή ρίζα σε κάποια επέκταση του Κ 
ακριβώς τότε όταν για την διακρίνουσα D(f) του f ισχύει D(f) =  – 4b3 – 27c2 = 0. 
 
Πρόταση 1.4.8 Ένα σηµείο [1, a, 0] της C µε εξίσωση WY2 = X3 + bW2X + cW3 είναι 
µη-ιδιάζον ακριβώς τότε όταν το a είναι απλή ρίζα του X3 + bX + c. (∆ες [Α1], 
πρόταση 48, σελίδα 49). 
 
Παρατήρηση 1.4.9 Εποµένως, από την πρόταση 1.4.8 φαίνεται ότι η κυβική καµπύλη 
Y2 = X3 + bX + c είναι µη ιδιάζουσα αν και µόνο αν D(f) ≠ 0 όπου 
D(f) =  – 4b3 – 27c2. 
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5. Ελλειπτικές καµπύλες 
 
Έστω, τώρα, E µια µη-ιδιάζουσα κυβική καµπύλη ορισµένη στο σώµα Q των ρητών 
αριθµών. Εποµένως, (δες ορισµό 1.4.7 ) η καµπύλη έχει µια εξίσωση της µορφής: 
 

Ε : WY2 = f(X) 
 
όπου f(X) = X3 + bW2X + cW3  και b, c ∈ Q. 
Επίσης, (δες παρατήρηση 1.4.8) D(f) = – 4b3 – 27c2 ≠ 0. 
 
Ορισµός 1.5.1 Κάθε σηµείο του αφινικού επιπέδου µε ρητές συντεταγµένες το οποίο 
επαληθεύει την εξίσωση της καµπύλης θα λέγεται ρητό σηµείο της καµπύλης. 
 
Ορισµός 1.5.2 Μια ευθεία θα λέγεται ρητή ευθεία αν µπορεί να γραφεί στη µορφή 
 

a X + b Y + c = 0 όπου a, b, c ∈ Q. 
 
Παρατήρηση 1.5.3 Αν πάρουµε δύο ρητά σηµεία P = (x1, y1), Q = (x2, y2) µιας µη-
ιδιάζουσας ρητής κυβικής καµπύλης E τότε η ευθεία που ορίζουν είναι η ρητή ευθεία 
 

L : (y1 – y2) X + (x2 – x1) Y + (x1y2 – y1x2) = 0. 
 
Η ευθεία L τέµνει την καµπύλη E σε ένα ακόµα σηµείο PQ που είναι επίσης ρητό. 
Επίσης, αν από κάποιο ρητό σηµείο P τη καµπύλης Ε φέρουµε την εφαπτόµενη στο 
σηµείο αυτό τότε η εφαπτόµενη τέµνει την Ε σε ένα άλλο ρητό σηµείο PP. 
 
Στο εξής θα συµβολίζουµε µε PQ το τρίτο σηµείο τοµής της ευθείας που περνάει από 
τα P και Q µε την κυβική καµπύλη. 
 
Αν, εποµένως ξέρουµε κάποια ρητά σηµεία πάνω σε µια µη-ιδιάζουσα ρητή κυβική 
καµπύλη µπορούµε να παράγουµε κι άλλα. 
 
Ας δώσουµε τώρα τον παρακάτω ορισµό: 
 
Ορισµός 1.5.4 Έστω C µια µη-ιδιάζουσα (non-singular) ρητή κυβική καµπύλη και Ο 
ένα ρητό σηµείο αυτής. Αν P και Q σηµεία της C τότε άθροισµα P+Q ορίζεται να 
είναι το τρίτο σηµείο τοµής της ευθείας που περνάει από τα O και PQ µε την C. 
 
Η πρόσθεση που µόλις ορίσαµε είναι αντιµεταθετική και το Ο είναι ουδέτερο 
στοιχείο της. 
 
Για κάθε ρητό σηµείο της καµπύλης µπορούµε να βρούµε ένα ρητό αντίθετό του. 
Είναι το τρίτο σηµείο τοµής της ευθείας που περνάει από τα P και ΟΟ µε την κυβική 
καµπύλη. 
 
Αποδεικνύεται επίσης, µε χρήση του θεωρήµατος 1.3.18, ότι η πράξη είναι και 
προσεταιριστική και εποµένως το σύνολο των ρητών σηµείων µιας µη-ιδιάζουσας 
ρητής κυβικής καµπύλης εφοδιασµένο µε αυτή την πράξη είναι αβελιανή οµάδα. 
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Ορισµός 1.5.5 Μια ελλειπτική καµπύλη είναι µια µη-ιδιάζουσα (non-singular) ρητή 
κυβική καµπύλη µε συντελεστές ακεραίους αριθµούς η οποία έχει ένα ρητό σηµείο 
(θα το συµβολίζουµε µε Ο) και είναι εφοδιασµένη µε την παραπάνω πράξη οµάδας. 
 
Συµβολισµός 1.5.6 Την οµάδα των ρητών σηµείων µιας ελλειπτικής καµπύλης E 
ορισµένης πάνω στο σώµα Q θα την συµβολίζουµε µε Ε(Q). 
 
Θεώρηµα 1.5.7 (Θεώρηµα του Mordell) Η οµάδα E(Q) των ρητών σηµείων µιας 
ελλειπτικής καµπύλης Ε ορισµένης στο Q είναι πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή 
οµάδα. (Για απόδειξη δες [Α1], κεφάλαιο 5). 
 
Ορισµός 1.5.8 Τάξη ενός ρητού σηµειού Ρ µιας ελλειπτικής καµπύλης Ε ονοµάζουµε 
την τάξη της κυκλικής υποοµάδας <Ρ> της Ε που παράγεται από το Ρ. Αν η 
υποοµάδα είναι πεπερασµένη τότε λέµε ότι το σηµείο είναι πεπερασµένης τάξης. 
 
Θεώρηµα 1.5.9 (Θεώρηµα των Lutz-Nagell) Έστω Ε ελλειπτική καµπύλη. Όλα τα 
σηµεία πεπερασµένης τάξης P = (x, y)  της E(Q) έχουν ακέραιες συντεταγµένες x 
και y και µάλιστα είτε y = 0 οπότε είναι σηµεία τάξης 2 είτε y | D(f). (Για απόδειξη 
δες [Α1], θεώρηµα 1, σελίδα 64) 
 
Ισχύει η ισχυρότερη µορφή του Θεωρήµατος των Lutz-Nagell: 
 
Πρόταση 1.5.10 Αν ισχύει ότι y | D(f) τότε ισχύει και y2 | D(f). (∆ες [S2], πρόταση 
7.2, σελίδα 221) 
 
Παρατήρηση 1.5.11 Έστω P, Q, R τρία διακεκριµένα σηµεία µιας ελλειπτικής 
καµπύλης Ε. Τα P, Q, R είναι συνευθειακά αν και µόνο αν P + Q + R = Ο. 
 
Πράγµατι, P + Q + R = O ⇔ P + Q = –R ⇔ R = PQ ⇔ P, Q, R συνευθειακά. 
 
Έστω, στη συνέχεια, Ε: Y2 = X3 + bX + c µια ελλειπτική καµπύλη και P, Q ρητά 
σηµεία της. Θα δώσουµε κάποιους τύπους που θα µας επιτρέπουν να υπολογίζουµε το 
P+Q εύκολα. 
 
Παίρνουµε σαν ουδέτερο στοιχείο της ελλειπτικής καµπύλης Ε, το επ’ άπειρον. 
∆ηλαδή Ο = [0, 0, 1]. Παρατηρούµε ότι αν P = (x, y) σηµείο της Ε τότε –P = (x, –y). 
 
Έστω, Ρ = (x1, y1), Q = (x2, y2), PQ = (x3, y3). Τότε P+Q = –PQ = (x3, –y3). 
Υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε τις συντεταγµένες των σηµείων P, Q και θέλουµε να 
υπολογίσουµε τις συντεταγµένες του σηµείου P+Q. 
 
Η ευθεία που ορίζουν τα P και Q είναι, όπως γράψαµε και προηγουµένως, η ρητή 
ευθεία L : (y1 – y2) X + (x2 – x1) Y + (x1y2 – y1x2) = 0. 
 
∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 
 
Πρώτη περίπτωση: Αν x1 ≠  x2. Η L µπορεί να γραφτεί στη µορφή Y = λX + ν όπου 

τα λ και ν δίνονται από τους τύπους λ = 
12

12

xx
yy

−
−

και ν = y1 –λx1 = y2 –λx2. Από την 

κατασκευής της η ευθεία L τέµνει την καµπύλη E στα σηµεία P, Q. Για να 
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υπολογίσουµε το τρίτο σηµείο τοµής PQ αντικαθιστούµε το Y από την προηγούµενη 
σχέση στον τύπο της E. 
 

(λX + ν)2 = X3 + bX + c 
 
ή αλλιώς 
 

X3 – λ2 X2 + (b –2λν)X + (c – ν2) = 0 
 

Η τελευταία σχέση είναι µια εξίσωση τρίτου βαθµού ως προς x και έχει σαν ρίζες τα 
x1, x2, x3 οπότε ισχύει: 
 

X3 – λ2 X2 + (b –2λν)X + (c –ν2) = (X –x1) (X –x2) (X –x3) (1.5.12) 
 
Εποµένως, ισχύει: x1 + x2 + x3 = – (–λ2) ή αλλιώς 
 

x3 = λ2 –x1 –x2 και y3 = λx3 + ν (1.5.13) 
 
οπότε, αντικαθιστώντας και τα λ και ν έχουµε 
 

x3 = 
2

12

12

xx
yy








−
− –x1 –x2 και y3 = 

12

12

xx
yy

−
− (x3 –x1) + y1 (1.5.14) 

 
∆εύτερη περίπτωση: Αν x1 = x2. Τότε αν φέρουµε την ευθεία x = x1, επ’ αυτής 
βρίσκονται το P, το –P και, από την πρόταση 1.5.11,  το επ’ άπειρον σηµείο Ο. 
Εποµένως, είτε Q = P είτε Q = –P. 
 
- Αν Q = –P τότε P+Q = P + (–P) = O. 
 
- Αν Q = P τότε και y2 = y1. Οπότε έχουµε ότι P + Q = P + P = 2P. Για να βρούµε 

το σηµείο 2P φέρνουµε την εφαπτοµένη στο Ρ η οποία τέµνει την καµπύλη στο 
σηµείο PP = (x3, y3), και στη συνέχεια την κάθετη στον άξονα των x που περνάει 
από το σηµείο PP. 

 
Σε αυτή την περίπτωση: 

Από την σχέση Y2 = X3 + bX + c έχουµε ότι λ = 
PdX

dY  = 
1

2
1

y2
bx3 +

. Αντικαθιστάµε το 

λ στους τύπους (1.5.12) και το Y2 µε X3 + bX + c και βρίσκουµε: 
 

x3 = –2x1 + 
)cbxx(4

)bx3(

1
3
1

22
1

++
+

 =
)cbxx(4

bcx8bx2x

1
3
1

2
1

2
1

4
1

++
+−−

 (1.5.15) 

 
(δες [S1], παράγραφος Ι.4, σελίδα 31) 
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Κεφάλαιο ΙΙ 
 
Κυβικές Καµπύλες πάνω σε Πεπερασµένα Σώµατα 
 
1. Ρητά σηµεία πάνω σε κυβικές καµπύλες 
 
Σκοπός µας είναι να µελετήσουµε κυβικές καµπύλες πάνω από ένα πεπερασµένο 
σώµα, το σώµα των αριθµών modulo p. Αυτό σηµαίνει ότι η εξίσωση της καµπύλης 
δεν θα έχει πλέον συντελεστές ρητούς αριθµούς αλλά ότι οι συντελεστές θα ανήκουν 
στο πεπερασµένο σώµα µε p στοιχεία. Το σώµα αυτό θα το συµβολίσουµε µε Fp. 
Αυτό που θα κάνουµε θα είναι να µελετήσουµε τις κυβικές εξισώσεις C : F(x, y) = 0 
µε συντελεστές από το σώµα Fp και να αναζητήσουµε λύσεις (x, y) µε x, y ∈ Fp. 
Γενικότερα, θα αναζητήσουµε λύσεις µε x, y ∈ Fq όπου Fq είναι µια επέκταση του Fp 
µε q = pe στοιχεία. Τη λύση αυτή θα την ονοµάζουµε σηµείο της καµπύλης C. Αν οι 
συντεταγµένες x, y βρίσκονται στο Fp θα την ονοµάζουµε ρητό σηµείο της καµπύλης 
C. 
 
Παρατήρηση 2.1.1 Έστω µια µη-ιδιάζουσα (non-singular) κυβική καµπύλη ορισµένη 
σε κάποιο σώµα K. Τότε το άθροισµα δύο ρητών σηµείων της, εδώ εννοούµε σηµεία 
µε συντεταγµένες από το σώµα Κ, ορίζεται όπως και στο 1.5.4. Με αυτή την πράξη 
κατασκευάζουµε την αβελιανή οµάδα των ρητών σηµείων της καµπύλης. 
 
Παρατήρηση 2.1.2 Προφανώς η παρατήρηση 1.5.11 προκύπτει άµεσα από τον ορισµό 
της πρόσθεσης σηµείων και εποµένως ισχύει για κάθε σώµα Κ. 
 
Παρατήρηση 2.1.3 Οι τύποι 1.5.13, 1.5.14 και 1.5.15 του αθροίσµατος δύο ρητών 
σηµείων µιας ελλειπτικής καµπύλης ισχύουν σε κάθε σώµα Κ. 
 
Έστω η κυβική καµπύλη 
 

C : y2 = x3 + ax2 + bx + c 
 
για κάποια a, b, c∈ Fp. Στα επόµενα υποθέτουµε ότι p ≠ 2. Η καµπύλη είναι non-
singular αν και µόνο αν η διακρίνουσα D = – 4a3c + a2b2 + 18abc – 4b3 – 27c2 της 
καµπύλης είναι διάφορη του µηδενός σαν στοιχείο του Fp. (∆ες παρατήρηση 1.4.9) 
 
Εργαζόµενοι ανάλογα όπως και στην περίπτωση που το πολυώνυµο f(x) δεν έχει 
δευτεροβάθµιο όρο, υπολογίζουµε τις συντεταγµένες του αθροίσµατος P+Q δύο 
ρητών σηµείων P, Q της C µε P = (x1, y1) και Q = (x2, y2) ως εξής: 
 

x3 = λ2 –a –x1 –x2 και y3 = –(λx3 + ν).  (2.1.4) 
 
Όπου 

λ = 










=
++

≠
−
−

21
1

1
2
1

21
12

12
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y2

bax2x3

xx,
xx
yy

αν

αν
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και ν = y1 – λx1 = y2 – λx2 . 
 
Συµβολισµός 2.1.5 Όταν η καµπύλη C είναι ορισµένη πάνω από σώµα Κ θα 
γράφουµε πολλές φορές C |Κ. 
 
Ορισµός 2.1.6 Έστω C |Κ. Συµβολίζουµε την αβελιανή οµάδα των Κ-ρητών σηµείων 
της µε C(K). 
 
Προτού εξετάσουµε τη θεωρία γενικά, ας δούµε ένα παράδειγµα. Έστω η ελλειπτική 
καµπύλη E µε τύπο: 
 

Ε : y2 = x3 + x + 1 
 
ορισµένη πάνω από το σώµα F5. Πως θα βρούµε τα ρητά της σηµεία; 
 
Επειδή τα x, y πρέπει να είναι στο F5 αρκεί να πάρουµε κάθε µια από τις πέντε τιµές 
για το x να τις εφαρµόσουµε στο πολυώνυµο x3 + x +1 και να ελέγξουµε αν το 
αποτέλεσµα είναι τετραγωνικό υπόλοιπο στο F5. 
 
Έχουµε: 
 

x x3 + x + 1 = y2 τετραγωνικό 
υπόλοιπο y 

0 1 NAI 1,-1  
1 1 +1 +1 = 3 OXI - 
2 23 +2 +1 = 1 NAI 1,-1 
3 33 +3 +1 = 1 ΝΑI 1,-1 
4 43 +4 +1 = 4 NAI 2,-2 

 
Εποµένως, συµπεριλαµβανοµένου και του «έπ’ άπειρον» σηµείου Ο, έχουµε εννιά 
σηµεία: 
 

E(F5) = {O, (0, ±1), (2, ±1), (3, ±1), (4, ±2)}.  
 
Επειδή η E(F5) είναι αβελιανή οµάδα τάξης εννιά θα είναι ισόµορφη είτε µε την 
κυκλική οµάδα Ζ9 είτε µε την Ζ3 × Z3. Μπορούµε να το εξακριβώσουµε κάνοντας τον 
πίνακα της οµάδας. Έστω P = (0,1) τότε υπολογίζουµε µε χρήση του τύπου 2.1.4 το 
2P = (x3, y3). (∆εν ξεχνάµε ότι δουλεύουµε στο F5). 
 
Έχουµε: 
a = 0, b = 1, x1 = 0, y1 = 0, λ = ( ) ( )3 0 2 0 0 1 2 12 1

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
−

 = 2 –1 = 3 
ν = y1 – λx1 = 1 – 3 0⋅  = 1. Άρα, x3 = 32 – 0 – 0 – 0 = 4 και y3 = –3 ⋅4  –1 = 2. 
 
∆ηλαδή 2P = (4,2). 
Ανάλογα βρίσκουµε ότι 3P = (2,1) και 4P = (3, –1). Άρα ord(P)>3. 
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Εποµένως, η E(F5) είναι κυκλική οµάδα τάξης εννιά. Το P1 = 3P = (2,1) έχει τάξη 3. 
Τάξη 3 έχει επίσης το P2 = –P1 = (2, –1). Όλα τα υπόλοιπα µη-µηδενικά στοιχεία 
έχουν τάξη 9. 
Όπως φαίνεται και από το παράδειγµα επειδή υπάρχουν πεπερασµένες τιµές για τα x, 
y, τα σηµεία (x, y) είναι πεπερασµένα και η C(Fp) είναι µια πεπερασµένη οµάδα. 
Είναι µάλιστα προφανές ότι η τάξη της C(Fp) είναι το πολύ 2p+1. Ένα φυσικό 
ερώτηµα που γεννιέται είναι πόσο µεγάλη είναι; Πως µπορούµε να προσδιορίσουµε 
το πλήθος των σηµείων στην C(Fp); 
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2. Σηµεία πεπερασµένης τάξης 
 
Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να µελετήσουµε µια µέθοδο µέσω της οποίας 
µπορούµε να υπολογίσουµε τα ρητά σηµεία πεπερασµένης τάξης µια ρητής 
ελλειπτικής καµπύλης E µε ακέραιους συντελεστές. Η ιδέα είναι να θεωρήσουµε τη 
καµπύλη τοπικά, δηλαδή να ανάγουµε την καµπύλη για κάθε πρώτο αριθµό p. Αν 
λοιπόν θεωρήσουµε την καµπύλη Ε mod p, δηλαδή µε αναγωγή των συντελεστών 
mod p, τότε έχουµε µια καµπύλη ορισµένη στο σώµα Fp. Φυσικά η καµπύλη 
ενδέχεται να έχει ιδιάζοντα σηµεία (singularities). Θα είναι ελλειπτική καµπύλη τότε 
και µόνο τότε όταν η διακρίνουσα D δεν διαιρείται από το p. 
 
Έστω C µια κυβική καµπύλη µε εξίσωση: 
 

C :  y2 = x3 + ax2 + bx + c 
 
µε ακέραιους συντελεστές a, b, c. 
 
Όπως ξέρουµε η οµάδα C(Q) των ρητών σηµείων της καµπύλης C είναι πεπερασµένα 
παραγόµενη (Θεώρηµα του Mordell) και τα σηµεία πεπερασµένης τάξης έχουν 
ακέραιες συντεταγµένες (Θεώρηµα των Lutz – Nagell). 
 
Θα συµβολίζουµε µε z → z~  την συνάρτηση αναγωγής modulo p, 
 

Z →
pZ
Z  = Fp ,  z z~a  

 
Μπορούµε να πάρουµε την εξίσωση της καµπύλης C, η οποία έχει ακέραιους 
συντελεστές, και να ανάγουµε τους συντελεστές της modulo p ώστε να πάρουµε µια 
νέα καµπύλη µε συντελεστές στο σώµα Fp: 
 

~ : ~ ~ ~C y x ax bx c2 3 2= + + +  
 
Πότε θα είναι η ~C µη-ιδιάζουσα (non-singular); 
 
Όταν p ≥ 3 και η διακρίνουσα  
 

~ ~ ~ ~ ~ ~~~ ~ ~D a c a b abc b c= − + + − −4 18 4 273 2 2 3 2  
 
είναι διάφορη του µηδενός. Αλλά επειδή η αναγωγή modulo p είναι οµοµορφισµός η 
διακρίνουσα ~D  είναι η αναγωγή modulo p της διακρίνουσας D της κυβικής 
καµπύλης C. ∆ηλαδή η ~C  είναι non-singular αν για τον πρώτο p ισχύει p ≥ 3 και 
p |/ D. 
 
Έχοντας ανάγει την καµπύλη C είναι φυσιολογικό να πάρουµε σηµεία πάνω στην C 
και να προσπαθήσουµε να τα ανάγουµε modulo p ώστε να πάρουµε σηµεία πάνω 
στην ~C . Αυτό µπορούµε να το κάνουµε µε την προϋπόθεση ότι οι συντεταγµένες του 
σηµείου δεν έχουν p στον παρανοµαστή τους. Ειδικότερα, αν τα σηµείο έχει ακέραιες 
συντεταγµένες τότε µπορούµε να το ανάγουµε modulo p για κάθε πρώτο p. 
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Αν P = (x, y) ρητό σηµείο της καµπύλης C µε ακέραιες συντεταγµένες τότε τα x και y 
ικανοποιούν την εξίσωση: 
 

y2 = x3 + ax2 + bx + c 
 
Αυτή η εξίσωση είναι σχέση ακεραίων άρα µπορούµε να την ανάγουµε modulo p και 
να πάρουµε την εξίσωση: 
 

~ ~ ~~ ~~ ~y x ax bx c2 3 2= + + +  
 
Η παραπάνω εξίσωση µας λέει ότι το ~ (~,~)P x y=  είναι σηµείο της οµάδας ~C (Fp). Άρα 
παίρνουµε µια απεικόνιση από τα στοιχεία της C(Q) µε ακέραιες συντεταγµένες στην 
~C (Fp). 
 
Από το θεώρηµα των Lutz - Nagell (θεώρηµα 1.5.9) γνωρίζουµε ότι όλα τα σηµεία 
πεπερασµένης τάξης της C(Q) έχουν ακέραιες συντεταγµένες (και µάλιστα y = 0 ή y 
διαιρεί την D(f) την διακρίνουσα του f(x) ). 
 
Τώρα θα µελετήσουµε το σύνολο των σηµείων πεπερασµένης τάξης το οποίο θα 
συµβολίσουµε 
 

{P:=Φ  = (x, y) ∈ C(Q) : ord(P) < + }∞  
 
Προφανώς, το Φ είναι υποοµάδα της C(Q) επειδή αν P1, P2 σηµεία πεπερασµένης 
τάξης, έστω m1P1 = O και έστω m2P2 = O τότε ισχύει ότι m1m2(P1 – P2) = m1m2P1 – 
m1m2P2 = O – O = O. Άρα P1 – P2 ∈ Φ. 
 
Επειδή η Φ αποτελείται από σηµεία µε ακέραιες συντεταγµένες και το Ο, µπορούµε 
να ορίσουµε µια απεικόνιση αναγωγής modulo p. 
 

Φ→

=
=
=















~( )

~ (~,~) ( , )
~

C F

P P
x y P x y

O P O

p

a
αν
αν

 

 
H Φ είναι οµάδα, υποοµάδα της C(Q). Αν διαλέξουµε p |/ 2D τότε ξέρουµε ότι και η 
~C (Fp) είναι επίσης οµάδα. Άρα έχουµε µια απεικόνιση από την οµάδα Φ στην οµάδα 
~C (Fp). Θα αποδείξουµε τώρα ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι οµοµορφισµός 
οµάδων. 
 
Πρώτα, παρατηρούµε ότι: 
 

– P = (x, –y) = P~)y~,x~( −=−  
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Αρκεί τώρα να δείξουµε ότι P1 + P2 + P3 = O ⇒ 321 P~P~P~ ++  = O. Θα πρέπει να 
διακρίνουµε περιπτώσεις. 
 
Αν κάποιος από τους P1, P2, P3 είναι Ο, π.χ. ο P3, έχουµε: P1 + P2 = O ή P1 = –P2. Τότε 

1P~  = –P2 ή ~ ~P P1 2= −  ή ~ ~ ~P P O1 2+ =  που είναι και το ζητούµενο. 
 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι P1, P2, P3 είναι διάφοροι του Ο. Γράφουµε τις 
συντεταγµένες τους ως εξής: 
 

P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2), P3 = (x3, y3) 
 
Από παρατήρηση 2.1.2 η συνθήκη P1 + P2 + P3 = O είναι ισοδύναµη µε το να πούµε 
ότι τα P1, P2, P3 είναι συνευθειακά. Όπως αποδείξαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο 
οι συντεταγµένες του Ρ3 προκύπτουν από την σχέση 1.5.12 
 

x3 + ax2 + bx + c – (λx + ν)2 = (x – x1) (x – x2) (x – x3). 
 
Αυτή είναι και η σχέση που µας εξασφαλίζει ότι P1 + P2 + P3 = O ανεξάρτητα µε το 
γεγονός αν τα σηµεία είναι διακεκριµένα ή όχι. 
 
Ανάγοντας την τελευταία εξίσωση modulo p παίρνουµε: 
 

x3 + )x~x)(x~x)(x~x()~x~(c~xb~xa~ 321
22 −−−=ν+λ−++  

 
Φυσικά, µπορούµε να ανάγουµε και τις εξισώσεις yi = λxi + ν { }( )i ∈ 1 2 3, ,  modulo p 

και να πάρουµε { }( )3,2,1i~x~~y~ ii ∈+= νλ . Αυτό σηµαίνει ότι η ευθεία y x= +
~ ~λ ν  

τέµνει την καµπύλη ~C  στα τρία σηµεία 321 P~,P~,P~ . Επιπλέον, αν δύο από τα σηµεία 
~ , ~ , ~P P P1 2 3  ταυτίζονται π.χ. ~P1  = ~P2  τότε η ευθεία είναι η εφαπτόµενη της ~C  στο ~P1 , 
και αν ~P1  = ~P2  = ~P3  τότε η ευθεία µε την καµπύλη έχουν τριπλό σηµείο επαφής. 
Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση: 
 

321 P~P~P~ ++  = O 
 
το οποίο και αποδείχνει ότι η αναγωγή modulo p είναι οµοµορφισµός από την Φ στην 
C~ (Fp). 
 
Επιπλέον, είναι µονοµορφισµός (οµοµορφισµός ένας-προς-ένα) αφού ένα µη-
µηδενικό σηµείο (x, y) της Φ απεικονίζεται στο )y~,x~( ∈ ~C (Fp) το οποίο είναι 
διάφορο του ~O . Εποµένως, ο πυρήνας της απεικόνισης αναγωγής modulo p 
αποτελείται µόνο από το Ο. Αυτό ισοδυναµεί στο γεγονός ότι η απεικόνιση είναι ένα-
προς-ένα. 
 
Εποµένως, η Φ θα είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της ~C (Fp) για κάθε πρώτο p 
(p |/ 2D). Αυτό θα µας φανεί χρήσιµο σε πολλές περιπτώσεις στο να βρούµε την Φ µε 
πολύ λίγη δουλειά. 
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Πριν δώσουµε κάποια παραδείγµατα ας διατυπώσουµε, ξανά, το θεώρηµα που µόλις 
αποδείξαµε: 
 
Θεώρηµα 2.2.1 (Θεώρηµα Αναγωγής Modulo p) Έστω C µια µη-ιδιάζουσα κυβική 
καµπύλη 
 

C : y2 = x3 + ax2 + bx + c 
 
µε ακέραιες συντεταγµένες a, b, c και έστω D η διακρίνουσα 
 

D = – 4a3c + a2b2 + 18abc – 4b3 – 27c2. 
 
Έστω Φ ⊆ C(Q) η υποοµάδα των σηµείων πεπερασµένης τάξης της C. Για κάθε 
πρώτο p, έστω P →P~  η απεικόνιση αναγωγής modulo p, µε τύπο: 
 















=
=

=

→Φ

OPO~
)y,x(P)y~,x~(

P~P

)F(C~ p

αν
αν

a

 

 
Αν p |/ 2D τότε η απεικόνιση είναι ισοµορφισµός της Φ σε µια υποοµάδα της ~C (Fp). 
 
Ας δώσουµε λοιπόν τρία παραδείγµατα χρήσης του παραπάνω θεωρήµατος για τον 
υπολογισµό των σηµείων πεπερασµένης τάξης. 
 
 
Παράδειγµα 2.2.2   C :   y2 = x3 + 3 
 
Η διακρίνουσα για αυτήν την καµπύλη είναι D = 2327 ⋅− = –243 = –35, άρα υπάρχει 
ένας µονοµορφισµός Φ → ~C (Fp) για κάθε πρώτο p ≥ 5. 
 
Θα υπολογίσουµε τις οµάδες ~C (F5) και 

~C (F7). 
 
Στο σώµα F5 έχουµε: 
 

x x3 + 3 = y2 τετραγωνικό 
υπόλοιπο y 

0 3 ΟΧΙ - 
1 1+3 = 4 ΝΑΙ 2, 3 
2 23+3 = 1 NAI 1, 4 
3 33+3 = 0 ΝΑΙ 0 
4 43+3 = 2 ΟΧΙ - 

 
Άρα αν συνυπολογίσουµε και το Ο έχουµε ότι # ~C (F5) = 6. 
 
Στο σώµα F7 έχουµε: 
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x x3 + 3 = y2 τετραγωνικό 
υπόλοιπο y 

0 3 ΟΧΙ - 
1 4 ΝΑΙ 2, 5 
2 4 NAI 2, 5 
3 2 ΝΑΙ 3, 4 
4 4 ΝΑΙ 2, 5 
5 2 ΝΑΙ 3, 4 
6 2 ΝΑΙ 3, 4 

 
Άρα αν συνυπολογίσουµε και το Ο έχουµε ότι # ~C (F7) = 13. 
 
Επειδή Φ ≤ ~C (F5) και Φ ≤ ~C (F7) πρέπει #Φ | # ~C (F5) και #Φ | # ~C (F7). 
∆ηλαδή #Φ | 6 και #Φ | 13. Αλλά (6,13) = 1. Άρα #Φ = 1. Με άλλα λόγια η C δεν έχει 
άλλα σηµεία πεπερασµένης τάξης πλην του Ο. 
 
Παρατηρούµε ότι το (1, 2) ∈ C(Q) και σύµφωνα µε τα παραπάνω έχει άπειρη τάξη. 
Άρα η καµπύλη C έχει άπειρα ρητά σηµεία. 
 
Έχει αξία να συγκρίνουµε την µέθοδο που χρησιµοποιήσαµε µε την µέθοδο που 
προκύπτει από το θεώρηµα των Lutz – Nagell (θεώρηµα 1.5.9) και την πρόταση 
1.5.10. Χρησιµοποιώντας την πρόταση 1.5.10 πρέπει να αποδείξουµε ότι δεν 
υπάρχουν σηµεία της C τέτοια ώστε το τετράγωνο της y-συντεταγµένης να διαιρεί το 
–243 δηλαδή σηµεία τέτοια ώστε y ∈ {±1, ±3, ±9, ±27, ±81}. Εύκολα φαίνεται ότι 
για y = ±1 έχουµε 1 = x3 + 3 ή x3 = –2 η οποία δεν µας δίνει ρητά σηµεία. Έστω τώρα 
ότι 3 | y τότε από την εξίσωση y2 = x3 + 3 φαίνεται ότι πρέπει και 3 | x τότε όµως 
γράφουµε 3 = y2 – x3. Έχουµε ότι 9 | y2 – x3 άρα πρέπει 9 | 3 το οποίο είναι άτοπο. 
Συνεπώς και µε το θεώρηµα των Lutz – Nagell αποδείξαµε ότι #Φ = 1. 
 
Παράδειγµα 2.2.3   C :    y2 = x3 + x 
 
Η διακρίνουσα για αυτήν την καµπύλη είναι D = – 4 31⋅ = – 4. Επειδή η διακρίνουσα 
είναι σχετικά µικρή φαίνεται να πλεονεκτεί το θεώρηµα των Lutz – Nagell, εµείς 
όµως θα χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα αναγωγής. Έχουµε µια ένα-προς-ένα 
απεικόνιση Φ → ~C (Fp) για κάθε πρώτο p ≥ 3. 
 
Κάνουµε κάποιους πρώτους υπολογισµούς: 
 
Στο σώµα F3 έχουµε: 
 

x x3 + x = y2 y 
0 0 0 
1 2 - 
2 1 1, 2 

 
Άρα αν συνυπολογίσουµε και το Ο έχουµε ότι # ~C (F3) = 4. 
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Στο σώµα F5 έχουµε: 
 

x x3 + x = y2 y 
0 0 0 
1 2 - 
2 0 0 
3 0 0 
4 3 - 

 
Άρα αν συνυπολογίσουµε και το Ο έχουµε ότι # ~C (F5) = 4. 
 
Στο σώµα F7 έχουµε: 
 

x x3 + x = y2 y 
0 0 0 
1 2 3, 4 
2 3 - 
3 2 3, 4 
4 5 - 
5 4 2, 5 
6 5 - 

 
Άρα αν συνυπολογίσουµε και το Ο έχουµε ότι # ~C (F7) = 8. 
 
Θα αποδείξουµε τώρα ότι 4 | # ~C (Fp) για κάθε πρώτο p ≥ 3. 
 
∆ύο προφανή σηµεία της καµπύλης 
 

C~  :   y2 = x(x2 + 1)  (1) 
 
είναι το Ο και το (0, 0). 
 
∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 
 

- Αν p≡ 1 (mod 4) τότε 
−








1
p

 = 1 άρα υπάρχει x0 ∈ Fp τέτοιο ώστε 2
0x ≡ –1 (mod p) . 

Εποµένως, τα σηµεία ( x0 , 0) και (– x0 , 0) είναι κι αυτά σηµεία της (1). Μέχρι εδώ 
έχουµε βρει τέσσερα σηµεία. 
 
 Επιπλέον, αν για κάποιο x1 ισχύει x1( 2

1x  + 1) = c όπου c είναι τετραγωνικό υπόλοιπο 
mod p διάφορο του µηδενός τότε η y2 = c έχει δύο λύσεις, έστω y1 και y2. ∆ηλαδή, τα 
σηµεία ( x1 ,y1) και ( x1 ,y2) ανήκουν στην (1). Ακόµα ισχύει ότι − − + = −x x c1 1

2 1(( ) )  

και 
−






 =

−












 =









c
p p

c
p

c
p

1
. Εποµένως, η y2 = –c έχει δύο λύσεις, έστω y3 και y4, 

και τα σηµεία (– x1 , y3) και (– x1 , y4) ανήκουν στην (1). ∆ηλαδή παίρνουµε τετράδες 
λύσεων. 
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Οπότε, 4 | # ~C (Fp). 
 

- Αν p ≡ 3 (mod 4) τότε 
−








1
p

 = –1 και εποµένως ισχύει 
−






 =

−












 = −









c
p p

c
p

c
p

1
. 

Αν για κάποιο x1  ισχύει )1x(x 2
11 +  = c όπου c είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod p 

διάφορο του µηδενός τότε η y2 = c έχει δύο λύσεις. Αν το c δεν είναι τετραγωνικό 
υπόλοιπο mod p τότε για το – x1  ισχύει − − + = −x x c1 1

2 1(( ) )  όπου το –c είναι 
τετραγωνικό υπόλοιπο mod p. Άρα, µαζί µε τις δύο προφανείς λύσεις, θα έχουµε 

συνολικά 
p −

⋅ +
1

2
2 2  = p + 1 σηµεία πάνω στην ~C . Ισχύει p + 1 ≡ 3+1 ≡ 0 (mod 4). 

Οπότε, και πάλι, 4 | # ~C (Fp). 
 
Ας κοιτάξουµε τις οµάδες ~C (F3) και 

~C (F5) : 
 

~C (F3) = {O, (0, 0), (2, 1), (2, 2)} 
~C (F5) = {O, (0, 0), (2, 0), (3, 0)} 

 
Επειδή για ένα σηµείο Ρ = (x, y) ισχύει –P = (x, –y) έχουµε ότι το σηµείο P έχει τάξη 
δύο αν και µόνο αν y = 0. Άρα η ~C (F3) έχει µόνο ένα σηµείο τάξης δύο ενώ η ~C (F5) 
έχει τρία. Άρα 
 

~C (F3) ≅  Ζ4, 
~C (F5) ≅  Ζ2 × Z2  

 
Επειδή Φ ≤ ~C (F3) και Φ ≤ ~C (F5) οι µόνες περιπτώσεις είναι είτε η Φ να είναι 
τετριµµένη είτε κυκλική τάξης 2. Παρατηρούµε ότι (0, 0) ∈ C(Q) και είναι τάξης 
δύο, άρα συµπεραίνουµε ότι Φ = {O, (0, 0)}. 
 
 
Παράδειγµα 2.2.4   C :   y2  = x3 – 43x  + 166 
 
Η διακρίνουσα για αυτήν την καµπύλη είναι D = 23 16627)43(4 ⋅−−⋅−  = – 425984 = 

13215 ⋅− . 
 
Θα προσπαθήσουµε να βρούµε ένα σηµείο της καµπύλης µε ακέραιες συντεταγµένες 
χρησιµοποιώντας το ισχυρότερο του θεωρήµατος των Lutz – Nagell (πρόταση 
1.5.10). Έστω P = (x, y) ∈ C σηµείο µε ακέραιες συντεταγµένες. Πρέπει y2 | D. 
 
∆οκιµάζουµε για y = ±1: 
Έχουµε 1 = x3 – 43x + 166 ή x (x2 – 43) = –165 ή x (x2 – 43) = − ⋅ ⋅3 5 11. Επειδή η 
εξίσωση x2 ≡ 43 (mod p) είναι αδύνατη για p = 3, 5, 11 θα πρέπει x2 – 43 = ±1. 
∆ηλαδή x2 = 42 είτε x2 = 44. Άτοπο για x ακέραιο. 
 
∆οκιµάζουµε για y = ± 2: 
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Έχουµε 4 = x3 – 43x + 166 ή x (x2 –43) = –162 ή x (x2 –43) = − ⋅2 34 . Επειδή η 
εξίσωση x2 ≡ 43 (mod 3) είναι αδύνατη θα πρέπει x2 –43 = ± 1, ± 2. ∆ηλαδή x2 = 41, 
42, 44, 45. Άτοπο για x ακέραιο. 
 
∆οκιµάζουµε για y = ± 4: 
Έχουµε 16 = x3 – 43x +166 ή x (x2 – 43) = –150 ή x (x2 – 43) = − ⋅ ⋅2 3 52 . Επειδή η 
εξίσωση x2 ≡ 43 (mod p) είναι αδύνατη για p = 3, 5 θα πρέπει x2 – 43 = ±1, ±2. 
∆ηλαδή x2 = 41, 42, 44, 45. Άτοπο για x ακέραιο. 
 
∆οκιµάζουµε για y = ±8: 
Έχουµε 64 = x3 – 43x +166 ή x (x2 – 43) = –102. Η εξίσωση αυτή έχει λύση x = 3. 
 
Άρα το σηµείο P = (3, 8) µπορεί να έχει πεπερασµένη τάξη. 
 
Για να προσδιορίσουµε τη τάξη του στοιχείου P ας πάρουµε την αναγωγή της 
καµπύλης C modulo 5 και ας υπολογίσουµε τη οµάδα ~C (F5): 
 

C~  :  y2 = x3 + 2x + 1 
 

x x3 + 2x + 1 = y2  y 
0 1 1, 4 
1 4 2, 3 
2 3 - 
3 4 2, 3 
4 3 - 

 
Άρα αν συνυπολογίσουµε και το Ο έχουµε ότι # ~C (F5) = 7. 
 
Εποµένως, αν ord(P) > 7 τότε ord(P) = +∞ . Υπολογίζουµε το 2P: 
 

a = 0, b = –43, x1 = 3, y1 = 8, λ = 
3 3 43

2 8

2⋅ −
⋅

 = –1, ν = y1 – λx1 = 8 + 3 = 11. 

 Άρα, 2P = (x3, y3) όπου x3 = (–1)2 – 6 = –5 και y3 = –5 –11 = –16. ∆ηλαδή έχουµε ότι 
2P = (–5, –16). Ανάλογα βρίσκουµε ότι 3P = (11, –32 ), 4P = (11, 32), 5P = (–5, 16) 
και 6P = (3, –8) = –P. Άρα 7P = O και ord(P) = 7. Επειδή Φ ≤ ~C (F5) και P ∈ Φ 
ισχύει ότι Φ ≅  Ζ7 και µάλιστα 
 

Φ = <P> =  {O, (3, ±8), (–5, ±16), (11, ±32)}. 
 
 
Ένα δύσκολο πρόβληµα είναι να καθοριστούν ποιες τιµές είναι πιθανές για την τάξη 
των σηµείων πεπερασµένης τάξης µιας ελλειπτικής καµπύλης. Αναφέρουµε χωρίς 
απόδειξη το πολύ όµορφο αλλά και πολύ δύσκολο 
 
Θεώρηµα 2.2.5 (Mazur, 1976) Έστω Ε µια µη-ιδιάζουσα κυβική καµπύλη ορισµένη 
στο σώµα Q των ρητών αριθµών. Έστω ότι η Ε(Q) περιέχει ένα σηµείο 
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πεπερασµένης τάξης m. Τότε 1 ≤ m ≤ 10 είτε m = 12. Πιο συγκεκριµένα, η οµάδα των 
σηµείων πεπερασµένης τάξης της Ε είναι ισόµορφη µε µια από εξής οµάδες: 
 
(i) ΖΝ µε 1 ≤ Ν ≤ 10 είτε Ν = 12 
(ii) Ζ2 ×  Ζ2Ν µε 1 ≤ Ν ≤ 4. 
 
(∆ες [S1], σελίδα 58) 
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3. Η εικασία του Riemann 
(για αλγεβρικά σώµατα συναρτήσεων µια µεταβλητής µε συντελεστές από το 
πεπερασµένο σώµα Fq) 
 
Έχουµε δει ότι για κάθε πρώτο p υπάρχει ένα σώµα Fp µε p στοιχεία. Μάλιστα, 
δοθέντος πρώτου p και ακεραίου r ≥ 1 υπάρχει ακριβώς ένα σώµα Fq µε q = pr 
στοιχεία. Το σώµα Fq περιέχει το Fp και για κάθε α στο Fq ισχύει pα = 0. 
Αντιστρόφως, κάθε πεπερασµένο σώµα είναι ισόµορφο προς κάποιο Fq για κάποιο q 
= pr. Το σώµα Fq χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα όλα τα στοιχεία του να είναι 
ακριβώς οι ρίζες του πολυωνύµου 
 

f(X) = Xq −X 
 
δηλαδή 

 
f(X) = ∏

∈

−
qF

)X(
α

α  

 
Πρόταση 2.3.1 Έστω Κ σώµα το οποίο περιέχει το Fq. H απεικόνιση Fr: Κ → Κ µε 
τύπο Fr (x) = xq είναι ένας Fq-ενδοµορφισµός του δακτυλίου Κ. (Ενδοµορφισµός για 
τον οποίο ισχύει Fr(α) = α για κάθε α ε Fq). 
 
Απόδειξη Έστω x, y ∈  K. Τότε 
 
1. (x + y)q = xq + yq 
2. (xy)q = xq yq και αq = α αν α ε Fq. 
 
Ο δεύτερος ισχυρισµός δεν χρειάζεται απόδειξη. 
Ο πρώτος έπεται από το γεγονός ότι για τους διωνυµικούς συντελεστές στη σχέση 
 

(x + y)q = ∑
=








q

0j j
q

 x j y q – j 

 

για j = 1, …, q − 1, ισχύει 
k...21

q...)2jq)(1jq(
)!jq(!j

!q
j
q

⋅⋅⋅
⋅⋅+−+−

=
−

=







. Μπορούµε να 

γράψουµε τη σχέση σαν k...21
j
q

q...)2jq)(1jq( ⋅⋅⋅⋅







=⋅⋅+−+−− . Ο q = pr διαιρεί 

το αριστερό µέρος της σχέσης και δεν διαιρεί του 1, 2,…, k άρα διαιρεί το 







j
q

, και 

επειδή η χαρακτηριστική του σώµατος είναι p, µόνο ο πρώτος και ο τελευταίος όρος 

του αθροίσµατος «επιζούν», αφού 







=








q
q

0
q

 = 1 ενώ όλοι υπόλοιποι όροι είναι 

µηδέν. 
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 Έτσι, η απεικόνιση Fr: Κ → Κ είναι ένας Fq-ενδοµορφισµός του δακτυλίου Κ, ο 
οποίος µάλιστα ονοµάζεται ενδοµορφισµός του Frobenius. Ο ενδοµορφισµός του 
Frobenius επεκτείνεται φυσιολογικά, κατά συνιστώσες, στον αφινικό και προβολικό 
χώρο. 
 
 
Ενδιαφερόµαστε να υπολογίσουµε το πλήθος Νq των λύσεων στο Fq × Fq της 
εξίσωσης 

Y2 = f (X) 
 
όπου f (X) = AX3 + BX2 + CX + D ∈ Fq [X], πολυώνυµο τρίτου βαθµού (A ≠ 0) 
χωρίς πολλαπλές ρίζες (έχει µόνο απλές). Υποθέτουµε ότι p ≠ 2, 3 άρα, όπως δείξαµε 
στο κεφάλαιο 1, η εξίσωση µπορεί να γραφεί στη µορφή του Weierstrass (βλέπε 
ορισµό 1.4.7): 
 

Y2 = X3 + bX + c 
 
για κάποια b, c ∈  Fq. Μαζί µε το επ’ άπειρον σηµείο Ο, οι λύσεις αυτές σχηµατίζουν 
µια αβελιανή οµάδα τάξης qN′ = Nq + 1. Αυτή είναι η οµάδα των Fq ρητών σηµείων 
της ελλειπτικής καµπύλης Ε που καθορίζεται από την παραπάνω εξίσωση. Έστω q = 
p. Το 1924, ο Artin υπέθεσε την παρακάτω προσέγγιση για το Νp : Np − p≤ 2 p . 
Στην πραγµατικότητα, ένας ισοδύναµος τύπος αυτής της ανισότητας είναι το ανάλογο 
για το σώµα των ρητών συναρτήσεων που αντιστοιχεί πάνω στην καµπύλη Ε µε αυτό 
που υπέθεσε ο Riemann πολύ νωρίτερα για το σώµα των ρητών αριθµών, και είναι 
ευρέως γνωστό ως η εικασία του Riemann. Ο Gauss ήταν ο πρώτος που µελέτησε τη 
συµπεριφορά του Νp για τις διάφορες τιµές του p για την καµπύλη 
 

Y2 = X3 − 432 
 
Στην πραγµατικότητα έδωσε έναν ακριβή τύπο για το Νp. 
 
 
Θεώρηµα 2.3.2 (Gauss, 1801) Έστω Νp το πλήθος των λύσεων στο Fp × Fp της 
εξίσωσης Y2 = X3 − 432, p ≠ 2, 3. Τότε 
 
1. Νp = p για p ≡ 2 (mod 3) 
2. Αν p ≡ 1 (mod 3), υπάρχουν ακέραιοι Α, Β µοναδικοί κατά προσέγγιση 
προσήµου, τέτοιοι ώστε 4p = A2 + 27 B2. Αν το πρόσηµο του Α επιλεχθεί έτσι ώστε 
να ισχύει Α ≡ 1 (mod 3), τότε Νp = p + A − 2. Συγκεκριµένα, Νp − p≤ 2 p . 
 
Η εικασία του Artin αποδείχθηκε από τον Hasse το 1936. Αργότερα, το 1948 ο Weil 
τη γενίκευσε στο περίφηµο θεώρηµά του (η εικασία του Riemann για καµπύλες πάνω 
από πεπερασµένα σώµατα) και έκανε κάποιες εικασίες, γνωστές και σαν εικασίες του 
Weil. 
 
Θεώρηµα 2.3.3 Η εικασία του Riemann για καµπύλες πάνω από πεπερασµένα 
σώµατα (Weil). Το πλήθος Νq των σηµείων µε συντεταγµένες στο Fq πάνω σε µια 



2.3 Η εικασία του Riemann 39 

ανάγωγη, µη – ιδιάζουσα καµπύλη ορισµένη πάνω από το Fq και γένους g ικανοποιεί 
την ανισότητα 
 

Νq − q ≤ 2g q     (1) 
 
Ο Manin έδωσε µια πλήρη στοιχειώδη απόδειξη του θεωρήµατος του Hasse και µια 
απόδειξη µε χρήση θεωρίας εκτιµήσεων οφείλεται στον Zimmer. Η απόδειξη του 
Weil της εικασίας του Riemann εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την αλγεβρική 
γεωµετρία. Μια κάπως απλούστερη απόδειξη δόθηκε από τον Roquette. Αργότερα 
µια στοιχειώδης απόδειξη ξεκίνησε από τον Stepanov και ολοκληρώθηκε από τον W. 
Schmidt. Μια πολύ κοµψή, µα λιγότερο στοιχειώδης απόδειξη βασισµένη στη µέθοδο 
του Stepanov δόθηκε από τον Bombieri. Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία 
παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στα [Ch1] και [Ch2]. Εµείς εδώ θα 
περιοριστούµε στην απόδειξη του θεωρήµατος του Hasse ακολουθώντας την 
απόδειξη του Manin. 
 
Θεώρηµα 2.3.4 (Hasse, 1936) Έστω p ≠ 2, 3. Το πλήθος Np των λύσεων στο Fp × Fp 
της ελλειπτικής καµπύλης 
 

Y2 = X3 + bX + c 
 
όπου a, b ∈ Fp µε ∆ = − 4b3 − 27 c2 στο Fp

∗ τότε το Νp ικανοποιεί την ανισότητα 
 

Νp − p ≤ 2 p  
 
Παρατήρηση 2.3.5 Αν η καµπύλη είναι προβολική, υπάρχει ένα επιπλέον σηµείο (το 
επ’ άπειρον σηµείο). Τότε ο συνολικός αριθµός των σηµείων είναι Ν´q = Nq + 1 και ο 
τύπος του θεωρήµατος 2.3.3 γίνεται 
 

Ν´q − (q + 1) ≤ 2g q  
 
 
Στη συνέχεια θα εξηγήσουµε γιατί το θεώρηµα του Hasse λέγεται και εικασία του 
Riemann για την ελλειπτική καµπύλη. Κατ’ αρχήν υπενθυµίζουµε ότι η ζ-ήτα 
συνάρτηση του Riemann ορίζεται ως εξής ζ(s) = ∑

∈

−

Nn

sn , για s ∈  C µε Re(s) > 1. 

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση επεκτείνεται αναλυτικά σ’ όλο το µιγαδικό επίπεδο 
εκτός από τον µοναδικό, απλό, πόλο για s = 1. Επιπλέον επαληθεύει µια 
συναρτησιακή εξίσωση η οποία συνδέει την ζ(s) µε την ζ(1 – s). Ακριβέστερα, αν ξ(s) 

= π 2
s

−
 Γ(

2
s ) ζ(s) τότε ισχύει ξ(s) = ξ(1 – s), όπου Γ(s) είναι η γνωστή Γ-συνάρτηση. 

 
Η εικασία του Riemann αναφέρεται στην υπόθεση ότι όλες οι ρίζες της συνάρτησης 

ζ(s) για 0 ≤ Re(s) ≤ 1 βρίσκονται πάνω στον άξονα µε Re(s) = 
2
1 . Για ελλειπτικές 

καµπύλες τώρα Ε ορισµένες πάνω από ένα πεπερασµένο σώµα Fp η ζήτα συνάρτηση 
ορίζεται ως 
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Ζ(
PF

E , Τ) = 
)pT1)(T1(

pTT1 2
p

−−

+− α
, 

 
όπου αp = αp(E) = p – Np. Παραλείπουµε εδώ να αναφέρουµε τις ιδιότητες της 
συνάρτησης αυτής, ανάλογες της ζ-ήτα συνάρτησης του Riemann. Λόγω του 
θεωρήµατος του Hasse, έπεται ότι το τριώνυµο pΤ2 – αpΤ + 1 έχει διακρίνουσα 
 

∆(Ε) = α 2
p  – 4p < 0. 

 
Οι δύο ρίζες του τριωνύµου θα είναι εποµένως συζυγείς µιγαδικές, έστω a και a . 
Εποµένως, θα έχουµε: 
 

1 – αpΤ + pΤ2 = (1 – aΤ) (1 – a Τ) 
 
όπου a + a  = αp και |a| = | a | = p . 
 
Αν τώρα αλλάξουµε τη µεταβλητή Τ = p–s όπου s = σ + it ∈ C και ορίσουµε 
 

ζ (
PF

E , s) : = Z (
PF

E , p–s) = 
)p1)(p1(

pp1
s1s

s21s
p

−−

−−

−−

+− α
 

 
Έχουµε: 
 
ζ (

PF
E , s) = 0 τότε και µόνο τότε όταν 1 – ap–s = 0 ή 1 – a p–s = 0. ∆ηλαδή ότι ps = a 

ή ps = a . Τώρα, επειδή |ps| = pRe(s) = pσ έχουµε ότι η σχέση |ps| = p  είναι ισοδύναµη 

µε σ = 
2
1 , δηλαδή την αλήθεια της εικασίας του Riemann για την ζ(

PF
E , s). 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η εικασία του Riemann για την συνάρτηση ζ(
PF

E , s) είναι 

ισοδύναµη µε το ότι |a| = | a | = p . Για το πολυώνυµο P(T)= 1 – αpΤ + pΤ2 ισχύει ότι 

|αp| = |a + a | ≤  |a| + | a | = 2 p . ∆ηλαδή Νp − p≤ 2 p . Αποδείξαµε ότι η εικασία 
του Riemann για την συνάρτηση ζ(

PF
E , s) συνεπάγεται το θεώρηµα του Hasse και 

αντιστρόφως. 
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4. Η κατά Manin απόδειξη του θεωρήµατος του Hasse 
 
Πρώτα πρώτα, ας επισηµάνουµε ότι το θεώρηµα του Hasse: 
 
Αν p πρώτος διάφορος του 2 και του 3 και Np το πλήθος των λύσεων στο Fp × Fp 
της εξίσωσης 
  

Y2 = X3 + bX + c 
 

όπου b, c ∈ Fq µε ∆ = − 4b3 − 27 c2 στο Fp
∗ τότε το Νp ικανοποιεί την ανισότητα 
 

Νp − p≤ 2 p , 
 
ισχύει και στην περίπτωση που θα αντικαταστήσουµε το p µε q = pr. 
 
Ορισµός 2.4.1 Έστω Ε1, Ε2 δύο ελλειπτικές καµπύλες πάνω από ένα σώµα Κ. Τότε η 
Ε1 είναι ένα twist της Ε2 αν οι Ε1 και Ε2 γίνονται ισόµορφες πάνω από µια 
πεπερασµένη επέκταση L του Κ. 
 
Παράδειγµα 2.4.2 Έστω Ε1, Ε2 δύο ελλειπτικές καµπύλες πάνω από το σώµα Q των 
ρητών αριθµών, που δίνονται από τις εξισώσεις 
 

Ε1 : Y2 = X3 + bX + c 
 

E2 : d Y2 = X3 + bX + c 
 
όπου a, b, d ∈  Z και d ελεύθερος τετραγώνου (square-free). 
 
Οι Ε1 και Ε2 δεν είναι ισόµορφες στο Q, αν όµως πάρουµε την πεπερασµένη 
επέκταση L = Q( d ), τότε η Ε2 γράφεται στο L: 
 

Ε2 : ( d Y)2 = X3 + bX + c 
 
Τότε υπάρχει ισοµορφισµός Φ : Ε1 → Ε2 που ορίζεται από (X, Y) a  (X, d Y). 
Εποµένως η Ε1|Q είναι twist της Ε2|Q. 
 
Πρόταση 2.4.3 Έστω Κ = Fp(x) το σώµα των ρητών συναρτήσεων µιας µεταβλητής 
πάνω από το Fp και ας υποθέσουµε ότι το Ε είναι η ελλειπτική καµπύλη µε εξίσωση: 
 

Ε : Y2 = X3 + bX + c (b, c ∈ Fp)  (1) 
 
Η Ε ορίζεται πάνω από το Fp άρα και πάνω από το Κ = Fp(x) 
 
Αν Ελ είναι η ελλειπτική καµπύλη που δίνεται από την εξίσωση 
 

Eλ : λ Y2 = X3 + bX + c     (2) 
 
όπου λ = λ(x) = x3 + bx + c ∈ K = Fp(x) 
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τότε οι Ε και Ελ ορίζονται και οι δύο πάνω από το Κ και η Ελ είναι µια twist της Ε 
πάνω από το Κ. 
 
Απόδειξη Όπως και στο παράδειγµα, παίρνουµε την πεπερασµένη επέκταση L = 
Κ( λ ), τότε οι Ε και Ελ ορίζονται πάνω από το L και η Ελ γράφεται: 
 

Ελ : ( λ Y)2 = X3 + bX + c 
 
Τότε υπάρχει ισοµορφισµός Φλ : Ε → Ελ µε τύπο (X, Y) a  (X, λ Y). Εποµένως η 
Ε|Κ είναι twist της Ελ|Κ. 
 
 
Για να αποδείξουµε το θεώρηµα του Hasse, πρέπει να θεωρήσουµε την οµάδα Ελ(Κ) 
των Κ-ρητών σηµείων πάνω στην Ελ. 
 
Έστω P = (X1, Y1), Q = (X2, Y2), P+Q = (X3, Y3) = (X1, Y1) + (X2, Y2) ∈ Ελ(Κ). Θα 
δώσουµε κάποιους τύπους αντίστοιχους µε τους 1.5.14 και 1.5.15 που θα µας 
επιτρέπουν να υπολογίζουµε το P+Q εύκολα. 
 
 
Αν Χ1 ≠ Χ2, όπως και στο κεφάλαιο 1, γράφουµε την ευθεία L που ορίζουν τα P και Q 

στη µορφή Y = κX + ν όπου τα κ και ν δίνονται από τους τύπους κ = 
12

12

XX
YY

−
−

και ν = 

Υ1 – κΧ1 = Υ2 – κΧ2. Από την κατασκευής της η ευθεία L τέµνει την καµπύλη E στα 
σηµεία P, Q. Για να υπολογίσουµε το τρίτο σηµείο τοµής PQ αντικαθιστούµε το Y 
από την προηγούµενη σχέση στον τύπο της E. 
 

λ(κX + ν)2 = X3 + bX + c 
 
ή αλλιώς 
 

X3 – λκ2 X2 + (b –2λκν)X + (c – ν2) = 0 
 
Η τελευταία σχέση είναι µια εξίσωση τρίτου βαθµού ως προς X και έχει σαν ρίζες τα 
Χ1, Χ2, Χ3 οπότε ισχύει: 
 

X3 – λκ2 X2 + (b –2λκν)X + (c –ν2) = (X –Χ1) (X –Χ2) (X –Χ3) (2.4.4) 
 
Εποµένως, ισχύει: Χ1 + Χ2 + Χ3 = – (–λκ2) ή αλλιώς 
 

Χ3 = λκ2 –Χ1 –Χ2 και Υ3 = κΧ3 + ν (2.4.5) 
 
οπότε, αντικαθιστώντας και τα κ και ν, έχουµε 
 

Χ3 = λ
2

12

12

XX
YY









−
−

– (Χ1 + Χ2) και Υ3 = 
12

12

XX
YY

−
−

(Χ3 –Χ1) + Υ1 (2.4.6) 

 
 
Ανάλογα αν (Χ, Y) = 2(X1, Y1) τότε 
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Από την σχέση λY2 = X3 + bX + c έχουµε ότι κ = 
)Y,X( 11

dX
dY  = 

1

2
1

Y2
bX3

λ
+

. 

Αντικαθιστούµε το κ στους τύπους 1.5.12 και το λΥ2 µε Χ3 + aΧ + b και βρίσκουµε: 
 

Χ3 = 
)cbXX(4

)bX3(

1
3
1

22
1

++
+

 –2Χ1 =
)cbXX(4

bcX8bX2X

1
3
1

2
1

2
1

4
1

++
+−−

 (2.4.7) 

 
 
Αν στην εξίσωση (2) θέσουµε Χ = x ∈  Κ = Fp(x), τότε έχουµε: 
 

λΥ2 = x3 + bx + c ή λΥ2 = λ ή Υ2 = 1 ή Υ = ±1. 
 
Άρα δύο λύσεις της (2) είναι 
 

(x, 1) και (x,−1) = − (x, 1) 
 
Μία λιγότερο προφανής λύση είναι: 

X0 = xp, Y0 = (x3 + bx + c) 2
1p−

 
 
Πράγµατι, αν (X0, Y0) σηµείο της Ελ µε Χ0 = xp τότε λ 2

0Y  = (xp)3 + bxp + c ή λόγω 
της πρότασης 2.3.1: 
 

λ 2
0Y  = (x3 + bx + c)p 

 

Ισχύει: (x3 + bx + c)p = (x3 + bx + c) (x3 + bx + c)p–1 = λ 
2

2
1p

3 )cbxx( 







++

−

. 

Εποµένως, λ 2
0Y  = λ

2

2
1p

3 )cbxx( 







++

−

 ή 2
0Y  = 

2

2
1p

3 )cbxx( 







++

−

. 

 
Από την τελευταία σχέση προκύπτει και η ορθότητα του ισχυρισµού αφού 
 

(x3 + bx + c) 2
1p−

 = λ 2
1p−

∈ Κ. 
 
 
Έστω (Χn, Yn) = (Χ0, Y0) + n(x, 1) n ∈ Z      (2.4.8) 
 
Αν (Χn, Yn) ≠ 0 αποδεικνύεται ότι Xn ≠ 0. (∆ες παρακάτω λήµµα 2.5.1) 

Γράφουµε το Xn σαν ανάγωγο κλάσµα στη µορφή Xn = 
n

n

Q
P  όπου Qn, Pn ∈ Fp[x] και 

Pn µονικό και ορίζουµε την συνάρτηση: 
 

d: Z → { 0, 1, 2, 3, ...} 
όπου 
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d(n) = 


 =

=
ςαλλι

αν
ώ),Pdeg(

0)Y,X(,0
d

n

nn
n  

 
Σύµφωνα µε τον ορισµό του Pn η συνάρτηση d είναι καλά ορισµένη. 
 
Η απόδειξη του Manin βασίζεται στην ακόλουθη βασική ταυτότητα: 
 
ΒΑΣΙΚΗ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑ: dn−1 + dn+1 = 2dn + 2. 
 
(Η απόδειξη της βασικής ταυτότητας βρίσκεται στην παράγραφο 2.5) 
 
Η σύνδεση µεταξύ του θεωρήµατος του Hasse και της συνάρτησης d(n) είναι η 
ακόλουθη ταυτότητα: 
 

d −1 − d0 − 1 = Np − p    (2.4.9) 
 
Για να αποδείξουµε την (2.4.9) θα χρειαστεί να απλοποιήσουµε τη ρητή συνάρτηση 
Χ−1 µέχρις ανάγωγου κλάσµατος. 
 
Ο τύπος (2.4.8) µας δίνει ότι (Χ−1, Y−1) = (Χ0, Y0) + (x, −1). Από τον νόµο πρόσθεσης 
(2.4.6) έχουµε: 

 

Χ − 1 = λ
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( )2p

2

2
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







+++

−

– (xp + x) = 

= 
( ) ( )

( )2p

2

2
1p

33

xx

1cbxxcbxx

−


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2
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
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
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 = 

= ( )2p

32p1p2p32
1p
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xx

)xxxx(2)cbxx(

−

+−−−
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




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+
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. 

 
Οπότε µε χρήση της πρότασης 2.3.1 
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Χ − 1 = ( )2p

32p1p2p32
1p

pp3

xx

)xxxx(2)cbxx(

−

+−−−




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
++++ ++

+

λλ
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 = ( )2p

32p1p2p32
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pp3
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)xxxx2cbxx

−

−++−++++ ++
+

λλ  = 

= 
( )2p

32
1p

p2p1p2

xx
cx2bxxx

−

+−++++
+

++ λλ . 

To λ είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού ως προς x ενώ το λ 2
1p+

 είναι βαθµού 3
2

1p + , 

βαθµού δηλαδή µικρότερου του 2p. Εποµένως, 
 

Χ − 1 = 2p

1p2

)xx(
)x(Rx

−
++

 

 
όπου R(x) είναι πολυώνυµο βαθµού το πολύ 2p. 
 

Για να γράψουµε το Χ−1 σαν ανάγωγο κλάσµα 
1

1

Q
P

−

−  παρατηρούµε πρώτα απ’ όλα ότι 

(xp − x) = x(x − 1) . . .(x − p + 1) 
 
Άρα για τον παρονοµαστή ισχύει: 
 

(xp − x)2 = x2 (x − 1)2 . . .(x − p + 1)2 
 
Όπως φαίνεται από την αρχική σχέση που δώσαµε για το Χ−1 (δες σελίδα 44) για να 
απλοποιηθεί κάποιος παράγοντας από τον παρονοµαστή πρέπει να διαιρεί από τον 

αριθµητή είτε το 
2

2
1p

3 )cbxx( 







++

−

+ 1 είτε το λ = x3 + bx + c. Εποµένως, οι µόνοι 

παράγοντες που απλοποιούνται από τον παρονοµαστή είναι: 
 

− είτε (x − r)2 όταν (r3 + rx + c) 2
1p−

 = − 1 δηλαδή όταν για το σύµβολο του Legendre 

ισχύει 






 ++
p

cbrr 3

 = − 1 

− είτε x − r όταν r3 + br + c = 0 (0 ≤ r < p). 
 
Αν m το πλήθος των κοινών παραγόντων του πρώτου είδους και n του δεύτερου τότε  
 

d −1 = deg P−1 = 2p + 1 − 2m − n 
 
Αλλά, 

d0 = deg(P0) = deg (xp) = p   (2.4.10) 
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Οπότε, 

     d −1 − d0 = p + 1 − 2m − n   (2.4.11) 
 

Παρατηρούµε επίσης ότι κάθε r στο Fp µε r3 + ar + b ≠ 0 και 






 ++
p

cbrr3

 = 1 θα 

δώσει δύο λύσεις ενώ θα πάρουµε µόνο µία λύση από την r3 + br + c = 0. Έχουµε ότι 








 ++
p

cbrr3

 = 1 ισχύει για p – m – n τιµές του r ενώ r3 + br + c = 0 ισχύει n τιµές. 

 
Οπότε, Νp = 2(p − m − n) + n ή Νp = 2(p − m ) − n και η σχέση (2.4.9) προκύπτει από 
την (2.4.11). 
 
Λήµµα 2.4.12 Η συνάρτηση d(n) είναι ένα τετραγωνικό πολυώνυµο δευτέρου βαθµού 
του n. Ακριβέστερα ισχύει: 
 

dn = n2 − (d −1− d0 − 1) n + d0 
 
Απόδειξη 
Πρώτα, θα αποδείξουµε ότι το λήµµα αληθεύει για n = −1 και n = 0.  
Για n = −1 η ισότητα γράφεται 
 

d −1 = (−1)2 − (d −1 − d0 − 1)( −1) + d0 ή d −1 = 1 + d −1 − d0 − 1 + d0 
 
Άρα το λήµµα αληθεύει για n = −1. 
 
Για n = 0 η ισότητα γράφεται 
 

d0 = 02 − (d −1 − d0 − 1) 0 + d0 ή d0 = d0. 
 
Άρα το λήµµα αληθεύει και για n = 0. 
 
Στη συνέχεια θα εργασθούµε επαγωγικά ως προς n. 
Ας υποθέσουµε ότι αληθεύει για n −1 και n (n ≥ 0). 
 
Από τη βασική ταυτότητα ισχύει 
dn+1  = 2dn − dn−1 + 2 

= 2[n2 − (d −1 − d0 − 1)n + d0] − [(n − 1)2 − (d −1 − d0 − 1) (n − 1) + d0] + 2 
= (n + 1)2 − (d −1 − d0 − 1) (n + 1) + d0. 

 
Άρα αποδείξαµε το λήµµα για n + 1. Με επαγωγή το λήµµα ισχύει για όλα τα n ≥ − 1. 
Με ανάλογο τρόπο, αποδεικνύεται ότι ισχύει και για όλα τα n ≤ 0. 
 
 
Απόδειξη του θεωρήµατος του Hasse 
 
Ορίζουµε το δευτεροβάθµιο πολυώνυµο 
 

d(x) = x2 − (d −1 − d0 − 1)x + d0 = x2 − (Np − p)x + d0 
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∆είξαµε ότι d0 = p (δες 2.4.10). Εποµένως, η διακρίνουσά του πολυωνύµου d(x) είναι 
 

D = (Np − p)2 − 4p. 
 
Αν δείξουµε ότι D ≤ 0 για κάθε p θα έχουµε αποδείξει και το θεώρηµα του Hasse. Η 
διακρίνουσα D δεν µπορεί να είναι θετική, για οποιοδήποτε p, αλλιώς το πολυώνυµο 
d(x) θα είχε δυο διακεκριµένες µεταξύ τους πραγµατικές ρίζες. Έστω α, β (α < β) 
αυτές οι ρίζες. Ανάµεσα τους το πολυώνυµο δίνει µόνο αρνητικές τιµές. Επειδή, για 
κάθε n ∈ Ζ ισχύει d(n) ≥ 0, έπεται ότι οι δύο ρίζες του πολυωνύµου θα βρίσκονται 
µεταξύ δύο διαδοχικών ακεραίων δηλαδή υπάρχει n0 ∈ Z τέτοιο ώστε: 
 

n0 ≤ α < β ≤ n0 + 1 
 
Επιπλέον, οι δύο ισότητες δεν µπορούν να ισχύουν ταυτόχρονα γιατί, λόγω του 
ορισµού της η d(n), δεν µπορεί να είναι µηδέν για δύο συνεχόµενους ακέραιους αφού 
αν έχουµε d

0n  = 0 τότε έπεται ότι (X
0n ,Y

0n ) = 0 τότε όµως ισχύει ότι (X
0n +1,Y 0n +1) = 

(X
0n ,Y

0n ) + (x, 1) = (x, 1) και εποµένως d(n0 + 1) = 1 ≠  0. 
 
Άρα από τους αριθµούς α, β το πολύ ένας µπορεί να είναι ακέραιος. Οπότε, λόγω της 
ανισότητας, ισχύει ότι (α − β) ∉ Ζ. Από αυτή την σχέση καταλήγουµε σε άτοπο γιατί 
αφού τα α, β είναι ρίζες της d(x) αυτό σηµαίνει ότι D = (α + β)2 – 4αβ = (α − β)2 . 
Εποµένως, θα έπρεπε D ∈ Ζ και ταυτόχρονα (α − β)2 ∉ Ζ 
 
Άρα (Np − p)2

 − 4p ≤ 0 το οποίο αποδεικνύει το θεώρηµα. 
 
 
Η απόδειξη του Manin περιλαµβάνεται µεταξύ άλλων, και στο βιβλίο του Franz 
Lemmermeyer, Elliptishe Kurven I, (Μπορείτε να το βρείτε στο διαδίκτυο στην 
διεύθυνση: http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/ellc.html). Ο κύριος 
Lemmermeyer ενηµέρωσε το δάσκαλό του καθηγητή κύριο Peter Roquette σχετικά µε 
την ύπαρξη της απόδειξης αυτής. Ακολουθεί αντίγραφο της επιστολής του κυρίου 
Roquette προς τον κύριο Lemmermeyer στα Γερµανικά όπου αποδεικνύεται ότι η 
απόδειξη του Manin είναι κατ’ ουσία η ίδια µε την απόδειξη του Hasse. 
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29.4.1998 
 
Lieber Herr Lemmermeyer, 
 

besten Dank für die Zusendung Ihres Maninshen Beweises. Bei der Lektüre Ihres 
Aufschriebs habe ich mich daran erinnern können, daß ich den Maninshen Beweis 
seinerzeit studiert habe; es ist schon lange her. Und ich kann mich auch an den 
Eindruck erinnern, den ich damals nach der Lektüre der Arbeit hatte, nämlich daß dies 
in der Tat im wesentlichen derselbe Beweis wie bei Hasse ist, nur eben unter 
Benutzung der expliziten Formel für das Additionstheorem der elliptischen 
Funktionen, was Hasse wegen Charakteristik 2 und 3 vollständig vermeiden wollte 
(und vermieden hat), und unter Weglassung der strukturellen Deutung der 
eingeführten Begriffe (was ebenfalls nicht im Sinne von Hasse war). 

Allerdings hat natürlich der Maninsche Beweis einen gewissen Wert zum Vortrag 
in einer Vorlesung für Hörer mit wenigen Vorkenntnissen: das sei ihm gerne 
zugestanden. (Aufgabe: führe diesen Beweis für Charakteristik 3 und 2 durch!) 

Lassen Sie mich vielleicht erklärren, wie ich die Sache sehe. Die Fq-rationalen 
Punkte von E sind definitionsgemäß gekennzeitchnet als die Fixpunkte der Frobenius-
Isogenie π von E. Das ist der Grund dafür, daß der Hassende Beweis der Begriff 
„Isogenie“ benutzt (er sagt: „Meromorhismus“). 

Sie X = (x, y) ein allgemeiner Punkt von E (über einem Definitionskörper K, den 
wir der Einfachheit halber als algebraisch abgeschlossen voraussetezen wollen, was 
aber nicht notwendig ist). Es ist also y2 = x3 – ax – b. Es ist K(X) = K(x, y) der 
Funktionenkörper von E. Jede Isogenie µ wird dann gegeben durch der Punkt µX = 
(xµ, yµ), der rational ist in K(X). Die „Norm” von µ wird definiert durch den 
Körpergrad: 

 
N(µ) = [K(X) : K(µX)]    (1) 

 
In der Regel ist N(µ) gleich der Anzahl der Punkte im Kern von µ, nämlich dann 
wenn µ separabel ist (d.h. wenn K(X) separabel ist über K(µX)). Hierbei muß man 
aber den unendlich fernen Punkt mitzählen, die Kurve E also projectiv auffassen. 
Insbesondere folgt 
 

N(π – 1) = Nq + 1     (2) 
 
denn die Fq-rationalen Punkte bilden den Kern von π – 1. (Die 1 auf der linken Seite 
bezeichnet die identische Isogenie; die 1 auf der rechten Seite von (2) ist natürliche 
Zahl; sie zählt den unendlich fernen Punkt: wie bei Ihnen schreibe ich hier also Nq für 
die Anzahl der Fq-rationalen Punkte im endlichen. 

Die obige Formel (2) ist die Formel (#E(Fq) = Nq + 1 = d –1) bei Ihnen. […] 
Der Hassesche Beweis besteht nun darin, die Normenadditionsformel zu beweisen: 
 

N(µ + ν) + Ν(µ – ν) = 2Ν(µ) + 2Ν(ν)    (3) 
 
welche zeigt, daß die Norm eine quadratische, positiv definite Form definiert auf der 
additiven Gruppe der Isogenien (wozu auch die uneigentliche Isogenie 0 gezählt 
wird). 
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Natürlich genügt es im Hinblick auf (2), diejenige Untergruppe zu betrachten, die 
aufgespannt wird von der Eins-Isogenie 1 und der Frobenius-Isogenie π = πq zu Fq. 
Und weiter genügt es, für die Folge µn = 1 – nπ die Regel 
 

N(µn + 1) + N(µn – 1) = 2 N(µn) + 2    (4) 
 
zu zeigen (was ein Spezialfall von (4) ist). Man sieht den Zusammenhang mit der von 
Ihnen so genannten „Grundrelation”: d n –1 + dn + 1 = 2dn + 2. 

Den einzigen neuen Gedanken von Manin sehe ich darin, die Isogenenien µ von E 
darzustellen als K(x)-rationale Punkte der getwisteten Kurve 
 

Eλ : λz2 = u3 + au + b wobei   λ = x3 + ax + b.    (5) 
 
Zu jeder Isogenie µ von E gehört ein K(x)-rationaler Punkt (u, z) von Ελ, nämlich u = 
xµ, z = yµ / y, und zwar ist dabei υ ∞ (u) < 0, wobei υ ∞  die Bewertung der unendlichen 
Stelle von K(x) ist, also der negative Grad einer rationalen Funktion. Und umgekehrt: 
jedem K(x)-rationalen Punkt (u, z) von Eλ entspricht auf diese Weise eine isogenie µ, 
derart daß xµ = u und yµ = yz. (Der unendlich ferne Punkt von Eλ gehört zur 
uneigentlichen Isogenie µ = 0.) 

Dabei entspricht der Addition von Isogenien die Addition von Punkten der 
getwisteten Kurve. Und die Norm einer Isogenie ist 
 

Ν(µ) = [K(X) : K(µX)] = [K(x) : K(xµ)] = [K(x) : K(u)]  (6) 
 
Schriebt man u = f / g mit teilerfremden Polynomen f, g, so ist υ ∞ (u) = – Grad(f) + 
Grad(g) < 0 und daher 
 

[K(x) : K(u)] = Grad(f)    (7) 
 
Somit sehen wir, daß die auf Seite 3 Ihres Manuskripts eingenführte Zahl dn nichts 
anderes ist als die Norm der zugenhörigen Isogenie. 

Dieser Zusammenhang erlaubt es Manin, dem Leser den Begriff der Isogenie 
vorzuenthalten und mit rationalen Punkten der getwisteten Kurve zu rechnen. In 
Wahrheit ist es aber, wie gesagt, der Hassesche Beweis. 
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5. Απόδειξη της Βασικής Ταυτότητας 
 
Για την απόδειξη θα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα: 
 
Λήµµα 2.5.1 Αν (Χn, Yn) ≠ 0 τότε deg Pn > deg Qn, ειδικότερα Χn ≠ 0. 
 
Απόδειξη Για να αποδείξουµε ότι ο βαθµός του αριθµητή µιας ανάγωγης ρητής 
συνάρτησης R(x) στο Fp(x) είναι µεγαλύτερος από το βαθµό του παρονοµαστή, 
συνήθως υπολογίζουµε το R(x) όταν x → ∞  και δείχνουµε ότι ∞=

∞→
)x(Rlim

x
. 

 
Το λήµµα προφανώς ισχύει για n = 0 αφού Χ0 = xΡ και degP0 = deg xP > deg 1 = 
degQ0. 
 
Το λήµµα ισχύει επίσης και για όλα τα n > 0 για τα οποία (Χn−1, Yn−1) = 0 γιατί τότε 
(Χn, Yn) = (x, 1) και degPn = deg x > deg 1 = degQn. 
 
Υποθέτουµε ότι το λήµµα ισχύει για κάποιο n ≥ 0 για το οποίο (Χn−1, Yn−1) ≠ 0. 
Συνεχίζουµε επαγωγικά. 
 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι το λήµµα ισχύει για n + 1 και θα το έχουµε δείξει για όλα 
τα n ≥ 0. ∆ηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι αν (Χn+1, Yn+1) ≠ 0 τότε έπεται ότι degPn+1 > 
degQn+1. 
 
Ισχύει: 
 

λΥ2
n+1 = X3

n+1 + bXn+1 + c    ή   Υ2
n+1 = 

cbxx
cbXX

3
1n

3
1n

++
++ ++ . 

 

Ακόµα, επειδή Χn+1(x) = 
)x(Q
)x(P

1n

1n

+

+  ισχύει ότι 

 
∞<+∞→

)x(Xlim 1nx
 ⇔  deg Pn+1(x) ≤ deg Qn+1(x) 

 
Εποµένως, ο αριθµητής στην παραπάνω έκφραση του Υ2

n+1 όταν x → ∞  είναι 
µικρότερος του ∞  όταν ισχύει deg Pn+1(x) ≤ deg Qn+1(x). Τότε όµως ο παρονοµαστής 
τείνει στο ∞ . 
 
Οπότε: 

)x(Ylim 1nx +∞→
 = 0 ⇔ deg Pn+1(x) ≤ deg Qn+1(x) 

 

Συνεπώς,  ≠+∞→
)x(Ylim 1nx

 0 ⇔ deg Pn+1(x) > deg Qn+1(x) 

 
Θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. 
 
Υποθέτουµε ότι deg Pn+1(x) ≤ deg Qn+1(x). ∆ηλαδή )x(Ylim 1nx +∞→

 = 0.
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Ισχύει     (Χn+1, Yn+1) = (Χn, Yn) + (x, 1)  
 
ή αλλιώς 
 

(Χn+1,−Yn+1) + (Χn, Yn) + (x, 1) = 0   (2.5.2) 
 
Άρα τα σηµεία (Χn+1, −Yn+1), (Χn, Yn), (x, 1) βρίσκονται πάνω σε ευθεία. 
 
 
Η εξίσωση της ευθείας L που περνάει από τα (Χn, Yn) και (x, 1) είναι 
 

L : Υ − 1 = 
n

n

Xx
Y1

−
−  (X – x) 

 
  
Το (Χn+1, −Yn+1) είναι σηµείο της L άρα έχουµε 
 

 −Yn+1 − 1 = 
n

n

Xx
Y1

−
−

 (Xn+1 – x) 

ή      Yn+1 + 1 = 
n

n

Xx
Y1

−
−  (x – Xn+1) 

ή      Yn+1  = 
n

n

Xx
Y1

−
−

 (x – Xn+1) − 1 

Οπότε, επειδή )x(Ylim 1nx +∞→
 = 0 έπεται ότι 








−−

−
−

+∞→
1)Xx(

Xx
Y1lim 1n

n

n

x
 = 0 ή αλλιώς ότι 

∞→x
lim



















−





 −

−

− + 1
x

X1

x
X1

Y1 1n

n

n  = 0 

 
αλλά, αφού deg Pn+1(x) ≤ deg Qn+1(x) ισχύει deg Pn+1(x) < deg Qn+1(x) + 1 δηλαδή 
degPn+1(x) < deg [xQn+1(x)] και εποµένως, 
 

∞→x
lim

x
X 1n+  = 

∞→x
lim

1n

1n

xQ
P

+

+  = 0    (2.5.3) 

 
∆ηλαδή, ισχύει ότι 
 

∞→x
lim

x
X1

Y1
n

n

−

−  = 1   (2.5.4) 

 
Ο νόµος της πρόσθεσης (addition formula) (2.4.6) δίνει: 
 

Χn+1 = 
2

n

n

Xx
Y1









−
−

(x3 + bx + c) – (x + Xn) 
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Οπότε παίρνουµε 
 

x
X 1n+  = x

X1
x
c

x
b1

x
X1

Y1 n
32

2

n

n −−





 ++



















−

−
  (2.5.5) 

 
 
Από τις σχέσεις (2.5.3) και (2.5.5) συµπεραίνουµε ότι: 
 

→



















−−





 ++



















−

−
→ x

X1
x
c

x
b1

x
X1

Y1lim n
32

2

n

n

0x
 0 

 
Λόγω όµως της σχέσης (2.5.4) έπεται ότι 
 



















−−





 ++



















−

−
→ x

X1
x
c

x
b1

x
X1

Y1lim n
32

2

n

n

0x
 =  

= 

























 ++



















−

−
→ 32

2

n

n

0x x
c

x
b1

x
X1

Y1
lim  –1 – 

x
Xlim n

0x→
 = 

= 1 –1 – 
x

X
lim n

0x→
 = 

= – 
x

X
lim n

0x→
 

 

∆ηλαδή →
→ x

Xlim n

0x
 0. 

 
Αυτό όµως, σηµαίνει ότι deg Pn(x) < deg [xQn(x)]. Οπότε deg Pn(x) ≤ deg Qn(x), το 
οποίο είναι άτοπο λόγω της υπόθεσης της µαθηµατικής επαγωγής ότι 
deg Pn(x) > deg Qn(x). 
 
Αυτή η αντίφαση αποδεικνύει και το λήµµα για κάθε n ≥ 0. Η απόδειξη για n ≤ 0 
γίνεται ανάλογα. 
 
 
Τώρα θα αποδείξουµε τη βασική ταυτότητα: dn − 1 + dn +1 = 2dn + 2 
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1. Αν ένα από τα (Χn−1, Yn−1), (Χn, Yn), (Χn+1, Yn+1) είναι µηδέν τότε η βασική 
ταυτότητα είναι τετριµµένη. 

 
Πράγµατι, χρησιµοποιούµε τη σχέση (2.5.2) και έχουµε: 
 

i. Αν (Χn,Yn) = 0 έπεται ότι (Χ0,Y0) + n(x, 1) = 0. 
Τότε, (Χn+1, Yn+1) = (Χ0,Y0) + (n+1) (x, 1) = (Χ0,Y0) + n(x, 1) + (x, 1) = 0 + (x, 1) = 
(x, 1). 
∆ηλαδή Χn+1 = x, Yn+1 = 1 
Ακόµα (Χn−1, Yn−1) = (Χn, Yn) − (x, 1) = − (x, 1) = (x, −1) 
 
Οπότε Χn−1 = x, Yn−1 = − 1 
Και τελικά dn = 0 και dn−1 = dn+1 = 1 

 
ii. Αν (Χn−1, Yn−1) = 0 έπεται ότι (Χn, Yn) = (Χ0, Y0) + n(x, 1) 

ή αλλιώς (Χn, Yn) = (Χ0, Y0) + (n − 1)(x − 1) + (x, 1) = (Χn−1, Yn−1) + (x, 1) = (x,1) 
 
Άρα dn−1 = 0, dn = 1. 
 
Από το νόµο της πρόσθεσης (2.4.7) έχουµε: (Χn+1, Yn+1) = (Χn, Yn) + (x, 1) = 2(x, 1). 

Χn+1 = ( )
( )cbxx4

bx3
3

22

++
+  − 2x = ( )cbxx4

cx8bx8x8bbx6x9
3

24224

++
−−−++

 = 

= ( )cbxx4
bcx8bx2x

3

224

++
+−− . 

 
Υπολογίζουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη αριθµητή και παρονοµαστή: 
 
- Αν b≠ 0 τότε 
 
x4 – 2bx – 8cx + b2 = x (x3 + bx + c) + (– 3bx2 – 9cx + b2) 

x3 + bx + c = 





 +− 2b

cx
b3
1 (– 3bx2 – 9cx + b2) + 








+ 2

2

b
c9

3
b4 x 

– 3bx2 – 9cx + b2 = (– 3bx – 9c) 
1

2

2

b
c9

3
b4

−









+ 








+ 2

2

b
c9

3
b4 x + b2 

 
To b2 είναι µονάδα (αντιστρέψιµο στοιχείο) του δακτυλίου Fp(x) οπότε τα 
πολυώνυµα x4 – 2bx – 8cx + b2 και x3 + bx + c είναι πρώτα µεταξύ τους. 
 
- Αν b = 0 τότε αναγκαστικά c≠ 0 και 
 
x4 – 2bx – 8cx + b2 = x4 – 8cx, 
x3 + bx + c = x3 + c 
 
Οπότε: 
 
x4 – 8cx = x (x3 + c) – 9cx 
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x3 + c = –
c9

1 x2 (– 9cx) + c 

 
To c είναι µονάδα (αντιστρέψιµο στοιχείο) του δακτυλίου Fp(x) οπότε τα πολυώνυµα 
x4 – 8cx και x3 + c είναι πρώτα µεταξύ τους. 
 
Σε κάθε περίπτωση dn+1 = 4. 
 
Εποµένως dn – 1 + dn+1 = 0 + 4 = 2 + 2 = dn + 2. ∆ηλαδή, και σ’ αυτή την περίπτωση, 
ισχύει η βασική ταυτότητα. 
 
iii. Αν (Χn+1, Yn+1) = 0 τότε (Χn, Yn) = − (x, 1) = (x, −1) 
 
Άρα dn+1 = 0, dn = 1. 
Ανάλογα όπως και πριν, από τον τύπο (2.4.7) έχουµε: 

(Χn−1, Yn−1) = − 2(x, 1) = 2(x, −1) και Xn–1 = ( )
( )cbxx4

bx3
3

22

++
+  − 2x = 

( )cbxx4
bcx8bx2x

3

224

++
+−− . 

 
Οπότε dn−1 = 4 και έχουµε 4 + 0 = 2 1⋅  + 2 που ισχύει. 

 
 

2. Έστω τώρα ότι (Χn−1, Yn−1) ≠ 0, (Χn, Yn) ≠ 0, (Χn+1, Yn+1) ≠ 0. 
 
Από τη σχέση (2.5.2) έχουµε: 
 
(Χn, Yn) = (Χn−1, Yn−1) + (x, 1) ή  
 
(Χn−1, Yn−1) = (Χn, Yn) − (x, 1) ή 
 
(Χn−1, Yn−1) = (Χn, Yn) + (x, −1) 
 

Από το νόµο της πρόσθεσης (2.4.6) και µε χρήση της σχέσης Xn = 
n

n

Q
P  έχουµε: 

  

Χn–1  = λ
( )
( )2

n

2
n

xX
1Y

−
+

 − (x + Xn) = 

 = 
( ) ( )( )

( )2
n

2
nn

2
n

xX
xXXx1Y

−

−+−+λ
= 

 = 
( )

2

n

n

2

n

n

n

n2
n

x
Q
P

x
Q
P

Q
Px1Y









−









−








+−+λ

 = 
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 = 
( ) ( )( )

( )2
nnn

2
nnnn

2
n

3
n

PxQQ
xQPPxQ1YQ

−
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 = 
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( ) ( )( )

( )2
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2
nnn

2
n

2
n
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xQPXx1YQ

−
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nnn
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32
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nn

2
nnn

PxQ
xPQxxPQQY2cQQbP
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( )( )

( )2
nn

2
nn

2
nnnnn

PxQ
QY2cQ2bQxPPxQ

−

++++ λ
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∆ηλαδή,   Χn−1 = 
( )2

nn1n

1n

PxQ
R

Q
P

−
=

−

−    (2.5.7) 

 
όπου R = (xQn + Pn) (xPn + bQn) + 2c 2

nQ  + 2λYn
2
nQ . 

 
Και ανάλογα 
 
(Χn+1, Yn+1) = (Χn, Yn) + (x, 1) 
 
Οπότε, 
 

Χn+1 = λ
( )
( )2

n

2
n

xX
1Y

−
−

 − (x + Xn) = 
( ) ( )( )

( )2
nn

2
nnn

2
n

2
n

PxQ
xQPXx1YQ

−
−+−−λ

  (2.5.8)  
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( )( )

( )2
nn

2
nn

2
nnnnn

PxQ
QY2cQ2bQxPPxQ

−
−+++ λ

. 

 

∆ηλαδή,    Χn+1 = 
( )2

nn1n

1n

PxQ
S

Q
P

−
=

+

+    (2.5.9) 
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όπου S = (xQn + Pn) (xPn + bQn) + 2c 2
nQ – 2λYn

2
nQ . 

 
 
Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω εκφράσεις για τα Χn–1 και Xn+1 έχουµε: 
 

Χn−1⋅ Χn+1 = 
1n1n

1n1n
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⋅
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Αν δείξουµε ότι Qn−1 ⋅ Qn+1 = k ⋅ (xQn − Pn)2 , όπου k ∈ Fp τότε 
 

Pn−1⋅ Pn+1 = k ⋅ [(xPn − bQn)2 − 4cQn (xQn + Pn)] 
 
και τότε: 
 

dn−1+ dn+1 = deg (Pn−1 ⋅ Pn+1) = deg(x2
 ⋅ 2

nP  ⋅ k) = deg(x2) + deg( 2
nP ) = 2dn + 2 

 
και θα έχουµε αποδείξει την βασική ταυτότητα. 
 
Από τις ενδιάµεσες ισότητες της (2.5.10) προκύπτει ότι: 
 

(xQn − Pn)2 R⋅S = (xQn − Pn)4 ⋅ [(xPn − bQn)2 − 4cQn (xQn + Pn)] ή 
 

R⋅S = (xQn − Pn)2 ⋅ [(xPn − bQn)2 − 4cQn (xQn + Pn)] 
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∆ηλαδή, (xQn − Pn)2  R⋅S 
 
Εποµένως υπάρχουν πολυώνυµα R1, S1 ∈ Fp[x] τέτοια ώστε (xQn − Pn)2 = R1⋅S1 όπου 
R1R και S1S. 
 

Έχουµε ότι Xn−1 = 
( ) 1

1

11
2

nn

)7.5.2(

1n

1n

S
R
R

SR
R

PxQ
R

Q
P

=
⋅

=
−

=
−

−  επειδή 
1n

1n

Q
P

−

−  ανάγωγο, 

δηλαδή ΜΚ∆(Qn−1, Pn−1) = 1, έπεται ότι Qn−1 S1. 

Οµοίως, Xn+1 = 
( ) 1

1

11
2

nn

)9.5.2(

1n

1n

R
S
S

SR
S

PxQ
S

Q
P

=
⋅

=
−

=
+

+  και ΜΚ∆(Qn+1, Pn+1) = 1. 

Οπότε Qn+1 R1. 
 
Εποµένως, το Qn−1 ⋅ Qn+1 διαιρεί το S1⋅R1 = (xQn − Pn)2. 
 
∆ηλαδή: 
 
Για να δείξουµε ότι Qn−1 ⋅ Qn+1 = k ⋅ (xQn − Pn)2 αρκεί να δείξουµε ότι το πολυώνυµο 
(xQn − Pn)2 διαιρεί το Qn−1 ⋅ Qn+1   (1) 
 
Ορισµός 2.5.11 Αν στον Ευκλείδειο δακτύλιο Fp[x] πάρουµε ένα τυχαίο πολυώνυµο 
Α≠ 0 και ένα ανάγωγο f τότε vf(A) θα συµβολίζει τον εκθέτη του f στην ανάλυση του 
Α σε γινόµενο πρώτων (αναγώγων ) παραγόντων. Αν Α = 0 ορίζουµε vf(A) = ∞ . 
Είναι σαφές ότι αφού Α πολυώνυµο για την vf(A) θα ισχύει: vf(A) ∈ {0, 1, 2, 
…} { }∞∪ . 
Η συνάρτηση vf επεκτείνεται και στο σώµα των ρητών συναρτήσεων Fp(x) ως εξής: 

Αν Τ ∈ Fp(x) και Τ = 
B
A

 µε Α, Β ∈ Fp[x] τότε η συνάρτηση vf(T) ορίζεται να είναι 

vf(T) = vf(A) − vf(B). Οπότε vf(Τ) ∈ Ζ { }∞∪ . 
 
Αν τώρα Α, Β ∈ Fp(x) και ΑΒ τότε προφανώς vf(A) ≤ vf(Β) για κάθε f ∈ Fp[x], f 
ανάγωγο. 
 
Εποµένως, Α |/ Β σηµαίνει ότι υπάρχει ανάγωγο f ∈ Fp[x] τέτοιο ώστε  
 

vf(A) > vf(Β) 
 
Παρατήρηση 2.5.12 Για κάθε Α ∈ Fp(x) ισχύει vf(A2) = 2 vf(A) 
 
Έστω λοιπόν ότι (xQn− Pn)2 |/ Qn−1⋅ Qn+1 τότε υπάρχει ανάγωγο πολυώνυµο f ∈ Fp[x] 
τέτοιο ώστε: 
 

vf ((xQn − Pn)2) > vf (Qn−1 ⋅ Qn+1)    ή 
 

2 vf (xQn − Pn) > vf (Qn−1 ⋅ Qn+1)  (2.5.13) 
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Για ευκολία στους επόµενους υπολογισµούς ορίζουµε 
 

Τ: = (xPn − bQn)2 − 4cQn (xQn + Pn)  (2.5.14) 
 
Οπότε, από την σχέση (2.5.10), έχουµε: 
 

( )2
nn1n1n

1n1n

PxQ
T

QQ
PP

−
=

⋅
⋅

+−

+− , 

 
δηλαδή 
 

Τ = 
( )

1n1n

2
nn1n1n

QQ
PxQPP

+−

+−

⋅
−⋅⋅

   (2.5.15) 

 
Από την τελευταία σχέση και την (2.5.13) προκύπτει ότι το f διαιρεί το Τ. 
 
Επειδή το f διαιρεί το (xQn − Pn)2 αν αποδείξουµε ότι το f διαιρεί το R και το S τότε, 
από τις (2.5.6) και (2.5.8), θα έχουµε ότι 
 

f | λ 2
nQ  (Yn + 1)2 και f | λ 2

nQ  (Yn – 1)2 
 
Έστω ότι το f διαιρεί το Qn, τότε επειδή διαιρεί το xQn− Pn θα διαιρεί και το Pn που 
είναι άτοπο αφού ΜΚ∆(Pn, Qn) = 1. Άρα, το f δεν διαιρεί το Qn και έχουµε 
 

f | λ (Yn + 1) και f | λ (Yn – 1) 
 
Έστω ότι το f δεν διαιρεί το λ. Τότε f | (Yn + 1) και f | (Yn – 1) και εποµένως f διαιρεί 
το (Yn + 1) – (Yn – 1) = 2, που είναι άτοπο αφού έχουµε υποθέσει ότι το f είναι 
ανάγωγο και εποµένως δεν είναι µονάδα του Fp[x]. 
 
Εποµένως το f διαιρεί το λ = x3 + bx + c. 
 
Γράφουµε το Τ σαν πολυώνυµο του Pn: 
 
T = (xPn − bQn)2 − 4cQn (xQn + Pn) = x2P 2

n  − 2bxPnQn + b2Q 2
n  − 4cxQ 2

n  − 4cQnPn = 
x2P 2

n  + (–2bx – 4c)QnPn + (b2 − 4cxQ 2
n ) και στη συνέχεια διαιρούµε το Τ µε xQn – Pn 

και βρίσκουµε: 
 

T = – (xQn - Pn) [x2Pn + (x3 – 2bx – 4c)Qn] + (x4 – 2bx – 8cx +b2)Q 2
n . 

 
Επειδή το f διαιρεί το Τ και το πολυώνυµο xQn – Pn θα πρέπει να διαιρεί και το 
πολυώνυµο (x4 – 2bx – 8cx +b2)Q 2

n  και επειδή το f δεν διαιρεί το Qn έπεται ότι το f 
διαιρεί το x4 – 2bx – 8cx +b2. Τότε όµως, θα πρέπει το f να διαιρεί και το 
 

(3x3 –5bx – 27c)(x3 + bx + c) – (3x2 + b) (x4 – 2bx – 8cx + b2) = – 4b3 – 27c2 = ∆, 
 
δηλαδή τη διακρίνουσα της ελλειπτικής καµπύλης, που είναι άτοπο για τον ίδιο λόγο 
όπως προηγουµένως. 



60 Κεφάλαιο IΙ: Κυβικές Καµπύλες πάνω σε Πεπερασµένα Σώµατα 

Συνεπώς, αν αποδείξουµε το f διαιρεί το R και το S η απόδειξη θα έχει τελειώσει. 
 
Έχουµε ότι, το f διαιρεί το Τ και επίσης το Τ διαιρεί το RS (δες ενδιάµεσες ισότητες 
της (2.5.10)). Εποµένως, f | RS. ∆ηλαδή f | R είτε f | S. 
 
Χωρίς περιορισµό της γενικότητας ας υποθέσουµε ότι f | R και f |/ S. (Η απόδειξη 
στην περίπτωση f | S και f |/ R είναι εντελώς όµοια). 
 

Επειδή f |/ S και f | (xQn − Pn)2 , δες (2.5.13), έχουµε ότι vf(Qn+1) = vf(Qn+1S) 
)9.5.2(

=  
vf((xQn − Pn)2 Pn+1) = vf((xQn − Pn)2) + vf(Pn+1) > 0. Συνεπώς, f | Qn+1. Τότε όµως 
επειδή ΜΚ∆(Pn+1, Qn+1) = 1 έπεται ότι f |/  Pn+1 ή αλλιώς 
 

vf(Pn+1) = 0    (2.5.16) 
και επίσης 
 

vf(Qn+1) = 2 vf(xQn − Pn)   (2.5.17) 
 
Στη συνέχεια υπολογίζουµε το vf(T). 
 
Κατ’ αρχήν επειδή το f διαιρεί το R θα διαιρεί και το T = R ⋅⋅S  (xQn − Pn)2, δηλαδή 
vf(T) > 0. Επίσης λόγω της σχέσης (2.5.15) έχουµε 
 

0 < vf(Τ) = vf
( )


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nn1n1n

QQ
PxQPP

 = vf ( )( )2
nn1n1n PxQPP −⋅⋅ +−  – vf (Qn–1Qn+1) = 

vf(Pn–1) + vf(Pn+1) + 2 vf(xQn− Pn) – vf (Qn–1) – vf (Qn+1). 
 
Λόγω των σχέσεων (2.5.16) και (2.5.17) έχουµε ότι 
 

0 < vf(Τ) = vf(Pn–1) – vf (Qn–1) 
∆ηλαδή, 
 

vf(Pn–1) > vf (Qn–1) 
 
Πράγµα που σηµαίνει ότι vf(Pn–1) > 0. Συνεπώς, το f διαιρεί το Pn–1 και επειδή 
ΜΚ∆(Pn–1, Q n–1) = 1, έπεται ότι το f δεν διαιρεί το Q n–1, δηλαδή ότι 
 

vf (Qn–1) = 0.    (2.5.18) 
 
Άρα, λόγω των (2.5.17) και (2.5.18), έχουµε: 
 

vf (Qn–1Qn+1) = vf (Qn–1) + vf (Qn+1) = 0 + 2vf(xQn − Pn) = 2vf(xQn − Pn) 
 
άτοπο, διότι εµείς υποθέσαµε, δες (2.5.13), ότι 2 vf (xQn − Pn) > vf (Qn−1 ⋅ Qn+1). 
 
Εποµένως, δείξαµε ότι (xQn − Pn)2 | (Qn−1 ⋅ Qn+1). ∆ηλαδή, αποδείξαµε την βασική 
ταυτότητα. 
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Κεφάλαιο ΙII 
 
Αλγεβρικές Καµπύλες και Θεωρία Κωδικοποίησης 
 
1. Στοιχεία θεωρίας κωδικοποίησης 
 
Ορισµός 3.1.1 
 
(i) Αλφάβητο ονοµάζεται το πεπερασµένο σύνολο των συµβόλων (πολλές φορές θα 

τα ονοµάζουµε γράµµατα) που χρησιµοποιούµε για να καταγράψουµε-
διατυπώσουµε ένα µήνυµα. Το αλφάβητό µας, σε αυτό το κεφάλαιο, θα είναι το 
πεπερασµένο σώµα Fq. 

(ii) Ένα k-µήνυµα αποτελείται από µια ακολουθία γραµµάτων των αλφαβήτου µας 
µήκους k. Είναι δηλαδή της µορφής: a1, a2 …, ak µε ai ∈ Fq. 

(iii) Η αντίστοιχη κωδική λέξη x ενός k-µηνύµατος είναι µια ακολουθία µήκους n. 
Είναι δηλαδή της µορφής x = x1, x2 …, xn µε xi ∈  Fq και n ≥ k. Όπου (σχεδόν) 
πάντα θα ισχύει ότι x1 = a1, x2 = a2, …, xk = ak ενώ τα υπόλοιπα n – k σύµβολα 
(xk+1, xk+2, …, xn) θα τα λέµε σύµβολα ελέγχου (check symbols ή control 
symbols). 

 
Συµβολισµός 3.1.2 Οι κωδικές λέξεις θα γράφονται x ή x1, x2, …, xn ή (x1, x2, …,xn) 
ή x1x2…xn. 
 
Ορισµός 3.1.3 Θα ονοµάζουµε διάνυσµα λήψης (ή µήνυµα λήψης) το διάνυσµα y = 
y1, y2, …, yn που λαµβάνουµε. Το y εν γένει είναι διαφορετικό από το µήνυµα x που 
µας στέλνουνε. Το e : = y – x = e1e2…en θα λέγεται διάνυσµα λάθους (ή απλά 
λάθος). 
 
Ορισµός 3.1.4 Ένας n-κώδικας C είναι ένα υποσύνολο του F n

q . Ακριβέστερα ο 
κώδικας θα λέγεται (n, k)-κώδικας, όπου k το µήκος του µηνύµατος που 
κωδικοποιούµε. Αν ο κώδικας C είναι Fq-διανυσµατικός υπόχωρος του F n

q  τότε θα 
λέγεται (n, k)-γραµµικός κώδικας. Τα στοιχεία του C θα είναι οι κωδικές λέξεις. 
 
Παραδείγµατα 3.1.5 
 
(i) Έστω C = {000, 001, 010, 011} υποσύνολο του F 3

2 . Ο C αποτελείται από 
ακριβώς αυτές τις κωδικές λέξεις που έχουν σαν πρώτο στοιχείο το 0 και 
εύκολα φαίνεται ότι ο C είναι ένας γραµµικός 3-κώδικας. 

(ii) Επίσης, το C = {00, 11, 22} αποτελεί ένα γραµµικό 2-κώδικα του F 2
3 . 

 
Όταν πάρουµε το y θα πρέπει να αποφασίσουµε ποια κωδική λέξη µας έχουν στείλει. 
Θα διαλέγουµε από το σύνολο C µια κωδική λέξη που διαφέρει λιγότερο από το y. 
Αυτό το αξίωµα ονοµάζεται µέγιστης πιθανότητας αποκωδικοποίηση. 
 
Ορισµός 3.1.6 Απόσταση Hamming d(x, y) δύο διανυσµάτων x, y στο F n

q , µε 
 

x = x1, x2 …, xn και y = y1, y2 …, yn, 
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είναι το πλήθος των συντεταγµένων στις οποίες τα x και y διαφέρουν. ∆ηλαδή 
 

d(x, y) = #{i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n  xi ≠ yi } 
 
Ορισµός 3.1.7 Βάρος (weight) Hamming w(x) ενός διανύσµατος x = x1, x2 …, xn 
στο F n

q  είναι το πλήθος των µη-µηδενικών συντεταγµένων του x. ∆ηλαδή, 
 

w(x) = #{i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n  xi ≠ 0 } 
 
Προφανώς, w(x) = d(x, 0). 

Παράδειγµα 3.1.8 Έστω C ⊆ F 4
3 . 

Το βάρος Hamming του 1201 είναι w(1201) = 3. 
Η απόσταση Hamming των 1201 και 2211 είναι d(1201, 2211) = 2. 
 
Παρατήρηση 3.1.9 Η απόσταση Hamming d(C) είναι µια µετρική στον F n

q και το 

βάρος Hamming w είναι µια νόρµα στον F n
2 . 

 
Ορισµός 3.1.10 Αν C ⊆ F n

q  ένας (n, k)-κώδικας, η ελάχιστη απόσταση dmin(C) του 
κώδικα είναι 
 

dmin(C) = 
vu

Cv,u
min
≠
∈

d(u, v) 

 
Άρα, όταν παίρνουµε το y πρέπει να ελέγχουµε τις qk κωδικές λέξεις για να βρούµε 
ποια έχει την µικρότερη απόσταση Hamming από το y. Προφανώς, αυτή η διαδικασία 
είναι αδύνατη για µεγάλα k και ένας από τους στόχους της θεωρίας κωδίκων είναι να 
βρει κώδικες µε γρηγορότερους αλγόριθµους αποκωδικοποίησης. 
 
Το επόµενο αποτέλεσµα µας δείχνει ότι για κάθε γραµµικό κώδικα, η ελάχιστη 
απόσταση µπορεί να υπολογισθεί από το βάρος Hamming των κωδικών λέξεων. 
 
Μια από τις πιο σηµαντικές ιδιότητες των γραµµικών κωδίκων είναι η παρακάτω 
 
Πρόταση 3.1.11 Έστω C ένας γραµµικός (n, k)-κώδικας. Η ελάχιστη απόσταση του C 
είναι ίση µε το ελάχιστο δυνατό βάρος που έχει κωδική λέξη διάφορη του µηδενικού 
στοιχείου. 
 
Απόδειξη Έστω w το ελάχιστο δυνατό βάρος Hamming κωδικής λέξης διάφορης του 
µηδενικού στοιχείου 0. Έστω x ∈ C µια κωδική λέξη βάρους Hamming w. Τότε 
ισχύει ότι d(x, 0) = w(x) = w. Εποµένως, ισχύει ότι w ≥ dmin(C). Τώρα έστω u και v 
ένα ζευγάρι κωδικών λέξεων του C µε απόσταση τέτοια ώστε d(u, v) = d min(C). Αφού 
C γραµµικός κώδικας έπεται ότι και η u – v είναι επίσης κωδική λέξη. Η u – v έχει 
βάρος dmin(C). Εποµένως, d min(C) ≥ w. ∆ηλαδή, d min(C) = w. 
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Ορισµός 3.1.12 Το σύνολο Sr(x) : = {y∈ F n
q  | d(x, y) ≤ r } θα λέγεται η σφαίρα 

ακτίνας r ως προς το x ∈ F n
q . 

 
Παράδειγµα 3.1.13 Έστω C = F 3

2  τότε ο κύκλος µε ακτίνα 1 ως προς το 100 είναι  
 

S1(100) = { }101,110,000,100 . 
 
Στόχος Παίρνοντας σφαίρες κατάλληλης ακτίνας r κέντρου κωδικής λέξης θα πρέπει 
κατά το δυνατό να καλύπτει η ένωσή τους όλο το χώρο F n

q  ώστε να µπορούµε να 
αποκωδικοποιούµε όλα τα κωδικοποιηµένα µηνύµατα που λαµβάνουµε ενώ 
συγχρόνως η ακτίνα r θα πρέπει να είναι αρκετά µικρή ώστε οι σφαίρες να µην 
τέµνονται (ή εφάπτονται) και να µπορούµε να αποκωδικοποιούµε µονοσήµαντα. 
 

Πρέπει πάντως να ισχύει ότι r < 
2
1  dmin(C). 

 
Η σηµασία της ιδέας της ελάχιστης απόστασης δίνεται από την 
 
Πρόταση 3.1.14 Υποθέτουµε ότι ο C είναι γραµµικός κώδικας µε ελάχιστη απόσταση 
dmin(C) = d. Ο C ανιχνεύει την ύπαρξη d–1 ή λιγότερων λαθών και διορθώνει e λάθη 
για κάθε e τέτοιο ώστε 2e + 1 ≤ d. 
 
Απόδειξη Έστω ότι λάβαµε το µήνυµα y µε απόσταση f από την κωδική λέξη x, όπου 
f ≤ d–1. Φανταζόµαστε ότι η x είναι η µεταδιδόµενη (αρχική) λέξη και y η λέξη που 
πήραµε τελικά. ∆ηλαδή έχουµε f λάθη κατά την µεταφορά. Επειδή d είναι η ελάχιστη 
απόσταση του C η λέξη y καταλαβαίνουµε αµέσως ότι δεν µπορεί να είναι κωδική 
λέξη. ∆ηλαδή, ο κώδικας C ανακαλύπτει d – 1 ή λιγότερα λάθη. 
Αν τώρα το µήνυµα y έχει απόσταση e από την κωδική λέξη x και 2e + 1 ≤ d τότε δεν 
υπάρχει άλλη κωδική λέξη πιο κοντά στη y, διότι αν d(y, x1) ≤ e για κάποια x1 τότε θα 
ίσχυε 
 

d(x, x1) ≤ d(x, y) + d(y, x1) ≤ e + e < d 
 
άτοπο, διότι η ελάχιστη απόσταση του κώδικα C είναι d. Εποµένως, υπάρχει 
µοναδική κοντινότερη λέξη του y και συνεπώς ο C διορθώνει e λάθη σ’ αυτήν την 
περίπτωση. 
 
Ένα από τα βασικά προβλήµατα στη θεωρία κωδίκων είναι να ελαχιστοποιηθούν τα 

λάθη αλλά χωρίς να µειωθεί υποχρεωτικά η αναλογία της πληροφορίας 
n
k . 

Κεντρικό πρόβληµα της Θεωρίας Κωδίκων είναι το εξής: 
 
∆ίνονται d, n φυσικοί αριθµοί. Να υπολογιστεί ο µέγιστος αριθµός διανυσµάτων, έστω 
Aq(n, d), του διανυσµατικού χώρου F n

q  τα οποία ανά δυο να έχουν απόσταση 
µεγαλύτερη ή ίση µε d. Φυσικά, αν είναι δυνατόν να βρεθούν τα διανύσµατα. 
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Για q = 2 θα συµβολίζουµε A(n, d) = A2(n, d). 
 
Ο επόµενος πίνακας µας δίνει κάποιες τιµές του A(n, d) για d = 3 
 

N 3 4 5 6 7 8 9 10 
A(n, 3) 2 2 4 8 16 20 40 άγνωστος, µεταξύ 72 και 79 

 
Αυτό το πρόβληµα χαρακτηρίζεται και σαν “discrete sphere packing problem” 
(Conway and Sloan, 1988) 
 
Ορισµός 3.1.15 Ένας κώδικας C ο οποίος διορθώνει την ύπαρξη t λαθών θα λέγεται 
t-κώδικας διόρθωσης λαθών (t-error-correcting code), ενώ ένας κώδικας C που 
ανιχνεύει e λάθη θα λέγεται e-κώδικας ανίχνευσης λαθών (e-error-detecting code). 
 
 
Έστω τώρα C κώδικας ως προς το Fq µήκους n µε πλήθος κωδικών λέξεων M. 
Υποθέτουµε ότι ο κώδικας είναι ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών. Υπάρχουν 
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Θεώρηµα 3.1.16 (Φράγµα του Hamming) Οι παράµετροι q, n, t, M ενός t-κώδικα 
διόρθωσης λαθών C ορισµένου στο σώµα Fq µήκους n µε Μ κωδικές λέξεις 
ικανοποιούν την ανισότητα 
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)1q(1 t ≤ qn. 

 
Αν όλα τα διανύσµατα του F n

q  είναι µέσα σε σφαίρες ακτίνας t κέντρου κωδικών 
λέξεων ενός (n, k)-γραµµικού κώδικα τότε παίρνουµε µια ειδική κατηγορία κωδίκων: 
 
Ορισµός 3.1.17 Ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών ορισµένος στο σώµα Fq θα 
ονοµάζεται τέλειος αν στο θεώρηµα 3.1.16 ισχύει η ισότητα. 
 
Αν ο C είναι κώδικας όπως αυτός του θεωρήµατος 3.1.16 µε dmin(C) = d = 2t + 1, τότε 
αν διαγράψουµε τα τελευταία d – 1 σύµβολα πάλι έχουµε έναν κώδικα µε όλες τις 
κωδικές λέξεις διαφορετικές. Ο κώδικας που προκύπτει έχει µήκος n – d + 1, και 
παίρνουµε το 
 
Θεώρηµα 3.1.18 (Φράγµα του Singleton) Αν ένας κώδικας C ⊆ F n

q  έχει ελάχιστη 
απόσταση d, τότε |C| ≤ qn – d + 1 ή αλλιώς k ≤ n – d + 1. 
 
Ορισµός 3.1.19 Ένας κώδικας C θα λέγεται διαχωρίσιµος µέγιστης απόστασης 
(maximum distance separable) ή πιο απλά κώδικας MDS αν στο θεώρηµα 3.1.18 
ισχύει η ισότητα. 
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Παράδειγµα 3.1.20 Έστω ο κώδικας 
 

C ={000000 , 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, }111000  ⊆ F 6
2  

 
όπου dmin(C) = 3. Έχουµε εποµένως, M = 8, q = 2, n = 6, d = 3, t = 1. Το φράγµα του 

Hamming δίνει την ανισότητα 8 















+

1
6

1 ≤ 26, δηλαδή 56 < 64. Αυτό σηµαίνει ότι 

µόνο 64 – 56 = 8 λέξεις µήκους 6 στο F 6
2  βρίσκονται έξω από κάποια σφαίρα και δεν 

µπορούν να διορθωθούν σωστά (αυτό είναι προφανές και από το γεγονός ότι έχουµε 8 
µη τεµνόµενες σφαίρες µε 7 στοιχεία η κάθε µια). Ένα παράδειγµα µιας από τις 8 
λέξεις που δεν µπορούν να διορθωθούν σωστά είναι η 100100 η οποία έχει απόσταση 
µεγαλύτερη ή ίση του 2 από όλες τις κωδικές λέξεις. Το φράγµα του Singleton µας 
δίνει 8 ≤ 24 = 16, άρα ο C δεν είναι MDS. 
 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα σύµβολα ελέγχου µπορούν να προκύψουν από το k-
µήνυµα µε τέτοιο τρόπο ώστε οι κωδικές λέξεις x να ικανοποιούν το σύστηµα µε 
γραµµικές εξισώσεις 
 

HxT = 0, 
 
όπου Η είναι ένας δοσµένος (n – k) × n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα Fq. H 
κανονική µορφή για τον πίνακα Η είναι [Α | Ιn – k] όπου Α ένας (n – k) × k πίνακας 
και Ιn–k ο (n – k) × (n – k) µοναδιαίος πίνακας. 
 
Προκύπτει ο παρακάτω 
 
Ορισµός 3.1.21 Έστω Η ένας (n – k) × n πίνακας µε βαθµό n – k και στοιχεία από το 
σώµα Fq. Το σύνολο όλων των n-διάστατων διανυσµάτων x που ικανοποιούν την 
εξίσωση HxT = 0 ονοµάζονται γραµµικός κώδικας C πάνω από το Fq µε µήκος n. Ο 
πίνακας Η είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας (parity-check matrix) του κώδικα.C ο 
οποίος ονοµάζεται και γραµµικός (n, k)-κώδικας. Αν ο Η είναι στην µορφή [Α | Ιn – k] 
τότε τα πρώτα k σύµβολα από την κωδική λέξη x είναι το αρχικό k-µήνυµα, ενώ τα 
υπόλοιπα n – k σύµβολα του x είναι τα σύµβολα ελέγχου. Ο C ονοµάζεται επίσης 
συστηµατικός γραµµικός (n, k)-κώδικας και τότε θεωρούµε ότι ο Η είναι στην 
κανονική µορφή. Αν q = 2 τότε ο C ονοµάζεται δυαδικός κώδικας (binary code). 
 
Παρατήρηση 3.1.22 Το σύνολο C των λύσεων x της HxT = 0 (ή αλλιώς ο 
µηδενόχωρος του H) είναι ένας υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου F n

q  µε διάσταση 
k. Επειδή οι κωδικές λέξεις είναι προσθετική οµάδα, ο C ονοµάζεται επίσης 
κώδικας-οµάδα. 
 
Παράδειγµα 3.1.23 (Κώδικας Επανάληψης) Αν κάθε κωδική λέξη ενός κώδικα C 
αποτελείται από ένα µόνο σύµβολο a1 ∈  Fq και τα υπόλοιπα n–1 σύµβολα ελέγχου 
x2 = … = xn είναι όλα ίσα µε a1 (Το a1 επαναλαµβάνεται άλλες n–1 φορές) τότε 
λαµβάνουµε έναν διαδικό (n, 1)-κώδικα µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας 
 



66 Κεφάλαιο IIΙ: Αλγεβρικές Καµπύλες και Θεωρία Κωδίκων 
 

Η = 











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






1...001

0...101
0...011

MOMMM
 

 
Υπάρχουν µόνο δύο κωδικές λέξεις σε αυτόν τον κώδικα. Οι λέξεις 00…0 και 11…1. 
 
Στους κώδικες επανάληψης µπορούµε, φυσικά, να χρησιµοποιήσουµε κωδικές λέξεις 
µε περισσότερα από ένα σύµβολα για το αρχικό µήνυµα. Αν για παράδειγµα 
µεταδώσουµε ένα µήνυµα µήκους k τρεις φορές και συγκρίνουµε τις αντίστοιχες 
«συντεταγµένες» ik2iki x,x,x ++  της κωδικής λέξης 
 

1x  … ix  … 1kk xx +  … ikx + … 1k2k2 xx +  … ik2x +  … k3x , 
 
τότε ποιο ήταν το k-µήνυµα που στάλθηκε το αποφασίζουµε µε το «πλειοψηφικό 
σύστηµα», δηλαδή αν ix  = ikx +  ≠ ik2x + , τότε µάλλον έχει σταλεί το xi και όχι το 

ik2x + . Είναι συχνά πάντως µη πρακτικό, δύσκολο ή πολύ δαπανηρό να στέλνουµε το 
αρχικό µήνυµα πάνω από µία φορά. 
 
Είδαµε, ότι σε ένα συστηµατικό κώδικα, ένα µήνυµα a = a1, …, ak κωδικοποιείται σε 
ένα κωδικό µήνυµα x = x1, …, xn µε x1 = a1, x2 = a2, …, xk = ak. Οι εξισώσεις ελέγχου 
[Α | Ιn – k]xT = 0 δίνονται από το σύστηµα 
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από όπου παίρνουµε 
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το οποίο γράφεται και στη µορφή 
 

(x1, …, xn) = (a1, …, ak) [Ιk | –AT]. 
 
Ορισµός 3.1.24 Ο πίνακας G = [Ik | –AT] ονοµάζεται (κανονικός) γεννήτορας 
πίνακας (ή κανονικός βασικός πίνακας ή πίνακας κωδικοποίησης) του γραµµικού 
(n, k)-κώδικα µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H = [Α | Ιn – k] στην κανονική µορφή. 
 
Ισχύει: GHT = 0. 
 
Παραδείγµατα 3.1.25 
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(1) Έστω G = 







110
101

. 

Ο γραµµικός (2,3)-κώδικας C ⊆ F 3
2  αποτελείται από όλους τους συνδυασµούς των 

δυο γραµµών: 
 

000, 101, 011, 110 
 
Οι κωδικές λέξεις µπορούν να περιγραφούν σαν διανύσµατα της µορφής uG, όπου u 
= 00, 01, 10, 11. Κάθε κωδική λέξη, διάφορη της µηδενικής, έχει βάρος ίσο µε 2. 
Αυτό σηµαίνει ότι ο κώδικας ανιχνεύει µέχρι 1 λάθος, αλλά δεν διορθώνει λάθη. 
 

(2) Αν G = 
















110100
101010
011001

. 

 
Από τις τρεις γραµµές του πίνακα παίρνουµε τον (3, 6)-κώδικα C ⊆ F 6

2  ο οποίος 
αποτελείται από 8 κωδικές λέξεις: 
 

000000, 100110, 010101, 001011, 110011, 011110, 101101, 111000 
 
Όπως και πριν κάθε κωδική λέξη x µπορεί να περιγραφεί σαν διανύσµατα της µορφής 
x = uG, όπου u = u1u2u3 µε ui ∈ F2. 
 
Υπάρχουν τέσσερις κωδικές λέξεις βάρους 3, τρεις κωδικές λέξεις βάρους 4 και µια 
κωδική λέξη βάρους 0. Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι 3, εποµένως 
ανακαλύπτει δύο λάθη και διορθώνει ένα λάθος. 
 

(3) Αν G =




















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



11111100000
01221010000
10122001000
21012000100
22101000010
12210000001

. 

 
τότε ο κώδικας C ⊆ F 12

3  αποτελείται από κωδικές λέξεις x όπου η κάθε µια µπορεί να 
περιγραφεί σαν διάνυσµα της µορφής x = uG, όπου u = u1u2u3u4u5u6 µε ui ∈ F3. 
Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι το πολύ 5, αφού υπάρχει ήδη γραµµή του 
πίνακα G βάρους 5. Μπορεί να αποδειχθεί ότι ο κώδικας έχει ελάχιστη απόσταση 
ακριβώς 5. Ο κώδικας αυτός ονοµάζεται κώδικας Golay.  
 
Για περισσότερες πληροφορίες για τους κώδικες Golay παραπέµπουµε τον 
ενδιαφερόµενο αναγνώστη στο [MS], κεφάλαιο 20. 
 
Θεώρηµα 3.1.26 Έστω G ο γεννήτορας πίνακας ενός γραµµικού κώδικα C. Τότε οι 
γραµµές του G σχηµατίζουν µια βάση του C. 
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Απόδειξη Οι k γραµµές του πίνακα G είναι γραµµικώς ανεξάρτητες από τον ορισµό 
του γεννήτορα πίνακα ενός γραµµικού κώδικα. Αν r είναι ένα διάνυσµα-γραµµή του 
G τότε rHT = 0 άρα και ΗrT = 0 για κάθε r ∈ C. τώρα, dimC είναι η διάσταση του 
µηδενόχωρου του H, η οποία είναι n – rank(H) = k. Εποµένως, οι k γραµµές του G 
σχηµατίζουν µια βάση του C. 
 
Ένας κώδικας µπορεί να έχει πολλούς πίνακες ελέγχου ισοτιµίας και γεννήτορες 
πίνακες. Κάθε k × n πίνακας του οποίου ο χώρος γραµµών είναι ίσος µε τον C µπορεί 
να είναι επίσης ένας γεννήτορας πίνακας του C. 
 
Αν ο «γεννήτορας πίνακας» H δεν είναι στην κανονική µορφή µπορούµε να τον 
µετατρέψουµε σε ένα πίνακα της µορφής [Ik | – AT] χωρίς να αλλάξουµε τον 
µηδενόχωρο του Η, δηλαδή τον κώδικα C. Μετά µετατρέπουµε τις συντεταγµένες για 
να σχηµατίσουµε τον πίνακα H′  ο οπoίος να είναι σε κανονική µορφή. Οι 
συντεταγµένες του κώδικα C′  που αντιστοιχεί στον H′  είναι «ισοδύναµος» µε τον C 
µε την ακόλουθη έννοια: 
 
Ορισµός 3.1.27 ∆ύο κώδικες C και C′  ίδιου µήκους n θα λέγονται ισοδύναµοι αν 
υπάρχει µια µετάθεση π του συνόλου {1, 2, …, n} τέτοια ώστε 
 

(x1, …, xn) ∈ C ⇔ ( ) Cx,...,x )n()1( ′∈ππ  
 
 
Έτσι, σχηµατίζουµε τον γεννήτορα πίνακα G′  του πίνακα C′  και ύστερα 
εφαρµόζουµε την αντίστροφη µετάθεση π – 1 στις συντεταγµένες. 
 
Ας αναφέρουµε έναν ορισµό που θα µας χρειαστεί σε επόµενη παράγραφο: 
 
Ορισµός 3.1.28 Ένα γραµµικός κώδικας C µήκους n, διάστασης k και ελάχιστης 
απόστασης d θα ονοµάζεται (n, k, d)-κώδικας. 
 
Έστω τώρα, u = u1, …, un και v = v1, …, vn δύο διανύσµατα του διανυσµατικού 
χώρου F n

q  και έστω ⋅u v = u1v1 + … + unvn να συµβολίζει το γινόµενο των u και v 

πάνω από τον F n
q . Αν ⋅u v = 0 τότε τα u και v θα λέγονται ορθογώνια. 

 
Ορισµός 3.1.29 Έστω C ένας γραµµικός (n, k)-κώδικας ορισµένος στο σώµα Fq. Ο 
δυϊκός (ή ορθογώνιος) κώδικας ⊥C  του κώδικα C ορίζεται να είναι ο 
 

⊥C  = {u  | uv = 0 για κάθε v ∈ C } 
 
Επειδή ο C είναι ένας k-διάστατος υπόχωρος του n-διάστατου διανυσµατικού χώρου 
F n

q  το ορθογώνιο συµπλήρωµα του C είναι διάστασης n – k και είναι ένας (n, n – k) 
κώδικας. Μπορεί να αποδειχτεί ότι αν ο κώδικας C έχει γεννήτορα τον πίνακα G και 
πίνακα ελέγχου ισοτιµίας Η τότε ο ⊥C  έχει γεννήτορα πίνακα τον Η και πίνακα 
ελέγχου ισοτιµίας του G. Η ορθογωνιότητα των δύο κωδίκων µπορεί να εκφραστεί 
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από τη σχέση GHT = HGT = 0. Τώρα θα συνοψίσουµε κάποιες απλές ιδιότητες των 
γραµµικών κωδίκων. 
 
Παρατήρηση 3.1.30 Έστω mld(H) ο ελάχιστος αριθµός γραµµικά εξαρτηµένων 
στηλών του Η. Επειδή οποιεσδήποτε rank(H) + 1 το πλήθος στήλες του Η είναι 
γραµµικά εξαρτηµένες προφανώς ισχύει, mld(H) ≤ rank(H) + 1 για κάθε πίνακα H. 
 
Θεώρηµα 3.1.31 Έστω Η ένας πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ενός (n, k, d)-κώδικα C µε n 
> k. Τότε ισχύουν: 
 
(i) dimC = k = n – rank(H) 
(ii) d = mld(H) 
(iii) d ≤ n – k + 1. 
 
Απόδειξη Το (i) είναι προφανές ενώ το (iii) προκύπτει από το (ii) και την 
προηγούµενη παρατήρηση. Για να αποδείξουµε το (ii) ας υποθέσουµε ότι ο Η έχει 
στήλες s1, …, sn. Παίρνουµε µια κωδική λέξη c = (c1, …, cn) ∈  C µε βάρος w. Τότε 
επειδή 
 

ΗcT = c1s1 + … cnsn 
 
ισχύει ότι c1s1 + … cnsn = 0. Έχουµε επίσης ότι η c έχει µη-µηδενική συντεταγµένη σε 
w θέσεις εποµένως κάποιες w, και µάλιστα όχι λιγότερες, στο πλήθος στήλες του Η 
είναι γραµµικά εξαρτηµένες. ∆ηλαδή, mld(H) = w. Εφαρµόζοντας την πρόταση 
3.1.11 έχουµε ότι η ελάχιστη απόσταση d του κώδικα είναι ίση µε το βάρος της c και 
συνεπώς το ζητούµενο. 
 
Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε την ύπαρξη γραµµικών (n, k)-κωδίκων µε ελάχιστη 
απόσταση d πάνω από το Fq αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει (n – k) × n πίνακας Η µε 
mld(H) = d. 
 
Θεώρηµα 3.1.32 (Φράγµα των Gilbert – Varshamov) 
 
Αν 
 

qn – k > ∑
−

=







 −2d

0i i
1n

(q – 1)i 

 
τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν γραµµικό (n, k)-κώδικα ορισµένο στο σώµα 
Fq µε ελάχιστη απόσταση µεγαλύτερη ή ίση από d. (∆ες [LP], κεφάλαιο 4, θεώρηµα 
17.14, σελίδα 196). 
 
Απόδειξη Θα κατασκευάσουµε έναν (n – k) × n πίνακα ελέγχου ισοτιµίας Η ενός 
τέτοιου κώδικα. Έστω ότι η πρώτη στήλη του Η είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα 
µήκους n – k µε στοιχεία από το Fq. Η δεύτερη στήλη είναι ένα οποιοδήποτε 
διάνυσµα µήκους n – k µε στοιχεία από το Fq το οποίο δεν είναι (βαθµωτό) 
πολλαπλάσιο της πρώτης στήλης. Έστω ότι έτσι έχουµε επιλέξει j – 1 στήλες από τις 
οποίες οποιεσδήποτε d – 1 από αυτές είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Υπάρχουν το πολύ 
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∑
−

=







 −2d

0i i
1j

(q – 1)i διανύσµατα τα οποία λαµβάνουµε αν πάρουµε γραµµικούς 

συνδυασµούς από το πολύ d – 2 από αυτές τις j – 1 στήλες. Αν ισχύει η ανισότητα 
του θεωρήµατος µπορούµε να βρούµε µια επιπλέον στήλη η οποία να είναι γραµµικά 
ανεξάρτητη µε οποιεσδήποτε d – 2 από τις πρώτες j – 1 στήλες. Με αυτόν τον τρόπο 
κατασκευάζουµε τελικά ένα πίνακα τάξης n – k. Λόγω του ότι δεν υπάρχουν d – 1 
στήλες του Η οι οποίες να είναι γραµµικά εξαρτηµένες ο κώδικας που προκύπτει έχει 
ελάχιστη απόσταση µεγαλύτερη ή ίση από d. 
 
Χωρίς απόδειξη αναφέρουµε το 
 
Θεώρηµα 3.1.33 (Φράγµα του Plotkin) Αν υπάρχει ένας γραµµικός κώδικας µήκους n 
µε M κωδικές λέξεις και ελάχιστη απόσταση d πάνω από το Fq τότε 
 

d ≤ n 
q)1M(
)1q(M

−
−  

 
(∆ες [LP], κεφάλαιο 4, θεώρηµα 17.15, σελίδα 197). 
 
 
Για να πετύχουµε καλύτερα αποτελέσµατα µπορούµε να δηµιουργήσουµε 
πλεγµένους κώδικες (concatenated codes) συνδέοντας αλυσιδωτά δύο κώδικες µε 
τον παρακάτω τρόπο: 
 
Έστω C1 ένας (n1, k1, d1)-κώδικας και C2 ένας (n2, k2, d2)-κώδικας. Έστω ότι το 
µήνυµα που θέλουµε να στείλουµε είναι το α = α 1 , …, 

1kα  όπου αi = 
2k21 iii ,...,, βββ µε 

αi ∈ GF(2 2k ). Μέσω του κώδικα C1 κωδικοποιούµε το α στο c = c1 , …, 
1nc  όπου 

ci ∈ GF(2 2k ) και είναι της µορφής ci = 
221 iii ,...,,

κ
γγγ . Στη συνέχεια παίρνουµε κάθε 

ci και το κωδικοποιούµε µε την βοήθεια του κώδικα C2 στο yi = 
2n21 iii y,...,y,y . 

Εποµένως, συνολικά το µήνυµα α που θέλουµε να στείλουµε κωδικοποιείται µέσω 
του κώδικα C, ο οποίος προκύπτει από την αλυσιδωτή σύνδεση των κωδίκων C1 και 
C2, στην κωδική λέξη c = )y,...,y,y)...(y,...,y,y)(y,...,y,y(

2n121112n212n21 nnn222111  

 
Ισχύει η ακόλουθη 
 
Πρόταση 3.1.34 Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα C, που περιγράψαµε παραπάνω, 
είναι τουλάχιστον d1 d⋅ 2. 
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2. Κώδικες που ορίζονται µέσω αλγεβρικών καµπυλών 
 
Έστω F η αλγεβρική θήκη του σώµατος Fq. Αν X αφινική καµπύλη ορισµένη πάνω 
στο σώµα Fq, τότε Fq[X] είναι ο δακτύλιος συντεταγµένων της X και Fq(X) το σώµα 
συναρτήσεών της, το οποίο είναι το σώµα πηλίκων του Fq[X]. Θα υποθέτουµε πάντα 
ότι η καµπύλη είναι απολύτως ανάγωγη, δηλαδή ότι παραµένει ανάγωγη ακόµη και 
όταν θεωρηθεί σαν καµπύλη πάνω από το σώµα F. Ανάλογες παραδοχές ισχύουν και 
για προβολικές καµπύλες. Ας σηµειωθεί ότι για κάθε πολυώνυµο F ∈ Fq[X, Υ] ισχύει 
F(x1, y1)q = F(x q

1 , y q
1 ). Αυτό σηµαίνει ότι, αν (x1, y1) είναι ρίζα του F, ορισµένη στο 

σώµα Fq, τότε το (x q
1 , y q

1 ) είναι επίσης ρίζα του F. 
 
Αν τώρα η καµπύλη X ορίζεται στο σώµα Fq και Ρ είναι ένα σηµείο της καµπύλης 
τότε σύµφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση το Fr(P) είναι επίσης σηµείο της 
καµπύλης X (δες πρόταση 2.3.1). 
 
Ορισµός 3.2.1 Ένας διαιρέτης D της καµπύλης X είναι ένα τυπικό άθροισµα της 
µορφής D = ∑

∈XP
PPn  όπου Pn ∈ Z και Pn  = 0 για σχεδόν όλα τα σηµεία Ρ της X. 

 
Ορίζουµε την πρόσθεση διαιρετών εντελώς φυσιολογικά, κατά συνιστώσες. 
 
Ορισµός 3.2.2 Ο φορέας (support) ενός διαιρέτη είναι το σύνολο των σηµείων Ρ για 
τα οποία ο συντελεστής Pn  είναι διάφορος του µηδενός. Ο διαιρέτης θα λέγεται 
effective όταν όλοι οι συντελεστές Pn  είναι µη αρνητικοί. 
 
Ορισµός 3.2.3 Βαθµός deg(D) ενός διαιρέτη D = ∑

∈XP
PPn  θα λέγεται το, 

πεπερασµένο, άθροισµα deg(D) = ∑
∈XP

Pn . 

 
Ορισµός 3.2.4 Ο διαιρέτης D µιας καµπύλης X θα λέγεται ρητός όταν οι συντελεστές 
P και Fr(P) είναι ίδιοι για κάθε σηµείο Ρ της X. 
 
Ορισµός 3.2.5 Για κάθε διαιρέτη D της καµπύλης X ορίζεται ο πεπερασµένης 
διάστασης F-διανυσµατικός χώρος 
 

L(D) : = { ∈f  F(X)* < f > + D ≥ 0 } { }0∪ . 
 
Με < f > θα συµβολίζουµε τον κύριο διαιρέτη της ρητής συνάρτησης f, ο οποίος 
ορίζεται σαν < f > = ∑

∈XP
PPn  και ο συντελεστής Pn  είναι διάφορος του µηδενός για 

τα σηµεία Ρ στα οποία η f έχει ρίζα πολλαπλότητας Pn , Pn  > 0 και στα σηµεία που η 
f έχει πόλο τάξης – Pn , Pn < 0 ενώ σε όλα τα άλλα σηµεία ο συντελεστής Pn  είναι 
µηδέν. 
 
Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη το 
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Θεώρηµα 3.2.6 Ο βαθµός του κύριου διαιρέτη < f > µιας ρητής συνάρτησης f είναι 
πάντοτε 0. (Για απόδειξη δες [Ho], θεώρηµα 2.32, σελίδα 885) 
 
Μπορούµε να τροποποιήσουµε τον ορισµό 3.2.5 για να ορίσουµε τον F-διανυσµατικό 
χώρο L(D)rat. των ρητών διαιρετών της καµπύλης X ως εξής: 
 
Ορισµός 3.2.7 Για κάθε ρητό διαιρέτη D της καµπύλης X ορίζεται ο πεπερασµένης 
διάστασης F-διανυσµατικός χώρος 
 

L(D)rat. : = { ∈f  Fq(X) * < f > + D ≥ 0 } { }0∪ . 
 
Η τροποποίηση αυτή δεν δηµιουργεί προβλήµατα, διότι όλες οι προτάσεις που 
χρειαζόµαστε που ισχύουν για τον αρχικό ορισµό του L(D) στο σώµα F ισχύουν και 
για τον L(D)rat. στο σώµα Fq. 
 
Στο εξής όταν γράφουµε L(D) θα αναφερόµαστε στον L(D)rat. 
 
Παρατήρηση 3.2.8 Αν D διαιρέτης µε D = ∑ iiQn  όπου ni ∈ Ζ και f µια ρητή 
συνάρτηση στο χώρο L(D) τότε όταν είναι ni < 0 η f έχει ρίζα στο Qi πολλαπλότητας 
τουλάχιστον |ni|, ενώ όταν ni > 0 τότε η f έχει το Qi σαν πόλο τάξης το πολύ ni. 
 
Έστω λοιπόν X απόλυτα ανάγωγη µη-ιδιάζουσα προβολική καµπύλη ορισµένη στο 
σώµα Fq. 
 
Αν Ρ1, Ρ2, …, Ρn ρητά σηµεία της X και D ο διαιρέτης D : = P1 + P2 + … + Pn. Έστω 
ακόµα G κάποιος άλλος διαιρέτης της X τέτοιος ώστε ο φορέας του G να είναι ξένος 
προς τον φορέα της D και επιπλέον να ισχύει: 
 

2g – 2 < deg(G) < n. 
 
Ορισµός 3.2.9 Ο γραµµικός κώδικας C(D, G) µήκους n στο σώµα Fq είναι η εικόνα 
της γραµµικής συνάρτησης 
 

α : L(G) → F n
q  

 
όπου α(f) = ( ))P(f,),P(f),P(f n21 K . Κώδικες αυτού του τύπου, λέγονται γεωµετρικοί 
Reed-Solomon κώδικες. 
 
Ισχύει το ακόλουθο 
 
Θεώρηµα 3.2.10 Ο κώδικας C(D, G) έχει διάσταση κ = deg(G) – g + 1, όπου g είναι 
το γένος της καµπύλης X και ελάχιστη απόσταση 
 

d ≥ n – deg(G) 
 
Απόδειξη Έστω f ∈ L(G), δηλαδή < f > + G ≥ 0. 
Έστω ότι η f ανήκει στον πυρήνα του α, δηλαδή 
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α(f) = (f(P1), f(P2), …, f(Pn)) = (0, 0, …, 0) 
 
πράγµα που σηµαίνει ότι η f έχει ρίζες στα σηµεία Ρ1, Ρ2, …, Pn τάξης τουλάχιστον 
ένα. Επειδή D = P1 + P2 + … + Pn έχουµε ότι – D = – P1 – P2 – … – Pn. Ο – D έχει 
πόλους στα σηµεία Ρ1, Ρ2, …, Pn τάξης ακριβώς ένα. Εποµένως, < f > + G – D ≥ 0. 
Πράγµα που σηµαίνει ότι f ∈ L(G – D). 
 
O βαθµός του –D είναι deg(–D) = – n και εποµένως βαθµός του διαιρέτη G – D είναι 
deg(G – D) = degG + deg(–D) < n – n = 0. Σύµφωνα µε γνωστό θεώρηµα της θεωρίας 
αλγεβρικών καµπυλών όταν ο βαθµός ενός διαιρέτη ∆ είναι µικρότερος του µηδενός, 
τότε ο χώρος L(∆) έχει διάσταση l(∆) = 0. (∆ες [Ho], θεώρηµα 2.37, σελίδα 886). 
Εποµένως, L(G – D) = { }0 , δηλαδή 
 

f ∈ kerα ⇔ f = 0 
 
οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η απεικόνιση α είναι ένα προς ένα. 
 
Εξ’ υποθέσεως ισχύει, 2g – 2 < deg(G) < n. Άµεση συνέπεια του θεωρήµατος των 
Riemann – Roch (δες [Ho], θεώρηµα 2.55, σελίδα 890) είναι ότι αν ο βαθµός, ενός 
διαιρέτη ∆, είναι deg(∆) > 2g – 2 τότε έχει διάσταση l(∆) = deg(∆) – g + 1 (δες [Ho], 
συνέπεια 2.58, σελίδα 890). Εποµένως, κ = l(G) = deg(G) – g + 1. 
 
Θα αποδείξουµε τώρα ότι η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι µεγαλύτερη ή ίση 
από n – deg(G). 
 
Αν η εικόνα α(f), f ∈ L(G), έχει βάρος d τότε αυτό σηµαίνει ότι δεν µηδενίζεται σε 
ακριβώς d σηµεία εκ των Ρ1, Ρ2, …, Ρn. Συνεπώς µηδενίζεται σε ακριβώς n – d σηµεία 
εκ των Ρ1, Ρ2, …, Ρn. Άρα )P(f...)P(f)P(f

dn21 iii −
===  = 0. Ονοµάζουµε Ε τον 

διαιρέτη Ε = 
dn21 iii P...PP

−
+++ . Εποµένως < f > + G – Ε ≥ 0. Πράγµα που σηµαίνει 

ότι f ∈ L(G – Ε). Από τους βαθµούς των αντίστοιχων διαιρετών έχουµε ότι degG + 
deg< f > – degE ≥ 0. Από το θεώρηµα 3.2.6 έχουµε ότι deg< f > = 0 άρα ισχύει 
degG – degE ≥ 0 ή degG – (n – d) ≥ 0. Και τελικά d ≥ n – degG και η απόδειξη έχει 
τελειώσει. 
 
Είναι προφανές ότι έχουµε κατασκευάσει µερικούς καλούς κώδικες. Αν 
εφαρµόσουµε το θεώρηµα 3.2.10 για καµπύλη γένους 0, τότε βλέπουµε ότι αυτός 
είναι ένας MDS κώδικας. Πράγµατι το θεώρηµα µας δίνει ότι 
 

d ≥ n – κ + 1 
 
το οποίο συνδυαζόµενο µε το φράγµα του Singleton κ ≤ n – d + 1 δίνει κ = n – d + 1 
δηλαδή έναν MDS κώδικα. 
 
Γενικά, για καµπύλες µικρού γένους έχουµε κώδικες οι οποίοι πλησιάζουν αρκετά 
στο φράγµα του Singleton. 
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3. Παραδείγµατα αλγεβρογεωµετρικών κωδίκων 
 
Γνωρίζουµε ήδη ότι για να κατασκευάσουµε καλούς κώδικες θα πρέπει να 
κατασκευάσουµε κώδικες µεγάλου µήκους. Για να χρησιµοποιήσουµε µεθόδους της 
αλγεβρικής γεωµετρίας είναι αναγκαίο να θεωρήσουµε αλγεβρικές καµπύλες µε 
µεγάλο πλήθος ρητών σηµείων. Ο αριθµός αυτός των ρητών σηµείων αποτελεί ένα 
φράγµα για το µήκος του κώδικα. Κεντρικό πρόβληµα της αλγεβρικής γεωµετρίας 
είναι να βρεθούν (άνω) φράγµατα για το πλήθος των ρητών σηµείων µια αλγεβρικής 
καµπύλης ή γενικότερα µιας πολλαπλότητας. Εποµένως, είναι πάρα πολύ χρήσιµο το 
θεώρηµα των Hasse – Weil (θεώρηµα 2.3.3). Μάλιστα στα επόµενα παραδείγµατα θα 
χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο φράγµα του Serre, το οποίο αποτελεί βελτίωση του 
φράγµατος των Hasse – Weil. 
 
Θεώρηµα 3.3.1 (Φράγµα του Serre) Έστω X καµπύλη γένους g ορισµένη στο σώµα 
Fq. Αν µε Nq(X) συµβολίζουµε το πλήθος των ρητών της σηµείων τότε 
 

Νq(X) − (q + 1) ≤  q2  g. 
 
(Για απόδειξη δες [St], κεφάλαιο 3, θεώρηµα 3.1, σελίδα 180) 
 
Ας αναφέρουµε δύο παραδείγµατα αλγεβρογεωµετρικών κωδίκων. 
 
Παράδειγµα 3.3.2 Έστω K3 η τετραδική καµπύλη του Klein ορισµένη στο σώµα F8 
 

K3: X3Y + Y3Z + Z3X = 0 
 
Η καµπύλη είναι µη-ιδιάζουσα και έχει γένος 3 (βλέπε ορισµό 1.3.9). Από το φράγµα 
του Serre (θεώρηµα 3.3.1) έχουµε ότι η καµπύλη µπορεί να έχει το πολύ 
 382 ⋅  + (8 + 1) = 15 + 9 = 24 ρητά σηµεία. 
 
Θα αποδείξουµε ότι έχει ακριβώς 24. Ως γνωστό το σώµα F8 είναι µια απλή επέκταση 
βαθµού 3 του F2 και είναι της µορφής F2(ξ) όπου ξ3 = ξ + 1. Θα µελετήσουµε τα ρητά 
σηµεία της καµπύλης Χ διαδοχικά ως προς τα σώµατα F2 και F8. Κατ’ αρχήν τα ρητά 
σηµεία της καµπύλης ως προς το σώµα F2 είναι τα [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]. Ως 
προς το σώµα F8 αν ένα ρητό σηµείο [x, y, z] έχει µια συντεταγµένη ίση µε µηδέν, 
τότε αυτό το σηµείο είναι κατ’ ανάγκη ένα από τα παραπάνω ρητά σηµεία ως προς το 
σώµα F2. Αν τώρα xyz ≠  0 µπορούµε να θεωρήσουµε z = 1. Η πολλαπλασιαστική 
οµάδα F *

8  είναι κυκλική τάξης 7 παραγόµενη από το στοιχείο ξ. Επειδή λοιπόν ισχύει 
y ≠ 0 παίρνουµε y = ξi (0 ≤ i ≤ 6). Γράφουµε x = ξ3i η. Αντικαθιστώντας στην 
εξίσωση της Κ3 παίρνουµε 
 

ξ9i η3 ξi + ξ3i + ξ3i η = 0 
 
ή 
 

ξ7i η3 + 1 + η = 0 
 
ή 
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η3 + η + 1 = 0 

 
Εποµένως, το η είναι λύση της εξίσωσης Χ3 + Χ + 1 = 0 οπότε το η θα είναι και 
κάποιο από τα ξ, ξ2, ξ4. 
 
∆ηλαδή η Κ3 έχει συνολικά 3 + 7 3⋅  = 24 ρητά σηµεία. 
 
 Έστω Q = (0, 0, 1) και έστω D το άθροισµα των υπόλοιπων 23 σηµείων. G = 10Q. 
Από το θεώρηµα 3.2.10 βρίσκουµε ότι ο κώδικας C(D, G) που δηµιουργήσαµε έχει 
διάσταση ίση µε κ = deg(G) – g + 1 = 10 – 3 + 1 = 8 και ελάχιστη απόσταση d ≥ 23 – 
10 = 13. Είναι δηλαδή ένας (23, 8, 13)-κώδικας. Συνδέουµε αλυσιδωτά αυτόν τον 
κώδικα µε τον (4, 3, 2)-απλού ελέγχου ισοτιµίας κώδικα ως εξής: Τα σύµβολα στις 
κωδικές λέξεις του C(D, G) είναι στοιχεία του F8 τα οποία τα βλέπουµε σαν 
διανύσµατα-στήλη µήκους 3 πάνω από το F2 και µετά βάζουµε δίπλα τον πίνακα 
ελέγχου ισοτιµίας. Ο κώδικας C που προκύπτει είναι ένας δυαδικός (92, 24, d)-
κώδικας µε d ≥ 213 ⋅  = 26 (∆ες παρατήρηση 3.1.34). Ο συµπιεσµένος κώδικας του C, 
ένας (91, 24, d – 1)-κώδικας. Για d = 26 ο συµπιεσµένος (91, 24, d – 1)-κώδικας 
αποτελεί µέχρι σήµερα παγκόσµιο ρεκόρ για κώδικες µε n = 91 και d = 25. (∆ες [Ho], 
κεφάλαιο 10, παράγραφος 2.8, παράδειγµα 2.75). 
 
Παράδειγµα 3.3.3 Έστω το σώµα F4 = {0 , 1, a, }a  όπου a2 = a +1 = a  και a3 = 1. Η 
χαρακτηριστική του σώµατος είναι chF4 = 2. Θεωρούµε την καµπύλη X ορισµένη στο 
F4 που δίνεται από την εξίσωση: 
 

X : Χ2Υ + aY2Z + a Z2X = 0 
 
H X είναι µια µη-ιδιάζουσα καµπύλη αφού αν Ρ = [x, y, z] ένα ιδιάζον σηµείο της θα 

πρέπει:
X∂
∂ Χ )z,y,x(P=  = 

Y∂
∂ Χ )z,y,x(P=  = 

Z∂
∂ Χ )z,y,x(P=  = 0 ή 2xy + a z2 = 2ayz + x2 = 

2 a z + ay2 = 0 ή a z2 = x2 = ay2 = 0 ή x = y = z = 0, το οποίο είναι άτοπο. 
 
Εποµένως, η Χ έχει γένος 1 και το φράγµα του Serre µας δίνει ότι 
Nq(X) ≤ (4 + 1) + 1 [2 4 ] = 9. ∆ηλαδή ότι η καµπύλη έχει το πολύ 9 ρητά σηµεία. 
 
Όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα η καµπύλη έχει ακριβώς 9 ρητά σηµεία: 
 

 P1 P2 P3 P4 P5 P6 Q1 Q2 Q3 
x 1 0 0 1 1 1 a 1 1 
y 0 1 0 a a  1 1 a 1 
z 0 0 1 a  a 1 1 1 a 

 
Έστω D = P1 + P2 + … + P6 και G = 2Q1 + Q2. 
 
Ο βαθµός του διαιρέτη G είναι deg(G) = 2 + 1 > 2g – 2 = 2 1⋅  – 2 = 0. Εποµένως, 
είναι άµεση συνέπεια του θεωρήµατος Riemann – Roch (δες [Ho], θεώρηµα 2.55, 
σελίδα 890) ότι 
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l(G) := dimL(G) = deg(G) – g + 1 = 3 – 1 + 1 = 3 
 
 Ισχυριζόµαστε ότι οι ρητές συναρτήσεις 
 

ZaYX
Za:)Z,Y,X(f

,
ZaYX

Y:)Z,Y,X(f

,
ZaYX

X:)Z,Y,X(f

3

2

1

++
=

++
=

++
=

 

 
είναι µια βάση του χώρου L(G). 
 
Σύµφωνα µε την παρατήρηση 3.2.8, για να αποδείξουµε ότι οι 

)Z,Y,X(f),Z,Y,X(f),Z,Y,X(f 321  ∈ L(G) αρκεί να αποδείξουµε ότι στα σηµεία Q1 
και Q2 έχουν πόλους τάξης το πολύ 2 και 1 αντίστοιχα. Πράγµατι, εύκολα 
διαπιστώνουµε ότι τα σηµεία Q1 και Q2 είναι πόλοι των 321 f,f,f . Αυτό διότι στα 
σηµεία αυτά δεν µηδενίζεται ο αριθµητής ενώ µηδενίζεται ο παρονοµαστής της κάθε 
µιας από τις 321 f,f,f : 
 

( ) a1aZaYX )1,1,a(Q1
++=++ =  = a2 + a + 1 = 0 

( ) aa1ZaYX )1,a,1(Q2
+++=++ = = a2 + a + 1 = 0 

 
Τα σηµεία λοιπόν Q1 και Q2 είναι σηµεία τοµής της ευθείας ε : Χ + Υ + a Ζ = 0 µε 
την κυβική καµπύλη X. Πράγµατι, η ε τέµνει την X στο Q2 και η εφαπτόµενη της 
καµπύλης X είναι 
 

X∂
∂ Χ )1,1,a(Q1=

Χ + 
Y∂
∂  Χ )1,1,a(Q1=

Υ+
Z∂
∂  Χ )1,1,a(Q1=

Ζ = 0. 

 
Οπότε, a2 X + a2 Y + a Z = 0 ή a3 X + a3 Y + a2 Z = 0 ή X + Y + a Z = 0 
 
Λόγω του θεωρήµατος του Bezout (θεώρηµα 1.3.19) τα σηµεία τοµής της ευθείας ε 
και της καµπύλης X είναι 3 άρα η πολλαπλότητα τοµής τους είναι ακριβώς 2 στο Q1 
και 1 στο Q2. 
 
Με βάση τα παραπάνω προκύπτει το συµπέρασµα ότι 

)Z,Y,X(f),Z,Y,X(f),Z,Y,X(f 321 ∈ L(G). Επειδή είναι και γραµµικά ανεξάρτητες 
αποτελούν µια βάση του χώρου L(G). 
 
Συνεπώς από το θεώρηµα 3.2.10 έχουµε ότι ο κώδικας C(D, G) µήκους 6 έχει 
ελάχιστη απόσταση d ≥ 6 – 3 = 3. Η σχέση κ ≤ n – d + 1 από το φράγµα του Singleton 
(θεώρηµα 3.1.18) µας δίνει 3 ≤ 6 – d + 1 ή d ≤ 4. Ο κώδικας είναι ισοδύναµος µε τον 
λεγόµενο Hexacode, έχουν και οι δυο τον ίδιο γεννήτορα πίνακα. Κάνοντας χρήση 
µεθόδων της πεπερασµένης γεωµετρίας έχει αποδειχθεί ότι ο Hexacode έχει ελάχιστη 
απόσταση d = 4. Εποµένως, και ο C(D, G) έχει ελάχιστη απόσταση d = 4 δηλαδή 
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ισχύει κ = n – d + 4, πράγµα που σηµαίνει ότι ο C(D, G) είναι ένας MDS κώδικας. 
(Για τον Hexacode δες [Pe]). 
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