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���	�� �

���	����

�� ���	������� ��������

-�� ����.�� ��	����; ���	����
 ����� �
��'��� �
��������� �� ������ �<
'�
� ��� ����� ������. ��� ����� ����� ��� ������ ��� =��	���� ��"����; 
<
���.���� �� �
����� �!� ���	������� �������� -�� �,�� ���� �; �� C0(I, I)
�� �
�%���>�
�� �� �.���� �!� �
��'�� �
�������!� ��� �� I ���� ��
� 
��
;  ��
 I = [a, b] 	�� �"���� a, b ∈ R�

"������ �#�#�# ����� f ∈ C0(I, I)� �� x ∈ I 	
 ����
� ��
	��� ������ ���
f ��� I 
� f(x) = x�

#�!������"; �� ������ ����� ����� �� ����� ����� �� �
�"���� f ��
�� ��'�� �� (� < 2� 	!����; ����� �� �
���� y = x�

#�� ���"���	�� �� ��!����
�� �� �
�"��� f : [0, 1] → [0, 1] �� �.��
f(x) = x2� #�� �� %��.�� �� ������" ����� �� ����� �� �.��
�� �� �,��!�

f(x) = x ⇒ x2 = x ⇒ x2 − x = 0 ⇒ x(x − 1) = 0,

��� �� ����� �
��������
��  �� x = 0 � x = 1�

*
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-'��� (�(? -�����" ����� �� f(x) = x2; ��� [0, 1]

"������ �#�#
# �������� ��� n����� ���	��� ��
� f ∈ C0(I, I) �� ���
��������� fn ∈ C0(I, I)��
 ��� ����
 ��� �� ��� fn = f ◦ fn−1 !
� f 0(x) = x�
�
 !�	� x ∈ I�

"������ �#�#�# ����� f ∈ C0(I, I)� �� ������ x ∈ I 	
 ����
� �����"�!�
�� �����"� n ∈ N� 
� fn(x) = x� ��# fκ(x) �= x� �
 κ = 1, 2, ..., n − 1�

"������ �#�#�# $� f ∈ C0(I, I) ���� �
 !�	� x ∈ I �������� ��� ������ ���
x �� ���� ��� f � �
 ���
� �� � ����

Orb(x) = {x, f(x), f 2(x), ...}.
�� �������
�� ��� ����� �
�  �� 	�� �"�� ����� x ∈ I �����.�� ��

�"��
�� �� Orb(x)� ���=����; ��  ���'�" ����� ����������� �.����; � ��
�� x ����� �������� �����; ��� ��������=��

"������ �#�#	# $� �� p ∈ I ���
� ��
 �����"�!� ������ ��
� f ∈ C0(I, I) ����
�������� ��� ������ ���	
�� �
 ���
� �� � �����

W u(p, f) =
⋂
ε>0

⋃
n≥0

fn(p − ε, p + ε).

�� "��� � 	��; �� x ∈ W u(p, f); ������  �� 	�� �"�� ε > 0; 
�"�'�� n ≥ 0
���� x ∈ fn(p − ε, p + ε)�
@ �����"�! ����� � ����� ����.����� �� �� �� ��.��  �� �� x ∈ W u(p, f); � ��

�"�'�
� �����
���� yκ ����'��!� ��
 I ��� mκ �� yκ → p; ���� x = fmk(yk)�

"������ �#�#$# $� �� p ∈ I ���
� ��
 �����"�!� ������ ��
� f ∈ C0(I, I) ����
�������� ���  ������ ���	
�� �
 ���
� �� � �����

W u(p, f, +) =
⋂
ε>0

⋃
n≥0

fn[p, p + ε).
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�� "��� � 	��; �� x ∈ W u(p, f, +); ������  �� 	�� �"�� ε > 0; 
�"�'��
n ≥ 0; ���� x ∈ fn[p, p + ε)�
1���.���� �����.�� �� ��.��  �� 
�"�'�
� �����
���� yκ ����'��!� ��
 I
��� mκ �� yκ → p ��� yκ ≥ p; ���� x = fmκ(yκ)�

"������ �#�#%# $� �� p ∈ I ���
� ��
 �����"�!� ������ ��
� f ∈ C0(I, I) ����
�������� ��� � ������ ���	
�� �
 ���
� �� � �����

W u(p, f,−) =
⋂
ε>0

⋃
n≥0

fn(p − ε, p].

������� ��������'� �� �����"�!; �� x ∈ W u(p, f,−); ������  �� 	�� �"��
ε > 0; 
�"�'�� n ≥ 0; ���� x ∈ fn(p − ε, p]�
1���.���� �����.�� �� ��.��  �� 
�"�'�
� �����
���� yκ ����'��!� ��
 I
��� mκ �� yκ → p ��� yκ ≤ p; ���� x = fmκ(yκ)�

���=���� ��'.��  ��

W u(p, f) = W u(p, f,−) ∪ W u(p, f, +)
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"������ �#
#�# ����� f ∈ C0(I, I)� % f 	
 ����
� ������� ��� I 
� ���
����� L ∈ (0, 1) #��� �
 !�	� x, y ∈ I� ��� �� ���

|f(x) − f(y)| ≤ L|x − y|.
������� �#
#
# &�������� ������� ��� Banach' ����� f ∈ C0(I, I)
!
� ���	������ ��� � f ���
� �������� ���� � f ���� ���
"�!� ��
	��� ������
��� I�

$��"��(�� )���! z ∈ I� 4�!��.�� �� �����
���

an = fn(z), n = 1, 2, ...

A {an} ����� Cauchy ����� 	�� m, n �� m > n;

|an − am| ≤ |am − am−1| + |am−1 − am−2| + ...|an+1 − an|

≤ Lm−2|a2 − a1| + Lm−3|a2 − a1| + ... + Ln−1|a2 − a1|

= |a2 − a1|(Ln−1 + Ln + ...Lm−3 + Lm−2)

= |a2 − a1|(Ln−11 − Lm−n−1

1 − L
)

≤ |a2 − a1| Ln−1

1 − L
→ 0

����� m, n → ∞�

)���;  {an} �
	������ �� �"���� a ∈ I� �� �
��'��� �� f ; ������  ��
f(an) → f(a)� )@�!� f(an) = an+1 ���

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1.
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�����"; f(a) = a� ���� �� ������,�
��  �� �
� �� a ����� ������� �
)���! ���  f �'�� �.� ������" ����� x, y �� x �= y�
� ��; |x − y| = |f(x) − f(y)| ≤ L|x − y| ��� "��; L ≥ 1 �� ����� ����� "�����

&������ �#
#�# ����� f ∈ C0(I, I)� !
� ���	������ ��� � f ���
� ��������
����� �
 !�	� n ∈ N � fn ���� ���
"�!� ��
	��� �������

$��"��(�� 4�!��.�� �� �����
��� an = fn(z); 	�� �"���� z ∈ I;  �!� ���
�����"�!� ������,���  �� an → a, a ∈ I� �� �
��'��� �� fn ������  ��;

fn(an) → fn(a)

)@�!�; fn(an) = a2n ��� limn→∞ an = limn→∞ a2n� �����";

fn(a) = a.

���� �� ������,�
��  �� �
� �� a ����� ������� �
)���!  ��  fn �'�� �.� ������" ����� x, y �� x �= y� � ��;
|x − y| = |fn(x) − fn(y)| ≤ Ln|x − y| ��� �'�
��

Ln ≥ 1

�� ����� ����� "�����

������� �#
#�# ����� f : I → I ������� !
� �
�
������ ��� Io ��

|f ′(x)| ≤ L < 1

!
� 
��� �
 !�	� x ∈ Io� ���� � f ���� ���
"�!� ��
	��� ������ ��� I�

$��"��(�� )���! x, y ∈ I �� x < y�
A f ����� �
��'�� ��� [x, y] ⊆ I
A f ����� ����	!	���� ��� (x, y) ⊆ Io

�� �� )�#���
 *���� �����; ������  �� 
�"�'�� x0 ∈ (x, y) ����;

f(x) − f(y) = f ′(x0)(x − y)

|f(x) − f(y)| = |f ′(x0)||x − y|
|f(x) − f(y)| ≤ L|x − y|

�� 0 ≤ L < 1�
)���  f ����� �
�����; ��� �� >��.���� ������ ��� �� )�#���
 +�
	��� 
��������
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�� �� ����� �� �����"�! �� ���,� 	�����.���� �"���� ��!������ ��
���=��? �� |f ′(x)| = 1 � |f ′(x)| ≥ 1 � �� �����.�� �� �
����"��
�� ��
.���, � �� �� ��� �� ������� ��� �"����
 �������. �����
B
�� � �� ��	�
�� �����  �� ��� �����.�� �� ������
�� 	�� ������� ��� $ �����
���'������� �� ���,�� �"�� ������ �� ������,�� ��� ���� �
��������&� �� 	������
 �!� 	�� �� .���,B -� ��.�� �� ����� ��'���� �� �� ���� ������ 	�� ��
����� ���������� ��� ��!�����" ����

������� �#
#	# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���� K ⊆ I ��
 !������ "������

�
 �� ����� ��� �� ��� K ⊆ f(K)�
���� � f ���� ����������� ��
 ��
	��� ������ ��� K�

$��"��(�� )���! K = [a, b]; ��� � 	! ��
  �� K ⊆ f(K); �'�
��  ��
[a, b] ⊂ f([a, b])� 4�!��.�� �� �
��'� ��� I �
�"��� �� �.��;
g(x) = f(x) − x ��� ��������
�� ��� �,�� � �����������?

�& �� [a, b] ⊆ [f(a), f(b)]�

)�'�
�� ���� �  �� f(a) ≤ a ��� f(b) ≥ b�
g(a) = f(a) − a ≤ 0
g(b) = f(b) − b ≥ 0
�� �� �����"�! �'�
��  ��;

g(a)g(b) ≤ 0.

�� ��'.��  �� ��� �'�
��  �� ��� ��� �� a, b ����� ������ ����� ���
��������
��� �� ��'.��  ����!�; � �� ��� �� )�#���
 Bolzano �'�
��
 �� 
�"�'�� x0 ∈ (a, b) ������ ����;

g(x0) = 0 ⇒ f(x0) − x0 = 0 ⇒ f(x0) = x0

%& �� [a, b] ⊆ [f(b), f(a)]
)�'�
�� ���� �  �� f(a) ≥ b ��� f(b) ≤ a�
g(a) = f(a) − a ≥ b − a > 0
g(b) = f(b) − b ≤ a − b < 0
�� �� �����"�! �'�
��  ��;

g(a)g(b) < 0.



���� ���
��� �
� ��	
��������
 ��
������ �������� ((

C��" �� �� )�#���
 Bolzano �'�
��  �� 
�"�'�� x0 ∈ (a, b); ������ ����

g(x0) = 0 ⇒ f(x0) − x0 = 0 ⇒ f(x0) = x0.

-�  ��� ��� ����������� ������,��� �� .���, �������. �����
�

a b

a

b

-'��� (��? #�!������� ������� ��
 4�!������� (���*

�� 4����� (���*� ��� �,��=���>�� �� .���, �������. �����
 
� ���
���
�������� ��� ������ ���=������
+�"�'�
� ��� "���� �
������; �� ������ �� �
��
��� �� �� �����"�! 4�����
��� �,��=���>�
� ��� �� ������� ���;  �!� 	�� ���"���	��  	����� ����<
������
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���	�� �

���	���� ��������

�� #	����� $���
�
�� 
�� W u(p, f)

'���� 
#�#�# ����� f ∈ C0(I, I)� !
� ���� p ��
 ��
	��� ������ ��� f ���
I� ���� �
 � ���
 W u(p, f)� W u(p, f, +)� W u(p, f,−) ���
� ����!��!��

$��"��(�� 4� ����
�� �� ���, ���"'� 	�� ��� 
� '!�� W u(p, f)� #�� ��
<
� D ��� < �������� 
� '!��
�  �� ���, �������� ��� ���� ����%�� ������<
�� )���! b, c ∈ W u(p, f) ��� 
������
�� ��� b < x < c� ����� �� ���,�
��
��� x ∈ W u(p, f)� 7!��� %�"% �� 	���� ���� �����.�� �� 
������
��
 �� p ≤ x� 4�!��.�� �� ε<�����'� ��
 p; V = (p − ε, p + ε)� )�'�
��  ��
c ∈ W u(p, f) ��� "�� c ∈ fn(V ); 	�� �"���� n > 0� )@�!�  f ����� �
��'��;
��� "��  fn �
��'��� ����� �� �.���� V ����� ��"���� ��� �����" �
����<
����
��  �� �� �.���� fn(V ) ����� ����� ��"�����
)�'�
�� ���� �;
c ∈ fn(V )
p ∈ fn(V )
p ≤ x < c
�� �� ����� ������ x ∈ fn(V ); ����� x ∈ W u(p, f); �� ����� ����� ��� ��
>��.�����

&������ 
#�#
# ����� f ∈ C0(I, I)� !
� ���� p ��
 ��
	��� ������ ��� f
��� I� ���� !
	��
 
�� �
 � ���
 W u(p, f)� W u(p, f, +)� W u(p, f,−) ���
�
���� "������
� ���� �� ����� ���� {p}�
$��"��(�� 4� ����
�� �� ���, ���"'� 	�� ��� W u(p, f)� #�� ��
� D ��� <
�������� 
� '!��
�;  �� ���, �����  ����� ��� �� E���� ��(�(�; �'�
��  ��

(2
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�� �� 
��
����� ���������

� W u(p, f) ����� �
������ �
����� ����� �!��  �� p ∈ W u(p, f) ����� ��
p ����� ������ ����� ��� "��;
p ∈ fn(p − ε, p + ε)� )@�!� �� � �� �
������" 
���.���� ��
 R; ����� ��
�����.���� ��� �� ����������� �� � W u(p, f) �����'�� ���"'� �� p; � ��
���=���� W u(p, f) = {p}; �� ����� ����� �
������ � �� ���� �����'�� ���
"��� ����� ��� � ��
 p; � �� �� �����'�� ���  �� �� ����� ����,. ��
�
����� ����� �
������ ; ��� "�� �� ����� ��"�����

&������ 
#�#�# ����� f ∈ C0(I, I)� !
� ���� p ��
 ��
	��� ������ ��� f
��� I�
$� �� W u(p, f,−) �������� ������ ��
� ���� ��� p� ����
W u(p, f, +) ⊆ W u(p, f,−).
$� �� W u(p, f,−) "�� �������� ������ ��!������ ��� p�����
W u(p, f,−) = {p} � W u(p, f,−) = W u(p, f, +)
$� �� W u(p, f, +) �������� ������ ��!������ ��� p� ����
W u(p, f,−) ⊆ W u(p, f, +).
$� �� W u(p, f, +) "�� �������� ������ ��
� ���� ��� p� ����
W u(p, f, +) = {p} � W u(p, f, +) = W u(p, f,−)

$��"��(�� 4� ���,�
�� ���"'� ��
� �
� �����
� ��'
�����.�; �����  �� ���,<
 �!� "��!� �
� �������� �� ������� ��������'� ��������
#�� �� ���� �� ��� �'�
�� �� �,��?
)���!  �� � W u(p, f,−); �����'�� ��� ����� c > p� �
� ; �� �
��
��� ��
��  �� p ∈ W u(p, f,−); ��� �����  �� [p, c] ⊆ W u(p, f,−)�
�� ��!����
�� ���� ��� x ∈ W u(p, f, +)� )�'�
�� ���� � �, ������.  ��;
x = fmκ(yκ)  ��
 yκ → p ��� yκ ≥ p� #�� ��	"�� κ; ��'.��  ��
yκ ∈ W u(p, f,−) ����� x ∈ W u(p, f,−) ��� "�� �'�
��  ��
W u(p, f, +) ⊆ W u(p, f,−); �� ����� ����� ��� �� >��.����� #�� ��� ��.����
��'
���� �'�
�� �� �,��?
)���! ,��"  �� � W u(p, f,−); �����'�� ��� ����� c > p; ��� 
������
��  ��
��� 
�"�'�� ����� ���� ���� ��
 p� 4�!��.�� ��� d ∈ (p, c) ��� �����	�
��
��� α < p ������ ���� f(x) < d; 	�� �"�� x ∈ (α, p)� 1�'.��  ��
α /∈ W u(p, f,−)) �� �� ����� ������  �� 
�"�'�� b ∈ (α, p) ���� �� x ∈ (b, p)
� �� fn(x) �= α; 	�� �"�� n ≥ 0� )�'�
�� �����  �� 
�"�'�� y ∈ (b, p) ���
n > 0 ���� c = fn(y)�
)���! m ≤ n � ��	��.����� ����� � �������� ��
 ���������� �� �'��
fκ(y) ∈ (α, p), κ = 0, 1, 2, ..., m− 1� �� fm(y) < p; � �� fm(y) ≤ α ��� "��
α = fm(w) 	�� �"���� w ∈ (b, p); ��"	�� �� ����� �������� ����=�� ��� "��



���� �
������ ���������� ��� W U(P, F ) (*

p < fm(y) < d�
�= ��� �� d ����� �
������� ����" ��� p; ������  �� c ∈ W u(p, f, +); �� �����
�������  �� W u(p, f,−) ⊆ W u(p, f, +)� �� �
����"����" ��� �� �
��
��� 
�� ��� ��'
���� �����"�! ��� ����
�  ��

W u(p, f,−) = W u(p, f, +).

&������ 
#�#�# ����� f ∈ C0(I, I)� !
� ���� p ��
 ��
	��� ������ ��� f
��� I�
$� f(x) < x �
 !�	� a ≤ x < p� ���� [α, p] ⊆ W u(p, f,−)�
$� f(x) > x �
 !�	� p < x ≤ b� ���� [p, b] ⊆ W u(p, f, +)�

$��"��(�� 4� ������,�
�� ���"'� ��� ����� ��'
���� ����� ,��" �� �
�
������,��� ����.���� ��� ���� ��������
#�� �"�� x0 ∈ [α, p] 
�"�'�� ��� x1 ∈ (x0, p) �� f(x1) = x0� �� �����
��<
��
�� �� ���� ���������� ������
�� ��� �����
��� {xκ}  ����� ����� �.,�
��;
"�! =��	��� �� �� p ��� ��'.�� f(xκ+1) = xκ; 	�� �"�� κ� �����; xκ → p
����� κ → ∞; ��� �
� �� ��  xκ ����� �.,�
�� ��� "�! =��	��� ��� �� p�
)�'�
�� ���� �  �� x0 = fκ(xκ) �� xκ → p ��� xκ ≤ p "�� x0 ∈ W u(p, f,−)�
)@�!� x0 ∈ [α, p] ��� �����"

[α, p] ⊆ W u(p, f,−).

'���� 
#�#	# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���� {p1, p2, ..., pn} ��
 �����"�!� ����
��� ��� f ������

W u(p1, f) = W u(p1, f
n) ∪ W u(p2, f

n) ∪ ... ∪ W u(pn, fn)

$��"��(�� 1�'.��  �� f(pi) = pi+1 ; i = 1, 2, ..., n ���  �� f(pn) = p1� A �� ���,<
 '!��>���� �� �.� ����
��'��" �� ���,�
��  ��;

W u(p1, f) ⊆ W u(p1, f
n) ∪ W u(p2, f

n) ∪ ... ∪ W u(pn, fn).

)���! z ∈ W u(p1, f) ��� ���!

z /∈ W u(p1, f
n) ∪ W u(p2, f

n) ∪ ... ∪ W u(pn, fn).



(: ����

�� �� 
��
����� ���������

#�� �"�� pi �� �
�%���>�
�� �� Vi �� ε<�����'� �
��.� )���� �'�
��  ��

�"�'�� ε > 0 ����;

z /∈
∞⋃

m=0

fmn(Vi)

	�� �"�� i = 1, 2, . . . , n� 4�!��.�� W1 = V1; ��� 	�� j = 2, ..., n ���>�
�� Wj

�� ����� ��� 	������� ��
 pj 	�� �� ����� ��'.��  �� f j−1(Wj) ⊂ Vj�
)����� ���>�
�� W0 = W1 ∩ W2 ∩ ... ∩ Wn�
����� �!��  �� z /∈ ⋃∞

m=0 fm(W0) �� �� �� z ∈ f j(W0) 	�� �"���� j; � ��
z ∈ f j(W1) = f j(V1)� )@�!� z /∈ f jn(V1)� 9�������
�� ��� �,�� �����������?
�� j = n; �'�
�� z ∈ fn(W0) �� ����� ����� "�����
�� j > n � ��; j = κn+(i−1) 	�� �"���� κ ∈ (Z)� #�!��>�
��  �� f j−1(Wi) ⊆
Vi� )��� �� �'�
�� z ∈ f j(Wi) = f j+1−i(f i−1(Wi)) ⊆ f j+1−i(Vi) = fnκ(Vi) ��
����� ����� "�����
�� j < n � �� z ∈ f j(W0) ⊆ f j(Wj+1) ⊆ Vj+1 �� ����� ����� ����� "�����
)�'�
�� ��� �  ��; z /∈ ⋃∞

m=0 fm(W0); ����� z /∈ ⋃∞
m=0 fm(W1) ��� �����"

z /∈ W u(p1, f) ��"	�� �� ����� ����%����� ��� ��'��� ��� 
� ����
)���; �'�
��  ��

W u(p1, f) ⊆ W u(p1, f
n) ∪ W u(p2, f

n) ∪ ... ∪ W u(pn, fn).

4� ���,�
�� ����  ��;

W u(p1, f
n) ∪ W u(p2, f

n) ∪ ... ∪ W u(pn, fn) ⊆ W u(p1, f).

)���!  �� z ∈ W u(pk, f
n) 	�� �"���� k = 1, 2, ..., n�

)���! V ��� ε<�����'� ��
 p1�
@��>�
�� 	�� k = 1 $����� ���"�� 	�� �� p1&; � �� V = N ; ��� 	�� k > 1 ���<
>�
�� N �� ����� ��� 	������" ��
 pk 	�� �� ����� ��'.��  �� fn−(k−1)(N) ⊂ V �
� �� �� �'�
��; z ∈ f r(V ) ��� �� ����� ������  �� z ∈ W u(p1, f)
 ��
;
r = mn  ��� k = 1
���;
r = mn + (n − k + 1) 	�� k > 1�
�����";

W u(p1, f
n) ∪ W u(p2, f

n) ∪ ... ∪ W u(pn, fn) ⊆ W u(p1, f)

��� �
��������
�� �� >��.�����



���� �
������ ���������� ��� W U(P, F ) (5

'���� 
#�#$# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���� p ��
 �����"�!� ������ ��� f �
)������ J = W u(p, f)� ���� f(J) = J

$��"��(�� ��'��" �� ���,�
��  �� f(J) ⊆ J � )���! x ∈ J � � �� 	�� �"�� W
	������" ��
 p �'�
��; x ∈ J � ����.���� x ∈ W u(p, f); ����� x ∈ fm(W )
	�� �"���� m ≥ 0; ��� �� ����� ������  �� f(x) ∈ fm+1(W )� )���; f(J) ⊆ J.
4� ���,�
�� ����  ��;J ⊆ f(J). +������
��  �� �� f(J) ����� 	����� 
�<
��.���� ��
 J ��� �� ������,�
�� �� "�����
)���! z ∈ J\f(J) ��� ���! n  �������� ��
 p�
�� �� E���� ��(�*; �'�
��  �� 
�"�'�� p0 ∈ Orb(p); ���� z ∈ W u(p0, f

n)�
4���
�� K = W u(p0, f

n); ��� ��������
�� ��� �,�� �.� �����������?
�& �� K ����� ��� 	������" ��
 p0�
� �� �'�
�� ; z ∈ W u(p0, f

n) � ������ z ∈ fmn(K) 	�� �"���� m > 0�
1�'.��  �� f(J) ⊆ J �� ����� ��� ����� f 2(J) ⊆ J ; ����� f r(J) ⊆ J ; 	�� �"��
r > 0� )����; fmn(K) ⊆ fmn(J) ��� "�� z ∈ f(J); �� ����� ����� "���� �����

��������  �� z ∈ J\f(J)�
%& �� K ��� ����� 	������" ��
 p0�
� �� ��� �� E���� ��(�(� �� ����� ��� ��"���� �� "��� �� p0� 7!��� %�"%
�� 	���� ���� �����.�� �� 
������
��  �� K = [p0, b] 	�� �"���� b ∈ I�
�����	�
�� ��� c < p0 ������ ���� fn(x) �= z;	�� �"�� x ∈ [c, p0]� A �����	�
�� � ������
 �����
 ����� �=���� �����  f ����� �
��'�� ��� fn(p0) = p0�
����� c < p0; �
��������
��  �� c /∈ K�
)����; 
�"�'�� ��� 	������" ��
 p0 ���! V = (a, d) �� c < a < p0 < d < z; ����

c /∈
∞⋃

m=0

fmn(V )

�� �������
��  �� z /∈ fmn(K) �����;
fmn(K) ⊂ f(J); ��� z ∈ J\f(J)�
)�����; c /∈ ⋃∞

m=0 fmn(V ); ��� "��

c /∈ fn(V ).

1�'.��  �� z /∈ fn((a, p0)); ��� �
� �� ��; z /∈ fn([c, p0]); ��� (a, p0) ⊆ [c, p0]�
)���� "���� �!�� � ��'
���� � �����  �� z /∈ fn([p0, d]) �� ��; [p0, d) ⊂ K; ���
"�� fn([p0, d]) ⊂ fn(K).
-
	������������ �� �����"�! �'�
��  �� z /∈ fn((a, p0) ∪ [p0, d));��� �� �����
������  ��

z /∈ fn(V ).



(/ ����

�� �� 
��
����� ���������

)��� fn(V ) ⊂ (c, z)� ��������%"������ �� ���� ���������� ���	!	��" ������
 �� 	�� �"�� m > 0, z /∈ fmn(V ); �� "��� � 	�� z /∈ W u(p0, f

n) ��� "�� z /∈ K;
�� ����� ����� "����� ��� ���� �.� ����������� ������,��� �� "����� )��� 

� ���� ��� ���� ��=������
�����"; �'�
��  �� f(J) = J �

�� �������
�� �� �
� �� �����  �� �
� ��
 ��'.�� ��� E���� ��(�:�
	�� ��� ������ 
� '!�� W u(p, f); ��'.�� ��� ��� 	�� ��
� D ��� < ��������

� '!��
�� 1�'.�� �����  ��;

W u(p, f, +) = f(W u(p, f, +))
���

W u(p, f,−) = f(W u(p, f,−))

'���� 
#�#%# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���� p ��
 �����"�!� ������ ��� f ��$�
	������ J = W u(p, f)� ��# �� J ���,�������� ��� !���������
 ��� J � ����
������ ��� !�	� �������� ��� J � J � ���
� �����"�!��

$��"��(�� )���! x ∈ J � J ���� �� E���� ��(�:�; �'�
��  �� f(J) = J �
)���; 
�"�'�� y ∈ J ; ������ ����; y = f(x)�)@�!�; f(J) = J ; ��� "��
y ∈ J � J ; ����� f(x) ∈ J � J � -
	������������ �� �����"�! �'�
��  ��;

J � J ⊂ f(J � J).

��� �� E���� ��(�(�  �� �� �.���� J ����� �
������ ��� �
��������
��  ��
��� �� �.���� J ; ����� ����� �
������ � ��� �� E���� ��(�*� �'�
��  ��
J = W u(p1, f) =

⋃n
i=1 W u(pi, f

n)� )��� �� �.���� J � J ; �����'�� �� "���
�!� ������"�!� W u(pi, f

n)� �= ��� �� ������ �
��� �!� ������"�!� �����
�����������; �'�
��  �� ��� �� �.���� J � J �'�� ����������� �� ������
����'���$������ ���� ���� � ��� �� 2n&�
�����"; �"�� ����'��� ��
 �
� ��
 J � J ����� �������� ��� �
� �� ��; ��

���'� ��� a ∈ J � J �� ����� ��� ����� �������� ; � �� �� �.����

Orb(a) = {a, f(a), f 2(a), ...}

�� ��'� "����� �� ������ ����'��� �� ����� ����� "���� �����

Orb(a) ⊆ J � J



���� �� ���	�� Ω(F ) (3

�� �� �!��%� Ω(f)

"������ 
#
#�# ���
 ������ x ∈ I 	
 ����
� wandering 
� ������� � ����
V ��� �
 ���
� ��������� ��� x� #��� �
 !�	� n > 0 �
 ��� ��

fn(V ) ∩ V = ∅.

�� �"��
�� �� "��� �� �����"�! �� ���� ����.���� � �����"�!
����� � 	�� �� nonwandering ������

"������ 
#
#
# ���
 ������ x ∈ I 	
 ����
� nonwandering 
� �
 !�	�
� ���� V ��� �
 ���
� ��������� ��� x �
 ������� n > 0 #���

fn(V ) ∩ V �= ∅.

-�� �,�� �� Ω(f) �� �
�%���>�
�� �� �.���� �!� nonwandering ����!��
�� �������
��  �� �� Ω(f) ����� � ��� �.���� ���  �� ��'.��
f(Ω(f)) ⊆ Ω(f)�

'���� 
#
#�# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����
������
���	��� �����"�!� �����
� ��# p ���
� ��
 ��
	��� ������� ����� ������ ���
x ∈ W u(p, f)� $� x > p ���� x ∈ W u(p, f, +)� ��# 
� x < p ����
x ∈ W u(p, f,−)�

$��"��(�� @� �.� ������,��� ����� ��"��	�� ��� "��; ����� ����� �� ���,�
��
���"'� �� ������ )���! x ∈ W u(p, f) �� x > p� +������
��  ��
x /∈ W u(p, f, +) ��� �� ������,�
�� �� "����� �= ��� x /∈ W u(p, f, +) ������
 �� x ∈ W u(p, f,−)� )���! p1 �� ������ ���� ������ ����� ��� �������"
��
 p� -� ������!� ��
 �� p ����� ������� ; ��� p1 �����	�
�� �� ������� 
"��� ��
 I� � �� 	�� �"�� y ∈ (p1, p) ��'.��  �� f(y) < y � f(y) > y ��� �
� 
�� �� ����,. �
� �����'���� �������� ����!� �� f ;  ��� ��� f(y)− y
���	������" �� ������� ������ �� ���� )@�!� �� f(y) > y ������  ��
W u(p, f,−) ⊆ W u(p, f, +); ��� �� �� ��� ��(�6; ��� "�� x ∈ W u(p, f, +)
�� ����� ����%����� �� 
� ���� ���� �����"; 	�� �"�� y ∈ (p1, p); f(y) < y�
�� ��!����
�� ���� �� �.����;

A = {y < p1 : f(y) = p}.

�� �.���� �
� ����� � ��� �� �� x ∈ W u(p, f,−)� )���! z = sup A� � ��
��'.��  �� z < p1 ��� f(z) = p�



�8 ����

�� �� 
��
����� ���������

)���! y ∈ (z, p1)� �� f([z, y]) ����� �� ��"���� [f(y), f(z)]; ����� [f(y), p]�
�= ��� x ∈ W u(p, f,−) �������%�� �����  �� z ∈ W u(p, f,−) �� �����
�������  �� z ∈ fn(f([z, y])); 	�� �"���� n > 0; �����

z ∈ fn+1[z, y].

�����; y ∈ fn+1([z, y]) ��� �
��������
��  �� �� fn+1([z, y]) ����� ��"����
��
 �����'�� �� y, z� )�'�
�� ���� �  �� [z, y] ⊆ fn+1([z, y]) �� �����; ���
�		
"��� �� .���, �������. �����
 �� fn+1 ��� [z, y]� �� "��� � 	��; 
f �'�� �������� ����� ��� [z, y]� F�� ��; �� y �����'��� �
'���; ��"	��
��� �� ����� ������  �� 	�� �"�� ��� ��
 �� y ������ �� �"���; 
�"�'�� ���
��
�"'����� ��� �������� ������ -
�����  f �'�� "����� ��������" �����;
�� ����� ����� "����� )���;

x ∈ W u(p, f, +).

������� 
#
#�# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����
����
��� ���	��� �����"�!� �����
� ��# p ���
� ��
 ��
	��� �������
$� x ∈ W u(p, f) �� f(x) = p� ���� x = p�

$��"��(�� )���! x ∈ W u(p, f) �� f(x) = p ��� 
������
��  �� x �= p� 7!���
%�"% �� 	���� ���� �����.�� �� 
������
��  �� x > p� � �� ��� �� E����
����2� �'�
��  �� x ∈ W u(p, f, +)� #�� �"���� ��"���� (q, z) ⊆ (p, x) ��'.��
 �� f−1(p) ∩ (q, z) = ∅ ��� f(z) = p� #�� �"�� a ∈ I �� a < z; �� f([a, z]) �����
��"���� ��
 �����'�� �� p� 1�'.��  �� 	�� �"�� a < z; �� f([a, z]) �����'��
��"���� �� ���=�� [b, p]� ��  '�; �� ������ 	�� �"�� a < z �� f([a, z]) ��
�����'�� ��� ��"���� �� ���=�� [p, b]; �� ����� ����� ��.����� �� p < a < z;
� �� [p, b] ⊆ f([a, z])�
����� z ∈ W u(p, f, +); ������  �� 	�� �"���� n > 0; z ∈ fn([p, b]) �� �����
��� �����  �� z ∈ fn+1([a, z])� )�'�
�� ���� �  �� �� a, z �����
� ��� ��"����
fn+1([a, z]); ����� [a, z] ⊆ fn+1([a, z]) �� ����� ��� ����  ��  f �'�� ����<
���� ����� ��� [a, z]� )@�!� �� a �����'��� �
'��� ��� "��  f �'�� "�����
��������" �����; ��"	�� �� ����� ����%����� ��� 
� ���� ����
1�'
��> �����  �� 
�"�'�� ��� y ∈ (p, z) ���� �� ��'.��  �� f(y) > p; ��� �
� 
�� �� �� 
������
��  �� 	�� �"�� y ∈ (p, z) ��'.��  �� f(y) ≤ p; �� ������,<
�
�� �� "����� ��"	����; ����� z ∈ W u(p, f, +) ������
��  �� 	�� �"����
n > 0; z ∈ fn([a, z]) ��� �� �� ��� ��(�2� �����; a ∈ fn([a, z])� -
�����



���� �� ���	�� Ω(F ) �(

[a, z] ⊆ fn([a, z]); �� ����� ��� �		
"��� �� .���, ���������. �����
 ��
f � )@�!� �� a �����'��� �
'���; ��� "��  f �'�� "����� ��������" �����;
�� ����� ����� "�����
)��� 
�"�'�� y ∈ (p, z) ���� f(y) > p�
4�!��.�� �� �.����;

A = {w > y : f(w) = p}
��� ����
�� d = inf A� 1�'.��  �� f(d) = p ��� y < d < z� 4�!��.�� ���
a ∈ I �� p < a < d� -.�=!�� �� ��� ��'
���� ��� ����� ���,��� �����"�!;
[p, b] ⊆ f([a, d]) 	�� �"���� b ∈ I� )@�!� d ∈ W u(p, f, +) ��� �� ����� �
����<
����
��  �� 	�� �"���� n > 0 ��'.��  �� d ∈ fn([p, b]); ����� d ∈ fn+1([a, d])�
-
��G�>�����; �'�
��  �� �� a, d �����
� ��� ��"���� fn+1([a, d]); �����
[a, d] ⊆ fn+1([a, d]) ��"	�� �� ����� ��� �		
"��� �� .���, ���������.
�����
 �� f ��� ��"���� [a, d]� �= ��� �� a �����'��� �
'��� �
������<
��
��  ��  f �'�� "����� ��������" �����; ��"	�� �� ����� ����� "�����
)��� x = p�

������� 
#
#	# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����
����
��� ���	��� �����"�!� �����
� ����� {p1, p2, . . . , pn} ��
 �����"�!� ������ ���
f �����"�� n� $� pi !
� pj ���
� "�
!�!�����
 �������
 ��� �
�
���� ��������
���� pj /∈ W u(pi, f

n)�

$��"��(�� 4�!��.�� �� pi, pj ∈ {p1, p2, . . . , pn} �� pi �= pj ���
pj ∈ W u(pi, f

n)� 1�'
��> �����  �� 	�� �"�� κ = 1, 2, . . . , n �� �.����
W u(pκ, f

n); �����'�� ��� ����'��� ��
 �
� ��
 {p1, p2, . . . , pn}\{pκ}� ��"	<
����; �� ��!����
�� ��� �<�����'� ��
 pκ ���! V � )���! r � ���� �����
����� � �������� �� f r(pi) = pκ� )���! W ��� 	������" ��
 pi ���� f r(W ) ⊆ V �
+�"�'�� m > 0 ���� pj ∈ fmn(W ) ��� �
� �� �� pj ∈ W u(pi, f

n)� )�'�
��
���� �; f r(pj) ∈ f r(fmn(W )) = fmn(f r(W )) ⊆ fmn(V ); �����
f r(pj) ∈ fmn(V )� �= ���  �!� �� V ����� �
'��� ������  ��
f r(pj) ∈ W u(pκ, f

n)� ����� f r(pi) = pκ� )@�!� pi �= pj �� ����� ��� �����
f r(pi) �= f r(pj);�� �� �� pi, pj ����� ����� �� ���'�"�� )��� pκ �= f r(pj); ���
 �� ���, ��
 ��'
�����. ����� ������ 7!��� %�"% �� 	���� ���� �<
����.�� �� 
������
��  �� p1 < p2 < . . . < pn� �� W u(p1, f

n) ����� ��"����
��
 �����'�� �� p1 ��� �"���� "��� ����'��� ��
 {p1, p2, . . . , pn}\{p1}� )���
p2 ∈ W u(p1, f

n)� ��� ����; ���� p1 ∈ W u(p2, f
n) ���� p3 ∈ W u(p2, f

n)� ��

������
��  ��
p1 ∈ W u(p2, f

n)� -
��������
��  �� p1 ∈ W u(p2, f
n,−) ���  ��

p2 ∈ W u(p1, f
n, +) ����� p1 < p2 �� �
��
��� �� �� E���� ����2� �� p1, p2



�� ����

�� �� 
��
����� ���������

����� ����'��� ��
 W u(p1, f
n) ��� "�� [p1, p2] ⊆ W u(p1, f

n)� ��� �� 4�����
����6� ������  �� 	�� �"�� x ∈ (p1, p2), f

n(x) > p1� ����� p2 ∈ W u(p1, f
n, +)

�
��������
��  �� 
�"�'�� x ∈ (p1, p2); ���� fn(x) = p2�
4�!��.�� �� �.����

A = {x ∈ (p1, p2) : fn(x) = p2}
��� ����
�� z = infA� � �� z ∈ (p1, p2) ��� fn(z) = p2� 4�!��.�� ��� a ∈ I
�� p1 < a < z� �� fn([a, z]) �����'�� ��� ��"���� �� ���=�� [b, p2] 	�� �"����
b ∈ I� ���=����� �����"�!  �� p1 ∈ W u(p2, f

n,−); ����� p1 ∈ fmn([a, p2])
��� "�� [a, z] ⊆ fmn([a, z])� �
�  �!� ��� ����  ��  f �'�� �������� �����
��� [a, z]� )@�!� �� a �����'��� �
'��� ��� "��  f �'�� "����� ��������"
����� �� ����� ����� "�����
)��� p1 /∈ W u(p2, f

n); ����� p3 ∈ W u(p2, f
n)� ��������%"������ �� ���<

� ���������� �� �����"�! ������	�
�� ���  �� pi+1 ∈ W u(pi, f
n) 	�� �"��

i = 1, 2, . . . , n − 1� 1�'.��  �� pn−1 ∈ W u(pn, fn) ����� �� �.���� W u(pn, fn)
�����'�� ��� ����'��� ��
 {p1, p2, . . . , pn−1}� )�'�
�� �����  ��
pn ∈ W u(pn, fn)� )��� [p1, p2] ⊆ W u(pn, fn)�
C��" ��� 4����� ����6� �'�
��  �� fn(x) > pn−1 	�� �"�� x ∈ (pn−1, pn)�
1�'.��  �� pn ∈ W u(pn−1, f

n) ���  �� pn > pn−1 ��� �� �����; �� �
��
��� 
�� �� E���� ����2� �
��������
��  �� pn ∈ W u(pn−1, f

n, +); ����� 
�"�'��
x ∈ (pn−1, pn) ������ ���� fn(x) = pn� 4�!��.�� �� �.����
B = {x ∈ (pn−1, pn) : fn(x) = pn} ��� ����
�� z = infB� 1�'.��  ��
z ∈ (pn−1, pn) ���  �� fn(z) = pn� )���! a ∈ I �� pn−1 < a < z < pn� ��
fn([a, z]) �����'�� ��� ��"���� �� ���=�� [a, pn]� )�'�
�� ���� �  ��
[a, z] ⊆ [a, pn] ⊆ fn([a, z]) �� ����� ��� �		
"��� �� .���, ���������. �����

�� f ��� [a, z]� A �����	�  �!� ��
 a �	��� �
'��� ��� "��  f �'�� "�����
��������� ����� �� ����� ����� "����� �����"; pj /∈ W u(pi, f

n)�

������� 
#
#$# ����� f ∈ C0(I, I)� -��	������ ��� �� � ���� Ω(f) ���
�
�����
����� !
� ��� �� x ∈ Ω(f) "�� ���
� �����"�!�� ���� �
 !����� �����"�!�
������ p ��� f � ������� z ∈ W u(p, f) ������ #��� f(z) = p ��# �� z "�� ���
�
�����"�!��

$��"��(�� ��� �� 	�	�� �  �� x ∈ Ω(f) ������  �� fm(x) ∈ Ω(f) ��� �
� 
	�� �"�� m > 0� )@�!� �� Ω(f) ����� ������������ -
�����; 
�"�'�� �"����
z ∈ Orb(x) 	�� �� ����� f(z) = p  ��
 �� p ����� �������� �����; ��� �� z
 '�� 1�'.�� �����  �� z ∈ Ω(f); ����� z ∈ Orb(x)�
#�� �� ���,�
�� �� >��.����; ����� �� ���,�
��  �� z ∈ W u(p, f); ��� �
� 



���� �� ���	�� Ω(F ) �2

��� �� E���� ��(�5� +������
��  �� z /∈ W u(p, f)�
)���! (a, b) ⊆ I ��� ������ ��"���� ��
 �����'�� �� z; 	�� �� ����� ��'.��
 �� [a, b] ∩ W u(p, f) = ∅� ��� �� ����
���� �� ��� ����.����  ��
{a, b} ∩ fm(N) = ∅;  ��
 � ��� 	������" ��
 p; ��� �
� 	�� �"�� m > 0�
)�'�
�� �����  �� 	�� �"�� m > 0 �� �.���� fm(N) ����� ��"���� ��
 ���<
��'�� �"���� ����'��� �� ���'�"� ��
 p ����� ��
 �.���
 Orb(p)� ������
 �!� Orb(p) ⊆ W u(p, f); �'�
��  �� Orb(p) ∩ (a, b) = ∅; ��� �� ����� ������
 �� f(N) ∩ (a, b) = ∅; ��� �
� 	�� �"�� m > 0�
�����.�� �� �����,�
�� �� � �� ����� ���� ����; �= ��� �
� ����� ���	����;
���� �� 
������
��  �� N ∩ (a, b) = ∅�
�� ��!����
�� ���� V �� ����� ��� �<�����'� ��
 z; 	�� �� ����� ��'.��  ��
V ⊆ (a, b) ��� f(V ) ⊆ N � � �� 	�� �"�� m > 0 �� �'�
��  ��
fm(N) ∩ (a, b) = ∅; ����� fm(f(V )) ∩ V = ∅ ��� �����"; fm+1(V ) ∩ V = ∅�
�
�  �!� �������  �� �� z ����� wandering; ����� z /∈ Ω(f) �� ����� =
���"
����� "�����
)��� z ∈ W u(p, f) ����� z ∈ W u(p, f) � W u(p, f) ��� ��� �� E���� ��(�5
�'�
��  �� �� z ��� ����� �������� �

������� 
#
#%# &L.S.Block [2]' ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� ��
� ���� Ω(f) ���
� �����
������ ���� �� Ω(f) ���
� �� � ���� ��� �����"�!#�
������� ��� f �

$��"��(�� )���! z ∈ Ω(f) ��� 
������
��  �� ��� ����� �������� � 4� ������,<
�
�� �� "����� )���! {p1, p2, . . . , pn} ��� ��������� ���'�" �� f � ��� ��
4����� ����: �'�
��  �� 
�"�'�� z ∈ W u(p1, f) ���� f(z) = p1; ��� �� z
�� �� ����� �������� ������ �= ��� ���� � z ∈ W u(p1, f); ��� �� E��<
�� ��(�* �'�
��  �� z ∈ W u(p1, f

n) ∪ W u(p2, f
n) ∪ . . . ∪ W u(pn, fn); �����

z ∈ W u(pκ, f
n) 	�� �"���� pκ ∈ {p1, p2, . . . , pn}�

���=����� �����"�!  �� f(z) = p1; ����� fn(z) = fn−1(p1); ��� �� �����
�����" ������  ��;

fn(z) ∈ Orb(p1).

��� �� E���� ��(�: �'�
��  �� f(W u(pκ, f
n)) = W u(pκ, f

n) ��� ������
z ∈ W u(pκ, f

n) ������%����
��  �� fn(z) ∈ W u(pκ, f
n)� � �� ��� �� 4�����

����* ������  �� fn(z) = pκ ��� � 	! ��
  �� z ∈ W u(pκ, f
n) �
��������
��

 �� pκ = z ��� �
� ��� �� 4����� ����6� �
�  �!� ����� "���� ����� ��
z ��� ����� �������� � �����"; �� Ω(f) ����� �� �.���� �!� ���������� �����
�� f �



�6 ����

�� �� 
��
����� ���������




���	�� �

�� �� �!�	 ��" Sarkovskii

&� �"	 �����' ���"�
���

'���� �#�#�# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!� ����
��� {p1, p2, . . . , pn}� �� pi < pi+1 �
 !�	� i = 1, 2, . . . , n − 1� �������� Iκ

�
 ���
� �
 !������ "�
����
�
 �� �!�
 pκ !
� pκ+1� "��
"� Iκ = [pκ, pκ+1]�
κ = 1, 2, . . . .n − 1� ���� �
 !�	� κ� ������� j #��� Ij ⊆ f(Iκ)� �� κ �= j�

$��"��(�� )���! Iκ ��� ��"����  �!� �����"�!� 4� ���,�
��  �� 
�"�'��
j = 1, 2, . . . .n − 1; ���� �� ��'.��  �� Ij ⊆ f(Iκ)�
f(Iκ) = f([pκ, pκ+1]) ⊆< f(pκ), f(pκ+1) >;  ��
 �� < f(pκ), f(pκ+1) > �
�<
%���>�
�� �� ������ ��"���� �� "��� f(pκ) ��� f(pκ+1)� 7!��� %��% ��
	���� ���� 
������
��  �� < f(pκ), f(pκ+1) >= [f(pκ), f(pκ+1)] $��  ����
������� �����
�	�.�� ���  ��� ��'.�� �� ��������&�
9�� ������ �� ��'.��  �� f(pκ) = f(pκ+1) ��� �
� �� �� �� f(pκ), f(pκ+1) �����
����'��� ��
 �
� ��
 {p1, p2, . . . , pn}�
�� �� f(pκ) ��� f(pκ+1) �'�
� ����,. ��
� �.� ��� "�! ����'��� �� ���'�"�;
� �� ��� pj �����	�
�� �� ����� �� ������ ���� ����� ��� �� ��,�" ��
 f(pκ)
�� ����� ������ ��� ���'�" {p1, p2, . . . .pn}; ��� ��� pj+1 �����	�
�� �� �����
�� ������ ���� ����� ��� �� �������" ��
 f(pκ+1) �� ����� ������ ��� ���<
'�" {p1, p2, . . . .pn}�
�� �� f(pκ) ��� f(pκ+1) �'�
� ����,. ��
� ��� ����'��� �� ���'�"�;���! α;
�����	�
�� pj = α ��� pj+1 = f(pκ+1)�
�� �� f(pκ) ��� f(pκ+1) ��� �'�
� ����,. ��
� �"���� ����'��� �� ���'�"�
� �� �����	�
�� pj = f(pκ) ��� pj+1 = f(pκ+1)�
��� ���� 2 �����������  �����	� �� � Ij 	�� �� ����� ��'.��  �� Ij ⊆ f(Iκ)

�*



�: ����

�� �� �� �������
 ��� SARKOV SKII

����� �=�����
����� ���=�����  �� ������ j �= κ� �
� �������  �� 	�� �"�� κ ��'.��  ��
Iκ � f(Iκ)�
)���!  �� Iκ ⊆ f(Iκ) ��� �� ������,�
�� �� "����� ��� �
� ��
 
��������;
������  �� [pκ, pκ+1] ⊆< f(pκ), f(pκ+1) >� C��"; �����.�� �� 
������
��  ��
< f(pκ), f(pκ+1) >= [f(pκ), f(pκ+1)] ��� "�� �'�
��
[pκ, pκ+1] ⊆ [f(pκ), f(pκ+1)]; �� ����� �����" ��� �����  �� f(pκ) ≤ pκ ���
f(pκ+1) ≥ pκ+1��= ��� f(pκ) ≤ pκ ��� f(pκ) = pi 	�� �"����
pi ∈ {p1, p2, . . . , pn}; �'�
��  �� pi = pκ; ��"	�� �� ����� ����� ��.���� ��
i �= κ ��� �� i = κ �� ��'��� f(pκ) = pκ �� ����� ����� ����� ��.�����

������� �#�#
# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!�
������ �����"�� n > 1� ���� � f ���� �����"�!� ������ �����"�� .�

$��"��(�� �� 
������
��  �� �� � ������ �������� ����� �� f ; �'��
������� ��	��.��� ��� �.�; ������ � �� �'�
�� ����!� �� >��.����� )���<
! ���� � n �� ��"'���� ����'��� ��
 �
� ��
 {l ≥ 3 : l �������� ���������.
�����
 �� f}� �� ��!����
�� ��� ��������� ���'�" �� f ; ���!
{p1, p2, . . . , pn} �� pi < pi+1 	�� �"�� i = 1, 2, . . . , n − 1� @��>�
�� Iκ �� �����
�� ������" ���������� �� "��� pκ ��� pκ+1; �����
Iκ = [pκ, pκ+1]; κ = 1, 2, . . . .n − 1� ��� �� E���� 2�(�(; �'�
��  �� 	�� �"��
κ; 
�"�'�� j; ������ ���� Ij ⊆ f(Iκ)� 0">�
�� �"���� ���������� �� ����";
{Iκ1, Iκ2, . . . , Iκm} �� m = 2, 3, . . . , n − 1 ���� �� ��'.��  ��; Iκi+1

⊆ f(Iκi
);

	�� i = 1, 2, . . . , m − 1 ��� Iκ1 ⊆ f(Iκm)�
4�!��.�� �� �����
��� �������� ������"�!� Jκm 	�� �� ����� ��'.��  ��
	�� i = 1, 2, . . . , m − 1 �'�
�� Jκi

⊆ Iκi
��� f(Jκi

) = Jκi+1
; ��� f(Jκm) = Iκ1�

� �� �� �'�
��

fm(Jκ1) = fm−1(f(Jκ1)) = fm−1(Jκ2) = . . . = f(Jκm) = Iκ1

�� ����� �� "��� � 	�� ��� ����  �� fm(Jκ1) = Iκ1 � )@�!� Jκ1 ⊆ Iκ1; ��� ��
����� ������  �� Jk1 ⊆ fm(Jκ1)� ��� �� E���� (���* �
��������
��  ��  fm;
�'�� ������ ����� ��� ��"���� Jκ1; ���! y�
)�'�
�� �����  �� 
�"�'�� y ∈ Jκ1 �� �� ��� ��� fm(y) = y� )�'�
�� �����
 �� m < n ��� "��

Orb(y) ∩ {p1, p2, . . . , pn} = ∅
��� �
� �� �� �� ��� ��'
�; �� 
���'�� i, j ������ ���� yi = pj� )@�!�
fm(yi) = yi ����� fm(pj) = pj �� ����� ����� "���� �� �� m < n� )�'�
��
�����"  �� Orb(y) ∩ {p1, p2, . . . , pn} = ∅ �� ����� ��� �����  �� f i(y) ∈ Iκi+1
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	�� i = 1, 2, . . . , m − 1� �����" � ����� � m �����  �������� ��
 ���������.
�����
 y� )@�!� m < n = min{l ≥ 3 : l �������� �� f} ��� �'�
��  ��
m = 2�

������� �#�#�# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!�
������ ��� ������ � �����"�� "�� ���
� " �
�� ��� .� ���� �
 !�	�
κ = 1, 2, . . . , n� � f ���� �����"�!� ������ �����"�� 2κ� +����#�� � f ����
�����
 �����"�!� �����
�

$��"��(�� ���'!�"�� �� ���	!	�� )���! κ ���� ����� � �������� ��� ���<
>�
�� n = 2κ−1� � ��  fn �'�� �������� ����� �� ����� ��� ����� ������ �
�� �� 4����� 2�(�� �'�
��  ��  fn �'�� �������� ����� p ���� ��
 ��
9���� �� �������� ����� p �� f �'�� ������� 2κ�

"������ �#�#�# �������� �� � ���� P (f) �
 ���
� �� � ���� ���� ��� 	���!#�

!��
��� �� ������ ���
� �����"�� ��� �����"�!#� ������� ��� f �

������� �#�#	# &L.S.Block [2]' ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� �
f ���� �����
������ ���	��� �����"�!� �����
� ���� �
 !����� �� 
�����!�

!��
�� n� ������ ��� P (f) = {2κ : κ = 1, 2, . . . , n}
$��"��(�� ��� �� 4����� 2�(�2� �'�
��  �� 
�"�'�� �"����� ����� � ��������
n ����;

P (f) ⊆ {2κ : κ = 0, 1, 2, . . . , n}
��� 2n ∈ P (f)� �� n = 0, 1 �� �
�������� ������ ����!�; "�� 
������
��
 �� n ≥ 2� )���! j = 2n−2� � ��  f j; �'�� �������� ����� ���� ��
 6� ���
�� 4����� 2�(��� ������  �� �'�� �������� ����� ���� ��
 �� )����  f
�'�� �������� ����� ���� ��
 2n−1� ��������%"������ �
��� �� ����������
������	�
�� ��� >��.�����

&� �� ������	 
�� Sarkovskii

'���� �#
#�# ����� f ∈ C0(I, I) !
� K, J ⊆ I ����
� "�
����
�
� �����

#���
K ⊆ f(J)� ���� ������� ����
�� "������
 L ⊆ J ������ #��� f(L) = K�

$��"��(�� �� 
������
��  �� J ⊆ K� )���! K = [a, b] ��� J = [x1, x2]� �=�.
K ⊆ f(J) �'�
��  �� [a, b] ⊆< f(x1), f(x2) >� +����
��>�
��  �� ��
< f(x1), f(x2) > �
�%���>�
�� �� ������� ��"���� �� "��� f(x1) ��� f(x2)�
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7!��� %�"% �� 	���� ���� 
������
��  �� < f(x1), f(x2) >= [f(x1), f(x2)]
��� � �� �'�
��  �� f(x1) < a ��� f(x2) > b�
)@�!�  f ����� �
��'�� ��� "�� ��� �� ������ ����"���!� ����� ������  ��

�"�'�
� c, d ∈ J ������ ���� f(c) = a ��� f(d) = b� �
�  �!� ��� �����  ��
f([c, d]) ⊆ [a, b] ����� f([c, d]) ⊆ K� �� �����,�
�� L = [c, d];  �� ���,
����������

'���� �#
#
# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� �
 J0, J1, . . . , Jm ���
�
� ����
� "�
����
�
 �� Ji ⊆ I� �
 !�	� i = 0, 1, . . . , m� �����
 #���
Jκ ⊆ f(Jκ−1)� �
 κ = 1, 2, . . . , m� ���� ������� ����
�� "������
 L ⊆ J0

������ #��� fm(L) = Jm !
� fκ(L) ⊆ Jκ� �
 κ = 1, 2, . . . , m� $� ������
J0 ⊆ Jm� ���� ������� ������ y #��� fm(y) = y !
� fκ(y) ∈ Jκ �

κ = 0, 1, . . . , m�

$��"��(�� -�� ������!�  ��
 m = 1 �'�
�� �� ���	�.���� E���� �� ��<
��
�� J = J0 ��� K = J1�
�� 
������
��  �� �� E���� ��'.�� 	�� �"�� ���� �
���" ���� ��� ��� m�
4� �'�
�� ���� �  �� 
�"�'�� �
���	�� ��"���� A ⊆ J0 ���� fm−1(A) = Jm

��� fκ−1(A) ⊆ Jκ; 	�� �"�� κ = 1, 2, . . . , m − 1� )@�!� �� �����,�
��
A = f(L) �'�
��  �� 
�"�'�� L ⊆ J0 ���� fm−1(f(L)) = Jm; �����

fm(L) = Jm

��� fκ−1(f(L)) ⊆ Jκ; �����

fκ(L) ⊆ Jκ

	�� �"�� κ = 1, 2, . . . , m − 1�
�� �������� 	�!��>�
��  �� J0 ⊆ Jm � �� �� �'�
��

J0 ⊆ Jm ⊆ f(Jm−1) ⊆ f 2(Jm−2) ⊆ . . . ⊆ fm(J0)

����� J0 ⊆ fm(J0) ��� �� ����� ������  ��  fm �'�� ������� ����� ��� J0�
�� "��� � 	��; 
�"�'�� y ∈ J0 ��

fm(y) = y

��� ��'.�� �����  ��
fκ(y) ∈ Jκ

	�� �"�� κ = 1, 2, . . . , m − 1; ��� �
� �� �� y ∈ J0 ��� fκ(J0) ⊆ Jκ�



���� �� �������
 ��� SARKOV SKII �3

&������ �#
#�# *��
( " � ���
��� ������� ��
� �����"�!�� ������� ����
��"�� n > 1� ������� �����"�!� ������ �� �����"� ��!������ 
�� n�

$��"��(�� 4�!��.�� ��� ��������� ���'�" �� f ���� ��
 n ��� �����	�
�� �.�
�����'��" ����'��� ��; ���! a, b �� a < b� 1�'.��  �� fm(a) > a ��� fm(b) < b
	�� �"���� m < n ��� �
� �� ��; �� ��� ��'
� �
��  �� ���; �� ��'
� 
"��� �
���  ����� ��� ����  ��; 	�� �"�� m > n �'�
��  �� fm(a) ≤ a �
fm(b) ≥ b; �� ����� ����� ��.���� �� �� � ��  ���'�" �� ��'� ������� n + 1�
4�!��.�� ���� �� �����
��� �������� ������"�!�;

Jκ =< fκ(a), fκ(b) >

�� "��� fκ(a) ��� fκ(b); �� �� ��� �����.�� �� 	�!��>�
�� ���! ���"� ��"��,�
�'���>����� �� fκ(a) ��� fκ(b) 	�� ��� ��"=���� ����� ��
 κ�
�=�. fm(a) > a ��� fm(b) < b 	�� �"���� m < n; ��'.��  �� J0 ⊆ Jm�

9���� �'�
�� �����  �� J0 ⊆ Jm� ��� �� E���� 2���� ������  �� 
�"�'��
y ∈ J0 ������ ���� fm(y) = y ��� fκ(y) ⊆ Jκ 	�� �"�� κ = 0, 1, . . . , m − 1�
�� ����� y �'�� ������� m < n ��� ����  �� ���, ����������

+������
�� 	�� "�� ��� =��"  �� f ∈ C0(I, I); ��� ��!��.��  ��  f
�'�� ��������� ���'�" ���� ��
 n; ���! {p1, p2, . . . , pn}; �� pi < pi+1 	�� �"��
i = 1, 2, . . . , n − 1� @��>�
�� �� �����
��� ������"�!� Iκ = [pκ, pκ+1]; 	��
κ = 1, 2, . . . , n − 1�

"������ �#
#�# �������� #� ������������ ������� &directed graph'
��� ����� ��� ���"��� " � "�
����
�
 Ii !
� Ij � !
� ���,�������� ��� Ii → Ij�
� ����
 ���
� ��� �� "������
 Ij ��������
� ��� !������ "������

< f(xi), f(xi+1) >� ���� xi, xi+1 �
 �!�
 ��� Ii� +�� �(�� �
 � ���
 Iκ 	

���������
� !���/�� ��� �
/��
����

"������ �#
#	# � ! !��� ��!��� n�

J0 → J1 → J2 . . . → Jn−1 → J0

	
 ��������
� ���������� ������ �/����� 
� �� a ���
� �!�� ��� J0� ����
fκ(a)� 	
 ���
� �!�� ��� "�
����
��� Jκ� �
 !�	� κ = 1, 2, . . . , n − 1�

@ ��������� �.���� �"��� 
�"�'�� ��� ����� ������� �� ��"	����; '!���
%�"% �� 	���� ����; �� �"��
�� a = x1; ���� J0 = J1� �� 
������
��  ��
�� J0, /ldots, Ji−1, �'�
� �������� �� Ji−1 = [z1, z2]; ���� ���� �� f i−1(a) ��
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����� ���� �� a ���� �� b; � �� ������ �� �"��
�� ��� Ji �� Iκ ⊆< f(z1), f(z2) >;
�� ����� ����� •�� ������� �� �� �������� ��� �'�� "��� �� f i(a)� � �� Jn =
J0� ���� �H�
� �; �"�� ���
=� ��=���>���� �� ���. �
� =����; �����  �"��
���
=� �'�� �.� "���� �� ���� ��������� �.���� �����'�� ��� ���
=� �.�
=����; � �� ������ �� ����
������ �� �.� "���
� �.���
�; !��� � �������
�� �����'�� �
�� �� ���
=� ���"'� ��� =��"�

"������ �#
#$# ���
� 	�����#"�� ! !��� 	
 ����
� ��	����� 
� "�� 
��������
�
� �(0���!����� 
�� ��
� ! !�� ��!������� ��!��� � ������ ��
�
�
�,����
�
!������ /�����

A .���, ��'���. ���������
� �.���
 ����
� m; ��� ����� �� �
��� ���
�� �
����"��
�� �� .���, ���� ���������� ���'�"� ���� ��
 m�

'���� �#
#%# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!� ������
�����"�� n > 1� $� �� ����������� "�
���
���� ��/��
 �������� ��
 
���!�
! !�� ��!��� m ���� J0 → J1 → . . . → Jm−1 → J0� ���� � f ���� �����"�!�
������ y �����"�� m #���� fκ(y) ∈ Jκ �
 !�	� κ = 0, 1, 2, . . . , m − 1�

$��"��(�� ������; Jκ−1 → Jκ; �������%�� �����  ��

Jκ ⊆< f(xκ−1), f(xκ) >⊆ f(< xκ−1, xκ >) ⊆ f(Jκ−1)

	�� �"�� κ = 1, 2, . . . , m − 1� )�'�
�� �����  ��
J0 ⊆ f(Jm−1) ⊆ . . . ⊆ fm(J0)� ��� �� E���� 2����� ������  �� 
�"�'�� y ∈ J0

����; fm(y) = y ��� fκ(y) ∈ Jκ 	�� �"�� κ = 0, 1, . . . , m − 1� 9����  f
�'�� �������� ����� ���� ��
 m�

&������ �#
#(# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!�
������ �����"�� n > 1� ���� �����
 ���� ��
	��� �������

$��"��(�� �� �������	���� 	�"=�� �����'�� ��	�
�� ��� ����"�G� ��"	<
����; �� x1 < . . . < xn ����� ��� ��������� ���'�" ��� Ii = [xi, xi+1]; ����
��	�
�� �� ��'.��  �� f(x1) > x1 ��� f(xn) < xn� ��� �
� ������  �� 	��
�"���� j = 1, 2, . . . , n − 1 ��'.��  �� f(xj) > xj ��� f(xj+1) < xj+1� � ��;
f(xj) ≥ xj+1 ��� f(xj+1) ≤ xj �� ����� ��� ����  �� Ij → Ij� �� "��� � 	��

�"�'�� ��	�
�� κ ∈ 1, 2, . . . , n − 1 ����; Iκ ⊆ f(Iκ)� ��� �� E���� (���*
������  ��  f �'�� ������ ����� ��� Iκ ��� ���� �
������ ��� I�
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&������ �#
#!# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!�
������ �������� �����"�� n > 1� ��# "�� ���� �����"�!� ������ �������� ����
��"�� ��!������� 
�� n� $� a ���
� �� ���� ��� ������� ��� �����"�!� �������
�������� �����"�� n ���� �
 �������
 ��� ������� ����� ���� ��� "���
(��

fn−1(a) < fn−3(a) < . . . < f 2(a) < a < f(a) < . . . < fn−4(a) < fn−2(a)

���� ��� "���
(��

fn−2(a) < fn−4(a) < . . . < f(a) < a < f 2(a) < . . . < fn−3(a) < fn−1(a)

$��"��(�� A �� ���, �� 	���� ���	!	��"� �� n = 3; � �� ����� ���=�����
-�� ������!�  ��
 n = 5; �'�
��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 *;
��� ��� �'�� �������� ����� ���� ��
 2 ��� �� a �� ���� �� ���'�"� � ��
��'.�� ����  ��"��,;

f 4(a) < f 2(a) < a < f(a) < f 3(a)

����  ��"��,;
f 3(a) < f(a) < a < f 2(a) < f 4(a).

+������
��  �� �� f(a), f 2(a) %��������� ��� �� �.� ��� ��� ����" ��
 a ���
�� ������,�
�� �� "����� � �� ��	�
�� �� f 3(a) ��� f 4(a) �� %���������
���� "�� ����� ��
 a� +������
�� �����  �� ��'.��

< f 2(a), f(a) >⊆< f 2(a), f 3(a) > .

)@�!� ��'.�� f 2(a) ∈ f(< f 2(a), f(a) >) ��� f 3(a) ∈ f(< f 2(a), f(a) >) ���
�� ����� �
��������
��  �� < f 2(a), f 3(a) >⊆ f(< f 2(a), f(a) >) �����
< f 2(a), f 3(a) >⊆ f(< f 2(a), f 3(a) >); ��"	�� �� ����� ����� ��.����  �!�
��� ���� �� E���� 2�(�(� )��� �� f(a), f 2(a) %��������� ������!��� ��
 a�
�� �� ���� ��"	�� �� ����� ������ �� ���,�
�� �����  �� �� f(a) ��� f 4(a)
$"�� ��� �� f 3(a) ��� f 2(a)& ��� %��������� ��� ���� ����" ��
 a� +����<
��
�� ���� �  �� < f 2(a), a >⊆< f 3(a), f(a) > ��� �� ������,�
�� �� "�����
)�'�
�� ���� �  �� f 3(a) ∈ f(< f 2(a), a >) ���  �� f(a) ∈ f(< f 2(a), a >);
����� < f(a), f 3(a) >⊆ f(< f 2(a), a >) ��� �� ����� ������  ��

< f(a), f 3(a) >⊆ f(< f(a), f 3(a) >)

�� ����� ,��" ��� �� E���� 2�(�(� ����� ��.����� ��'�� ���	��� �'�
��
���,��  �� �� f(a), f 3(a) ����� ��� ��� ����" ��
 a; ��� �� < f 2(a), f 4(a) >
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%��������� ��� "�� ����" ��
 a� �� � �� ��
 �������� �� ���,�
�� �����  ��
��� ������ �� ��'.�� �.��  ��"��,; f(a) < f 3(a) < a < f 4(a) < f 2(a) ���"
�.�� ���  ��"��, f 2(a) < f 4(a) < a < f 3(a) < f(a); �����  �� ��� ��'.��
 ��

< f 4(a), f 3(a) >⊆< f(a), f 2(a) > .

+������
��  �� �
� ����� �!�� ��� �� ������,�
�� �� "����� )�'�
��  ��
f(a) ∈ f 3(< f 4(a), f 3(a) >) ��� f 2(a) ∈ f 3(< f 4(a), f 3(a) >);
����� < f(a), f 2(a) >⊆ f 3(< f 4(a), f 3(a) >⊆ f 3(< f(a), f 2(a) >) �� �����
��� ����  ��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 2 �� ����� ����� ��.�����
�����" �� ������� ����",��� ��
 ������ �� ��'.�
� ����� ����;

f 4(a) < f 2(a) < a < f(a) < f 3(a)

����;
f 3(a) < f(a) < a < f 2(a) < f 4(a).

�� ���� n = 7; �'�
��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 5; ��� ��� �'��
�������� ����� ���� ��
 * � 2� ��� �����"�! �'�
��  �� ����;

f 4(a) < f 2(a) < a < f(a) < f 3(a)

����;
f 3(a) < f(a) < a < f 2(a) < f 4(a).

4� ���,�
��  �� �� f 3(a), f 6(a) $"�� ��� �� f 4(a), f 5(a)& ��� 	������ �� %������<
��� ��� ��� ����" ��
 a�+������
��  �� < f 4(a), a >⊆< f 5(a), f(a) >� 1�'.��
 �� f 5(a) ∈ f(< f 4(a), a >) ��� f(a) ∈ f(< f 4(a), a >); ��� �� ����� �
����<
����
��  �� < f(a), f 5(a) >⊆ f(< f 4(a), a >); �����

< f(a), f 5(a) >⊆ f(< f(a), f 5(a) >)

�� ����� ,��" ��� �� E���� 2�(�(� ����� ��.����� )��� ��� ��� ����" ��
 a
%��������� �� f 3(a), f(a) ��� f 5(a); ��� ��� "�� �'�
�� �� f 2(a), f 4(a) ���
f 6(a)�
����� �� ���,�
��  �� ��� ������ �� ��'.�� �.��  ��"��,

f 4(a) < f 6(a) < f 2(a) < a < f(a) < f 5(a) < f 3(a)

���� �.�� ���  ��"��,

f 3(a) < f 5(a) < f(a) < a < f 2(a) < f 6(a) < f 4(a)
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� ������
< f 5(a), f 6(a) >⊆< f 3(a)f 4(a) > .

+������
��  �� ��'.�� ��� �� ������,�
�� �� "�����
)�'�
�� f 3(a) ∈ f 5(< f 5(a), f 6(a) >) ��� f 4(a) ∈ f 5(< f 5(a), f 6(a) >)� )���;
< f 3(a), f 4(a) >⊆ f 5(< f 5(a), f 6(a) >) �� ����� ��� �����  ��

< f 3(a), f 4(a) >⊆ f 5(< f 3(a), f 4(a) >)

��� �����" �
��������
��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 * �� �����
��� ������ �� ��'.��� �����" �� ������� ����",��� ��
 ������ �� ��'.�
� �����
����;

f 6(a) < f 4(a) < f 2(a) < a < f(a) < f 3(a) < f 5(a)

����;
f 5(a) < f 3(a) < f(a) < a < f 2(a) < f 4(a) < f 6(a).

+�����
��  ��  �� ���� ��� ����� ���� ��� ������!�  ��
 n = κ� 9����

������
��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 κ; ��� ��� �'�� �������� 
����� ���� ��
 κ − 2, κ − 4, . . .; ��� 	�!��>�
��  �� ��'.��; ����  ��"��,

fκ−1(a) < fκ−3(a) < . . . < f 2(a) < a < f(a) < . . . < fκ−4(a) < fκ−2(a)

���� �� ��"��,;

fκ−2(a) < fκ−4(a) < . . . < f(a) < a < f 2(a) < . . . < fκ−3(a) < fκ−1(a).

�"������ '��� �
��.; �� ���,�
��  ��  �� ��� ��'.�� ��� 	�� n = κ + 2�
9���� 
������
��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 κ + 2; ��� ��� �'��
�������� ����� ���� ��
 κ, κ − 2, κ − 4, . . .; ��� �� ���,�
��  �� ��'.��; ����
 ��"��,

fκ+1(a) < fκ−1(a) < . . . < f 2(a) < a < f(a) < . . . < fκ−2(a) < fκ(a)

���� �� ��"��,;

fκ(a) < fκ−2(a) < . . . < f(a) < a < f 2(a) < . . . < fκ−1(a) < fκ+1(a).

��'��" �� ���,�
��  �� ��� ������ �� ��'.��  ��"��,

fκ(a) < fκ−1(a) < . . . < f 2(a) < a < f(a) < . . . < fκ−2(a) < fκ+1(a)
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���� �.�� ���  ��"��,;

fκ+1(a) < fκ−2(a) < . . . < f(a) < a < f 2(a) < . . . < fκ−1(a) < fκ(a)

�� "��� � 	�� ��� ������ ���� �� ����� �!��  ��

< fκ−1(a), a >⊆< fκ(a), f(a) > .

+������
��  �� �
� ����� �!��� ��� �� ������,�
�� �� "����� )�'�
��
 �� fκ(a) ∈ f(< fκ−1(a), a >) ��� f(a) ∈ f(< fκ−1(a), a >) �� ����� ��� ��<
��
�  �� < fκ(a), f(a) >⊆ f(< fκ−1(a), a) >⊆ f(< fκ(a), f(a) >); �� �����
=
���" ����� ��.����� ������,���  �� �� fκ(a), fκ−1(a) ��� %��������� ��� ��
�.� ��� ��� ����" ��
 a� #�� �� ��������
�� ����� �� ���,�
��  �� ��� ������
�� ��'.�� �.��  ��"��,;

fκ−1(a) < fκ+1(a) < . . . < f 2(a) < a < f(a) < . . . < fκ(a) < fκ−2(a)

���" �.�� ���  ��"��,;

fκ−2(a) < fκ(a) < . . . < f(a) < a < f 2(a) < . . . < fκ+1(a) < fκ−1(a).

�� "��� � 	��; ����� �� ���,�
��  �� ��� ����� �
��� �� ��'.��  ��

< fκ+1(a), fκ(a) >⊆< fκ−1(a), fκ−2(a) > .

+������
��  �� �
� ����� �!�� ��� �� ������,�
�� �� "����� )�'�
��
fκ−1(a) ∈ fκ(< fκ+1(a), fκ(a) >); �� �� (2κ + 1) mod (κ + 2) = κ − 1; ���
fκ−2(a) ∈ fκ(< fκ+1(a), fκ(a) >); �� �� 2κ mod (κ + 2) = κ − 2� )���
< fκ−1(a), fκ−2(a) >⊆ fκ(< fκ+1(a), fκ(a) >) ⊆ fκ(< fκ−1(a), fκ−2(a) >)
�� ����� ��� ����  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 κ �� ����� =
���"
����� "����� A �� ���, ����� ����� ������

A �����"�! �� ��� �
�������" ��� ����  �� �� �'���> ���� �������	����
	�"=�� 	�� J1 =< α, f(α) >; Jκ =< fκ−2(α), fκ(α) > ��� κ = 1, . . . , n − 1;
=������� �� �,��?

J1 J2
Jn-1J3

Jn-3 Jn-2
.....

@� ���'��� �������� ���� ��
 �� ������ �����
��.� ��� ��� ��� �.� ����",���
��� �� ��� 2���3� ����">����� ���	��� Stefan �
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&������ �#
#�)# ����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!�
������ �������� �����"�� n > 1� ���� � f � ���� �����"�!� ������ ���� ��� ���
���� �����"��� !
� �����"�!� ������ ���� ��� ������#� �����"�� ��
� �����

�� n�

$��"��(�� +������
��  ��  f �'�� �������� ����� �������� ���� ��
 n ���
 �� �� n �
� �����  ���� ��� �
���� ������� ��������; ����  ���'�" �� �'��
�� �'���> ���� �������	���� 	�"=�� �� �� ���� 2���3� )���! m < n ���

������
��  �� � m ����� ������ �� � �� � �.����;

Jn−1 → Jn−m → Jn−m+1 . . . → Jn−1

����� ���� ��'�� � �.���� ����
� m ��� "��  f �'�� �������� ����� ��������
���� ��
 m� )���! m > n ���� "����� ���� ������ �� � �� � �.����;

J1 → J2 → . . . Jn−1 → J1 → J1 . . . → J1

����� ��'�� � �.���� ����
� m ��� "��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 m
��� �� �
��� �� ������!��

'���� �#
#��# ����� f ∈ C0(I, I) !
� 	���� �� ���� 	���!� � 
!��
�����
κ, m, n !
� s� ���� �� 
!����	�� ��������� ���
� 
��	���1

&2' $� �� x0 ���
� �����"�!� ������ ��� f �����"�� m� ���� ���
� !
� �����
�"�!� ������ ��� fn �����"�� m

(m,n)
� ���� (m, n) � ������� !����� "�
������

��� m, n�

&.' $� �� x0 ���
� �����"�!� ������ ��� fn �����"�� κ� ���� ���
� !
� �����
�"�!� ������ ��� f �����"�� κn

s
� ���� �� s "�
���� �� n !
� (s, κ) = 1�

$��"��(�� $(& )���! t  �������� ��
 ���������. �����
 x0 �� fn� �� x0

����� �������� ����� �� fn; ����� (fn)m(x0) = (fm)n(x0) = x0� �����
�� ���,�
��  �� t = m

(m,n)
� )�'�
��  �� fnt(x0) = (f t)

n
(x0) = x0 ��� "�� �� m

������� �� nt; ����� nt = am 	�� �"���� a ∈ N; ��� �� ����� ������  �� ��
nt

(m,n)
= a m

(m,n)
��� �����" �� n

(m,n)
������� �� nt

(m,n)
� �= ��� �� m

(m,n)
��� n

(m,n)

����� ������ ����,. ��
�; � �� ��	�
�� � m
(m,n)

������� �� t�

)�'�
�� �����  �� f
m

(m,n)
n
(x0) = (f

n
(m,n) )

m
(x0) = x0 ��� �� ����� ������  ��

�� t ������� �� m
(m,n)

� �����" �'�
��  �� t = m
(m,n)

�
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$�& �= ��� x0 = (fκ)n(x0) = fnκ(x0);  �������� ��
 x0 �� f ����� nκ
s
; 	��

�"��� ����� ������� s� �� �� $(& �'�
��  ��
nκ
s

((nκ
s

),n)
= κ� )����;

n

s
= ((

n

s
)κ, n) = ((

n

s
)κ, (

n

s
)s) = (

n

s
)(κ, s)

��� �� ����� ������  �� �� s ������� �� n ��� (s, κ) = 1; �� ����� ����� ��� ��
>��.�����

������� �#
#�
# &Sarkovskii [1]' $� 	��������� ���� /���!� � 
��	�� �
�� ��� "���
(��

3 ≺ 5 ≺ . . . ≺ 2.3 ≺ 2.5 ≺ . . . ≺ 2κ(2λ + 1) ≺ . . . ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1.

����� f ∈ C0(I, I) !
� ���	������ ��� � f ���� �����"�!� ������� �����"�� n�
���� ���� �����"�!� ������ �����"�� m� �
 ��
 �
 n ≺ m�

$��"��(�� )���!  �� n = 2dq ��� q ������ �� 9�������
�� ��� �,�� �������<
����?
�� q = 1; �'�
�� n = 2d� � ��; m = 2e  ��
 0 ≤ e < d� �� e = 0 �'�
��
 �� m = 1 �� ����� ��'.�� ����� 	�!��>�
��  �� "� �'�
�� �������� �����
���� ��
 ��	��.���� ��
 (; � �� ��	�
�� �'�
�� ��� ������ ����� $�� <
��� 2���/�&� �����.�� ���� � �� 
������
��  �� e > 0� �� ��!����
�� ��
�
�"��� g = f

m
2 � ��� �� E���� 2���((� ������  ��  g �'�� �������� �����

���� ��
;
n

(n, m
2
)

=
2d

(2d, 2e−1)
=

2d

2e−1
= 2d−e+1.

�����"�! ���=�����  �� (2e−1, 2d) = 2e−1� �
� ����� �!�� �� �� e − 1 < d�
��� �� �� ��� 2�(��� �'�
��  ��  g �'�� �������� ����� ���� ��
 �� C<
��" ��� �� 2���((�; �'�
��  ��  f �'�� �������� ����� ���� ��
 2m

2
= m; ��

����� ����� ��� �� >��.�����
�� ���� q > 1; 
������
��  �� m = 2dr� �������� �� �,��"��
�� ��� �����<
������  ��
 ������ � r ����� "����� ��� � r �� ����� ������ � ��	��.�����
��
 q� 4�!��.�� �� �
�"��� g = f 2d

� #�!��>�
��  ��  f �'�� �������� 
����� ���� ��
 2dq� )����; ��� �� E���� 2���((�; ������  ��  g = f 2d

�'��
�������� ����� ���� ��
;

2dq

(2dq, 2d)
=

2dq

2d(q, 1)
=

q

(q, 1)
= q.



���� �� �������
 ��� SARKOV SKII 25

��� �� �� ��� 2���(8� �
��������
��  ��  g �'�� ��� �������� �����
���� ��
 r�
-�� ���� ������!�;  ��
 � r ����� "�����;  f �'�� �������� ����� ���<

� ��
 2dr
s

 ��
 (2d, s) = 1; ����� s = 1� �� "��� � 	��;  f �'�� �������� 
����� ���� ��
 m = 2dr; �� ����� ����� ��� �� >��.�����
-�� ��.��� ������!�;  ��
 � r > q ����� ������ �;  �������� �
��. ��

�����
 !� ���� �� f ; ����� 2er; 	�� �"���� e ≤ d� �� e = d; � �� �� >��.<
���� ������ "����� �� e < d; � �� ����� �� ��
��G�
�� �� �� n = 2er ���� 	��
n = 2dq� � �� �����.�� �� 	�"G�
�� m = 2e(r2d−e);����� �'�
��  �� � m
����� 	�� ���� �.���� ��
 � ��� ���� "����� � �� �'�
�� ��� �� �����"�!
������!�  �� ,��"  f ; �'�� �������� ����� ���� ��
 m�

#�� ��"=���� ������,��� ��
 4�!������� ��
 Sarkovskii ���������
�� ���
�� �=��� "���� I6J�
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���	�� #

$���

(� )	�
���� 	������"����

"������ �#�#�# ����� f ∈ C0(I, I)� % f 	
 ����
� topologically transi-
tive 
� �
 !�	� ���
�� �� �� 
���!�#� �� !��#� ������� U, V ⊆ I� �������
n ∈ N� #���

fn(U) ∩ V �= ∅.
"������ �#�#
# ����� f ∈ C0(I, I)� % f ���� ��������� � ������ ��
��	���� �������� 
� ������� δ > 0 #���� �
 !�	� x ∈ I !
� �
 !�	� 3
������� ��� x�������� y ∈ N !
� n ≥ 0 ������ #��� |fn(x) − fn(y)| > δ�

������� ��������'�; �� �����"�! ������� 	�����.����� �� ������ '���;
!� �,���

"������ �#�#�# ����� (X, ‖ · ‖) �����!�� �#��� !
� T : X → X �������
�
���!�� % T 	
 ����
� topologically transitive 
� �
 !�	� ���
�� �� ��

���!�#� �� !��#� ������� U, V ⊆ X� ������� n ∈ N� #���

T n(U) ∩ V �= ∅.
"������ �#�#�# ����� (X, ‖ · ‖) �����!�� �#��� !
� T : X → X �������
�
���!�� % T ���� ��
��	��� �(������ �� 
���!�� ���	�!�� 
� �������
δ > 0 #���� �
 !�	� x ∈ X !
� �
 !�	� 3 ������� ��� x�������� y ∈ N !
�
n ≥ 0 ������ #��� ‖T n(x) − T n(y)‖ > δ�

�� � T ����� topologically transitive � ��;  �!� �� ��.�� �����"�!; �'��
�
� ���� �
����� �,"��� �� ��'���� �
������� �"�����; 	�� �"�� x ∈ X

23



68 ����

�� �� ��
��

��� 	�� �"�� � �����'� ��
 x;
�"�'�� y ∈ N ������ ����;

lim sup
n→+∞

‖T n(x) − T n(y)‖ = +∞.

@� ������� �� �
�� ���� ��
 �
� ��
 �!� ���������� ����!�; �� �
<
������ �,"���� �� ��'���� �
������ ��� �� topological transitivity �����
������� �� ������ ���'�
� ���.  ��� ��� �� "��� ����� ���
�!���� ���� �
�� %����
�� ��� 
�"�'�
� ������������ �� ������ �'�
� ��� ��� ����� �
���
��� ����� #��
� �� � 	� "��!��� ��� �
��� �� ������������ �'�
� ��� ��
�
 ���� ��� ����� ��� ���. �����=���� ����������� �������

"������ �#�#	# ����� 4 ���� !������ "������
� ���� �����!�� �#���� %
f : X → X 	
 ����
� 	������ ���������� 
��
&2' ���
� topologically transitive
&.' ���� ��
��	��� �(������ �� 
���!�� ���	�!��� !
�
&5' ���� �� � ���� ��� �����"�!#� ��� �������� ��!�� ���� ���� ��� 4�

@ �����"�! ����� � �=������� ���� R.Devaney; ��� I2J�

(� ������*��	
	

�� f ∈ C0(I, I); �� I ����� ��� ������ ��� =��	���� ��"���� 
���.���� ��
���	������� �
������ #�!��>�
��  �� �� ���� ��
 I ����� ���������� �.����
��� ���� ��!��.�� ��� ������ �
��� {qj ∈ I, j = 1, 2, . . .}�

'���� �#
#�# $� A = {x ∈ I : Orb(x) = I} !
� A(s, j, n) = {x ∈ I :
|fn(x) − qj | < 1

s
} �
 s, j, n ∈ N ����

A =
∞⋂

s=1

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

A(s, j, n).

$��"��(�� A �� ���, �� '!������ �� �.� ���� ��'��" 
������
��  �� x ∈ A
��� �� '�� ��� ����� �� ���,�
��  �� x ∈ ⋂∞

s=1

⋂∞
j=1

⋃∞
n=0 A(s, j, n)� )�'�
��

���� �  �� Orb(x) = I; �� ����� ����=�">���� !�  �� 
�"�'�� �����
��� zn ∈
Orb(x); ���� zn → qj ; 	�� �"�� j > 1� F�� ��; zn ∈ Orb(x); �����
zn = fκn(x) 	�� �"���� κn ∈ N ��� �����" fκn(x) → qj � �� "��� � 	��
�'�
��  �� 	�� �"�� s, j > 1; 
�"�'�� n0 ���� |fκn0 (x) − qj| < 1

s
��� "��



���� �������
��
�
 6(

x ∈ ⋂∞
s=1

⋂∞
j=1

⋃∞
n=0 A(s, j, n)�

������,��� ���� �  ��;

A ⊆
∞⋂

s=1

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

A(s, j, n).

-� �
��'���; 
������
��  �� x ∈ ⋂∞
s=1

⋂∞
j=1

⋃∞
n=0 A(s, j, n); ��� �� '�� ���

����� �� ���,�
��  �� x ∈ A� 4�!��.�� y ∈ I ��� ε > 0� ����� �� ���,�
��
 �� |fn(x) − y| < ε 	�� �"���� n > 0� ����� �� ���� ��
 I ����� �
�� 
�.����; �
��������
��  �� 	�� �"�� ε > 0; 
�"�'�� j > 1 ���� |y − qj | < ε

2
�

�����;
�"�'�
� s, j > 1 ���� 1
s

< ε
2
��� x ∈ ⋃∞

n=0 A(s, j, n)� )�'�
�� ���� �
 �� 	�� �"���� n > 0; |fn(x) − qj| < 1

s
< ε

2
� )���;

|fn(x) − y| = |fn(x) − qj + qj − y| < |fn(x) − qj | + |qj − y| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

��� �����"�! �
��������
��  �� x ∈ A ��� "��;

∞⋂
s=1

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

A(s, j, n) ⊆ A.

�����";

A =
∞⋂

s=1

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

A(s, j, n).

'���� �#
#
# �� � ���� A(s, j, n) ���
� 
���!���

$��"��(�� �����.�� �� 	�"G�
��;

A(s, j, n) = (fn)−1(qj − 1

s
, qj +

1

s
).

)@�!�  fn ����� �
��'�� �
�"���; ���  ��������= ��� �� �������. �
� ��

���! �
��'�.� �
�"����; ����� ������ �.����� �� "��� � 	�� ��

(fn)−1((qj − 1

s
, qj +

1

s
))

����� ������ ��� �����" �� A(s, j, n) ����� ������ �



6� ����

�� �� ��
��

'���� �#
#�# $� � f ∈ C0(I, I) ���
� topologically transitive� ���� �� � ����⋃∞
n=0 A(s, j, n) ���
� ��!�� ���� ���� ��� I� "��
"�

∞⋃
n=0

A(s, j, n) = I

$��"��(�� 4�!��.�� x ∈ I; ε > 0 ��� �����	�
��  �� U = (x − ε, x + ε) ���;
V = (qj − 1

s
, qj + 1

s
)� A f ����� topologically transitive �� ����� �������  ��

	�� �"�� U, V ������" � ���" 
���.���� ��
 I; 
�"�'�� ��� n > 0; ������
���� fn(U) ∩ V �= ∅� )��� 
�"�'�� y ∈ I ������ ���� y ∈ U ��� fn(y) ∈ V �
�
� �������  �� fn(y) ∈ (qj − 1

s
, qj + 1

s
); �����  �� 
�"�'�� n > 0 ����;

|fn(y) − qj | < 1
s
��� �����"

y ∈
∞⋃

n=0

A(s, j, n).

�����; y ∈ U �� ����� �������  �� |x − y| < ε�
-
��G�>�����; �'�
��  �� 	�� �"�� x ∈ I ��� 	�� �"�� ε > 0; 
�"�'�� y ∈⋃∞

n=0 A(s, j, n) ������ ����; |x − y| < ε �� ����� =
���" ��� ����  �� ��⋃∞
n=0 A(s, j, n) ����� �
�� 
���.���� ��
 I; �� ����� ����� ��� �� >��.�����

&������ �#
#�# ����� f ∈ C0(I, I)� % f ���
� topologically transitive 
� !
�

���� ��� ��
���� x ∈ I ������ #��� Orb(x) = I�

$��"��(�� A �� ���, '!��>���� �� �.� ���� ��'��" 
������
��  ��  f �����
topologically transitive ��� �� '�� ��� ����� �� ���,�
��  �� 
���'�� x ∈ I

������ ���� Orb(x) = I� 4�!��.�� �� �.���� A(s, j, n)� ��� �� E���� 6���(
�'�
��  ��

{x ∈ I : Orb(x) = I} =
∞⋂

s=1

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

A(s, j, n).

��� �� E���� 6��;� ������
��  �� �� A(s, j, n) ����� ������ ; ��� �� E��<
�� 6���2 ��� �����  �� ��

⋃∞
n=0 A(s, j, n) ����� �
�� 
���.���� ��
 I� ���

�� 4����� ��
 Baire;�� ����� ��� ����  �� ����������� ����� �������� ���
�
���� �
� �!� ����� �
�� �.����; �
��������
��  �� ��

∞⋂
s=1

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

A(s, j, n)
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����� �
�� �.����; ����� �� A = {x ∈ I : Orb(x)} ����� �
�� ; ��� "�� �
��� � -
�����; 
�"�'�� x ∈ I ������ ���� Orb(x) = I�
��� ���; 
������
��  �� 
�"�'�� x ∈ I ������ ���� Orb(x) = I; ��� ��
���,�
��  ��  f ����� topologically transitive� )���! U, V ⊆ I ������" �
���"� )�'�
��  �� Orb(x) = I ��� �� ����� �������%�� �����  �� 
�"�'��
κ = 1, 2, . . . ������ ���� fκ(x) ∈ U � F�� ��;�'�
�� �� ��  �� Orb(fκ(x)) =
I� �����
������ ����%�� ��� ���� �
���	��� �� ��� �"�!; �
��������
��
 �� 
�"�'�� ��� λ = 1, 2, . . . ������ ���� fλ(fκ(x)) ∈ V � -
��G�>����� ��
�����"�! �'�
��  �� 	�� �"�� U, V ⊆ I ������"; 
�"�'�� λ = 1, 2, . . . ������
���� fλ(U)∩V �= ∅ �� ����� ��� ����  ��  f ����� topologically transitive�

4������� �� 	�����.��
�� �� �����"�! ��� ��� �
���	�� ��"���� ���
R; �� �
' ��� ������ '��� 7; ��������
�� �� �� ��� �� ���;  �����
����� ����'
��� �� ��� �� �� �
���������

&������ �#
#	# ����� &4��' ��
� ������� "�
��������� !
� ����� ������
����
 �����
� �����!�� �#���� )���� �� f : X → X ������� �
 
!����	

���
� ���" �
�
1
&2' % f ���
� topologically transitive�
&.' -������ x ∈ X �� ��� �"�����
 Orb(x, f) = X�

&5' �� � ���� {x ∈ X : Orb(x, f) = X} ���
� Gδ &"��
"� 
��	������ ����

���!�#� �������' !
� ��!�� ���� ���� ��� 4� "��
"�

{x ∈ X : Orb(x, f) = X} = X.
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(& )*�� �� +����	������ ,�	�
*����

A ����	����� �!� ����������!� Fμ : [0, 1] → [0, 1] �� Fμ(x) = μx(1 − x)
����">���� �����	!���� ����	����� $quadratic family&� 4� ��������
�� ��
������!�  ��
 μ = 4�
4� �"��
�� ��'��" ��� �����	����� 4�!��.�� g : S1 → S1 �� g(θ) = θ2

$S1 ����� � ���������� �.����&� @��>�
�� ����� ��� �,�� ����� ������������;
h1 : S1 → [−1, 1] �� h1(e

2πiθ) = cos(θ); q : [−1, 1] → [−1, 1] �� q(x) = 2x2−1
��� h2 : [−1, 1] → [0, 1] �� h2(x) = 1

2
(1 − x)� � �� �� �'�
��; (h1 ◦ g)(θ) =

cos(2θ) = 2 cos2(θ) − 1 = (q ◦ h1)(e
2πiθ)� )���;

h1 ◦ g = q ◦ h1.

�����; (F4 ◦ h2)(x) = 41
2
(1 − x)(1 − 1

2
(1 − x)) = 1 − x2 = (h2 ◦ q)(x)� )���;

F4 ◦ h2 = h2 ◦ q.

)�'�
�� ���� � �� ��������� ��"	�����;

S1 S1
g

q

F4

h2

h1 h1

h2

[-1,1] [-1,1]

[0,1] [0,1]

'���� �#�#�# % g : S1 → S1 �� g(θ) = θ2 ���
� topologically transitive�

$��"��(�� 4�!��.�� �� I = (θ1, θ2) ⊆ S1� � ��; 	�� m = 1, 2, . . .;�'�
��
gm(I) = (2mθ1, 2

mθ2)� #�� �"���� ���. ��	"�� n ∈ N; ��'.��  �� 2nθ1−2nθ2 =



���� ��
�� �� �����
����	�� ��
���
���� 6*

2n(θ1 − θ2) > 2π� �� "��� � 	��; 	�� �"���� ��	"�� n; �� ���.������  ��� �
���������� �.����� �
� ����=�">���� �� gn(I) ⊇ S1 ��� "�� gn(I) ∩ J �= ∅;
	�� �"�� I, J ⊆ S1 ������" � ���"�

'���� �#�#
# �� � ���� { κ
2n : κ ∈ Z, n ∈ N} ���
� ��!�� ���� ���� ��� R

"��
"��

{ κ

2n
: κ ∈ Z, n ∈ N} = R

'���� �#�#�# �� � ���� ��� �����"�!#� ������� ��� g ���
� ��!�� ���� ����
��� S1�

$��"��(�� 4� 	�"G�
�� �� g ��� ���=� g(eiθ) = e2iθ �� θ ∈ [0, 2π]� � ��
gn(eiθ) = e2niθ� #�� �� %�� ��������" ����� �.�! �� �,��!� gn(eiθ) = eiθ;
 ����� �����" �'�� �.� θ = 2κπ

2n−1
; 	�� 0 ≤ κ ≤ 2n� F�� ��;

{ κ

2n
: κ ∈ Z, n ∈ N} = R

��� "��;

{ 2κπ

2n − 1
: 0 ≤ κ ≤ 2n, n ∈ N} = [0, 2π].

&������ �#�#�# % F4 : [0, 1] → [0, 1] ���
� topologically transitive�

$��"��(�� )�'����� ��� ��������  �� h1 ◦ g = q ◦ h1 ��� F4 ◦ h2 = h2 ◦ q;
�
��������
��  ��

h1 ◦ gn = qn ◦ h1

���
F4

n ◦ h2 = h2 ◦ qn.

4�!��.�� U, V ⊆ [0, 1] ������" � ���"� �= ���  h2 ◦ h1 ����� �
��'�� ���

��� �'�
��  �� 
�"�'�
� Û , V̂ ⊆ S1 ����; h2 ◦h1(Û) = U ��� h2 ◦h1(V̂ ) = V �
��� �� E���� 2�2�5� �'�
��  ��  g ����� topologically transitive; �� �����

����=�">���� ��  �� 
�"�'�� κ ∈ N ������ ���� gκ(Û)∩V̂ �= ∅� -
��������
��
 �� h2 ◦h1(g

κ(Û)∩ V̂ ) �= ∅ �����; h2 ◦h1 ◦ gκ(Û)∩h2 ◦h1(V̂ ) �= ∅ ��� �����";

h2 ◦ h1 ◦ gκ(Û) ∩ V �= ∅�
F�� ��; F4

κ(U) = F4
κ(h2 ◦ h1(Û)) = F4

κ ◦ h2 ◦ h1(Û) = h2 ◦ qκ ◦ h1(Û) =

h2 ◦ h1 ◦ gκ(Û)� -
�����; 
�"�'�� κ ∈ N ���� F4
κ(U) ∩ V �= ∅ 	�� �
'���

������" U, V �����;  F4 ����� topologically transitive�



6: ����

�� �� ��
��

&������ �#�#	# �� � ���� ��� �����"�!#� ������� ��� F4 ���
� ��!�� ���
�� ���� ��� [0, 1]�

$��"��(�� #�!��>�
��  �� �� �'�
�� ��� �
��'� ��� ��� ����� ���; � �� 
��� �� �
���. 
���
� ��
 ��
 �����
 ������. ����� �
�� 
���.���� ��

�����
 ������ A ����� ��� h2 ◦ h1 : S1 → [0, 1] ����� �
��'�� ��� ���; ���
�� �� Perg �
�%�����
�� �� �.���� �!� ���������� ����!� �� g; �'�
��
Per(g) = S1� -
��������
��  �� h2 ◦ h1(Per(g)) = [0, 1]� 1�'.�� �����
 �� h2 ◦ h1(Per(g)) ⊆ Per(F4); ��� �
� �� �� F4

n ◦ h2 ◦ h1 = h2 ◦ qn ◦ h1 =
h2◦h1◦gn�-
	������������ �� �����"�! ��������; �'�
�� [0, 1] ⊆ Per(F4);
���" Per(F4) ⊆ [0, 1]� �����" Per(F4) = [0, 1]�

&������ �#�#$# % F4 : [0, 1] → [0, 1] �� F4(x) = 4x(1 − x) ���
� �
���!��

$��"��(�� �����"�! ������,���  �� ����� topologically transitive ���  �� ��
�.���� �!� ���������� ����!� ��� ����� �
�� 
���.���� ��
 [0, 1]� �����
�� ���,�
��  �� �'�� �
����� �,"��� �� ��'���� �
�������
�����
������  ���� �
���	��� �� �����"�!; ����� �� ���,�
��  ��  g :
S1 → S1 �� g(θ) = 2θ �'�� �
������� �� ��'���� �
�������
)���! θ1 ∈ S1 ��� ε > 0� �����	�
�� δ = 2π ��� θ2 ∈ S1 ������ ����
|θ1 − θ2| < ε� � �� 	�� �"���� ��	"�� n ∈ N;

|gn(θ1) − gn(θ2)| = |2nθ1 − 2nθ2| = 2n|θ1 − θ2| > 2π = δ.

(( )*�� �� �-������ ,�	�
*����

�� �.���� l2(N) ����� �� �.���� �!� �����	!���" ����.�!� ��������!� �����
<
����� ����� ��������"������ ��� ���'!������� '���� Hilbert �"�! ��� ��
���� �!� ��	������ ������� C$� ��� �� R&� 9����;

l2(N) = {{xn}n∈N :
∞∑

n=1

|xn|2 < +∞}

��� �'�� �� � ���

‖x‖ = (

∞∑
n=1

|xn|2) 1
2 .
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4�!��.�� ��� 	������ ������� B : l2(N) → l2(N) ��

B(x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .).

1�'.��  �� ‖Bx‖2 =
∑∞

n=2 |xn|2 ≤ ∑∞
n=1 |xn|2 = ‖x‖2 �����; ‖Bx‖ ≤ ‖x‖

�� ����� =
���" ��� ����  �� � �������� B ����� =��	����� $"�� ��� �
��'��&
��� �"����� ‖B‖ ≤ 1�
�� �� x ∈ l2(N) �
'��� ��� � ������ ; � �� �'�
�� ‖Bnx‖ ≤ ‖Bn‖‖x‖ ≤
‖B‖n‖x‖ ≤ ‖x‖ �� ����� ��� �		
"���  �� � B ��� �'�� �
��� ���'�" �����;

Orb(B, x) ⊂ D‖·‖(0, ‖x‖).
������.��; �� ���,�
�� �� �
��'���  �� � �������� λB �� |λ| > 1; �����
topologically transitive ��� �'�� �
��� ���'�"� 4� '�������.�� �� �����"�!
E�����

'���� �#�#�# ����� T : l2(N) → l2(N) /�
����� �
���!�� ��������
�� -��	������ ��� ������� ��!�� ���� ���� D ��� l2(N)� !
� ��� �������
S : l2(N) → l2(N) #��� �
 ��� ��� �
 �(��1
�' ‖T nx‖ → 0� !
	#� n → ∞ !
� x ∈ D
��' ‖Snx‖ → 0� !
	#� n → ∞ !
� x ∈ D
���' T ◦ S = Id�
���� � �������� T ���
� topologically transitive�

$��"��(�� 4�!��.�� {xj, j = 1, 2, . . .} ��� ���������� ��� �
�� 
���.����
��
 l2(N)� 7!��� %�"% �� 	���� ���� 
������
��  ��; {xj , j = 1, 2, . . .} ⊆
D� #�!��>�
�� �����  ��;

{x ∈ l2(N) : Orb(T, x) = l2(N)} =

∞⋂
j=1

∞⋂
s=1

∞⋃
n=1

{x ∈ l2(N) : ‖T nx − xj‖ <
1

s
}.

����� �� ���,�
��  �� ��
⋃∞

n=1{x ∈ l2(N) : ‖T nx − xj‖ < 1
s
} ����� �
�� 

��� l2(N)� �
� �� ��; �� �'�
��  �� �� {x ∈ l2(N) : Orb(T, x) = l2(N)}
	�"=���� !� ����������� ����� �������� ��� �
���� �
� �!� ��� � �� �� 
������ Baire �� ����� �
�� ��� "�� � ��� � � �� �� �� �� ��� 6���*
�� �'�
�� �� >��.�����
)���! y ∈ D, ε > 0 ��� �������������� s, j� -� '�� ��� ����� �� %��.�� ���
x ∈ l2(N) ��� n ∈ N ������ ���� ‖x − y‖ < ε ��� ‖T nx − xj‖ < 1

s
�

�����	! x = y + Snxj 	�� �"���� ��	"�� n ��� � ��;

‖T n(y + Snxj) − xj‖ = ‖T n(y) + T n(Snxj) − xj‖ = ‖T n(y) + xj − xj‖ =



6/ ����

�� �� ��
��

= ‖T n(y)‖ → 0

����� n → ∞ ���
‖y + Snxj − y‖ = ‖Snxj‖ → 0

����� n → ∞�

�� �� ���� �
�������� �=������� ���� S.Rolewicz ��� I*J�

&������ �#�#
# � �������� T : l2(N) → l2(N) �� T = λB ���� λ ∈ C !
�
|λ| > 1� ���
� topologically transitive�

$��"��(�� )�'�
�� B(x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .)� 4�!��.�� �� 	�������
����� ��� A(x1, x2. . . .) = (0, x1, x2, . . .) ��� �����	�
�� S = 1

λ
A� �����	�
��

�����;

D = {x = (x1, x2, . . .) ∈ l2(N) : ∃n0 τ.ω. xn = 0, ∀n ≥ n0}.

1�'.��  �� D = l2(N)� ��"	����; 	�� �
'��� x = (x1, x2, . . .) ∈ l2(N) ��� ε > 0;
�'�
��  ��

∑∞
n=1 |xn|2 < +∞ ��� "�� 
�"�'�� n0 ∈ N ����

∑∞
n=n0

|xn|2 <
ε2�� ��;

‖x − (x1, x2, . . . , xn0−1, 0, 0, . . .)‖2 = ‖(0, 0, . . . , 0, xn0, xn0+1, . . .)‖2 =

=

∞∑
n=n0

|xn|2 < ε2

��� "��
‖x − (x1, x2, . . . , xn0−1, 0, 0, . . .)‖ < ε.

� �� ��'.��  ��;

T ◦ S = λB ◦ 1

λ
A = B ◦ A = Id

‖Snx‖ = ‖( 1

λ
A)nx‖ =

1

|λ|n‖A
nx‖ =

‖x‖
|λ|n → 0

����� n → ∞; ��� �����

‖T nx‖ = ‖(λB)nx‖ = |λ|n‖Bnx‖ = 0

 ��� n ≥ n0 − 1� �=��� >����� �� E���� 6�6�( �'�
�� �� >��.�����
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���� �� ��������
�� �� �
�����=��" �!� ���������� ����!� �� �� ��
��.��  �!� ��'��"; �� ���=� �� ����� �'�
� �
�"� ���>��.�� ����.�����
x = (x1, x2, . . .) ∈ l2(N) ����; Tx = x� �� �.��
�� �� �.���� �
� ; �'�
��
 �� x1 = λx2, x2 = λx3, . . .� �� ���� �"��
�� �� �.���� T 2x = x; �
� ��
��� ����� x1 = λ2x3, x2 = λ2x4, x3 = λ2x5, . . .�

&������ �#�#�# �� � ���� ��� �����"�!#� ������� ��� T : l2(N) → l2(N)�
���
� ��!�� ���� ���� ��� l2(N)�

$��"��(�� )���! x = (x1, x2, . . .) ∈ l2(N) ��� ε > 0� -� '�� ��� ����� ��
%��.�� ��� ����'��� ��
 l2(N); ��
 �� ����� ��
� '���� �������� ����� ��
�; ���� �� ���'�� �� �� x �� ���� ���� ��� �� ε� )��� ����
��� ��

l2(N); ��
 �� ����� �������� ����� �� �; ����� ��

yn = (x1, . . . , xn,
x1

λn
, . . . ,

xn

λn
,

x1

λ2n
, . . . ,

xn

λ2n
, . . .) = {ynκ}κ∈N.

4� ��������
�� �� �� ���� ��
 �� �� x�

‖yn − x‖2 =
+∞∑

κ=n+1

|ynκ − xκ|2 ≤
+∞∑

κ=n+1

|ynκ|2 +
+∞∑

κ=n+1

|xκ|2 +
+∞∑

κ=n+1

|ynκ||xκ|.

)�'�
�� yn ∈ l2(N) �����;
∑+∞

κ=1 |ynκ|2 < +∞ ��� �� ����� ������  �� 
�"�'��
n1 ∈ N; ���� �� n > n1 � ��;

+∞∑
κ=n+1

|ynκ|2 <
ε2

3
.

)�'�
�� x ∈ l2(N) �����;
∑+∞

κ=1 |xκ|2 < +∞ ��� �� ����� ������  �� 
�"�'��
n2 ∈ N; ���� �� n > n2 � ��;

+∞∑
κ=n+1

|xκ|2 <
ε2

3
.

����� �'�
��;

|ynκ| ≤ max1≤i≤κ |xi|
|λ|κ ≤ M

|λ|κ
��� |xκ| ≤ max1≤i≤κ |xi| = M �� ����� ��� ����
�  ��

+∞∑
κ=n+1

|ynκ||xκ| ≤ M2

+∞∑
κ=n+1

1

|λ|κ → 0
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�� �� ��
��

�� �� 1
|λ|κ < 1� -
�����; 
�"�'�� n3 ∈ N; ���� �� n > n3 � ��;

+∞∑
κ=n+1

|ynκ||xκ| ≤ ε2

3
.

-
��G�>�����; �� n > n0 = max{n1, n2, n3} �'�
��;

‖yn − x‖2 ≤ ε2

3
+

ε2

3
+

ε2

3
= ε2

�����
‖yn − x‖ < ε

�� ����� ����� ��� �� >��.�����

&������ �#�#�# % 
���!����� T : l2(N) → l2(N) ��� 
�
/��	�!� �
�
�����
���
� �
���!��

$��"��(�� ����� �� ���,�
��  ��  ����� ��� T �'�� �
������� �� ��'����
�
������� )���! x = (x1, x2, . . .) ∈ l2(N) ��� ε > 0� -��� ���� ������!�;

������
��  �� �� x ∈ l2(N) ��
 ��!������ �����"�! �'�� =��	��� ���<
'�"� �
� �������  �� 
�"�'�� M > 0 ������ ���� ‖T nx‖ ≤ M 	�� �"��
n ∈ N� � ��; 
�"�'�� y ∈ l2(N) �� Orb(y) = l2(N) ��� ‖x − y‖ < ε; ���
�
� �� �� �� ����� �� T �� ����� �'�
� �
��� ���'�"; ���>�
� �
�� 
<
���.���� ��
 l2(N)�)�'�
�� ���� �;  �� 
���'�� n1 ���� ‖T n1y‖ > 1;  ��

�"�'�� n2 ���� ‖T n2y‖ > 2 ��� 	����"  �� 
�"�'�� nκ ���� ‖T nκy‖ > κ�
)���; ‖T nκx − T nκy‖ ≥ −‖T nκx‖ + ‖T nκy‖ ≥ −M + κ �� ����� ��� �����  ��
limκ→+∞ ‖T nκx − T nκy‖ = +∞ �����

lim sup
n→+∞

‖T nx − T ny‖ = +∞.

-��� ��.��� ������!� 
������
��  �� �� x; ��� �'�� =��	��� ���'�"� ��
"��� � 	��; 
�"�'�� 
������
��� {nκ}κ∈N ������ ����; ‖T nκx‖ → +∞ �����
κ → +∞� � ��; �����	�
�� y = (1− ε

2‖x‖)x ∈ B(x, ε)� � ��; ‖T nκx−T nκy‖ =

‖T nκx − T nκ((1 − ε
2‖x‖)x)‖ = ε

2‖x‖‖T nκx‖; �� �� ����� "���� ������  ��

limκ→+∞ ‖T nκx − T nκy‖ = +∞ ��� �����";

lim sup
n→+∞

‖T nx − T ny‖ = +∞.
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