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ΑΛΓΕΒΡΑ-ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ

΄Ασκηση 1. ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος. ∆εδοµένων d, a ∈ Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1}, ϑεωρούµε τις εξισώσεις
dx = 0 και ax = 0 στο Zn.

Α. Αν το d είναι διαιρέτης του a, δείξτε ότι κάθε λύση της πρώτης εξίσωσης είναι και λύση της δεύτερης
εξίσωσης.

Β. Αν το d είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των a και n, δείξτε ότι αυτές οι εξισώσεις είναι ισοδύναµες.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω n = 104, G = Zn, και H η υποοµάδα της G που παράγεται από το 360. Πόσα στοιχεία
έχει η H;

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται µια πεπερασµένη οµάδα G και µια υποοµάδα H της G. Αν υπάρχουν το πολύ δύο
αριστερά σύµπλοκα της H στην G, να δείξετε ότι η H είναι κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω n = 106 και a ∈ {0, 1, 2, 3, 4} = Z5. Θεωρούµε το f (x) = xn + ax + 1 ως πολυώνυµο µε
συντελεστές στο Z5. Πόσες ϱίζες έχει το f (x) στο Z5;

΄Ασκηση 5. ΄Εστω n = 3.333.333. Να ϐρείτε τό υπόλοιπο της διαίρεσης του 143n µε το 14.

΄Ασκηση 6. Να δείξετε ότι, για κάθε n ∈ Z, το πολυώνυµο x3 + x + 4 + 5n είναι ανάγωγο στο Q[x].
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ΑΝΑΛΥΣΗ

΄Ασκηση 1. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής στο [0, 1]. ∆είξτε ότι lim
x→0+

1
x

∫ x

0
f (t)dt = f (0).

΄Ασκηση 2. Αν an ≥ 0 δείξτε ότι η σειρά ∑∞
n=1 an συγκλίνει αν και µόνον αν η σειρά ∑∞

n=1
an

1+an
συγκλίνει.

΄Ασκηση 3. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές
∞∑

n=1

n2

2n ,

∞∑

n=2

1
n ln n

,

∞∑

n=2

1
n(ln n)2 .

΄Ασκηση 4. Εξετάστε ως προς την οµοιόµορφη σύγκλιση τις ακολουθίες συναρτήσεων
fn(x) = x(1 − x)n, gn(x) = nx(1 − x)n, n ∈ N, x ∈ [0, 1].

΄Ασκηση 5. ΄Εστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο [1, 2], f (1) = 0 και | f ′(x)| ≤ 5| f (x)| για κάθε x ∈ [1, 2].
∆είξτε ότι f (x) = 0 για κάθε x ∈ [1, 2].

΄Ασκηση 6. ΄Εξετάστε αν οι συναρτήσεις f (x) = ex, g(x) = e−x είναι οµοιόµορφα συνεχείς στο [0,+∞).

΄Ασκηση 7. Αν fn : [0, 1] → R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων και f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση
ώστε fn → f κατά σηµείο είναι σωστό ότι

∫ 1
0 fn(t)dt →

∫ 1
0 f (t)dt; Να δικαιολογήστε την απάντησή σας.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και
∫ b

a f (t)g(t)dt = 0 για κάθε συνεχή
συνάρτηση g : [a, b]→ R. ∆είξτε ότι η f είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω ανοιχτό υποσύνολο A του R. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R υπάρχουν n ∈ N και a1, a2 ∈ A
ώστε x = n(a1 − a2).
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ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

΄Ασκηση 1. ∆είξτε ότι αν ‖F‖ < 1 όπου ‖ · ‖ είναι οποιαδήποτε νόρµα πινάκων και F n × n πίνακας τότε
(1) (I − F)−1 =

∑∞
k=0 Fk και

(2) ‖(I − F)−1‖ ≤ 1
1−‖F‖ .

΄Ασκηση 2. Για κάθε n × n πίνακα A = (ai j) δείξτε ότι
‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤

√
n‖A‖2,

όπου ‖A‖2F =
∑n

i, j=1 |ai, j|2.

΄Ασκηση 3. ΄Ενα τριγωνοµετρικό πολυώνυµο είναι µία έκφραση της µορφής

(∗) tn(θ) =

n∑

k=0

(ak cos(kθ) + bk sin(kθ)).

∆είξτε ότι αν f (θ) συνεχής συνάρτηση στο [0, 2π] τότε υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο t∗n(θ) ώστε
max

0≤θ≤2π
| f (θ) − t∗n(θ)| ≤ max

0≤θ≤2π
| f (θ) − tn(θ)|

για κάθε tn(θ) της µορφής (∗).

΄Ασκηση 4. ΄Εστω w(x) =

n∏

k=0

(x − xk). Αποδείξτε ότι το πολυώνυµο παρεµβολής της συνάρτησης f στα

σηµεία x0, x1, . . . , xn µπορεί να γραφεί στη µορφή

p(x) = w(x)
n∑

k=0

f (xk)
(x − xk)w′(xk)

.

΄Ασκηση 5. Βρείτε τις τιµές των k, a, b ώστε οι πίνακες A =


1 0 −1
0 1 1
−1 1 k

 , B =


a 1 0
b 2 1
0 1 2

, να είναι

συµµετρικοί και ϑετικά ορισµένοι.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα. ∆εδοµένων των ακεραίων n,m ≥ 1, των κόµβων
{x0, x1, . . . , xn} ⊂ [a, b] µε xi , x j για i , j, των ακεραίων j0, j1, . . . , jn µε 0 ≤ ji ≤ m − 1 και των πραγ-
µατικών αριθµών y0, y1, . . . , yn, ϑέλουµε να ϐρούµε ένα πολυώνυµο p ϐαθµού µικροτέρου ή ίσο µε n τέτοιο
ώστε p( ji)(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

(1) Βρείτε ένα παράδειγµα για το οποίο το πρόβληµα δεν έχει λύση.
(2) Βρείτε ένα παράδειγµα για το οποίο το πρόβληµα δεν έχει µοναδική λύση.
(3) ∆είξτε ότι αν j0 = 0 και ji = 1, 1 ≤ i ≤ n τότε το πρόβληµα έχει µοναδική λύση.
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∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

΄Ασκηση 1. Να λύσετε τη διαφορική εξίσωση ux + uy = u3 µε u(0, y) = f (y). Ορίζεται η λύση σε όλο το
xy-επίπεδο ;

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί ϕραγµένη λύση της διαφορικής εξίσωσης uxx + uyy = 0 στη λωρίδα (0, a) × (0,∞)
που ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες ux(0, y) = u(a, y) = 0 για y > 0 και u(x, 0) = 1 για x ∈ (0, a).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω u(t, x) λύση της εξίσωσης ϑερµότητας ut = uxx. Ορίζουµε τη συνάρτηση

v(s, y) =
√

tu(t, x)e
x2
st , όπου s = −1

t
, y =

x
t
.

Υπολογίστε την ποσότητα vs − vyy.

΄Ασκηση 4. ∆ίνεται η συνήθης διαφορική εξίσωση y′ = x2y2 + 1, x > 0 µε αρχική συνθήκη y(0) = y0.
∆είξτε ότι η λύση δεν ορίζεται σε όλο το (0,+∞) όταν y0 > 0. Τι συµβαίνει όταν y0 ≤ 0;

΄Ασκηση 5. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση y′′ − 2y′ + y = ex + cos2x.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών y′ = xy + y10, y(0) = 1
10 . ∆είξτε ότι η λύση του

προβλήµατος υπάρχει για |x| ≤ 1
2 .
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ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ-ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

΄Ασκηση 1.
(1) ΄Εστω ότι η X ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο p. Υπολογίστε την πυκνότητα της X2.
(2) ΄Εστω N ϑετικός ακέραιος και f (x) = k2x για x = 1, 2, . . . ,N, f (x) = 0 αλλιώς. Βρείτε την τιµή της

σταθεράς k ώστε η f να είναι συνάρτηση πυκνότητας.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω X τυχαία µεταβλητή µε ακέραιες τιµές και συνάρτηση κατανοµής F. ΄Εστω ότι η Y
είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο (0, 1). Ορίζουµε µια τυχαία µεταβλητή Z µε ακέραιες τιµές ως εξής

Z = m αν F(m − 1) < Y ≤ F(m)

για κάθε ακέραιο m. ∆είξτε ότι η Z έχει την ίδια πυκνότητα µε την X.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι η X έχει την κανονική πυκνότητα n(0, σ2). Βρείτε τον µέσο και τη διασπορά για τις
τυχαίες µεταβλητές |X|, X2.
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