
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ - ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  
 

Εισαγωγικές εξετάσεις για το Μεταπτυχιακό Πρόγραμμα - Μέρος 2ο  

ΠΡΟΣΟΧΗ: Τα θέµατα που ακολουθούν καλύπτουν ένα ευρύ φάσµα διαφόρων 
περιοχών των Μαθηµατικών. Αυτό σας δίνει τη δυνατότητα να ασχοληθείτε όχι µόνο 
µε τα θέµατα της περιοχής που γνωρίζετε καλύτερα, αλλά και να επεκταθείτε 
(πράγµα που θα επιθυµούσε η Επιτροπή) σε θέµατα τουλάχιστον µίας ακόµη 
περιοχής.  

Προβλήµατα Ανάλυσης  

1. Τα είναι συµπαγή ξένα υποσύνολα ενός µετρικού χώρου µε µετρική 

. ∆είξτε ότι υπάρχει τέτοιο ώστε για κάθε .  

2. Με συµβολίζουµε το κλασµατικό µέρος του πραγµατικού αριθµού 

. Αν είναι άρρητος δείξτε ότι το σύνολο είναι πυκνό στο .  

3. Η ακολουθία συναρτήσεων συγκλίνει στην 

οµοιόµορφα στο . Κάθε µια από τις είναι επίσης οµοιόµορφα συνεχής στο 

. ∆είξτε ότι η είναι οµοιόµορφα συνεχής στο .  

4. ∆είξτε ότι οι χώροι µε νόρµα και δεν έχουν αριθµήσιµο πυκνό 
υποσύνολο.  

5. Έστω χώρος µε νόρµα και γραµµικό συναρτησοειδές. ∆είξτε ότι το 

είναι φραγµένο αν και µόνο αν είναι συνεχές σε κάποιο σηµείο .  

6. Έστω αναλυτική σε όλο το τέτοια ώστε , για 

κάποιους θετικούς αριθµούς και για όλα τα . ∆είξτε ότι η είναι 
πολυώνυµο.  

7. Έστω εκείνα τα σηµεία του για τα οποία το ή το έχει δεκαδικό 
ανάπτυγµα στο οποίο δεν εµφανίζεται το ψηφίο 5. ∆είξτε ότι το έχει µέτρο 0.  

8. Έστω σύνολο θετικών αριθµών. Ορίζουµε το άθροισµα των στοιχείων του , 

, ως το supremum των αθροισµάτων , για όλα τα πεπερασµένα 

υποσύνολα του . Αν είναι υπεραριθµήσιµο δείξτε ότι .  



9. (α) Έστω πεπερασµένα υποσύνολα του συνόλου . Υποθέστε ότι για 

κάθε , η ένωση οπoιωνδήποτε από τα περιέχει τουλάχιστον 

στοιχεία. ∆είξτε ότι υπάρχουν διαφορετικά ανά δύο . (Υπόδειξη: Επαγωγή ως 

προς - διακρίνετε την περίπτωση όπου κάποια από τα έχουν ένωση µε 
ακριβώς στοιχεία.)  

(β) ∆είξτε ότι το ίδιο ισχύει για µια άπειρη ακολουθία πεπρασµένων συνόλων , 

που πληρούν την ίδια υπόθεση για τις ενώσεις οποιωνδήποτε , για .  

10. Στο θεωρούµε τη συνήθη τοπολογία. Σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις 

υπάρχει συνεχής συνάρτηση από το επί του ?  

1.  

2.  

3.  

4.  

Προβλήµατα από Συνήθεις και Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις  

11. Αποδείξτε ότι η λύση , είναι ασταθής λύση για το 
πρόβληµα  

 
 

 
 
 
 

12. Να βρεθεί η γενική λύση του συστήµατος  

 
 

 
 
 
 



Υπόδειξη: Μια ((δεύτερη λύση)) μπορεί να βρεθεί στη μορφή .  

13. Αποδείξτε πως η λύση του προβλήµατος  

 
 
 

ορίζεται σε όλο το διάστημα .  

14. Να λυθεί το πρόβληµα Αρχικών-Συνοριακών Τιµών  

 
 
 
με τη συνθήκη  

 
 

 
 
 
 

15. Να βρεθεί αρµονική συνάρτηση στην ηµιλωρίδα 

που να ικανοποιεί  

 
 

 
 
 
 
και να είναι φραγμένη.  

16. Αποδείξτε το µονοσήµαντο των οµαλών λύσεων του προβλήµατος  

 
 



 
 
 
 

Προβλήµατα Αριθµητικής Ανάλυσης  

17. ∆είξτε ότι η ακολουθία , µε , , , συγκλίνει στο 

µοναδικό σταθερό σηµείο του συνηµιτόνου για οποιδήποτε .  

18. Έστω συµµετρικός και θετικά ορισµένος πίνακας, δηλ. και 

για κάθε µη µηδενικό διάνυσµα .  

(α) ∆είξτε ότι , .  

(β) ∆είξτε ότι .  
(γ) Είναι ο θετικά ορισµένος?  

19. Έστω και , , και πολυώνυµο 

παρεµβολής της στα , . ∆είξτε ότι 

.  

20. Το ολοκλήρωµα µπορεί να προσεγγισθεί µε το 

όπου µια αρκετά οµαλή συνάρτηση στο και το πολυώνυµο 

παρεµβολής της στα .  

(α) ∆ώστε το σαν συνάρτηση των σηµείων και των αντιστοίχων 

τιµών της .  
(β) Ποιος γνωστός τύπος αριθµητικής ολοκλήρωσης προέκυψε στο (α)?  

21. Θεωρείστε το διαµερισµό , του και τη συνάρτηση 

,  

 



 
 

(α) Υπολογίστε πολυώνυμο παρεμβολής της στα , .  

(β) Υπολογίστε την κυβική spline παρεμβολής στα , , τέτοια ώστε 

.  

(γ) Ποια από τις παρακάτω τρεις προσεγγίσεις της δίνει το μικρότερο σφάλμα 

? (i) , (ii) , (iii) η γραμμική spline παρεμβολής 

στα , .  

Προβλήµατα Πιθανοτήτων-Στατιστικής  

22. ∆ύο φίλοι, και , παίζουν darts (βελάκια) και ο πρώτος που θα βρεί κέντρο 

κερδίζει. Ο έχει πιθανότητα να βρεί κέντρο κάθε φορά που παίζει, και ο έχει 

πιθανότητα . Οι δε δοκιµές είναι όλες ανεξάρτητες µεταξύ τους. Βρείτε την 
πιθανότητα να κερδίσει ο όταν αυτός παίζει πρώτος.  

23. Έστω , , µια ακολουθία γνήσια θετικών, ανεξάρτητων και ισόνοµων 

τυχαίων µεταβλητών και έστω ότι και υπάρχουν και 

είναι πραγµατικοί αριθµοί (για κάθε ). Αν , βρείτε την 

. (∆ιακρίνετε τις περιπτώσεις , , .)  

24. Ο Γιάννης ρίχνει ένα νόµισµα φορές και η Μαρία φορές. Οι ρίψεις είναι 
ανεξάρτητες µεταξύ τους και κερδίζει όποιος φέρει τις περισσότερες κορώνες. Βρείτε 
την πιθανότητα να κερδίσει η Μαρία.  

25. (α) Βρείτε την κατανοµή του αθροίσµατος ανεξαρτήτων τυχαίων µεταβλητών 
µε κατανοµή Poisson µε παράµετρο για την καθεµία. (Η τυχαία µεταβλητή έχει 

κατανοµή Poisson µε παράµετρο αν παίρνει τη τιµή µε πιθανότητα .)  
(β) ∆είξτε ότι  

 
 
 

26. (α) Αν είναι µια τυχαία µεταβλητή µε τιµές στο , δείξτε ότι  



 
 
 

(β) Έστω , μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών, η 

καθεμία ομοιόμορφα κατανεμημένη στο , και έστω  

 
 
 

∆είξτε ότι .  

27. Σε ένα πείραµα γενετικής ένα δείγµα από άτοµα βρέθηκε να έχει , και από 

τρία δυνατά γονότυπα (genotypes) , και αντίστοιχα. Η συχνότητα του 

γονιδίου στον πληθυσµό είναι όπου µια άγνωστη παράµετρος µε τιµές 

στο . Υποτίθεται ότι άτοµα του ίδιου δείγµατος είναι ασυσχέτιστα και ότι δύο 
γονίδια στο ίδιο άτοµο είναι ανεξάρτητα. Βρείτε την εκτιµήτρια µεγίστης 
πιθανοφάνειας της . Βρείτε επίσης την εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφάνειας της 

και εξετάστε αν αυτή είναι αµερόληπτη.  

28. (α) ∆είξτε ότι αν και είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές, η 

κάθε µια µε την τυπική κανονική κατανοµή, τότε η έχει την εκθετική 

κατανοµή µε παράµετρο .  

(β) Έστω και δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα, το πρώτο 

από ένα πληθυσµό µε κατανοµή και το δεύτερο από ένα πληθυσµό µε 

κατανοµή . Βρείτε ένα τετράγωνο και ένα κυκλικό δίσκο , τέτοια 
ώστε κάθε ένα από τα και να είναι µια 95% περιοχή εµπιστοσύνης για την 

παράµετρο , µε κέντρο στο . Ποια από τις δύο περιοχές 

εµπιστοσύνης θα προτιµούσατε για εκτίµηση του και γιατί?  

Προβλήµατα Άλγεβρας - Γεωµετρίας  

29. (α) Κάθε αβελιανή οµάδα τάξης 143 είναι κυκλική.  

(β) Αν και τότε , .  

(γ) Αν οµάδα τάξης πρώτου αριθµού και οµοµορφισµός οµάδων να 



αποδειχθεί ότι ο είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός ή µονοµορφισµός.  

(δ) Αν και και , να αποδειχτεί ότι για κάθε 

και κάθε ισχύει . Είναι αυτό ισοδύναµο µε το ?  

(ε) Αν και , , πόσο είναι η τάξη του ?  

30. (α) Είναι το σώµα?  

(β) Είναι το σώµα?  

(γ) Έστω . Να βρείτε έναν υποδακτύλιο του που να µην είναι ιδεώδες 
του .  
(δ) Βρείτε ένα µέγιστο (maximal) ιδεώδες του .  
(ε) Βρείτε ένα µη τετριµµένο γνήσιο ιδεώδες του που να µην είναι πρώτο.  

31. (α) Έστω . Να βρεθεί ένα πολυώνυµο µε ρητούς συντελεστές που 
να µηδενίζεται στο .  

(β) Αν πεπερασµένη επέκταση σωµάτων και ανάγωγο υπεράνω 

του , τέτοιο ώστε δε διαιρεί το , να αποδειχτεί ότι το δεν έχει 
ρίζες στο .  

(γ) Αν επέκταση του σώµατος και αλγεβρικό στοιχείο ως προς το σώµα 
, περιττού βαθµού, να αποδειχτεί ότι το είναι αλγεβρικό στοιχείο, επίσης 

περιττού βαθµού ως προς το , και ότι .  

32. Κάποιος είχε στην τσέπη του 15 νοµίσµατα, 20-δραχµα, 50-δραχµα, και 100-
δραχµα. Αν το συνολικό ποσό ήταν 690 δραχµές πόσα νοµίσµατα είχε από κάθε 
είδος?  

33. Να υπολογιστούν οι ρίζες του πολυωνύµου στο 

σώµα .  

34. Ένα ιστορικό για την Κρήτη γεγονός έγινε σε έτος του οποίου όλα τα ψηφία είναι 
περιττοί αριθµοί ενώ το πρώτο και το τελευταίο ψηφίο είναι µεταξύ τους 
διαφορετικά. Το άθροισµα των τριών τελευταίων ψηφίων του, αν αυξηθεί κατά 1 
γίνεται πολλαπλάσιο του 7 ενώ το δεύτερο ψηφίο είναι µεγαλύτερο από το άθροισµα 
του τρίτου και του τέταρτου κατά 5. Ποιο είναι το έτος και τι έγινε τότε?  



35. Στον τοπολογικό χώρο γινόµενο , όπου ο µοναδιαίος κύκλος, έστω η 

σχέση ισοδυναµίας ( ). Να δειχθεί ότι ο χώρος πηλίκο είναι 
οµοιοµορφικός µε το µοναδιαίο δίσκο.  

36. Έστω η συνάρτηση µε τύπο  

 
 
 

και .  
(α) Να δειχθεί ότι το είναι λεία επιφάνεια.  
(β) Να βρεθούν οι συντελεστές της 1ης και της 2ης θεμελιώδους μορφής.  
(γ) Να υπολογιστούν οι κύριες καμπυλότητες, η καμπυλότητα Gauss και η μέση καμπυλότητα 
στο τυχόν σημείο του .  

Καλή επιτυχία. Γ. Αντωνιάδης, Μ. Κολουντζάκης, Α. Τερτίκας  

Ηράκλειο, 28 Ιουλίου 2001  

 


