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ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

΄Ασκηση 1. Υπολογίστε τα παρακάτω όρια
(1) limε→0+

(
limn→+∞(1 − 1

n2 )ε(n+n2)
)
.

(2) limn→+∞[(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)], όπου {an} είναι ακολουθία ϑετικών αριθµών και άπειροι όροι της
ακολουθίας {an} είναι µεγαλύτεροι από το 1/2.

΄Ασκηση 2.
(1) ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση ώστε

∫ x
0 ( f (t) − e f (t))dt = 0 για κάθε x ∈ [0, 1].

Τι συµπεραίνετε για την f ;
(2) Για κάθε x > 0 συγκρίνετε τους αριθµούς ex2 , (x2)e.

΄Ασκηση 3.
(1) Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία

xn =
1

2n + 1
+

1
2n + 2

+ . . . +
1

2n + 5 · 2n .

(2) Υπολογίστε το παρακάτω όριο

lim
n→+∞

(
1
2n +

1
2n + 1

+ . . . +
1

2n + n

)
.

΄Ασκηση 4.
(1) Αποδείξτε ότι

1

3
√

2
≤

∫ 1

0

x2

√
1 + x

dx ≤ 1
3
.

(2) ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση στο σηµείο 1 ώστε | f (x)| ≤ (1 − x)2 για κάθε x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2).
∆είξτε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 1 και f ′(1) = 0.

΄Ασκηση 5. Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα
∫ ∫

D(x − 1)
√

1 + e2ydA, όπου

D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ log x}.
΄Ασκηση 6. ∆ίνεται η συνάρτηση

f (x, y) =


x2y

x2+y2 , αν (x, y) , (0, 0)
0, αν (x, y) = (0, 0).

(1) Εξετάστε αν υπάρχουν οι fx(0, 0), fy(0, 0).
(2) Είναι η f συνεχής στο (0, 0);
(3) Είναι η f παραγωγίσιµη (διαφορίσιµη) στο (0, 0);

΄Ασκηση 7.
(1) Να υπολογίσετε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

∫ (1,0,0)

(1,1,0)
(ey + zex)dx + (xey + ez)dy + (yez + ex)dz.

(2) Με χρήση του ϑεωρήµατος απόκλισης του Gauss υπολογίστε το
∫
∂B(2x2 + 3y + 4z)dS , όπου

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}.
΄Ασκηση 8.
(1) ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση ώστε

lim
x→+∞

f (x) = −∞, lim
x→−∞

f (x) = +∞.
Είναι η f επί ή 1 − 1;
(2) Βρείτε g : R→ R ώστε η g είναι παραγωγίσιµη παντού στο R αλλά η g′ δεν είναι συνεχής στο 0.
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ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

΄Ολοι οι διανυσµατικοί χώροι είναι πάνω από το R και όλοι οι πίνακες είναι πίνακες πραγµατικών αριθµών.

΄Ασκηση 1. ΄Εστω V = {(x, y, z) ∈ R3 : ο πίνακας


1 x 2
1 y 3
1 z 5

 δεν είναι αντιστρέψιµος}.

Α. ∆είξτε ότι το V είναι επίπεδο.
Β. Βρείτε ένα κάθετο διάνυσµα στο V. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω V ο διανυσµατικός χώρος όλων των συναρτήσεων από το R στο R. Θεωρούµε τα
διανύσµατα f , g, h και k του V, που δίνονται από

f (x) = sin2 x, g(x) = cos2 x, h(x) = cos x, k(x) = cos 2x.

Α. Είναι τα f , g, h γραµµικώς ανεξάρτητα ;
Β. Είναι τα f , g, k γραµµικώς ανεξάρτητα ;

΄Ασκηση 3. ΄Εστω V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z2}. Να απαντήσετε τις παρακάτω τρεις ερωτήσεις. Να
δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.
Α. Είναι το V κλειστό ως προς την πρόσθεση ;
Β. Είναι το V κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασµό µε ϐαθµωτό ;
Γ. Είναι το V υπόχωρος του R3;
΄

΄Ασκηση 4. ΄Εστω V ο χώρος στηλών του



1 0 0 0 0
1 0 0 −1 2
1 0 1 0 1
5 0 3 −2 7
4 0 2 −2 6
0 0 5 1 3



και L : V → R2 µία επί γραµµική απει-

κόνιση. Υπολογίστε τη διάσταση του πυρήνα της L.

΄Ασκηση 5. ∆ίνονται ιδιοδιανύσµατα x1, x2, x3, x4 ενός 4 × 4 πίνακα A. Αν τα x1, x2, x3, x4 σχηµατίζουν
ϐάση του R4, και αν A2 = 0, δείξτε ότι A = 0.

΄Ασκηση 6. Αν A =


10 1 11

100 1 12
1000 1 13




−2 0 0

0 2 0
0 0 1




10 1 11

100 1 12
1000 1 13



−1

, υπολογίστε το A


12
13
14

.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω a ∈ R µια ϱίζα του πολυωνύµου x3 − x − 1. Να δείξετε ότι το a3 είναι ιδιοτιµή

του


a 1 0
1 a3 1
0 1 1 + a3

.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω V ο διανυσµατικός χώρος των 2× 2 πινάκων και L : V → R µια γραµµική απεικόνιση.
∆ίνεται A ∈ V µε L(A) = 3. Αν ο A έχει ιδιοτιµές το λ1 = 0 και το λ2 = 3, υπολογίστε το L(A2). Να
δικαιολογήσετε την απάντησή σας.
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