
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ - ΤΜΗΜΑ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ
25 ΙΟΥΛΙΟΥ 2008

ΠΡΩΤΟ ΜΕΡΟΣ :

• ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
• ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ



ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

΄Ασκηση 1. Υπολογίστε τα παρακάτω όρια.
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΄Ασκηση 2.

(1) ΄Εστω f : [0, 2] → R συνεχής µε f (0) = f (2). ∆είξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ [0, 2] µε x − y = 1 τέτοια
ώστε f (x) = f (y).

(2) ∆είξτε ότι η εξίσωση
a

x − λ +
b

x − µ +
c

x − ν = 0

έχει λύση στα διαστήµατα (λ, µ) και (µ, ν), όπου a, b, c > 0 και λ < µ < ν είναι σταθερές.

΄Ασκηση 3. Υπολογίστε τα παρακάτω αθροίσµατα.
(1) 1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1, x , 1.
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΄Ασκηση 4.

(1) ΄Εστω a1, a2, . . . , an ∈ R τέτοια ώστε
|a1 sin x + a2 sin 2x + · · · + an sin nx| ≤ | sin x|,

για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι |a1 + 2a2 + · · · + nan| ≤ 1.
(2) ΄Εστω f : (0,∞) → R ϑετική και παραγωγίσιµη τέτοια ώστε f ′(x) ≥ f (x) για κάθε x > 0. ∆είξτε ότι

lim
x→∞

f (x) = ∞.

΄Ασκηση 5.

(1) ∆είξτε ότι
1
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∫ 1

0
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dx <
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.

(2) ∆είξτε ότι ∫ π

0
x f (sin x) dx =

π

2

∫ π

0
f (sin x) dx,

για κάθε f : R→ R συνεχή.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε το διανυσµατικό πεδίο f : R2 r {(0, 0)} → R2 µε

f(x, y) =

( −y
x2 + y2 ,

x
x2 + y2

)
, (x, y) , (0, 0).

Εξετάστε αν υπάρχει ϐαθµωτό πεδίο ϕ : R2 r {(0, 0)} → R τέτοιο ώστε ∇ϕ = f.

΄Ασκηση 7.

(1) Θωρούµε τον µετασχηµατισµό T : R2 → R2 µε T (x, y) = (ax + by, cx + dy), όπου a, b, c, d ∈ R είναι
σταθερές τέτοιες ώστε ad−bc , 0. ∆είξτε ότι το εµβαδό της εικόνας του µοναδιαίου τετραγώνου µέσω
του T είναι ίσο µε |ad − bc|.

(2) ΄Εστω a, b > 0. Θεωρούµε το χωρίο

E =

{
(x, y) ∈ R2 :

( x
a

)2
+

( y
b

)2
≤ 1

}

και µια συνεχή συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε
∫ 1

0
f (t) dt = 1. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
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dx dy.
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ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

΄Ολοι οι διανυσµατικοί χώροι είναι πάνω από τοR και όλοι οι πίνακες είναι πίνακες πραγµατικών αριθµών.

΄Ασκηση 1. ΄Εστω V ο διανυσµατικός χώρος όλων των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές. Ποια
από τα υποσύνολα V1 = {(p(x))2 : p(x) ∈ V},V2 = {p(x2) : p(x) ∈ V},V3 = {x2 p(x) : p(x) ∈ V} είναι υπόχωροι
του V; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

΄Ασκηση 2. ∆ίνονται γραµµικώς εξαρτηµένα διανύσµατα v1, . . . vn ενός διανυσµατικού χώρου V. Αν αλη-
ϑεύει, αποδείξτε το, αλλιώς δώστε αντιπαράδειγµα:

(1) Κάποιο vi είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων v j.
(2) Κάθε vi είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων v j.

΄Ασκηση 3. Ηπρώτη και δεύτερη στήλη ενός αντιστρέψιµου 4×4 πίνακα A είναι, αντίστοιχα,
[

0 1 2 0
]T

,

και
[

1 2 4 0
]T

. Να υπολογιστεί η πρώτη στήλη του A−1.

΄Ασκηση 4. ∆ίνεται διανυσµατικός χώρος V και γραµµικές απεικονίσεις L1, L2 : V → V. Αν dim V = 1,
δείξτε ότι L1 ◦ L2 = L2 ◦ L1.

΄Ασκηση 5. ∆ίνονται µη-µηδενικά διανύσµατα x1, . . . , xn του Rn τέτοια ώστε τα εσωτερικά γινόµενα xi · x j

είναι µηδέν αν i , j.
(1) Αποδείξτε πως υπάρχουν c1, c2, . . . cn ∈ R µε (1, 1, . . . , 1) = c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn.
(2) Αν x1 = (1, 2, . . . , n) αποδείξτε πως το c1 (ϐλ. πρώτο µέρος) είναι µικρότερο του 1.

΄Ασκηση 6. Για ποια a ∈ R είναι ο πίνακας A =

[
π 0
a a

]
διαγωνιοποιήσιµος ; Να δικαιολογήσετε την

απάντησή σας.

΄Ασκηση 7. ∆ίνεται µια ϐάση b1, b2, . . . , bn του Rn. Αν A είναι ένας n × n πίνακας τέτοιος ώστε

Abi =
∑

j≥i

jb j

να υπολογίσετε την ορίζουσα του A. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω S το σύνολο όλων των 3 × 3 πινάκων A που ικανοποιούν A3 + 2A2 + A = 0, και P το
σύνολο όλων των χαρακτηριστικών πολυωνύµων των A ∈ S . Να υπολογίσετε το P. Να δικαιολογήσετε την
απάντησή σας.

΄Ασκηση 9. ∆ίνεται ένα σύνολο {x1, . . . , xp, y1, . . . , yq} από p+q διανύσµατα τουRn. Θεωρούµε ένα οµογενές
γραµµικό σύστηµα Ax = 0 µε γενική λύση x = c1x1 + · · · + cpxp και ένα δεύτερο οµογενές γραµµικό
σύστηµα Bx = 0 µε γενική λύση x = d1y1 + · · · + dqyq. Αν τα x1, . . . , xp καθώς και τα y1, . . . , yq είναι
γραµµικώς ανεξάρτητα, ενώ όλα µαζί τα x1, . . . , xp, y1, . . . , yq είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, να δείξετε ότι τα
δύο συστήµατα έχουν άπειρες κοινές λύσεις.
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