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ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

(1) Υπολογίστε την απόσταση της έλλειψης

x2

9
+

y2

16
= 1

από την ευθεία x + y = 7.

(2) (αʹ) Εξετάστε ως προς τη διαφορισιµότητα τη συνάρτηση

f(x, y) =


(x2 + y2) ln(x2 + y2), αν (x, y) 6= (0, 0)

0, αν (x, y) = (0, 0)

(ϐʹ) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫∫
E

(x2 + y2) dx dy

όπου E είναι το εσωτερικό της έλλειψης µε εξίσωση

x2

α2
+

y2

β2
= 1.

(3) (αʹ) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ 1

0

x(1− x)n dx.

(ϐʹ) ΄Εστω f : R → R συνεχής. Θέτουµε

A = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1}.
∆είξτε ότι ∫∫

A

f(x + y) dx dy =
∫ 1

−1

f(t) dt.

(4) ∆ίνεται η ακολουθία :

xn = ln(n) + α ln(1 + n) + β ln(2 + n), ∀n ∈ N.

(αʹ) Ποια σχέση πρέπει να πληρούν τα α, β ∈ R ώστε η ακολουθία xn να συγκλίνει ;

(ϐʹ) Βρείτε τα α, β ώστε η SN =
N∑

n=1

xn να συγκλίνει και υπολογίστε το όριό της.

(5) (αʹ) ΄Εστω p > 2. Υπολογίστε το

lim
x→+∞

[(
x +

1
x

)p

− xp

]
.

(ϐʹ) ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b]
τέτοιο ώστε να ισχύει

f(ξ) =
1
n

n∑
i=1

f(xi).

(6) (αʹ) Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες για x > 0:

1 +
x

2
− x2

8
<
√

1 + x < 1 +
x

2
.

(ϐʹ) Οι ακολουθίες {xn}, {yn} ορίζονται ως εξής:

x1 = 1, xn+1 =
2
xn

(
1 +

xn

2
−
√

1 + xn

)
, n ≥ 2,

yn = 4nxn, n ≥ 1.

∆είξτε ότι η {yn} συγκλίνει.
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(7) Υπολογίστε τα παρακάτω όρια

lim
n→∞

n∑
k=1

kp−1

np + kp
, όπου p > 0, και lim

x→∞
e−

x2
2

∫ x+ ln x
x

0

e
t2
2 dt.

(8) ΄Εστω συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το R, ώστε για κάθε x ∈ R ισχύει :

|xf(x)− sinx| ≤ x4.

(αʹ) Αν η f είναι συνεχής στο 0, ϐρείτε το f(0).
(ϐʹ) Αν η f είναι συνεχής στο 0, δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 0 και υπολογίστε την f ′(0).
(γʹ) Αν η f είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στο 0, υπολογίστε την f ′′(0).

(9) Ποιο είναι µεγαλύτερο το eπ
ή το πe

;
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ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ

(1) Ο πίνακας

Πa =

 1 −1 2a + 1
1 a− 1 1

1 + a −1 a2 + 4a + 1


ορίζει ένα γραµµικό µετασχηµατισµό Pa : R3 → R3

µέσω της σχέσης

Pa(x) = Πax.

(αʹ) Βρείτε µια ϐάση για τον πυρήνα του Pa για κάθε τιµή του a ∈ R.

(ϐʹ) Βρείτε µια ϐάση για την εικόνα του P3.

(γʹ) Βρείτε όλα τα διανύσµατα x ∈ R3
για τα οποία P3(x) = e2 + e3.

(2) ∆ιαγωνιοποιήστε τον πίνακα

A =
π

4

(
7 −3
−3 7

)
και υπολογίστε τον πίνακα

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
A2n+1.

(3) Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο

V = {f : [0, 1] → R | f συνεχής συνάρτηση}

(οι πράξεις ορίζονται ως η πρόσθεση συναρτήσεων και ο πολλαπλασιασµός συνάρτησης µε σταθερά).

΄Εστω

W1 = {f ∈ V : f σταθερή συνάρτηση}
και

W2 =
{

f ∈ V :
∫ 1

0

f(x)dx = 0
}

.

(αʹ) ∆είξτε ότι οι W1, W2 είναι γραµµικοί υπόχωροι του V .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι V = W1 ⊕W2.

(4) (αʹ) ∆είξτε ότι ένας (2n) × (2n) πραγµατικός πίνακας µε αρνητική ορίζουσα έχει τουλάχιστο µια

πραγµατική ιδιοτιµή.

(ϐʹ) ΄Εστω A ένας πραγµατικός τετραγωνικός πίνακας τέτοιος ώστε A2 = −I. Υπολογίστε την

ορίζουσα του A.

(5) ΄Εστω P ο R-γραµµικός χώρος όλων των πολυωνύµων πραγµατικής µεταβλητής µε πραγµατικούς

συντελεστές. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση T : P → P µε τύπο

T (p)(x) = p(x + 1), p ∈ P, x ∈ R.

Βρείτε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα της T .

(6) Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση ϕ : R3 → R3
που ορίζεται ως

ϕ(x, y, z) = (3x + 2y + 4z, 2x + 2z, 4x + 2y + 3z).

Βρείτε την απεικόνιση ϕn
, για κάθε ϕυσικό αριθµό n (µε ϕn

συµβολίζουµε την σύνθεση της απεικόν-

ισης ϕ µε τον εαυτό της n ϕορές).

(7) (αʹ) ∆είξτε ότι κάθε 2 × 2 πίνακας A µε µηδενική ορίζουσα µπορεί να γραφεί ως A = xy>, όπου

x,y είναι διανύσµατα στον R2
.

(ϐʹ) Βρείτε πίνακες A,B,C ώστε A2 6= 0, B2 6= 0, C2 6= 0, αλλά AB = BC = CA = 0.

(γʹ) Εξετάστε αν υπάρχουν 2× 2 πίνακες A,B,C ώστε A2 6= 0, B2 6= 0, C2 6= 0, αλλά

AB = BC = AC = 0.
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(8) ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος διάστασης n και ϕ : V → V µια γραµµική απεικόνιση (γραµµικός

µετασχηµατισµός) µε την ιδιότητα ϕn = 0 και ϕn−1 6= 0 (αν k ένας ϕυσικός αριθµός, µε ϕk

συµβολίζουµε τη σύνθεση της απεικόνισης ϕ µε τον εαυτό της k ϕορές). ∆είξτε ότι υπάρχει ένα

x ∈ V τέτοιο ώστε το σύνολο

{x, ϕ(x), ϕ2(x), . . . , ϕn−1(x)}
να είναι ϐάση του διανυσµατικού χώρου V .
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