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Kef�laio 1

Eisagwg 

H prosp�jeia na katano soume tic aitÐec pÐsw apì tic ter�stiec diaforèc
sta epÐpeda diabÐwshc an�mesa stic q¸rec, kaj¸c kai tic taqÔtatec allagèc
aut¸n twn epipèdwn pagkosmÐwc, apìteleÐ èna kentrikì jèma suz thshc gia
thn oikonomik  epist mh apì thn epoq  twn klassik¸n oikonomolìgwn .

An kai h paradosiak  jewrÐa megèjunshc èqei anazht sei kai èqei katafèrei
na exhg sei thn diadikasÐa pÐsw apì thn oikonomik  an�ptuxh , y�qnontac
trìpouc mèsw twn opoÐwn oi kubern seic mporoÔn na ephre�soun touc ru-
jmoÔc an�ptuxhc, den eÐqe dojeÐ meg�lh prosoq , mèqri kai tic prìsfatec
dekaetÐec, sthn sqèsh oikonomik c an�ptuxhc kai tou perib�llontoc. Se
autèc tic dekaetièc, epiqeir jhke ektetamènh èreuna, h opoÐa prosp�jhse kai
prospajeÐ na diereun sei thn sÔndesh aut , eidik� ìson afor� me jèmata pou
èqoun sqèsh me thn epÐdrash twn fusik¸n pìrwn sthn diadikasÐa an�ptuxhc
mÐac oikonomÐac.

H ergasÐa aut  mpìroume na poÔme ìti kineÐtai p�nw se treic basikoÔc
�xonec. Arqik� stìqoc mac, eÐnai na melet soume tic idiìthtec enìc mon-
tèlou endogenoÔc an�ptuxhc ìpou h sun�rthsh paragwg c exart�tai apì
mh-anane¸simoÔc fusikoÔc pìrouc kai kat� deÔteron na elègxoume an aut  h
ex�rthsh tou montèlou apì touc fusikoÔc pìrouc eÐnai ikan  na exaleÐyei to
(non-robustness problem) twn montèlwn aut¸n. Kat� trÐton stoqeÔoume na
apodeÐxoume ìti to sumpèrasma twn Rodriguez and Sachs (1999) sÔmfwna me
to opoÐo to arqikì apìjema tou fusikoÔ pìrou ephre�zei arnhtik� thn aÔxhsh
tou A.E.P. miac q¸rac me afjonÐa fusik¸n pìrwn den isqÔei aparaÐthta.

MporoÔme na diaqwr soume touc fusikoÔc pìrouc se dÔo kÔriec kath-
gorÐec. Touc anane¸simouc kai touc mh - anane¸simouc. Anane¸simoi pìroi
eÐnai autoÐ pou mporoÔn na anagennhjoÔn fusik� mèsa se èna logikì qronikì
di�sthma kai to apìjem� touc mporeÐ na auxhjeÐ mèsw anjr¸pinhc parèm-
bashc. Wc tètoiouc mporoÔme na anafèroume ta dèntra, plhjusmoÔc z¸wn,
thn hliak  kai aiolik  enèrgeia, k.a. Se antÐjesh, mh-anane¸simoi fusikoÐ
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pìroi eÐnai autoÐ oi opoÐoi den anane¸nontai   anane¸nontai tìso arg� apì
fusikèc   teqnhtèc diadikasÐec me apotèlesma na jewroÔme gia praktikoÔc
lìgouc, ì,ti ìtan autoÐ qrhsimopoihjoÔn, den mporoÔn na eÐnai diajèsimoi x-
an� mèsa se èna logikì qronikì di�sthma. Profan  paradeÐgmata tètoiwn
fusik¸n pìrwn eÐnai ta apojèmata petrelaÐou kai orukt¸n.

Me b�sh autoÔc touc orismoÔc mporoÔme na poÔme ìti h paroÔsa ergasÐa
qwrÐzetai se dÔo mèrh. To pr¸to mèroc exet�zei tic parenèrgeiec thc eisag-
wg c mh-anane¸simwn fusik¸n pìrwn se ena montèlo endogenoÔc an�ptuxh-
c. Ta klassik� montèla endogenoÔc an�ptuxhc parousi�zoun ena prìblh-
ma gnwstì wc to prìblhma thc mh-eurwstÐac (non-robustness problem) to
opoÐo dhmiourgeÐtai giatÐ apaitoÔntai, stajerèc apodìseic (toul�qiston a-
sumpwtik�) se k�je par�gonta paragwg c thc oikonomÐac gia na diathrhjeÐ
aÔxhsh kefalaÐou. H paramikr  aÔxhsh apìdoshc ja odhgoÔse se ekrhktik 
an�ptuxh (�peirh apìdosh se peperasmèno qrìno). En¸ h paramikr  meÐwsh
apìdoshc odhgeÐ se st�simh an�ptuxh ektìc an k�poioc exwgen c par�g-
wn (p.q. plhjusmìc) aux�nei. Autì to gegonìc eÐnai gnwstì wc prìblhma
knife-edge thc klassik c jewrÐac thc endogenoÔc an�ptuxhc kai apoteleÐ mia
meg�lh prìklhsh, mia kai uponnoeÐ thn mh Ôparxh bèltistwn apotelesm�twn
gia to montèlou me thn paramikr  allag  twn paramètrwn.

Up�rqei h aÐsjhsh oti h eisagwg  mh-anane¸simwn pìrwn sto montèlo ja
mporoÔse na exaleÐyei to knife-edge problem giatÐ h t�sh thc oikonomÐac pou
dhmiourgeÐtai apì thn an�gkh na exoruqjoÔn diadoqik� mikrìterec posìthtec
tou fusikoÔ apìjèmatoc, Ðswc antistajmÐsei ta ekrhktik� apotelèsm�ta pou
dhmiourgoÔntai apì tic auxanìmenec apodìseic twn paragìntwn paragwg c
tou montèlou. Akìma ìmwc kai an aut  h aÐsjhsh eÐnai swst , paramènei to
prìblhma na exet�sei kaneÐc touc periorismoÔc pou apaitoÔntai gia na èqoume
eust�jeia kai bèltista apotelèsmata.

H prosèggish mac se autì to prìblhma eÐnai basismènh se mÐa epèktash
tou montèlou tou Stiglitz(1974). O Stiglitz eÐqe epikentrwjeÐ sthn perÐptwsh
ìpou stajerèc apodìseic lamb�nontai upìyin mazÐ gia to kef�laio, to er-
gatikì dunamikì kai ton fusikì pìro. Emèic ja epekteÐnoume thn an�lush
aut  brÐskontac monop�tia stajer c an�ptuxhc gia megalÔterec timèc twn
paramètrwn. Se aut  thn perÐptwsh ìpwc ja doÔme eÐte: (a) auxanìmenec
apodìseic sto kef�laio   (b) auxanìmenec apodìseic mazÐ sto kef�laio kai
sto ergatikì dunamikì se sunduasmì me aÔxhsh tou plhjusmoÔ, apaitoÔn-
tai gia na eÐnai efikt  h diat rhsh thc kata kefal n an�ptuxhc. Epiplèon
aut¸n twn sunjhk¸n apaitoÔntai kai �lloi periorismoÐ stic paramètrouc ¸-
ste h diat rhsh thc an�ptuxhc na eÐnai bèltisth. Telik� ja gÐnei fanerì oti
h eust�jeia eÐnai dunat  mìno ìtan h sunj kh (b) isqÔei. Dhlad , an den up-
�rqei aÔxhsh plhjusmoÔ to knife-edge problem thc jewrÐac thc endogenoÔc
an�ptuxhc epanemfanÐzetai san prìblhma ast�jeiac.
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Sto deÔtero komm�ti thc ergasÐac ereunoÔme to dunamikì kat� Ramsey
enìc montèloÔ me mh-anane¸simouc fusikoÔc pìroÔc wc proc thn oikonomik 
an�ptuxh se enan nohtì kìsmo pou apoteleÐtai apì dÔo q¸rec. Sugkekrimè-
na analÔoume p¸c o arqikìc ploÔtoc twn mh-anane¸simwn pìrwn ephre�zei
to eisìdhma, thn an�ptuxh kai thn euhmerÐa se autìn ton nohtì kìsmo. Ja
deÐxoume, to an mia ploÔsia se pìrouc q¸ra anaptÔsetai pio arg�   pio gr go-
ra apì mia �llh q¸ra exart�tai apì thn oikonomik  thc dom . H an�lush aut 
mac parèqei enan trìpo me ton opoÐo mporoÔme na doÔme pwc oi diaforèc tou
kefalaÐou kai twn mh-anane¸simwn pìrwn an�mesa stic dÔo q¸rec ephre�zoun
thn oikonomik  apìdosh ean agno soume �llec diaforèc metaxÔ twn qwr¸n.
'Opwc o Chiarella (1980), ja katal xoÔme sto sumpèrasma ìti to kl�sma thc
katan�lwshc twn dÔo q¸r¸n eÐnai stajerì me ton qrìno. Kai pio sugkekrimè-
na ja deÐxoume oti to kl�sma thc katan�lwshc thc ploÔsiac q¸rac wc proc
thn katan�lwsh thc q¸rac me èlleiyh fusik¸n pìrwn einai stajerì kai ka-
jorÐzetai apì to kl�sma twn tim¸n twn metoq¸n se k�je qronikì shmeÐo. O
ploÔtoc thc eÔrwsthc q¸rac ja deÐxoume oti aux�nei se sun�rthsh tou ar-
qikoÔ apojèmatoc tou pìrou, gegonìc poÔ èrqetai se antipar�jesh, wc ènan
bajmì, me thn arnhtik  epÐdrash tou arqikoÔ apojèmatoc tou mh-anane¸simou
fusikoÔ pìrou p�nw sthn tim  tou pìrou (Resource Curse).

Ja apodeÐxoume akìma oti o arqikìc ploÔtoc tou pìrou èqei jetik  epÐdrash
sto rujmì aÔxhshc tou A.E.P. thc ploÔsiac se pìrouc q¸rac efìson h e-
lastikìthta thc arqik c tim c tou pìrou se sqèsh me to arqikì apìjema thc,
eÐnai megalÔtero apì meÐon èna.

Ja katal xoume se autì to sumpèrasma giatÐ to an mÐa ploÔsia se fusikoÔc
pìrouc q¸ra anaptÔsetai pio gr gora   pio arg� apì mÐa �llh oikonomÐa
qwrÐc pìrouc exart�tai apì thn dom  thc oikonomÐac kai ìqi monos manta
apì to apìjema tou fusikoÔ pìrou. To lanjasmèno autì apotèlesma twn
Rodriguez and Sachs (1999) ofeÐletai sto gegonìc ìti je¸rhsan mia apomon-
wmènh q¸ra kai ètsi apètuqan na l�boun upìyin touc tic exwterikèc sqèseic
pou ephre�zoun to dunamikì met�bashc tou upìloipou kìsmou. Parìlo pou
eÐnai dunatìn mia oikonomÐa ploÔsia se pìrouc na anaptÔsetai pio arg� apo
mÐa �llh ftwqìterh lìgw p.q. enoikÐou oi Rodriguez and Sachs (1999) katèl-
hxan sto sumpèrasma ìti to na katèqeic mÐa meg�lh posìthta fusik¸n pìrwn
apì mìno tou eÐnai ikanì na par�gei arnhtik  an�ptuxh, k�ti to opoÐo ja
deÐxoume ìti den isqÔei.

Telik¸c ja deÐxoume ìti mia teqnologik  allag  ìpwc, h apotamÐeush
tou pìrou, mporei na euno sei thn aÔxhsh tou ploÔtou thc q¸rac me afjonÐa
fusik¸n pìrwn se sÔgkrish me thn oikonomÐa pou èqei èlleiyh fusik¸n pìrwn.
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Kef�laio 2

Endogen c An�ptuxh

Sta mèsa thc dekaetÐac tou 1980, mÐa om�da jewrhtik¸n oikonomolìgwn
me proexèqonta ton Paul Romer(1986) diaf¸nhsan me thn ex g sh thc makro-
prìjesmhc aÔxhshc paragwg c apì exwgeneÐc par�gontec. AÔth h diafwnÐa
èdwse kÐnhtro gia thn kataskeu  mÐac nèac t�xhc apì montèla an�ptuxhc sta
opoÐa ta kajoristik� dedomèna thc an�ptuxhc  tan endogen  se aut�. O ka-
jorismìc thc makroprìjesmhc an�ptuxhc apì stoiqeÐa eswterik� sto montèlo
par� apì k�poiec exwgeneÐc metablhtèc, ìpwc h teqnologik  prìodoc , eÐnai
o lìgoc gia to ìnoma endogen c an�ptuxh.

H idiìthta <<kleidÐ>> twn endogen¸n montèlwn eÐnai h apousÐa twn fjÐ-
nouswn apodìsewn sto kef�laio. Sthn an�lush mac diaqwrÐzoume thn hmi-
endogen  an�ptuxh apì thn austhr� endogen  an�ptuxh. To qarakthristikì
pou kajorÐzei ta montèla austhr c endogenoÔc an�ptuxhc, pou ereun jhkan
apì touc Barro and Sala-i-Martin,(1995) eÐnai oti makroprìjesma h kat�
kefal n katan�lwsh aux�nei me stajer� jetikì rujmì, akìma kai me thn
apousÐa k�je exwterik� auxanìmenou par�gonta.

Se antÐjesh, asjen c endogen c an�ptuxh (Groth 1992)   hmi-endogen c
an�ptuxh (Jones 1995) orÐzetai san makroprìjesmh aÔxhsh thc kat� ke-
fal n katan�lwshc me stajer� jetikì rujmì par� thn apousÐa exwgenoÔc
teqnologik c an�ptuxhc. 'Ena pr¸imo montèlo hmi - endogenoÔc an�ptuxhc
aut c thc logik c eÐnai h di�shmh ergasÐa tou Arrow(1962) me ìnoma Learning-
By-Doing. 'Alla paradeÐgmata tètoiwn montèlwn eÐnai oi tropopoi seic tou
montèlou tou Romer (1990) R&D pou prot�jhkan apo touc Groth (1992) kai
Jones (1995). Aut� ta sumbatik� montèla hmi-endogenoÔc an�ptuxhc diafèr-
oun apì ta montèla austhr c endogenoÔc an�ptuxhc se dÔo shmeÐa:(a) EÐnai
ligìtero apaithtik� ìson afor� tic apodìseic twn paragwgik¸n paragìn-
twn kai (b) uponooÔn makroprìjesmouc rujmoÔc an�ptuxhc oi opoÐoi eÐnai
anex�rthtoi apì tic epilogèc twn paramètrwn.

'Opwc ja doÔme, ìmwc, epitrèpontac mh-anane¸simouc fusikoÔc pìrouc
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na eisèljoun sthn sun�rthsh paragwg c fèrnei eunoðk� apotelèsmata. H
pr¸th idiìthta twn hmi-endogen¸n montèlwn diathreÐtai en¸ h deÔterh idiìthta
paÔei na isqÔei. Pr�gmati, h hmi-endogenhc an�ptuxh dÐnei ènan shmantikì
rìlo stic epilogèc twn paramètrwn san par�gontec pou ja kajorÐsoun touc
makroprìjesmouc rujmoÔc an�ptuxhc.

O Stiglitz (1974) parousÐase èna bèltisto montèlo an�ptuxhc me mh -
anane¸simouc pìrouc to opoÐo sthrizìtan se exwgen  teqnologik  prìodo
¸ste na dhmiourg sei an�ptuxh. Enac shmantikìc arijmìc apì papers pou
akoloÔjhsan ìpwc twn Robson(1980),Takayma(1980), Jones, Manueli(1997),
Aghion and Howitt (1998), Scholz, Ziemens (1999), kai Schou (2000), exè-
tasan tic parenèrgeiec thc parousÐac twn mh-anane¸simwn pìrwn se mon-
tèla endogenoÔc an�ptuxhc. Koinì qarakthristikì aut¸n twn papers eÐnai
oti oi fusikoÐ pìroi den emfanÐzontai sthn sun�rthsh paragwg c tou mon-
tèlou. Aut  eÐnai mÐa basik  diafor� sugkrinìmenh me to montèlo pou ja
parousi�soume sto trÐto kef�laio thc ergasÐac mac kai safèstata èna mh
realistikì qarakthristikì, afoÔ moi�zei apÐjano o tomèac pou dhmiourgeÐ thn
an�ptuxh na eÐnai entel¸c anex�rthtoc tou fusikoÔ kefalaÐou �ra kai twn
mh-anane¸simwn fusik¸n pìrwn.

Oi Aghion kai Howitt(1998) je¸rhsan èna montèlo AK me thn phg  na
eis�getai sto montèlo se morf  sun�rthshc Cobb-Douglas. Sto montèlo
autì, ìmwc, prokÔptei ìti eÐnai adÔnato na diathrhjeÐ h an�ptuxh qwrÐc exw-
gen  teqnologik  prìodo. 'Opwc ja doÔme ìmwc, sto Kef�laio 3 to apotèles-
ma autì mporeÐ na anastrafeÐ (qwrÐc na parabiasteÐ h eust�jeia) eis�gwntac
aÔxhsh plhjusmoÔ.

Parìlo pou to montèlo mac parousi�zei touc mh-anane¸simouc fusikoÔc
pìrouc me thn sunhjismènh ènnoia (orukt� kaÔsima), up�rqei mÐa enallak-
tik  ekdoq  tou montèlou. AntÐ na skeftìmaste ta apojèmata p.q. tou
petrelaÐou sto èdafoc , mporoÔme na skeftoÔme to apìjema san poiìthta
tou perib�llontoc. Efìson h mìlunsh eÐnai èna anapìfeukto par�gwgo thc
oikonomik c drasthriìthtac tìte to perib�llon pou parousi�zetai san poiìth-
ta tou fusikoÔ kefalaÐou stadiak� ja upobajmisteÐ me ènan parìmoÐo trìpo
ìpwc mei¸netai to paradosiakì apìjema tou pìrou. Me aut  thn logik  o
Stokey (1998) kai oi Aghion kai Howitt (1998) parousÐasan montèla an�p-
tuxhc ìpou h montelopoÐhsh thc mìlunshc parousi�zetai me ènan parìmoio
trìpo me thn sun jh anapar�stash twn mh-anane¸simwn pìrwn.

Se aut� ta montèla, to na diathrhjeÐ h an�ptuxh eÐte eÐnai adÔnato eÐte mh-
bèltisto ìtan den up�rqei exwgen c teqnologik  prìodoc. Ja parathr soume
ìti ta apìtelèsmata aut� den isqÔoun aparait twc ìtan epitrèpetai aÔxhsh
plhjusmoÔ kai auxanìmenec apodìseic stouc par�gontec paragwg c.
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Kef�laio 3

To Montèlo twn
Mh-Anane¸sim¸n Fusik¸n
Pìrwn

Gia na diasfalÐsoume oti oi mh-anane¸simoi pìroi eÐnai aparaÐthto stoiqeÐo
gia thn sun�rthsh paragwg c kai den apokleÐoun makroprìjesmh aÔxhsh
thc katan�lwshc, akoloujoÔme thn je¸rhsh tou Stiglitz kai upojètoume mÐa
sun�rthsh paragwg c morf c Cobb-Douglas:

Y (t) = F (K(t), L(t), R(t)) = AK(t)aL(t)βR(t)γ A, a > 0, 0 < β, γ < 1,
(3.1)

ìpou me Y (t) sumbolÐzoume thn paragwg , me K(t) to apìjema tou kefalaÐou,
L(t) eÐnai to ergatikì dunamikì, kai me R(t) eÐnai h eisro  tou mh-anane¸simou
pìrou ìla upologismèna thn qronik  stigm  t . Akìma me A sumbolÐzoume to
epÐpedo thc teqnologÐac. Se antÐjesh me ton Stiglitz(1974) , jewroÔme ìti den
up�rqei teqnologik  prìodoc. Pio shmantik�, den jètoume k�poio p�nw ìrio
gia to a. An kai o Stiglitz(1974) kai �lloi epikentr¸jhkan sthn perÐptwsh
ìpou a + β + γ = 1, mporoÔme na upojèsoume ìti oi par�metroi a, β, kai γ ja
ajroÐzontai se mÐa megalÔterh tim .

Gia thn elastikìthta paragwg c tou fusikoÔ pìrou, empeirikèc parathr -
seic pìrwn opwc gia par�deigma orukt¸n kausÐmwn sun jwc jewroÔn to γ
na eÐnai sqetik� qamhlì, gia par�deigma ligìtero apì 0.05. Par� taÔta, ìp-
wc anafèrjhke sthn eisagwg , mÐa enallaktik  je¸rhsh thc phg c epitrèpei
stic dunatèc timèc tou γ na gÐnoun megalÔterec: to R mporeÐ na jewrhjeÐ
ìti parist�nei thn ro  mìlunshc h opoÐa eÐnai èna anapìfeukto par�gwgo
thc oikonomik c drasthriìthtac to opoÐo mporeÐ na epitrèyei sto γ timèc lÐ-
go megalÔterec apì 0.05. Se aut  thn perÐptwsh h mìlunsh afaireÐ apì thn
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poiìthta tou perib�llontoc, thn opoÐa jewroÔme san mèroc tou apojèmatoc
tou fusikoÔ kefalaÐou. An kai aut  h je¸rhsh eÐnai dunat , sto upìloipo
autoÔ tou kefalaÐou ja anaferìmaste sto R san ènan mh-anane¸simo fusikì
pìro. Se k�je perÐptwsh , faÐnetai logikì na jewroÔme to γ < 1 ìpwc sthn
exÐswsh (3.1).

'Opoia kai na eÐnai h je¸rhsh gia to R, h paragwg  qrhsimopoieÐtai gia
katan�lwsh kai gia epèndush se agaj� kefalaÐou ètsi ¸ste

K ′ = Y − C − δK ≡ I − δK, δ ≥ 0, K(0) = K0 > 0, (3.2)

ìpou C ≡ cL eÐnai h sunolik  katan�lwsh, I eÐnai oi akaj�ristec ependÔseic,
δ o rujmìc upotÐmhshc tou kefalaÐou kai to K0 eÐnai dedomèno.To ergatikì
dunamikì L ,megal¸nei me èna stajerì exwgen  rujmì n ≥ 0, dhlad , L(t) =
L(0)ent, L(0) = L0 > 0 ìpou to L0 eÐnai dedomèno.

To apìjema tou fusikoÔ pìrou S mei¸netai me thn exìruxh tou fusikoÔ
proðìntoc sÔmfwna me thn sqèsh:

S ′ = −R, S(0) = S0 > 0. (3.3)
ìpou S0 eÐnai dedomèno. 'Opwc kai to montèlo tou Stiglitz to montèlo mac den
perilamb�nei kìstoc exìruxhc kai abebaiìthta. Dedomènou twn K0, S0 kai
L0, èna monop�ti (C, Y, K, R, S)∞t=0 ja onom�zetai efiktì an : (a) K kai S
eÐnai suneqeÐc sunart seic tou qrìnou, (b) C, Y, kai R kata shmeÐo suneqeÐc
sunart seic tou qrìnou, (g) to monop�ti ikanopoieÐ thn exÐswsh (3.1) gia
k�je t ≥ 0, kaj¸c kai tic exis¸seic (3.2) kai (3.3) gia ìla ta t ≥ 0, ektìc
apì ta shmeÐa asunèqeiac twn C kai R, kai (d) to monop�ti ikanopoieÐ touc
periorismoÔc mh-arnhtikìthtac

C, R ≥ 0 για καθε t ≥ 0 (3.4)
kai

K, S ≥ 0 για καθε t ≥ 0 (3.5)
Oi sunj kec (3.3),(3.4) kai (3.5) se èna efiktì monop�ti mac dÐnoun ton peri-
orismì

∫ ∞

0
R(t)dt ≤ S0, (3.6)

dÐnont�c mac èna peperasmèno p�nw ìrio gia thn exìruxh tou fusikoÔ pìrou
sto �peiro mèllon. Profan¸c apì autìn ton periorismì èqoume ìti h exìruxh
tou pìrou prèpei na proseggÐzei to mhdèn gia t →∞.

'Ena efiktì monop�ti (C, Y,K,R, S)∞t=0 ja onom�zetai isorrophmèno monop�ti
an�ptuxhc (apì 'dw kai sto ex c suntomografhmèna I.M.A.) e�n C, Y, K, R
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kai S eÐnai gnhsÐwc jetika gia ìla ta t ≥ 0 kai metab�lontai me stajeroÔc ru-
jmoÔc (k�poioi ek twn opoÐwn mporeÐ na eÐnai arnhtikoÐ). 'Estw oti to sÔmbolo
gx dhl¸nei ton rujmì megèjunshc miac metablht c x > 0, ètsi ¸ste gx ≡ ẋ/x.

L mma 3.1 Se èna I.M.A. ta akìlouja isqÔoun :
(a)gS = gR < 0
(b)R(0) = −gRS(0), kai

lim
t→∞S = 0 (3.7)

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

O orismìc enìc I.M.A. perilamb�nei thn proôpìjesh oti to gS eÐnai stajero,
dhlad  gia èna I.M.A. ennoeÐtai oti o fusikìc pìroc ja katanalwjeÐ oriak�.

Oi lìgoi paragwg c - kefalaÐou, katan�lwshc - kefalaÐou, kai o rujmìc
exìruxhc tou pìrou ja onom�zontai z, x, kai u, antÐstoiqa, dhlad 

z ≡ Y

K
, x ≡ C

K
, u ≡ R

S
(3.8)

AutoÐ oi lìgoi eÐnai basik� ergaleÐa gia thn an�lus  mac. Me b�sh autoÔc
mporoÔme na gr�youme thn exÐswsh (3.2) san

gK = z − x− δ (3.9)

'Omoia, apì thn (3.3)
gS = −u. (3.10)

Se èna I.M.A. , ex orismoÔ z, x, kai u eÐnai p�nta jetik�. Ek twn protèrwn den
apokleÐetai na isqÔei x > z, dhlad  epitrèpoume stic akaj�ristec ependÔseic
I(≡ Y − C) na eÐnai arnhtikèc.
L mma 3.2
Se èna I.M.A., ta gY = gC ≡ g, kai u einai stajer�. E�n, epiprìsjeta,
gK = g, tìte epÐshc ta z kai x eÐnai stajer�. MÐa ikan  sunj kh gia na
isqÔei gK = g se èna I.M.A. eÐnai I 6= 0 se k�poio qronikì di�sthma (oi aka-
j�ristec ependÔseic den mporoÔn na exafanistoun).
Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A. •

Apì thn logarijmik  parag¸gish thc exÐswshc (3.1) wc proc ton qrìno,
ja èqoume

gY = agK + βn + γgR. (3.11)
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OrÐzoume san stajer  kat�stash èna efiktì monop�ti ìpou ta C, Y, K, R
kai S einai gnhsÐwc jetik� gia k�je t ≥ 0 kai metab�llontai me stajeroÔc
rujmoÔc (ìqi aparaÐthta jetikoÔc), dhlad  ta gC , gY , gK , gR, kai gS ìpou z
kai x eÐnai stajer�. Dhlad , mÐa stajer  kat�stash eÐnai èna I.M.A. tètoio
¸ste z kai x einai stajer� (se antÐjesh me to u pou eÐnai stajerì se k�je
I.M.A.,L mma 3.2).

Ex�orismoÔ twn z kai x, mÐa stajer  kat�stash èqei gC = gY = gK = g Ðsa
me mÐa stajer�. MÐa stajer  kat�stash apì ed¸ kai sto ex c ja perigr�fetai
epark¸c apì tic stajerèc timèc twn g, gR, z, x kai u, dhlad  apì èna di�nusma
(g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗) ìpou u∗ = −g∗S = −g∗R > 0 (apì thn exÐswsh (3.10) kai
to L mma 3.1) kai epipleìn ìpou z∗ kai x∗ einai jetik� (apì ton orismì enìc
I.M.A.).

O rujmìc aÔxhshc gc thc kat� kefal n katan�lwshc gc = gC − n, se èna
I.M.A., ìpou suneqÐzoume na dhl¸noume ton koÐno rujmì aÔxhshc twn C kai
Y me g, ja èqoume

gc = g − n (3.12)

Gia na apofÔgoume thn meÐwsh thc kata kefal n katan�lwshc, k�poia jetik 
kajar  epèndush (I − δK) qrei�zetai gia na antistajmÐsei thn meÐwsh thc
qrhsimopoÐhshc tou fusikoÔ pìrou me ton qrìno.

Pr�gmati:

L mma 3.3
Se èna I.M.A. me gc ≥ 0, oi kajarèc ependÔseic, I−δK, prèpei na eÐnai jetikèc
gia ìla ta t.

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A. •

TÐjetai t¸ra to er¸thma : EÐnai dunatìn, h suss¸reush tou kefalaÐou na
mporeÐ na uposthrÐxei stajer  kat� kefal n an�ptuxh? H diaÐsjhsh mac lèei
oti h ap�nthsh eÐnai nai, afoÔ dÔo exisorropistikèc dun�meic sunup�rqoun
sto montèlo. Pr¸ton, prèpei na perimènoume oti h t�sh thc oikonomÐac pou
prokÔptei apì thn an�gkh na exìruqjoÔn diadoqik� mikrìterec posìthtec apì
ton pìro, antistajmÐzetai apì apì tic auxanìmenec apodìseic sto kef�laio.
DeÔteron, oi dunamik� ekrhktikèc sunèpeiec autoÔ tou tÔpou twn auxanìmen-
wn apodìsewn Ðswc exissoropeÐtai apì thn meÐwsh thc qrhsimopoÐhshc tou
pìrou. H akìloujh prìtash deÐqnei pwc h diaÐsjhsh mac eÐnai swst .
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Prìtash 3.1
Up�rqei èna I.M.A. me gc > 0 an kai mìnon an

a > 1 or (a + β − 1)n > 0 (3.13)

Apìdeixh
JewroÔme èna I.M.A. me gc > 0. Tìte, apì to L mma 3.3, I > δK ≥ 0 gia
ìla ta t. T¸ra, apì to L mma 3.2, gK = gY = g, kai h exÐswsh (3.11) paÐrnei
thn morf  (1 − a)g − γgR = βn. Apì to L mma 3.1, gR < 0, kai gia autì
(1−a)g < βn. Apì thn exÐswsh (3.12) ja èqoume (1−a)gc < (a+β−1)n. T¸ra
afoÔ gc > 0, a ≤ 1 eÐnai fanerì oti ja (a + β − 1)n > 0. •

Aut  h prìtash mac lèei pwc gia na epitrèyei to montèlo mac stajer  kat�
kefal n an�ptuxh (qwrÐc exwgen  teqnologik  prìodo), qrei�zontai eÐte aux-
anìmenec apodìseic apì koinoÔ sto kef�laio kai sto ergatikì dunamikì se
sunduasmì me aÔxhsh plhjusmou eÐte auxanìmenec apodoqèc sto kef�laio ka-
j�eautì. Toul�qiston mÐa apì autèc tic sunj kec apaiteÐtai ¸ste h suss¸reush
tou kefalaÐou na antistajmÐsei tic sunèpeiec apì thn aparaÐthth meÐwsh thc
qrhsimopoÐhshc tou pìrou me to qrìno. Gia autìn ton lìgo h melèth mac
lamb�nei upìyin thc thn aÔxhsh plhjusmoÔ kai epitrèpei megalÔtero eÔroc
tim¸n gia to a apì ì,ti o Stiglitz(1974) kai oi Dasgupta kai Heal (1974,1979).

3.1 Bèltista Monop�tia
Upojètoume protim seic qrhsimìthtac me èna stajerì rujmì qronik c pro-

tÐmhshc ρ. 'Estw oti h stigmiaÐa qrhsimìthta tou antiproswpeutikoÔ noikoku-
rioÔ me �peirh di�rkeia zw c eÐnai Ðsh me

U(c) =
(c1−ε − 1)

(1− ε)

ìpou ε > 0 eÐnai mÐa stajer�, h arijmhtik  tim  elastikìthtac thc oriak c
qrhsimìthtac. H diaqronik  sun�rthsh qrhsimìthtac met� apì autì paÐrnei
thn morf 

∫ ∞

0

c(t)1−ε − 1

1− ε
L(t)e−ρtdt, ρ > n ≥ 0 (3.14)
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ìpou L t¸ra ermhneÔetai san to mègejoc thc oikogèneiac   tou noikokurioÔ
h opoÐa megal¸nei me rujmì n (ton rujmì aÔxhshc tou plhjusmoÔ) epÐshc
upojètoume ρ > n gia na exasfalÐsoume thn sÔgklish tou oloklhr¸matoc.
O koinwnikìc sqediast c jèlei na megistopoi sei thn exÐswsh (3.14) upì tic
sunj kec (3.1)-(3.5).

H Qamiltonian  gia to prìblhma tou koinwnikoÔ sqediast  eÐnai:

H =
c1−ε − 1

1− ε
L + µ1(F (K, L,R)− cL− δK)− µ2R (3.15)

ìpou µ1 kai µ2 eÐnai metablhtèc pou sqetÐzontai me to katexoq n kef�laio
kai to apìjema tou pìrou, antÐstoiqa. AnagkaÐec sunj kec gia na up�rqei
lÔsh eÐnai autèc pou dÐnontai apì tic prwtot�xiec sunj kec kai tic sunj kec
egkarsiìthtac

c−ε = µ1 (3.16)
µ1FR = µ2 (3.17)

µ̇1 = −(FK − δ)µ1 + ρµ1 (3.18)
µ̇2 = ρµ2 (3.19)

lim
t→∞ e−ρtµ1K = 0 (3.20)

lim
t→∞ e−ρtµ2S = 0 (3.21)

ParathroÔme ìti h (3.19) mac dÐnei

µ2 = µ2(0)eρt.

Eis�gontac aut  sthn (3.21) ja èqoume limt→∞ µ2(0)S = 0, h opoÐa, efìson
isqÔei µ2(0) > 0 apì tic exis¸seic (3.17) kai (3.16), eÐnai isodÔnamh me thn
sqèsh

lim
t→∞S = 0 (3.22)

apì thn opoÐa prokÔptei ìti gia na èqoume beltistopoÐhsh eÐnai aparaÐthto na
mhn meÐnei aqrhsimopoÐhto kanèna mèroc tou apojèmatoc tou fusikoÔ pìrou.

ParagwgÐzontac thn (3.16) logarijmik� wc proc ton qrìno kai sundu�-
zont�c thn me thn exÐswsh (3.18) mac dÐnei ton kanìna tou Ramsey

gc =
1

ε
(FK − δ − ρ) =

1

ε
(az − δ − ρ) (3.23)

ìpou h teleutaÐa isìthta prokÔptei qrhsimopoi¸ntac ton orismì Cobb-Douglas
thc F kai apì ton orismì tou z ≡ Y/K. 'Omoia, paragwgÐzontac thn (3.17)
logarijmik� wc proc ton qrìno kai se sunduasmì me tic sqèseic (3.18) kai
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(3.19) ja d¸soun ton kanìna tou Hotelling gia thn bèltisth exìruxh tou
pìrou

ḞR

FR

= FK − δ or gY − gR = az − δ (3.24)

qrhsimopoi¸ntac xan� ton orismì Cobb-Douglas thc F .

3.1.1 Bèltistec Stajerèc Katast�seic
Lìgw tou meg�lou eÔrouc twn paramètrwn, h an�lush mac eÐnai k�pwc pio

perÐplokh apì thn sun jh an�lush stajer¸n katast�sewn. Piì sugkekrimè-
na, prèpei na deÐxoume prosoq  stic ex� orismoÔ gnhsÐwc jetikèc timèc twn
metablht¸n se mÐa stajer  kat�stash ( oi lìgoi paragwg c - kefalaÐou z,
katan�lwshc - kefalaÐou x, kai o rujmìc exìruxhc thc phg c u ). Dhlad 
prèpei na eÐmaste prosektikoÐ kai na diakrÐnoume thn diafor� metaxÔ miac sta-
jer c kat�stashc kai mÐac noht c asumptwtik c stajer c kat�stashc ìpou
z, x, kai/  u proseggÐzoun to mhdèn.

Proqwr¸ntac b ma b ma, orÐzoume ìti èna efiktì monop�ti pou ikanopoieÐ
tic prwtot�xiec sunj kec (3.16)-(3.19) onom�zetai upoy fio bèltisto monop�ti.
'Ena upoy fio bèltisto monop�ti prèpei na ikanopoieÐ tic sunj kec egkar-
siìthtac (3.20) kai(3.21) gia na eÐnai bèltisto monop�ti.

L mma 3.4
'Estw ìti to (C, Y, K, R, S)∞t=0 eÐnai èna upoy fio bèltisto monop�ti tètoio
¸ste limt→∞ gC = limt→∞ gY = lim→∞ gK = ḡ.Tote:
(a) gia k�poio ḡR ≤ 0, limt→∞ ḡR = ḡ, kai ta ḡ, ḡR ikanopoioÔn tic sqèseic

(1− a)ḡ − γḡR = βn (3.25)

(ε− 1)ḡ + ḡR = εn− ρ (3.26)

kai
(b) e�n, epiprìsjeta, oi sunj kec egkarsiìthtac (3.20) kai (3.21) isqÔoun,
tìte limt→∞ gS = ḡR < 0.

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

'Eqoume orÐsei èna I.M.A. san èna efiktì monop�ti sto opoÐo Y, K, C, R
kai S eÐnai jetik� kai all�zoun me stajeroÔc (ìqi kat� an�gkh jetikoÔc) ruj-
moÔc. T¸ra ja eis�goume thn genikìterh ènnoia tou asuptwtikoÔ monopatioÔ.
'Ena efiktì monop�ti (C, Y,K,R, S)∞t=0 ja onom�zetai asuptwtikì e�n up�r-
qoun stajerèc ḡC , ḡY , ḡK , ḡR, kai ḡS, tètoÐec ¸ste sto monop�ti (C, Y, K, R, S)∞t=0,
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na isqÔei (gC , gY , gK , gR, gS) → (ḡC , ḡY , ḡK , ḡR, ḡS) gia t → ∞. 'Omoia, è-
na upoy fio bèltisto monop�ti to opoÐo eÐnai asuptwtikì ja onom�zetai a-
suptwtikì upoy fio bèltisto monop�ti. Oi oriakoÐ rujmoÐ megèjunshc ḡC , ḡY , ḡK , ḡR,
kai ḡS ja onom�zontai asuptwtikoÐ rujmoÐ megèjunshc.

L mma 3.5
'Estw to (C, Y, K, R, S)∞t=0 eÐnai asumptwtikì upoy fio bèltisto monop�ti
me asuptwtikoÔc rujmoÔc megèjunshc ḡC , ḡY , ḡK , ḡR kai ḡS.Upojètoume ìti
ḡC = ḡY = ḡK = ḡ.Tìte:
(a)limt→∞(z, x, u) = (z̄, x̄, ū), ìpou

z̄ =
1

a
(ḡ − ḡR + δ) (3.27)

x̄ =
1

a
[−(1− γ)ḡR + βn + (1− a)δ] (3.28)

ū = −ḡS (3.29)

(b)ḡR ≤ 0.E�n ḡR < 0, tìte h sunj kh egkarsiìthtac (3.20) ikanopoièitai kai
(g)ḡS ≤ 0.E�n ḡS < 0, tìte h sunj kh egkarsiìthtac (3.21) ikanopoieÐtai.

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

Pìrisma
Upì tic sunj kec (a) tou L mmatoc 3.5, ta akìlouja isqÔoun:
(i) ḡ ≥ ḡR − δ
(ii) z̄ > 0 an kai mìno an ḡ > ḡR − δ
(iii) E�n ḡR < 0, tìte x̄ > 0 an kai mìno an eÐte a ≤ 1   a > 1 ∧ δ <
−(1− γ)ḡR/(a− 1) + βn/(a− 1).

Apìdeixh
Ta erwt mata (i) kai (ii) prokÔptoun apì ton orismì, z̄ ≥ 0 epomènwc, apì
thn (3.27), ḡ ≥ ḡR − δ kai z̄ > 0 an kai mìno an ḡ > ḡR − δ. (iii) ìtan
ḡR < 0, tìte apì thn (3.28) prokÔptei ìti an kai mìno an isqÔei eÐte a ≤ 1  
a > 1 ∧ δ < (1− γ)ḡR/(1− a)− βn/(1− a), tìte x̄ > 0. •

'Opwc èqoume tonÐsei apì prÐn mÐa stajer  kat�stash, orismènh wc I.M.A.
tètoia ¸ste oi rujmoÐ z kai x eÐnai stajeroÐ (se antÐjesh me thn stajerìthta
tou u h opoÐa ikanopoieÐtai se k�je I.M.A.), èqei gC = gY = gK = g, sta-
jer�. Gia to lìgo autìn, mÐa stajer  kat�stash perigr�fetai pl rwc apì tic
stajerèc timèc twn g, gR, z, x kai u, dhlad  apì to di�nusma (g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗).
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MÐa oriak  kat�stash, (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū), enìc asuptwtikoÔ monopatioÔ tè-
toia ¸ste ta : (i) C, Y, kai K na èqoun ton Ðdio asuptwtiko rujmì megèjunshc
ḡ kai (ii) ta z kai x na eÐnai asuptwtik� stajer� ja onom�zetai asuptwtik�
stajer  kat�stash.

Se antÐjesh me mÐa alhjin  stajer  kat�stash, h asuptwtik� stajer 
kat�stash den qrei�zetai na eÐnai tautìqrona kai efiktì monop�ti (afoÔ
ta ḡR, z̄, x̄, kai/  ū mporeÐ na eÐnai m den). Epiprìsjeta, den qrei�zetai na
isqÔei ū = −ḡR (afoÔ aut  h isìthta eÐnai anagkaÐa mìno gia èna bèltisto
asuptwtikì monop�ti).

To L mma 3.5 kai to Pìrism� tou, mac parèqoun ènan eÔkolo trìpo
na elègqoume an mÐa asuptwtik� stajer  kat�stash ikanopoieÐ tic gnhsÐ-
wc jetik� sunj kec pou apaitoÔntai apì mÐa alhjin� stajer  kat�stash
kai tic sunj kec egkarsiìthtac pou apaitoÔntai apì mÐa bèltisth stajer 
kat�stash. H spoudaiìthta twn krithrÐwn tou PorÐsmatoc prokÔptei apì
to gegonìc ìti ḡR kai ḡ, ìpwc kajorÐzontai apì tic (3.25) kai (3.26), eÐnai
anex�rthta apì ton rujmì upotÐmhshc tou kefalaÐou δ. Epiplèon, to antÐstro-
fo komm�ti tou erwt matoc (iii) tou PorÐsmatoc tonÐzei to gegonìc ìti an kai
mìno an a > 1, tìte eÐnai dunatìn na dialèxoume δ arket� meg�lo ètsi ¸-
ste èna ètsi kai allÐwc asuptwtik� upoy fio bèltisto monop�ti na katal gei
èqontac x̄ < 0.

Apì thn �llh pleur�, e�n to δ eÐnai <<mikrì>>, tìte den prokÔptei autì to
prìblhma. (AfoÔ o Stiglitz (1974), kai �lloi upèjesan a < 1 kai/  δ = 0, kai
to probl ma den emfanÐzetai potè ekeÐ). To p�nw ìrio gia to δ antikatoptrÐzei
to gegonìc oti dojèntoc tou, gR, to na diathrhjeÐ k�poioc rujmìc aÔxhshc
paragwg c gY apaiteÐ mÐa sugkekrimènh posìthta suss¸reushc kefalaÐou (
kajarèc ependÔseic), ìpwc h sqèsh (3.11) mac deÐqnei. To upìloipo mèroc twn
kajar¸n ependÔsewn eÐnai mia grammik� aÔxousa sun�rthsh tou δ kai Ðswc èna
tuqaÐa meg�lo δ emperièqei ton kÐnduno oi akaj�ristec ependÔseic na apor-
rof soun thn sunolik  paragwg , mhn af nontac q¸ro gia thn katan�lwsh,
ìpwc deÐqnei h sqèsh (3.9). 'Omwc, autìc o kÐndunìc den mporeÐ na ulopoi-
hjeÐ efìson a < 1 mÐa kai se aut  thn perÐptwsh, o rujmìc paragwg c -
kefalaÐou z metatrèpetai se mÐa èna- proc -èna sqèsh me to δ, apì ton kanìna
tou Hotelling (3.24).

Se antistoiqÐa me thn sqèsh (3.27) tou L mmatoc 3.5, kai apì (i) kai (ii)
tou PorÐsmatoc tou, dedomènou tou gR kai se antistoiqÐa me ton kanìna tou
Hotelling gia na eÐnai oi apodìseic tou kefalaÐou (az − δ) kai oi oriakèc
apodìseic tou pìrou tautìqrona jetik� (kai sthn pragmatikìthta Ðsa metaxÔ
touc), ènac mh-arnhtikìc rujmìc paragwg c apaiteÐtai.

Oi lÔseic gia touc rujmoÔc an�ptuxhc mporoÔn na paraqjoÔn apì tic
exis¸seic (3.25) kai (3.26). 'Estw D h orÐzousa tou grammÐkou sust matoc
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twn (3.25) kai (3.26)
D ≡ 1− a + (ε− 1)γ (3.30)

ParathroÔme ìti h orÐzousa tou sust matoc den exart�tai apì ta ρ, β, n kai
δ tou probl matoc. Ja epikentr¸soume thn prosoq  mac sthn perÐptwsh
D 6= 0. Pr�gmati, h D > 0 moÐazei na eÐnai h pio realistik  perÐptwsh afoÔ
gia na isqÔei D ≤ 0 apaiteÐtai mÐa sebast  posìthta auxanìmenwn apodìsewn
(a + γ ≥ 1 + εγ). Parìla aut� den ja apìkleÐsoume ek twn protèrwn thn
perÐptwsh D < 0 h opoÐa, toul�qiston apì jewrhtik  �poyh, qr zei k�poiou
endiafèrontoc giatÐ dhmiourgeÐ èna diaforetikì dunamikì. Dedomènou D 6= 0,
kai lÔnontac to sÔsthma twn (3.25) kai (3.26) ja p�roume touc akìloujouc
rujmoÔc an�ptuxhc se mÐa asuptwtik� stajer  kat�stash

ḡ =
(β + γε)n− γρ

D
(3.31)

ḡR =
[ε(1− a− β) + β]n− (1− a)ρ

D
(3.32)

Qrhsimopoi¸ntac autèc tic lÔseic mporoÔme eÔkola na broÔme tic timèc twn
lìgwn paragwg c - kefalaÐou, katan�lwshc - kefalaÐou, kai tou rujmoÔ
exìruxhc tou fusikoÔ pìrou se mÐa asuptwtik� stajer  kat�stash, ìtan
D 6= 0.
Eis�gwntac thn (3.31) kai (3.32) sthn (3.27) ja èqoume

z̄ =
(a + β + γ − 1)εn + (1− a− γ)ρ

aD
+

δ

a
(3.33)

Apì tic exis¸seic (3.32) kai (3.28) prokÔptei

x̄ =
[ε(a + β + γ − 1− aγ)− aβ]n + (1− a)(1− γ)ρ

aD
+

1− a

a
δ (3.34)

Telik¸c, se mÐa asuptwtik� stajer  kat�stash me ḡS = ḡR, ja èqoume apì
tic sqèseic (3.10) kai (3.32)

ū = −ḡR =
[ε(a + β − 1)− β]n + (1− a)ρ

D
(3.35)

Oi sqèseic (3.31),(3.32),(3.33),(3.34) kai (3.35) apoteloÔn genikeÔseic twn
antÐstoiqwn sqèsewn tou Stiglitz (1974), afoÔ ìpwc  dh èqoume anafèrei se
autèc tic exis¸seic oi par�metroi α, β, γ den ajroÐzontai sthn tim  1, kaj¸c
epÐshc den èqoume kai teqnologik  prìodo.

MÐa endiafèrousa er¸thsh eÐnai pwc to megalÔtero eÔroc twn paramètrwn
ephre�zei thn Ôparxh kai ton qarakt ra twn bèltistwn stajer¸n katast�sewn,
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upenjumÐzontac ìti èna upoy fio monop�ti, gia na eÐnai stajer  kat�stash,
prèpei oi lìgoi paragwg c - kefalaÐou, katan�lwshc - kefalaÐou , kai o ru-
jmìc exìruxhc tou fusikoÔ pìrou na eÐnai austhr¸c jetikoÐ. SunoyÐzoume
thn ap�nthsh sto er¸thma Ôparxhc sthn parak�tw prìtash.

Prìtash 3.2
Dedomènou tou montèlou (3.1)-(3.5) kai (3.14), upojètoume ìti
D ≡ 1− a+(ε− 1)γ 6= 0. 'Estw ta ḡ, ḡR, z̄, x̄, kai ū orÐzontai apì tic sqèseic
(3.31),(3.32),(3.33),(3.34) kai (3.35) antÐstoiqa.
Tìte:
(a) up�rqei mÐa stajer  kat�stash (g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗) pou ikanopoieÐ tic prw-
tot�xiec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac an kai mìno an a, β, γ, ε, ρ, n
kai δ paÐrnoun timèc tètoiec ¸ste: (i) ḡR < 0, (ii) z̄ > 0 kai (iii) eÐte a ≤ 1  
a > 1∧δ < −(1−γ)ḡR/(a−1)+βn/(a−1). Autì to sÔnolo twn paramètrwn
èqoun mh-kenì eswterikì kai
(b) h stajer  kat�stash (g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗) eÐnai monadik  kai Ðsh me (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū).

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

Parat rhsh 1
Sthn eidik  perÐptwsh, a+β + γ = 1, pou analÔjhke apì ton Stiglitz (1974),
ta (a.ii) kai (a.iii) ikanopoioÔntai autom�twc. Se aut n thn perÐptwsh to
mìno pou èqoume na elegxoumè eÐnai to (a.i). Telik¸c, mÐa perÐptwsh pou
parabi�zetai h (a.i) gia k�je γ ∈ (0, 1) eÐnai: εn > ρ > n > 0, 0 < a < 1,
0 < β ≤ (εn−ρ)(1−a)/[(ε−1)n]. MÐa perÐptwsh pou parabi�zetai h (a.ii) gi-
a k�je β ∈ (0, 1) kai k�je ρ > 0 eÐnai : n = δ = 0, a+γ > 1, ε > (a+γ−1)/γ.

Parat rhsh 2
H Prìtash 3.2 mil�ei gia stajerèc katast�seic pou ikanopoioÔn tic prwtot�x-
iec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac kai ìqi gia bèltistec stajerèc
katast�seic. Autì giatÐ ektìc thc perÐptwshc a + γ ≤ 1 den èqoume mporè-
sei na apodeÐxoume ìti h stajer  kat�stash pou ereunoÔme eÐnai bèltisth.
Eik�zoume pwc akìma kai an a + γ > 1 (toul�qiston ìso isqÔei D > 0,
dhlad  a + γ < 1 + εγ), mÐa stajer  kat�stash pou ikanopoieÐ tic prwtot�x-
iec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac eÐnai pr�gmati bèltisth alli¸c,
den up�rqei mia bèltisth stajer  kat�stash.

Sthn perÐptwsh thc oikonomik c an�ptuxhc den up�rqei sobarìc lìgoc
gia na na periorÐsoume thn prosoq  mac se stajerèc katast�seic antÐ gi-
a asuptwtik� stajerèc katast�seic. Pr�gmati, to parak�tw L mma deÐqnei
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oti dedomènou enìc bèltistou asuptwtik� monopatioÔ me asuptwtik� stajer 
kat�stash (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū) tètoia ¸ste ḡ ≥ 0, tìte, genik� h (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū) eÐ-
nai mÐa alhj c stajer  kat�stash. OmoÐwc, epeid  ja epikentrwjoÔme sthn
bèltisth an�ptuxh, den up�rqei sobarìc lìgoc na periorÐsoume thn an�lush
mac se stajerèc katast�seic antÐ gia monop�tia isorropÐac. Sugkekrimèna,
k�je bèltisto I.M.A. eÐnai mia bèltisth stajer  kat�stash:

L mma 3.6
(a)Dedomènou ènoc asuptwtikoÔ monopatioÔ (C, Y, K, R, S)∞t=0 me asuptwtik�
stajer  kat�stash (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū), tìte: (i) ū = −ḡR > 0 (ii) z̄ > 0 ìtan
ḡ ≥ 0 kai (iii) x̄ > 0, ektìc sthn perÐptwsh knife-edge ìpou tautìqrona
isqÔei a > 1 kai δ = −(1− γ)ḡR/(a− 1) + (βn/a− 1) kai
(b) dedomènou enìc I.M.A. (C, Y, K, R, S)∞t=0 tìte z, x kai u eÐnai stajer� kai
jetik�.

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

Se antÐjesh me to (a) tou L mmatoc 3.6, ot�n ρ = 0( mhdenikìc proexofl-
htikìc par�gwn ) Ðswc up�rqoun asuptwtik� bèltista monop�tia ḡ = z̄ = x̄ =
ū = 0. Gia thn perÐptwsh a + β + γ = 1, δ = 0, dhlad  qwrÐc plhjusmiak 
aÔxhsh kai teqnologik  prìodo, to opoÐo apodeÐqjhke apì touc Stiglitz (1974)
kai Dasgupta kai Heal(1979) upì ton ìro a > γ, kai ε > (1− γ)/(a− γ).

E�n eis�goume thn (3.31) sthn (3.12) ja p�roume ton kat� kefal  rujmì
katan�lwshc se mÐa stajer  kat�stash h opoÐa ikanopoieÐ tic prwtot�xiec
exis¸seic kai thn sunj kh egkarsiìthtac

g∗c = g∗ − n =
(a + β + γ − 1)n− γρ

D
(3.36)

Prìtash 3.3
Dedomènou tou montèlou (3.1)-(3.5) kai (3.14), kai upojètontac D ≡ 1− a +
(ε− 1)γ 6= 0.Tìte up�rqei mÐa stajer  kat�stash me g∗c > 0, ikanopoi¸ntac
tic prwtot�xiec exis¸seic kai thn sunj kh egkarsiìthtac, an kai mìno an, se
antÐjesh me to (a.i) kai (a.iii) thc Prìtashc 3.2, oi par�metroi ikanopoioÔn
thn sqèsh

(a + β + γ − 1)n− γρ

D
> 0 (3.37)
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Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

Pìrisma
E�n D > 0, tìte mÐa stajer  kat�stash, pou ikanopoieÐ tic prwtot�xiec
sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac, èqei g∗c > 0 an kai mìno an

a + β > 1 και n >
γρ

a + β + γ − 1
(3.38)

Apìdeixh
E�n upojèsoume D > 0. Tìte, apì thn (3.36), g∗c > 0 ⇔ (a+β−1)n > γ(ρ−
n). Me dedomèno ìti ρ > n, h teleutaÐa anisìthta eÐnai isodÔnamh me tic sqè-
seic (3.38) •

To sumpèrasma apì to Pìrisma thc Prìtashc 3.3 eÐnai ìti ìtan D > 0,
to na diathrhjeÐ bèltisth kata kefal n an�ptuxh apaitoÔntai dÔo proôpo-
jèseic: auxanìmenec apodìseic sto kef�laio kai sto ergatikì dunamikì mazÐ
me mÐa ikanopoihtik  posìthta aÔxhshc plhjusmoÔ. Apì thn Prìtash 3.1
gnwrÐzoume ìti mìno ìtan eÐte a > 1   a + β > 1 kai n > 0 eÐnai dunatìn na
antistajmÐstoÔn oi epipt¸seic thc meÐwshc tou fusikoÔ pìrou kai na k�nei thn
diat rhsh thc kata kefal n an�ptuxhc teqnik� pragmatopoi simh. SumperaÐ-
noume dhlad , ìti up�rqei sunduasmìc paramètrwn tètoioc ¸ste na diathreÐtai
h aÔxhsh thc kat� kefal n katan�lwshc.

3.1.2 Dunamik� Met�bashc
Apì thn exÐswsh (3.9), kai qrhsimopoi¸ntac tic isìthtec x ≡ C/K kai

z ≡ Y/K, ja èqoume
ẋ = (gC − z + x + δ)x (3.39)
ż = (gY − z + x + δ)z (3.40)

Eis�gwntac thn (3.9) kai ton kanìna tou Hotelling (3.24), sthn (3.11) par�goume
thn sqèsh:

gY = az − a

1− γ
x +

βn + (γ − a)δ

1− γ
(3.41)

Qrhsimopoi¸ntac auth thn èkfrash sthn (3.40),ja broÔme

ż =

[
(a− 1)z +

1− a− γ

1− γ
x +

βn + (1− a)δ

1− γ

]
z (3.42)
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Eis�gwntac thn gC = gc + n kai ton kanìna tou Ramsey (3.23) mèsa sthn
(3.39) ja p�roume :

ẋ =

[(
a

ε
− 1

)
z + x− δ + ρ

ε
+ n + δ

]
x (3.43)

ParagwgÐzontac thn tautìthta u ≡ R/S wc proc ton qrìno, kai qrhsi-
mopoi¸ntac thn (3.3), ja p�roume :

u̇ = (gR + u)u (3.44)

Apì thn (3.24) kai (3.41), ja p�roume :

u̇ =

( −a

1− γ
x +

βn + (1− a)δ

1− γ
+ u

)
u (3.45)

To dunamikì twn z, x kai u perigr�fetai pl rwc apì to sÔsthma (3.42)-(3.43)
kai (3.45). QrhsimopoioÔme to gegonìc oti to sÔsthma mporeÐ na diaspasteÐ
: oi sqèseic (3.42) kai (3.43) apoteloÔn èna dunamikì uposÔsthma gia ta z
kai x. Sthn stajer  kat�stash, ja isqÔei ż = ẋ = 0. Dhmiourg¸ntac ton
Iakwbianì PÐnaka apotimhmèno sthn stajer  kat�stash ja èqoume:

J =




∂ż
∂z

∂ż
∂x

∂ẋ
∂z

∂ẋ
∂x


 =




(a− 1)z∗ 1−a−γ
1−γ

z∗

(a
ε
− 1)x∗ x∗




To Ðqnoc thc J eÐnai: (a− 1)z∗+x∗ = az∗− g∗− δ = −g∗R > 0, apì thn (3.9),
kai (3.27), kai to (a.i) thc Prìtashc 3.2. EnteÔjen, toul�qiston mÐa idiotim 
eÐnai jetik  (  èqei jetikì pragmatikì mèroc). H orÐzousa, ∆, thc J eÐnai:

∆ = a
D

(γ − 1)ε
z∗x∗ (3.46)

ìpou h D eÐnai dedomènh apì thn (3.30). H ∆ eÐnai arnhtik  (dhl¸nontac prag-
matikèc idiotimèc antÐjetou pros mou) an kai mìnon an D > 0. Sthn perÐptwsh
twn stajer¸n apodìsewn (a + β + γ = 1) h sunj kh D > 0 ikanopoieÐtai
autìmata. All� ìpwc anafèrj ke sthn prohgoÔmenh par�grafo, e�n up�rqei
mÐa ikanopoihtik  posìthta apì auxanìmenec apodìseic wc proc ton K kai R,
tìte h D mporeÐ na eÐnai arnhtik .

Sto Sq ma 1, èqei sqediasteÐ èna di�gramma f�shc gia mÐa sugkekrimènh
tim  twn paramètrwn pou ikanopoieÐ ta n > 0, a > 1, kai D > 0 (h teleutaÐa
sunj kh epitugq�netai ìtan ε > a ≥ 1). Ta ż = 0 kai ẋ = 0 eÐnai eujeÐec
grammèc ìpwc faÐnontai sto sq ma.
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SQHMA 1

Sthn geitoni� thc stajer c kat�stashc, diamèsou tou sagmatikoÔ monopa-
tioÔ ja èqoume

ż = λ(z − z∗) (3.47)

x = f(z) (3.48)

ìpou h stajer� λ eÐnai h arnhtik  idiotim  thc J, kai f eÐnai mÐa grammik 
sun�rthsh h opoÐa mporeÐ na kajoristeÐ.

Apì autì to gegonìc, mporoÔme na kataskeu�soume èna di�gramma f�shc
wc proc z kai u (Sq ma 2) qrhsimopoi¸ntac thn (3.47) kai (3.45), ìpou to
x èqei antikatastajeÐ apì thn f(z) thc sqèsewc (3.48). H Iakwbian  tou
sust matoc, apotimhmènh se mÐa stajer  kat�stash, èqei idiotimèc λ kai u∗

(λ < 0 < u∗). Oi kampÔlec Ðswn t�sewn ż = 0 kai u̇ = 0 eÐnai eujeÐec grammèc.
Antikajist¸ntac me uS to R sthn sun�rthsh paragwg c (3.1) ja èqoume

z = AKa−1LβuγSγ (3.49)

k�ti to opoÐo mac deÐqnei ìti, dedomènou twn K, L kai S, oi timèc twn z kai u den
eÐnai anex�rthtec arqik� apì ta K(0) = K0, L(0) = L0 kai S(0) = S0 èqoume
dhlad  ìti u0 = A−1/γK

(1−a)/γ
0 L

−β/γ
0 S−1

0 z
1/γ
0 ≡ B(0)z

1/γ
0 . Aut  h sunoriak 

sunj kh anaparast�tai me thn diakekommènh kampÔlh tou Sq matoc 2. H tom 
aut c thc kampÔlhc kai tou sagmatikoÔ monopatioÔ prosdiorÐzei monadik�
(toul�qiston topik�) tic arqikèc timèc twn z0 kai u0, pou apaitoÔntai gia
sÔgklish sthn stajer  kat�stash. H monadik  tom  metaxÔ thc gramm c
z = z0 kai tou sagmatikoÔ monopatioÔ tou Sq matoc 1 dÐnoun to apaitoÔmeno
x0. H kÐnhsh thc oikonomÐac mèsa ston qrìno eÐnai diamèsou tou sagmatikoÔ
monopatiou twn Sqhm�twn 1 kai 2 proc to shmeÐo stajer c kat�stashc.
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SQHMA 2

Oi klÐseic twn ẋ = 0 kai ż = 0 sto Sq ma 1 mporoÔn na eÐnai eÐte jetikèc
  arnhtikèc, k�ti pou exart�tai apì tic paramètrouc. Sthn perÐptwsh pou
analÔoume to a eÐnai ligì p�nw apì thn mon�da ètsi ¸ste h klÐsh ż = 0
na eÐnai jetik  (an kai lÐgo katw apì to 1) kai to ε eÐnai arket� p�nw apì
to a ètsi ¸ste h ẋ = 0 na eÐnai yhlìtera apì thn ż = 0 (h opoÐa, ìtan
a > 1 eÐnai proapaitoÔmeno gia thn eust�jeia thc stajer c kat�stashc). H
perÐptwsh poÔ faÐnetai sto Sq ma 2 eÐnai aut  thc oikonomÐac qwrÐc fusikoÔc
pìrouc afoÔ B(0)z∗1/γ > u∗.( Sthn antÐjeth perÐptwsh, dhlad  ìtan èqoume
mÐa oikonomÐa ploÔsia se fusikèc pìrouc , h diakekommènh kampÔlh ja ètemne
to sagmatikì monop�ti dexi� apì to shmeÐo stajer c kat�stashc.)

Apì thn sunoriak  sunj kh pou prokÔptei apì thn (3.49), ja orÐsoume
èna aujentikì tridi�stato dunamikì sÔsthma san sagmatik� eustajèc an kai
mìnon an h Iakwbian  tou sust matoc èqei mÐa arnhtik  idiotim  kai dÔo
jetikèc (  dÔo idiotimèc me jetikì pragmatikì mèroc). Apì thn �llh pleur�,
èna dunamikì sÔsthma ja to apokalìume mh - eustajèc an ìlec oi idiotimèc
eÐnai jetikèc   èqoun jetikì pragmatikì mèroc.

Prìtash 3.4
To dunamikì tou montèlou (3.1)-(3.5) kai (3.14) perigr�fetai apì tic di-
aforikèc exis¸seic (3.42),(3.43) kai (3.45). MÐa stajer  kat�stash (z∗, x∗, u∗)
eÐnai sagmatik� eustaj c an kai mìnon an D ≡ 1− a + (ε− 1)γ > 0, kai eÐnai
mh - eustaj c an D < 0.

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •
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Pìrisma
MÐa sagmatik� eustaj c kat�stash èqei g∗c > 0 an kai mìno an

a + β > 1 και n >
γρ

a + β + γ − 1
(3.50)

Apìdeixh
Apì thn Prìtash 3.4, èna sagmatik� eustajèc shmeÐo èqei D > 0. Sthn sunè-
qeia qrhsimopoioÔme to Pìrisma thc Prìtashc 3.3 •

Oi Prot�seic 3.2 kai 3.4 mazÐ, mac dÐnoun thn Ôparxh mÐac eustajoÔc s-
tajer c kat�stashc akìma kai èxw apì to eÔroc twn paramètrwn pou ex-
et�sthkan apì ton Stiglitz (1974). Pr�gmati, ta Sq mata 1 kai 2 mac dÐnoun
thn eikìna ìti h Ôparxh mÐac eustajoÔc kat�stashc eÐnai sumbat  me timèc
tou a p�nw apì thn mon�da, ètsi ¸ste na mporeÐ na up�rxoun auxanìmenec
apodìseic wc proc to kef�laio. Epiplèon, apì to Pìrisma thc Prìtashc
3.4 prokÔptei ìti gia na èqw bèltisth eustaj  an�ptuxh prèpei na isqÔoun
tautìqrona dÔo qarakthristik�: auxanìmenec apodìseic wc proc to kef�laio
kai to ergatikì dunamikì mazÐ me mÐa ikanopoihtik  posìthta plhjusmiak c
aÔxhshc.

Apì thn �llh pleur�, e�n D < 0 up�rqei, sunduasmìc paramètrwn tètoioc
¸ste na èqoume stajer  kata kefal n an�ptuxh kai na ikanopoioÔntai oi
prwtot�xiec sunj kec kaj¸c kai h sunj kh egkarsiìthtac, all� parol� aut�
h stajer  kat�stash eÐnai mh - eustaj c: Met� apì mÐa diataraq  se mÐa apì
tic prokajorismènec metablhtèc, K,L,   S, den eÐnai bèltisto gia ta (z, x, u)
na kinhjoÔn pÐsw proc to shmeÐo (z∗, x∗, u∗).

Sundèontac ta parap�nw apotelèsmata me touc orismoÔc tou KefalaÐou
2, ìpou orÐsame thn austhr� endogen  an�ptuxh kai thn asjen¸c endogen 
an�ptuxh, apì thn Prìtash 3.4 kai apì to Pìrisma thc èqoume tic parak�tw
endiafèrousec proekt�seic:

Se èna montèlo bèltisthc an�ptuxhc me sun�rthsh thc morf c Cobb-Douglas
me m -anane¸simouc fusikoÔc pìrouc, ta akìlouja isqÔoun:
(a)Den up�rqei eustaj c stajer  kat�stash me (austhr�) endogen  an�p-
tuxh, oÔte wc san knife-edge perÐptwsh
(b)MÐa eustaj c kat�stash me asjen¸c - endogen  an�ptuxh up�rqei an kai
mono an:
(i) a + γ < 1 + εγ (dhlad  D > 0) kai(ii) up�rqoun tautìqrona auxhmènec
apodìseic wc proc to kef�laio kai wc proc to ergatikì dunamikì mazi, kai
mÐa ikan  posìthta aÔxhshc plhjusmoÔ.
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(g) h asjen¸c endogen c an�ptuxh parousi�zei thn idiìthta (parìmoia me
aut  thc austhr� endogenoÔc an�ptuxhc) oti makroprìjesma kata kefal n
an�ptuxh exart�tai apì thn teqnologÐa kai apì thn epilog  paramètrwn.

H teleutaÐa parat rhsh, h opoÐa prokÔptei apì thn sqèsh (3.36), epitrèpei
stic kubern seic me mia kat�llhlh forologÐa kai me mÐa politik  epiqorhg -
sewn na ephre�soun ìqi mìno thn klÐmaka ìpou èqoume thn an�ptuxh, all�
kai ton makroprìjesmo rujmì an�ptuxhc mÐac oikonomÐac. Autì èrqetai se
antÐjesh me ta sumbatik� montèla asjenoÔc endogenoÔc an�ptuxhc ìpou oi
tuqìn allagèc politik c den èqoun shmantik� apotelèsmata. Aut  h diafor�
proèrqetai apì to gegonìc oti se aut� ta montèla oi mh - anane¸simoi fusikoÐ
pìroi den èqoun jèsh sthn sun�rthsh paragwg c.

3.2 H PerÐptwsh qwrÐc AÔxhsh PlhjusmoÔ
Se aut  thn par�grafo ja melet soume thn eidik  perÐptwsh enìc mon-

tèlou qwrÐc plhjusmiak  aÔxhsh ¸ste na èqoume mia pl rh eikìna gia ton
qarakt ra twn stajer¸n katast�sewn kai an autèc eÐnai ìntwc mh - eusta-
jeÐc. Ektìc kai an se antÐjeth perÐptwsh shmei¸netai, ìtan mil�me gia mia
stajer  kat�stash ja katalabaÐnoume oti eÐnai mÐa stajer  kat�stash pou
ikanopoieÐ tic prwtot�xiec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac.

Prìtash 3.5
Upojètoume ìti n = 0.Tìte:
(a) apì thn ρ > 0, den mporeÐ na up�rxei eustaj c kat�stash me g∗c = 0.
'Otan D(≡ 1− a + (ε− 1)γ) = 0, den up�rqei kammÐa stajer  kat�stash
(b)ìtan D 6= 0, up�rqei mÐa stajer  kat�stash me g∗c > 0 an kai mono an
a > 1, D < 0, kai δ < −(1− γ)ρ/D kai
(g) mia stajer  kat�stash me g∗c > 0 eÐnai mh - eustaj c.

Apìdeixh
Blèpe Par�rthma A •

'Hdh apì thn Prìtash 3.1 gnwrÐzoume ìti ìtan n = 0, gia na apait soume thn
diat rhsh an�ptuxhc qrei�zetai h isqur  upìjesh twn auxanìmenwn apodìsewn
sto kef�laio (a > 1). All� ìpwc h Prìtash 3.5 mac upenjumÐzei, h prag-
m�tosh authc thc an�ptuxhc exart�tai apì tic paramètrouc.

H proôpìjesh twn auxanìmenwn apodìsewn wc proc to kef�laio ègkeitai
sto gegonìc ìti prèpei na isqÔei a > 1 ¸ste na kanei ton kanona tou Ramsey
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ikanì na uposthrÐxei diat rhsh an�ptuxhc ìtan n = 0. E�n antÐjetwc isqÔei,
a ≤ 1, tìte to oriakì proðìn tou kefalaÐou teÐnei sto mhdèn kaj¸c èqoume
suss¸reush kefalaÐou, to ergatikì dunamikì paramènei stajerì kai h qr sh
tou fusikoÔ pìrou mei¸netai.

Se k�je perÐptwsh, lìgw thc mh -eust�jeiac tou sust matoc, h sta-
jer  kat�stash me an�ptuxh den eÐnai deleastik . H pragmatopoÐhsh thc
proôpojètei thn Ôparxh kat�llhlwn arqik¸n sunj k¸n. Pr�gmati, gia k�je
dedomèno K0 kai L0, S0 aut� prepeÐ na ikanopoioÔn thn sunoriak  sunj kh

Ka−1
0 Lβ

0S
γ
0 = z∗u∗−γ (3.51)

apì thn exÐswsh (3.49). JewroÔme to parak�tw peÐrama ìpou, gia eukolÐa,
jètoume δ = 0 (epiprìsjeta n = 0). JewroÔme, ìti briskìmaste sthn jèsh
isorropÐac (z∗, x∗, u∗) lìgw k�poiac sÔmptwshc, mèqri ton qrìno t1, to opoÐo,
sto epÐpedo (z, u), eÐnai to shmeÐo (z∗, u∗) tou Sq matoc 3. Sto antÐstoiqo
di�gramma f�shc gia ta z kai x to shmeÐo stajer c kat�stashc (z∗, x∗) eÐnai
mh - eustajèc (phg ). To Sq ma 3 proôpojètei z = z∗ kai x = x∗ gia ol�
ta t < t1. Tìte mÐa proc ta p�nw metatìpish lamb�nei q¸ra, ston rujmì
qronik c protÐmhshc ρ dhl¸nontac ìti ta z∗, x∗ kai u∗ metatopÐzontai proc
ta p�nw kat� analogÐa opwc deÐqnoun oi sqèseic (3.33),(3.34) kai (3.35) me
n = δ = 0, dhlad  h metatìpish ja eÐnai p�nw sthn orizìntia gramm  ìpwc h
gramm  tou Sq matoc 3.

SQHMA 3

E�n fantastoÔme gia mÐa stigm  ìti ta oi z kai x amèswc metatopÐzontai
sthn nèa stajer  kat�stash z∗

′ kai x∗
′
. Ta bèlh sto Sq ma 3 deÐqnoun thn

kateÔjunsh thc kÐnhshc tou u met� thn qronik  stigm  t1 sÔmfwna me thn
diaforik  exÐswsh u̇ = (−ax∗

′
/(1− γ)+u)u h opoÐa eÐnai Ðdia me thn exÐswsh
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(3.45) e�n jèsoume n = 0 = δ kai (z, x) = (z∗
′
, x∗

′
). Autì upodhl¸nei mÐa

katakìrufh proc ta p�nw kÐnhsh arqÐzontac apì to shmeÐo B tou Sq matoc 3 (
B eÐnai to shmeiì ìpou h diakekommènh kampÔlh pou anaparist� thn sunoriak 
sunj kh (3.51) me z∗ kai x∗ afoÔ antikatastajeÐ apì to z kai x antistoÐqwc,
tèmnei thn katakìrufh gramm  z = z∗

′
).

O auxanìmenoc rujmìc exìruxhc tou u ja prokalèsei thn ex�ntlhsh tou
apojèmatoc tou fusikoÔ pìrou se peperasmèno qrìno kati to opoÐo den mporeÐ
na eÐnai bèltisto. Sthn antÐjeth perÐptwsh ìpou thn qronik  stigm  t1 o
rujmìc tou qrìnou protÐmhshc ρ metatopÐzetai proc ta k�tw, to shmeÐo B
ja eÐnai k�tw apì thn nèa stajer  kat�stash (z∗

′
, u∗

′
) ètsi ¸ste h kÐnhsh

tou u na eÐnai proc ta k�tw af nontac k�poio apì to apìjema tou pìrou
aqrhsimopoÐhto gia p�nta. Gia autì, h ek prooimÐou prìbleyh oti thn qronik 
stigm  t1, ta z kai x metatopÐzontai stic nèec timèc twn stajer¸n katast�sewn
katarÐptetai afoÔ met� apì mÐa diataraq  h oikonomÐa den epistrèfei sthn nèa
thc stajer  kat�stash.

SumperaÐnoume loipìn ìti ìtan ènac mh - anane¸simoc fusikìc pìroc eis�ge-
tai sthn paragwgik  diadikasÐa tìte austhr� endogen c an�ptuxh den up�rqei
oÔte wc san knife-edge perÐptwsh. Enallaktik� mporoÔme na poumè oti mi-
a periptwsh knife-edge epanemfanÐzetai me ènan diaforetikì kai akìma pio
pr¸ðmo trìpo: Stajer  an�ptuxh q¸ric thn exwgen  diègersh thc plhjusmi-
ak c aÔxhshc apaiteÐ ìqi mono thn isqur  upìjesh tou a > 1, all� epÐshc
kai tic arqikèc sunj kec na tairi�zoun akrib¸c me tic sunj kec stajer c
kat�stashc ìpwc faÐnetai apì thn sqèsh (3.51).
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Kef�laio 4

FusikoÐ Pìroi Se MÐa
OikonomÐa DÔo Qwr¸n

Sto kef�laio autì ja melet soume mÐa noht  oikonomÐa pou apoteleÐtai
apì dÔo q¸rec. Sugkekrimèna, ja analÔsoume pwc o arqikìc paragwgikìc
plìutoc twn mh-anane¸sim¸n pìrwn ephre�zei to eisìdhma kai thn an�ptuxh,
twn qwr¸n aut¸n. Ja deÐxoume analutik� ìti, gia to an mÐa ploÔsia se pìrouc
q¸ra anaptÔsetai grhgorìtera   pio arg� apì mÐa �llh q¸ra exart�tai apì
thn oikonomik  thc dom .

Analutikìtera ja montelopoi soume mÐa pagkìsmia oikonomÐa apoteloÔ-
menh apì dÔo q¸rec oi opoÐec emplèkontai sto diejnèc empìrio. Epitrèpoume
stic dÔo q¸rec na empèlekontai sthn paragwg  tou telikoÔ proðìntoc. To ke-
f�laio kai o mh-anane¸simoc fusikìc pìroc qrhsimopoioÔntai san par�gontec
paragwg c kai upojètoume ìti kai oi dÔo q¸rec èqoun prìsbash sthn Ðdia
teqnologÐa gia na par�goun to telikì proðìn. MÐa mìno q¸ra katèqei ex
olokl rou to apìjema tou fusikoÔ pìrou, kai èqei ènan tomèa exìruxhc tou
pìrou o opoÐoc katanal¸nei ton pìro megistopoi¸ntac ta proexoflhjènta
kèrdh. Oi oikonomÐec emporeÔontai to telikì proðìn kai ton fusikì pìro,
all� den epitrèpoume ton diejn  daneismì.

K�je q¸ra èqei ènan antiproswpeutikì katanalwt  o opoÐoc ikanopoieÐtai
katanal¸nontac to telikì proðìn megistopoi¸ntac thn stigmiaÐa qrhsimìthta,
h opoÐa desmèeutai apì ènan orismèno proôpologismì. To epitìkio enoikÐashc
tou kefalaÐou k�je q¸rac eÐnai kajorismèno endogen¸c kai eÐnai Ðso me to o-
riakì fusikì proðon tou kefalaÐou se k�je q¸ra. Epipleìn mÐa sumyhfistik 
sunj kh agor�c gia ton mh-anane¸simo pìro kajorÐzei endogen¸c thn tim 
tou.
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4.1 To Montèlo
'Opwc  dh anafèrame jewroÔme èna oikonomikì perib�llon pou apoteleÐtai

apì dÔo q¸rec apì tic opoÐec h mÐa eÐnai proikismènh me ènan mh-anane¸simo
fusikì pìro enèrgeiac (ja onom�zetai q¸ra 1) kai h �llh eÐnai mÐa q¸ra me
èlleiyh fusik¸n pìrwn (pou ja anafèretai san q¸ra 2). O antiproswpeu-
tikìc katanal¸thc k�je q¸rac prosdokeÐ na megistipoi sei thn qrhsimìthta
thc katan�lwshc k�tw apì ènan orismèno proôpologosmì. Oi katanalwtèc
twn dÔo qwr¸n èqoun akrib¸c tic Ðdiec protim seic. An kai h q¸ra 1 katè-
qei kai mporeÐ na katanal¸sei ton mh-anane¸simo fusikì pìro, kai oi dÔo
oikonomÐec èqoun mÐa posìthta kefalaÐou pou h kajemÐa sundu�zei me ton mh-
anane¸simo fusikì pìro ¸ste na par�goun èna panomoiìtupo telikì proðìn.

H teqnologÐa tou telikoÔ proðìntoc dÐnetai apì thn sqèsh:

Yi = F (Ki, Ri) = Ka
i (eηtRi)

1−a (4.1)

ìpou Ki kai Ri gia i = 1, 2 dhl¸noun thn posìthta tou kefalaÐou kai tou
mh-anane¸simou pìrou pou qrhsimopoieÐtai sthn sun�rthsh paragwg c Yi thc
q¸rac i kai η eÐnai o rujmìc an�ptuxhc thc teqnologik c proìdou . 'Estw
ìti to ri dhl¸nei to epitìkio enoikÐashc tou kefalaÐou sthn q¸ra i. Gia na
megistopoi soume ta kèrdh, o tomèac tou telikoÔ proðìntoc thc q¸rac i jètei
to oriakì fusikì proðìn k�je par�gonta na eÐnai Ðso me thn tim  enoikÐou
ìpwc faÐnetai parak�tw :

ri = a
Yi

Ki

q = (1− a)
Yi

Ri

. (4.2)

ìpou to q dhl¸nei thn tim  tou mh-anane¸simou pìrou. H q¸ra 1 ex�gei to
proðon thc phg c sthn q¸ra 2. Me thn apousÐa twn emporik¸n diataraq¸n, o
fusikìc pìroc pwleÐtai sthn Ðdia tim  kai stic dÔo q¸rec. Anadiat�ssontac
autèc tic ekfr�seic ja èqoume:

Yi = q
Ri

1− a
= ri

Ki

a
⇒ Ki =

a

1− a

q

ri

Ri. (4.3)

Antikajist¸ntac to Ki apì thn exÐswsh (4.3) sthn exÐswsh (4.1) ja par�goume

Yi =
(

a

1− a

q

ri

)a

e(1−a)ηtRi. (4.4)

Exis¸nontac aut n thn èkfrash me to Yi apì thn exÐswsh (4.3), par�gei
mÐa sqèsh an�mesa sto epitìkio tou enoikÐou tou kefalaÐou r kai thn tim  tou
mh-anane¸simou fusikoÔ pìrou :
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ri =
(
aa(1− a)1−a

) 1
a

(
eηt

q

) 1−a
a

. (4.5)

H exÐswsh (4.5) mac deÐqnei, ìti h t�sh Hecksher-Ohlin gia thn exÐswsh
twn tim¸n twn paragìntwn ikanopoieÐtai. Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc r1 =
r2 = r kai thn exÐswsh (4.3) ja èqoume

Ri =
1− a

a

r

q
Ki (4.6)

upodeiknÔontac ìti o lìgoc tou Ri

Ki
eÐnai o Ðdioc kai gia tic dÔo q¸rec.

4.1.1 O Tomèac Exìruxhc
Me dedomèno ìti to , r1 eÐnai to akaj�risto epitìkio thc q¸rac 1, orÐzoume

ω(t) = e−
∫ t

0
(r1(t)−δ)dτ (4.7)

me δ na eÐnai h tim  upotÐmhshc tou kefalaÐou. Epiplèon upojètoume ìti h
exìruxh tou fusikoÔ pìrou eÐnai anèxodh.

Qrhsimopoi¸ntac ω(t) na dhl¸nei ta proexoflhjènta kèrdh, o tomèac
exìruxhc brÐskei to bèltisto monop�ti exìruxhc R(t) ¸ste na megistopoi -
soume thn paroÔsa tim  twn kerd¸n upì ton periorismì ìti h sunolik  exìrux-
h tou pìrou den xepern�ei to arqikì apìjema tou mh- anane¸simou fusikoÔ
pìrou, dhlad 

max
∫ ∞

0
q(t)R(t)ω(t)dt (4.8)

me ∫ ∞

0
Rdt ≤ S0.

H Lagkrantzian  autoÔ tou probl matoc dÐnetai apì thn parak�tw sqèsh:

ÃL = qRe−
∫ t

0
(r1(τ)−δ)dτ − λR (4.9)

kai oi anagkaÐec sunj kec gia na èqoume mègisto kaj¸c kai h sunj kh egkar-
siìthtac dÐnontai antÐstoiqa apì tic sqèseic:

q = λe
∫ t

0
(r1(τ)−δ)dτ , λ̇ = 0, lim

t→∞ qRe−
∫ t

0
(r1(τ)−δ)dτ = 0. (4.10)

MÐa diaforik  exÐswsh gia to q ja prokÔyei efarmìzontac ton kanìna tou
Leibniz o opoÐoc ja mac d¸sei
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q̇

q
= r1(t)− δ. (4.11)

Aut  h sunj kh upodhl¸nei ìti h tim  q, tou mh-anane¸simou pìrou prèpei
na aux�nei me to epitìkio ,   isodÔnama, h sunj kh apìdoshc Solow-Stiglitz
isqÔei. H exÐswsh (4.11) upodhl¸nei ìti o fusikìc pìroc leitourgeÐ san
metoq  gia thn oikonomÐa h opoÐa gia na èqei kÐnhtro na diathr sei ton pìro
prèpei h tim  tou na aux�nei me to epitìkio. Antikajist¸ntac to r1 apì
thn exÐswsh (4.5) sthn exÐswsh (4.11), ja par�goume mÐa exÐswsh h opoÐa
perigr�fei thn kÐnhsh thc tim c tou mh -anane¸simou fusikoÔ pìrou q :

q̇

q
= r1 − δ =

(
aa(1− a)1−a

) 1
a

(
eηt

q

) 1−a
a

− δ. (4.12)

Pr�gmati, aut  h diaforik  exÐswsh èqei mia analutik  lÔsh pou dÐnetai apì
thn :

q(t) =

(
Λ

η + δ
e

1−a
a

ηt +
1

e
1−a

a
δt

(
q(0)

1−a
a − Λ

η + δ

)) a
1−a

, (4.13)

ìpou Λ = (aa(1− a)1−a)
1
a kai q(0) apomènoun na kajoristoÔn. To shmantikì

pou prokÔptei apì aut  thn exÐswsh eÐnai ìti, h tim  tou mh - anane¸simou
fusikoÔ pìrou mporeÐ na auxhjeÐ   na meiwjeÐ se sun�rthsh apì to q(0) se
sqèsh me to

(
Λ

η+δ

) a
1−a .

Parathr¸ntac tic exis¸seic (4.5), (4.12) kai (4.13) prokÔptei ìti o makro-
prìjesmoc rujmìc aÔxhshc tou q eÐnai Ðsoc me :

lim
t→∞

q̇

q
= η (4.14)

Dhlad , o rujmìc an�ptuxhc thc teqnologik c proìdou wc proc ton fusikì
pìro, -η- ephre�zei jetik� ton makroprìjesmo rujmì an�ptuxhc thc tim c tou.
Parìmoia me to basikì montèlo tou Ramsey sto opoÐo h teqnologik  prìodoc
wc proc to ergatikì dunamikì ephre�zei ton makroprìjesmo rujmì aÔxhshc
tou misjoÔ, ed¸ o rujmìc an�ptuxhc thc teqnologik c proìdou wc proc ton
fusikì pìrou ephre�zei jetik� thn makroprìjesmh tim  tou pìrou.
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4.2 To Prìblhma BeltistopoÐhshc
tou Katanalwt 

4.2.1 H PloÔsia se FusikoÔc Pìrouc Q¸ra
O antiproswpeutikìc katanalwthc thc q¸rac 1 lÔnei to prìblhma thc

megistopoÐhshc thc qrhsimìthtac upì ènan sugkekrimèno
proôpologismì ìpwc faÐnetai parak�tw

max
∫ ∞

0

c1(t)
1−θ − 1

1− θ
e−ρtdt (4.15)

upì thn sunj kh

K̇1(t) = (r1 − δ)K1(t) + π(t)− c1(t) (4.16)

me dedomèno ìti K1(0) = K0,1 > 0,

ìpou 1
θ

> 0 einai h elastikìthta thc antikat�stashc, - ρ > 0 - eÐnai to
proexoflhjèn epitìkio, kai -δ- eÐnai o stajerìc rujmìc upotÐmhshc tou ke-
falaÐou. Akìma to -π- dhlwnei ta kèrdh tou tomèa exìruxhc. To arqikì kai
stigmiaÐo t apìjema tou kefalaÐou gia thn q¸ra 1 eÐnai K0,1 kai K1(t), an-
tistoÐqwc. Efìson h exìruxh eÐnai anèxodh isqÔei π(t) = q(t)R(t). Dhlad ,
h sunj kh gia ton proôpologismì thc q¸rac 1 pou dÐnetai apì thn exÐswsh
(4.16) mporeÐ na grafeÐ wc:

K̇1(t) = (r1 − δ)K1(t) + q(t)R(t)− c1(t). (4.17)

Me dedomèno ìti mìno h q¸ra 1 katèqei ton fusikì pìro, o rujmìc exìruxh-
c apoteleÐtai apì ìti qrhsimopoieÐtai gia thn eswterik  katan�lwsh sun mia
posìthta pou proorÐzetai gia to exwterikì.

4.2.2 H Q¸ra me 'Elleiyh Fusik¸n Pìrwn
O antiproswpeutikìc katanalwthc thc q¸rac 2 lÔnei to prìblhma thc

megistopoÐhshc thc sun�rthshc qrhsimìthtac upì èna
sugkekrimèno proôpologismì ìpwc faÐnetai parak�tw

max
∫ ∞

0

c2(t)
1−θ − 1

1− θ
e−ρtdt (4.18)

upì thn sunj kh

K̇2(t) = (r2 − δ)K2(t)− c2(t) (4.19)
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me dedomèno
K2(0) = K0,2 > 0.

'Opou K0,2 kai K2(t) eÐnai, antÐstoiqa, to arqikì kai to stigmiaÐo wc proc
ton qrìno t apìjema kefalaÐou thc q¸rac 2.

H sunj kh Euler gia to prìblhma tou katanalwt  thc q¸rac i dÐnetai,
ìpwc deÐqnoume sto Par�rthma G, apì thn sqèsh

ċi

ci

=
ri − δ − ρ

θ
για i = 1, 2 (4.20)

me thn sunj kh egkarsiìthtac

lim
t→∞

Ki

eρtcθ
i

= 0 για i = 1, 2. (4.21)

ParathroÔme ìti me thn exÐswsh twn r1 kai r2 ja prokÔyei ìti c1 kai
c2 aux�noun me akrib¸c ton Ðdio rujmì. Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti
r1 = r2 = r, kai r − δ = q̇

q
, tìte apì thn (4.20) ja prokÔyei

ċi

ci

=
1

θ

(
q̇

q
− ρ

)
για i = 1, 2. (4.22)

H lÔsh aut c thc diaforik c exÐswshc eÐnai

ci(t) =

(
q(t)

q(0)

) 1
θ ci(0)

e
ρ
θ
t

για i = 1, 2. (4.23)

Efìson to q(t) kat� thn di�rkeia thc met�bashc mporeÐ na auxhjeÐ   na
meiwjeÐ, h ci(t) mporeÐ na akolouj sei mÐa parìmoia poreÐa, ephreasmènh apì
to proexoflhjèn epitìkio kai ton suntelest  elastikìthtac thc apokat�s-
tashc. Qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh (4.23) tìte h sunj kh egkarsiìthtac thc
q¸rac i mporeÐ na grafeÐ kalÔtera wc ex c:

lim
t→∞

Ki

q(t)
= 0 για i = 1, 2. (4.24)

4.3 Qarakthrismìc Jèsewn IsorropÐac
MÐa jèsh isorropÐac gia aut  thn oikonomÐa eÐnai èna monop�ti twn posot twn

ci(t), Yi(t), Ki(t),Ri(t), R(t) kai twn tim¸n q(t), ri(t) gia i = 1, 2 ètsi ¸ste ta
ci(t) kai Ki(t) na lÔnoun to prìblhma beltistopoÐhshc gia ton katanalwt 
thc q¸rac i, kai ta Yi(t), Ki(t), Ri(t) na lÔnoun to prìblhma beltistopoÐhsh-
c tou tomèa paragwg c tou agajoÔ i, kai to R(t) na lÔnei to prìblhma
megistopoÐhshc tou tomèa exìruxhc tou fusikoÔ pìrou thc q¸rac 1.
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Opìte
R1(t) + R2(t) = R(t). (4.25)

Prìtash 4.1
O lìgoc c1(t)

c2(t)
eÐnai stajerìc gia ìla ta t kai isoÔtai me thn paroÔsa tim 

tou kl�smatoc twn metoq¸n thc q¸rac 1 kai thc q¸rac 2
(

q(t)S(t)+K1(t)
K2(t)

)
thn

qronik  stigm  t.

Apìdeixh.
Blèpe Par�rthma B. •

'Estw µ ≡ c1(t)
c2(t)

ìpou µ eÐnai mÐa stajer�. Efìson µ = c1(t)
c2(t)

= q(t)S(t)+K1(t)
K2(t)

gia ìla ta t tìte,

µ =
c1(t)

c2(t)
=

q(0)S0 + K0,1

K0,2

(4.26)

Parat rhsh: Autì to apotèlesma mac dÐnei ìti h sqetik  katan�lwsh
eÐnai kajorismènh apì thn qronik  stigm  mhdèn. Gegonìc arket� shmantikì
giatÐ h katan�lwsh ephre�zetai gia p�nta apì ton arqikì ploÔto thc k�je
q¸rac, dhlad , apì thn tim  thc metoq c thc k�je q¸rac thn qronik  stigm 
t = 0. Efìson ta S0, K0,1 kai K0,2 eÐnai dedomèna, tìte to µ mporeÐ na pros-
dioristeÐ e�n to q(0) eÐnai gnwstì.

Mèqri t¸ra èqoume deÐxei ta ex c:

Pìrisma 1.
i.An�mesa stic dÔo q¸rec èqoume isotimÐa twn paragìntwn. To epitìkio

enoikÐashc tou kefalaÐou an�mesa stic q¸rec eÐnai Ðso par� thn apousi�
diejnoÔc daneismoÔ.
ii.To krit rio apodotikìthtac twn Solow-Stiglitz ìti dhlad  h tim  tou mh-
anane¸sim c fusikoÔ pìrou aux�nei me ton rujmì tou epitokÐou ikanopoieÐtai.
iii.O rujmìc an�ptuxhc tou Harrod ephre�zei jetik� thn makroprìjesmh
aÔxhsh thc tim c tou mh - anane¸simou pìrou.
iv.O lìgoc thc katan�lwshc thc q¸rac me afjonÐa fusik¸n pìrwn wc proc
thn q¸ra me èlleiyh fusik¸n pìrwn eÐnai stajerìc wc proc ton qrìno.
v.O lìgoc c1(t)

c2(t)
isoÔtai me ton lìgo twn tim¸n twn metoq¸n k�je oikonomÐac(

q(t)S(t)+K1(t)
K2(t)

)
.
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4.3.1 To Anagmèno SÔsthma
Gia na melet soume tic makroprìjesmec idiìthtec eust�jeiac tou mon-

tèlou, eÐnai qr simì na kanonikopoi soume tic metablhtèc tou, ¸ste na mei¸-
soume tic diast�seic tou sust matoc.

Prìtash 4.2
MÐa jèsh isorropÐac, e�n aut  up�rqei, sugklÐnei se èna I.M.A me rujmoÔc
an�ptuxhc:

gq = η, gKi
= gci

=
η − ρ

θ
≡ gK , gRi

= gR = gS =
(1− θ)η − ρ

θ
.

(4.27)
gia i = 1, 2 kai to r eÐnai stajerì.
Apìdeixh.
Blèpe Par�rthma B. •

Parat rhsh: To shmantikì apotèlesma pou prokÔptei apì thn exÐswsh
(4.27), eÐnai ìti, an kai to S(0) eÐnai ènac mh-anane¸simoc fusikìc pìroc,
autèc oi oikonomÐec eÐnai eustajeÐc afoÔ (gci

≥ 0) an o rujmìc an�ptuxhc
thc teqnologik c proìdou eÐnai Ðsoc me   megalÔteroc apì to proexoflhjèn
epitìkio.

'Estw ìti isqÔei K = K1 +K2. Oi metablhtec kanonikopoioÔntai apì touc
antÐstoiqoÔc touc rujmoÔc an�ptuxhc ìpwc faÐnetai parak�tw

K̂ =
K

egKt
, K̂i =

Ki

egKt
, ĉi =

ci

egKt
, (4.28)

q̂ =
q

eηt
, Ŝ =

S

egSt
, R̂ =

R

egSt
, Ri =

Ri

egSt
.

Me autìn ton trìpo oi kanonikopoihmènec metablhtèc ( ̂ ) ja parameÐnoun
stajerèc kat� m koc enìc I.M.A. Gia na melet soume thn eust�jeia tou mon-
tèlou eÐnai qr simì na mei¸soume to sÔsthma twn exis¸sewn sto mikrìtero
dunatì arijmì diaforik¸n exis¸sewn. 'Estw

T ≡ Ŝ

K̂
, g ≡ ĉ2

Ŝ
, ĉ1 = µĉ2 (4.29)

ìpou T eÐnai mÐa metablht  kat�stashc g eÐnai mÐa metablht  elègqou, kai
µ > 0 eÐnai mÐa stajer�. Efìson ìlec oi metablhtèc eÐnai kanonikopoihmènec
ta T kai g ja parameÐnoun makroprìjesma stajer�. Akìma efìson ta c1
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kai c2 aux�noun me ton Ðdio rujmì, tìte ja isqÔei ĉ1(t) = µĉ2(t) gia ìla ta
t. PaÐrnontac thn qronik  par�gwgo tou T kai qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh
˙̂
S = −R̂−gSŜ, kaj¸c kai thn exÐswsh (4.6) kai (4.25) ètsi ¸ste R̂ = r

q
1−a

a
K̂

ja p�roume:

Ṫ = −r

q

1− a

a
− T

(
r

a
− δ − η − (1 + µ)gT

)
(4.30)

ShmeÐwnoume ìti ĉ2 = gŜ kai ĉ2
K̂

= gT. 'Omoia, paÐrnontac thn logarijmik 
qronik  par�gwgo tou g ja mac d¸sei:

ġ =

(
r − δ − ρ

θ
− η +

r

q̂

1− a

a

1

T

)
g (4.31)

kai

˙̂q = (r − δ − η)q̂ (4.32)

me

r =

(
aa(1− a)1−a

q̂1−a

) 1
a

. (4.33)

Dhlad , oi prwtot�xiec sunj kec tou montèlou mporoÔn na mei¸joÔn se è-
na sÔsthma tri¸n diaforik¸n exis¸sewn, (4.32), (4.30) kai (4.31) twn tri¸n
metablht¸n T, g kai q̂.

4.3.2 Eust�jeia
Se aut  thn par�grafo ja melet soume tic idiìthtec eust�jeiac twn

shmeÐwn isorropÐac tou anagmènou sust matoc. To shmeÐo isorropÐac eÐnai
topik� monadikì e�n h Iakwbian  tou anagmènou sust matoc èqei dÔo idiotimèc
me jetik� pragmatik� mèrh kai mÐa idiotim  me arnhtikì pragmatikì mèroc. O
lìgoc gia autì eÐnai ìti h arqik  sunj kh gia to T (0) eÐnai dedomènh all� ta
q(0), kai g(0) eÐnai eleÔjera. 'Estw




˙̂q
ġ

Ṫ


 =




q(q̂, g, T )
g(q̂, g, T )

T ( ˆq, g, T )


 (4.34)

Jètontac touc lìgouc Ṫ
T
, ġ

g
kai ˙̂q

q̂
Ðsouc me mhdèn kai antikajist¸ntac thn

(4.33) ja p�roume tic stajerèc katast�seic twn T, g, q̂ kai r antistoÐqwc pou
dÐnontai apì:

35



q̂∗ =

(
aa(1− a)1−a

(δ + η)a

) 1
1−a

g∗ =

(
η + δ(1− a)

a
− gK

)
1

(1 + µ)T ∗ (4.35)

T ∗ =
r∗

q̂∗
1− a

a

1

η − gK

και r∗ = η + δ (4.36)

oi metablhtèc me ton ekjèth ∗ dhl¸noun timèc stajer¸n katast�sewn. O
Iakwbianìc pÐnakac thc (4.34) apotimhmènoc stic stajerèc katast�seic eÐnai
Ðsoc me

J∗ =



−1−a

a
r∗ 0 0

ḡ∗q 0 ḡ∗T
T̄ ∗

q T̄ ∗
g T̄ ∗

T


 (4.37)

ìpou ḡ∗q dhl¸nei thn merik  par�gwgo thc ḡ wc proc to q apotimhmèno sthn
stajer  kat�stash, ìmoia kai gia ta upìloipa stoiqeÐa thc J∗.

Oi idiotimèc (ξi) thc J∗ dÐnontai apì tic sqèseic ξ1 = −1−a
a

r∗ = −1−a
a

(η+δ)
mazÐ me tic lÔseic thc deuterob�jmiac exÐswshc wc proc to ξ

ξ(T̄T − ξ) + T̄gḡT = 0 (4.38)

oi opoÐec eÐnai Ðsec me

ξ2 = −gS > 0 ξ3 = (1 + µ)g∗T ∗ > 0. (4.39)

Autì to apotèlesma mac odhgeÐ sthn akìloujh prìtash.

Prìtash 4.3
To shmeÐo isorropÐac eÐnai topik� monadikì.

Apìdeixh. ParathroÔme ìti ξ1 = −1−a
a

(η+δ) eÐnai arnhtik . Sto Par�rthma
B ja deÐxoume ìti oi ξ2 kai ξ3 eÐnai oi lÔseic thc exÐswshc (4.38) oi opoÐec eÐnai
jetikèc. Efìson up�rqei mÐa arnhtik  idiotim  to shmeÐo isorropÐac eÐnai top-
ik� monadikì kai eustajec. •
Parat rhsh: Autì to apotèlesma dieukolÔnei thn empeirik  an�lush afoÔ
mac epitrèpei na mhn y�xoume gia �llec jèseic isorropÐac.
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4.4 An�ptuxh
Gia na exhg soume p¸c oi mh-anane¸simoi fusikoÐ pìroi ephre�zoun thn

aÔxhsh tou GDP , ja exet�soume to merÐdio tou GDP thc q¸rac i se sqèsh
me to sunolikì GDP . An to merÐdio tou GDP thc q¸rac i se sqèsh me to
pagkìsmio GDP all�zei kat� thn di�rkeia tou monopatioÔ aÔxhshc, tìte mÐa
apì tic dÔo q¸rec kat� thn met�bash aux�nei pio arg� apì thn �llh.

'Estw ìti to si(t) dhl¸nei to merÐdio tou GDP thc q¸rac i se sqèsh me
to pagkìsmio GDP ìpwc faÐnetai parak�tw

si(t) =
GDPi(t)

GDPw(t)
, (4.40)

ìpou to GDPw(t) eÐnai Ðso me GDP1(t) + GDP2(t).
Sugkekrimèna shmei¸noume ìti GDPw = rK + qR = rK + 1−a

a
rK kai

s2(t) = aK2(t)
K(t)

ìpou ìpwc prin K = K1 + K2. Autì odhgeÐ sthn akìloujh
prìtash.

Prìtash 4.4
Thn qronik  stigm  mhdèn, to merÐdio thc q¸rac i ston GDP gia i = 1, 2 wc
proc to sunolikì GDPw den exart�tai apì ton fusikì pìro kai

s1(0) =
K0,1 + (1− a)K0,2

K0

, s2(0) = a
K0,2

K0

(4.41)

ìpou K0 dhl¸nei to �jroisma twn arqik¸n apojem�twn tou kefalaÐou thc
q¸rac 1 kai 2 (K0,1 + K0,2).

Apìdeixh. To GDP k�je q¸rac dÐnetai antistoÐqwc apì tic sqèseic

GDP1 = rK1 + qR GDP2 = rK2. (4.42)

Apì thn exÐswsh (4.6) kai thn sumyhfistik  sunj kh thc agor�c (4.25) ja
prokÔyei

R =
r

q

1− a

a
(K1 + K2) (4.43)

Antikajist¸ntac autì to apotèlesma ston orismì tou GDP thc q¸rac 1 kai
upologÐzontac to GDPw ja prokÔyei h parap�nw prìtash.
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Parat rhsh:
'Enac apì touc lìgouc pou to merÐdio si(0) thc q¸rac i den exart�tai apì
to apìjema tou pìrou S, all� apì to kef�laio, eÐnai ìti h paragwgikìthta
tou R(0) ephre�zetai apì to kef�laio all� ìqi apì to apìjema tou fusikoÔ
pìrou.

'Estw ìti to ki eÐnai to merÐdio tou kefalaÐou thc q¸rac i wc proc to
(sunolikì) kef�laio ìpwc parap�nw

ki =
Ki

K
=

K̂i

K̂
(4.44)

Efìson Ki kai K aux�noun makroprìjesma me ton Ðdio rujmì, to merÐdio tou
kef�laiou thc q¸rac i makroprìjesma ja dÐnetai apì:

k∗i =
K̂∗

i

K̂∗ (4.45)

ìpou thn qronik  stigm  mhdèn ta k0,1 = K0,i

K0
eÐnai dedomèna. Gia thn perÐptwsh

thc q¸rac 2 isqÔei:

K̂∗
2 = k∗2K̂

∗. (4.46)

'Eqoume deÐxei  dh ìti o lìgoc thc katan�lwshc an�mesa stic q¸rec eÐnai Ðsoc
me :

c1(t)

c2(t)
= µ =

q(t)S(t) + K1(t)

K2(t)
(4.47)

ìpou to µ eÐnai stajerì gia k�je t. Autì dhl¸nei ìti

q(0)S(0) + K1(0)

K2(0)
=

q̂Ŝ∗ + K̂∗
1

K̂∗
2

(4.48)

ìpou, ìpwc prin, oi metablhtèc me ton ekjèth (∗) dhl¸noun tic stajerèc
katast�seic kai( ˆ ) dhl¸noun tic kanonikopoihmènec metablhtèc. H sunj kh
(4.48) mporeÐ na grafeÐ kalÔtera wc:

q(0)S(0) + K1(0)

K2(0)
=

q̂∗Ŝ∗

k∗2K̂∗ +
1− k∗2

k∗2
(4.49)

Qrhsimopoi¸ntac t¸ra thn sqèsh T ∗ = Ŝ∗
K̂∗ ja p�roume:
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q(0)S(0) + (1− k2(0))K(0)

k2(0)K(0)
=

q̂∗

k∗2
T ∗ +

1− k∗2
k∗2

(4.50)

LÔnontac wc proc to k∗2 èqoume:

k∗2 =
k2(0)K(0)(1 + q∗T ∗)

K(0) + q(0)S(0)
(4.51)

Efìson to merÐdio tou GDP thc q¸rac 2 wc proc to sunolikì GDP eÐnai Ðso
me s2(t) = aK2(t)

K(t)
, makroprìjesma to s2 ja isoÔtai me:

s∗2 = ak∗2 = a
k2(0)K(0)(1 + q∗T ∗)

K(0) + q(0)S(0)
. (4.52)

Dhlad , e�n

s2(0) = a
K0,2

K0

< s∗2 = a
k2(0)K0(1 + q∗T ∗)

K0 + q(0)S0

. (4.53)

tìte prokÔptei to apotèlesma ìti h q¸ra me èlleiyh fusik¸n pìrwn kat� thn
met�bash anaptÔssetai oikonomik� grhgorìtera apì thn q¸ra me afjonÐa
fusik¸n pìrwn. 'Ena apotèlesma pou faÐnetai sumbatì me ta apotelèsmata
twn Sachs kai Warner(1995).

All� se pio bajmì to s∗2 ephre�zetai apì ton fusikì pìro kai pwc? To
prìblhma mac brÐsketai sto gegonìc ìti genik� den eÐnai dunatì na lÔsoume
thn exÐswsh gia thn tim  thc phg c thn qronik  stigm  mhdèn q(0). E�n q(0)
exart�tai apì to S0, kai Ðswc apì to K0, tìte upojètoume ìti up�rqei mÐa
tètoia lÔsh gia to q(0) kai sumbolÐzoume aut  thn lÔsh me

Q0(S0, K0) (4.54)

H epÐdrash tou S0 p�nw sto s∗2 dÐnetai apì:

∂s∗2
∂S0

= −a
k2(0)K(0)(1 + q∗T ∗)
(K(0) + q(0)S(0))2

q(0)

(
1 +

∂Q0

∂S0

S(0)

q(0)

)
(4.55)

Prìtash 4.5
E�n s2(t) eÐnai mÐa monìtonh sun�rthsh tou qrìnou kai an (1 + ∂Q0

∂S0

S(0)
q(0)

) > 0,
tìte o mh-anane¸simoc fusikìc pìroc enisqÔei thn aÔxhsh tou GDP thc
q¸rac me afjonÐa fusik¸n pìrwn.
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Apìdeixh.
Exet�zontac thn exÐswsh (4.55) mac deÐqnei ìti an isqÔei (1 + ∂Q0

∂S0

S(0)
q(0)

) > 0
tìte to apotèlesma tou S0 wc proc to s∗2 eÐnai arnhtikì. Epiplèon efìson

s∗1 = 1− s∗2 (4.56)

to apotèlesma tou S0 p�nw sto s∗1 eÐnai jetikì. •

Parat rhsh:
Mèqri stigm c èqoume katoqur¸sei sunj kec apì tic opoièc ta empeirik�
apotelèsmata twn Sachs kai Warner (1995) eÐnai efikt�.

Dustuq¸c den mporoÔme na isquristoÔme ìti (1+ ∂Q0

∂S0

S(0)
q(0)

) > 0 efìson m�lista
perimènoume ∂Q0

∂S0
< 0. Dhlad , ìso to apìjema tou pìrou aux�nei perimènoume

h tim  tou pìrou q(0) na mei¸netai. An kai genik� den mporoÔme na apìdeÐxoume
ìti (∂Q0

∂S0

S(0)
q(0)

) > −1, up�rqoun arijmhtikèc lÔseic pou epibebai¸noun to apotè-
lesma autì. Sthn analutik  mac lÔsh ja doÔme ìti ∂Q0

∂S0

S(0)
q(0)

> −a. Parak�tw
ja proqwr soume me mÐa analutik  lÔsh gia thn eidik  perÐptwsh ìpou a = θ.

4.5 H Analutik  LÔsh
Mèqri stigm c oi teqnikèc olokl rwshc mac èqoun d¸sei mÐa genik  ana-

lutik  lÔsh. Parak�tw ja proqwr soume me mÐa analutik  lÔsh gia thn
perÐptwsh ìpou oi timèc twn twn paramètrwn eÐnai periorismènec, (a = θ).

Prìtash 4.6
E�n a = θ h tim  tou mh-anane¸simou fusikoÔ pìrou kai thc sunolik c
katan�lwshc (C ≡ c1 + c2) thn qronik  stigm  mhden eÐnai iso me:

q(0) =
(1− a)aa

(ρ− (1− a)η)a

(
K0

S0

)a

C(0) = K0

(
δ
1− a

a
+

ρ

a

)
(4.57)

kai o rujmìc exìruxhc tou pìrou kai tou sunolikoÔ kefalaÐou (K ≡ K1+K2)
gia k�je t eÐnai Ðsoc me:

R(t) =
ρ− (1− a)η

a
S0e

(1−a)η−ρ
a

t K(t) = K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

e−
ρ
θ
t. (4.58)
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Apìdeixh. Blèpe Par�rthma B. •

Parat rhsh: ParathroÔme ìti

∂Q0

∂S0

S0

q(0)
= −a (4.59)

H Prìtash 4.5 mac upodeiknÔei ìti me ènan ikanopoihtik� meg�lo arqikì ploÔ-
to tou mh-anane¸simou pìrou, h q¸ra me afjonÐa fusik¸n pìrwn mporeÐ na
epitÔqei megalÔterouc rujmoÔc aÔxhshc tou GDP thc apì thn oikonomÐa me
èlleiyh pìrwn. Autì to apìtelesma èrqetai se antÐjesh me ta apoteles-
mata twn Rodriquez kai Sachs (1999). AntÐjesh aut  twn apotelesm�twn
ègkeitai sto gegonìc ìti oi Rodriguez kai Sachs(1999) je¸rhsan mÐa apomon-
wmènh q¸ra, kai ètsi apètuqan na l�boun upìyin touc tic sundèseic metaxÔ
twn qwr¸n kai tic epidr�seic autwn twn sundèsewn sto pagkìsmio dunamikì
met�bashc.

Apì thn sqèsh (4.57) parathroÔme ìti h sunolik  katan�lwsh thn qronik 
stigm  mhdèn (C(0)) exart�tai apì to sunolikì arqikì kef�laio K0. Kai epi-
plèon h katan�lwsh thn qronik  stigm  mhdèn den ephre�zetai apì to arqikì
apìjema tou mh - anane¸simou fusikoÔ pìrou. Sto Par�rthma B, deiqnoume
ìti gia na isqÔei h sunj kh egkarsiìthtac, prèpei na isqÔei ρ− (1− a)η > 0,
apotèlesma pou eggu�tai ìti q(0) > 0. Epiplèon, o periorismìc a = θ uponoeÐ
ìti o rujmìc katan�lwshc tou fusikoÔ pìrou R mei¸netai me ton stajerì
arnhtikì rujmì (1−a)η−ρ

a
.

Prìtash 4.7

E�n a = θ, h stajer� µ ≡ c1(t)
c2(t)

eÐnai Ðsh me:

µ =

(1−a)aa

(ρ−(1−a)η)a (K0,1 + K0,2)
aS1−a

0 + K0,1

K0,2

(4.60)

Apìdeixh.

Antikajist¸ntac to q(0) sthn exÐswsh
(

q(0)S(0)+K0,1

K0,2

)
ja p�roume to epi-

jumhtì apotèlesma. •
Parat rhsh:
Apì ènan aplì upologismì mporoÔme na p�roume thn epÐdrash tou K0,2 p�n-
w sto µ. H epÐdrash tou arqikoÔ kefalaÐou thc q¸rac 2 p�nw sto µ eÐnai
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arnhtik  kai autì giatÐ, to apìjema tou kefalaÐou thc q¸rac 2 ephre�zei arn-
htik� thn katan�lwsh thc q¸rac me afjonÐa pìrwn se sqèsh me thn oikonomÐa
me èlleiyh pìrwn. Shmei¸noume ìti o lìgoc c1

c2
ephre�zetai apì to apìjema

tou fusikoÔ pìrou thn qronik  stigm  mhdèn. H epÐdrash tou S0 p�nw sto µ
eÐnai Ðso me :

∂µ

∂S0

=
(1− a)(1− a)aa

(ρ− (1− a)η)a

1

K0,2

(
K0,1 + K0,2

S0

)a

(4.61)

'Omwc, h epÐdrash aut  eÐnai shmantik  mèqri to shmeÐo to opoÐo h metoq 
tou pìrou eÐnai uyhl . Sugkekrimèna, e�n to (1 − a) eÐnai mikrì, tìte to
ìfeloc tou katanalwt  thc q¸rac 1 pou proèrqetai apì thn idiokthsÐa tou
pìrou, eÐnai sqetik� mikrì. To sumpèrasm� mac proèrqetai parathr¸ntac
ìti o suntelest c (1− a) eÐnai o ekjèthc tou apojèmatoc tou pìrou (S1−a

0 ).
'Ara, ènac sqetik� mikrìc ekjèthc (1− a) mei¸nei drastik� thn epÐdrash tou
fusikoÔ pìrou.

'Ena polÔ endiafèron apotèlesma eÐnai ìti, h katan�lwsh thc q¸rac 1 (h
oikonomÐa me afjonÐa fusik¸n pìrwn) sqetik� me thn katan�lwsh thc q¸rac
2 (h oikonomÐa qwrÐc fusikoÔc pìrouc) aux�nei analogik� me to mègejoc tou
rujmoÔ aÔxhshc thc teqnologik c proìdou -η-.

4.6 Prosomoi¸seic
To kÔrio endiafèron mac se aut  thn par�grafo eÐnai ìti h analutik  mac

lÔsh , upost rize ousiastik� ìti megalÔterec posìthtec apì ton fusikì pìro
epidroÔn jetik� ston rujmì an�ptuxhc thc ploÔsiac se pìrouc oikonomÐac,
Ðswc eÐnai mìno sumptwmatikì. Gia na diapist¸soume an autì ìntwc isqÔei,
prosomoÐwnoume to montèlo dÐnontac timèc stic paramètrouc pou eÐnai pio sum-
batèc me �lla qarakthristik� tou montèlou. Pr¸ton jèloume na diapist¸-
soume an pr�gmati o lìgoc c1

c2
eÐnai stajerìc wc proc ton qrìno.

Argìtera brÐskoume oti oi arqikèc timèc tou apojèmatoc thc phg c kai tou
kefalaÐou eÐnai se sun�feia me thn sqèsh c1

c2
= q(0)S(0)+K0,1

K0,2
ìpwc to montèlo

upodeiknÔei. Parak�tw qrhsimopoioÔme tic plhroforÐec apì thn World Bank
World Development (WDI,2004) gia thn perÐodo 1980-2000. 'Otan  tan adÔ-
nato na p�roume to merÐdio thc katan�lwshc tou GPD apì thn WDI(2004)
qrhsimopoioÔme to International Monetary Fund International Financial S-
tatistics Yearbook(2002).

Sundu�zontac kai tic dÔo phgèc plhrofori¸n, mporoÔme na sumperil�boume
tic perissìterec mh - petrelaioparagwgikèc q¸rec kaj¸c kai tic petrelaiopara-
gwgikèc. Akolouj¸ntac thn logik  tou montèlou mac ìso perissìtero gÐnetai
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, diairèsame ton kìsmo se dÔo perioqèc, mia perioq  plousia se mh-anane¸simouc
fusikoÔc pìrouc (perilamb�nontac q¸rec twn opoÐwn oi exagwgèc petrelaÐou
eÐnai p�nw apì to 25% twn sunolik¸n exagwg¸n touc) kai mÐa perioq  me
èlleiyh fusik¸n pìrwn. To deÐgma mac apoteleÐtai apì 74 q¸rec me èlleiyh
pìrwn kai 19 q¸rec plousiec se pìrouc. Proqwr¸ntac parak�tw prosjè-
same ta epÐpeda katan�lwshc wste na p�roume thn dunamik  isotimÐa twn
qwr¸n k�je perioq c kai diairèsame autìn ton arijmì me ton plhjusmì thc
k�je q¸rac, ¸ste na p�roume thn kata kefal n katan�lwsh thc ploÔsiac se
pìrouc q¸rac (c1) kai thc oikonomÐac me èlleiyh pìrwn (c2).
To Sq ma 4 dèiqnei ìti to kl�sma µ = c1

c2
thn perÐodo 1980-2000:

SQHMA 4
H megalÔterh tim  gia ton lìgo c1

c2
parathreÐtai sto xekÐnhma thc dekaetÐac

tou 80 k�ti pou sundèetai me thn petrelaðk  krÐsh thc periìdou aut c. Parath-
roÔme ìti, o lìgoc thc kata kefal n katan�lwshc paramènei an�mesa sto
qwrÐo 56-68 %. Pio sugkekrimèna, kat� thn di�rkeia thc dekaetÐac 1990 to
kl�sma metab�letai metaxÔ tou qwrÐou 56-61%.

To Sq ma 5 mac deÐqnei thn an�ptuxh twn dÔo perioq¸n. Apì to sq ma
faÐnetai ìti pr�gmati gia tic petrelaioparagwgikèc q¸rec to GDP aux�nei pi-
o arg� kat� meso ìro sthn di�rkeia thc periìdou 1980-2000 (o et sioc mèsoc
ìroc gia tic petrelaioparagwgikèc q¸rec  tan 1.1 % enanti 2% gia tic mh -
patrelaioparagwgikèc q¸rec). 'Efoson o stìqoc mac eÐnai na diapist¸soume,
to an, mia q¸ra katèqei megalÔterec posìthtec tou fusikoÔ pìrou eÐnai autì
ikanì apì mìno tou na prokalèsei mikrìterouc   arnhtikoÔc rujmoÔc an�p-
tuxhc, ìpwc oi Rodriguez kai Sachs uposthrÐzoun, blèpoume ìti to Sq ma 5
den uposthrÐzei oÔte aporrÐptei autìn ton isqurismì.

Gia na ulopoi soume tic prosomoi¸seic upojètoume tic akìloujec timèc
twn paramètrwn: a = 0.82, θ = 2.5 (mÐa sqetik� meg�lh tim , all� jèloume
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na xefÔgoume apì thn tim  tou a) δ = 0.04, ρ = 0.03 kai η = 0.1 ( h tim 
tou η = 0.1 dhmiourgeÐ mÐa makroprìjesmh an�ptuxh thc t�xewc tou 2.8%
(gK = η−ρ

θ
)).

SQHMA 5

Sthn sunèqeia epilègoume timèc gia tic paramètrouc S0(= 1), K0,1(= 10),
kai K0,2(= 90) pou dÐnoun ston lìgo thc katan�lwshc twn dÔo qwr¸n thn
tim  c1

c2
= 0.62. Stic prosomei¸seic mac apl� aux�noume to apìjema tou mh -

anane¸simou fusikoÔ pìrou gia na doÔme an pr�gmati mporeÐ na dhmiourg sei
qamhlìterouc rujmoÔc an�ptuxhc gia thn perioq  me afjonÐa pìrwn se sqèsh
me thn perioq  me èlleiyh fusik¸n pìrwn.

Sto Sq ma 6 parousi�zoume thn diafor� thc aÔxhshc tou GPD metaxÔ
thc q¸rac me afjonÐa pìrwn kai thc q¸rac me èlleiyh fusik¸n pìrwn

(
˙GDP1

GDP1

∗ 100−
˙GDP2

GDP2

∗ 100)

gia tic treÐc diaforetikèc timèc tou apojèmatoc thc mh-anane¸sim c phg c
(1,2 kai 10).

Apì to Sq ma 6 parathroÔme ìti aux seic sto apìjema tou mh-anane¸simou
fusikoÔ pìrou aux�noun jetik� thn diafor� metaxÔ twn rujm¸n an�ptuxh-
c, dhl¸nontac ìti kaj¸c to arqikì apìjema tou fusikoÔ pìrou aux�nei h
oikonomÐa thc q¸rac me afjonÐa fusik¸n pìrwn anaptÔssetai. 'Ara eÐmaste
se jèsh na uposthrÐxoume ìti megalÔtera apojèmata tou pìrou den ephre�-
zoun arnhtik� thn aÔxhsh tou GDP thc q¸rac me afjonÐa fusik¸n pìrwn
k�ti pou kai h analutik  lÔsh mac upodeiknÔei.
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SQHMA 6

(
˙GDP1

GDP1

∗ 100−
˙GDP2

GDP2

∗ 100)

Ston PÐnaka 1 parousi�zoume pwc h tim  tou mh-anane¸simou pìrou thn
qronik  stigm  mhdèn metab�lletai wc apotèlesma thc metabol c tou apojè-
matoc tou fusikoÔ pìrou.

PINAKAS 1

S =1 S=2 S= 10
q(0) 45.8833 23.3479 4.8472
µ 0.6200 0.6300 0.6497

Apì ton PÐnaka 1 mporoÔme na parathr soume ìti ìtan to arqikì apìjema
tou fusikoÔ pìrou eÐnai Ðso me 1 h tim  tou pìrou eÐnai Ðsh me 45.88. E�n
diplasi�soume to apìjema tou pìrou sthn tim  S0 = 2 h tim  tou pìrou
mei¸netai kai gÐnetai Ðsh me 23.35. 'Omwc,blèpoume ìti aut  h meÐwsh eÐnai,
eÐnai k�ti ligìtero apì antistrìfwc an�logh thc aÔxhshc tou apojèmatoc
tou pìrou, dhl¸nontac ìti h elastikìthta thc tim c tou pìrou eÐnai arnhtik 
kai megalÔterh apì meÐon èna.

Autì to apotèlesma eÐnai sumbatì, me thn Prìtash 4.5 h opoÐa dhl¸nei ìti
an h elastikìthta thc tim c tou pìrou wc proc to apìjema tou, thn qronik 
stigm  mhdèn, eÐnai megalÔterh apì meÐon èna(-1), tìte autì eÐnai ik�no ¸ste
to apìjema tou fusikoÔ pìrou na ephr�sei jetik� ton rujmì aÔxhshc tou
eisod matoc thc q¸rac me afjonÐa fusik¸n pìrwn.

Ston PÐnaka 1 èqoume sumperil�bei epÐshc thn tim  gia to µ = c1
c2

gia
diaforetik� epÐpeda tou arqikoÔ apojèmatoc tou fusikoÔ pìrou. Oi proso-
moi¸seic mac uposthrÐzoun ìti h epÐdrash thc aÔxhshc tou pìrou wc proc
thn sqetik  katan�lwsh twn dÔo qwr¸n ( c1

c2
) eÐnai mikr  all� jetik . Autì
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sthrÐzetai sto gegonìc ìti megalÔterec posìthtec apojèmatoc tou mh -anane¸simou
fusikoÔ pìrou epidroÔn arnhtik� sthn tim  tou pìrou kai epomènwc h epÐdrash
touc p�nw sto µ eÐnai mikr .
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Kef�laio 5

EpÐlogoc

Sto trÐto kef�laio thc ergasÐac melet same èna montèlo bèltisthc an�p-
tuxhc me thn sun�rthsh paragwg c na eÐnai thc morf c Cobb-Douglas, me
mh-anane¸simouc fusikoÔc pìrouc kai qwrÐc teqnologik  prìodo.

MÐa eustaj c stajer  kat�stash up�rqei gia megalÔtero eÔroc timwn twn
paramètrwn apì autèc pou exet�sthkan apì ton Stiglitz (1974). Pr�gmati, h
Ôparxh kai h eust�jeia mÐac stajer c kat�stashc deÐxame ìti eÐnai sumbat  me
auxanìmenec apodìseic tou kefalaÐou. MÐa uyhl  elastikìthta paragwg c
kefalaÐou den odhgeÐ aparaÐthta se monop�tia ekrhktik c megèjunshc giatÐ
h auxanìmenh an�gkh na qrhsimopoi soume ton fusikì pìro èqei antÐrroph
epÐdrash. Parìla aut�, h aÔxhsh tou plhjusmoÔ eÐnai mÐa anagkaÐa sunj kh
gia na diathr soume eustaj  kata kefal n an�ptuxh. Autì upodeiknÔei ìti
to epektetamèno montèlo bèltisthc an�ptuxhc tou Stiglitz pou parousi�same
sthn ergasÐa mac den alloi¸nei thn ènnoia thc endogenoÔc an�ptuxhc me thn
austhr  ènnoia thc lèxhc, dhlad  to montèlo den mporeÐ na par�gei jetik  kai
eustaj  k�ta kefal n an�ptuxh q¸ric na sthrÐzetai sthn aÔxhsh plhjusmoÔ.

ParathroÔme dhlad , ìti h prìklhsh na dhmiourg soume èna genikì mon-
tèlo austhr c endogenoÔc an�ptuxhc den eÐnai efiktì apl� sumperilamb�-
montac mh-anane¸simouc pìrouc sthn sun�rthsh paragwg c. Antijètwc,
sthn an�lush mac to prìblhma knife-edge thc endogenoÔc an�ptuxhc meta-
trèpetai se prìblhma eust�jeiac ektìc an up�rqei aÔxhsh plhjusmoÔ. DeÐx-
ame loipìn ìti ìtan oi mh-anane¸simoi pìroi eis�gontai sto montèlo ,h Ôparxh
kai h eust�jeia thc bèltisthc kata kefal n an�ptuxhc apaiteÐ auxanìmenec
apodìseic sto kef�laio kai sto ergatikì dunamikì mazÐ me aÔxhsh plhjus-
moÔ p�nw apì k�poia el�qisth tim . Epiplèon, to montèlo thc hmi-endogenouc
an�ptuxhc qarakthrÐzetai apì to gegonìc ìti o rujmìc thc makroprìjesmhc
teqnologik c an�ptuxhc exart�tai apì thn teqnologÐa kaj¸c epÐshc kai apì
kat�llhlec epilogèc twn paramètrwn, mÐa idiìthta h opoÐa suqn� fainìtan na
an kei apokleistik� se montèla austhr� endogenoÔc an�ptuxhc.
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Sthn sunèqeia sto tètarto kef�laio, exet�zoume thn epÐdrash twn mh-
anane¸simwn pìrwn sthn oikonomik  an�ptuxh kai euhmerÐa se mÐa oikonomÐa
pou apoteleÐtai apì dÔo q¸rec. EisagoÔme mÐa oikonomÐa me afjonÐa fusik¸n
pìrwn kai mÐa �llh oikonomÐa me èlleiyh fusik¸n pìrwn se èna neoclassical
montèlo an�ptuxhc. 'Opwc kai se �lla montèla emporÐou, h exÐswsh thc tim c
twn paragìntwn metaxÔ twn qwr¸n apodeiknÔetai na isqÔei. Dhlad , to
epitìkio enoikÐashc tou kefalaÐou metaxÔ twn qwr¸n eÐnai Ðsoc akìma kai
me thn apousÐa diejnoÔc daneismoÔ. To apotèlesma autì mac odhgeÐ sto
sumpèrasma ìti oi rujmoÐ an�ptuxhc thc katan�lwshc metaxÔ twn qwr¸n
eÐnai Ðsoi, kai gia autì to kl�sma thc katan�lwshc eÐnai stajerì. DeÐxame
epipleìn ìti to kl�sma thc katan�lwshc thc ploÔsiac se pìrouc q¸rac wc
proc thn oikonomÐa me èlleiyh fusik¸n pìrwn isoÔtai me to kl�sma thc tim c
twn metoqwn se k�je qronik  stigm . Parìlo pou o ploÔtoc thc q¸rac 1
aux�nei se sqèsh me to arqikì apìjema tou pìrou , to apotèlesma autì
erqetai se antÐjesh, wc èna bajmì, me thn upìjesh thc arnhtik c epÐdrashc
tou arqikoÔ apojèmatoc tou fusikoÔ pìrou wc proc thn tim  tou.

DeÐqnoume epiplèon, ìti to arqikì apìjema tou mh-anane¸simou fusikoÔ
pìrou èqei jetik  epÐdrash p�nw sthn aÔxhsh tou rujmoÔ GDP thc ploÔ-
siac se pìrouc q¸rac efìson h elastikìthta thc arqik c tim c tou pìrou wc
proc to arqikì apìjema thc phg c eÐnai megalÔterh apì meÐon èna (-1). MÐ-
a analutik  lÔsh tou montèlou k�tw apì ènan sugkekrimèno periorismì twn
paramètrwn uposthrÐzei ìti pr�gmati aut  h elastikìthta eÐnai mikrìterh apì
meÐon èna. Epomènwc, brÐskoume ìti ta apotelèmata twn Rodriguez kai Sach-
s(1999), sÔmfwna me ta opoÐa to arqikì apìjema tou pìrou ephre�zei arnhtik�
thn aÔxhsh tou GDP mÐac oikonomÐac pou exagei ènan mh-anane¸simo fusikì
pìro , den isqÔoun genik�. Aut  h antÐfash proèrqetai apì to gegonìc ìti oi
Rodriguez, Sachs(1999) je¸rhsan mÐa apomonwmènh q¸ra, kai ètsi apètuqan
na l�boun upìyin touc tuqìn epiplokèc sto dunamikì met�bashc.

Telik¸c, deÐxame ìti mÐa teqlologik  prìodoc - apotamÐeush tou mh -
anane¸simou fusikoÔ pìrou - mporeÐ na euno sei thn euhmerÐa thc q¸rac me
afjonÐa fusik¸n pìrwn ìtan sugkrÐnetai me mÐa �llh oikonomÐa pou qarak-
thrÐzetai apì èlleiyh fusik¸n pìrwn.
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Kef�laio 6

Parart mata

6.1 Par�rthma A
Sto Par�rthma A parajètoume tic apodeÐxeic twn Lhmmatwn 3.1-3.6 kai

twn Prot�sewn 3.1-3.5 tou KefalaÐou 3.

L mma 3.1 Se èna I.M.A ta akìlouja isqÔoun :
(a)gS = gR < 0
(b)R(0) = −gRS(0), kai

lim
t→∞S = 0 (3.7)

Apìdeixh tou L mmatoc 3.1
JewroÔme èna I.M.A.
(a)Apì thn exÐswsh (3.3) èqoume gS = −R/S paragwgÐzontac aut n wc proc
ton qrìno ja èqoume ġS = −(gR−gS)R/S = 0 ex orismoÔ enìc I.M.A. Epomèn-
wc, gS = gR. Gia k�je stajerì gR ja èqoume

∫∞
0 R(t)dt =

∫∞
0 R(0)egRtdt. E�n

gR ≥ 0, tìte h (3.6) den ja isqÔei, epomènwc gR < 0 kai
∫ ∞

0
R(t)dt = −R(0)

gR

.

(b)Apì thn (3.3) ˙S(0)/S(0) = −R(0)/S(0) = gR, pou prokÔptei efarmìzon-
tac to (a) gia t = 0, epomènwc R(0) = −gRS(0). Telik¸c h lÔsh thc (3.3)
mporeÐ na grafeÐ wc S(t) = S(0)egSt. Tìte efìson gS eÐnai mÐa arnhtik  sta-
jer�, S(t) → 0 kaj¸c to t →∞. •
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Oi lìgoi

z ≡ Y

K
, x ≡ C

K
και u ≡ R

S
, (3.8)

eÐnai shmantikoÐ gia thn an�lush mac. B�sh aut¸n mporoÔme na gr�youme thn
(3.2) wc

gK = z − x− δ. (3.9)

'Omoia, apì thn (3.3) ja paroume:

gS = −u (3.10)

L mma 3.2
Se èna I.M.A, isqÔei gY = gC ≡ g, kai to u eÐnai stajerì. E�n, epiprìsjeta,
gK = g, tìte epÐshc to z kai to x eÐnai stajer�. MÐa ikan  sunj kh gia na
isquèi gK = g se èna I.M.A eÐnai I 6= 0 se èna mh - ekfulismèno qronikì
dÐasthma (dhlad  oi akaj�ristec ependÔseic den exafanÐzontai).

Apìdeixh tou L mmatoc 3.2
JewroÔme èna I.M.A.Tìte h sqèsh (3.10) mac upodeiknÔei ìti to u prèpei
na eÐnai stajerì efìson to gS eÐnai stajerì apì ton orismì enìc I.M.A.
ParagwgÐzontac wc proc ton qrìno thn (3.9) ja èqoume ġK = ż − ẋ =
(gY − gK)z − (gC − gK)x = 0 efìson to gK eÐnai stajerì se èna I.M.A.
Diair¸ntac me to z (to opoÐo eÐnai jetikì se èna I.M.A) kai anadiat�ssontac
thn sqèsh ja èqoume

gY − gK = (gC − gK)
x

z
. (6.1)

All� autì eÐnai �topo ektìc an gY = gC pragmatÐ, e�n gY < gC , tìte
x
z
→ ∞, kai e�n gY > gC , tìte x

z
→ 0, kai oi dÔo peript¸seic eÐnai mh sum-

batec me thn sqèsh (6.1) kai thn upotijèmenh stajerìthta twn gY , gK , kai
gC . Epomènwc, gY = gC ≡ g se èna I.M.A. E�n, epiprìsjeta, gK = g tìte
z(≡ Y/K) kai x(≡ C/K) eÐnai stajer�. E�n apì thn �llh, gK 6= gY = gC ,
tìte apì thn (6.1) prokÔptei x

z
≡ 1, dhlad , C = Y   I = 0. Gia autì, apì

thn sqèsh I 6= 0 prokÔptei gK = gY = gC se èna I.M.A. •

ParagwgÐzontac thn (3.1) logarijmik� wc proc ton qrìno, ja paroume

gY = agK + βn + γgR. (3.11)
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To Lhmma 3.2 upodhl¸nei ìti to gegonìc I = 0 Ðswc epitrèpei gK = −δ kai se
aut  thn perÐptwsh na parektrapoÔn apì thn koin  tim  twn gY kai gC se èna
I.M.A. En¸ ìtan I = 0 gia k�je t ja èqoume x = z gia ìla ta t, k�ti pou den
apotrèpei ta x kai z na aux�noun   na mei¸nontai mazÐ. To monop�ti tou K pou
dÐnetai apì thn (3.9) eÐnai, ìpwc k�poioc mporeÐ na uposthrÐxei, asÔndeto apì
to monop�ti Y kai C. Se èna I.M.A, e�n I = 0, dhlad , x = z, tìte gY = gC

mporeÐ na p�rei thn ìpoia arnhtik  tim  dÐnetai gia to gR qwrÐc sunèpeiec gia
to gK(= −δ). Se èna I.M.A, dhl¸nontac ton koinì rujmì aÔxhshc twn C kai
Y me g ja èqoume

gc = g − n (3.12)

L mma 3.3
Se èna I.M.A me gc ≥ 0, h kajar  epèndush, I − δK, prèpei na eÐnai jetik 
gia ol� ta t.

Apìdeixh tou L mmatoc 3.3
JewroÔme èna I.M.A. Apì to L mma 3.2,èqoume ìti gY = gC = g eÐnai Ðsa
me mÐa stajer�. Upojètoume ìti gc ≥ 0, dhlad , g ≥ n, apì thn (3.12).
T¸ra upojètontac ìti I ≤ δK apì thn sqèsh(3.2)isqÔei , gK ≤ 0, gegonìc
pou se sunduasmì me thn (3.11), g ≤ βn + γgR < βn ≤ n, ìpou qrhsi-
mopoi same diadoqik� ìti, gR < 0 kai ìti β < 1. Autì ìmwc to apotèlesma
èrqetai se antÐjesh me thn sqèsh g ≥ n epomènwc, I > δK gia ìla ta
t. •

L mma 3.4
'Estw ìti to (C, Y, K, R, S)∞t=0 eÐnai èna bèltisto upoy fio monop�ti
an�ptuxhc tètoio ¸ste limt→∞ gC = limt→∞ gY = lim→∞ gK = ḡ.Tìte :
(a) gia k�poio ḡR ≤ 0, limt→∞ ḡR = ḡ, kai ḡ kai ḡR ikanopoioÔn

(1− a)ḡ − γḡR = βn (3.25)

(ε− 1)ḡ + ḡR = εn− ρ (3.26)

kai
(b) E�n, epiprìsjeta, isqÔoun oi sunj kec egkarsiìthtac (3.20) kai (3.21),
tìte limt→∞ gS = ḡR < 0.

Apìdeixh tou L mmatoc 3.4

51



JewroÔme èna bèltisto upoy fio monop�ti an�ptuxhc (C, Y, K, R, S)∞t=0 tè-
toio ¸ste limt→∞ gC = limt→∞ gY = limt→∞ gK = ḡ.
(a)Apì thn (3.11) èqoume ìti limt→∞ gR = 1

γ
[(1−a)ḡ−βn] ≡ ḡR. An thn ana-

diat�xoume ja p�roume thn (3.25). E�n ḡR > 0, tìte h (3.6) ja parabiasteÐ,
epomènwc ḡR ≤ 0. Efìson c ≡ C/L, limt→∞ gc = ḡ − n. 'Ara sundu�zontac
(3.23) kai (3.24) ja mac d¸soun thn (3.26).
(b)Upojètontac ìti isqÔei h (3.20) kai (3.21) kai qrhsimopoi¸ntac thn (3.18)
kai (3.23),ja èqoume:

lim
t→∞(

K̇

K
+

µ̇

µ
− ρ) = ḡ + lim

t→∞(δ − FK) = ḡ − lim
t→∞(ε

ċ

c
+ ρ)

= (1− ε)ḡ + εn− ρ < 0 (6.2)
efìson se antÐjeth perÐptwsh h (3.20) den ja ikanopoieÐtai. Sundu�zontac
aut n me thn (3.26), sumperaÐnoume ìti ḡR < 0.Telik�, oloklhr¸nontac thn
(3.3) ja p�roume S(t) = S(0)− ∫ t

0 R(0)e
∫ τ

0
gR(ω)dωdτ → 0 gia t →∞, apì thn

(3.22) h opoÐa proèrqetai apì thn (3.21). Epomènwc

gS(t) =
−R(t)

S(t)
=

−R(0)e
∫ t

0
gR(τ)dτ

S(0)−R(0)
∫ t
0 e

∫ τ

0
gR(ω)dωdτ

ìpou epÐshc o arijmht c teÐnei → 0 gia t → ∞ efìson limt→∞ gR(t) = ḡR <
0. Qrhsimopoi¸ntac ton kanìna tou L‘Hopital ja p�roume limt→∞ gS(t) =
limt→∞ gR(t) = ḡR. •

L mma 3.5
'Estw ìti to (C, Y, K, R, S)∞t=0 eÐnai èna asuptwtik� upoy fio bèltisto monop�ti
an�ptuxhc me asuptwtikoÔc rujmoÔc an�ptuxhc: ḡC , ḡY , ḡK , ḡR kai ḡS.Upojètoume
ìti ḡC = ḡY = ḡK = ḡ.Tìte :
(a)limt→∞(z, x, u) = (z̄, x̄, ū), ìpou

z̄ =
1

a
(ḡ − ḡR + δ) (3.27)

x̄ =
1

a
[−(1− γ)ḡR + βn + (1− a)δ] (3.28)

ū = −ḡS (3.29)

(b)ḡR ≤ 0.E�n ḡR < 0, tìte h sunj kh egkarsiìthtac (3.20) ikanopoieÐtai kai
(g)ḡS ≤ 0.E�n ḡS < 0, tìte h sunj kh egkarsiìthtac (3.21) ikanopoeÐtai.
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Apìdeixh tou L mmatoc 3.5
(a)An p�roume to ìrio thc (3.24) ja p�roume thn (3.27). Apì thn (3.9), an
p�roume to ìrio thc ja èqoume

ḡ = z̄ − x̄− δ.

Pollaplasi�zontac thn sqèsh aut  me a ja èqoume ax̄ = az̄ − aδ − aḡ =
(1− a)ḡ − ḡR + (1− a)δ, apì thn (3.24). Eis�gontac thn (3.25), ja p�roume
thn (3.28). Apì thn (3.10),h u sugklÐnei se k�poio ū = − limt→∞ gS = −ḡS,
apì upìjesh.
(b)Apì to L mma 3.4, to zeug�ri (ḡ, ḡR) ikanopoieÐ thn (3.25) kai (3.26). H
sunj kh (3.6) apaiteÐ na isqÔei ḡR ≤ 0. 'Otan ḡR < 0, tìte h (3.26) dhl¸nei
ìti (1− ε)ḡ + εn− ρ < 0 epomènwc h (3.26) isqÔei apodeiknÔontac thn (3.20).
(g)Apì thn sqèsh (3.10) kai apì u ≥ 0, limt→∞ gS = ḡS ≤ 0. Upojètontac
ìti ḡS < 0.Tìte apì thn S(t) = S(0)e

∫ t

0
gS(τ)dτdt ja prokÔyei h (3.22), kai

�ra kai h (3.21). •

L mma 3.6
(a) Dodèntoc enìc asuptwtikoÔ monopatioÔ (C, Y, K, R, S)∞t=0 me asuptwtik�
stajerèc katast�seic (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū), tìte : (i) ū = −ḡR > 0 (ii) z̄ > 0 ìtan
ḡ ≥ 0 kai (iii) x̄ > 0, ektìc sthn perÐptwsh knife-edge ìpou tautìqrona isqÔ-
oun a > 1 kai δ = −(1− γ)ḡR/(a− 1) + (βn/a− 1) kai
(b) dedomènou enìc bèltistou I.M.A. (C, Y, K, R, S)∞t=0 tìte ta z, x kai u eÐnai
stajer� kai jetik�.

Apìdeixh tou L mmatoc 3.6
(a)Apì to (b) tou L mmatoc 3.4 ja p�roume to (i). Tìte to (ii) ja prokÔyei
apì thn (3.27). Gia to (iii), apì ton orismì, èqoume x̄ ≥ 0. Epiplèon h sqèsh
(3.28) deÐqnei ìti x̄ > 0 e�n ÐsqÔei eÐte a ≤ 1   (a > 1 kai δ < 1−γ

a−1
(−gR)+ βn

a−1
),

kai x̄ = 0 e�n a > 1 kai δ = 1−γ
a−1

(−ḡR) + βn
a−1

.
(b)Apì to L mma 3.2, prokÔptei ìti k�je I.M.A. (C, Y, K, R, S)∞t=0 èqei gC =
gY = g, Ðsa me mÐa stajer� . E�n gK 6= g, tìte to z(≡ Y/K) den eÐnai sta-
jerì kai epomènwc, apì thn (3.23), to gC(= gc + n) den ja eÐnai stajerì, an-
tikroÔontac to gegonìc ìti to monop�ti  tan I.M.A.. Epomènwc, gK = g.Tìte,
z kai x eÐnai stajer�. Telik¸c, ta z kai x prèpei na eÐnai jetik�, apì ton oris-
mì tou I.M.A.. •

Prìtash 3.2
Dedomènou tou montèlou (3.1)-(3.5) kai (3.14), kai upojètontac ìti isqÔei
D ≡ 1 − a + (ε − 1)γ 6= 0. 'Estw ḡ, ḡR, z̄, x̄, kai ū na orÐzontai me thn
(3.31),(3.32),(3.33),(3.34) kai (3.35) antÐstoiqa. Tìte:

53



(a) up�rqei mÐa stajer  kat�stash (g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗) ikanopoi¸ntac tic prw-
tot�xiec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac an kai mìno an oi par�metroi
a, β, γ, ε, ρ, n kai δ paÐrnoun thn timèc tètoiec ¸ste: (i) ḡR < 0, (ii) z̄ > 0 kai
(iii) eÐte a ≤ 1   a > 1 ∧ δ < −(1 − γ)ḡR/(a − 1) + βn/(a − 1). Autì to
sÔnolo twn paramètrwn èqei mh - kenì eswterikì kai
(b) h stajer  kat�stash (g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗) eÐnai monadik  kai Ðsh me (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū).

Apìdeixh thc Prìtashc 3.2
Apì ton orismì mÐac stajer c kat�stashc, ta z kai x eÐnai stajer�, epomènwc
kai, gC = gY = gK = g, eÐnai Ðsa me stajerèc. Epiprìsjeta , e�n eÐmaste
p�nw se èna I.M.A mÐa stajer  kat�stash èqei gS = gR < 0, apì to L mma
3.1.
(b)Epomènwc, oi sunj kec tou L mmatoc 3.5 ikanopoioÔntai apì mÐa bèltisth
stajer  kat�stash, (g∗, g∗R, z∗, x∗, u∗), e�n mÐa tètoia up�rqei, kai dodèntoc
D 6= 0, eÐnai Ðsh me (ḡ, ḡR, z̄, x̄, ū), epomènwc eÐnai monadik .
(a)prokÔptei apì thn (3.29) (efìson ḡS = ḡR < 0) kai (3.28) tou L m-
matoc 3.5,h sqèsh (3.28) ja d¸sei x̄ > 0 monì an h (a.iii) isqÔei. Apì
thn �llh pleÔra, upojètontac ìti ta a, β, γ, ε, ρ, n kai δ eÐnai tètoia ¸ste
ta (a.i), (a.ii) kai (a.iii) isqÔoun. Tìte, apì to Pìrisma tou L mmatoc 3.5 ,è-
qoume x̄ > 0. MporoÔme na kataskeu�soume èna I.M.A. pou na ikanopoieÐ
tic prwtot�xiec sunj kec kajorÐzontac to ḡ apì thn (3.27) kai jètontac
gC = gY = gK = ḡ kai gS = −ū = ḡR < 0. Apì to (b) kai (g) tou L mmatoc
tou 3.5, oi dÔo sunj kec egkarsiìthtac isqÔoun epÐshc. Autì apodeiknÔei
to eujÔ komm�ti tou jewr matoc. Telik¸c, gia na doÔme an to sÔnolo twn
epitrepìmenwn tim¸n twn paramètrwn èqoun mh-kenì eswterikì, èstw a, β kai
γ na eÐnai tètoia a + β + γ = 1 tìte z̄ > 0, D > 0 epiprìsjeta, èstw
0 < n < (1− a)ρ/[ε(1− a− β) + β] tìte ū = −ḡR > 0 kai x̄ > 0
apì to Pìrisma tou L mmatoc 3.5, efìson a < 1. •

Prìtash 3.3
Dedomènou tou montèlou (3.1)-(3.5) kai (3.14), kai upojètontac D ≡ 1− a +
(ε − 1)γ 6= 0. Tìte up�rqei mÐa stajer  kat�stash me g∗c > 0, ikanopoi¸n-
tac tic prwtot�xiec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac, an kai mìno an,
epiprìsjeta me to (a.i) kai (a.iii) thc Prìtashc 3.2, oi par�metroi ikanopoioÔn

(a + β + γ − 1)n− γρ

D
> 0 (3.37)

Apìdeixh thc Prìtashc 3.3
'Hdh gnwrÐzoume apì thn Prìtash 3.2 ìti mÐa stajer  kat�stash, pou ikanopoieÐ
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tic prwtot�xiec sunj kec kai thn sunj kh egkarsiìthtac, up�rqei an kai
mìno an ta (a.i), (a.ii) kai (a.iii) thc Prìtashc 3.2 ikanopoioÔntai. Se mÐa
tètoia stajer  kat�stash, apì thn (3.36), ja isqÔei g∗c > 0 an kai mìno an
isqÔei h sqèsh (3.37). Telik�, apì to (a) tou L mmatoc 3.6 blepoÔme ìti h
(a.ii)thc Prìtashc 3.2 ikanopoieÐtai autìmata ìtan g∗c > 0 afoÔ autì mac dÐnei
ḡ = g∗c + n > 0. •

Prìtash 3.4
To dunamikì tou montèlou (3.1)-(3.5) kai (3.14) perigr�fetai apì tic di-
aforikèc exis¸seic (3.42),(3.43) kai (3.45). MÐa stajer  kat�stash (z∗, x∗, u∗)
eÐnai saddle-point eustaj c an kai mìno an D ≡ 1−a+(ε−1)γ > 0, kai eÐnai
mh - eustaj c an D < 0.

Apìdeixh thc Prìtashc 3.4
O Iakwbianìc PÐnakac tou dunamikoÔ sust matoc z, x, kai u apotimhmènh sthn
stajer  kat�stash, eÐnai:




∂ż
∂z

∂ż
∂x

∂ż
∂u

∂ẋ
∂z

∂ẋ
∂x

∂ẋ
∂u

∂u̇
∂z

∂u̇
∂x

∂u̇
∂u




=




(a− 1)z∗ 1−a−γ
1−γ

0

(a
ε
− 1)x∗ x∗ 0

0 −a
1−γ

u∗ u∗




(6.3)

to Ðqnoc thc eÐnai:
(a− 1)z∗ + x∗ + u∗ = 2u∗ > 0 (6.4)

apì thn (3.9) kai (3.27), kai thn Prìtash 3.2. H orÐzousa ∆̄, tou pÐnaka eÐnai

∆̄ = a
1− a + (ε− 1)γ

(γ − 1)ε
z∗x∗u∗ ≡ a

D

(γ − 1)ε
z∗x∗u∗ (6.5)

Apì thn (6.3) blèpoume ìti to u∗ eÐnai mÐa idiotim  tou pÐnaka, �ra toul�qiston
mÐa idiotim  eÐnai pragmatik  kai jetik . An kai mìno an D > 0, tìte ∆̄ < 0.
Epomènwc, an kai mìno an D > 0, ja up�rxei mÐa arnhtik  idiotim  kai dÔo
pragmatikèc jetikèc idiotimèc. Blèpontac thn sunoriak  sunj kh (3.49) ja
èqoume saddle-point eust�jeia.

Upojètontac, sthn antÐjeth perÐptwsh ìti D < 0. Tìte ∆̄ > 0, k�ti to
opoÐo dhmiourgeÐ dÔo dunatèc peript¸seic: eÐte ìlec oi idiotimèc eÐnai jetikèc
(eÐte èqoun jetik� pragmatik� mèrh)   up�rqei mÐa jetik  idiotim  kai dÔo idio-
timèc me mh-jetik� pragmatik� mèrh. All� aut  h teleutaÐa perÐptwsh mporeÐ
na apokleisteÐ efìson to Ðqnoc tou p�nw arister� upopÐnaka 2x2 thc J̄ eÐnai
Ðso me −g∗R = u∗ > 0 op¸c deÐxame sthn par�grafo 3.2. Epomènwc, to sÔsth-
ma eÐnai mh - eustajèc. •
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Prìtash 3.5(H PerÐptwsh me n = 0)
Upojètoume ìti n = 0.Tìte:
(a) Blèpontac ìti isqÔei ρ > 0, den mporeÐ na up�rxei stajer  kat�stash me
g∗c = 0. 'Otan D(≡ 1− a + (ε− 1)γ) = 0, den up�rqei stajer  kat�stash
(b) ìtan D 6= 0, up�rqei mÐa stajer  kat�stash me g∗c > 0 an kai mìno an
a > 1, D < 0, kai δ < −(1− γ)ρ/D kai
(g) mÐa stajer  kat�stash me g∗c > 0 eÐnai mh - eustaj c.

Apìdeixh thc Prìtashc 3.5
Upojètoume ìti n = 0.
(a) E�n D 6= 0, tìte g∗c 6= 0, apì thn (3.36). E�n D = 0, tìte oi sqèseic
(3.25) kai (3.26) mac deÐqnoun ìti den up�rqei mÐa stajer  kat�stash ìtan
n = 0.
(b)To er¸thma autì eÐnai mÐa eidik  perÐptwsh thc Prìtashc 3.3. Pr�gmati,h
sqèsh (3.37) mac deÐqnei: g∗c > 0 ⇔ −γρ/D > 0 ⇔ D < 0. 'Otan D < 0, apì
thn sqèsh (3.32), g∗R < 0 ⇔ a > 1. Epipleìn, gia D < 0 kai a > 1, apì thn
sqèsh (3.34), x∗ > 0 ⇔ δ < −(1 − γ)g∗R/(a − 1) ⇔ δ < (1 − γ)ρ/(−D) apì
thn sqèsh (3.32)
(g) Apì to (b) er¸thma, mÐa stajer  kat�stash me g∗c > 0 proôpojètei
D < 0. Tìte, apì thn Prìtash 3.4, h stajer  kat�stash eÐnai mh - eu-
staj c. •

6.2 Par�rthma B
Se autì to Par�rthma ja d¸soume tic apodeÐxeic twn Prot�sewn 4.1-4.6

tou KefalaÐou 4.

Prìtash 4.1
O lìgoc c1(t)

c2(t)
eÐnai stajerìc gia k�je t kai Ðsoc me ton lìgo twn metoq¸n thc

q¸rac 1 kai thc q¸rac 2
(

q(t)S(t)+K1(t)
K2(t)

)
thn qronik  stigm  t.

Apìdeixh thc Prìtashc 4.1
Qrhsimopoi¸ntac thn (4.23), kai r−δ = q̇(t)

q(t)
o periorismìc tou proôpologismoÔ

thc q¸rac 2 mporeÐ na grafeÐ wc:

K̇2(t)

q(t)
− q̇(t)

q(t)

K2(t)

q(t)
= −

(
q(t)

q(0)

) 1
θ c2(0)

e
ρ
θ
t

1

q(t)
. (6.6)
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ParathroÔme ìti to aristerì mèloc thc sqèsewc (6.6) eÐnai Ðso me d
K2
q

dt
, ètsi

oloklhr¸nontac thn (6.6) ja p�roume

lim
t→∞

K2(t)

q(t)
− K2(τ)

q(τ)
= − c2(0)

q(0)
1
θ

∫ ∞

τ

q(t)
1−θ

θ

e
ρ
θ
t

. (6.7)

Qrhsipopoi¸ntac thn sunj kh egkarsiìthtac (4.24) ja p�roume thn sqèsh

K2(τ) = q(τ)
c2(0)

q(0)
1
θ

∫ ∞

τ

q(t)
1−θ

θ

e
ρ
θ
t

. (6.8)

Efìson o lìgoc c1
c2

eÐnai stajerìc gia ìla ta t, upojètoume ìti c1(t) = µc2(t)
ìpou µ eÐnai mÐa stajer�.Oi exis¸seic (4.6) kai (4.25) dhl¸noun ìti

R =
r

q

1− a

a
(K1 + K2). (6.9)

O periorismìc tou proôpologismoÔ tou katanalwt  thc q¸rac 1 mporeÐ na
grafeÐ wc

K̇1 − (r − δ)K1 + µc2 = q
r

q

1− a

a
(K1 + K2). (6.10)

qrhsimopoi¸ntac q̇
q

= r − δ, Ṡ = −R kai jètontac c2(t) =
(

q(t)
q(0)

) 1
θ c2(0)

e
ρ
θ

t
,

diair¸ntac me to q kai oloklhr¸nontac ja paroume:

∫ ∞

τ


K̇1(t)

q(t)
−

˙q(t)

q(t)

K1(t)

q(t)
+

µ

q(t)

(
q(t)

q(0)

) 1
θ c2(0)

e
ρ
θ
t


 dt =

∫ ∞

τ
R(t)dt = S(τ)− lim

t→∞S(t).

(6.11)
Efìson h katan�lwsh tou fusikoÔ pìrou eÐnai anèxodh limt→∞ S(t) = 0. Gia
autì, h sqèsh (6.11) mporeÐ na grafeÐ wc

∫ ∞

τ

dK1

q

dt
dt + µ

c2(0)

q(0)
1
θ

∫ ∞

τ

q(t)
1−θ

θ

e
ρ
θ
t

dt = S(τ) (6.12)

 

lim
t→∞

K1(t)

q(t)
− K1(τ)

q(τ)
+ µ

c2(0)

q(0)
1
θ

∫ ∞

τ

q(t)
1−θ

θ

e
ρ
θ
t

dt = S(τ). (6.13)

Qrhsimopoi¸ntac thn sunj kh egkarsiìthtac (exÐswsh) (4.24) kai anadiatas-
sontac ja èqoume

µq(τ)
c2(0)

q(0)
1
θ

∫ ∞

τ

q(t)
1−θ

θ

e
ρ
θ
t

dt = q(τ)S(τ) + K1(τ). (6.14)
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Apì thn exÐswsh (6.8) ja par�goume

q(τ)
c2(0)

q(0)
1
θ

∫ ∞

τ

q(t)
1−θ

θ

e
ρ
θ
t

dt = K2(τ), (6.15)

kai gia autì ,

µ =
q(τ)S(τ) + K1(τ)

K2(τ)
. (6.16)

•
Prìtash 4.2
'Ena shmeÐo isorropÐac, e�n autì up�rqei, sugklÐnei se èna I.M.A me rujmoÔc
an�ptuxhc

gq = η, gKi
= gci

=
η − ρ

θ
≡ gK , gRi

= gR = gS =
(1− θ)η − ρ

θ
.

gia i = 1, 2 kai r na eÐnai stajerì.

Apìdeixh thc Prìtashc 4.2 Pr¸ta parathroÔme ìti apì tic exis¸seic
(4.5),(4.12) kai (4.13) o makroprìjesmoc rujmìc megèjunshc tou q kai h
makroprìjesm  tim  tou r eÐnai Ðsh me

lim
t→∞

q̇

q
= η = gq, lim

t→∞ r = η + δ ≡ r∗ (6.17)

epomènwc, to r eÐnai stajerì makroprìjesma. 'Ara, o kat� q¸ra rujmìc
an�ptuxhc thc katan�lwshc eÐnai stajerìc makroprìjesma kai dedomènoc apì
thn sqèsh

lim
t→∞

ċi

ci

= lim
t→∞

r − δ − ρ

θ
=

η − ρ

θ
= gci

(6.18)

Oi prwtot�xiec sunj kec gia ton tomèa paragwg c tou telikoÔ proðìntoc se
k�je q¸ra (exÐswsh (4.6) ) kai h sunj kh gia to R (exÐswsh (4.25) ) ja mac
d¸soun

R =
1− a

a

r

q
(K1 + K2) ⇒ a

1− a
q
R

K
= r (6.19)

ìpou K = K1 + K2. Efìson to r eÐnai stajerì makroprìjesma, h sqèsh
(6.19) dhl¸nei ìti makroprìjesma o rujmìc aÔxhshc tou K kai tou R prèpei
na ikanopoioÔn thn akìloujh sqèsh

lim
t→∞

q̇

q
+ lim

t→∞
Ṙ

R
− lim

t→∞
K̇

K
= 0 ⇒ lim

t→∞
K̇

K
− lim

Ṙ

R
= η (6.20)
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Parathr¸ntac ìti Ṡ = −R, o rujmìc megèjunshc tou S eÐnai Ðsoc me ton
lìgo Ṡ

S
= −R

S
. Efìson h exìruxh eÐnai anèxodh, kaj¸c o qrìnoc teÐnei sto

�peiro kai ta dÔo R kai S proseggÐzoun to mhdèn. Qrhsimopoi¸ntac t¸ra ton
kanìna tou L’Hopital ja èqoume ìti:

lim
t→∞

Ṡ

S
= lim

t→∞−
R

S
= lim

t→∞−
Ṙ

Ṡ
= lim

t→∞
Ṙ

R
. (6.21)

H sqèsh (6.21) dhl¸nei ìti kaj¸c t → ∞ ta R kai S aux�noun me ton Ðdio
rujmì. Autì pou apomènei na deÐxoume eÐnai ìti gci

= gKi
. Parathr¸ntac

ìti h sqèsh (6.19) dhl¸nei ìti to q R
K

eÐnai stajerì makroprìjesma, afoÔ
makroprìjesma ta S kai R aux�noun me ton Ðdio rujmì, tìte, èqoume thn
perÐptwsh ìpou χ ≡ qS

K
eÐnai stajerì makroprìjesma. PaÐrnontac thn loga-

rijmik  par�gwgo wc proc to qrìno tou χ, kai qrhsimopoi¸ntac ìti Ṡ = −R
kai qR = 1−a

a
Kr ja p�roume

χ̇

χ
= q̇

S

K

1

χ
+

qṠ

K

1

χ
− qS

K

K̇

K

1

χ
. (6.22)

Pern¸ntac sto ìrio ja èqoume

lim
t→∞

χ̇

χ
= 0 = η − lim

t→∞
1− a

a

r

χ
− lim

t→∞

(
r − δ + r

1− a

a
− C

K

)
(6.23)

ìpou C = c1 + c2. Efìson kai to c1 kai to c2 aux�noun me ton Ðdio rujmì,tìte
kai to C epÐshc ja aux�nei me ton Ðdio rujmì me ta ci. Parathr¸ntac akìma
ìti to χ eÐnai stajerì makroprìjesma ( χ̇

χ
= 0), �ra gia na isqÔei h exÐswsh

(6.23) prèpei o lìgoc C
K

na eÐnai stajerìc makroprìjesma kai gia autì ta, C
kai K prèpei asuptwtik� na aux�noun me ton Ðdio rujmì. Gia autì, gci

= gK .
Qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh (6.20) ja p�roume

lim
t→∞

Ṙ

R
=

η(1− θ)− ρ

θ
= gR

Gia na isqÔei h sunj kh egkarsiìthtac (4.10) prèpei na èqoume thn perÐptwsh
ìpou gR = gS < 0. Telik�, efìson K = K1+K2 tìte eÐnai eÔkolo na deÐxoume
ìti

gKi
= gK = gci

•

Prìtash 4.3
To shmeÐo isorropÐac eÐnai topik� monadikì.
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Apìdeixh thc Prìtashc 4.3
H Iakwbianìc Pinakac J∗ eÐnai Ðsoc me



−1−a

a
r∗ 0 0

ĝq 0 − g∗
T ∗2

r∗
q∗

1−a
a

T̂q (1 + µ)T ∗2 (1 + µ)g∗T ∗ − gS


 (6.24)

Oi idiotimèc tou J∗ eÐnai oi timèc tou ξ pou lÔnoun thn qarakthristik  exÐswsh
(
−1− a

a
r∗ − ξ

) (
−ξ [(1 + µ)g∗T ∗ − gS − ξ] +

r∗

q∗
1− a

a
(1 + µ)g∗

)
= 0

(6.25)
MÐa apì tic lÔseic thc (6.25) dÐnetai apì

ξ1 = −1− a

a
r∗ < 0 (6.26)

Oi dÔo �llec timèc gia to ξ eÐnai autèc pou lÔnoun thn deuterot�xia exÐswsh
tou ξ dÐnontai apì thn sqèsh

ξ2 − ξ[(1 + µ)g∗T ∗ − g∗T ∗ − gS] +
r∗

q∗
1− a

a
(1 + µ)g∗ = 0 (6.27)

 
ξ2 + bξ + d = 0 (6.28)

ìpou b = −((1 + µ)g∗T ∗ − gS) kai d = r∗
q∗

1−a
a

(1 + µ)g∗. Qrhsimopoi¸ntac thn
sqèsh gia to g∗ apì thn sqèsh (4.35) ja p�roume

(
η + δ(1− a)

a
− gK

)
= (1 + µ)T ∗g∗. (6.29)

Antikajist¸ntac to T ∗ apì thn (4.36) sthn (6.29) ja èqoume

r∗

q∗
1− a

a
(1 + µ)g∗ = (η − gK)

(
η + δ(1− a)

a
− gK

)
. (6.30)

H antikat�stash thc sqèsewc (6.29) sthn (6.30) ja mac d¸sei

r∗

q̂∗
1− a

a
(1 + µ)g∗ = (η − gK)(1 + µ)T ∗g∗ ⇒ r∗

q̂∗
1− a

a
= (η − gK)T ∗. (6.31)

Apì thn sqèsh (4.27) èqoume thn perÐptwsh (η − gK) = −gS. Qrhsi-
mopoi¸ntac thn (6.31) parathroÔme ìti to d mporeÐ na grafeÐ wc

d = −gS(1 + µ)g∗T ∗ (6.32)
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Oi dÔo �llec idiotimèc tou J∗ eÐnai Ðsec me

−b±√D

2
(6.33)

ìpou D = ((1 + µ)g∗T ∗ − gS)2 + 4gS(1 + µ)g∗T ∗. E�n kanoume k�poiec an-
tikatast�seic sto D ja p�roume

D = (1 + µ)2(g∗T ∗)2 + 2gS(1 + µ)g∗T ∗ + g2
S (6.34)

= ((1 + µ)g∗T ∗ + gS)2

antikajist¸ntac sthn sqèsh (6.33) ja paroume

−b± ((1 + µ)g∗T ∗ + gS)

2
(6.35)

oi upìloipec idiotimèc tou J∗ eÐnai Ðsec me

ξ2 = −gS ξ3 = (1 + µ)g∗T ∗

oi opoÐec eÐnai jetikèc. •

Prìtash 4.6
E�n a = θ h tim  tou mh-anane¸simou fusikoÔ pìrou kai h sunolik  katan�l-
wsh (C ≡ c1 + c2) thn qronik  stigm  mhdèn eÐnai Ðsa me:

q(0) =
(1− a)aa

(ρ− (1− a)η)a

(
K0

S0

)a

C(0) = K0

(
δ
1− a

a
+

ρ

a

)

kai o rujmìc exìruxhc kai to sunolikì kef�laio (K ≡ K1 + K2) gia ìla ta
t eÐnai Ðso me

R(t) =
ρ− (1− a)η

a
S0e

(1−a)η−ρ
a

t K(t) = K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

e−
ρ
θ
t.

Apìdeixh thc Prìtashc 4.6
Ed¸ ja deÐxoume ìti to q(0) eÐnai Ðso me q(0) = (1−a)aa

(ρ−(1−a)η)a

(
K0

S0

)a
ìtan a = θ.

Efìson R = 1−a
a

r
q
(K1 + K2). Gia na kajorÐsoume to R prèpei na broÔme mÐa

lÔsh gia to sunolikì kef�laio K = K1 + K2.Efìson isqÔei K̇ = K̇1 + K̇2
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kai qrhsimopoi¸ntac kai touc dÔo periorismoÔc gia touc proôpologismoÔc kai
enjumoÔmenoi ìti C = c1 + c2, tìte to K̇ eÐnai Ðso me

K̇ = (r − δ)K +
1− a

a
rK − C, (6.36)

h opoÐa eÐnai mia prwtot�xia diaforik  exÐswsh me èna metablhtì suntelest .
Qrhsimopoi¸ntac ìti q̇

q
= r − δ, h genik  thc lÔsh dÐnetai apì

K(t) = K0e
∫ t

0

r(ξ)
a
−δdξ −

∫ t

0
C(τ)e

∫ t

τ

r(ξ)
a
−δdξdτ (6.37)

= K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

eδ( 1−a
a

)t −
∫ t

0
C(τ)

(
q(t)

q(τ)

) 1
a

eδ( 1−a
a

)(t−τ)dτ. (6.38)

Jètwntac a = θ kai C(t) =
(

q(t)
q(0)

) 1
θ C(0)

e
ρ
θ

t
apì thn (4.23) ja èqoume ìti

K(t) = K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

eδ( 1−a
a

)t − C(0)

q(0)
1
θ

∫ t

0
q(t)

1
a
q(τ)

1
θ

q(τ)
1
a

eδ( 1−a
a

)(t−τ)

e
ρ
θ
t

dτ

= K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

eδ( 1−a
a

)t +
C(0)

q(0)
1
θ

q(t)
1
a

(
e−

ρ
θ
t − eδ( 1−a

a
)t

)

(δ(1−a
a

) + ρ
θ
)

. (6.39)

Qrhsimopoi¸ntac ìti r =
(

aa(1−a)1−ae(1−a)ηt

q1−a

) 1
a apì thn (4.5), ja p�roume ìti

to kl�sma r
q
eÐnai Ðso me

r

q
=

a(1− a)
1−a

a e( 1−a
a

)ηt

q
1
a

. (6.40)

Qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh R = 1−a
a

r
q
K = (1−a)

1
a e( 1−a

a )ηt

q
1
a

K,
∫∞
0 Rdt = S0 kai

(6.39) ja p�roume ìti

∫ ∞

0
R(t)dt = (1−a)

1
a

∫ ∞

0

(
K0

q(0)
1
a

e
1−a

a
(η+δ)t+

C(0)

q(0)
1
θ

(
e( 1−a

a
η− ρ

θ
)t − e

1−a
a

(η+δ)t
)

1−a
a

δ + ρ
θ

)
dt

(6.41)

=
(1− a)

1
a

q(0)
1
a

lim
t→∞

(
a

(
e

1−a
a

(η+δ)t − 1
)

(η + δ)(1− a)

(
K0− C(0)

1−a
a

δ + ρ
θ

)
+

C(0)
(
e( 1−a

a
η− ρ

θ
)t − 1

)

(1−a
a

η − ρ
θ
)(1−a

a
δ + ρ

θ
)

)
.
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H exÐswsh (6.41) gia na sugklÐnei sthn stajer� S0 prèpei na isqÔei ìti

C(0) = K0

(
δ
1− a

a
+

ρ

θ

)
. (6.42)

Gia na isqÔei h sunj kh egkarsiìthtac prèpei na isqÔei (1−a
a

η− ρ
θ
) < 0, autì

dhl¸nei ìti h sqèsh (6.41) sugklÐnei. LÔnontac wc proc to q(0) ja p�roume

q(0) =
(1− a)aa

(ρ− (1− a)η)a

(
K0

S0

)a

(6.43)

K(t) = K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

eδ( 1−a
a

)t − C(0)

q(0)
1
θ

∫ t

0
q(t)

1
a
q(τ)

1
θ

q(τ)
1
a

eδ( 1−a
a

)(t−τ)

e
ρ
θ
t

dτ

= K0

(
q(t)

q(0)

) 1
a

e−
ρ
θ
t = q(t)

1
a
(ρ− (1− a)η)

e
ρ
θ
t(1− a)

1
a a

S0. (6.44)

Antikajist¸ntac thn (6.44) sthn R(t) = 1−a
a

r(t)
q(t)

K(t) kaj¸c kai thn lÔsh gia
to q(0) ja èqoume

R =
1− a

a

r

q
K =

ρ− (1− a)η

a
S0e

(1−a)η−ρ
a

t. (6.45)

•

6.3 Par�rthma G
Ed¸ ja par�goume thn sunj kh tou Euler gia to prìblhma tou katanalwt 

thc q¸rac i. Ja arqÐsoume me thn èkfrash thc Qamiltonian c

J = u(c)e−ρt + ν[(r2 − δ)K2(t)− c2(t)] (6.46)

ìpou h metablht  ν eÐnai h tim  shadow tou eisod matoc kai h sun�rthsh u(c)-
pou suqn� onom�zetai sun�rthsh felicity -susqetÐzei thn ro  thc qrhsimìthtac
kat� �tomo sthn kat� �tomo posìthta thc katan�lwshc, c. Upojètoume ìti
h u(c) eÐnai aÔxousa wc proc c kai koÐlh -u′(c) > 0, u′′(c) < 0. Aut  h
koilìthta dhmiourgeÐ to ex c qarakthristikì: ta noikokuri� akoloujoÔn èna
sqetik� omoiìmorfo prìtupo sÔmfwna me to opoÐo to c eÐnai polÔ qamhlì se
k�poiec periìdouc kai polÔ uyhlì se �llec. EpÐshc upojètoume ìti h u(c)
ikanopoieÐ tic sunj kec Inada: u′(c) →∞ kaj¸c c → 0, kai u′(c) → 0 kaj¸c
c → ∞. O pollaplasiast c, e−ρt onom�zetai proexoflhtikìc par�gwn kai
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perikleÐei ton rujmì thc qronik c protÐmhshc, ρ > 0. MÐa jetik  tim  gia
to ρ shmaÐnei ìti ta utils apotomìntai ligìtero to argìtero pou lamb�nontai.
Upojètoume ìti ρ > n, k�ti to opoÐo dhl¸nei ìti h sun�thsh qrhsimìthtac U
eÐnai fragmènh èan to c eÐnai stajerì me to qrìno.

Oi prwtot�xiec sunj kec gia to mègisto thc sun�rthshc qrhsimìthtac
eÐnai

∂J

∂c
= 0 ⇒ ν = u′(c)e−ρt (6.47)

ν̇ = − ∂J

∂K2

⇒ ν̇ = −(r2 − δ)ν (6.48)

H exÐswsh (6.48) eÐnai gnwst  h exÐswsh tou Euler   o kanìnac tou Ramsey
thc bèltisthc apotamÐeushc.

H sunj kh egkarsiìthtac dÐnetai apì thn sqèsh:

lim
t→∞ =

Ki

eρtcθ
i

= 0 for i = 1, 2 (6.49)

E�n paragwgÐsoume thn sqèsh (6.47) wc proc ton qrìno kai antikatast -
soume to ν apì aut  thn exÐswsh gia to ν̇ apì thn exÐswsh (6.48), tìte ja
p�roume thn basik  sunj kh gia thn katan�lwsh wc proc ton qrono :

r = ρ−
(

du′/dt

u′

)
= ρ−

[
u′′(c) · c

u′(c)

]
· (ċ/c). (6.50)

Aut  h exÐswsh mac lèei ìti ta noikokuri� epilègoun thn katan�lwsh
ètsi ¸ste na exis¸soun ton rujmì apìdoshc, r, ston rujmì thc qronik c
protÐmhshc, ρ, sun ton rujmì meÐwshc thc oriak c qrhsimìthtac thc katan�l-
wshc, u′, lìgw thc aÔxhshc thc kat� kefal n katan�lwshc, c.

Upojètoume t¸ra ìti h u paÐrnei thn morf :

u(c) =
c(1−θ) − 1

(1− θ)
(6.51)

ìpou θ > 0. 'Oso megalÔtero eÐnai to θ, tìso taqÔterh eÐnai h meÐwsh sto u′(c)
se ap�nthsh thc aÔxhshc tou c kai epomènwc tìso ligìtero prìjuma eÐnai
ta noikokuri� na apodeqjoÔn parekklÐseic me to qrìno apì to omoiìmorfo
prìtupo tou c. Kaj¸c to θ proseggÐzei to 0, h sun�rthsh qrhsimìthtac teÐnei
na p�rei mÐa grammik  morf  wc proc to c. Aut  h grammikìthta shmaÐnei ìti
ta noikokuri� eÐnai adi�fora gia ton qrìno thc katan�lwshc e�n isqÔei r = ρ.

H morf  thc sun�trhshc u(c) sthn exÐswsh (6.51) dhl¸nei ìti h sunj kh
beltistopoÐhshc apì thn exÐswsh (6.50) aplopoieÐtai sthn parak�tw morf 

ċi/ci =
ri − δ − ρ

θ
for i = 1, 2.• (6.52)
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