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Συµβολισµοί

L/K = Επέκταση L πάνω από το K.

Fp = Σώµα µε p στοιχεία, p πρώτος

Fqn = Σώµα µε q στοιχεία, q πρώτος και n ϕυσικός.

F∗ = Η πολλαπλασιαστική οµάδα των µη µηδενικών στοιχείων του
σώµατος F.

F[X] = Ο δακτύλιος των πολυωνύµων µε συντελεστές στο σώµα F.

H ≤ G = H υποοµάδα της G.

H �G = H κανονική υποοµάδα της G.

charF = Χαρακτηριστική του σώµατος F.

Tr (α) = ΄Ιχνος του στοιχείου α.

min (α,Fq) = Το ελάχιστο πολυώνυµο του στοιχείου πάνω από το
σώµα Fq.

ordp (k) = Η τάξη του k mod p.

id = Ο ταυτοτικός αυτοµορφισµός της οµάδας Galois.

σi |K = Ο περιορισµός του αυτοµορφισµού σ, στο σύνολο K.

]{...} = Πληθικός αριθµός του συνόλου {...}.
Irr (α,K) = Το ελάχιστο πολυώνυµο του α πάνω από το K.

G(K/L) = Η οµάδα των αυτοµορφισµών της επέκτασης K/L.

deg p(x) = Ο ϐαθµός του πολυωνύµου p(x).

det(A) = Η ορίζουσα του πίνακα A.

In = Ο µοναδιαίος n× n πίνακας.

a|b = Το a διαιρεί το b.
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Πρόλογος

Το ενδιαφέρον για τις κανονικές ϐάσεις πάνω από πεπερασµένα σώ-
µατα και γενικά πάνω από επεκτάσεις Galois προήλθε κυρίως από τις
πρακτικές εφαρµογές. Υπάρχει εκτενής ϐιβλιογραφία που ασχολεί-
ται µε διάφορες ιδιότητες των κανονικών ϐάσεων. Το πλεονέκτηµα της
χρήσης τους για να αναπαραστήσουµε πεπερασµένα σώµατα, σηµειώθη-
κε για πρώτη ϕορά από τον Hensel το 1888. Με την εισαγωγή των
ϐέλτιστων κανονικών ϐάσεων, προβλήµατα που ϐρίσκουν εφαρµογή
σε διάφορα κρυπτογραφικά συστήµατα µπορούν πλέον να λυθούν µε
λιγότερο υπολογιστικό κόστος αφού οι πράξεις οι οποίες γίνονται όταν
χρησιµοποιούνται ϐέλτιστες κανονικές ϐάσεις, είναι πολύ λιγότερες.
Στην εργασία αυτή υπάρχει ο πλήρης χαρακτηρισµός των ϐέλτιστων
κανονικών ϐάσεων πεπερασµένων σωµάτων και πεπερασµένων επεκ-
τάσεων Galois.

Το Πρώτο κεφάλαιο ασχολείται µε κάποιες εισαγωγικές έννοιες που
αφορούν τις κανονικές ϐάσεις καθώς επίσης και την απόδειξη ύπαρξ-
ης κανονικών ϐάσεων σε (πεπερασµένες) επεκτάσεις Galois καθώς και
σε πεπερασµένα σώµατα. Επίσης, περιέχονται παραδείγµατα τέτοιων
κανονικών ϐάσεων, αναφέρεται η έννοια της δυϊκής ϐάσης µίας ϐάσης
(κύρια έννοια για τη συνέχεια) και κάποιες ϐοηθητικές προτάσεις που
την αφορούν. Το κεφάλαιο αυτό τελειώνει µε τον τρόπο µε τον οποίο
γίνεται αριθµητική σε πεπερασµένα σώµατα, µε τη χρήση κανονικών
ϐάσεων, τις δυσκολίες τις οποίες αντιµετωπίζουµε (κυρίως στον πολ-
λαπλασιασµό), το υπολογιστικό «κόστος» κατά τη χρήση κανονικών
ϐάσεων, αναφέρονται παραδείγµατα και έτσι προετοιµάζεται µε ϕυ-
σιολογικό τρόπο το επόµενο κεφάλαιο.

Το ∆εύτερο Κεφάλαιο περιέχει τον ορισµό των ϐέλτιστων κανονικών
ϐάσεων καθώς επίσης και κάποιες ϐοηθητικές προτάσεις των οποίων
γίνεται χρήση για την απόδειξη του Κεντρικού Θεωρήµατος µε το οποίο
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χαρακτηρίζονται οι ϐέλτιστες κανονικές ϐάσεις τυχαίας (πεπερασµέν-
ης) επέκτασης Galois µε την οποία κλείνει και το κεφάλαιο.

Η Μεταπτυχιακή εργασία, τελειώνει µε το Τρίτο Κεφάλαιο το οποίο
αναφέρεται στο ισοδύναµο του Κεντρικού Θεωρήµατος στην περίπτωση
των πεπερασµένων σωµάτων, την απόδειξη της ισοδυναµίας αυτής µέσω
του κεντρικού ϑεωρήµατος που αποδεικνύουµε στην εργασία και την
διάκριση των ϐέλτιστων κανονικών ϐάσεων πεπερασµένων σωµάτων σε
Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ.

Θα ήθελα σε αυτό το σηµείο να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα κα-
ϑηγητή µου Θεόδουλο Γαρεφαλάκη για τη συνολική συµβολή του και
την καθοδήγησή του καθ’ όλη τη διάρκεια της µελέτης και συγγραφής
της µεταπτυχιακής µου εργασίας, αλλά και όλους τους καθηγητές
που έτυχε να µου κάνουν µάθηµα στο µεταπτυχιακό πρόγραµµα από
τους οποίους έµαθα τόσα πολλά. Θα ήταν παράλειψή µου να µην
ευχαριστήσω ονοµαστικά τους Καθηγητές του Πανεπιστηµίου Κρήτης
Ν. Τζανάκη και Μ. Λάµπρου, κυρίως γιατί αποτελούν για µένα το πι-
ο καλό παράδειγµα ∆ΑΣΚΑΛΟΥ, το πρότυπο ενός σωστού επιστήµονα
και ανθρώπου αλλά και γιατί όλες τις ϕορές η συζήτηση µαζί τους ήταν
καρποφόρα.

Τέλος, νιώθω την ανάγκη να ευχαριστήσω την οικογένειά µου και
ιδιαίτερα τους γονείς µου που ήταν αρωγοί σε κάθε προσπάθειά µου.
Τους ευχαριστώ που κράτησαν καλά τα ¨χαλινάρια¨ τις στιγµές εκείνες
που χρειαζόταν, πράγµα που µε ϐοήθησε να πετύχω τα περισσότερα
απ’ όσα έχω κάνει έως τώρα. Για τα υπόλοιπα...ευχαριστώ την Ανάσ-
τα, συνοδοιπόρο µου τα τελευταία 5 χρόνια, για την αγάπη της, την
υποµονή της, αλλά και το κουράγιο που µου έδινε σε κάθε δύσκολη
στιγµή.

Αλέξανδρος Γ. Συγκελάκης
Ηράκλειο, Απρίλιος 2008
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1 Εισαγωγή

1.1 Πρώτα σώµατα

Ορισµός 1.1 ΄Ενα σώµα K0 ονοµάζεται πρώτο σώµα εάν δεν έχει
γνήσια υποσώµατα.

2

Πρόταση 1.1 (i) Κάθε σώµα K έχει ακριβώς ένα πρώτο σώµα K0 ως
υπόσωµα (Το K0 ονοµάζεται πρώτο σώµα του K).

(ii) Κάθε πρώτο σώµα K0 είναι ισοµορφικό µε το Q είτε µε το Z/pZ για
κάποιο πρώτο p (Εξαρτάται εάν charK0 = 0 ή charK0 = p > 0).

Απόδειξη:

(i) Η τοµή όλων των υποσωµάτων του K είναι υπόσωµα του K και
µάλιστα το µικρότερο υπόσωµα του K, άρα το πρώτο σώµα.

(ii) ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις

• charK0 = 0. Το σώµα K0 περιέχει µαζί µε το 1 και όλα τα
πολλαπλάσια n1 για n ∈ Z. Επειδή charK0 = 0, έχουµε
n1 6= 0 για n 6= 0. Θεωρούµε την απεικόνιση

φ : Q → K0
n

m
7→ n1

m1
, για n,m ∈ Z, m 6= 0

Η απεικόνιση φ είναι οµοµορφισµός και επειδή το Q είναι
σώµα και εποµένως δεν έχει άλλα ιδεώδη εκτός από το Q
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και το τετριµµένο, είναι µονοµορφισµός. ΄Αρα η εικόνα φ (Q)
είναι ένα υπόσωµα τουK0 και ισόµορφο προς το Q. Επειδή το
K0 είναι πρώτο, συµπεραίνουµε ότι φ (Q) = K0 και εποµένως
K0
∼= Q.

• charK0 = p, p πρώτος. Το ότι charK0 = p, p πρώτος, σηµαίνει
ότι n1 = 0, εάν και µόνο εάν p|n. ΄Αρα η απεικόνιση

f : Z → K0

n 7→ n1,

είναι οµοµορφισµός µε πυρήνα Kerf , το κύριο ιδεώδες <
p >= pZ. Εποµένως Z/pZ ∼= f(Z). Επειδή το ιδεώδες pZ
είναι µέγιστο και µη τετριµµένο, ο δακτύλιος Z/pZ είναι σώ-
µα και µάλιστα το σώµα Zp των ακεραίων modp. ΄Αρα το f(Z)
είναι ένα υπόσωµα του K0 και επειδή το K0 είναι πρώτο, έ-
χουµε f(Z) = K0. Από αυτό συµπεραίνουµε ότι K0

∼= Zp.

2

Παρατήρηση: Από την παραπάνω πρόταση συµπεραίνεται ότι από
αλγεβρική άποψη τα πρώτα σώµατα είναι : Το σώµα Q των ϱητών και
όλα τα σώµατα Zp, όπου p ένα πρώτος ακέραιος αριθµός.

Πρόταση 1.2 ΄Εστω K σώµα, K0 το αντίστοιχο πρώτο σώµα του K, p
πρώτος αριθµός και πολυώνυµο f(x) = xp−1+xp−2+· · ·+x+1 ∈ K0[x].

(i) Αν charK = 0 τότε το f(x) είναι ανάγωγο πάνω από το K0.

(ii) Αν charK = p > 2 τότε το f(x) δεν είναι ποτέ ανάγωγο πάνω από
το K0.
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(iii) Αν charK = p = 2 τότε το f(x) είναι ανάγωγο πάνω από το K0.

(iv) Αν charK = l 6= p µε l πρώτο, τότε το f(x) είναι ανάγωγο πάνω
από το K0 αν-ν ordp (l) = p− 1.

Απόδειξη:

(i) Λόγω της Πρότασης 4.1 το f(x) είναι ανάγωγο πάνω από το Q και
λόγω του (1.1) είναι ανάγωγο πάνω από το K0.

(ii) Είναι προφανές. Αφού έχει ως ϱίζα το 1, άρα αναλύεται στο K0

σαν γινόµενο ενός πρωτοβάθµιου πολυωνύµου επί ένα πολυώνυ-
µο ϐαθµού p− 1 ≥ 1.

(iii) Είναι επίσης προφανές, αφού τότε f(x) = x + 1 το οποίο είναι
ανάγωγο.

(iv) • Ας υποθέσουµε ότι charK = l και ordp (l) = p− 1. Λόγω της
Πρότασης 1.1 έχουµεK0

∼= Fl. Ας υποθέσουµε ότι ζ είναι µία
ϱίζα του f(x). Τότε ζp = 1 και ζ 6= 1 άρα ord (ζ) = p. Εάν
m(x) είναι το Irr (ζ,Fl) µε degm(x) = d τότε Fl(ζ) = Fld και
ord (ζ)|ld− 1 δηλαδή ld ≡ 1 (mod p). ΄Οµως ordp (l) = p− 1
άρα p−1|d και αφού d ≤ p−1 άρα p−1 = d. Συνεπώς αφού
τα f(x),m(x) είναι και τα δύο µονικά µε τον ίδιο ϐαθµό και
m(x)|f(x), άρα ταυτίζονται συνεπώς f(x) ανάγωγο .

• Ας υποθέσουµε, αντίστροφα, ότι το f(x) είναι ανάγωγο πάνω
από το Fl. Αν ζ ϱίζα του f(x) τότε αφού f(x) ανάγωγο, έχουµε
ότι αφενός Irr (ζ,Fl) = f(x) και αφετέρου ότι ζ ∈ Fl(ζ) =
Flp−1. Αν υποθέσουµε ότι ord(l) = d, τότε ld ≡ 1 (mod p).
Επίσης, αφού l 6= p, άρα lp−1 ≡ 1 (mod p), συνεπώς d|p− 1.
΄Οµως ζp = 1 άρα ζ l

d−1 = 1
(
αφού ld ≡ 1 (mod p)

)
δηλαδή

ζ l
d

= ζ που δείχνει ότι ζ ∈ Fld κι έτσι Fl(ζ) ⊆ Fld και τελικά
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Flp−1 ⊆ Fld που δείχνει ότι p−1|d άρα τελικά p−1 = d κι έτσι
ord (l) = p− 1.

2

Πρόταση 1.3 ΄Εστω K σώµα, K0 το αντίστοιχο πρώτο σώµα του K και
p πρώτος αριθµός. Τότε, το πολυώνυµο f(x) = xp−1 +xp−2 + · · ·+x+ 1
είναι ανάγωγο πάνω από το K αν-ν είναι ανάγωγο πάνω από το K0

και επιπλέον K0(ζ) ∩ K = K0, όπου ζ είναι µία ϱίζα του f(x) σε µία
επέκταση του K.

Απόδειξη:

• Ας υποθέσουµε αρχικά ότι f(x) ανάγωγο πάνω από το K. Τότε
f(x) ανάγωγο πάνω από το K0 και µένει να δείξουµε ότι K0(ζ) ∩
K = K0. Προφανώς L := K0(ζ)∩K ⊇ K0 άρα έχουµε K0 ⊆ L ⊆
K0(ζ). Η επέκταση K0(ζ)/K0 είναι Galois ϐαθµού p− 1 και έχει
οµάδα Galois την

G = {σi : 1 ≤ i ≤ p− 1, σi(ζ) = ζ i}.

Επίσης, η επέκταση K0(ζ)|L είναι Galois ϐαθµού, ας υποθέ-
σουµε d, µε αντίστοιχη οµάδα Galois την

H = {τi : 1 ≤ i ≤ d− 1}.

Από το ϑεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois έχουµε ότι H ≤
G.

΄Αρα εάν δείξουµε ότι για κάθε β ∈ L, έχουµε ότι σi(β) = β
(δηλαδή οι σi σταθεροποιούν το L), εχουµε τελειώσει αφού τότε
H ≤ G και τα τi ϑα ταυτίζονται µε τα σi, άρα H = G οπότε
L = K0.
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K(ζ)

K0(ζ)

uuuuuuuuu

K

p−1
Galois

DDDDDDDDD

K0

p−1
Galois

IIIIIIIII

zzzzzzzzz

΄Εστω G′ η οµάδα Galois της επέκτασης K(ζ)/K. Τότε

G′ = {ρi : 1 ≤ i ≤ p− 1, ρi(ζ) = ζ i}

και ισχύει ρi |K0(ζ)
= σi. ΄Αρα

σi(β) = ρi |K0(β)
(β)

β∈K0(ζ)
= ρi(β) = 1β

• Ας υποθέσουµε, αντίστροφα ότι L = K0 και έστω G = {σi}, G′ =
{ρi} οι οµάδες Galois των επεκτάσεων K0(ζ)/L (δηλαδή της
K0(ζ)/K0) καιK(ζ)/K αντίστοιχα. Θεωρούµε την καλά ορισµένη
απεικόνιση

θ : G′ → G

ρi 7→ ρi |K0(ζ)

Εύκολα ελέγχουµε ότι είναι οµοµορφισµός. Επίσης

ker θ = {ρi ∈ G′ : θ(ρi) = id} = {ρi ∈ G′ : ρi |K0(ζ)
= id}

(?)
= {id τoυ K(ζ)}

1Αφού β ∈ K και οι ρi σταθεροποιούν το K.
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όπου η (?) ισχύει διότι ο ρi σταθεροποιεί το K0(ζ) άρα και το ζ.
΄Οµως σταθεροποιεί και τοK εξ’ορισµού, άρα τελικά σταθεροποιεί
και το K(ζ) δηλαδή είναι ο id του K(ζ).

΄Αρα ο θ είναι µονοµορφισµός. Θα δείξουµε ότι είναι και επιµορ-
ϕισµός. Επειδή σ ∈ G, άρα ο σ χαρακτηρίζεται πλήρως από τη
δράση του στο ζ και έτσι ϑα πρέπει να στέλνει το ζ σε κάποια άλλη
ϱίζα του αναγώγου πολυωνύµου δηλαδή σε κάποια άλλη πρωταρ-
χική p−ϱίζα της µονάδος.΄Οµως όλες οι πρωταρχικές p−ϱίζες της
µονάδος είναι της µορφής ζ i για 1 ≤ i ≤ p−1. Συνεπώς σ(ζ) = ζj

για κάποιο j, µε 1 ≤ j ≤ p − 1. ∆ιαλέγουµε λοιπόν ρ ∈ G′ ώστε
ρ(ζ) = ζj. Τότε ρ|K0(ζ) = σ κι έτσι τελικά θ(ρ) = σ. ΄Αρα ο θ είναι
και επιµορφισµός.

2

Παρατήρηση: Οι παραπάνω προτάσεις χαρακτηρίζουν πλήρως τις
περιπτώσεις στις οποίες το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο πάνω από
οποιοδήποτε σώµα K.
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1.2 Κανονικές Βάσεις

Ορισµός 1.2 Ας είναι L/K µία πεπερασµένη επέκταση Galois ϐαθµού
n και G := G(L/K) η αντίστοιχη οµάδα Galois. Μία ϐάση του L πάνω
από τοK, ονοµάζεται κανονική εάν είναι της µορφής (σα)σ∈G µε α ∈ L.

2

Παράδειγµα 1.1 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε το πεπερασµένο σώµα F23

πάνω από το F2 και α ϱίζα του αναγώγου πολυωνύµου x3+x+1 ∈ F2[x].
Ως γνωστόν, όλες οι επεκτάσεις πεπερασµένων σωµάτων είναι επεκτάσε-
ις Galois και το σύνολο {1, α, α2} αποτελεί ϐάση της επέκτασης F23/F2.
Το σύνολο {α, α2, α22

= α2 + α} δεν αποτελεί ϐάση της επέκτασης,
ενώ εάν επιλέξουµε β = α3 = α + 1 τότε το σύνολο {β = α + 1, β2 =
α2 + 1, β22

= α} είναι γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο πάνω από το F2

άρα αποτελεί F2−ϐάση του F23 οπότε κανονική ϐάση.

2

Γεννιέται λοιπόν ϕυσιολογικά το ερώτηµα εάν κάθε επέκταση Galois
έχει κανονική ϐάση. Η απάντηση είναι ϑετική και την παραθέτουµε
παρακάτω.

1.2.1 ΄Υπαρξη κανονικής ϐάσης σε επεκτάσεις Galois

Πρόταση 1.4 ΄Εστω L/K επέκταση Galois ϐαθµού n, το K να έχει
πλήθος στοιχείων µεγαλύτερο του n(n−1) καιG = {σ1, . . . , σn} η αντίσ-
τοιχη οµάδαGalois. Τότε υπάρχει θ ∈ L τέτοιο, ώστε τα σ1(θ), . . . , σn(θ)
να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
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Απόδειξη:

Η L/K είναι διαχωρίσιµη επέκταση άρα υπάρχει α ∈ L τέτοιο ώστε
L = K(α). ΄Εστω f(x) = Irr (α,K), σi(α) = αi µε α = α1 και

g(x) =
f(x)

(x− α1)f ′(α1)
:= g1(x),

gi(x) = σi (g(x)) =
f(x)

(x− αi)f ′(αi)
, i = 2, . . . , n.

Παρατηρούµε ότι f ′(αi) 6= 0, i = 1, . . . , n, διότι αi 6= αj για i 6= j
(λόγω διαχωρισιµότητας).

Συνεπώς gi(x) ∈ L[x], i = 1 . . . , n και έχει ως ϱίζα κάθε αk µε k 6= i.

΄Αρα
gi(x)gk(x) ≡ 0 (mod f(x)) (1.1)

Αυτό συµβαίνει διότι για να διαιρείται ένα πολυώνυµο από το f(x),
αρκεί να έχει τουλάχιστον ως ϱίζες, τις ϱίζες του f(x).

Το πολυώνυµο g1(x) + · · ·+ gn(x)− 1 έχει ϐαθµό το πολύ n− 1 και
από την άλλη έχει τα αi, i = 1 . . . , n ως ϱίζες διότι gi(αi) = 1 και
gi(αk) = 0, i 6= k. ΄Αρα

g1(x) + · · ·+ gn(x)− 1 = 0 (1.2)

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία µε gi(x), i = 1, . . . , n και κάνοντας
χρήση της σχέσης (1.1), παίρνω ότι

(gi(x))2 ≡ gi(x) (mod f(x)) (1.3)

Θεωρούµε τώρα την ορίζουσα

D(x) = det (σiσk (g(x))) ∈ L[x], i, k = 1, . . . , n
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και ϑα δείξουµε ότι D(x) 6= 0. Αρκεί να δείξουµε ότι D2(x) 6= 0.

΄Οµως

D2(x) = det (σiσk (g(x))) det (σiσk (g(x)))

= det (σiσk (g(x))) det (σkσi (g(x)))

= det ((σiσj (g(x))) · (σkσi (g(x)))) . (1.4)

Το τυπικό στοιχείο Aij του πίνακα µέσα στην ορίζουσα, είναι το ά-
ϑροισµα

Aij =
n∑
k=1

σiσk(g(x)) · σjσk(g(x)) =
n∑
k=1

σi(gk(x)) · σj(gk(x))

και εξ’ ορισµού των gi(x) έχουµε διαδοχικά

σi(gk(x)) = σj(gk(x)) ⇐⇒ σiσk(α) = σjσk(α)⇐⇒ σiσk = σjσk

⇐⇒ σi = σj ⇐⇒ i = j.

(i) Εάν i = j τότε

Aii =
n∑
k=1

(σj(gk(x)))2 (?)
=

n∑
r=1

(gr(x))2

(1.3)
≡

n∑
r=1

gr(x)
(1.2)
= 1 (mod (f(x))

για κάποιο r ∈ {1, . . . , n}.

Σηµείωση: Αξίζει να σηµειώσουµε ότι σi(gk(x)) = gr(x) για κάποιο
r ∈ {1, . . . , n} και µάλιστα για διαφορετικό i παίρνω και δι-
αφορετικό σi(gk(x)) δηλαδή διαφορετικό r ώστε σi(gk(x)) = gr(x),
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οπότε πράγµατι η άθροιση στην ισότητα (?) είναι πάνω σε όλα τα
r ∈ {1, . . . , n} καθώς το k διατρέχει τα 1, . . . , n.

(ii) Εάν i 6= j τότε από τα παραπάνω έχουµε σi(gk(x)) 6= σj(gk(x)),
συνεπώς λόγω της σχέσης (1.1), έχουµε

Aij ≡ 0 (mod f(x)).

Συγκεντρώνοντας λοιπόν τα παραπάνω, το γινόµενο των πινάκων µέ-
σα στην ορίζουσα, έχει στην κύρια διαγώνιο το 1 (mod f(x)) και παν-
τού αλλού το 0 (mod (f(x)), άρα

D2(x) ≡ 1 (mod f(x)).

Το D(x) έχει ϐαθµό το πολύ n(n− 1) άρα έχει πεπερασµένο πλήθος
ϱιζών στο K οπότε εάν το K έχει περισσότερα από n(n − 1) στοιχεία
(πόσο µάλλον όταν έχει άπειρα στοιχεία), υπάρχει στοιχείο β ∈ K

τέτοιο, ώστε D(β) 6= 0. Θέτουµε

θ = g(β).

Τότε D(β) = det(σiσk(θ)) 6= 0.

΄Εστω τώρα ότι υπάρχει µη τετριµµένος γραµµικός συνδυασµός

k1σ1(θ) + · · ·+ knσn(θ) = 0, ki ∈ K, όχι όλα µηδέν.

Εφαρµόζωντας σε αυτόν, τον αυτοµορφισµό σi, i = 1, . . . , n παίρνουµε
n εξισώσεις µε αγνώστους τα ki

k1σiσ1(θ) + · · ·+ knσiσn(θ) = 0, i = 1, . . . , n

δηλαδή το οµογενές σύστηµα
n∑
k=1

xkσiσk(θ) = 0, i = 1, . . . , n
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έχει τη µη µηδενική λύση k1, . . . , kn οπότε η ορίζουσά του, det(σiσk(θ)) =
D(β) = 0, άτοπο. ΄Αρα

ki = 0, i = 1, . . . , n

άρα τα σ1(θ), . . . , σn(θ) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

2

Πόρισµα 1.1 Μία πεπερασµένη επέκταση Galois, έστω L/K ϐαθµού
n µε πλήθος στοιχείων του K µεγαλύτερο του n(n − 1), έχει πάντοτε
κανονική ϐάση.

Πόρισµα 1.2 Μία άπειρη επέκταση Galois, έστω L/K έχει πάντοτε
κανονική ϐάση.

Τί γίνεται όµως στην περίπτωση που το πλήθος των στοιχείων του
K είναι πεπερασµένο και µικρότερο ή ίσο από n(n − 1) ; Σε αυτή
την περίπτωση έχουµε να κάνουµε µε επέκταση πεπερασµένου σώµα-
τος και η απόδειξη διαφέρει από την παραπάνω. Την παραθέτουµε
παρακάτω.

1.2.2 Κανονική ϐάση σε πεπερασµένα σώµατα

Για να δείξουµε το Θεώρηµα ύπαρξης κανονικής ϐάσης στην περίπτωση
πεπερασµένων σωµάτων ϑα κάνουµε χρήση ορισµένων ϐασικών προ-
τάσεων της Γραµµικής ΄Αλγεβρας.

Ορισµός 1.3 Ας είναι V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα
F, T : V → V µία γραµµική απεικόνιση και Id : V → V η ταυτοτική
γραµµική απεικόνιση. Για κάθε πολυώνυµο F[x] 3 p(x) = anx

n + · · ·+
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a1x + a0, ορίζουµε τον τελεστή p(T ) := anT
n + · · ·+ a1T + a0Id, όπου

T k = T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
k συνθέσεις

.

2

Πρόταση 1.5 Ας είναι V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα
F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση . Τότε

(i) Εάν F[x] 3 p(x) = anx
n+· · ·+a1x+a0, τότε το p(T ) είναι γραµµική

απεικόνιση του διανυσµατικού χώρου V πάνω από το σώµα F.

(ii) Το σύνολο A των πολυωνύµων p(x) ∈ F[x] για τα οποία p(T ) = 0,
είναι ιδεώδες του F[x].

Απόδειξη:

(i) • ΄Εστω v1, v2 ∈ V . Τότε

p(T )(v1 + v2) = anT
n(v1 + v2) + · · ·+ a1T (v1 + v2)

+ a0Id(v1 + v2)

= an[T
n(v1) + T n(v2)] + · · ·+ a1[T (v1) + T (v2)]

+ a0(v1 + v2)

= p(T )(v1) + p(T )(v2)

• Για κάθε λ ∈ F και v ∈ V έχουµε

p(T )(λv) = anT
n(λv) + · · ·+ a1T (λv) + a0Id(λv)

= λ(anT
n + · · ·+ a1T + a0Id) = λp(T )(v)

(ii) Το σύνολο A είναι υποδακτύλιος του F[x] διότι εάν p, q ∈ A τότε
(p+ q)(T ) = p(T ) + q(T ) = 0 και (pq)(T ) = p(T )q(T ) = 0.

Τέλος, λόγω της (pf)(T ) = p(T )f(T ) = 0 για κάθε p ∈ A, f ∈
F[X], το σύνολο A είναι ιδεώδες του F[x].
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2

Ορισµός 1.4 ΄Εστω V , ένας n-διάστατος διανυσµατικός χώρος πάνω
από το σώµα F. Το σύνολο όλων των γραµµικών απεικονίσεων από το
V στο V το συµβολίζουµε µε L(V, V ) και είναι διανυσµατικός χώρος
πάνω από το σώµα F διάστασης n2 αφού είναι ισόµορφος µε το σύνολο
Mn×n(F) των n× n πινάκων µε στοιχεία από το F.

2

Πρόταση 1.6 ΄Εστω V , ένας n-διάστατος διανυσµατικός χώρος πάνω
από το σώµα F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση. Τότε υπάρχει
µη µηδενικό πολυώνυµο p(x) ∈ F[x] τέτοιο, ώστε p(T ) = 0.

Απόδειξη:

Παίρνουµε τις n2 + 1 γραµµικές απεικονίσεις Id, T, T 2, . . . , T n
2. Κα-

ϑώς ο διανυσµατικός χώρος L(V, V ) των γραµµικών απεικονίσεων του
V στο V έχει διάσταση n2 πάνω από το F, άρα πρέπει οι παραπάνω
γραµµικές απεικονίσεις να είναι γραµµικώς εξαρτηµένες. ∆ηλαδή για
κάποια c0, c1, . . . , cn2 ∈ F, όχι όλα µηδέν, ισχύει cn2T n

2

+ · · · + c1T +
c0Id = 0. Τότε το πολυώνυµο

p(x) = cn2xn
2

+ · · ·+ c1x+ c0,

είναι το Ϲητούµενο.

2

Πόρισµα 1.3 Το ιδεώδες A του F[X] που ορίσαµε στην Πρόταση 1.12
δεν είναι το µηδενικό.
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2

Παρατήρηση: Εάν ϑεωρήσουµε το σύνολο όλων των ϐαθµών των
πολυωνύµων του συνόλου A, τότε αυτό είναι σύνολο ϕυσικών άρα
περιέχει ελάχιστο στοιχείο το οποίο χρησιµοποιούµε όπως ϕαίνεται
στον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 1.5 Ας είναι V ένας πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικός
χώρος πάνω από το σώµα F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση .

Ελάχιστο πολυώνυµο m(x) της γραµµικής απεικόνισης T είναι ένα
µονικό πολυώνυµο ελαχίστου ϐαθµού για το οποίο ισχύει m(T ) = 0.

2

Πρόταση 1.7 Το ελάχιστο πολυώνυµο είναι µοναδικό.

Απόδειξη:

Εάν υπήρχε m′(x) 6= m(x) µονικό και τέτοιο, ώστε m′(T ) = 0, τότε
τοm′(x)−m(x) έχει µικρότερο ϐαθµό από τοm(x) και (m′−m)(T ) =
m′(T )−m(T ) = 0, άραm′−m ∈ A, άτοπο λόγω της ελαχιστότητας του
ϐαθµού τουm(x). ΄Αρα τοm′(x)−m(x) είναι το µηδενικό πολυώνυµο,
συνεπώς m′(x) = m(x).

2

Πρόταση 1.8 Ας είναι V ένας πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικός
χώρος πάνω από το σώµα F, v ∈ V και T : V → V µία γραµµική
απεικόνιση . Ανm(x) = xk+ak−1x

k−1 + · · ·+a1x+a0 είναι το ελάχιστο
πολυώνυµο της γραµµικής απεικόνισης T και vi = T i(v), i = 0, 1, . . .
τότε κάθε ένα από τα διανύσµατα vk+i, i = 0, 1, . . . είναι γραµµικός
συνδυασµός των v0, v1, . . . , vk−1.
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Απόδειξη:

Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο της ισχυρής επαγωγής επί του i. Για
i = 0 έχουµε vk = T k(v) = −ak−1T

k−1(v)− · · · − a1T (v)− a0v. ΄Εστω
i ≥ 1 και υποθέτουµε ότι ισχύει για όλα τα i ≤ r. Τότε

vk+r+1 = T k+r+1(v) = T
(
T k+r(v)

)
(επαγωγική υπόθεση)

= T
(
bk−1T

k−1(v) + · · ·+ b1T + b0Id
)

= bk−1T
k(v) + bk−2T

k−1 + · · ·+ b1T
2(v) + b0T (v)

= bk−1
(
−ak−1T

k−1(v)− · · · − a1T (v)− a0v
)

+ bk−2T
k−1 + · · ·+ b1T

2(v) + b0T (v)

= (−ak−1bk−1 + bk−2)T
k−1(v) + · · ·+ (−a1bk−1 + b0)T (v)

− a0bk−1v.

2

Πρόταση 1.9 Ας είναι V ένας πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικός
χώρος πάνω από το σώµα F και T : V → V µία γραµµική απεικόν-
ιση . Εάν m(x) είναι το ελάχιστο πολυώνυµο της T και p(x) ∈ F[x]
πολυώνυµο µε p(T ) = 0, τότε m(x)|p(x).

Απόδειξη:

Προκύπτει άµεσα εάν κάνουµε τη διαίρεση του p(x) µε τοm(x). Τότε,
εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης δεν είναι το µηδενικό πολυώνυµο, ϑα
είχαµε ένα πολυώνυµο µικρότερου ϐαθµού από το m(x) και το οποίο
µηδενίζεται από την T , άτοπο λόγω της ελαχιστότητας του ϐαθµού του
m(x).

2
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Ορισµός 1.6 Ας είναι V ένας n-διάστατος διανυσµατικός χώρος πάνω
από το σώµα F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση . Χαρακ-
τηριστικό πολυώνυµο της T µε αντίστοιχο πίνακα Mn×n ονοµάζουµε το
πολυώνυµο det(xI −M), όπου I ο µοναδιαίος n× n πίνακας.

2

Η ακόλουθη Πρόταση, γνωστή και ως Θεώρηµα των Cayley - Hamil-
ton , περιέχεται σε όλα τα ϐιβλία Γραµµικής ΄Αλγεβρας στα οποί-
α µπορεί να ανατρέξει ο αναγνώστης προκειµένου να διαβάσει την
απόδειξη.

Πρόταση 1.10 Ας είναι V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώ-
µα F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση . Εάν f(x) είναι το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο της T , τότε f(T ) = 0 δηλαδή m(x)|f(x),
όπου m(x) το ελάχιστο πολυώνυµο της T .

2

Ορισµός 1.7 Ας είναι V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα
F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση . ΄Ενα διάνυσµα v ∈ V

ονοµάζεται κυκλικό εάν τα διανύσµατα T k(v), k = 0, 1, . . . παράγουν
τον V .

2

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος ύπαρξης κανονικής ϐάσης σε πεπερασ-
µένα σώµατα ϑα προκύψει µε τη ϐοήθεια των παρακάτω δύο ληµ-
µάτων.
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Λήµµα 1.1 Ας είναι V ένας διανυσµατικός χώρος διάστασης n πάνω
από το σώµα F και T : V → V µία γραµµική απεικόνιση . Τότε για την
T υπάρχει κυκλικό διάνυσµα v ∈ V αν και µόνο εάν το χαρακτηριστικό
χ(x) και το ελάχιστο πολυώνυµο m(x) της T ταυτίζονται.

2

Λήµµα 1.2 (Λήµµα του Artin ) Εάν ψ1, . . . , ψm είναι διακεκριµένοι
οµοµορφισµοί από µία οµάδα G στην πολλαπλασιαστική οµάδα των µη
µηδενικών στοιχείων F∗ ενός σώµατος F και α1, . . . , αm στοιχεία του
σώµατος F όχι όλα µηδέν. Τότε για κάποιο g ∈ G ισχύει

α1ψ1(g) + · · ·+ αmψm(g) 6= 0

Απόδειξη:

Η απόδειξη ϑα γίνει µε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής επί του
m. Γιαm = 1 είναι ϕανερή η ισχύς της πρότασης οπότε υποθέτουµε ότι
m > 1 και ότι η πρόταση ισχύει για τυχαίουςm−1 οµοµορφισµούς. Ας
πάρουµε ψ1, . . . , ψm και α1, . . . , αm όπως στο Λήµµα. Εάν α1 = 0 τότε
η επαγωγική υπόθεση δίνει το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. ΄Εστω λοιπόν
ότι α1 6= 0 και ας υποθέσουµε αντίθετα από το Ϲητούµενο, ότι

α1ψ1(g) + · · ·+ αmψm(g) = 0, για κάθε g ∈ G. (1.5)

Καθώς ψ1 6= ψm, άρα υπάρχει h ∈ G τέτοιο ώστε ψ1(h) 6= ψm(h).
Τότε, ϐάζοντας στη σχέση (1.5) στη ϑέση του g, το hg παίρνουµε

α1ψ1(h)ψ1(g) + · · ·+ αmψm(h)ψm(g) = 0, για κάθε g ∈ G.

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία µε ψm(h)−1 (το αντίστροφο αυτού
του στοιχείου υπάρχει καθώς ψm(h) ∈ F∗) παίρνουµε

b1ψ1(g) + · · ·+ bm−1ψm−1(g) + bmψm(g) = 0, για κάθε g ∈ G,
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όπου bi = αiψi(h)ψm(h)−1, 1 ≤ i ≤ m− 1. Αφαιρώντας την τελευταία
από την σχέση (1.5) ϕτάνουµε στην

c1ψ1(g) + · · ·+ cm−1ψm−1(g) = 0, για κάθε g ∈ G,

όπου ci = a1−bi, 1 ≤ i ≤ m−1. ΄Οµως το c1 = a1−a1ψ1(h)ψm(h)−1 =
a1
(
1− ψ1(h)ψm(h)−1

)
6= 0, που έρχεται σε αντίφαση µε την επαγ-

ωγική υπόθεση.

2

Θεώρηµα 1.1 Για κάθε πεπερασµένο σώµα K και κάθε πεπερασµένη
επέκταση F του K, υπάρχει κανονική ϐάση του F πάνω από το K.

Απόδειξη:

΄Εστω K = Fq και F = Fqm, m ≥ 2. Η επέκταση ως πεπερασ-
µένη είναι Galois, άρα η αντίστοιχη οµάδα Galois είναι κυκλική και
παράγεται από ένα στοιχείο σ. Συνεπώς όλοι οι αυτοµορφισµοί είναι οι
id, σ, . . . , σm−1 µε σ(α) = αq, α ∈ F . Επειδή σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)
και σ(cα) = σ(c)σ(α) = cσ(α), για α, β ∈ F και c ∈ K, η απεικόνιση
σ µπορεί να ϑεωρηθεί ως γραµµική απεικόνιση του διανυσµατικού
χώρου F πάνω από το σώµα K. Καθώς σm = id, άρα για το πολυώνυ-
µο p(x) = xm − 1 ∈ K[x] ισχύει p(σ) = 0 και έτσι εάν εφαρµόσουµε
το Λήµµα 1.2 στους id, σ, . . . , σm−1 τους οποίους ϐλέπουµε ως ενδο-
µορφισµούς του F∗, ϐλέπουµε ότι κανένα µη µηδενικό πολυώνυµο στο
K[x] µε ϐαθµό µικρότερο από m δεν µηδενίζεται από το σ. Συνεπώς
το πολυώνυµο xm − 1 είναι το ελάχιστο πολυώνυµο της γραµµικής
απεικόνισης σ. Καθώς το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του σ είναι
µονικό ϐαθµού m που διαιρείται από το ελάχιστο, προκύπτει ότι το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο της γραµµικής απεικόνισης σ είναι επίσης
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το xm − 1. Τότε όµως, από το Λήµµα 1.1, υπάρχει στοιχείο α ∈ F τέ-
τοιο ώστε τα α, σ(α), σ2(α), . . . να παράγουν τον F . Από την άλλη, τα
στοιχεία σk(α) για k ≥ m (σm(α) = α) επαναλαµβάνονται και έτσι
προκύπτει ότι τα α, σ(α), σ2(α), . . . , σm−1 παράγουν τον F δηλαδή δί-
νουν µία ϐάση του F πάνω από το K. Καθώς αυτή η ϐάση περιέχει το
α και όλα τα συζυγή του ως προς το K, άρα είναι κανονική ϐάση του
F πάνω από το K.

2
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1.3 ∆υϊκή Βάση Επέκτασης

Ορισµός 1.8 Ας είναι L/K µία πεπερασµένη επέκταση Galois µε αν-
τίστοιχη οµάδα Galois την G. Ονοµάζουµε ίχνος του στοιχείου α ∈ L
και το συµβολίζουµε µε Tr (α), το

Tr (α) =
∑
σ∈G

σα.

Σηµείωση: Tr (α) ∈ K διότι κάθε αυτοµορφισµός ρ ∈ G το στα-
ϑεροποιεί.

2

Πρόταση 1.11 ΕάνL/K διαχωρίσιµη επέκταση ϐαθµού n, η {a1, . . . , an}
είναι ϐάση της και u1, . . . , un ∈ K τυχαία, τότε υπάρχει µοναδικό λ ∈ L,
τέτοιο ώστε

Tr (λ · ai) = ui, i = 1, · · · , n

Απόδειξη:

Αναζητούµε x1 · · · , xn ∈ K, λ = x1a1 + · · ·+ xnan τέτοια ώστε

Tr ((x1a1 + · · ·+ xnan) ai) = ui, i = 1, . . . , n

δηλαδή ϑέλω

(Tr (aiaj))i,j · (x1, . . . , xn)
> = (u1, . . . , un)

>

΄Οµως ο πίνακας (Tr (aiaj))i,j είναι µη ιδιάζων άρα έχει ορίζουσα διάφορη
του µηδενός. Συνεπώς υπάρχει µία ακριβώς λύση (x1, . . . , xn).

2
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Πόρισµα 1.4 Μπορούµε να ϐρούµε a∗1, . . . , a
∗
n τέτοια ώστε

Tr (a∗iaj) =

{
1,αν i = j
0,αν i 6= j

Μάλιστα τα a∗1, . . . , a
∗
n είναι γραµµικώς ανεξάρτητα .

Απόδειξη:

Λόγω της Πρότασης 1.11 µπορούµε να επιλέξουµε µοναδικά a∗i , i =
1, . . . , n τέτοια ώστε

Tr (a∗1 · aj) = δ1j (Επιλέγω uj = δ1j)

Tr (a∗2 · aj) = δ2j (Επιλέγω uj = δ2j)
...

Tr (a∗n · aj) = δnj (Επιλέγω uj = δnj)

Για την γραµµική τους ανεξαρτησία, ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν
k1, . . . , kn ∈ K τέτοια ώστε

k1a
∗
1 + . . .+ kna

∗
n = 0.

Τότε για κάθε j = 1, . . . , n έχω (πολλαπλασιάζω την παραπάνω µε aj)

k1a
∗
1aj + . . .+ kja

∗
jaj + . . .+ kna

∗
naj = 0⇒

k1δ1j + . . .+ kjδjj + . . .+ knδnj = 0⇒
kj = 0, ∀j = 1 . . . n

2
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Ορισµός 1.9 Τα a∗1, . . . , a
∗
n ∈ L αποτελούν τη δυϊκή ϐάση της a1, . . . , an.

2

Παράδειγµα 1.2 Θα ϐρούµε τη δυϊκή ϐάση της συνήθους ϐάσης {1,
√

2}
της επέκτασης Galois Q(

√
2)/Q µε αντίστοιχη οµάδα Galois G την

G = {id, σ} όπου σ(1) = 1 και σ(
√

2) = −
√

2.

Εάν a1 = 1, a2 =
√

2 και a∗1 = λ11a1 + λ12a2, a
∗
2 = λ21a1 + λ22a2, τότε

a∗1a1 = λ11 + λ12
√

2

a∗1a2 = 2λ12 + λ11
√

2

a∗2a1 = λ21 + λ22
√

2 και

a∗2a2 = 2λ22 + λ21
√

2

κι έτσι Tr (a∗1a1) = id(λ11 +λ12
√

2)+σ(λ11 +λ12
√

2) = 2λ11 άρα πρέπει
2λ11 = 1 απ’όπου λ11 = 1

2. ΄Οµοια Tr (a∗1a2) = 4λ12, Tr (a∗2a1) = 2λ21

και Tr (a∗2a2) = 4λ22 και έτσι λ12 = λ21 = 0 ενώ λ22 = 1
4 συνεπώς η

Ϲητούµενη ϐάση είναι η {
1

2
,
1

4

√
2

}
2

Ας είναι L/K µία πεπερασµένη επέκταση Galois µε αντίστοιχη οµά-
δα Galois την G και α ∈ L τέτοιο ώστε το (σα)σ∈G να είναι κανονική
ϐάση για το L πάνω από το K. ΄Εστω d(τ, σ) ∈ K για σ, τ ∈ G να είναι
τέτοια ώστε

α · σα =
∑
τ∈G

d(τ, σ)τα, για κάθε σ ∈ G (1.6)
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Εφαρµόζωντας και στα δύο µέλη της (1.6) τον αυτοµορφισµό σ−1 το
πρώτο και το δεύτερο µέλος γίνονται αντίστοιχα

σ−1(α · σα) = σ−1α · σ−1σα = σ−1α · α =
∑
τ∈G

d(τ, σ−1)τα

σ−1

(∑
τ∈G

d(τ, σ)τα

)
=

∑
τ∈G

σ−1(d(τ, σ))σ−1(τα)

d(τ,σ)∈K
=

∑
τ∈G

d(τ, σ)σ−1τα

Θέτω σ−1τ=ρ
=

∑
ρ∈G

d(σρ, σ)ρα =
∑
τ∈G

d(στ, σ)τα

απ’τις δύο τελευταίες σχέσεις και λόγω της (1.6) παίρνουµε ότι

d(τ, σ−1) = d(στ, σ)

δηλαδή

d(τ, σ) = d(σ−1τ, σ−1), για κάθε σ, τ ∈ G (1.7)

Λόγω της Πρότασης 1.11 µπορούµε να επιλέξουµε µοναδικό β ∈ L
τέτοιο ώστε Tr (β · α) = 1 και Tr (β · σα) = 0, για κάθε σ ∈ G µε
σ 6= id.

Πρόταση 1.12 Για το παραπάνω β που εκλέξαµε, καθώς επίσης για
σ, τ ∈ G έχουµε

Tr (σβ · τα) =

{
1,αν σ = τ
0,αν σ 6= τ



1.3 ∆υϊκή Βάση Επέκτασης 24

Απόδειξη:

Tr (σβ · τα) =
∑
ρ∈G

ρ(σβ · τα) =
∑
ρ∈G

ρσβ · ρτα

ρσ=π
=

∑
π∈G

πβ · πσ−1τα =
∑
π∈G

π(β · σ−1τα)

= Tr
(
β · σ−1τα

)
=

{
Tr (β · α) = 1,αν σ = τ
Tr (β · σα) = 0,αν σ 6= τ

2

Πρόταση 1.13 Το σύνολο (σβ)σ∈G µε το β όπως ορίστηκε παραπάνω,
αποτελεί κανονική ϐάση της επέκτασης Galois L/K.

Απόδειξη:

΄Αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο (σβ)σ∈G = {σ1, . . . , σn} αποτελείται
από γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία, αφού η επέκταση L/K είναι ϐα-
ϑµού n. Τότε ϑα είναι ϐάση η οποία λόγω της µορφής της, ϑα είναι
κανονική . ΄Εστω λοιπόν k1, . . . , kn ∈ K τέτοια ώστε

k1σ1β + · · ·+ kjσjβ + · · ·+ knσnβ = 0.

Τότε πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της παραπάνω µε σjα, j =
1, . . . , n παίρνουµε

k1σ1β · σjα + · · ·+ kjσjβ · σjα + · · ·+ knσnβ · σjα = 0

και παίρνοντας το ίχνος έχουµε

k1
��

���
���

�:0
Tr (σ1β · σjα) + · · ·+ kj

���
���

���:
1

Tr (σjβ · σjα) + · · ·+ kn
���

���
���:

0
Tr (σnβ · σjα) = 0
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και έτσι kj = 0, ∀j = 1, . . . , n που δείχνει ότι τα (σβ)σ∈G είναι
γραµµικώς ανεξάρτητα.

Σηµείωση: Η ϐάση αυτή είναι η δυϊκή της (σα)σ∈G.

2

Πρόταση 1.14 Για τα α, β όπως ορίστηκαν παραπάνω, ισχύει

α · τβ =
∑
σ∈G

d(τ, σ)σβ (1.8)

Απόδειξη:

΄Εστω α · τβ =
∑
σ∈G

d ′(τ, σ)σβ. Πολλαπλασιάζοντας µε ρα έχουµε

α · τβ · ρα =
∑
σ∈G

d ′(τ, σ)σβ · ρα και παίρνοντας ίχνος , το κάθε µέλος

της τελευταίας γίνεται

Tr (α · τβ · ρα) = Tr
(
α · ρα︸ ︷︷ ︸ ·τβ) = Tr

((∑
σ∈G

d(σ, ρ)σα

)
· τβ

)
=
∑
σ∈G

d(σ, ρ)Tr (σα · τβ)
Πρόταση (1.12)

= d(τ, ρ)

και

Tr

(∑
σ∈G

d ′(τ, σ)σβ · ρα

)
=
∑
σ∈G

d ′(τ, σ)Tr (σβ · ρα) = d ′(τ, ρ)

και έτσι d(τ, ρ) = d ′(τ, ρ), απ’όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.
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Σηµείωση:Παρατηρούµε ότι ο πίνακας (d(τ, σ))τ,σ∈G της γραµµικής
απεικόνισης mα : L→ L µε x 7→ α · x, ως προς τη ϐάση (σβ)σ∈G, που
ϐρήκαµε παραπάνω, είναι ο ανάστροφος του πίνακα (d(σ, τ))σ,τ∈G της
γραµµικής απεικόνισης mα : L → L µε x 7→ α · x, ως προς τη ϐάση
(σα)σ∈G

2
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1.4 Αριθµητική σε πεπερασµένα σώµατα

Ας δούµε πώς γίνεται η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός στο Fqn
γενικά. Παρακάτω ϑα ϑεωρούµε το Fqn σαν διανυσµατικό χώρο διάσ-
τασης n πάνω από το Fq. Ας είναι α0, α1, . . . αn−1 ∈ Fqn γραµµικώς
ανεξάρτητα διανύσµατα του Fq. Τότε κάθε στοιχείο A ∈ Fqn, γράφεται
στη µορφή

A =
n−1∑
i=0

aiαi, ai ∈ Fq

και καθώς το Fqn είναι διανυσµατικός χώρος διάστασης n πάνω από
το Fq, δηλαδή ισόµορφο µε το Fnq , άρα το A µπορεί να γραφτεί ως A =
(a0, a1, . . . , an−1). ΄Εστω B = (b0, b1, . . . , bn−1) ένα ακόµη στοιχείο του
Fqn. Τότε η πρόσθεση Α+Β των στοιχείων γίνεται εύκολα αθροίζοντας
κατά συντεταγµένη τις παραπάνω διατεταγµένες n-άδες.

Ο πολλαπλασιασµός των στοιχείων Α,Β είναι δυσκολότερη υπόθεση
υπό την έννοια της γραφής του γινοµένου ως γραµµικού συνδυασ-
µού των στοιχείων της κανονικής ϐάσης. Γράφουµε A · B = C =
(c0, c1, . . . , cn−1). Θέλουµε να εκφράσουµε τα ci όσο απλούστερα γίνε-
ται και σε σχέση µε τα ai, bi. Ας υποθέσουµε ότι

αiαj =
n−1∑
k=0

t
(k)
ij αk, t

(k)
ij ∈ Fq. (1.9)

Τότε ισχύει

ck =
∑
i,j

aibjt
(k)
ij = ATkB

>, 0 ≤ k ≤ n− 1,

όπου Tk =
(
t
(k)
ij

)
είναι ένας n × n πίνακας πάνω από το Fq και B>

είναι ο ανάστροφος του B.
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Ορισµός 1.10 Η συλλογή των πινάκων {Tk} καλείται πολλαπλασι-
αστικός πίνακας για το Fqn πάνω από το Fq.

2

Οι πίνακες αυτοί είναι ανεξάρτητοι από τα Α,Β. Εάν το n είναι µεγά-
λο τότε αυτός ο τρόπος πολλαπλασιασµού δεν είναι πρακτικός. ΄Οµως
από τις ϐάσεις του Fqn πάνω από το Fq, υπάρχουν κάποιες για τις
οποίες οι αντίστοιχοι πολλαπλασιαστικοί πίνακες είναι απλούστεροι
από κάποιους άλλους µε την έννοια ότι µπορεί να περιέχουν λιγότερ-
α µη µηδενικά στοιχεία ή να είναι τέτοιοι ώστε εάν κάποιος επιλέξει
µε κάποιο τρόπο ένα αλγόριθµο πολλαπλασιασµού, να ϕτιάξει ένα
πεπερασµένο σώµα για κάποιο µεγάλο n. Για παράδειγµα, διάφοροι
τρόποι πολλαπλασιασµού που κάνουν χρήση δυϊκών ϐάσεων ϐρίσκον-
ται στα [9], [14], [17], [18]. Εµείς ϑα κάνουµε χρήση του σχήµατος των
Massey-Omura [13] που κάνει χρήση της συµµετρίας των κανονικών
ϐάσεων.

Ας δούµε καταρχήν το πλεονέκτηµα της χρήσης κανονικών ϐάσεων.
΄Εστω {α0, α1, . . . , αn−1} µία κανονική ϐάση του Fqn πάνω από το Fq
όπου αqi = αi. Τότε αqk = αi+k για κάθε ακέραιο k, όπου οι δείκτες
του α είναι ειληµµένοι (mod n).

Ας δούµε αρχικά, την περίπτωση ύψωσης στη δύναµη q. Τότε(
n−1∑
i=0

aiαi

)q

=
n−1∑
i=0

aiαi+1

και
αn = αq

n

= α0.

Τότε το αντίστοιχο διάνυσµα του στοιχείου Aq είναι το

(an−1, a0, a1, . . . , an−2)
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δηλαδή κυκλική µετάθεση κατά µία ϑέση των συντεταγµένων του A,
δηλαδή δεν υπάρχει υπολογιστικό «κόστος» για την ύψωση στη δύναµη
q. Φυσικά αυτό γενικεύεται για ύψωση στην qi απλά µε κυκλική
µετάθεση κατά i ϑέσεις. Συνεπώς, εάν q = 2, η ύψωση σε οποιαδή-
ποτε δύναµη, µπορεί να επιταχυνθεί µε τη µέθοδο των διαδοχικών
τετραγωνισµών. Κάτι τέτοιο είναι πολύ σηµαντικό στην εφαρµογή του
κρυπτοσυστήµατος ElGamal και του συστήµατος ανταλλαγής κλειδ-
ιού Diffie-Hellman στα οποία χρειαζόµαστε να υπολογίσουµε µεγάλες
δυνάµεις στοιχείων σε πεπερασµένα σώµατα.

Πρόταση 1.15 Ας είναι t(k)
ij όπως ορίστηκαν στην σχέση (1.9) και τα

αi = αq
i

όπως παραπάνω. Τότε

t
(l)
ij = t

(0)
(i−l,j−l),

για κάθε 0 ≤ i, j, l ≤ n− 1.

Απόδειξη:

Υψώνουµε τα µέλη της σχέσης (1.9) εις την q−l και από τη µία έχουµε

(αiαj)
q−l = αi−lαj−l =

n−1∑
k=0

t
(k)
(i−l,j−l)αk

=
n−1∑
k=0

t
(k−l)
(i−l,j−l)αk−l

και από την άλλη (
n−1∑
k=0

t
(k)
ij αk

)q−l

=
n−1∑
k=0

t
(k)
ij αk−l,
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απ’όπου παίρνουµε
t
(k)
ij = t

(k−l)
(i−l,j−l)

δηλαδή τη Ϲητούµενη παίρνοντας k = l.

2

Συνεπώς, εάν µε κάποια διαδικασία µπορέσουµε να υπολογίσουµε
τον συντελεστή c0 µε εισόδους τα A,B τότε µε την ίδια διαδικασία και
µε εισόδους τα Aq−l, Bq−l παίρνουµε το συντελεστή cl (΄Οπως αναφέρ-
αµε και παραπάνω, τα Aq−l, Bq−l είναι απλές κυκλικές µεταθέσεις κατά
l ϑέσεις των A,B και έτσι το C υπολογίζεται απλά µε n κυκλικές µετα-
ϑέσεις).

΄Ετσι ϐλέπουµε ότι στη διαδικασία αυτή ϑα ϑέλαµε να έχουµε όσο το
δυνατόν λιγότερα µη µηδενικά στοιχεία στον πίνακα T0. Αυτό µπορεί
να γίνει εάν διαλέξουµε µία «κατάλληλη» κανονική ϐάση η οποία ϑα
περιέχει όσο το δυνατόν λιγότερα µη µηδενικά στοιχεία στον T0.

Θεωρούµε

ααi =
n−1∑
j=0

tijαj, 0 ≤ i ≤ n− 1, tij ∈ Fq

και ας είναι T ο n × n πίνακας (tij). Τότε µε όµοια διαδικασία όπ-
ως στην παραπάνω πρόταση (ύψωση αυτή τη ϕορά στη δύναµη k),
παίρνουµε

t
(k)
ij = ti−j,k−j

για κάθε i, j, k. Συνεπώς, ο αριθµός των µη µηδενικών στοιχείων του
πίνακα T0 ισούται µε τον αριθµό των µη µηδενικών στοιχείων του πίνα-
κα T που δεν είναι άλλος από τον πίνακα της γραµµικής απεικόνισης

mα : Fqn → Fqn
x 7→ α · x



1.4 Αριθµητική σε πεπερασµένα σώµατα 31

Παράδειγµα 1.3 Θεωρούµε το σώµα F25, α µία ϱίζα του αναγώγου
πολυωνύµου f(x) = x5 + x2 + 1 ∈ F25 και παίρνουµε β = α3. Τότε το
σύνολο N = {β, β2, β4, β8, β16} είναι µία κανονική ϐάση του F25 πάνω
από το F2 και ο πίνακας πολλαπλασιασµού των στοιχείων β2iβ2j , 0 ≤
i, j ≤ 4 γραµµένων ως προς την παραπάνω ϐάση ϕαίνεται στον πίνακα
1 και ο αντίστοιχος πίνακας T0 της γραµµικής απεικόνισης mβ περιέχει
15 µη µηδενικά στοιχεία.
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2i 2j β β2 β4 β8 β16

1 1 0 1 0 0 0
1 2 0 1 1 1 0
1 4 1 1 1 0 1
1 8 1 0 1 1 1
1 16 1 1 1 0 0
2 1 0 1 1 1 0
2 2 0 0 1 0 0
2 4 0 0 1 1 1
2 8 1 1 1 1 0
2 16 1 1 0 1 1
4 1 1 1 1 0 1
4 2 0 0 1 1 1
4 4 0 0 0 1 0
4 8 1 0 0 1 1
4 16 0 1 1 1 1
8 1 1 0 1 1 1
8 2 1 1 1 1 0
8 4 1 0 0 1 1
8 8 0 0 0 0 1
8 16 1 1 0 0 1
16 1 1 1 1 0 0
16 2 1 1 0 1 1
16 4 0 1 1 1 1
16 8 1 1 0 0 1
16 16 1 0 0 0 0

Πίνακας 1: Πίνακας πολλαπλασιασµού της κανονικής ϐάσης N του παραδείγµατος
1.3

Παράδειγµα 1.4 Εάν πάρουµε και πάλι το ίδιο σώµα F25, α µία ϱίζα
του αναγώγου πολυωνύµου f(x) = x5 + x2 + 1 ∈ F25 και διαλέξουµε
αυτή τη ϕορά β = α5, τότε το σύνολο M = {β, β2, β4, β8, β16} είναι και
πάλι µία κανονική ϐάση του F25 πάνω από το F2 και ο πίνακας πολ-
λαπλασιασµού των στοιχείων β2iβ2j , 0 ≤ i, j ≤ 4 γραµµένων ως προς
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την παραπάνω ϐάση ϕαίνεται στον πίνακα 2 και ο αντίστοιχος πίνακας
T0 της γραµµικής απεικόνισηςmβ περιέχει τώρα 9 µη µηδενικά στοιχεία.
΄Οπως ϑα δείξουµε στην επόµενη παράγραφο, ο αριθµός αυτός των µη
µηδενικών στοιχείων στον πίνακα T0 είναι και ο ελάχιστος δυνατός.
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2i 2j β β2 β4 β8 β16

1 1 0 1 0 0 0
1 2 1 0 0 1 0
1 4 0 0 0 1 1
1 8 0 1 1 0 0
1 16 0 0 1 0 1
2 1 1 0 0 1 0
2 2 0 0 1 0 0
2 4 0 1 0 0 1
2 8 1 0 0 0 1
2 16 0 0 1 1 0
4 1 0 0 0 1 1
4 2 0 1 0 0 1
4 4 0 0 0 1 0
4 8 1 0 1 0 0
4 16 1 1 0 0 0
8 1 0 1 1 0 0
8 2 1 0 0 0 1
8 4 1 0 1 0 0
8 8 0 0 0 0 1
8 16 0 1 0 1 0
16 1 0 0 1 0 1
16 2 0 0 1 1 0
16 4 1 1 0 0 0
16 8 0 1 0 1 0
16 16 1 0 0 0 0

Πίνακας 2: Πίνακας πολλαπλασιασµού της κανονικής ϐάσης M του παραδείγµατος
1.4

Θα υπολογίσουµε τώρα το υπολογιστικό «κόστος» σε πράξεις, όταν
δουλεύουµε σε κανονική ϐάση.

Θεωρούµε την κανονική ϐάση {α, αq, αq2, . . . , αqn−1} όπως στα προ-
ηγούµενα και ας είναι T ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης ο
οποίος ϑεωρούµε ότι έχει k σε πλήθος µη µηδενικά στοιχεία (άρα n2−k
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µηδενικά).

Τότε λόγω της σχέσης

mα(X) = α ·X =
n∑
i=0

xiαα
qi

= (α αq . . . αq
n−1

) · T · (x0 x1 . . . xn−1)
>,

όπου Fqn 3 X =
n∑
i=0

xiα
qi,

παίρνουµε ότι για την εύρεση του γινοµένου α·X (µε την προϋπόθεση
ότι γνωρίζουµε τον πίνακα T ), απαιτούνται 2 πράξεις λιγότερες για
κάθε µηδενικό που υπάρχει στον πίνακα T (ένας πολλαπλασιασµός
και µία πρόσθεση).

Συνολικά λοιπόν έχουµε 2(n2 − k) πράξεις λιγότερες δηλαδή ϑα εκ-
τελέσουµε 2n2 − 2(n2 − k) = 2k πράξεις.

Ας ϑεωρήσουµε τα στοιχεία

A =
n−1∑
i=0

aiα
qi, ai ∈ Fq, B =

n−1∑
i=0

biα
qi, bi ∈ Fq

όπου τώρα το X είναι το B. Τότε

AB =
n−1∑
i=0

aiXα
qi.

Λόγω της σχέσης

αq
i · x = αq

i · xqiqn−i =
(
α · xqn−i

)qi
,
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και ϑεωρώντας ότι η κυκλική µετάθεση των συντεταγµένων δεν έχει
κάποιο υπολογιστικό «κόστος», συµπεραίνουµε ότι για τον υπολογισµό
τουXαqi χρειάζονται 2k πράξεις οι οποίες µαζί µε τον πολλαπλασιασµό
µε ai, δίνουν σύνολο 2k + n πράξεων. Αυτό το κάνουµε για κάθε όρο
του αθροίσµατος (οπότε σύνολο έως τώρα (2k + n)n πράξεις) και έτσι
κάθε τέτοιο όρο τον γράφουµε σαν γραµµικό συνδυασµό στοιχείων
της κανονικής ϐάσης. Για την οµαδοποίηση των στοιχείων χρειάζονται
επιπλέον n− 1 προσθέσεις για να ϐρούµε τον συντελεστή καθενός από
τα αq

i και συνολικά έχουµε να υπολογίσουµε n σε πλήθος τέτοιους
συντελεστές. ΄Αρα τελικά, έχουµε σύνολικά

(2k + n)n+ n(n− 1) πράξεις,

για να υπολογίσουµε ένα και µόνο γινόµενο δύο στοιχείων της ϐάσης
και να το γράψουµε σαν γραµµικό συνδυασµό των στοιχείων της κανον-
ικής ϐάσης.

Στην περίπτωση ϐέλτιστης κανονικής ϐάσης χρειαζόµαστε

(2(2n− 1) + n)n+ n(n− 1) = 6n2 − 3n = O(n2) πράξεις

ενώ εάν έχουµε πολυπλοκότητα n2 ή
n2

2
(δηλαδή όλα ή τα µισά στοιχεία

στον πίνακα T είναι µη µηδενικά αντίστοιχα) τότε χρειαζόµαστε (2n2 +

n)n+n(n−1) = 2n3+2n2−n ή
(

2
n2

2
+ n

)
n+n(n−1) = n3+2n2−n

αντίστοιχα δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις O(n3) πράξεις.

Η διαφορά αυτή αρχίζει να γίνεται αισθητή όταν αυξάνεται το n πράγ-
µα που συµβαίνει στην Κρυπτογραφία.

Για παράδειγµα στο σώµα F2508, στο οποίο όπως ϑα δούµε παρακάτω
υπάρχει ϐέλτιστη κανονική ϐάση, χρειαζόµαστε 6 · 5082 − 3 · 508 =
1.546.860 πράξεις για να εκτελέσουµε τον πολλαπλασιασµό µεταξύ δύο
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µόνο στοιχείων µε τη χρήση ϐέλτιστης κανονικής ϐάσης. Εάν λοιπόν
ϑέλουµε να κάνουµε κρυπτογράφηση ενός µηνύµατος, χρειαζόµαστε
µερικές δεκάδες εκατοµµύρια πράξεις ! Πόσες πράξεις ϑα είχαµε
άραγε εάν αντί για ϐέλτιστη κανονική ϐάση, χρησιµοποιούσαµε µία
κανονική ϐάση που µάλιστα έχει πολλά µη µηδενικά στοιχεία στον
πίνακα T της αντίστοιχης γραµµικής απεικόνισης (π.χ. αν τα µισά
στοιχεία ήταν µη µηδενικά ϑα χρειαζόµασταν 5083 + 2 · 5082 − 508 =
131.612.132 πράξεις για τον πολλαπλασιασµό µεταξύ δύο και µόνο
στοιχείων !!!);

Στα παραδείγµατα 1.3, 1.4 παραπάνω, δεν είναι αισθητή η διαφορά
των πράξεων που πρέπει να εκτελεστούν για την εύρεση του γινοµένου
δύο στοιχείων του F25 και είναι λογικό αφού το n είναι µικρό.
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2 Χαρακτηρισµός ϐέλτιστων κανονικών ϐάσεων
Πεπερασµένων επεκτάσεων Galois

2.1 Βέλτιστες κανονικές Βάσεις

Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση

mα : L → L

x 7→ α · x,

και µία κανονική ϐάση (σα)σ∈G του L πάνω από το K και ας υπο-
ϑέσουµε ότι τα d(τ, σ) ∈ K µε σ, τ ∈ G είναι τέτοια ώστε

α · σα =
∑
τ∈G

d(τ, σ)τα, για κάθε σ ∈ G 2 (2.1)

Ορισµός 2.1 Το πλήθος των µη µηδενικών στοιχείων του πίνακα της
απεικόνισης mα ονοµάζεται πολυπλοκότητα του α.

2

Παράδειγµα 2.1 Η ϐάσηN του παραδείγµατος 1.3 έχει πολυπλοκότη-
τα 15.

2
2Ουσιαστικά ο (d(τ, σ)) για τ, σ ∈ G είναι ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης mα ως προς την

κανονική ϐάση (σα)σ∈G.
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Πρόταση 2.1 Η πολυπλοκότητα του α ως προς την κανονική ϐάση
(σα)σ∈G, είναι τουλάχιστον 2n− 1 δηλαδή

] {(σ, τ) ∈ G×G : d(τ, σ) 6= 0} ≥ 2n− 1

Απόδειξη:

Αθροίζοντας την (2.1) ως προς σ, το πρώτο µέλος γίνεται

∑
σ∈G

α · σα = α ·
∑
σ∈G

σα = α · Tr (α)

και από την άλλη το δεύτερο µέλος γίνεται∑
σ∈G

∑
τ∈G

d(τ, σ)τα =
∑
τ∈G

(∑
σ∈G

d(τ, σ)

)
︸ ︷︷ ︸

∈K

τα

΄Ετσι έχουµε

α · Tr (α) =
∑
τ∈G

(∑
σ∈G

d(τ, σ)

)
τα

΄Οµως το α είναι κάποιο στοιχείο της ϐάσης (σα)σ∈G καθώς µέσα σε
αυτή υπάρχει ο ταυτοτικός αυτοµορφισµός id άρα η τελευταία ισότητα
είναι ισότητα µεταξύ γραµµικών συνδυασµών στοιχείων της ϐάσης και
έτσι προκύπτει ότι

∑
σ∈G

d(id, σ) = Tr (α) (2.2)

και ∑
σ∈G

d(τ, σ) = 0, για τ 6= id (2.3)
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Χωρίς ϐλάβη της γενικότητος υποθέτουµε ότι το πρώτο διάνυσµα της
κανονικής ϐάσης είναι το α. Ισχυριζόµαστε ότι κάθε γραµµή έχει
τουλάχιστον ένα µη µηδενικό στοιχειο διότι εάν υπήρχε µία γραµµή
που να ήταν όλα τα στοιχεία της µηδενικά τότε η ορίζουσα της γραµ-
µικής απεικόνισηςmα ϑα ήταν ίση µε το µηδέν, πράγµα αδύνατο αφού
τότε η απεικόνιση δεν ϑα ήταν ένα προς ένα. Από την άλλη η ισότη-
τα (2.3) δείχνει ότι σε κάθε γραµµή, πλην της πρώτης, ϑα πρέπει να
υπάρχουν τουλάχιστον δύο µη µηδενικά στοιχεία (αν µάλιστα υπάρ-
χουν ακριβώς δύο, τότε έχουν αντίθετο πρόσηµο) άρα συνολικά n − 1
γραµµές έχουν τουλάχιστον 2(n− 1) = 2n− 2 µη µηδενικά στοιχεία.
Τέλος, στην πρώτη γραµµή έχω ένα τουλάχιστον µη µηδενικό στοιχείο
(Εάν υπήρχε ακριβώς ένα τότε ϑα ήταν το Tr (α)). Συνολικά λοιπόν,
έχουµε τουλάχιστον 2n− 2 + 1 = 2n− 1 µη µηδενικά στοιχεία.

2

Ορισµός 2.2 Η κανονική ϐάση (σα)σ∈G ονοµάζεται ϐέλτιστη, εάν η
πολυπλοκότητα του α είναι ακριβώς 2n − 1 δηλαδή ισχύει η ισότητα
στην Πρόταση 2.1.

2

Παράδειγµα 2.2 ΄Εστω p πρώτος και ζ µία p ϱίζα της µονάδος διαφορε-
τική του 1. Τότε το σύνολο

{
ζ i, 1 ≤ i ≤ p− 1

}
αποτελεί µία ϐέλτιστη

κανονική ϐάση της επέκτασης Q(ζ)/Q.

Απόδειξη:

Αφού ζ µία p ϱίζα της µονάδος διαφορετική του 1 άρα ζp = 1, ζ 6= 1.
Από το Λήµµα 4.1, το πολυώνυµο f(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1
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είναι ανάγωγο πάνω από το Q και η επέκταση Q(ζ)/Q είναι Galois µε
αντίστοιχη οµάδα Galois την

G =
{
σi, 1 ≤ i ≤ p− 1 : σi(ζ) = ζ i

}
.

Το ότι κάθε στοιχείο του Q(ζ) γράφεται ως συνδυασµός των ζ i είναι προ-
ϕανές ενώ για την γραµµική ανεξαρτησία αυτών υποθέτουµε ότι υπάρ-
χουν λ1, · · · , λp−1 ∈ Q όχι όλα µηδέν ώστε λ1ζ+λ2ζ

2+· · ·+λp−1ζ
p−1 =

0. Εάν λk είναι το «µέγιστο» µη µηδενικό λi, 1 ≤ i ≤ p−1, υπό την έννοια
ότι το k είναι µέγιστο, τότε αφού ζ 6= 0, άρα λ1 +λ2ζ + · · ·+λkζ

k−1 = 0.
Εάν k = 1 τελειώσαµε ενώ εάν k ≥ 2 τότε το ζ είναι ϱίζα ενός πολυωνύ-
µου ϐαθµού k − 1. Συνεπώς πρέπει το ανάγωγο του ζ, που είναι το
f(x) να το διαιρεί, άτοπο. ΄Αρα λk = 0, άτοπο. Συνεπώς λi = 0, ∀i ∈
{1, 2, . . . , p − 1}. ΄Αρα το σύνολο

{
ζ i, 1 ≤ i ≤ p− 1

}
αποτελεί ϐάση

της παραπάνω επέκτασης και µάλιστα κανονική λόγω της µορφής της.

Για την γραµµική απεικόνιση

mζ : Q(ζ) → Q(ζ)

x 7→ ζ · x

έχουµε

mζ(ζ) = ζ · ζ = ζ2 = [0, 1, 0, 0 . . . , 0, 0] · A
mζ(ζ

2) = ζ · ζ2 = ζ3 = [0, 0, 1, 0 . . . , 0, 0] · A
...

mζ(ζ
p−2) = ζ · ζp−2 = ζp−1 = [0, 0, 0, 0 . . . , 0, 1] · A

mζ(ζ
p−1) = ζ · ζp−1 = ζp = 1 = −1− ζ − · · · − ζp−1

= [−1,−1,−1,−1 . . . ,−1,−1] · A
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όπου A := [ζ, ζ2, . . . , ζp−1]>

και έτσι ο αντίστοιχος πίνακας της γραµµικής απεικόνισης είναι ο
0 0 · · · 0 −1

Ip−1

−1
−1
...
−1


απ’όπου ϕαίνεται ότι η κανονική ϐάση που επιλέξαµε είναι ϐέλτιστη .

Σηµείωση: Παρατηρήστε ότι το άνω δεξιά στοιχείο της πρώτης γραµµής
είναι το µοναδικό µη µηδενικό εκείνης της γραµµής και είναι ίσο µε το
Tr (ζ).

2

Παράδειγµα 2.3 Η ϐάση M του παραδείγµατος 1.4, είναι ϐέλτιστη
κανονική ϐάση της επέκτασης F25/F2 αφού η πολυπλοκότητά της εί-
ναι 2 · 5− 1 = 9.

2

Πόρισµα 2.1 Εάν η (σα)σ∈G είναι ϐέλτιστη κανονική ϐάση της επέκ-
τασης Galois L/K, τότε

(i) Για κάθε τ ∈ G, τ 6= id, υπάρχουν ακριβώς δύο στοιχεία σ1, σ2 ∈
G για τα οποία d(τ, σ1), d(τ, σ2) 6= 0 και d(τ, σ1) + d(τ, σ2) = 0.

(ii) Υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο µ ∈ G για το οποίο d(id, µ) 6= 0, και
γι’ αυτό το στοιχείο ισχύει

d(id, µ) = Tr (α) .
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2

Παρατήρηση: Στο εξής η (σα)σ∈G, α ∈ L είναι ϐέλτιστη κανονική
ϐάση της επέκτασης Galois L/K και το β ∈ L που ϑα χρησιµοποιείται
παρακάτω, είναι το στοιχείο για το οποίο η (σβ)σ∈G είναι η αντίστοιχη
δυϊκή ϐάση όπως ορίστηκε στην παράγραφο 1.3.

Πόρισµα 2.2 Για κάθε τ ∈ G, τ 6= id, το α · τβ ισούται µε ένα στοιχείο
του K∗ επί τη διαφορά δύο διακεκριµένων συζυγών του β, ενώ α · β =
Tr (α) · µβ.

Απόδειξη:

΄Οπως αναφέραµε στην πρώτη περίπτωση του παραπάνω πορίσµατος,
για κάθε τ ∈ G, τ 6= id, υπάρχουν ακριβώς δύο στοιχεία σ1, σ2 ∈ G
για τα οποία d(τ, σ1), d(τ, σ2) 6= 0 και d(τ, σ1) + d(τ, σ2) = 0. ΄Αρα

α · τβ =
∑
σ∈G

d(τ, σ)σβ = d(τ, σ1)σ1β + d(τ, σ2)σ2β

= d(τ, σ1)(σ1β − σ2β)

Τέλος, όταν ϐρισκόµαστε στη δεύτερη περίπτωση του παραπάνω πορίσ-
µατος, έχουµε

α · β =
∑
σ∈G

d(id, σ)σβ = d(id, µ)µβ = Tr (α) · µβ

2
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Σηµείωση: Αντικαθιστώντας το α µε cα, c = − 1
Tr(α), µπορούµε

χωρίς ϐλάβη της γενικότητος, να υποθέτουµε στο εξής ότι Tr (α) = −1.
Συνεπώς

α · β = −µβ (2.4)

Πρόταση 2.2 Ισχύει (Tr (α))(Tr (β)) = 1

Απόδειξη:

(Tr (α))(Tr (β)) = Tr (Tr (α) · β) = Tr (Tr (α) · µβ)

(Πόρισµα 2.2) = Tr (α · β) = 1

2

Πόρισµα 2.3 Από την υπόθεση ότι Tr (α) = −1 και την παραπάνω
Πρόταση, παίρνουµε Tr (β) = −1.

Λήµµα 2.1 Ισχύει

d(id, σ) =

{
−1, αν σ = µ

0, αν σ 6= µ

Απόδειξη:

Από τη σχέση (1.8) έχουµε

−µβ = α · β = α · idβ =
∑
σ∈G

d(id, σ)σβ = d(id, µ)µβ +
∑
σ∈G
σ 6=µ

d(id, σ)σβ
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2

Πόρισµα 2.4 Βάσει της σχέσης (1.7) έχουµε

d(σ, σ) =

{
−1, αν σ = µ−1

0, αν σ 6= µ−1 (2.5)

2

Πόρισµα 2.5 Εάν ταα, β είναι όπως έχουν οριστεί παραπάνω και µ−1 6=
id, τότε υπάρχει λ ∈ G µε λ 6= µ−1, τέτοιο ώστε

α · µ−1β = −µ−1β + λβ (2.6)

Απόδειξη:

Αφού υποθέσαµε ότι µ−1 6= id (δηλαδή µ 6= id), άρα

α · µ−1β =
∑
σ∈G

d(µ−1, σ)σβ = d(µ−1, µ−1)µ−1β +
∑
σ∈G
σ 6=µ−1

d(µ−1, σ)σβ

και από την άλλη

α · idβ = α · β 2.4
= −µβ.

΄Αρα πρέπει d(id, µ) = −1 και d(id, σ) = 0, ∀ σ ∈ G, µε σ 6= µ 3

Λόγω του παραπάνω πορίσµατος (2.4) έχουµε d(µ−1, µ−1) = −1 και
συνεπώς από το πόρισµα (2.1) υπάρχει λ ∈ G µε λ 6= µ−1 ώστε d(µ−1, λ) =
1, ενώ d(µ−1, σ) = 0, ∀ σ ∈ G, µε σ 6= λ, µ−1. ΄Αρα τελικά

α · µ−1β = −µ−1β + λβ

2

3∆ιότι ϐρισκόµαστε στην πρώτη γραµµή του πίνακα της γραµµικής απεικόνισης συνεπώς όλοι οι
συντελεστές είναι µηδέν εκτός επό εκείνο που έχει συντελεστή το d(id, µ) = −1.
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2.2 Τρείς χρήσιµες σχέσεις

Πρόταση 2.3 ΄ΕστωL/K επέκτασηGalois µε αντίστοιχη οµάδαGalois
την G και α ∈ L, τέτοιο ώστε (σα)σ∈G να είναι ϐέλτιστη κανονική ϐάση,
Tr (α) = −1, ενώ β ∈ L τέτοιο ώστε, η (σβ)σ∈G να είναι η αντίστοιχη
δυϊκή ϐάση και τέλος τα µ, λ ∈ G να ικανοποιούν τις σχέσεις

α · β = −µβ, (2.7)

α · µ−1β = −µ−1β + λβ, λ 6= µ−1, (2.8)

και
µ2 6= id.

Τότε ισχύουν τα εξής :

charK = 2 (2.9)

α · µβ = λµβ + β (2.10)

λµ = µλ (2.11)

Απόδειξη:

Η κύρια τεχνική που ϑα ακολουθήσουµε ϐασίζεται στην προφανή
ταυτότητα

ρα (σα · τβ) = σα (ρα · τβ)

για διάφορες επιλογές των ρ, σ, τ ∈ G. Με τον τρόπο αυτό ϑα γράφουµε
µε δύο διαφορετικούς τρόπους το γινόµενο των αυτοµορφισµών και ϑα
συνδυάζουµε τα τελικά αποτελέσµατα.

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (2.7) επί µα και παίρνουµε
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µα(α · β) = µα(−µβ) = −µ(α · β)
(2.7)
= −µ(−µβ) = µ2β (2.12)

Από την άλλη, το µα(α · β) γραµµένο διαφορετικά ως α(µα · β) δίνει

α(µα · β) = α · µ(α · µ−1β)
(2.8)
= α · µ(λβ − µ−1β)

= α · µλβ − α · β = α · µλβ + µβ (2.13)

Συνεπώς από τις σχέσεις (2.12), (2.13), έχουµε

α · µλβ = µ2β − µβ (2.14)

Από το ότι µ 6= µ−1 και την (2.38) παίρνουµε d(µ, µ) = 0 άρα από την
(2.14) έχουµε ότι λ 6= id διότι διαφορετικά ϑα είχαµε α·µβ = µ2β−µβ.
΄Οµως

α · µβ =
∑
σ∈G

d(µ, σ)σβ =���
��:0

d(µ, µ)µβ +
∑
σ∈G
σ 6=µ

d(µ, σ)σβ

=
∑
σ∈G
σ 6=µ

d(µ, σ)σβ, άτοπο

΄Αρα λ 6= id. (2.15)

Από την σχέση (2.8) έχουµε α · µ−1β = λβ − µ−1β, όµως

α · µ−1β =
∑
σ∈G

d(µ−1, σ)σβ = d(µ−1, λ)λβ +
∑
σ∈G
σ 6=λ

d(µ−1, σ)σβ (2.16)
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΄Αρα d(µ−1, λ) = 1 και d(µ−1, µ−1) = −1, το οποίο σηµαίνει επίσης
ότι λ 6= µ−1 δηλαδή λ−1µ−1 6= id. Συνεπώς από την (1.7) προκύπτει
ότι

d(λ−1µ−1, λ−1) = d(µ−1, λ) = 1. (2.17)

Επίσης, αφού λ−1µ−1 6= id, άρα λόγω της

α · λ−1µ−1β =
∑
σ∈G

d(λ−1µ−1, σ)σβ =
���

���
���

�:1
d(λ−1µ−1, λ−1)λ−1β

+
∑
σ∈G
σ 6=λ−1

d(λ−1µ−1, σ)σβ (2.18)

πρέπει να υπάρχει κ ∈ G, κ 6= λ−1 τέτοιο ώστε d(λ−1µ−1, κ) = −1
(οπότε d(λ−1µ−1, σ) = 0, σ 6= λ−1, κ) συνεπώς έχουµε τελικά

α · λ−1µ−1β = λ−1β − κβ. (2.19)

Από τη σχέση (2.15) έχουµε λ−1µ−1 6= µ−1, άρα η σχέση (2.38) δίνει

d(λ−1µ−1, λ−1µ−1) = 0,

που σηµαίνει ότι

κ 6= λ−1µ−1. (2.20)
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Επίσης

λα(α · µ−1β)
(2.8)
= λα(λβ − µ−1β) = λ(α · β − α · λ−1µ−1β)

(2.7),(2.19)
= λ(−µβ + κβ − λ−1β)

= −λµβ + λκβ − β (2.21)

και η παραπάνω παράσταση λα(α ·µ−1β) γραµµένη διαφορετικά, ως
α · (λα · µ−1β), δίνει

α · (λα · µ−1β) = α · λ(α · λ−1µ−1β)
(2.19)
= α · λ(λ−1β − κβ)

= α · (β − λκβ)
(2.7)
= −µβ − α · λκβ (2.22)

και έτσι από τις σχέσεις (2.38), (2.8) παίρνουµε

α · λκβ = −µβ + λµβ + β − λκβ (2.23)

Από τη σχέση (2.20), έχουµε λκ 6= µ−1 άρα από την σχέση (2.38) έ-
χουµε d(λκ, λκ) = 0, συνεπώς ο όρος−λκβ δε ϑα έπρεπε να εµφανίζε-
ται στο α · λκβ της σχέσης (2.23), συνεπώς πρέπει να απλοποιείται µε
κάποιον από τους υπόλοιπους όρους. ΄Οµως από τη σχέση (2.19) έ-
χουµε λκ 6= id, άρα δεν διαγράφεται µε το β. Συνεπώς διαγράφεται
είτε µε το λµβ είτε µε το −µβ. Θα υποθέσουµε ότι διαγράφεται µε το
λµβ και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι λκβ = λµβ. Τότε κ = µ άρα η σχέση
(2.23) δίνει

α · λµβ = β − µβ (2.24)

Επίσης,
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α · λµβ =
∑
σ∈G

d(λµ, σ)σβ = d(λµ, µ)µβ +
∑
σ∈G
σ 6=µ

d(λµ, σ)σβ,

άρα λόγω της σχέσης (2.24) πρέπει d(λµ, µ) = −1 και λόγω της (1.7)
έχουµε d(µ−1λµ, µ−1) = d(λµ, µ) = −1.

Από την άλλη,

α · µ−1λµβ =
∑
σ∈G

d(µ−1λµ, σ)σβ =
��

���
���

��:−1
d(µ−1λµ, µ−1)µ−1β

+
∑
σ∈G
σ 6=µ−1

d(µ−1λµ, σ)σβ,

και επειδή λόγω της (2.15) έχουµε ότι µ−1λµ 6= id, άρα υπάρχει
ν ∈ G, ν 6= µ−1, τέτοιο ώστε

α · µ−1λµβ = −µ−1β + νβ. (2.25)

΄Ετσι, από τη µία έχουµε ότι

α · (µα · λµβ) = α · µ(α · µ−1λµβ)
(2.25)
= α · µ(νβ − µ−1β)

= α · µνβ − α · β (2.7)
= α · µνβ + µβ (2.26)

ενώ από την άλλη, εάν γράψουµε το α · (µα · λµβ) = µα(α · λµβ),
διαφορετικά έχουµε,
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µα(α · λµβ)
(2.24)
= µα(β − µβ) = µ(α · µ−1β − α · β)

(2.8),(2.7)
= µ(λβ − µ−1β + µβ) = µλβ − β + µ2β(2.27)

΄Ετσι, από τις δύο τελευταίες σχέσεις (2.26), (2.27) έχουµε

α · µνβ = µλβ − β + µ2β − µβ. (2.28)

Καθώς όµως εξ’υποθέσεως τα id, µ, µ2 είναι διακεκριµένα 4 άρα ανα-
γκαστικά ο όρος µλβ ϑα είναι εκείνος που ϑα πρέπει να διαγράφεται
µε κάποιον από τους υπόλοιπους τρεις της σχέσης (2.28). Συνεπώς
µλβ ∈ {β, µβ,−µ2β}.

• Εάν µλβ = µβ τότε µλ = µ δηλαδή λ = id, άτοπο.

• Εάν µλβ = β τότε µλ = id, άτοπο λόγω της (2.17).

Συνεπώς µλβ = −µ2β ⇒ µλβ + µ2β = 0. ΄Οµως οι αυτοµορφισµοί
µλ, µ2 ∈ G αποτελούν στοιχεία της ϐάσης άρα δεν µπορεί να είναι
διακεκριµένοι διότι τότε ϑα είχαµε γραµµική εξάρτησή τους (οι συντε-
λεστές είναι µη µηδενικοί). Συνεπώς πρέπει

µλ = µ2

και κατ’επέκτασιν
charK = 2 5.

4Εάν για παράδειγµα ήταν µ2 = µ τότε ϑα είχαµε µ = id, άτοπο εξ’υποθέσεως.
5∆ιότι για κάθε k ∈ K ισχύει 2k = 2µλk = 2µλ(β ·β−1 · k) = 2µλβ · 2µλβ−1 · 2µλk 2µλβ=0

= 0, άρα
charK = 2.
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΄Αρα µλ = µ2 ⇒ µ = λ. Συνεπώς λµ = µ2 και µλ = µ2 άρα
λµ = µλ. Τότε, τα πρώτα µέλη των σχέσεων (2.14), (2.24) είναι ίσα και
έτσι οδηγούµαστε στην

µ2β − µβ = β − µβ ⇒ µ2β = β
charK=2⇒ µ2β + β = 0⇒ µ2 = id άτoπo

Συνεπώς ο όρος −µβ είναι εκείνος που διαγράφεται µε τον −λκβ στη
σχέση (2.23), δηλαδή µβ + λκβ = 0 και µε όµοιο επιχείρηµα όπως
παραπάνω, παίρνουµε ότι

µ = λκ

και έτσι 2µβ = 0. Αυτές οι σχέσεις αποδεικνύουν την (2.9) και µέσω
της (2.23) αποδεικνύουν και την (2.10).

΄Ετσι, από τη σχέση (2.19) παίρνουµε ότι

α · λ−1µ−1β = λ−1β + λ−1µβ. (2.29)

΄Οµως

α · λ−1µ−1β =
∑
σ∈G

d(λ−1µ−1, σ)σβ = d(λ−1µ−1, λ−1µ)λ−1µβ

+
∑
σ∈G

σ 6=λ−1µ

d(λ−1µ−1, σ)σβ,

άρα πρέπει d(λ−1µ−1, λ−1µ) = 1 και σύµφωνα µε τη (1.7), έχουµε
τελικά ότι

d(µ−2, µ−1λ) = d(λ−1µ−1, λ−1µ) = 1

και επειδή µ−2 6= id, άρα υπάρχει υ ∈ G, υ 6= µ−1λ τέτοιο ώστε
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α · µ−2β = µ−1λβ + υβ (2.30)

Αυτό δίνει ότι

λα · (µα · µ−1β) = λα · µ(α · µ−2β)
(2.30)
= λα · µ(µ−1λβ + υβ)

= λα · (λβ + µυβ) = λ(αβ) + λα · µυβ
(2.7), charK=2

= λµβ + λα · µυβ (2.31)

ενώ το ίδιο µε διαφορετική µορφή, δίνει

µα · (λα · µ−1β) = µα · λ(α · λ−1µ−1β)
(2.29)
= µα · λ(λ−1β + λ−1µβ)

= µα · β + µα · µβ
= µ(α · µ−1β + α · β)

(2.7),(2.8),(2.9)
= µ(λβ + µ−1β + µβ)

= µλβ + β + µ2β. (2.32)

Συνεπώς, από τις δύο τελευταίες σχέσεις (2.31), (2.32) παίρνουµε

λα · µυβ = λµβ + µλβ + β + µ2β (2.33)

΄Οµως το λα · µυβ είναι συζυγές του α · λ−1µυβ συνεπώς δύο όροι
στο δεξί µέλος της (2.33) ϑα πρέπει να διαγράφονται. ΄Οµως id 6∈
{λµ, µλ, µ2}, άρα το β δεν διαγράφεται µε κάποιο από τους υπόλοιπους
όρους. Συνεπώς δύο εκ των λµβ, µλβ, µ2β πρέπει να διαγράφονται,
άρα λµ = µλ, µλ = µ2 ή µ2 = λµ. Σε κάθε περίπτωση έχουµε

λµ = µλ
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που ολοκληρώνει την απόδειξη της Πρότασης.

2
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2.3 Κεντρικό Θεώρηµα

Πρόκεται για το κύριο µέρος της εργασίας που αποτελεί ερευνητική
δηµοσίευση των H. Lenstra και S. Gao, [8] καθώς προσδιορίζει
ακριβώς τις (πεπερασµένες) επεκτάσεις Galois στις οποίες αναζη-
τούµε ϐέλτιστη κανονική ϐάση. Το αποτέλεσµα της έρευνας αυτής
διατυπώνεται στο ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 2.1 ΄Εστω L/K µία πεπερασµένη επέκτασηGalois µε αντίσ-
τοιχη οµάδα Galois την G και α ∈ L. Τότε, αν υπάρχει πρώτος αριθµός
p, πρωταρχική p−ϱίζα της µονάδος ζ σε κάποια αλγεβρική επέκταση
του L και στοιχείο c ∈ K∗ έτσι ώστε µία από τις παρακάτω να αληθεύει :

(i) Το ανάγωγο πολυώνυµο του ζ πάνω από το K έχει ϐαθµό p − 1,
ισχύει L = K (ζ) και α = cζ,

(ii) charK = 2, το ανάγωγο πολυώνυµο του ζ + ζ−1 πάνω από το K

έχει ϐαθµό
p− 1

2
και ισχύει L = K(ζ + ζ−1) και α = c(ζ + ζ−1).

τότε η (σα)σ∈G είναι ϐέλτιστη κανονική ϐάση για το L πάνω από το K
και το αντίστροφο.

Απόδειξη:

Σχόλιο: Λόγω της σηµείωσης στο Πόρισµα 2.2, αρκεί να αποδείξουµε
το ϑεώρηµα για την περίπτωση όπου c = 1 καθώς εάν έχουµε ϐέλτιστη
κανονική ϐάση που παράγεται από το στοιχείο α = ζ ή το α = ζ+ζ−1,
τότε και το στοιχείο cα παράγει µία ϐέλτιστη κανονική ϐάση.

Ευθύ:

• Ας υποθέσουµε ότι ισχύει η (i). Τότε η κατασκευή της ϐέλτιστης
κανονικής ϐάσης, είναι εντελώς όµοια µε εκείνη στο Παράδειγµα
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(2.2) µε µοναδική διαφορά ότι η επέκταση εδώ είναι η K(ζ)/K
αντί της Q(ζ)/Q που είχαµε στο παράδειγµα.

• Ας υποθέσουµε ότι ισχύει η (ii) του Θεωρήµατος δηλαδή charK =
2, deg min

(
ζ + ζ−1, K

)
= p−1

2 και L = K
(
ζ + ζ−1

)
. Από το

σχόλιο παραπάνω, παίρνουµε α = ζ + ζ−1. Σκοπός µας, είναι
η κατασκευή µιας κανονικής ϐάσης που ϑα δείξουµε ότι είναι
ϐέλτιστη. Για το λόγο αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε την συνήθη
ϐάση {α0, α, α2, . . . , α

p−1
2 −1} του L ως K διανυσµατικού χώρου .

Επειδή το ζ είναι ϱίζα του xp−1 + · · · + x + 1, άρα το min (ζ,K)
είναι ϐαθµού το πολύ p − 1. Επειδή όµως [L : K] = p−1

2 άρα
[K(ζ), L] = 1 ή 2.

Και στις δύο περιπτώσεις, σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι όλα
τα συζυγή του α είναι της µορφής ζ i+ζ−i για κάποιο 1 ≤ i ≤ p−1

2 .

• Εάν [K(ζ), L] = 1 τότε K(ζ) = L δηλαδή ζ ∈ L άρα έχει
νόηµα να µιλήσουµε για το σ(ζ) όπου σ ∈ G(L/K). Η συνέ-
χεια όπως στο (?) παρακάτω µε σ̃ να είναι το ίδιο το σ.

• Εάν [K(ζ), L] = 2 τότε p(x) = min (ζ, L) = x2−
(
ζ + ζ−1

)
x+

1 και επεκτείνουµε τον σ ∈ G(L/K) σε έναν αυτοµορφισµό
σ̃ : K(ζ)→ K(ζ). Αρκεί να ορίσουµε το σ̃(ζ). Εάν

pσ(x) = σ (p(x)) = x2 − σ
(
ζ + ζ−1)x+ 1,

τότε

pσ (σ̃(ζ)) = (σ̃(ζ))2 − σ
(
ζ + ζ−1) σ̃(ζ) + 1

ζ+ζ−1∈L
= σ̃(ζ2)− σ̃

(
ζ + ζ−1) σ̃(ζ) + σ̃(1)

= σ̃
(
ζ2 −

(
ζ + ζ−1) ζ + 1

)
= σ̃(0) = 0
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άρα το σ̃(ζ) είναι µία από τις δύο ϱίζες του pσ(x). Επειδή
σ̃ ∈ G (K(ζ)/K) και K(ζ)/K κυκλοτοµική επέκταση, άρα
το στοιχείο σ̃(ζ) είναι µία πρωταρχική p− ϱίζα της µονάδος.
΄Αρα για τον αυτοµορφισµό σ̃ : K(ζ) → K(ζ), εάν mi είναι
µία ϱίζα του pσ(x), τότε ορίζουµε σ̃|L = σ, σ̃(ζ) = mi και εάν
b ∈ K(ζ) τότε b = f(ζ) µε f(x) ∈ L[x] ( Η επέκταση K(ζ)
είναι εξ’ υποθέσεως αλγεβρική πάνω από το L) και ορίζουµε
σ̃(b) = fσ(mi). Η απεικόνιση αυτή είναι καλώς ορισµένη
καθώς εάν b = f(a) = g(a) τότε fσ(mi) = gσ(mi). Πράγµατι,
(f − g) (ζ) = 0 άρα p(x)|f(x)− g(x) συνεπώς pσ(x)|fσ(x) −
gσ(x) και αφού pσ(mi) = 0, άρα τελικά fσ(mi)− gσ(mi) = 0

(?) ΄Αρα σε κάθε περίπτωση, εάν γ είναι συζυγής του α πάνω από
το K, δηλαδή γ = σ(α), για κάποιο σ ∈ G(L/K), τότε

γ = σ(ζ + ζ−1) = σ̃(ζ + ζ−1)

= σ̃(ζ) + σ̃(ζ−1) = σ̃(ζ) + σ̃(ζ)−1.

΄Αρα κάποια ϱίζα η του x2−γx+1 (οι ϱίζες αυτού είναι οι σ̃(ζ) και
σ̃(ζ−1) διότι έχουν άθροισµα γ και γινόµενο 1), είναι συζυγής του
ζ ή του ζ−1 (προφανές, αφού η = σ̃(ζ) ή η = σ̃(ζ−1)), άρα το η
είναι κάποια p−ϱίζα της µονάδος κι έτσι η = ζ i, για κάποιο i που
δεν είναι διαιρετό από το p (εάν p|i, τότε i = pk για κάποιο k ∈ Z,
άρα ζ i = ζpk = 1, άτοπο αφού το 1 δεν είναι πρωταρχική p−ϱίζα
της µονάδος). ΄Αρα γ = η + η−1 = ζ i + ζ−i = ai, για κάποιο i, µε
0 ≤ i ≤ p−1

2 (εάν p+1
2 ≤ i ≤ p−1, τότε ζ i+ζ−i = ζ i−p+ζp−i, οπότε

περιοριζόµαστε µόνο σε εκείνα τα i για τα οποία 0 ≤ i ≤ p−1
2 ).

Αφού ο ϐαθµός του α είναι p−1
2 , ο p είναι περιττός πρώτος και

τα συζυγή του α, είναι ακριβώς τα στοιχεία ai = ζ i + ζ−i, µε
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1 ≤ i ≤ p−1
2

6 . Λόγω του Λήµµατος 4.2, για 0 < j < p−1
2 έχουµε

ότι

αj =

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

i

)
aj−2i και α0 =

p−1
2∑
i=0

ai

Καθώς λοιπόν κάθε στοιχείο της συνήθους ϐάσης του L, που
γράψαµε στην αρχή γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός στοιχεί-
ων του συνόλου {a1, a2, . . . , ap−1

2
}, άρα το τελευταίο σύνολο (που

περιέχει p−1
2 στοιχεία), είναι γραµµικώς ανεξάρτητο και αποτελεί

ϐάση της επέκτασης L/K που µάλιστα είναι κανονική εξ’ ορισµού
των ai 7. Επίσης για την γραµµική απεικόνιση

mα : L → L

x 7→ α · x

έχουµε

mα(a1) = α · a1 = α2 =
(
ζ + ζ−1)2 charK=2

= ζ2 + ζ−2 = a2.

mα(ai) = α · ai =
(
ζ + ζ−1) (ζ i + ζ−i

)
= ζ i+1 + ζ1−i + ζ i−1 + ζ−1−i

=
(
ζ i−1 + ζ−(i−1)

)
+
(
ζ i+1 + ζ−(i+1)

)
= ai−1 + ai+1, για 1 < i <

p− 1

2
.

mα

(
ap−1

2

)
= α · ap−1

2
= ap−3

2
+ ap−1

2

6εάν είχαµε ζi + ζ−i = ζj + ζ−j για i 6= j και 0 ≤ i, j ≤ p−1
2 , τότε καταλήγουµε στη σχέση

(ζj−i− 1)(ζj+i− 1) = 0 που δεν γίνεται διότι τότε ϑα είχαµε ζj−i = 1 ή ζj+i = 1 και οι εκθέτες είναι
και οι δύο µικρότεροι του p ενώ ταυτόχρονα το ζ είναι p−ϱίζα της µονάδος.

7Παρατηρήστε ότι κάθε συζυγές γ του α έχει τη µορφή - όπως δείξαµε στην αρχή - γ = ai.
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Φαίνεται λοιπόν, λόγω της µορφής της, ότι η ϐάση αυτή είναι
ϐέλτιστη.

Αντίστροφο:

Ας υποθέσουµε ότι η (σα)σ∈G είναι ϐέλτιστη κανονική ϐάση και
(σβ)σ∈G, β ∈ L η δυϊκή της. Λόγω της σχέσης (2.4) διακρίνουµε
τις εξής περιπτώσεις :

(i) µ = id. Τότε από την σχέση (2.4) παίρνουµε α = −1. ΄Αρα η
(σα)σ∈G = {−1}, είναι η ϐάση της L/K άρα [L : K] = 1, συνεπώς
κάθε στοιχείο λ ∈ L, γράφεται ως (−1) · k = −k, k ∈ K άρα
L ⊆ K και αφού εξ’υποθέσεως K ⊆ L, άρα L = K.

• charK 6= 2. Τότε για p = 2, η ζ = −1 είναι πρωταρχική
2−ϱίζα της µονάδος και τότε L = K(−1) = K και το ανάγωγο
πολυώνυµο του ζ πάνω από τοK είναι το x+1 ϐαθµού p−1 =
1 άρα είµαστε στην περίπτωση (i) του ϑεωρήµατος.
• charK = 2. Για p = 3, οι ζ = ω, ω2 είναι πρωταρχικές 3-ϱίζες

της µονάδος και σε κάθε περίπτωση (είτε ζ = ω είτε ζ = ω2)
έχουµε

ζ + ζ−1 = ω + ω2 = −1
charK=2

= 1,

άρα K
(
ζ + ζ−1

)
= K(1) = K = L. Το ανάγωγο πολυώνυµο

του 1 πάνω από τοK, είναι το x−1 µε ϐαθµό p−1
2 = 1 δηλαδή

είµαστε στην περίπτωση (ii) του ϑεωρήµατος.

(ii) µ 6= id και µ2 = id. Τότε λόγω της σχέσης 2.4, έχουµε α = (−µβ)·
β−1 και εφαρµόζωντας στην τελευταία τον αυτοµορφισµό µ έχουµε

µα = µ
(
(−µβ) · β−1) = −µ2β · µβ−1 µ2=id

= −β · (µβ)−1

(2.4)
= −β · (−αβ)−1 = β · β−1 · α−1 = α−1
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΄Αρα

α · µα = 1 = −Tr (α) =
∑
σ∈G

(−σα) (2.34)

και έτσι σύµφωνα µε τη σχέση (2.1), παίρνουµε τελικά

d(σ, µ) = −1, ∀σ ∈ G

που δείχνει ότι τα στοιχεία της στήλης του πίνακα της γραµµικής
απεικόνισης mα που αντιστοιχεί στον αυτοµορφισµό µ, είναι όλα
ίσα µε −1.

Λόγω της σχέσης (1.8), έχουµε

α · σβ =
∑
τ∈G

d(σ, τ)τβ = d(σ, µ)µβ +
∑
τ∈G
τ 6=µ

d(σ, τ)τβ

= −µβ +
∑
τ∈G
τ 6=µ

d(σ, τ)τβ (2.35)

΄Οµως, λόγω του Πορίσµατος (2.1) ισχύει ότι για κάθε σ ∈ G
µε σ 6= id υπάρχουν ακριβώς δύο στοιχεία τ ∈ G µε d(σ, τ) µη
µηδενικά, των οποίων το άθροισµα κάνει µηδέν. Αφού λοιπόν ο
ένας αυτοµορφισµός είναι το µ 6= id (διότι d(σ, µ) = −1 6= 0), άρα
για κάποιο άλλο µοναδικό σ∗ ∈ G µε σ∗ 6= µ ισχύει ότι

d(σ, σ∗) = 1 (2.36)

και κατ’επέκτασιν d(σ, τ) = 0, ∀ τ 6= µ, σ∗. Συνεπώς λόγω της
σχέσης (2.35), παίρνουµε τελικά ότι

α · σβ = σ∗β − µβ, ∀ σ ∈ G, σ 6= id
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Επίσης α · σ∗α =
∑
τ∈G

d(τ, σ∗)τα = d(σ, σ∗)σα +
∑
τ∈G
τ 6=µ

d(τ, σ∗)τα

΄Οµως η γραµµική απεικόνιση mx είναι ισοµορφισµός άρα ο αν-
τίστοιχος πίνακας είναι αντιστρέψιµος συνεπώς η ορίζουσα είναι
διαφορετική του µηδενός άρα καµία στήλη δεν περιέχει όλα τα σ-
τοιχεία ίσα µε µηδέν. Από την άλλη, εάν µία στήλη πλην εκείνης
που αντιστοιχεί στον αυτοµορφισµό µ (που έχει n σε πλήθος σ-
τοιχεία ίσα µε −1), είχε δύο µη µηδενικά στοιχεία, τότε ϑα είχαµε
ακόµη να συµπληρώσουµε 2n− 1− (n+ 2) = n− 3 ϑέσεις µε µη
µηδενικά στοιχεία. ΄Οµως έχουµε n− 2 στήλες στις οποίες πρέπει
να συµπληρώσουµε στοιχεία µη µηδενικά άρα σίγουρα κάποια
έχει µόνο µηδενικά, άτοπο. ΄Αρα

d(τ, σ∗) = 0, ∀ τ ∈ G, τ 6= µ, τ 6= σ (2.37)

Συνεπώς από τις σχέσεις (2.36),(2.37), η απεικόνιση

φ : G \ {µ} → G \ {µ}
σ 7→ σ∗

είναι 1-1 άρα τελικά έχουµε

α · σ∗α = σα, σ∗ 6= µ,

και από την σχέση (2.34) παίρνουµε

α · µα = 1.

Συνεπώς το σύνολο A = {1}∪{σα : σ ∈ G} είναι κλειστό ως προς
τον πολλαπλασιασµό µε το α αφού
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α · 1 = α = idα ∈ A
ασ∗α = σα ∈ A, σ∗ 6= µ

αµα = 1 ∈ A

Θα δείξουµε τώρα ότι το A είναι πολλαπλασιαστική οµάδα . Προ-
ϕανώς το ουδέτερο ανήκει στο A. Αρκεί λοιπόν να δείξω την κ-
λειστότητα.

1 · τα = τα ∈ A
σα · τα = σ(α · σ−1τα)

σ−1τ=ρ
= σ(α · ρα)

=

{
σ1 = 1 ∈ A,αν ρ = µ

σ(τα) = πα ∈ A,αν ρ 6= µ

συνεπώς ηA είναι οµάδα τάξης n+1 εκτός εάν α = 1 που αποκλεί-
εται διότι εάν ήταν α = 1 τότε σα = 1, ∀ σ ∈ G άρα (σα)σ∈G = {1}
άρα L = K, οπότε G = {id}, δηλαδή µ = id, άτοπο.

΄Αρα αn+1 = 1 8. Επίσης α 6= 1 άρα το α είναι ϱίζα του πολυωνύ-
µου

f(x) = xn + · · ·+ x+ 1.

Αν m(x) είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του α, τότε αυτό έχει ϱίζες
όλα τα σα δηλαδή τις (n + 1)−ϱίζες της µονάδος και λόγω του
ότι και το f(x) έχει τις ίδιες ϱίζες, είναι και τα δύο µονικά και
ίδιου ϐαθµού, συνάγουµε ότι f(x) ≡ m(x) απ’όπου το f(x) είναι
ανάγωγο .

8διότι για σ = id, από το Θεώρηµα του Lagrange έχουµε ότι (idα)n+1 = 1 δηλαδή αn+1 = 1.
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Το σύνολο A περιέχει όλες τις (n + 1)−ϱίζες της µονάδος (διότι
είναι οµάδα τάξης n + 1 και άρα κάθε στοιχείο υψωµένο στη δύ-
ναµη n + 1 ισούται µε 1) άρα και τις πρωταρχικές . Θα δείξουµε
ότι όλες οι σα, σ ∈ G είναι πρωταρχικές οπότε ϑα συµπεράνουµε
ότι ο n + 1 ϑα είναι πρώτος. Εάν ρα πρωταρχική (n + 1)− ϱίζα
της µονάδος τότε εάν k είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός για τον
οποίο (σα)k = 1, τότε έχουµε διαδοχικά

(σα)k = 1 ⇒ σα · · · · · σα︸ ︷︷ ︸
k

= 1⇒ σ(α · · · · · α︸ ︷︷ ︸
k

) = 1

⇒ σαk = 1⇒ ρσ−1(σαk) = ρσ−1(1)⇒ ραk = 1

⇒ (ρα)k = 1⇒ k = n+ 1

διότι το ρα είναι µία πρωταρχική ϱίζα της µονάδος συνεπώς η τάξη
του είναι n+ 1.
΄Αρα ο n + 1 είναι πρώτος οπότε είµαστε στην πρώτη περίπτωση
του ϑεωρήµατος (Το f(x) πράγµατι είναι ανάγωγο ϐαθµού p−1 =
n+ 1− 1 = n και ισχύει L = K(α).)

(iii) µ 6= id και µ2 6= id.
Από το Λήµµα 2.1 έχουµε d(id, σ) = −1 ή 0, αναλόγως εάν σ = µ

ή σ 6= µ και λόγω της σχέσης (1.7) έχουµε,

d(σ, σ) =

{
−1, αν σ = µ−1

0, αν σ 6= µ−1.
(2.38)

Λόγω της σχέσης (1.8), έχουµε

α · µ−1β =
∑
σ∈G

d(µ−1, σ)σβ = d(µ−1, µ−1)µ−1β +
∑
σ∈G
σ 6=µ−1

d(µ−1, σ)σβ
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και από τη σχέση (2.38),

d(µ−1, µ−1) = −1.

Επειδή όµως µ−1 6= id, άρα πρέπει να υπάρχει λ ∈ G τέτοιο, ώστε
d(µ−1, λ) = 1 ενώ d(µ−1, σ) = 0, για κάθε σ ∈ G µε σ 6= λ, µ−1.
΄Αρα τελικά

α · µ−1β = −µ−1β + λβ, λ 6= µ−1. (2.39)

Εφαρµόζουµε τον αυτοµορφισµό µ στην σχέση (2.39) και παίρνω

µ(α · µ−1β) = µα · β και µ(λβ − µ−1β) = µλβ − β,

άρα
µαβ = µλβ − β (2.9),(2.11)⇒ µα · β = λµβ + β.

΄Οµως σε συνδυασµό µε την (2.10) παίρνουµε

µα · β = α · µβ ⇒ µα · (µβ)−1 = α · β−1,

δηλαδή

µ(α · β−1) = α · β−1. (2.40)

Εάν πολλαπλασιάσουµε κατά µέλη την τελευταία µε την −µβ =
α · β, παίρνουµε διαδοχικά

−µ(α · β−1) · µβ = α2 ⇒ −µ(α · β−1 · β) = α2

⇒ α2 = −µα (2.9)⇒ µα = α2.
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Ισχυριζόµαστε ότι για κάθε n ≥ 0 ισχύει

µnα = a2n (2.41)

και ϑα το αποδείξουµε επαγωγικά.
Για n = 0, 1 ισχύει. ΄Εστω ότι ισχύει για n = k ≥ 2, δηλαδή ότι
µkα = α2k. Τότε

µk+1α = µ(µkα) = µ(α2k) =
(
α2k
)2

= α2k+1

και η επαγωγή ολοκληρώθηκε.
Θέτοντας στη σχέση (2.41) n = orderµ (άρα µnα = α), παίρνουµε
α2n = α, το οποίο σηµαίνει ότι το α είναι αλγεβρικό πάνω από
το F2 (αφού είναι ϱίζα του πολυωνύµου x2n − x ∈ F2[X]). ΄Αρα
α ∈ F2n συνεπώς ο ϐαθµός του, διαιρεί το n.
΄Αρα

n = orderµ ≤ ]G = [L : K] = [K(α) : K]
(?)
≤ n,

όπου η (?) ισχύει διότι [K(α) : K] = l, όπου l ο ϐαθµός του
αναγώγου πολυωνύµου του α πάνω από το K, ο οποίος είναι
µικρότερος ή ίσος από το ϐαθµό του α πάνω από το F2 που διαιρεί
το n άρα είναι µικρότερος από n.
Λόγω της παραπάνω σχέσης, ισχύει η ισότητα παντού κάτι που
σηµαίνει ότι το µ παράγει την οµάδα G.
΄Αρα

G = {α, µα, . . . , µn−1α}
και το σύνολο αυτό είναι ϐάση της επέκτασης L/K.

Ισχυριζόµαστε τώρα ότι α
β ∈ K. Λόγω της σχέσης µ

(
α
β

)
= α

β

παίρνουµε επαγωγικά ότι

µk
(
α

β

)
=
α

β
, για κάθε k = 1, . . . , n− 1. (2.42)
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Αφού α
β ∈ L, υπάρχουν k1, . . . , kn ∈ K τέτοια, ώστε

α

β
= k1α + k2µα + · · ·+ knµ

n−1α.

Εφαρµόζουµε διαδοχικά τις δυνάµεις των αυτοµορφισµών µ και
λόγω της σχέσης (2.42) παίρνουµε

α

β
= µ

(
α

β

)
= k1µα + k2µ

2α + · · ·+ knα

α

β
= µ2

(
α

β

)
= k1µ

2α + k2µ
3α + · · ·+ knµα

...
α

β
= µn−1

(
α

β

)
= k1µ

n−1α + k2α + · · ·+ knµ
n−2α

Λόγω της µοναδικότητος της γραφής του α
β ως προς τα στοιχεία

της ϐάσης, ϑα πρέπει k2 = k1 = kn = . . . = k3, άρα
α

β
= k1

(
α + µα + · · ·+ µn−1α

)
= k1

∑
σ∈G

σα = k1Tr (α) ∈ K,

και η απόδειξη του ισχυρισµού ολοκληρώθηκε.

Για τη συνέχεια της απόδειξης, αφού Tr (α) = −1 άρα α
β = −k1

δηλαδή α = −k1β και παίρνοντας ίχνος και στα δύο µέλη έχουµε

Tr (α) = −k1Tr (β)
Tr(α)=Tr(β)=−1

=⇒ k1 = −1.

΄Αρα α
β = 1 και έτσι α = β που λόγω των σχέσεων (1.6), (1.8),

έχουµε
d(σ, τ) = d(τ, σ), για κάθε σ, τ ∈ G (2.43)
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΄Εστω ζ ϱίζα του X2−αX + 1 σε κάποια αλγεβρική επέκταση του
L. ΄Αρα ζ + ζ−1 = α. ΄Αρα λόγω του ότι το α είναι αλγεβρικό
πάνω από το F2, το ίδιο ϑα συµβαίνει και µε το ζ, δηλαδή η
(πολλαπλασιαστική) τάξη του ζ είναι πεπερασµένη και περιττή
έστω 2m+ 1.

Για κάθε ακέραιο i, ας είναι γi := ζ i + ζ−i. Τότε γ0 = ζ0 + ζ0 =
1 + 1 = 0 και λόγω των τύπων V ieta, γ1 = α. Επίσης έχουµε
διαδοχικά

γi = γj ⇐⇒ ζ i + ζ−i = ζj + ζ−j
charK=2

=⇒ ζ2i+j + ζj + 2i+j + ji = 0

=⇒ ζ i+j
(
ζ i + ζj

)
+
(
ζ i + ζj

)
= 0

=⇒
(
ζ i+j + 1

) (
ζ i + ζj

)
= 0

=⇒ ζ i+j + 1 = 0 ή ζ i + ζj = 0

=⇒ i+ j ≡ 0 (mod 2m+ 1) ή i− j ≡ 0 (mod 2m+ 1)

=⇒ i ≡ ±j (mod 2m+ 1)

Συνεπώς υπάρχουν ακριβώς m διαφορετικά στοιχεία µεταξύ των
γi, ας πούµε γ1, . . . , γm.

Κάθε ένα από τα n συζυγή του α είναι της µορφής

µjα = α2j = ζ2j + ζ−2j = γ2j , για κάποιο ακέραιο j,

συνεπώς υπάρχουν µεταξύ των γi. ΄Αρα n ≤ m. Θα δείξουµε
ότι n = m δείχνοντας, αντίστροφα, ότι κάθε µη µηδενικό γi είναι
συζυγές του α.

Αυτό ϑα γίνει µε ισχυρή έπαγωγή επί του i. ΄Εχουµε γ1 = α, γ2 =
α2 = µα, άρα για i = 1, 2 ισχύει. ΄Εστω ότι το γj είναι συζυγές του
α για κάθε j < i µε 3 ≤ i ≤ m. Θα δείξουµε ότι και το γi είναι
συζυγές του α. ΄Οµως
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α · γi−2 =
(
ζ + ζ−1) · (ζ i−2 + ζ2−i)

= ζ i−1 + ζ3−i + ζ i−3 + ζ1− i = γi−1 + γi−3,(2.44)

όπου λόγω της επαγωγικής υπόθεσης τα γi−2, γi−1 είναι συζυγή
του α ενώ το γi−3 είναι είτε συζυγές του α είτε ίσο µε µηδέν.

΄Αρα γi−2 = σα και γi−1 = τα για κάποια σ, τ ∈ G, συνεπώς
λόγω της παραπάνω σχέσης (2.44), όταν το α ·σα εκφράζεται στην
κανονική ϐάση, το γi−1 εµφανίζεται µε συντελεστή 1 και λόγω της
σχέσης (2.43), όταν το α · γi−1 εκφράζεται ως προς την ίδια ϐάση,
τότε το σα = γi−2 εµφανίζεται µε συντελεστή 1. Συνεπώς από το
Πόρισµα 2.1, αφού β = α και γi−1 6= α 9, άρα το α · γi−1 είναι
ίσο µε το άθροισµα του γi−2 και κάποιου άλλου συζυγούς του α.
΄Οµως λόγω της σχέσης (2.44), έχουµε α · γi−1 = γi−2 + γi, άρα το
άλλο συζυγές του α πρέπει να είναι το γi και αυτό ολοκληρώνει
την επαγωγή.

΄Αρα n = m, συνεπώς τα γ1, . . . , γm είναι τα στοιχεία της ϐάσης
(σα)σ∈G.

Από το γεγονός ότι κάθε µη µηδενικό γi ισούται µε κάποιο συζυγές
µjα του α, άρα για κάθε i µη διαιρετό από το 2m+ 1 ισχύει

γi = µjα = γ2j =⇒ i ≡ ±2j (mod 2m+ 1).

Πιο συγκεκριµένα, οποιοσδήποτε ακέραιος i µη διαιρετός από το
2m+ 1 είναι πρώτος προς το 2m+ 1, άρα ο 2m+ 1 είναι πρώτος.
΄Αρα για p = 2m + 1 έχουµε p−1

2 = 2m+1−1
2 = m = n που είναι

ο ϐαθµός του ανάγωγου πολυωνύµου του α = ζ + ζ−1 πάνω από
το K και έτσι έχουµε ολοκληρώσει την απόδειξη και αυτής της
περίπτωσης.

9Εάν γi−1 = α = γ1 ⇒ i− 1 ≡ ±1 (mod 2m+ 1), άτοπο αφού 1 ≤ i ≤ m.
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3 Βέλτιστες κανονικές ϐάσεις Πεπερασµένων Σωµάτων

3.1 Τύπου Ι

Λήµµα 3.1 Εάν το q είναι πρώτος ή δύναµη πρώτου και πρωταρχικό
στοιχείο του Zn+1, τότε εάν α είναι µία (n+ 1)−ϱίζα της µονάδος, υπάρ-
χουν n διακεκριµένα συζυγή του α κάθε ένα από τα οποία είναι επίσης
πρωταρχική (n+ 1)−ϱίζα της µονάδος.

Απόδειξη:

΄Εστω αq
i

= αq
j για κάποια i, j µε i 6= j και 0 ≤ i < j ≤ n− 1. Τότε

αq
i−qj = 1. ΄Οµως το α είναι πρωταρχική (n + 1)−ϱίζα της µονάδος

άρα πρέπει n+1|qi−qj δηλαδή qi ≡ qj (mod n+1), απ’όπου qi−j ≡ 1
(mod n+ 1). ΄Οµως λόγω της 1 ≤ i− j ≤ n− 1 καταλήγουµε σε άτοπο
διότι το q είναι πρωταρχικό στοιχείο του Zn+1 άρα το n είναι το ελάχιστο
k µε την ιδιότητα qk ≡ 1 (mod n + 1). ΄Αρα τα αqi είναι διακεκριµένα
για 0 ≤ i ≤ n− 1 και αφού(

αq
i
)n+1

= α(n+1)qi =
(
αn+1)qi = 1,

τα αqi είναι (n+ 1)−ϱίζες της µονάδος και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

2

Θεώρηµα 3.1 Οι παρακάτω προτάσεις (i) και (ii) είναι ισοδύναµες

(i) Υπάρχει πρώτος p, πρωταρχική p− ϱίζα της µονάδος ζ τέτοια ώστε
deg min (ζ,Fq) = p− 1 και Fqn = Fq(ζ).

(ii) Υπάρχει πρώτος p τέτοιος ώστε n + 1 = p και q να γεννάει την
πολλαπλασιαστική οµάδα Z?

n+1.
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Απόδειξη :

Ας υποθέσουµε ότι ισχύει η (i). Τότε ισοδύναµα

min (ζ,Fq) = xp−1 + · · ·+ x+ 1

το οποίο σε συνδυασµό µε το ότι Fqn = Fq(ζ) σηµαίνει ισοδύναµα ότι
n = p−1 δηλαδή n+1 = p, πρώτος και µάλιστα λόγω της Πρότασης 1.2
έχουµε ordp (q) = p − 1, δηλαδή το q παράγει την πολλαπλασιαστική
οµάδα Z?

n+1. ΄Αρα ισοδύναµα έχουµε το (ii).

2

Είναι ϕανερή η σχέση του Θεωρήµατος αυτού µε το Κεντρικό Θεώρηµα
2.1 του προηγουµένου κεφαλαίου, µε την οποία κατασκευάζουµε
ϐέλτιστες κανονικές ϐάσεις. ΄Ετσι έχουµε το επόµενο

Πόρισµα 3.1 Εάν ο n + 1 είναι πρώτος και το q είναι πρωταρχικό σ-
τοιχείο του Zn+1 και πρώτος ή δύναµη πρώτου, τότε οι πρωταρχικές
(n+ 1)−ϱίζες της µονάδος είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και αποτελούν
µία ϐέλτιστη κανονική ϐάση του Fqn πάνω από το Fq.

2

Ορισµός 3.1 Κάθε τέτοια ϐέλτιστη κανονική ϐάση που προκύπτει από
την παραπάνω κατασκευή την ονοµάζουµε Τύπου Ι .

2

3.2 Τύπου ΙΙ

Θεώρηµα 3.2 Ας υποθέσουµε ότι ο αριθµός p = 2n + 1 είναι πρώτος.
Τότε οι παρακάτω προτάσεις (i) και (ii) είναι ισοδύναµες
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(i) Υπάρχει µία p−ϱίζα της µονάδος, έστω ζ για την οποία ισχύει
deg min

(
ζ + ζ−1,F2

)
= p−1

2 και F2n = F2
(
ζ + ζ−1

)
.

(ii) Ισχύει είτε

(a) το 2 είναι πρωταρχικό στοιχείο του Z2n+1 είτε

(b) 2n+1 ≡ 3 (mod 4) και το 2 παράγει τα τετραγωνικά υπόλοιπα
του Z2n+1

Απόδειξη:

Ας υποθέσουµε ότι ισχύει η (i). Επειδή

F2 ≤ F2
(
ζ + ζ−1)︸ ︷︷ ︸

F2n

≤ F2 (ζ)

και το ζ + ζ−1 είναι ϱίζα του πολυωνύµου x2 −
(
ζ + ζ−1

)
x+ 1, άρα η

επέκταση F2
(
ζ + ζ−1

)
≤ F2 (ζ) είναι ϐαθµού 1 ή 2.

• Εάν είναι ϐαθµού 2 τότε [F2 (ζ) : F2] = p − 1 και το ζ είναι ϱίζα
του κυκλοτοµικού πολυωνύµου Φp

10 µε deg Φp = p − 1. ΄Αρα
το ελάχιστο πολυώνυµο του ζ πάνω από το F2 είναι το Φp οπότε
ordp (2) = p− 1 οπότε είµαστε στην περίπτωση (α) του (ii).

• Εάν είναι ϐαθµού 1, τότε F2 (ζ) = F2n άρα deg min (ζ,F2) = n.
Το ζ είναι ϱίζα του Φp που έχει ϐαθµό p − 1 = 2n άρα πρέπει
να αναλύεται σε δύο πολυώνυµα ϐαθµού n. Συνεπώς ordp (2) =
n = p−1

2 κι έτσι το 2 παράγει τα τετραγωνικά υπόλοιπα του Z2n+1.
Επιπλέον, εάν υποθέσουµε ότι 2n + 1 ≡ 1 (mod 4) και ϑέσουµε
α = ζ + ζ−1, τότε

α2
p−1
4 =

(
ζ + ζ−1)2

p−1
4

= ζ2
p−1
4 + ζ−2

p−1
4 = ζ−1 + ζ = α

10Ξέρουµε ότι xp − 1 = Φ1Φp
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διότι 2
p−1
4 ≡ −1 (mod p) αφού ordp (2) = p−1

2 . ΄Αρα α ∈ F2
n
2
,

άτοπο διότι α ∈ F2n και δεν ανήκει σε κανένα µικρότερο υπόσωµά
του. ΄Αρα 2n+ 1 ≡ 3 (mod 4).

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι ισχύει η (ii). ∆ιακρίνουµε τις εξής
περιπτώσεις :

• Εάν το 2 είναι πρωταρχικό στοιχείο του Z2n+1 τότε ordp (2) = p−1
άρα το Φp είναι ανάγωγο οπότε F2 (ζ) = F2p−1 = F22n. Επίσης η
επέκταση F2

(
ζ + ζ−1

)
≤ F2 (ζ) είναι ϐαθµού 1 ή 2. Εάν ϑέσουµε

α = ζ + ζ−1, τότε

α2
p−1
2 = ζ2

p−1
2 + ζ−2

p−1
2 = ζ−1 + ζ = α,

διότι 2
p−1
2 ≡ −1 (mod p). ΄Αρα ζ + ζ−1 ∈ F

2
p−1
2

= F2n, δηλαδή[
F2 (ζ) : F2

(
ζ + ζ−1

)]
= 2. Συνεπώς αναγκαστικά παίρνουµε[

F2n : F2
(
ζ + ζ−1

)]
= 1 άρα

[
F2
(
ζ + ζ−1

)
: F2
]

= p−1
2 κι έτσι

ισχύει το (i) του Θεωρήµατος.

• Εάν 2n + 1 ≡ 3 (mod 4) και το 2 παράγει τα τετραγωνικά υπ-
όλοιπα του Z2n+1, δηλαδή ordp (2) = p−1

2 , τότε το κυκλοτοµικό
πολυώνυµο Φp αναλύεται σε γινόµενο 2 αναγώγων πολυωνύµων
ϐαθµού n. ΄Αρα deg min (ζ,F2) = n = p−1

2 . Επίσης εάν ϑέσουµε
α = ζ + ζ−1, τότε

α2
p−1
2 = ζ2

p−1
2 + ζ−2

p−1
2 = ζ + ζ−1 = α

άρα ζ + ζ−1 ∈ F
2
p−1
2

= F2n.

΄Οµως ξέρουµε ότι
[
F2 (ζ) : F2

(
ζ + ζ−1

)]
= 1 ή 2, άρα αν υποθέ-

σουµε ότι
[
F2 (ζ) : F2

(
ζ + ζ−1

)]
= 2 τότε ϑα είχαµε F2

(
ζ + ζ−1

)
=

F2k µε k|n και το n ϑα ήταν άρτιος, άτοπο διότι από την υπόθεση
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2n + 1 ≡ 3 (mod 4). Συνεπώς
[
F2 (ζ) : F2

(
ζ + ζ−1

)]
= 1, άρα

F2n = F2
(
ζ + ζ−1

)
, δηλαδή και πάλι ισχύει το (i) του Θεωρήµα-

τος.

2

Ορισµός 3.2 Κάθε τέτοια ϐέλτιστη κανονική ϐάση που προκύπτει από
την παραπάνω κατασκευή την ονοµάζουµε Τύπου ΙΙ .

2

΄Οπως και στην προηγούµενη παράγραφο, έτσι κι εδώ υπάρχει µί-
α ϕυσιολογική κατασκευή ϐέλτιστων κανονικών ϐάσεων µε τη ϐοή-
ϑεια του Κεντρικού Θεωρήµατος και του παραπάνω Θεωρήµατος. Την
κατασκευή αυτή διατυπώνουµε στο επόµενο

Πόρισµα 3.2 Εάν ο 2n+ 1 είναι πρώτος και υποθέσουµε ότι είτε

(a) το 2 είναι πρωταρχικό στοιχείο του Z2n+1 είτε

(ii) 2n+1 ≡ 3 (mod 4) και το 2 παράγει τα τετραγωνικά υπόλοιπα του
Z2n+1

τότε το α = ζ + ζ−1 παράγει µία ϐέλτιστη κανονική ϐάση του F2n

πάνω από το F2, όπου το ζ είναι µία πρωταρχική (2n+ 1)−ϱίζα της
µονάδος.

Ορισµός 3.3 Κάθε τέτοια ϐέλτιστη κανονική ϐάση που προκύπτει από
την παραπάνω κατασκευή την ονοµάζουµε Τύπου ΙΙ .

2
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Παρατήρηση: Για πρακτικές εφαρµογές χρειαζόµαστε ϐέλτιστες κανον-
ικές ϐάσεις πάνω από το F2. Θα ήταν πολύ χρήσιµο εάν είχαµε
κάποιους κανόνες µε τους οποίους να ελέγχουµε εάν οι υποθέσεις
των παραπάνω Πορισµάτων 3.1 και 3.2. ΄Ετσι το επόµενο αποτέλεσµα
που υπάρχει στο [11], είναι πολύ χρήσιµο.

Πρόταση 3.1 (i) Το 2 είναι πρωταρχικό στοιχείο του Zr για κάποιο
πρώτο r, εάν r = 4s+ 1 και το s είναι περιττός πρώτος.

(ii) Το 2 είναι πρωταρχικό στοιχείο του Zr για κάποιο πρώτο r, εάν
r = 2s+ 1 και το s είναι πρώτος ισότιµος µε 1 (mod 4).

(iii) Το 2 παράγει τα τετραγωνικά υπόλοιπα του Zr για κάποιο πρώτο r,
εάν r = 2s+ 1 και το s είναι πρώτος ισότιµος µε 3 (mod 4).

2

Θα εξετάσουµε τώρα το ελάχιστο πολυώνυµο ϐέλτιστων κανονικών
ϐάσεων Τύπου Ι και ΙΙ.

Για την Τύπου Ι ϐέλτιστη κανονική ϐάση, το ελάχιστο πολυώνυµο
είναι προφανώς το xn + · · · + x + 1, το οποίο είναι και ανάγωγο πάνω
από το Fq αν και µόνο αν ο n+1 είναι πρώτος και το q είναι πρωταρχικό
στοιχείο του Zn+1.

Για την εύρεση του ελαχίστου πολυωνύµου µίας ϐέλτιστης κανονικής
ϐάσης Τύπου ΙΙ ϑα περιγράψουµε τη διαδικασία παρακάτω. Ας είναι n
ένας ϑετικός ακέραιος και ζ µία πρωταρχική (2n+1)−ϱίζα της µονάδος
σε κάποιο σώµα. Θεωρούµε το πολυώνυµο

fn(x) =
n∏
j=1

(
x− ζj − ζ−j

)
11. (3.1)

11Ας σηµειωθεί, ότι το fn(x) είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του α = ζ + ζ−1 κάτω από τις προϋπο-
ϑέσεις του Πορίσµατος 3.2
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Από τον τύπο του Waring για κάθε ϑετικό ακέραιο k, έχουµε

(
ζj
)k

+
(
ζj
)−k

=

[k/2]∑
i=0

k

k − i

(
k − i
i

)
(−1)i

(
ζj + ζ−j

)k−2i
.

Ορίζουµε

Dk(x) =

[k/2]∑
i=0

k

k − i

(
k − i
i

)
(−1)ixk−2i,

το οποίο είναι µία ειδική περίπτωση πολυωνύµου του Dickson . Τότε
από την (3.1), ϐλέπουµε ότι το ζj +ζ−j είναι ϱίζα τουDn+1(x)−Dn(x),
για j = 0, 1, . . . , n. Καθώς το Dn+1(x) − Dn(x) έχει ϐαθµό n + 1 και
τα ζj +

(
ζj
)−1 είναι διαφορετικά για j = 0, 1, . . . , n, έχουµε ότι

Dn+1(x)−Dn(x) = fn(x)(x− 2).

΄Αρα

fn(x) =

[(n−1)/2]∑
j=0

(−1)j
(
n− 1− j

j

)
xn−(2j+1) +

[n/2]∑
j=0

(−1)j
(
n− j
j

)
xn−2j.

Ας σηµειωθεί ότι το fn(x) είναι ανάγωγο πάνω από το Fq αν και µόνο
αν η πολλαπλασιαστική οµάδα Z?

2n+1 παράγεται από το q και το −1,
και είναι ανάγωγο πάνω από το σώµα των ϱητών αριθµών όταν το 2n+1
είναι πρώτος.

3.3 Επίλογος

Στις προηγούµενες 2 παραγράφους είδαµε δύο κατασκευές ϐέλτιστ-
ων κανονικών ϐάσεων οι οποίες µάλιστα χαρακτηρίζουν τις ϐέλτιστες
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κανονικές ϐάσεις (δηλαδή αν έχουµε κάποια ϐέλτιστη κανονική ϐάση,
τότε αυτή ϑα είναι Τύπου Ι ή Τύπου ΙΙ) αφού είναι άµεσο πόρισµα
του Κεντρικού Θεωρήµατος 2.1 και των αντίστοιχων Θεωρηµάτων 3.1
και 3.2. Για την ιστορία να αναφέρουµε ότι στο άρθρο [15], µε τη
ϐοήθεια υπολογιστή δεν ϐρέθηκαν ϐέλτιστες κανονικές ϐάσεις στο F2n

για 2 ≤ n ≤ 30. Το γεγονός αυτό οδήγησε τους συγγραφείς του να
ισχυριστούν ότι εάν το n δεν ικανοποιεί τις προϋποθέσεις των Πορισ-
µάτων 3.1 και 3.2, τότε το F2n δεν περιέχει ϐέλτιστη κανονική ϐάση.Ο
Lenstra στο άρθρο [10] απέδειξε ότι πράγµατι αυτό ισχύει. Εάν το
κατώτερο σώµα Fq δεν είναι το F2 τότε έχουµε άλλες ϐέλτιστες κανον-
ικές ϐάσεις. Ας υποθέσουµε ότι τα στοιχεία του συνόλου N αποτελούν
ϐέλτιστη κανονική ϐάση του Fqn πάνω από το Fq και ας είναι α ∈ Fq.
Τότε το σύνολο

αN = {αa : a ∈ N}
αποτελεί επίσης µία ϐέλτιστη κανονική ϐάση του Fqn πάνω από το Fq.
Τότε λέµε ότι οι ϐάσεις N και αN είναι ισοδύναµες .

΄Ενας άλλος τρόπος εύρεσης ϐέλτιστων κανονικών ϐάσεων δίνεται από
το Λήµµα (3.2) παρακάτω και το οποίο ϐρίσκεται στο άρθρο [8] των Gao
και Lenstra.Για κάθε ϑετικό ακέραιο s µε (n, s) = 1, τα στοιχεία του
συνόλου N µένει να αποτελούν µία ϐάση του Fqns πάνω από το Fqs και
τότε ϑα αποτελούν µία ϐέλτιστη κανονική ϐάση του Fqns πάνω από το
Fqs.

Λήµµα 3.2 ΄Εστω s, n πρώτοι µεταξύ τους πρώτοι αριθµοί. Εάν τα σ-
τοιχεία του συνόλου B̃ = {α0, · · · , αn−1} αποτελούν ϐάση του Fqn πάνω
από το Fq, τότε το B̃ είναι επίσης ϐάση του Fqsn πάνω από το Fqs.

2

Το πρόβληµα τώρα, ήταν εάν υπήρχαν ή όχι άλλες ϐέλτιστες κανον-
ικές ϐάσεις. Ο Mullin στο άρθρο [16] απέδειξε ότι εάν η κατανοµή των
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µη µηδενικών στοιχείων του πίνακα πολλαπλασιασµού µίας ϐέλτιστης
κανονικής ϐάσης είναι όµοια µε µία Τύπου Ι ή Τύπου ΙΙ ϐέλτιστη
κανονική ϐάση τότε η ϐάση αυτή ϑα πρέπει να είναι Τύπου Ι ή Τύπου
ΙΙ. Αργότερα, ο Gao στο άρθρο [7] απέδειξε ότι κάθε ϐέλτιστη κανονική
ϐάση πεπερασµένου σώµατος πρέπει να είναι ισοδύναµη µε µία Τύπου
Ι ή Τύπου ΙΙ ϐέλτιστη κανονική ϐάση. Τελικά, οι Gao και Lenstra σ-
το άρθρο τους [8] επέκτειναν το αποτέλεσµα σε κάθε πεπερασµένη
επέκταση Galois τυχαίου σώµατος απόδειξη που ολοκληρώσαµε στο
προηγούµενο κεφάλαιο.

Τελειώνουµε την εργασία αυτή µε τον πίνακα 3, που δείχνει την
ύπαρξη ϐέλτιστων κανονικών ϐάσεων του F2n πάνω από το F2 για n ≤
1000. Το * υποδηλώνει την ύπαρξη ϐέλτιστης κανονικής ϐάσης τύπου
Ι, το z υποδηλώνει την ύπαρξη ϐέλτιστης κανονικής ϐάσης τύπου Ι
και τύπου ΙΙ, διαφορετικά υπάρχει ϐέλτιστη κανονική ϐάση τύπου ΙΙ.
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2z 53 135 231 338 431 546* 653 772* 876*
3 58* 138* 233 346* 438 554 658* 774 879
4* 60* 146 239 348* 441 556* 659 779 882*
5 65 148* 243 350 442* 558 660* 783 891
6 66* 155 245 354 443 561 676* 785 893
9 69 158 251 359 453 562* 683 786* 906*
10* 74 162* 254 371 460* 575 686 791 911
11 81 172* 261 372* 466* 585 690 796* 923
12* 82* 173 268* 375 470 586* 700* 803 930
14 83 174 270 378z 473 593 708* 809 933
18z 86 178* 273 378* 483 606 713 810 935
23 89 179 278 386 490* 611 719 818 938
26 90 180* 281 388* 491 612* 723 820* 939
28* 95 183 292* 393 495 614 725 826* 940*
29 98 186 293 398 508* 615 726 828* 946*
30 99 189 299 410 509 618z 741 831 950
33 100* 191 303 411 515 629 743 833 953
35 105 194 306 413 519 638 746 834 965
36* 106* 196* 309 414 522* 639 749 846 974
39 113 209 316* 418* 530 641 755 852* 975
41 119 210 323 419 531 645 756* 858* 986
50 130* 221 326 420* 540* 650 761 866 989
51 131 226* 329 426 543 651 765 870 993
52* 134 230 330 429 545 652* 771 873 998

Πίνακας 3: Τιµές του n ≤ 1000 για τις οποίες υπάρχει ϐέλτιστη κανονική ϐάση του
F2n πάνω από το F2.
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4 Παράρτηµα

Λήµµα 4.1 ΄Εστω p πρώτος. Τότε το πολυώνυµο f(x) = xp−1 + xp−2 +
· · ·+ x+ 1 είναι ανάγωγο πάνω από το Q.

Απόδειξη:

Επειδή για x 6= 1 ισχύει f(x) =
xp − 1

x− 1
, οι ϱίζες του f(x) είναι ϱίζες

του xp − 1 = 0, x 6= 1 δηλαδή οι p−ϱίζες της µονάδος οι οποίες είναι
οι ζ i, 1 ≤ i ≤ p− 1 όπου ζ µια p−ϱίζα της µονάδος. Επειδή p πρώτος,
όλες οι ϱίζες είναι πρωταρχικές και ανήκουν στην ίδια επέκταση του Q,
την Q(ζ). Εάν λοιπόν p(x) = Irr (ζ,Q) και deg p(x) = d, τότε p(x)|f(x)
απ’όπου d ≤ p − 1. Η επέκταση Q(ζ)/Q είναι επέκταση Galois διότι
είναι κανονική (αφού όλες οι ϱίζες του p(x) είναι ϱίζες και του f(x) του
οποίου όλες οι ϱίζες ανήκουν στο Q(ζ)) και είναι διαχωρίσιµη (αφού
το p(x) έχει µόνο απλές ϱίζες λόγω του ότι διαιρεί το f(x) που έχει
απλές ϱίζες). ΄Αρα d = p − 1 οπότε αφού τα p(x), f(x) είναι και τα
δύο µονικά, ταυτίζονται. Συνεπώς το f(x) είναι ανάγωγο αφού είναι το
p(x) το οποίο εξ’υποθέσεως είναι ανάγωγο.

2

Λήµµα 4.2 ΄Εστω L/K µία πεπερασµένη επέκταση. Εάν ζ είναι µία
p-ϱίζα της µονάδος και για 1 ≤ i ≤ p−1

2 ορίσουµε ai = ζ i + ζ−i καθώς
επίσης α := a1, τότε

(i) για 1 < j < p−1
2 ισχύει αj =

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

i

)
aj−2i

(ii) εάν charK = 2, τότε α0 =

p−1
2∑
i=0

ai
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Απόδειξη:

(i)

αj =
(
ζ + ζ−1)j =

j∑
i=0

(
j

i

)
ζ iζj−i =

j∑
i=0

(
j

i

)
ζ2i−j

=

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

i

)
ζ2i−j +

j∑
i=[ j−1

2 ]+1

(
j

i

)
ζ2i−j

Θέτω i→j−i
=

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

i

)
ζ2i−j +

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

j − i

)
ζ2(j−i)−j

( j
j−i)=(ji)

=

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

i

)(
ζ2i−j + ζj−2i) =

[ j−1
2 ]∑
i=0

(
j

i

)
aj−2i

(ii)

α0 = 1 =

p−1∑
i=0

(
−ζ i
) charK=2

=

p−1∑
i=0

ζ i =

p−1
2∑
i=0

ζ i +

p−1∑
i=p−1

2 +1

ζ i

Θέτω i→p−i
=

p−1
2∑
i=0

ζ i +

p−1
2∑
i=0

ζp−i =

p−1
2∑
i=0

ζ i +

p−1
2∑
i=0

ζ−i

=

p−1
2∑
i=0

(
ζ i + ζ−i

)
=

p−1
2∑
i=0

ai

2
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