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Σύνοψη 
 

Η εργασία έχει 3 µέρη. Στο πρώτο µέρος παρουσιάζουµε µια σύνοψη σχετικά µε 
την εφαρµογή των διαφορικών παιγνίων σε ολιγοπωλιακούς κλάδους.  
Αναλύουµε τα βασικά τεχνικά χαρακτηριστικά και το πώς µπορούµε να 
µοντελοποιήσουµε και να αντιµετωπίσουµε ένα δυναµικό οικονοµικό 
ολιγοπωλιακό πρόβληµα. 
 Στο δεύτερο µέρος κάνουµε µια αναφορά σε κάποια προβλήµατα που 
εξακολουθούν να υπάρχουν στις σηµερινές µοντελοποιήσεις επικεντρωµένοι 
περισσότερο στο πρόβληµα της άµεσης ανταπόκρισης ανάµεσα σε µακροχρόνιες 
και βραχυχρόνιες µεταβλητές. 
Στο τρίτο µέρος επιχειρούµε παράλληλα µε διαφήµιση να πάρουµε και 
προσπάθεια έρευνας για ανάπτυξη του προϊόντος και να επιλύσουµε το µοντέλο 
αυτό. 
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1   ΣΥΝΟΨΗ  ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 
ΠΑΙΓΝΙΩΝ ΣΕ ΟΛΙΓΟΠΩΛΙΑΚΟΥΣ ΚΛΑ∆ΟΥΣ  
 
 
 
 
 
1.1    Εισαγωγή 
 
 
     Στην οικονοµική επιστήµη το µεγαλύτερο µέρος της θεωρίας ειδικά στην 
µικροοικονοµία και στην βιοµηχανική οργάνωση έχει αναπτυχθεί µε βάση 
στατικά µοντέλα. Ακόµα και το θέµα της στρατηγικής αλληλεπίδρασης ανάµεσα 
στις επιχειρήσεις µε το χρόνο, έχει µοντελοποιηθεί κυρίως µε επαναλαµβανόµενα 
παίγνια που είναι στην ουσία στατικά. Στην πραγµατικότητα όµως αυτό δεν 
εκφράζει το πρόβληµα που µελετάµε και επιλύουµε και αυτό φαίνεται και στην 
διαφορά των αποτελεσµάτων ανάµεσα στο στατικό και δυναµικό µοντέλο. 
     Η θεωρία των διαφορικών παιγνίων ξεκίνησε το 1954 από τον Isaacs άλλα για 
µεγάλο διάστηµα έµεινε στο περιθώριο της έρευνας στα οικονοµικά και ο κύριος 
λόγος είναι ότι ο Isaacs και πολλοί άλλοι επιστήµονες που ασχολιόντουσαν µε τον 
τοµέα αυτό όπως οι Arrow , Bellman, Nash, Von Neumann, Tucker κ.τ.λ.π  ήταν 
απορροφηµένοι και περιορισµένοι επιστηµονικά από την κυβέρνηση των ΗΠΑ 
και της Ρωσίας ώστε να ασχοληθούν µε στρατιωτικά προβλήµατα, τοµέας όπου 
βρίσκουν µεγάλη εφαρµογή τα διαφορικά παίγνια επίσης. Οι πρώτες 
δηµοσιεύσεις έγιναν το 1965 από τον Isaacs και από τον Potryagin το 1966.  
Συνεπώς οι εφαρµογές στα οικονοµικά είναι σχετικά πρόσφατες και αναλογικά 
όχι τόσο ανεπτυγµένες  
 
 
 
 
 
 
1.2     Περιγραφή και τεχνικά χαρακτηριστικά 
 
     Θα παραθέσουµε στην αρχή µια απλή περιγραφή και κάποια βασικά τεχνικά 
χαρακτηριστικά τα οποία θα δώσουν µία θεωρητική βάση που θα βοηθήσει 
κάποιον να αντιµετωπίσει ένα πρόβληµα διαφορικών παιγνίων. Η διαφορά µε ένα 
απλό πρόβληµα βέλτιστου ελέγχου είναι ότι ο κάθε παίχτης µεγιστοποιεί όχι απλά 
ως προς τις δικές του µεταβλητές , αλλά και ως προς την συµπεριφορά των 
υπολοίπων παιχτών όπως θα δούµε αναλυτικότερα παρακάτω. 
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1.2.1 Περιγραφή και δοµή προβλήµατος διαφορικών παιγνίων 
 

Σε ένα πρόβληµα διαφορικών παιγνίων και βελτίστου ελέγχου έχουµε να 
µεγιστοποιήσουµε ή να ελαχιστοποιήσουµε κάποια συνάρτηση αξίας η οποία 
εξαρτάται από διάφορους παράγοντες. Υπάρχουν οι µεταβλητές που ελέγχουµε εµέις 
καθορίζοντας τις τιµές τους. Το πως όµως θα επηρεάσει αυτή η επιλογή τα 
αποτελέσµατα µας εξαρτάται από τον µηχανισµό που περιγράφει το µοντέλο µας. 

Για παράδειγµα το πως θα κινηθεί ένα αυτοκίνητο δεν εξαρτάται µόνο από το 
πόσο γκάζι θα πατήσουµε αλλά και απο τον µηχανισµό του αυτοκινήτου. Οι 
µεταβλητές που ελέγχουµε εµείς λέγονται µεταβλητές ελέγχου (control variables), 
ενώ οι µεταβλητές τις οποίες δεν καθορίζουµε, αλλά λαµβάνουν τιµές ανάλογα µε τον 
τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλονται και ανάλογα και µε τις τιµές των µεταβλητών 
ελέγχου από τις οποίες υπάρχει εξάρτηση, ονοµάζονται µεταβλητές κατάστασης 
(state variables) 

οι παίχτες , στην περίπτωση οικονοµικών προβληµάτων οι επιχειρήσεις, 
επιλέγουν την στρατηγική τους, δηλαδή παίρνουν αποφάσεις επιλέγοντας τιµές στις 
µεταβλητές ελέγχου όπως για παράδειγµα την ποσότητα που θα παράγουν ή το ποσό 
που θα διαθέσουν για επένδυση. Αυτές οι επιλογές επιδρούν και καθορίζουν τις τιµές 
στις µεταβλητές κατάστασης. 

Για να επιλύσουµε συνεπώς το πρόβληµα χρειαζόµαστε τον µηχανισµό 
µεταβολλής της κατάστασης του συστήµατος.  
 Εφόσον έχουµε πρόβληµα διαφορικών παιγνίων, κάθε µεταβλητή κατάστασης 
ή διάνυσµα µεταβλητών θα µεταβάλλεται σύµφωνα µε µια διαφορική εξίσωση ως 
προς τον χρόνο 
 

( )1 2 1 2
( ) ( ) ( ), ( ),.... ( ), ( ), ( ),......, ( )i

i n
dx t

nx t f x t x t x t u t u t u t
dt

= =  

 
 Η εξίσωση αυτή µας δίνει τον ρυθµό µεταβολής της µεταβλητής ix ως προς 
τον χρόνο t και ο ρυθµός αυτός εξαρτάται από τις τιµές των µεταβλητών ελέγχου και 
κατάστασης. Tο  είναι το διάνυσµα των επιλογών όλων των 
παιχτών, δηλαδή της τιµής της µεταβλητής ελέγχου για κάθε παίχτη στο χρόνο t. 

( 1 2( ), ( ),......, ( )nu t u t u t )

Εφόσον έχουµε πρόβληµα παιγνίων και όχι βελτίστου ελέγχου η συνάρτηση  
εξαρτάται από τις επιλογές όλων των παιχτών και όχι µόνο από 
το ( ) . 

f

1 2( ), ( ),......, ( )nu t u t u t

iu t
 Επίσης συνήθως χρειαζόµαστε και µια αρχική συνθήκη ειδικά αν το 
πρόβληµά µας είναι πεπερασµένου ορίζοντα και είναι λογικό διότι αν ξέρουµε για 
παράδειγµα ότι κάτι αυξήθηκε κατά κάποιο ποσό, για να ξέρουµε την τιµή του πρέπει 
να ξέρουµε και πόσο ήταν αρχικά ή σε κάποιο σηµείο. Συνήθως λοιπόν η αρχική 
συνθήκη στο χρόνο t = 0 θεωρείται γνωστή 1{ ( )}N

i ix t = = 0, 1{ ( )}N
i ix t =  πράγµα βέβαια που 

δεν είναι απαραίτητο αφού µπορούµε να έχουµε την συνθήκη σε κάποιο άλλο χρόνο. 
 Το σύνολο των διαφορικών εξισώσεων αυτών για όλες τις τιµές του ι καλείται 
δυναµικό σύστηµα του προβλήµατος 
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Σε κάθε δυναµικό πρόβληµα υπάρχει τουλάχιστον µία µεταβλητή ως προς τον 
χρόνο που εξαρτάται από τις τιµές της ίδιας στο παρελθόν και επίσης από τις επιλογές 
των παιχτών. 

 
Στην περίπτωση µας θα εξετάσουµε την εφαρµογή πάνω σε οικονοµικά 

προβλήµατα και συγκεκριµένα σε ολιγοπωλιακούς κλάδους όπου οι παίχτες θα είναι 
Ν επιχειρήσεις και οι µεταβλητές και τα µεγέθη θα είναι οικονοµικά. Για παράδειγµα 
θα καθορίζουµε την παραγοµένη ποσότητα δεδοµένου ότι η τιµή µεταβάλλεται µε 
κάποιο συγκεκριµένο τρόπο που δίνεται από µια συνήθη διαφορική εξίσωση µε 
κάποια αρχική συνθήκη. Επίσης η συνάρτηση αξίας θα έχει προφανώς σχέση µε το 
κέρδος. 
 
 
 

1.2.2 Η συνάρτηση αξίας  (objective function) 
 
  Κάθε παίχτης έχει να µεγιστοποιήσει ή να ελαχιστοποιήσει µια συνάρτηση αξίας. 

Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα ότι έχουµε να µεγιστοποιήσουµε το κέρδος ( )i tπ . Η 
συνάρτηση του κέρδους για τον παίχτη i εξαρτάται από τις επιλογές του ίδιου αλλά 
και των αντιπάλων του. Σκοπός του i είναι να µεγιστοποιήσει  τη ροή του κέρδους σε 
µία χρονική περίοδο [ ]0,T  όπου το Τ µπορεί να είναι και άπειρο. δηλαδή 

0( )
max ( )

i

T t
i iu t

J t e dtρπ −= ∫  

 
Όπου ρ είναι ο συντελεστής υποτίµησης (discount rate) , για παράδειγµα το συνεχές 
επιτόκιο. ∆ηλαδή ο όρος  te ρ− εκφράζει το πόσο χάνει την αξία του µε το χρόνο το 
κέρδος. Επίσης θεωρούµε συνήθως το ρ ίδιο και σταθερό για όλες τις επιχειρήσεις. 
   Το κέρδος συνήθως θα είναι το γινόµενο της ποσότητας µε την τιµή αφαιρόντας τα 
εκάστοτε κόστη ανάλογα µε το µοντέλο 
   Για να λυθεί το πρόβληµα µεγιστοποίησης ουσιαστικά κάθε παίχτης επιλέγει τιµή 
στην µεταβλητή ελέγχου του ( )  καθορίζοντας έτσι µια τροχιά για τον έλεγχο του 
µέσω της µεταβλητής κατάστασης. 

iu t
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1.2.3 Πληροφόρηση 
 
     Ιδιαίτερη σηµασία έχει και το είδος της πληροφόρησης που έχει ο κάθε παίχτης σε 
κάθε χρονική στιγµή [ 0,Τ] . Στη θεωρία των δυναµικών παιγνίων διακρίνουµε 3 
περιπτώσεις πληροφόρησης. Ο τρόπος που εργαζόµαστε ανάλογα µε την 
πληροφόρηση είναι συγκεκριµένος και θα το δούµε παρακάτω. 

t∈

 
• Open loop (OLI)  

   Σε αυτήν την περίπτωση υπάρχει κοινή γνώση για το διάνυσµα µεταβλητών 
κατάστασης στον χρόνο t = 0 . Εποµένως στην αρχή κάθε παίχτης επιλέγει την 
διαδροµή της µεταβλητής ελέγχου λαµβάνοντας υπόψιν την αναµενόµενη 
συµπεριφορά των αντιπάλων. 
 

• Closed loop (CLI) 
   Με closed-loop (ή ιστορικά επαναλαµβανόµενη) πληροφορία οι παίχτες γνωρίζουν 
σε κάθε χρονική στιγµή όλη την ιστορία στο [ 0,τ )  
 

• Feedback 
   Εδώ οι παίχτες γνωρίζουν σε κάθε χρονική στιγµή t την κατάσταση την χρονική 
στιγµή t -1, δηλαδή το διάνυσµα X ( 1)t −  = { 1( 1)x t − , 2 ( 1)x t − ,…, }. Η 
γενικότερα το Χ

( 1)Nx t −
(t )ε− . Αυτός ο τρόπος πληροφόρησης δεν έχει µελετηθεί ιδιαίτερα 

στη διαφορικά ολιγοπωλιακά παίγνια. 
 
 
 

1.2.4 Σενάρια ισορροπίας 
 
   Όπως και στα στατικά παίγνια µπορούµε να περιγράψουµε την στρατηγική 
αλληλεπίδρασης  µε διαφορετικούς τρόπους. 

• Πρώτον µπορούµε µε τον κλασσικό τρόπο όπου η κάθε επιχείρηση παρατηρεί 
την συµπεριφορά των υπολοίπων και αντιδρά σύµφωνα µε αυτή. Για 
παράδειγµα στην ισορροπία κατά Nash  η επιλογή των µεταβλητών ελέγχου 
για κάθε παίχτη του δίνει βέλτιστο αποτέλεσµα ως προς τις επιλογές των 
άλλων. Αυτή είναι και η περίπτωση που θα µελετήσουµε εδώ. 

• ∆εύτερον µπορούµε να έχουµε το µοντέλο ηγέτη-ακόλουθου την ισορροπία 
κατά Stackelberg όπου ο ηγέτης παίρνει υπόψιν την λογική βέλτιστη 
στρατηγική του ακολούθου και µπαίνει στο πρόβληµα βελτιστοποίησης του 
σαν επιπλέον παράµετρος 

• Τρίτον µπορεί να υπάρχει συνεργασία µεταξύ των παιχτών. Μπορούν για 
παράδειγµα  να έχουν µια κοινή συνάρτηση ωφελιµότητας και να 
µεγιστοποιούν το κοινό συνολικό κέρδος. Για παράδειγµα στην βιοµηχανική 
οργάνωση οι επιχειρήσεις κάνουν ένα καρτέλ και µεγιστοποιούν τα κέρδη ως 
προς την επένδυση για R&D ώστε να µειώσουν το οριακό κόστος ή να  
βελτιώσουν τα προϊόντα 
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1.2.5   Τρόποι επίλυσης. 
 
   1.2.5.1 Αναλυτική θεωρητική επίλυση 
 
     Θα κάνουµε µια σκιαγράφηση του πιο συνηθισµένου και µάλλον πιο 
αποτελεσµατικού, για τις περισσότερες περιπτώσεις,  τρόπου επίλυσης τέτοιου είδους 
προβληµάτων 
Θεωρούµε ( )και ( )iu t− ix t−  το διάνυσµα που περιέχει τις τιµές της µεταβλητής 
ελέγχου και κατάστασης αντίστοιχα για όλους τους παίχτης εκτός του i . 
    Έστω ότι έχουµε το πρόβληµα µεγιστοποίησης για τον παίχτη i.  
 

( )
0( )

max ( ), ( ), ( ), ( )
i

T t
i i i i i iu t

J x t x t u t u t e dtρπ −
− −= ∫             (1) 

 
       Και οι  µεταβλητές κατάστασης να ικανοποιούν το δυναµικό σύστηµα 
 

( )1
( ) ( ) { ( )} ,{ ( )}Ni

i i i i
dx t x t f x t u t

dt == = 1
N
i=               (2) 

                       µε αρχικές συνθήκες 1{ ( )}N
i ix t = = 0, 1{ ( )}N

i ix t =         
 

 
Αν και *( )iu t *( )ix t ο βέλτιστος έλεγχος και η βέλτιστη τροχιά, 
σύµφωνα λοιπόν µε την αρχή Potryagin η  που µεγιστοποιεί την  θα 
µεγιστοποιεί κατά µήκος της 

*( )iu t iJ
*( )ix t  και την Χαµιλτονιανή που ορίζεται ως εξής. 

 
( ) ( ) ( )1( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ( ),{ ( )}N

i i i i i i i i i i i iH x t u t t t x t x t u t u t t f x t u t e tρλ π λ −
− − =

⎡ ⎤≡ + ⋅⎣ ⎦      (3) 

    
∆ηλαδή εξάγουµε το πρόβληµα µεγιστοποίησης της συνάρτησης αξίας στην 
µεγιστοποίηση αυτής της συνάρτησης. 
 
 
     Η πρώτη τάξης συνθήκη για την Χαµιλτονιανή ως προς ( ) είναι iu t
 

( )( ), ( ), ( ),
( )

i i i

i

H x t u t t t
u t

λ∂
∂

= 0      (4) 

 
  Η ( ) ( ) t

i t t eρ
ιλ µ= είναι µια συνεχής και κατά τµήµατα παραγωγήσιµη συνάρτηση 

που ονοµάζεται (co-state variable) η οποία έχει ένα αντίστοιχο ρόλο µε τους 
πολλαπλασιαστές Lagrance στα στατικά προβλήµατα βελτιστοποίησης και η οποία 
ικανοποιεί τα εξής (στη βέλτιστη τροχιά και στο βέλτιστο έλεγχο) 
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Αν ορίσουµε    ( )( ) ( ), ( ), ( ),i i i iH t H x t u t t tλ≡
Στα open loop προβλήµατα στα οποία η βέλτιστη απάντηση του κάθε παίχτη 
λαµβάνεται άµεσα η συνθήκη για την co-state variable είναι 
 

( ) ( )
( )

i i

i

H t t
x t t

µ∂ ∂
− =
∂ ∂

 µε ( ) ( ) ( ) ( )
t

ti i i
i

t t e te t
t t t

ρ
ρλ µ µ ρλ∂ ∂ ∂

= = +
∂ ∂ ∂

 

 
εποµένως η τελική σχέση είναι 
 

∗       ( ) ( ) ( )
( )

it i
i

i

H t te t
x t t

ρ λ ρλ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

          (5o) 

 
Αν το πρόβληµα µας είναι closed-loop τότε η συνθήκη αλλάζει.  
 

* ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

jt ti i i
i

i ji j i

u tH t H t te e
x t u t x t t

ρ ρ λ ρλ
≠

∂∂ ∂ ∂
− − ⋅ = −

∂ ∂ ∂ ∂∑ t      (5c) 

 
    Το  είναι ο βέλτιστος έλεγχος που ενδεχοµένως να βγαίνει και άµεσα 

λύνοντας πρώτα την συνθήκη (4). Ο όρος 

* ( )iu t
*( )( )

( ) ( )
ji

j i

u tH t
u t x t

∂∂
⋅

∂ ∂
  εκφράζει την επίδραση του 

feedback από τον j στον ι µέσω της κάθε µεταβλητής ελέγχου.  
 
     
  Όταν δεν υπάρχει τέτοιο feedback τότε η closed-loop λύση καταλήγει στην  
οpen-loop. Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι έχουµε τέλειο παίγνιο και η ισορροπία 
κατά Nash είναι τέλεια ισορροπία υποπαιγνίων (ή Markov)    
 
     
 Επίσης ειδικά σε προβλήµατα πεπερασµένου ορίζοντα συνηθίζουµε να θέτουµε  

 
lim ( ) ( ) 0i it

t x tλ
→∞

⋅ =        (6) 

 
 
Έπειτα για να βρούµε το ευσταθές σηµείο ( *, *)x u  µπορούµε να λύσουµε  
 

( ) ( , ) 0
( ) ( , ) 0

i

i

u t g x u
x t f x u

= =⎧
⎨ = =⎩

              (7) 

 
 
 
 
                                                 
∗ Η Χαµιλτονιανή µπορεί να οριστεί και χωρίς τον όρο te ρ− και να µην εµφανιστεί ούτε σε αυτήν την 
σχέση. Το τελικό αποτέλεσµα πάντως είναι πάντα όπως το δίνουµε εδώ ώστε ο αριστερός όρος να µην 
περιέχει τελικά όρο te ρ− . 
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Η ευστάθεια του συστήµατος στη γειτονιά του σηµείου ευστάθειας εξαρτάται από το 
ίχνος και την ορίζουσα του πίνακα των µερικών παραγώγων  
 

( *, *) ( *, *)
( *, *) ( *, *)

x u

x u

f x u f x u
J

g x u g x u
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (8) 

 
   
Υπολογίζουµε το ίχνος του πίνακα  

( ) ( *, *) ( *, *)x uTr J f x u g x u= +  
 
Και την ορίζουσα  
 

( ) ( *, *) ( *, *) ( *, *) ( *, *)x u x uJ f x u g x u g x u f x u∆ = −  
 

¨Έχουµε έπειτα τις εξής περιπτώσεις  
 
 
 
 
 
 
 
 

• Αν                                ( ) 0J∆ <
τότε έχουµε σάγµα  

 

 

    
 

 
 
 

 
• Αν  και  ( ) 0J∆ > ( ) 0Tr J >
Τότε έχουµε ασταθή ισορροπία, 
Αν ( ) τότε η 
τροχιά είναι  σπείρα που κινείται 
εξωτερικά , ενώ αν 

τότε είναι 
ευθείες που κινούνται προς τα 
έξω 

2( ) 4 ( )Tr J J< ∆

( )2( ) 4 ( )Tr J J≥ ∆

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 10



 
 
 
 

• Αν  και ( ) 0J∆ > ( ) 0Tr J <  
          Τότε έχουµε ευσταθή 
ισορροπία.  Αν 

τότε η τροχιά 
είναι  σπείρα που κινείται 
εσωτερικά , ενώ αν 

τότε είναι 
ευθείες που κινούνται εσωτερικά 

( )2( ) 4 ( )Tr J J< ∆

( )2( ) 4 ( )Tr J J≥ ∆

 

 
 

 
 
 
 
 
 

• Αν και ( ) 0J∆ > ( ) 0Tr J =  
Σε αυτήν την περίπτωση οι 
τροχιές είναι ελλειπτικές 
 
 
 
 
 

 
   

         
 

 
 
 
• Αν  ( ) 0J∆ =
Τότε έχουµε εκφυλισµένη 
περίπτωση καθώς αφού η 
ορίζουσα είναι µηδέν τότε 
τουλάχιστον µία ιδιοτιµή του 

x
u
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

είναι µηδέν και οδηγεί τη 

λύση να είναι µια συλλογή από 
παράλληλες ευθείες. 
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Και προφανώς πρέπει το σηµείο που βρήκαµε να ικανοποιεί και τις εξισώσεις (4) και 
(5). Η ισορροπία του συστήµατος εξαρτάται βέβαια επίσης από τον ορίζοντα του 
προβλήµατος και τις συνθήκες αρχικών η τελικών τιµών. Σε περίπτωση ειδικά που 
έχουµε περιορισµούς τελικών τιµών, η ισορροπία του συστήµατος θα συγκλίνει 
τελικά εκεί..  
       
     Στην ευσταθή ισορροπία κατά Nash η ανάλυση των ιδιοτήτων ενός δυναµικού 
συστήµατος είναι κάτι ξεχωριστό και ανεξάρτητο από από την ισορροπία ενός 
διαφορικού παιγνίου. ¨Έχουµε ισορροπία κατά Nash όταν η στρατηγική κάθε παίχτη 
αποτελεί βέλτιστη απάντηση στις στρατηγικές όλων των υπολοίπων παιχτών. Από 
την πλευρά της ανάλυσης του δυναµικού συστήµατος ισορροπία σηµαίνει ότι οι 
µεταβλητές µένουν στάσιµες µε το χρόνο. Σε µία ευσταθή ισορροπία κατά Nash 
θέλουµε να ισχύουν και τα δύο. Στην πιο απλή αλλά και πολύ συνηθισµένη στην 
θεωρία περίπτωση, παίρνουµε συµµετρία ανάµεσα στις επιχειρήσεις θεωρώντας ίσα 
τα µεγέθη τους και ανάλογες τις στρατηγικές τους. 
 

 
 

1.2.5.2 Αριθµητικές µέθοδοι  
 
    Στην αναλυτική επίλυση χρησιµοποιούµε συνήθως  γραµµικά ή τετραγωνικά 
µοντέλα τα οποία δεν ανταποκρίνονται όµως πάντα στην πραγµατικότητα.         
    Συγκεκριµένα απαιτούν η συνάρτηση απόδοσης να είναι τετραγωνική και το 
δυναµικό σύστηµα, δηλαδή οι εξισώσεις που περιγράφουν την µεταβολή των 
µεταβλητών κατάστασης να είναι γραµµικές. Γι αυτό τα µοντέλα αυτά δεν µπορούν 
να επιλύσουν εκτός των άλλων προβλήµατα µε περιορισµούς φραγµάτων όπως µη 
αρνητικότητα ή περιορισµούς στην ποσότητα παραγωγής.  
     Στις αριθµητικές µεθόδους χρησιµοποιείται ως επί το πλείστον η αρχή δυναµικού 
προγραµµατισµού ως τρόπος επίλυσης. Για να επιλυθούν αναλυτικά οι εξισώσεις 
Bellman που προκύπτουν, ειδικά αν είναι παραπάνω από δευτέρου βαθµού το 
σύστηµα, τις περισσότερες φορές δεν έχει καν αναλυτική λύση. Τέτοια µοντέλα 
µπορούν να επιλυθούν όµως µε ειδικές αριθµητικές µεθόδους. 
      Μία τέτοια µέθοδος είναι για παράδειγµα η µέθοδος της ορθογώνιας σύγκρισης 
του Chebyshev  (Chebyshev orthogonal collocation method) την οποία όµως δεν θα 
δούµε αναλυτικά. Περιληπτικά αυτή η µέθοδος προσεγγίζει τις εξισώσεις Bellman 
χρησιµοποιώντας έναν άγνωστο γραµµικό συνδυασµό από θεµελιώδεις πολυωνυµικές 
συναρτήσεις Chebyshev. Οι άγνωστες παράµετροι βρίσκονται απαιτώντας την 
ικανοποίηση των εξισώσεων Bellman , όχι σε όλα τα σηµεία αλλά σε ένα µικρό 
αριθµό διακριτικά επιλεγµένων σηµείων, κόµβων που καλούµε “collocation nodes” 
     Επιλέγοντας έναν ίσο αριθµό κόµβων και γνωστών θεµελιωδών συναρτήσεων 
µπορεί να υπολογιστεί µια προσεγγιστική λύση των εξισώσεων Bellman λύνοντας µία 
πεπερασµένης διάστασης µη γραµµική ρίζα µε κάποια επαναληπτική µέθοδο όπως τη 
µέθοδο Newton ή quasi-Newton.  
      Τέτοιου είδους αριθµητικές µέθοδοι παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον όχι µόνο 
από επιστηµονική πλευρά αλλά και από άποψη εφαρµογής σε πραγµατικά 
προβλήµατα. 
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1.3 Είδη προβληµάτων σε ολιγοπωλιακούς κλάδους 
 
      Οι περισσότερες εφαρµογές των διαφορικών παιγνίων στα οικονοµικά βρίσκονται 
στον τοµέα της βιοµηχανικής οργάνωσης και µετά στην µακροοικονοµία. 
       Τα προβλήµατα διαφορικών παιγνίων σε ολιγοπωλειακούς κλάδους µπορούν να 
διαχωριστούν σε τέσσερις κατηγορίες 
 

• (1)    Ολιγοπωλιακά παίγνια µε δυναµικές τιµές 
 
• (2)    Ολιγοπωλιακά παίγνια µε συσσώρευση κεφαλαίου για παραγωγή  
 
• (3)     Παίγνια έρευνας και ανάπτυξης, R&D (research & development) 
 
• (4)     Παίγνια διαφήµισης 

 
Ο διαχωρισµός αυτός είναι ανάλογα µε τον τρόπο που αντιµετωπίζουµε και 

µοντελοποιούµε το πρόβληµα. ∆ηλαδή σε κάθε κατηγορία προβλήµατος θεωρούµε 
ότι είναι διαφορετικά τα µεγέθη που µπορούµε να ελέγξουµε και διαφορετικός 
µηχανισµός επίδρασης πάνω σε διαφορετικές µεταβλητές κατάστασης. 
 Ας δούµε συνοπτικά ένα πίνακα µε τις µεταβλητές σε κάθε είδος 
προβλήµατος 
 

ΕΙ∆ΟΣ 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
ΕΛΕΓΧΟΥ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 

Με ∆υναµικές τιµές Ποσότητα παραγωγής  τιµή 

Με συσσώρευση 
κεφαλαίου για παραγωγή 

Α) Πρόβληµα Coutnot : 
Ποσότητα παραγωγής 

 
B) Πρόβληµα Bertrant : 

Τιµή 
 

Γ) Επίπεδο Επένδυσης 

Ποσότητα κεφαλαίου 

Ερευνας και ανάπτυξης 
R&D 

Ποσότητα παραγωγής, 
R&D effort 

Α) Ανάπτυξη προιόντος: 
Βαθµός 

υποκαταστατικότητας 
B) Ανάπτυξη παραγωγικής 

διαδικασίας: 
κόστος 

 

∆ιαφήµισης Ποσότητα παραγωγής, 
 Advertising effort 

Μέγεθος αγοράς 
(ή Βαθµός 

υποκαταστατικότητας) 
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 Στη συνέχεια θα δούµε αναλυτικά κάθε µία περίπτωση από αυτές. 
 
 
1.3.1     Ολιγοπωλιακά παίγνια µε δυναµικές τιµές 
     
    Ίσως ο απλούστερος τρόπος για να σκεφτούµε την δυναµική της αλληλεπίδρασης 
της αγοράς είναι ότι οι τιµές εξελίσσονται µε τον χρόνο σύµφωνα µε κάποιους 
αποδεκτούς κανόνες. Συνεπώς σε τέτοιου είδους προβλήµατα έχουµε σαν µεταβλητή 
κατάστασης την τιµή άρα έχουµε και µια διαφορική εξίσωση που περιγράφει τον 
τρόπο που µεταβάλλεται η τιµή µε τον χρόνο και µεγιστοποιούµε την συνάρτηση 
αξίας των κερδών ως προς την ποσότητα η οποία σε αυτά τα προβλήµατα είναι η 
µεταβλητή ελέγχου. 
 
 
1.3.1.1 Απλοποιηµένο πρόβληµα µε δυσπροσάρµοστες τιµές (price stickiness) 

και οµογενή αγαθά. 
 
 
Ας δούµε για αρχή ένα σχετικά απλό παράδειγµα. Θεωρούµε ένα ολιγοπώλιο όπου σε 
κάθε χρονική στιγµή   Ν επιχειρήσεις παράγουν ποσότητες ( )  

 του ίδιου οµογενούς αγαθού και το συνολικό κόστος να είναι   
[0, )t∈ ∞ iq t

[1, ]i∈ ∩ ΝZ
 

( ) ( )21( )
2i i iC t cq t q t= −  .             (9) 

 
Σε κάθε περίοδο η ζήτηση της αγοράς περιγράφεται από την εξίσωση  

 

( )
1

ˆ ( )
N

i
i

p t A B q t
=

= − ∑             (10) 

 
 
 
και η µεταβολή της τιµής δίνεται από την σχέση  

 
( ) ( ) ( )( )ˆp t w p t p t= −                 (11) 

 
 µε αρχική συνθήκη ( )0 0p =  και ( ) 0p t ≥ [0, ]t T∀ ∈   
 
    Το κέρδος σε κάθε χρονική στιγµή είναι ( ) ( ) ( )( )( )it q t p t C tιπ = − i αφού το κέρδος 
για κάθε µονάδα παραγωγής είναι ίσο µε την τιµή που πωλείται µείον το κόστος 
παραγωγής. Θέλουµε να µεγιστοποιήσουµε την συνολική ροή του κέρδους ως προς 
την ποσότητα δηλαδή έχουµε την συνάρτηση αξίας 

 

( ) ( )
0( )

1max ( )
2i

T t
i i iq t

J q t p t c q t e ρ−⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ dt          (12) 
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Το δυναµικό που δίνεται από την (11)  δείχνει ότι η τιµή ρυθµίζεται 

αναλογικά ανάµεσα στην τιµή που δίνεται από την αντίστροφη καµπύλη ζήτησης και 
το υπάρχων επίπεδο τιµών σύµφωνα µε το βάρος w. ∆ηλαδή όσο µεγαλύτερη τιµή 
έχει η σταθερά w τόσο πιο γρήγορα κινείται το επίπεδο τιµών προς αυτό που δίνει η 
καµπύλη ζήτησης. Αυτά τα µεγέθη µας λένε ότι ο µηχανισµός των τιµών είναι 
«δυσπροσάρµοστος» (sticky). ∆ηλαδή οι επιχειρήσεις αντιµετωπίζουν κόστος 
επιλογής στο να ρυθµίσουν τις τιµές τους σύµφωνα µε την καµπύλη ζήτησης. 
Μπορούν λοιπόν να ρυθµίσουν αν θέλουν την παραγόµενη ποσότητα ώστε οι τιµές  
να συγκλίνουν άµεσα µε την τιµή ισορροπίας ( )p̂ t . Εν γένει όµως αυτό δεν συµφέρει 
τις επιχειρήσεις. 
 
 
 

Επιλύωντας τώρα το πρόβληµα µεγιστοποίησης υπολογίζουµε την 
Χαµιλτονιανή του συστήµατος αναλογικά µε την σχέση (3) που είχαµε αναφέρει 
προηγουµένως 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1( , , ( ), ) ( ) ( ) ( )
2

N
t

i i i i i i
i

H q t p t t t e q t p t c q t t w A B q t p tρλ λ−

=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞= − − + ⋅ − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∑    (13) 

 
 
Η Χαµιλτονιανή µεγιστοποιείται ως προς το ( ) άρα έχουµε iq t
 

( ) ( )( ) ( ) ( )
, , ( ),

0 (
( )

i i
i i

i

H q t p t t t
p t c q t t Bw

q t
λ

λ
∂

= ⇔ − − − =
∂

) 0   

 
Συνεπώς έχουµε 
 

*( )iq t =
⎧
⎨
⎩

( ) ( )
0

ip t c t Bwλ− −
    ( ) ( ), (i i )p t c q t t Bw

ώ
λ

αλλι ς
> + +

               (14) 

 
 
στο open-loop πρόβληµα η άλλη συνθήκη που έχουµε αναλογικά µε την σχέση (5ο) είναι  
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )i i
i i i i i

t tq t t w t t w q t
t t

λ λλ ρλ λ ρ∂ ∂
− + = − ⇒ = + −

∂ ∂
          (15) 

 
και έχουµε ακόµα ότι lim ( ) ( ) 0it

t p tµ
→∞

⋅ =  

 
∆ιαφορίζοντας την (14) έχουµε ( ) ( )( ) ( )( )i iq t p t Bw t w q tλ ρ= − + − i⎡ ⎤⎣ ⎦      (16) 
 
Παίρνοντας τώρα υπόθεση συµµετρίας ανάµεσα στις επιχειρήσεις έχουµε ότι  ( ) ( ) ( )i jq t q t q t= =

η σχέση (10) γίνεται ( )ˆ ( )p t A NBq t= −  
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Εποµένως για την τιµή έχουµε 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )ˆ ( ) ( , )ip t w p t p t w A NBq t p t f p q= − = − − ≡     (17) 
 
Και στην (16) αντικαθιστούµε την (10) και έχουµε  
 

( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ ( )( )i iq t w p t p t Bw t w q tλ ρ= − − + − i⎡ ⎤⎣ ⎦      
 

και από την (14) έχουµε ότι ( ) ( )( )i
p t c q tw t

B
λ − −

=   

 
εποµένως καταλήγουµε τελικά 
 

( ) ( ) [ ]( ) 2 ( ) (1 ) ( ) ( ,q t wA w c w p t wB N w q t g p qρ ρ ρ= + + − + + − + + ≡ )      (18) 
 

Και λύνοντας σύµφωνα µε την σχέση (7) για να βρούµε τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας.  
 

( )
( )

( , ) 0
( , ) 0i

q t g x u
p t f x u

= =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩

 

 

Και καταλήγουµε στην λύση ( )( )
( )( )

*
1

A c w
q

w BN
ρ

ρ
− +

=
+ + + wB

  και * *p A Nq= −  

 
Ο πίνακας των µερικών παραγώγων είναι 
 

* ( *, *) ( *, *)
( *, *) ( *, *) (2 ) ( 1)

p q

p q

f p q f p q w wBN
J

g p q g p q w w wB Nρ ρ
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + − −⎣ ⎦⎣ ⎦
 

 
Για το είδος της ευστάθειας υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα των µερικών παραγώγων 
 
( ) ( ) ( ) ( )* 2 2 2 21 2 1J w w w B N w BN wBN w w w B N wBNρ ρ ρ∆ = − − + − − − = − + − + − ρ  

 
Η οποία είναι αρνητική άρα το σηµείο ευστάθειας είναι σάγµα. 
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 1.3.1.2     Γενικό πρόβληµα µε διαφοροποιήσιµα αγαθά 
 
   Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε ένα γενικότερο πρόβληµα ολιγοπωλίου µε  
διαφοροποιήσιµα αγαθά και µελετάµε πως επιδρούν η διαφοροποίηση των αγαθών 
και η δυσπροσαρµοστηκότητα των τιµών στην ισορροπία. 
    Οι ιδιότητες ενός διαφορικού παιγνίου µε οµογενή αγαθά είναι γνωστές. 
Συγκεκριµένα 
Α) Το στατικό παίγνιο απαιτεί χαµηλότερο επίπεδο παραγωγής σε σύγκριση µε το 
ευσταθές σηµείο ισορροπίας του διαφορικού παιγνίου. Και επιπλέον η ευσταθής Nash 
ισορροπία στο open-loop πρόβληµα είναι χαµηλότερη σε σύγκριση µε το closed-loop. 
Β) Όσο µεγαλύτερη είναι η δυσπροσαρµοστηκότητα των τιµών τόσο µεγαλύτερο 
είναι το επίπεδο παραγωγής στην ευσταθή Nash ισορροπία. 
 
    Επιπλέον  όταν τα προϊόντα είναι διαφοροποιήσιµα  ο συντελεστής 
διαφοροποίησης των αγαθών επηρεάζει καθορίζοντας το επίπεδο παραγωγής για την 
ανταπόκριση της ποσότητας στην δυσπροσαρµοστηκότητα των τιµών. Συγκεκριµένα 
αποδεικνύεται ότι όσο µεγαλύτερος είναι ο (συµµετρικός) βαθµός διαφοροποίησης 
τόσο χαµηλότερο είναι το επίπεδο παραγωγής στην ευσταθή ισορροπία. 
 
Στην περίπτωση αυτή θεωρούµε το δυναµικό σύστηµα για τις τιµές 
 

( ) ( ) ( )( )ˆi i i ip t s p t p t= −  
 

Όπου εκφράζει την δυσπροσαρµοστηκότητα των τιµών (price stickiness) 
για την κάθε επιχείρηση, σε αναλογία µε το ενιαίο βάρος w που είχαµε στο 
προηγούµενο µοντέλο. Όσο µικρότερο είναι το  τόσο µικρότερη είναι η 
προσαρµοστηκότητα των τιµών αφού µειώνεται ο ρυθµός µε τον οποίο µεταβάλλεται 
η τιµή για να κινηθεί προς την τιµή που ορίζει η αγορά.. 

is (0,1)∈

is

   Η ενδεικτική θεωρητική τιµή που καθορίζεται από τις προτιµήσεις των 
καταναλωτών και που εκφράζει την καµπύλη ζήτησης θεωρούµε να είναι  

 
( ) ( )ˆ ( )i i i

j i
p t A t Bq t D q

≠

= − − j∑  

 
Η παράµετρος  µετράει το µέγεθος της αγοράς ή την τιµή εξασφάλισης και για 
απλοποίηση την θεωρούµε αργότερα ίδια για όλα τα αγαθά. Ενώ 

iA
[0, ]D B∈  είναι ο 

συµµετρικός βαθµός αντικαταστατικότητας (degree of substitutability) του προϊόντος 
που παράγει ο i , σε σχέση µε ένα προϊόν µιας άλλης επιχείρησης. ∆ηλαδή αν D = B 
τότε τα προϊόντα είναι οµογενή και αντικατάστατα ενώ αν D = 0 τότε δεν υπάρχει 
στρατηγική αλληλεπίδραση και κάθε επιχείρηση δρα σαν µονοπωλητής. ∆ηλαδή όσο 
µεγαλύτερη είναι η παράµετρος D τόσο µικρότερη είναι ο (συµµετρικός) βαθµός 
διαφοροποίησης. 
   Το κόστος παραγωγής το παίρνουµε όπως πριν  

 

( ) ( )21( )
2i i iC t cq t q t= −  ,  (0, )i ic A∈  
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Και ως συνέπεια η συνάρτηση των κερδών θα είναι 
 

( ) ( ) ( )1( )
2i i i it q t p t c q tιπ

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
¨Έτσι το πρόβληµα µεγιστοποίησης για την επιχείρηση i είναι το εξής 
 

( ) ( )
0( )

1max ( )
2i

T t
i i i i iq t

J q t p t c q t e ρ−⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ dt  

 
s.t. ( ) ( ) ( )( )ˆi i i ip t s p t p t= −      ,i = 1,…N 
 
s.t   ( ) ,00i ip p=      ,i = 1,…N 
 
Και η Χαµιλτονιανή που προκύπτει είναι  
 

( ) ( ) ( )

( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )

t i
i i i i i i i i i j

i j

i
j j j j k j

j i k j

H t e q t p t c q t t s A Bq t D q t p t

t s A Bq t D q t p t

ρ λ

λ

−

≠

≠ ≠

⎧ ⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞= − − + ⋅ − −⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩

⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∑

i−

s c

 

 
Λύνοντας για το open-loop πρόβληµα µε τον συνήθη τρόπο και παίρνοντας 
συµµετρία ανάµεσα στις επιχειρήσεις δηλαδή: 

1,...i N∀ =    ,   , is = ic = ip p=  , iA A=  
Ενώ για την co-state µεταβλητή στην συµµετρία θέτουµε i

i ownλ λ= και i
j otherλ λ=  

∆εν µπορούµε να θέσουµε own otherλ λ= καθότι η επίδραση της τιµής στην «ποικιλία» 
του αγαθού που παράγει κάθε επιχείρηση για δικό της κέρδος είναι προφανώς 
διαφορετική από την επίδραση που προέρχεται από τις «ποκιλίες» που παράγουν οι 
αντίπαλοι. 
 
 
καταλήγουµε στην ευσταθή λύση 

( )( )
( )[ ]

*

1 ( 1)ol

s A c
q

s B D N
ρ

ρ
+ −

=
sB+ + + − +

 

 
[ ]( )( )
( )[ ]

* ( 1)
1 ( 1)ol

B D N s A c
p A

s B D N
ρ

ρ sB
+ − + −

= −
+ + + − +

 

 
µε το σηµείο να αποτελεί σάγµα αν υπολογίσουµε την ορίζουσα του πίνακα 
των µερικών παραγώγων στο σηµείο αυτό. 

( * *,ol olq p )
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Στo αντίστοιχο closed-loop πρόβληµα η ευσταθής λύση που είναι επίσης σάγµα είναι 
 

( ) ( )( )
( ) ( )[ ]

*
2 2

1 ( 2)
1 ( 2) 1 ( 1) ( 1)cl

s B D N s A c
q

s B D N s B D N sB N s D
ρ ρ

ρ ρ
+ + + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦=

⎡ ⎤+ + + − + + + − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
[ ]* *( 1)cl clp A B D N q= − + −  

 
 

 
1.3.2    Προβλήµατα µε συσσώρευση κεφαλαίου για παραγωγή  
(capital accumulation for production) 
 
 
      Αυτό το µοντέλο περιγράφει και αφορά την ανάγκη των επιχειρήσεων να 
επενδύσουν σε κεφάλαιο έτσι ώστε να παράγουν το τελικό αγαθό προς τον 
καταναλωτή. Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε δεδοµένο τον τρόπο που µεταβάλλεται 
η ποσότητα κεφαλαίου και συνήθως δίνεται από µία γραµµική διαφορική εξίσωση 
πρώτου βαθµού ώστε να έχει αναλυτική λύση το πρόβληµα, συνεπώς αυτή είναι state 
variable. Η µεγιστοποίηση γίνεται ως προς την control variable που είναι είτε η 
ποσότητα παραγωγής αν έχουµε πρόβληµα Cournot όπου δηλαδή οι επιχειρήσεις 
ανταγωνίζονται ως προς τις ποσότητες παραγωγής, είτε η τιµή αν έχουµε πρόβληµα 
Bertrand οπού δηλαδή οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται ως προς την τιµή. Επίσης 
µπορούµε σαν µεταβλητή ελέγχου να έχουµε και την επένδυση χρήµατος. 
   
 
1.3.2.1 Μοντέλο Ramsey 
 
   Το ποιο γνωστό τέτοιο µοντέλο είναι το µοντέλο του Ramsey.  Έστω µια αγορά µε 
Ν επιχειρήσεις οι οποίες παράγουν στο χρόνο [0, )t∈ ∞ αγαθά διαφοροποιήσιµα 
µεταξύ τους. Σε κάθε χρονική στιγµή η αντίστροφη συνάρτηση ζήτησης είναι  
 

 
     ( ) ( )i i

j i
jp t A Bq t D q

≠

= − − ∑     (9) 

όπου  είναι ο συµµετρικός βαθµός αντικαταστατικότητας (degree of 
substitutability) του προϊόντος που παράγει ο i µε ένα προϊόν µιας άλλης επιχείρησης. 
∆ηλαδή αν D = B τότε τα προϊόντα είναι οµογενή και αντικατάστατα ενώ αν D = 0 
τότε δεν υπάρχει στρατηγική αλληλεπίδραση και κάθε επιχείρηση δρα σαν 
µονοπωλητής.  

[0, ]D B∈

 
   Η παραγωγή οποιουδήποτε προϊόντος i απαιτεί κεφάλαιο k το οποίο συσσωρεύεται 
µε το χρόνο και δηµιουργεί χωρητικότητα για παραγωγή. Για κάθε χρόνο t το επίπεδο 

παραγωγής είναι  µε ( ) ( )( )i iy t f k t=
( )( )

0
( )
i

i

f k t
k t

∂
>

∂
  και ( )2

2

( )
0

( )
i

i

f k t
k t

∂
<

∂
 

Ένας λογικός περιορισµός είναι ότι η ποσότητα πώλησης είναι µικρότερη ή ίση από 
την ποσότητα παραγωγής δηλαδή ( ) ( )i iq t y t≤  
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     Η ποσότητα πώλησης επανεισάγεται στην διαδικασία παραγωγής παραχωρώντας 
συσσώρευση χωρητικότητας αυξάνοντας τον ρυθµό µεταβολής του κεφαλαίου 
σύµφωνα µε την εξίσωση 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )i i ik t f k t q t k tδ= − − i

j
i j

            (11) 
 
όπου το δ δηλώνει τον ρυθµό υποτίµησης του κεφαλαίου µε τον χρόνο, π.χ. τον 
πληθωρισµό. Για να απλοποιήσουµε την ανάλυση µας υποθέτουµε ότι η µεταβλητή 
κόστους για κάθε µονάδα παραγωγής είναι σταθερή και ίση µε µηδέν. Το κόστος του 
κεφαλαίου παρουσιάζεται ως το κόστος ευκαιρίας , δηλαδή την διαφορά µε το αν 
επένδυε το κεφάλαιο κάπου αλλού όπως για παράδειγµα σε ένα προθεσµιακό 
συµβόλαιο. 
 
 
 
 
Από την (9)  προσθέτοντας για i =1 έως N έχουµε   

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( 1) ( 1) ( ) ( )
N N N

i i i i
i i i

p t N A B q t D N q t N A B D N q t q t
= = =

⎡ ⎤
= ⋅ − − − = ⋅ − + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑

≠

 
και αντικαθιστώντας το από την (9) ξανά καταλήγουµε στην άµεση 

συνάρτηση ζήτησης 

( )j
i j

q t
≠
∑

 

( )
( ) ( )2 ( )1( )

1
i

i j
j i

B D N q t Dq t A p t
B D N B D B D ≠

⎡ ⎤+ −
= ⋅ − +⎢ ⎥+ − − −⎣ ⎦

∑      (10) 

       
   Τα κέρδη της επιχείρησης i είναι  

 
( ) ( ) ( )i i it p t q tπ =         (12) 

 
Και συνεπώς έχουµε να µεγιστοποιήσουµε το 

 

( )
0

T t
i iJ t e ρπ −= ∫ dt                (13) 

 
υπό τον περιορισµό του δυναµικού συστήµατος  (11). Τώρα µπορούµε να 
υποθέσουµε ότι όλες οι επιχειρήσεις καθορίζουν την ποσότητα  η οποία τότε θα 
είναι η µεταβλητή ελέγχου (ανταγωνισµός Cournot) διαφορετικά αν έχουµε 
ανταγωνισµό Bertrand παίρνουµε αντίστοιχα αντί την ποσότητα την τιµή 

( )iq t

( )ip t και 
επιλύουµε. 
 

 
   Ας δούµε λίγο την σχέση ανάµεσα στην επένδυση κεφαλαίου και την σφοδρότητα 
του ανταγωνισµού της αγοράς όπως αυτή αποδεικνύεται από τους Colombo και 
Labracciosa (2005). Συγκεκριµένα σε ένα δυναµικό ολιγοπώλιο, πως µια µεταβολή 
στον αριθµό των επιχειρήσεων στον κλάδο επηρεάζει τα σηµεία ευστάθειας της 
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επένδυσης σε ποσότητα επένδυσης κεφαλαίου, ποσότητα παραγωγής της βιοµηχανίας 
και κοινωνική ευηµερία. 
     ¨Όταν η καµπυλότητα της αντίστροφης συνάρτησης ζήτησης της αγοράς είναι 
µεγαλύτερη από τον αριθµό των επιχειρήσεων στον κλάδο, Τα επίπεδα της επένδυσης 
στο σηµείο ισορροπίας αυξάνουν καθώς ο αριθµός των επιχειρήσεων αυξάνει και 
αντίστροφα. 
        Επίσης η ποσότητα κεφαλαίου στην βιοµηχανία αυξάνει αν η ελαστικότητα της 
επένδυσης  ως προς τον αριθµό των επιχειρήσεων είναι µικρότερη από µονάδα. 
      Αποδεικνύεται ότι µια αύξηση στον αριθµό των ενεργών επιχειρήσεων στην 
βιοµηχανία επηρεάζει την ποσότητα επένδυσης , παραγωγής και το κοινωνικό 
βέλτιστο. Η παράγωγος της επένδυσης ανά επιχείρηση ως προς το πλήθος τους έχει 
το ίδιο πρόσηµο µε την διαφορά ανάµεσα στην καµπυλότητα της αντίστροφης 
συνάρτησης ζήτησης γ,και το πλήθος των επιχειρήσεων Ν. Αυτό συνεπάγεται πως µε 
µια επαρκώς κυρτή καµπύλη ζήτησης , η σχέση ισορροπίας ανάµεσα στο µέγεθος της 
επένδυσης και την σφοδρότητα του ανταγωνισµού της αγοράς είναι θετική 
διαφορετικά αρνητική.   
    Το πρόσηµο της παραγώγου της ποσότητας παραγωγής της βιοµηχανίας ως προς  
Ν εξαρτάται από την ελαστικότητα της επένδυσης. 
     Όπως λοιπόν και στο στατικό παίγνιο Cournot για να αυξηθεί ο ποσότητα 
παραγωγής πρέπει οι επιχειρήσεις να µειώσουν την επένδυση αναλογικά λιγότερο 
από την αύξηση του πλήθους τους Ν. Η κοινωνική ευηµερία πηγαίνει αναλογικά µε 
την ποσότητα παραγωγής της βιοµηχανίας στην περίπτωση που ο συντελεστής 
υποτίµησης είναι µηδέν. Αν όµως το κεφάλαιο υποτιµάται µε τον χρόνο η κοινωνική 
ευηµερία αυξάνει αν αυξάνει και η ποσότητα παραγωγής διαφορετικά η επίδραση 
είναι απροσδιόριστη. 
  
 
 
1.3.2.2 Περίπτωση ασυµµετρίας σε πρόβληµα συσσώρευσης κεφαλαίου 
 
       Ας δούµε τώρα και ένα πρόβληµα στο οποίο δεν θα θεωρήσουµε συµµετρία 
ανάµεσα στις επιχειρήσεις. Πράγµα που είναι µεν δυσκολότερο υπολογιστικά άλλα 
ρεαλιστικότερο καθώς εν γένει οι επιχειρήσεις που ανταγωνίζονται διαφέρουν ως 
προς τις βάσεις και τα µεγέθη τους. 
    Μελετάµε σε ένα πρόβληµα συσσώρευσης κεφαλαίου για παραγωγή ένα 
ασύµµετρο δυοπώλιο. Η επένδυση και η εκµετάλλευση της χωρητικότητας είναι οι 
µεταβλητές ελέγχου και η επιλογές χωρητικότητας οι µεταβλητές κατάστασης. 
     ∆οµές ασύµµετρης χωρητικότητας οφείλονται σε διαφορές των επιχειρήσεων στα 
οικονοµικά τους θεµέλια (όπως διαφορετικό κόστος επένδυσης διαφορετικό ποσοστό 
υποτίµησης του χρήµατος κ.τ.λ.π) Το θέµα είναι πόσο επηρεάζουν τη συµπεριφορά 
στην αγορά.. 
     Έστω δύο επιχειρήσεις που παράγουν οµογενή αγαθά και ανταγωνίζονται σε 
άπειρο χρονικό ορίζοντα . Θεωρούµε τις ποσότητες που πουλούν 
οι αντίστοιχα. Για χάρη απλότητας θα θεωρήσουµε το σταθερό κόστος 
παραγωγής ίσο µε µηδέν. Η αντίστροφη καµπύλη ζήτησης θα είναι και για τις δύο 
επιχειρήσεις 

,i j
[0, )t∈ ∞ ( ), ( )i jq t q t

,i j

( ) ( ) ( )P P (i j i jt t A q t q= = − − )t   (δ1) 
Ενώ η ποσότητα κεφαλαίου, η διαφορετικά η χωρητικότητα για παραγωγή 
µεταβάλλεται σύµφωνα µε το ακόλουθο δυναµικό σύστηµα. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
i i i i

j j j j

k t I t k t

k t I t k t

δ

δ

= −

= −
              (δ2) 

 
  Όπου ( )iI t και ( )jI t είναι το µη αρνητικό επίπεδο της επένδυσης και iδ , jδ ο ρυθµός 
υποτίµησης του χρήµατος τον οποίο θεωρούµε σταθερό.  
    Το στιγµιαίο,οριακό κόστος για την επένδυση κάθε επιχείρησης είναι γραµµικό της 
µορφής  και ( )i i i iC I b I= ( )j j jC I b I= j

j

 µε θετικές παραµέτρους. Ας υποθέσουµε 
τώρα ότι η επιχείρηση i είναι περισσότερο αποτελεσµατική µε 

,i jb b

ib b< και jιδ δ<  
      Επίσης θεωρούµε ότι η παραγωγή ( )κάθε επιχείρησης είναι κάποια 
αναλογία  της χωρητικότητας ( ) , δηλαδή το ( ) εκφράζει την 
εκµετάλλευση της χωρητικότητας για τον i , και αντίστοιχα όλα και για τον 

[0, )t∀ ∈ ∞ iq t
( ) [0,1]ia t ∈ ik t ia t

j . 
      Συνεπώς η αντίστροφη καµπύλη ζήτησης (δ2)  µπορεί να γραφεί σαν 
 

( ) ( )P P ( ) ( ) ( ) ( )i j i i j jt t A a t k t a t k t= = − −       (δ3) 
 

  Και τα κέρδη των επιχειρήσεων θα είναι ( ),i i it Pq b Iπ = −i i i j j

i i

 και  
την ροή των οποίων θέλουν να µεγιστοποιήσουν σε άπειρο ορίζοντα. ∆ηλαδή η 
συνάρτηση αξίας της επιχείρησης i θα είναι 

( ),j j jt P q b Iπ = −i

 

( )
0

max ,
i

T t
iI

t e dtρπ −∫ i         (δ4) 

 
 
 
 

Λύνοντας τώρα το πρόβληµα αυτό της µεγιστοποίησης η Χαµιλτονιανή θα είναι: 
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i i j j i i

ii i i i ij j j j

H t A a t k t a t k t a t k t b I

t I t k t t I t k tλ δ λ δ

= − − −

+ − + −
         (δ5) 

 
     Ας υπολογίσουµε στο πρόβληµα Cournot , δηλαδή σε ανταγωνισµό ως προς τις 
ποσότητες παραγωγής, την open-loop Nash ισορροπία. 
    Από τις συνθήκες πρώτης τάξης ως προς την Χαµιλτονιανή θα έχουµε: 

 
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0
( )
i

i i i j j
i

H t k t A a t k t a t k t
a t

∂ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∂
=       (δ6) 

( ) ( ) 0
( )
i

ii
i

H t b t
I t

λ∂
= − + =

∂
           (δ7) 

 
και επίσης θα έχουµε  

( ) ( ) ( )
( )

i ii
ii

i

H t t t
k t t

λ ρλ
∂ ∂

− = −
∂ ∂
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( )( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ii
i i i j j i ii

ta t A a t k t a t k t t t
t ii

λδ λ ρλ∂⎡ ⎤⇒ − − − + = −⎣ ⎦ ∂
 

 

( )( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )ii
i ii i i i j j

t t a t A a t k t a t k t
t

λ ρ δ λ∂ ⎡ ⎤⇒ = + − − −⎣ ⎦∂
       (δ8) 

 
Από τις αρχικές συνθήκες και τις συνθήκες εγκαρσιότητας έχουµε  ( ) 0ik t >

lim ( ) ( ) 0ii it
t k tµ

→∞
⋅ =   ,  lim ( ) ( ) 0ij jt

t k tµ
→∞

⋅ =       (δ9) 

 
Από την (δ7) έχουµε ότι ( )ii it bλ =    , όπου είναι σταθερή παράµετρος άρα 

παραγωγίζοντας έχουµε και  ότι 

ib
( ) 0ii t
t

λ∂
=

∂
 

 
Εποµένως η (δ8) γίνεται  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i j jb a t A a t k t a t k tρ δ ⎡ ⎤+ = − −⎣ ⎦  
    

 Από την συνθήκη ευστάθειας έχουµε 
*

*( ) 0 i
i i

i

Ik t k
δ

= ⇔ =   

Οπότε η παραπάνω εξίσωση γίνεται  

( )
( )( )( ) 2 ( ) ( ) ( ) ji

i i i i i j
i j

I tI tb a t A a t k t a tρ δ
δ δ

⎡ ⎤
+ = − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
     (δ10) 

( )( )( )2 ( ) ( ) ( ) 0
( )

j ii
i i j

i j i

I t bI tA a t k t a t
a t

ρ δ
δ δ

+
⇒ − − = >  

Μαζί µε την συνθήκη 
*

* i
i

i

Ik
δ

=  η (δ6) µπορεί να γραφεί  

( )*( ) 0
( ) ( )

i i ii

i i i

I bH t
a t a t

ρ δ
δ
+∂

= >
∂

    (δ11) 

 
    Εποµένως εφόσον ο ρυθµός µεταβολής της Χαµιλτονιανής ως προς το ( ) είναι 
γνήσια θετικός, το σηµείο ευστάθειας για το ( ) θα είναι στη µέγιστη τιµή που 
παίρνει στο άκρο του περιορισµού του, δηλαδή 

ia t

ia t
1ss

ia = . 
     Σε πλήρη αντιστοιχία και για το j έχουµε ότι  
 

(( ) ( )( ) 2 ( ) ( ) ( )j i
j j i i

j i

I t I ta t A a t k t a t bρ δ
δ δ

⎡ ⎤
− − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
)j i+      (δ12) 

 
και καταλήγουµε ότι . Συνεπώς αντικαθιστώντας  για 1ss

ja = 1ss
ia =  και  στις 

(δ10) και (δ12) καταλήγουµε στην εξής ισορροπία 
1ss

ja =

 
( ) ( )*

2
3

j j i iol
i i

A b
I

ρ δ ρ δ b
δ

+ + − +
=        και    

( ) ( )*
2

3
j j i iol

i

A b
k

ρ δ ρ δ+ + − +
=

b
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( ) ( )*

2
3

i i j jol
j i

A b
I

ρ δ ρ δ b
δ

+ + − +
=        και     

( ) ( )*
2

3
i i j jol

i

A b
k

ρ δ ρ δ+ + − +
=

b
 

 
Συνεπώς καταλήγουµε ότι το βέλτιστο επίπεδο επένδυσης και επιλογής 
χωρητικότητας  εξαρτάται τόσο από τα χαρακτηριστικά {ρ,δ,b} της ίδιας όσο και της 
ανταγωνίστριας επιχείρησης. 
 
 
 
1.3.3    R&D παίγνια  (έρευνας και ανάπτυξης) 
 

    Μια άλλη κατηγορία προβληµάτων είναι τα προβλήµατα που µια επιχείρηση 
θέλει να υπολογίσει ποια είναι η βέλτιστη επιλογή για το πόσο πρέπει να 
επενδύσει για έρευνα ώστε να µεγιστοποιήσει τα κέρδη του. Το R&D συµβολίζει 
Research & Development δηλαδή έρευνα και ανάπτυξη. 
    Η έρευνα στα οικονοµικά επικεντρώνεται σε 2 διαφορετικούς τοµείς.  
 

(1)  Ανάπτυξη της διαδικασίας παραγωγής (process innovation) 
    Έχουµε ένα ολιγοπώλιο όπου οι εταιρίες επενδύουν σε R&D 
δραστηριότητα µε σκοπό να βελτιώσουν την παραγωγική διαδικασία και 
ειδικότερα να µειώσουν το κόστος παραγωγής. ∆ηλαδή έχουµε έρευνα  η 
οποία έχει κάποιο κόστος και από την άλλη µειώνει µέσω ενός δυναµικού 

µηχανισµού το οριακό κόστος. 
 

(2)  Ανάπτυξη του παραγόµενου προϊόντος (product innovation) 
    Είναι ανάλογη περίπτωση µε πριν αλλά διαφέρει το αποτέλεσµα. Εδώ η 
έρευνα µειώνει την υποκαταστατικότητα του προϊόντος σε σχέση µε τα 
προϊόντα των άλλων επιχειρήσεων. 
 
 

    Εκτός από τον διαχωρισµό σύµφωνα µε το αποτέλεσµα της έρευνας υπάρχει άλλος 
ένας διαχωρισµός ανεξάρτητος από τον προηγούµενο και έχει σχέση µε τον τρόπο 
που συµπεριφέρονται οι επιχειρήσεις µεταξύ τους 
 
                 (α)   Μη συνεργατικά  R&D παίγνια   
             Σε αυτήν την περίπτωση η κάθε επιχείρηση µεγιστοποιεί τα κέρδη της µε   
            τον κλασσικό τρόπο σύµφωνα µε την αναµενόµενη στρατηγική των         
            αντιπάλων  
 
                 (β)   Συνεργατικά  R&D παίγνια   
             Εδώ οι επιχειρήσεις δηµιουργούν ένα Cartel και µεγιστοποιούν τη συνολική     

ροή κέρδους του κλάδου ως προς το συνολικό διάνυσµα του R&D effort      
όλων των επιχειρήσεων που απαρτίζουν τον κλάδο. 

 
 
 
 
1.3.3.1  R&D παίγνια για ανάπτυξη παραγωγής (process innovation) 
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      Έστω ένα ολιγοπώλιο µε Ν επιχειρήσεις που πουλάνε ένα οµογενές αγαθό σε 
συνεχή χρόνο . Η καµπύλη ζήτησης έχει ως εξής. [0, )t T∈

 
( ) ( ) ( )i ip t A q t Q t−= − −  

όπου  ,δηλαδή είναι το σύνολο της παραγωγής όλων των υπολοίπων 

επιχειρήσεων εκτός της i. Κάθε επιχείρηση εφοδιάζει την αγορά µε κάποια 
τεχνολογία που χαρακτηρίζεται από κάποιο οριακό κόστος . Εποµένως το συνολικό 
κόστος παραγωγής είναι  

( ) ( )i
i j

Q t q t−
≠

≡ ∑ j

ic

( )( ), ( ) ( ) ( )i i i i iC c t q t c t q t=
       Η µεταβολή του οριακού κόστους µε τον χρόνο για κάθε επιχείρηση i δίνεται από 
το ακόλουθο δυναµικό σύστηµα 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )i i i ic t c t k t K tβ δ= − − +  

µε αρχικές συνθήκες ( )i oic t c += ∈  
       
   ¨Όπου ( ) είναι το R&D effort του i στον χρόνο t και ik t ( ) ( )i

i j
jK t k

≠

≡ t∑ είναι το συνολικό 

R&D effort από όλες τις υπόλοιπες επιχειρήσεις. . Έχουµε θεωρήσει ότι κάθε επιχείρηση 
λαµβάνει ένα αναλογικά θετικό αντίκτυπο (spillover) στην ανάπτυξη που επιτυγχάνει 
κάποια άλλη λόγω διάχυσης της τεχνολογίας στην αγορά. Η παράµετρος [ ]0,1β ∈  
εκφράζει το ποσοστό της διάχυσης αυτής που θα λάβει και ο i.  Η παράµετρος 

[ ]0,1δ ∈ είναι µια σταθερά που εκφράζει τον ρυθµό υποτίµησης , συγκεκριµένα µετράει το 
πόσο µειώνεται η παραγωγική αποτελεσµατικότητα λόγω γήρανσης της τεχνολογίας.. Το 
κόστος της R&D προσπάθειας το θεωρούµε να είναι  µε b  . 
Θεωρούµε λογικό να πάρουµε το κόστος να είναι κυρτή συνάρτηση ως προς το ( ) γιατί 
όσο µεγαλύτερο είναι το επίπεδο τεχνολογίας τόσο περισσότερη έρευνα χρειάζεται για να 
επιτύχουµε κάποια επιπλέον βελτίωση. 

( ) ( 2( ) ( )i ik t b k tΓ = ) +∈

ik t

      Σαν µεταβλητή ελέγχου θεωρούµε το R&D effort και την παραγόµενη ποσότητα 
ενώ η µεταβλητή κατάστασης είναι το κόστος ( )  ( )iq t ic t

      Εποµένως η συνάρτηση αξίας που έχουµε να µεγιστοποιήσουµε είναι  
 

[ ] ( ){ }2

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) t

i i i i iA q t Q t c t q t b k t e dρ∞ −
−− − − − ⋅∫ t  

 
   ¨Θεωρώντας µη συνεργατική συµπεριφορά κάθε παίχτης µεγιστοποιεί την συνάρτηση 
αξίας του ως προς την δικιά του ποσότητα και προσπάθεια έρευνας. Λύνοντας µε τον 
τρόπο που έχουµε αναφέρει αποδεικνύεται ότι η open-loop Nash ισορροπία είναι τέλεια 
ισορροπία υποπαιγνίων ( ή Markov) και ότι η βέλτιστη R&D επένδυση όλης της 
βιοµηχανίας αυξάνει µονοτονικά µε τον αριθµό των επιχειρήσεων που απαρτίζουν το 
ολιγοπώλιο κατά µήκος και της τροχιάς ισορροπίας και στην ευσταθή κατάσταση. 
Συγκεκριµένα η βέλτιστη µεµονωµένη προσπάθεια επένδυσης πάντα φθίνει ενώ η 
συναθροιστική R&D επένδυση αυξάνει πράγµα που έρχεται σε αντίθεση µε τις στατικές 
µελέτες. Η δραστική διαφορά µε το αµφιλεγόµενο στατικό µοντέλο βασίζεται  στην 
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οµαλοποίηση της επένδυσης σε µακροχρόνιο ορίζοντα, πράγµα που εξ ορισµού 
αποκλείεται στην στατική περίπτωση 
 
      
 
 
1.3.3.2      R&D παίγνια για ανάπτυξη του παραγόµενου προϊόντος 
 (product innovation) 
 
      Στην περίπτωση αυτή σε σχέση µε το προηγούµενο µοντέλο εισάγουµε στη 
καµπύλη ζήτησης µια µεταβλητή [ ]( ) 0,1s t ∈  που εκφράζει τον βαθµό 
υποκαταστατικότητας ανάµεσα στα προϊόντα. Η αντίστροφη καµπύλη ζήτησης 
λοιπόν θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )i ip t A q t s t Q t−= − −       ∗

 
    ∆ηλαδή αν ( ) 1s t =  τότε τα προϊόντα είναι οµογενή ενώ αν ( ) 0s t =  τότε είναι 
πλήρως διαφοροποιήσιµα και ο κάθε παίχτης δρα σαν µονοπωλητής. Η διαφορά µε 
άλλα µοντέλα όπως του Ramsey που είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο είναι ότι δεν 
είναι σταθερά άλλα µεταβλητή και παίζει τον ρόλο µεταβλητής κατάστασης.  
Χρειαζόµαστε µία συνήθη διαφορική εξίσωση που θα περιγράφει τον τρόπο που 
µεταβάλλεται. Θεωρούµε λοιπόν την 

( ) ( ) ( ) ( )i j
i j

s t s t x t x t δ
≠

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

    όπου το ( )ix t είναι η προσπάθεια για R&D πού καταβάλει η επιχείρηση i για να 
µειώσει την υποκαταστατηκότητα του προϊόντος, δηλαδή κάτι αντίστοιχο µε το 

στην προηγούµενη περίπτωση . Η παράµετρος ( )ik t [ ]0,1δ ∈ είναι µια σταθερά που 
εκφράζει τον ρυθµό υποτίµησης ανάλογα µε πριν.  
     Το κόστος της R&D δραστηριότητας στην προκειµένη περίπτωση θεωρούµε να 
είναι .  Συνεπώς το κέρδος στην περίπτωση αυτή αν έχουµε ένα 
σταθερό οριακό κόστος c θα είναι  

( 2( ( )) ( )i i iC x t x tγ= )

( )i

 
( ) 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i it A c q t s t Q t q t x tπ γ−= − − − −  

 
την ροή αυτού του κέρδους θέλουµε να µεγιστοποιήσουµε ως προς το R&D effort 

( )ix t . (Και ενδεχοµένως ως και προς την ποσότητα) 
 
 
       
 
 

                                                 

j

∗       Βέβαια το πιο ρεαλιστικό θα ήταν να άλλαζε η υποκαταστατικότητα για κάθε ζεύγος και η αντίστροφη 
καµπύλη ζήτησης να είχε την µορφή ( ) ( ) ( ) ( )i i ij

i j
p t A q t s t q t

≠

= − −∑  µε ( ) ( )ij jis t s t= , 1,...,i j∀ = Ν  

αλλά το πρόβληµα θα γινόταν αρκετά πολύπλοκο και δεν έχει µελετηθεί ως σήµερα πέρα από την περίπτωση του 
δυοπωλίου. 
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1.3.3.3     R&D για ταυτόχρονη ανάπτυξη προϊόντος και διαδικασίας παραγωγής. 
 
    Φυσικά µπορούµε να πάρουµε ταυτόχρονα από την µία προσπάθεια έρευνας για 
ανάπτυξη προϊόντος και από την άλλη για βελτίωση της παραγωγικής διαδικασίας. 
Αυτό επίσης µπορεί να µας βοηθήσει να κάνουµε και µια σύγκριση ανάµεσα στους 2 
τρόπους. 
     Αν πάρουµε ένα δυοπώλιο σε αντιστοιχία µε τα 2 προηγούµενα παραδείγµατα και 
θεωρώντας µε τον ίδιο τρόπο τις µεταβλητές και τις παραµέτρους 
Η αντίστροφη καµπύλη ζήτησης θα είναι  
 

( ) ( ) ( ) ( )i ip t A q t s t q tj= − −  
 

και οι µεταβλητές κατάστασης θα είναι από την µία η υποκαταστατικότητα των 
αγαθών ακολουθώντας την δυναµική εξίσωση ( )s t
 

( )( ) ( ) ( ) ( )i js t s t x t x t δ= − − +  
 

Και επίσης το οριακό κόστος ( ) µε δυναµικό σύστηµα ic t
 

( )( ) ( ) ( ) ( )i i i jc t c t k t k tβ δ= − − +  
 

έχοντας βέβαια και κάποιες αρχικές συνθήκες 
 
     Τα κέρδη την ροή των οποίων θέλουµε να µεγιστοποιήσουµε ως προς τις 
µεταβλητές ελέγχου θα είναι 

 
( ) ( )2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i it A c q t s t Q t q t x t b k tπ γ−= − − − − − ( )i

dt

 
 
δηλαδή η συνάρτηση αξίας είναι  

( )
0

t
i iJ t e ρπ

∞ −= ∫  

 
    Οι µεταβλητές ελέγχου για το παίχτη i στην περίπτωση αυτή θα είναι οι 
προσπάθεια έρευνας και για τους 2 τρόπους, δηλαδή το ( )ix t και το ( ) και επίσης η 
παραγωγή ( )  

ik t

iq t
Η  Χαµιλτονιανή θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t
i i i i j jH t e t t s t t c t t c tρ

ι ι ιπ λ λ λ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  
      
    Η αναλυτική επίλυση  υπάρχει στο paper των Lambertini και Mantovani (2005) 
Βρίσκουµε τελικά ότι το κίνητρο για επένδυση ανάπτυξης που θα µειώνει το κόστος 
είναι συγκριτικά µεγαλύτερο από ότι για ανάπτυξη που µειώνει την 
υποκαταστατικότητα. Μια εξήγηση για αυτό είναι ότι όταν επιτυγχάνεται από 
κάποιον ανάπτυξη προϊόντος έχουµε µέσω της καµπύλης ζήτησης πλήρη διάχυση ενώ 
στην ανάπτυξη διαδικασίας έχουµε µια ποσοστιαία διάχυση. 
      Η R&D δραστηριότητα για το προϊόν και την διαδικασία παραγωγής είναι 
συµπληρωµατικές στην γειτονιά του ευσταθούς σηµείου ισορροπίας. Αν το οριακό 
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κόστος για ανάπτυξη διαδικασίας παραγωγής είναι αρκετά χαµηλό τότε η 
σταυροειδής επίδραση της αλλαγής στην υποκαταστατικότητα των προϊόντων πάνω 
στην ανάπτυξη διαδικασίας είναι µεγαλύτερη απ’ότι η επίδραση της αλλαγής του 
οριακού κόστους στην ανάπτυξη του προϊόντος και αντίστροφα 
     Επίσης ανάλογα µε τις αρχικές συνθήκες µπορούµε να έχουµε 3 περιπτώσεις για 
την βέλτιστη συµπεριφορά. 
   Α) Οι επιχειρήσεις να επενδύουν και στις δύο R&D επενδύσεις  από την αρχή µέχρι 
να φτάσουµε στο σηµείο ευστάθειας.  
   Β) Να επενδύουν αρχικά µόνο στην µία από τις δύο και µετά να φτάνουν σε σηµείο 
ευσταθείας είτε µε την µία είτε και µε τις δύο. 
   Γ) Να µην επενδύουν σε καµία R&D δραστηριότητα. 
 
 
 
1.3.3.4   Σύγκριση συνεργατικών και ανταγωνιστικών R&D παιγνίων 
 
    ¨Όπως είπαµε και προηγουµένως τα R&D παίγνια χωρίζονται επίσης σε 
συνεργατικά και µη συνεργατικά δηλαδή ανταγωνιστικά. Μπορούµε να συγκρίνουµε 
για µια R&D επένδυση που αφορά την βελτίωση της παραγωγικής διαδικασίας 
(process innovation). Και στην περίπτωση που συνεργάζονται και στην περίπτωση 
που ανταγωνίζονται αποδεικνύεται ότι υπάρχει µοναδικό σηµείο ευστάθειας, και το 
οποίο αποτελεί σάγµα. Ας δούµε λίγο κάποια συµπεράσµατα για το τι συµφέρει τις 
επιχειρήσεις συγκρίνοντας τις δυο αυτές περιπτώσεις σύµφωνα µε τους Cellini-
Lambertini (2004) και Navas-Kort (2005) 
     Συγκρίνοντας το ευσταθή επίπεδα κέρδους και την συνολική ευηµερία της 
βιοµηχανίας αποφαίνεται ότι τα ιδιωτικά και κοινωνικά κίνητρα για R&D συνεργασία 
συµπίπτουν για όλα τα επίπεδα της διάχυσης που χαρακτηρίζει την εξελικτική 
δραστηριότητα.. Και τελικά η συνεργασία υπερτερεί της ανταγωνιστικότητας και από 
τις δύο πλευρές. ∆ηµιουργώντας ένα Καρτέλ για την έρευνα και ανάπτυξη οδηγεί τις 
επιχειρήσεις να επενδύουν περισσότερο απ’ότι στην ανταγωνιστική περίπτωση για 
όλα τα αποδεκτά επίπεδα διάχυσης β, και του οριακού κόστους. 
      Η συνεργασία αυξάνει την ικανότητα διαχείρισης µεγαλύτερων αναπτυξιακών 
σχεδίων και επίσης υπό συνθήκες συνεργασίας είναι βέλτιστο να ξοδευτούν 
περισσότερα για ένα δεδοµένο αναπτυξιακό σχέδιο. Αυτό το γεγονός οδηγεί σε 
συντοµότερη ολοκλήρωση της αναπτυξιακής διαδικασίας και συνεπώς σε 
συντοµότερη εκµετάλλευση της εξέλιξης ,δηλαδή υψηλότερο κέρδος για τις 
επιχειρήσεις λόγω της µείωσης του οριακού κόστους. Αλλά και η κοινωνική ευηµερία 
αυξάνει  εφόσον έχουµε µεγαλύτερη παραγωγή και µικρότερες τιµές. 
   Αποδεικνύεται ότι ο R&D ρυθµός εξέλιξης είναι µία αύξουσα και αυστηρά κυρτή 
συνάρτηση του χρόνου έτσι ώστε η R&D επένδυση να είναι µέγιστη στα τελικά 
στάδια της εξέλιξης της διαδικασίας παραγωγής. 
     Επίσης όσον αφορά στο βέλτιστο µέγεθος της κοινοπραξίας αποδεικνύεται ότι 
εξαρτάται δραστικά από την συνάρτηση κόστους της R&D επένδυσης. Ενώ στην 
πλήρως συνεργατική περίπτωση είναι πάντα επιθυµητό να αυξηθεί ο αριθµός των 
επιχειρήσεων, στα άλλα σενάρια ο βέλτιστος αριθµός των επιχειρήσεων εξαρτάται 
από το αναλογικό βάρος των τετραγωνικών και γραµµικών όρων της συνάρτησης 
κόστους. 
     Τέλος µια σύγκριση µε το κοινωνικά ΄βέλτιστο R&D effort δείχνει ότι η κοινωνία 
θα θεωρούσε πιο επικερδές να εκτελέσει R&D σχέδια που η κοινοπραξία 
ενδεχοµένως να απέρριπτε. Και για επικερδή σχέδια η κοινωνία θα αγόρευε για 
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περισσότερες πηγές σε κάθε στάδιο του σχεδίου δηµιουργώντας µια µόνιµη 
καθυστέρηση στην εισαγωγή νέων τεχνολογιών από την κοινωνική άποψη. 
 
 
 
1.3.4   Παίγνια διαφήµισης 
 
 
     Τα παίγνια διαφήµισης είναι ο λιγότερο ανεπτυγµένος κλάδος του.  Γενικά σε 
αυτήν την περίπτωση έχουµε σε µερική αναλογία µε τα R&D παίγνια µία επένδυση 
διαφήµισης η οποία φέρει ένα θετικό αντίκτυπο και θέλουµε να υπολογίσουµε πόσο 
µας συµφέρει να επενδύσουµε σε αυτό ώστε να έχουµε µέγιστη απόδοση, δηλαδή 
µέγιστη ροή κέρδους. 
     Μία περίπτωση είναι η διαφήµιση να µειώσει την αντικαταστατηκότητα του 
προϊόντος που παράγει η επιχείρηση σε σχέση µε τα προϊόντα των άλλων. Αυτή η 
περίπτωση είναι σε πλήρη αντιστοιχία µε το πρόβληµα  1.3.3.2 όπου έχουµε εξέλιξη 
του προϊόντος (product innovation).  
     Μία άλλη περίπτωση είναι να η διαφηµιστική επένδυση να στοχεύει σε αύξηση 
της καµπύλης ζήτησης (ή του µεγέθους της αγοράς ) 
      Σε αυτήν την περίπτωση το πιο λογικό είναι να πάρουµε την καµπύλη ζήτησης να 
είναι συνάρτηση του µεγέθους της αγοράς. Αυτό που κάνουν οι Cellini και 
Lambertini είναι να θεωρούν την παράµετρο που στα κλασσικά µοντέλα είναι 
σταθερά στην καµπύλη ζήτησης να είναι µια µεταβλητή που αυξάνεται µε το  
advertising effort. 
     Στο paper “Advertising in a Differential Oligopoly game” η καµπύλη ζήτησης που 
θεωρούν είναι 
 

( )
1

( ) ( ) ( ) ap t A t Q t= −   
 

Με και  
1

( ) ( )
n

i
i

Q t q t
=

= ∑ ( )0,a∈ +∞

 
Θεωρούµε ( ) να είναι το advertising effort το οποίο αποσκοπεί στην αυξηση του ik t

( )A t . Η εξίσωση που περιγράφει την µεταβολή της µεταβλητής κατάστασης η οποία 
είναι το ( )A t θα έχει ως εξής. 
 

( ) ( ) ( ) ( )i i
dA t k t K t A t

dt
δ−= + −  

 
Με ( ) ( )i

i j
jK t k−

≠

= ∑ t

)

και δ µια θετική σταθερά. 

 
Μεταβλητές ελέγχου είναι η ποσότητα ( ) και το advertising effort  iq t ( )ik t
 
Το κόστος της διαφήµισης το θεωρούµε  να είναι µια κυρτή συνάρτηση όπως 

 καθώς όσο µεγαλύτερη είναι η πυκνότητα των καταναλωτών , τόσο 
περισσότερη προσπάθεια χρειάζεται για κάποια συγκεκριµένη αύξηση. 

( 2( ) ( )i iC t b A t=
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Αυτό που έχουµε να µεγιστοποιήσουµε είναι το  
 

( ) ( )
1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a
i i i i iMaxJ e A t q t Q t q t b k t dtρ

∞
−

−
⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 
Με  ( ) ( )i j

i j
Q t q t−

≠

= ∑
 
Για την επίλυση ακολουθείται η κλασσική µέθοδος που έχουµε περιγράψει. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΗΜΕΡΙΝΩΝ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΉΣΕΩΝ 
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2.1    ΠΑΡΑΘΕΣΗ ΜΕΡΙΚΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 
 
   Οι δυναµικές µοντελοποιήσεις που επιλύονται µε διαφορικά παίγνια είναι µεν πιο 
ρεαλιστικές αλλά και πάλι µε την µορφή που χρησιµοποιούνται σήµερα δεν 
ανταποκρίνονται πλήρως στην πραγµατικότητα. Το ένα µη ρεαλιστικό κοµµάτι είναι 
προφανώς οι «χονδροκοµµένες» και ανακριβείς εξισώσεις που περιγράφουν τις 
µεταβολές και τις αξίες των µεταβλητών. Επίσης υπάρχουν και διάφοροι  παράµετροι 
που επηρεάζουν από λίγο το µοντέλο και οι οποίοι παραλείπονται. Φυσικά αυτά 
προέρχονται για λόγους αποφυγής πολυπλοκότητας. ¨Ένα πλήρως ρεαλιστικό 
µοντέλο ενδεχοµένως δεν θα έχει καν αναλυτική θεωρητική λύση. 
     Άλλο ένα πρόβληµα που έχουν οι σηµερινές µοντελοποιήσεις είναι ότι παίρνουν 
άµεση ανταπόκριση ανάµεσα σε µακροπρόθεσµες και βραχυπρόθεσµες µεταβλητές. 
Για παράδειγµα σε ένα R&D game µε process innovation effort οι µοντελοποιήσεις 
που χρησιµοποιούνται θεωρούν ότι κάθε παραµικρό R&D effort έχει άµεσα µια 
αντίστοιχη θετική ανταπόκριση στο κόστος. Στην πραγµατικότητα δεν συµβαίνει 
προφανώς κάτι τέτοιο αφού η τεχνολογική ανάπτυξη εντάσσεται στην παραγωγική 
διαδικασία µετά την ολοκλήρωση του ερευνητικού σχεδίου και µε κάποια ενδεχόµενη 
απορρόφηση λόγω εκπαίδευσης προσωπικού και αναβάθµισης των παραγωγικών 
µέσων. 
     ¨Ένας τρόπος που λύνει εν µέρει αυτό το πρόβληµα άλλα δυστυχώς δηµιουργεί 
ακόµα πιο σηµαντικά προβλήµατα είναι η χρήση αργών και γρήγορων µεταβλητών. 
Ας δούµε µια σύντοµη περιγραφή. 

 
 
 
 

2.2    ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΡΓΩΝ ΚΑΙ ΓΡΗΓΟΡΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 
1.2.1 Σύντοµη περιγραφή 
 
Έχουµε ένα δυναµικό σύστηµα εξισώσεων της µορφής 

 

( ,dx )f x y
dt

=     ,               nx∈

( ,dy g x y
dt

ε= )

1

   ,    my∈

 
Με 0 ε< . Σε αυτήν την περίπτωση τα ( )1 2, ,..., nx x x x= είναι οι γρήγορες 

µεταβλητές και τα  είναι οι αργές µεταβλητές. Αν 
µετασχηµατίσουµε τον χρόνο t ως 

( 1 2, ,..., ny y y y= )
tτ ε=   τότε το σύστηµα γράφεται στη µορφή 

 

( ),dx f x y
d

ε
τ
=  
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( ),dy g x y
dτ

=  

 
    Τα x και y εξακολουθούν να είναι οι γρήγορες και αργές µεταβλητές αντίστοιχα 
αλλά ο χρόνος τ είναι ο αργός χρόνος ενώ ο χρόνος t είναι ο κανονικός γρήγορος 
χρόνος. 
Εφόσον λοιπόν ( ),f x y ≠ 0 τότε θα έχουµε 
 

dx dy
dt dt

 

 
Αυτός είναι και ο λόγος που καλούµε την x γρήγορη µεταβλητή και την y αργή , 
εφόσον σε σύγκριση µε την x η  y είναι σχεδόν σταθερή. 
 
Το γρήγορο υποσύστηµα (FS) είναι  

( ),dx f x y
dt

=  

0dy
dt

=  

 
Ενώ το αργό υποσύστηµα (SS) είναι  

( )0 ,f x y=  

( ),dy g x y
dτ

=  

 
   Η δυναµική του αρχικού συστήµατος µπορεί να εξηγηθεί και µέσω των 
υποσυστηµάτων. Πρέπει πρώτα να καταλάβουµε την δυναµική του γρήγορου 
υποσυστήµατος (FS). Εφόσον το y θεωρείται σταθερό στο (FS) το λαµβάνουµε σαν 
διακλαδωτική παράµετρο.  
    ∆ίνοντας µας µια περιοχή D του y το FS µπορεί να έχει ευσταθείς λύσεις 
(attractors) δύο τύπων. 
α ) Ευσταθή ισορροπία    β ) ευσταθείς περιοδικές λύσεις 
   Αν υπάρχουν 2 ευσταθείς λύσεις (stable attractors) τότε λέµε ότι είναι διπλά 
ευσταθές (bistable)  

y D∀ ∈

    Για το κλασσικό µοντέλο FitzHugh-Nagumo 
 

          ( )dx f x y
dt

= −    µε   ( )( )( ) 1f x x a x x= − −  

 

          ( )0
dy x x y
dt

ε γ= − −  

 
µε ( )0, ,a x γ να είναι πραγµατικές παράµετροι , m=1 , n=1 το σύστηµα είναι διπλά 
ευσταθές για κάποιο διάστηµα D του y. 
     Παρόλο που η τιµή της y είναι σταθερή στο (FS) η λύση του θα προσεγγίσει 
γρήγορα µια από τις λύσεις (attractors). Ποια ακριβώς εξαρτάται από τις αρχικές 
συνθήκες του x. Καθώς είναι συνηθισµένη η περίπτωση , µία η περισσότερες 
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ισορροπίες να είναι ευσταθείς για κάποιο εύρος του y. Συνεπώς για εκείνα τα y η 
λύση του γρήγορου υποσυστήµατος θα προσεγγίσει ταχέως αυτές τις ευσταθείς 
ισορροπίες. Σηµειώστε ότι για αυτήν την ισορροπία ( , ) 0f x y = , και είναι µια από τις 
εξισώσεις του (SS) 
      Εφόσον ασυµπτωτικά το (FS) περιγράφει την δυναµική του αρχικού συστήµατος 
µόνο για χρόνους τάξης Ο(1) αναµένουµε την λύση να συµπεριφέρεται σαν την λύση 
του (FS) µέχρι να φτάσουµε κοντά σε αυτές τις ισορροπίες. Όταν οι τροχιές του 
συστήµατος έχουν φτάσει αυτές τις ισορροπίες τότε αναµένουµε οι λύσεις να 
προσεγγίζονται από το αργό υποσύστηµα (SS). Παρατηρώντας ξανά ότι  
για το (SS) , αυτό εκφράζει την κίνηση στην = 0   στον χώρο 

( , ) 0f x y =
f ( , )x y  

      Στην θεωρία των δυναµικών συστηµάτων, βρίσκουµε µια περιοχή D του y για την 
οποία µια συγκεκριµένη διακλάδωση S(D)  της ισορροπίας του γρήγορου 
υποσυστήµατος είναι ευσταθής. Αυτή η «διακλάδωση» είναι µια ευσταθής 
πολλαπλότητα για την γρήγορη ροή στην οποία οι λύσεις του αρχικού συστήµατος 
είναι (τουλάχιστον τοπικά) attracted. 
Συγκεκριµένα το  

( )S D ≡ { ( ) ( ), : , 0x y f x y =  , ( ),x y  ευσταθές στο (FS) ,  } y D∈
είναι µια ευσταθής πολλαπλότητα. Το µοντέλο FitzHugh-Nagumo έχει δύο ξένες 
µεταξύ τους ευσταθείς πολλαπλότητες και µε 1( )S D 2( )S D 1D D D2= ∩ να είναι η 
περιοχή διπλής ευσταθείας. 
 
2.2.3 Συµπεράσµατα χρήσης  
 
      Στην ουσία όµως όπως φαίνεται από την περιγραφή αυτό που κάνει η µέθοδος 
αυτή είναι ότι θεωρεί η αργή µεταβλητή να κινείται τόσο αργά ώστε να είναι 
αµελητέα η ταχύτητα σε σύγκριση µε την γρήγορη. Παίρνοντας το 0ε → δεν 
σηµαίνει ότι η αργή µεταβλητή είναι σταθερή και αρχίζει να κινείται µετά που θα 
ισορροπήσει η γρήγορη,  
αλλά ότι κινείται εξ αρχής  τόσο αργά που ο χρόνος ισορροπίας της άλλης 
µεταβλητής είναι αµελητέος. Και βέβαια το πρόβληµα είναι ότι µετά που θα 
ισορροπήσει η γρήγορη µεταβλητή, η αργή θα συνεχίσει να κινείται εξίσου αργά σε 
διαφορετικής τάξης χρόνο. Αυτό είναι κάτι που δεν ανταποκρίνεται καθόλου στο 
µοντέλο µας. Γι αυτό το λόγο και η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται µόνο σε 
συστήµατα που παρουσιάζουν µεγάλη απορρόφηση από την φύση όπως 
οικοσυστήµατα. 

 
    Επίσης άλλο ένα πρόβληµα σε οικονοµικά µοντέλα είναι ότι οι µεταβολές που 
περιγράφονται από το δυναµικό σύστηµα εξαρτώνται συνήθως και από άλλους 
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παράγοντες εκτός από την µεταβλητή στην οποία υπάρχει απορρόφηση όπως ρυθµοί 
υποτίµησης ανάλογα µε τον τύπο του προβλήµατος.  
      Για παράδειγµα στην περίπτωση του R&D effort η µεταβολή του οριακού 
κόστους στα κλασσικά µοντέλα δίνεται από την εξίσωση 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )i i i ic t c t k t K tβ δ= − − +          (1) 
 
  Η παράµετρος [ ]0,1δ ∈ είναι µια σταθερά που εκφράζει τον ρυθµό υποτίµησης , 
συγκεκριµένα µετράει το πόσο µειώνεται η παραγωγική αποτελεσµατικότητα λόγω 
γήρανσης της τεχνολογίας και των µέσων παραγωγής. 
      Αν πάρουµε το οριακό κόστος να είναι αργή µεταβλητή αυτό απορροφά όλους 
τους παράγοντες που την επηρεάζουν και όχι µόνο το R&D effort. 
     Από την άλλη λόγω της παραµέτρου te ρ− στην ροή του κέρδους που θέλουµε να 
µεγιστοποιήσουµε το κόστος του R&D effort υπερτιµάται σε σχέση µε το 
αποτέλεσµα σε τάξη µεγέθους 1

ε  όση είναι και η διαφορά τάξης ανάµεσα στον αργό 

και γρήγορο χρόνο. Πρακτικά αν πάρουµε για παράδειγµα ένα R&D effort κόστους Κ 
,σε 100 χρόνια αν το επιτόκιο είναι 4% η αξία του θα είναι περίπου 55Κ σε 200 
χρόνια 2980Κ και σε 1000 χρόνια  172,35 10 K⋅
      Συνεπώς ένα τέτοιο µοντέλο από την µία υποτιµά το οριακό κόστος και από την 
άλλη υπερτιµά το κόστος του R&D effort καθότι θεωρεί ότι καθυστερεί να φανεί το 
αποτέλεσµα και µάλιστα σε σηµείο που αφού παίρνουµε 0ε → σηµαίνει ότι το 
κόστος του R&D σε σχέση µε το αποτέλεσµα πάει προς το άπειρο και το βέλτιστο 
R&D effort προς το µηδέν. 
      Για να έχει νόηµα στην περίπτωση την δικιά µας θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε 
τον χρόνο ισορροπίας της γρήγορης µεταβλητής να είναι αµελητέος. Τότε όµως 
επανερχόµαστε ουσιαστικά στο αρχικό µοντέλο που έχουµε άµεση επίδραση των 
µεταβλητών. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.3 Απορρόφηση µέσω συναρτήσεων στις εξισώσεις κίνησης. 
 
      Σε περιπτώσεις όπως αυτές που υπάρχει κάποια απορρόφηση σε ίδιας τάξης 
χρόνο µπορούµε να την εισάγουµε µέσω συναρτήσεων στις εξισώσεις που 
περιγράφουν το δυναµικό σύστηµα. Το θετικό είναι ότι µπορούµε να εισάγουµε 
οποιαδήποτε απορρόφηση επιθυµούµε. Βέβαια αυτό µπορεί να περιπλέξει αρκετά το 
πρόβληµα ή µπορεί ακόµα και να µην λύνεται αναλυτικά.  
      Ανάλογα µε τον τύπο του προϊόντος και της παραγωγής µπορεί να έχουµε 
τεράστιες διαφορές στο πως επιδρά η µια µεταβλητή στην άλλη. Αυτό που κάνουµε 
είναι η µεταβλητή όπως χρησιµοποιείται στο δυναµικό σύστηµα να µπαίνει µε µια 
συνάρτηση απορρόφησης ( )( ) ( )ik

iA t A k t= . ∆ηλαδή η εξίσωση (1) θα γινόταν 
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( ) ( ) ( ) ( )ji kk
i i

i j

c t c t A t A tβ δ
≠

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

       

 
 
 
     Αν για παράδειγµα έχουµε το R&D effort να εντάσσεται ανά περιόδους στην 
παραγωγική διαδικασία µετά την αποπεράτωση του κάθε ερευνητικού σχεδίου η  
συνάρτηση απορρόφησης θα είναι θεωρώντας την περίοδο να είναι µία χρονική 
µονάδα 
 

[ ]

1
( ) ( 1)i

t
k

i
j

A t k j
=

= −∑ [ )1,1 j j−  

 
     Αυτό όµως το πρόβληµα είναι πρακτικά αδύνατο να λυθεί αναλυτικά. Θα 
µπορούσαµε να προσθέσουµε την απορρόφηση λόγω εκπαίδευσης προσωπικού και 
αναβάθµισης των παραγωγικών µέσων δηµιουργώντας και µια πιο οµαλή συνάρτηση  
που θα φράσσεται από την προηγούµενη και που ενδεχοµένως να είναι τόσο οµαλή 
ώστε το πρόβληµα να λύνεται. 

[ ]

1
( ) ( 1)i

t
k

i
j

A t k j
=

≤ −∑ [ )1,1 j j−  

 
    ¨Όµως και αυτό είναι δύσκολο να επιτύχουµε το φράγµα µε µια απλή συνάρτηση 
ειδικά αν δεν έχουµε περιορισµούς για τον τύπο της συνάρτησης ( ) .  ik t
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     Αυτό που µπορούµε να κάνουµε είναι να βάλουµε µια απλή συνάρτηση όπως 
και η οποία θα προσεγγίζει κάπως την απορρόφηση. ( ) ( 1)ik

iA t k t= −
  
    
 
 
  Γενικά τα αποτελέσµατα που βγάζουν τα σηµερινά µοντέλα που έχουν καθιερωθεί 
και επιλυθεί σίγουρα δεν είναι ακριβή, και µην ξεχνάµε και τις ιδιαιτερότητες που 
υπάρχουν για την παραγωγή ή ανάπτυξη του εκάστοτε προϊόντος. παρόλα ταύτα 
µπορούµε να βγάλουµε χρήσιµα συµπεράσµατα γενικής στρατηγικής . 
     Το να εισάγουµε κάποια σύνθετη συνάρτηση απορρόφησης η ένα πιο πολύπλοκο 
δυναµικό σύστηµα θα µπορούσε να γίνει  ενδεχοµένως µέσω επαναληπτικών 
αριθµητικών µεθόδων αλλά και πάλι προς το παρόν δεν είναι δυνατή η επίλυση 
οποιουδήποτε προβλήµατος. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3   ∆ΙΑΦΗΜΙΣΗ ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ ΜΕ R&D  
 
 
 
 
3.1   Εισαγωγή     
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    Ο τοµέας ο οποίος είναι ο λιγότερο ανεπτυγµένος είναι τα διαφορικά παίγνια 
διαφήµισης, Advertising differential games.  
     Στην εργασία αυτή θα δούµε τον τρόπο διαχείρισης τέτοιων προβληµάτων τα 
οποία στηρίζονται στην εισαγωγή του µεγέθους τις αγοράς στην καµπύλη ζήτησης. 
Αντί να πάρουµε την σταθερά που υπάρχει στα κλασσικά µοντέλα παίρνουµε αυτόν 
τον όρο να είναι συνάρτηση του πλήθους των καταναλωτών και ο τρόπος µεταβολής 
του πλήθους αυτού να δίνεται από µια συνήθη διαφορική εξίσωση.       
     Επιπρόσθετα, θα πάρουµε αυτό παράλληλα µε R&D product innovation. Για την 
περιγραφή αυτού του κοµµατιού θα θεωρήσουµε τα κλασσικά µοντέλα που υπάρχουν 
όπως περιγράφονται και στο πρώτο κεφάλαιο ως προς την εισαγωγή του βαθµού 
υποκαταστατηκότητας στην καµπύλη ζήτησης και τον ρυθµό µεταβολής της 
υποκαταστατηκότητας θεωρώντας απλά την διάχυση στην εξίσωση που δίνει 
(spillover) να είναι µηδέν. 
      η αντίστροφη καµπύλη ζήτησης σύµφωνα µε το κλασσικό µοντέλο του Dixit θα  
είναι  

1 1( ) ( ) ( ) ( )2p t A q t s t q t= − −  
 

      Η σταθερά Α που χρησιµοποιείται σε όλα τα κλασσικά µοντέλα περιλαµβάνει 
διάφορους παράγοντες της αγοράς που θεωρούµε ότι είναι σταθεροί,  
συµπεριλαµβανοµένου και του µεγέθους της. Η µεταβλητή Ν(t) θα εκφράζει το 
µέγεθος της αγοράς δηλαδή το πλήθος των καταναλωτών για το προϊόν αυτό. Tο 
advertising effort αποσκοπεί στην αύξηση του µεγέθους της αγοράς το οποίο 
προφανώς δεν θα είναι σταθερό. Εποµένως θα πάρουµε το Α να είναι συνάρτηση του 
Ν(t). Θα θεωρήσουµε ότι υπάρχει γραµµική αναλογία και η αντίστροφη καµπύλη 
ζήτησης θα είναι αν Α>0 
 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )2p t AN t q t s t q t= − −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2     ∆ιαφήµιση παράλληλα µε ανάπτυξη του προϊόντος. 
 
       
     Έχουµε δύο επιχειρήσεις σε µία αγορά που απαρτίζουν ένα δυοπώλιο και 
παράγουν ένα οµογενές αρχικά αγαθό. Κάθε µία διαθέτει συγκεκριµένη τεχνολογία 
παραγωγής που εκφράζεται µέσω ενός σταθερού οριακού κόστους  1 2, 0c c ≥
 
      Στην αρχή το προϊόν δεν είναι ιδιαίτερα γνωστό στο καταναλωτικό κοινό, οπότε  
και οι επιχειρήσεις επενδύουν σε ένα advertising effort ώστε να αυξήσουν 
την ζήτηση , δηλαδή το πλήθος των καταναλωτών. 

1 2( ), ( )D t D t
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      Εφόσον διαφοροποιείται το προϊόν διαφοροποιείται και το µέγεθος της αγοράς. 
Θεωρούµε ότι µεταβάλλεται σύµφωνα µε την εξίσωση για την επιχείρηση 1 (και 
εντελώς αναλογικά για την 2 ).  
 

( )1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t a D t s t D t hN t= + − 1

,0

                    (2) 
                                  µε αρχική συνθήκη 1 1(0)N N=  
 
    Το α είναι µια θετική σταθερά που εκφράζει την αποτελεσµατικότητα της 
διαφήµισης στην αγορά και το h είναι µια σταθερά που εκφράζει τον βαθµό 
δυσαρέσκειας από το προϊόν και ουσιαστικά τον ρυθµό µείωσης των καταναλωτών. 
Στην αρχή το προϊόν είναι άγνωστο και ο καταναλωτής πείθεται µέσω της διαφήµισης 
να το χρησιµοποιήσει. Αν το h είναι κοντά στο µηδέν σηµαίνει ότι οι περισσότεροι 
καταναλωτές που το χρησιµοποιούν είναι ικανοποιηµένοι και θα συνεχίσουν να το 
καταναλώνουν. Ουσιαστικά εκφράζει µια αναλογία πελατών που χάνονται καθώς  
δοκιµάζοντας το προϊόν δεν έµειναν ευχαριστηµένοι. Επίσης είναι εύκολο να 
υπολογιστεί στατιστικά στην πράξη. Το h θα µπορούσε να πάρει και αρνητικές τιµές 
καθώς µπορεί να υπάρχει εξάπλωση µέσω των ίδιων των καταναλωτών, δηλαδή ο 
καταναλωτής να έχει µείνει ικανοποιηµένος σε τέτοιο βαθµό που να το προτείνει και 
σε άλλους καταναλωτές και συνολικά αυτοί οι πελάτες να υπερβαίνουν εκείνων που 
δεν έµειναν ευχαριστηµένοι και δεν διατίθενται να το αγοράσουν ξανά. 
   
   
    Ως θεωρούµε τον βαθµό υποκαταστατικότητας ανάµεσα στα δύο προϊόντα, στην 
αρχή αφού είναι οµογενή θα ισχύει = 1 και η αντίστροφη καµπύλη ζήτησης 
βάζοντας πάλι τον αρχικό όρο να είναι συνάρτηση του µεγέθους της αγοράς θα είναι
  

( )s t
(0)s

       
1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t AN t q t s t q t= − −                        (3) 

 
 
      Οι  επιχειρήσεις προκειµένου να διαφοροποιήσουν το προϊόν τους, επενδύουν σε  
R&D effort . Θεωρούµε οριζόντια διαφοροποίηση, δηλαδή το effort του 
ενός έχει αντίστοιχο θετικό αντίκτυπο στον άλλο ανάλογα µε το πόσο οµογενή είναι 
τα αγαθά. Αυτό γίνεται όταν η διαφήµιση επικεντρώνεται στην αξία του αγαθού 
γενικότερα. Για παράδειγµα αν παράγουν µπανάνες να διαφηµίζουν πόσο υγιεινές και 
απαραίτητες είναι οι µπανάνες.  

1 2( ), ( )k t k t

  
 
     Ο βαθµός υποκαταστατικότητας θα µεταβάλλεται σύµφωνα µε την εξίσωση 
 

 ( )1 2( ) ( ) ( ) ( )s t s t k t k t δ= − + −                             (4) 
                                    Με αρχική συνθήκη  s(0) = 1 
 
Το [ ]0,1δ ∈  είναι µια σταθερά που εκφράζει τον ρυθµό µείωσης ανάλογα µε τα 
κλασσικά υπάρχοντα µοντέλα. 
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      Το πλήθος των καταναλωτών και ο βαθµός υποκαταστατικότητας  
αποτελούν τις δύο µεταβλητές κατάστασης του συστήµατος µας. 

( )N t ( )s t

   
      Θεωρούµε το κόστος για την επίτευξη των commercial και  R&D efforts να είναι 
κυρτή συνάρτηση της µορφής και αντίστοιχα µε  καθώς  ( 2

1( )D tβ ) )

)β

( 2
1( )k tγ ,β γ +∈

όσο περισσότεροι είναι οι καταναλωτές τόσο µεγαλύτερη διαφηµιστική προσπάθεια  
χρειάζεται για να προσελκύσουµε καταναλωτές από τους εναποµείναντες οι οποίοι 
δεν έχουν πεισθεί µέχρι την δεδοµένη στιγµή. 
 
 
Συνεπώς υπολογίζοντας το κέρδος θα είναι 

 
 
 

( ) ( ) (2 2
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )t p t c q t k t D tπ γ= − − −  

 
[ ] ( ) (2

1 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))2AN t q t s t q t c q t k t D tγ β= − − − − −              (5) 
 

       Τελικός µας στόχος είναι να µεγιστοποιήσουµε την συνολική ροή κέρδους σε ένα 
χρονικό διάστηµα [ )0,∞  ως προς τα R&D και commercial effort τα οποία αποτελούν 
τις µεταβλητές ελέγχου. ∆ηλαδή να υπολογίσουµε το 

 

1 1
10,

max ( ) t

k A
t e dtρπ

∞ −∫  

 
 

      Η Χαµιλτονιανή του συστήµατος θα είναι 
 

( ) ( ) ({
( )( ) ( )}

2 22
1 1 1 1 1 2 1 1

1 1 2 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tH t e AN t c q t q t s t q t q t D t k t

t a D t s t D t hN t t s t k t k t

ρ β γ

λ λ

−= − − − − −

+ + − − + −⎡ ⎤⎣ ⎦

)1

δ
       (6) 

 
 
 
 
 
 
Παίρνουµε τις συνθήκες πρώτης τάξης ως προς τις µεταβλητές ελέγχου 
 
F.O.C. 
 

• 1
1 1 1 2

1

( ) 0 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0
( )

H t AN t c q t s t q t
q t

∂
= ⇒ − − − =

∂
 

 

⇒  ( )1 1 1
1( ) ( ) ( ) ( )
2

q t AN t c s t q t= − − 2  
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Επίσης λύνοντας αντίστοιχα για την δεύτερη επιχείρηση έχουµε  
 

( )2 2 2
1( ) ( ) ( ) ( )
2

q t AN t c s t q t= − − 1  

 
Συνεπώς αντικαθιστώντας στην προηγούµενη σχέση έχουµε  
 

* 2 *
1 1 1 2 2 1

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 4 4 4

q t AN t c s t AN t s t c s t q t= − − + +  ⇒  

 
2

*
1 1 1 2

( ) 1 1 ( ) 1( ) 1 ( ) ( ) ( )
4 4 2 4 4

s t s tq t AN t c AN t s t c
⎛ ⎞
− = − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
2       ⇒

 
 

⇒   
2

*
1 1 2 1

( ) 1 1 1 1( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 2 2 2

s tq t A N t s t N t c s t c
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛− = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠
2
⎞
⎟
⎠

 

 
 
 
    Θα πάρουµε υπόθεση συµµετρίας ανάµεσα στις 2 επιχειρήσεις δηλαδή  

1 2c c c= = , 1 2( ) ( ) ( )N t N t N t= =  , 1 2( ) ( ) ( )k t k t k t= = και 1 2( ) ( ) ( )D t D t D t= =  
τότε η προηγούµενη σχέση γίνεται αφού και ( ) 1s t ≤ άρα ( ) 2s t ≠ και απαλείφοντας 

τον όρο ( )1
2

s t⎛ −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  έχουµε 

 
 

*
1

( ) 1( ) 1 ( )
2 2 2

− ⇒
s t cq t AN t⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
*
1

( )( )
2 ( )

AN t cq t
s t
−

=
+

     (8) 

 
 

• 1
1 2

1

( ) 0 2 ( ) ( ) ( ) 0
( )

H t k t t s t
k t

γ λ∂
= ⇒ − − =

∂
  ⇒

 
* 2
1

( ) ( )( )
2
t s tk t λ
γ

−
=        (9) 

 

• 1
1 1

1

( ) 0 2 ( ) ( ) 0
( )

H t D t t
D t

β λ α∂
= ⇒ − + =

∂
   ⇒

 
* 1
1

( )( )
2

a tD t λ
β

=             (10) 
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Παίρνοντας τις συνθήκες για τις µεταβλητές κατάστασης έχουµε  
 

 

•   1
1 1

1

( ) ( ) ( )
( )

tH t e t t
N t

ρ

λ ρλ∂
− = −

∂
 ⇒  

 
⇒  1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )Aq t t h t tλ λ ρλ− + = −  
 
 

Από την σχέση (10) έχουµε ότι  1 1
2( ) ( )t D
a

tβλ = και 1 1
2( ) ( )t D
a

tβλ =  

Συνεπώς η προηγούµενη σχέση γίνεται 
 
 

1 1 1 1
2 2 2( ) ( ) ( ) ( )D t Aq t hD t D t
a a a
β β β ρ−

= − −    ⇒

 

⇒  1 1( ) ( ) ( ) ( )
2
aAD t q t h D tρ
β

−
= + + 1           (11) 

 
 

• 1
2

( ) ( ) ( )
( )

tH t e t t
s t

ρ

λ ρλ∂
− = −

∂
  ⇒  

 
⇒   ( )1 2 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q t q t t aD t t k t k t tλ λ δ ρ− + + − + = λ  
 

Αντικαθιστώντας από την (9) το 1
2

2 ( )( )
( )

tt
s t
γκλ = −  η σχέση γίνεται και από την (10) 

το 1
2( ) ( )t D
a 1 tβλ = έχουµε  

      

( ) 1
2 1 2 1 2 1

2 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( )
k tt k t k t q t q t D t D

s t 2 tγλ δ ρ β= − + − + + −           (12) 

 
Από την σχέση (9) παίρνοντας την παράγωγο ως προς τον χρόνο έχουµε  
 

( )2 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
k t t s t s t tλ λ

γ
= − +      
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στην οποία αν αντικαταστήσουµε από την (4) την (9) και την (12) έχουµε 
 

( ) 1
1 1 2 1 2 1 2

2 ( )1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
2 ( )

k tk t k t k t s t q t q t s t D t D t s t
s t
γδ ρ β

γ
⎡

= − − + − + + − −⎢
⎣

 

 

( ) 1
1 2

2 ( )( ) ( ) ( )
( )
k ts t k t k t

s t
γδ

⎤−
− + − ⎥

⎦
 

 

⇒ 1 2
1 1 1 2

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

q t q t s tk t k t D t D t s tβρ
γ γ

= − +          (13) 

 
¨Έχουµε θεωρήσει συµµετρία ανάµεσα στις 2 επιχειρήσεις δηλαδή  

1 2c c c= = , 1 2( ) ( ) ( )N t N t N t= =  , 1 2( ) ( ) ( )k t k t k t= = και 1 2( ) ( ) ( )D t D t D t= = . Για να 
βρούµε τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας λύνουµε το παρακάτω σύστηµα στα σηµεία 
βελτιστοποίησης. 
 
 

( )
( )
( )
( )

1

2

3

4

( ) ( ), ( ), ( ), ( ) 0
( ) ( ), ( ), ( ), ( ) 0
( ) ( ), ( ), ( ), ( ) 0
( ) ( ), ( ), ( ), ( ) 0

D t f N t s t D t k t
k t f N t s t D t k t
N t f N t s t D t k t
s t f N t s t D t k t

⎧ = =
⎪ = =⎪
⎨ = =⎪
⎪ = =⎩

 

 
 
Από τις σχέσεις (11) και (8) έχουµε ότι  

 

( )1
( )( ) ( ) ( ) ( ), ( ), ( ), ( )

2 2 ( )
aA AN t cD t h D t f N t s t D t k t

s t
ρ

β
− −

= + + ≡
+

           (14) 

 
Από τις σχέσεις (13) και (8) έχουµε  
 

( )
2

2
2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ), ( ), ( )
2 2 ( )
s t AN t ck t k t D t s t f N t s t D t k t

s t
βρ

γ γ
⎛ ⎞−

= − + ≡⎜ ⎟+⎝ ⎠
       (15) 

 
 
Ενώ από τις σχέσεις (2) και (4) έχουµε κατευθείαν ότι 
 

( ) ( )( )3 ( ), ( ), ( ), ( ) 1 ( ) ( ) ( )f N t s t D t k t a s t D t hN t≡ + −     (16) 
 

( ) ( )4 ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) 2 ( )f N t s t D t k t s t k t δ≡ − −      (17) 
 

Συνεπώς υπολογίζουµε 
 

( )( ) 0 ( )
2 ( ) 2 ( )

aA AN t cD t D t
h s tβ ρ

−
= ⇒ = ⋅

+ +
         (18) 
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2

2( ) ( ) ( )( ) 0 ( ) ( )
2 2 ( )

s t s t AN t ck t k t D t
s t

β
ργ γρ

⎛ −
= ⇒ = − ⎜ +⎝ ⎠

⎞
⎟          (19) 

 
( )1 ( )

( ) 0 ( ) ( )
s t a

N t N t D t
h

+
= ⇒ =           (20) 

 
*( ) 0 0s t s= ⇒ =    ή   *

2
k δ

=    

 
 
 

• Περίπτωση 1      Αν  * 0s =
 
Από την (19) έχουµε   * 0k =
    πράγµα που είναι λογικό καθώς αν το s έχει ισορροπήσει στο 0 δεν θα είχε κάποιο 
σκοπό το R&D effort αφού απλά θα είχε κόστος χωρίς να αλλάζει τίποτα. 
 
Aαπό την (20) έχουµε   

* aN
h

= *D    (20α) 

 
Και από την (18)  

 

( ) (
*

4
aAD A

hβ ρ
=

+
)*N c−  αντικαθιστώντας από την (20α) γίνεται 

 

( ) ( )
2 2

* *

4 4
a A aAcD D

h h hβ ρ β ρ
= −

+ +
⇒     ( )

( )

*
2 2

4

1
4

aAc
h

D
a A

h h

β ρ

β ρ

+
=

−
+

  ⇒  

 

( )
*

2 2 4
aAchD

a A h hβ ρ
=

− +
            (21) 

 

Και αντικαθιστώντας και από την (20α)  θα έχουµε  
( )

2
*

2 2 4
a AcN

a A h hβ ρ
=

− +
 

 και από την (8) 
*

*

2 ( )
AN cq

s t
−

=
+

  ⇒   
( )

2 2
*

2 2

1
2 4

a A cq c
a A h hβ ρ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

 
 
Άρα η λύση τελικά θα είναι  
 

* 0s =  
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* 0k =  

 

( )
*

2 2 4
aAchD

a A h hβ ρ
=

− +
 

 

( )
2

*
2 2 4

a AcN
a A h hβ ρ

=
− +

 

 

( )
2 2

*
2 2

1
2 4

a A cq c
a A h hβ ρ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

 
    Ο περιορισµός που έχουµε είναι ότι ( )2 2 4a A h hβ ρ> +  για να είναι θετικές οι 
τιµές µας. Πράγµα που είναι φυσιολογικό στην πράξη αφού οι µεταβλητές α,Α,β είναι 
συνήθως τάξης ( )1Ο ενώ οι οι µεταβλητές ρ και h τάξης συνήθως ( )210−Ο ή  ( )110−Ο

     Ο άλλος περιορισµός είναι   
( )

2 2

2 2 4
a A c c

a A h hβ ρ
≥

− +
     ⇒

 
( )2 2 2 2 4a A c a A c h c hβ ρ≥ − +   ⇒ ( ) 0h hρ + ≥  δηλαδή ( ),0h ρ∉ −  

 
      Επίσης βλέπουµε ότι όταν ο όρος ( )4hβ ρ h+  πλησιάζει το  ότι οι τιµές των 
µεταβλητών µας πηγαίνουν στο άπειρο. Αυτό συµβαίνει διότι δεν έχουµε πάρει 
περιορισµό για το πλήθος των υποψήφιων καταναλωτών και µας λέει ότι ακόµα και 
αν χάνουµε πάρα πολλούς πελάτες µέχρι ένα σηµείο, µπορούµε να κάνουµε πολύ 
µεγάλη διαφήµιση και να παίρνουµε πάρα πολλούς καινούργιους πελάτες συνέχεια 
άλλα επειδή στην πράξη υπάρχει φράγµα στην ποσότητα των υποψήφιων 
καταναλωτών τα αποτελέσµατα όταν ο παρανοµαστής είναι πολύ κοντά στο µηδέν 
δεν είναι ακριβή σε αντίθεση µε άλλα εύρη τιµών που δεν µας επηρεάζει ιδιαίτερα η 
έλλειψη του φράγµατος. 

2 2a A

 
 
 
 

• Περίπτωση 2      Αν   *

2
k δ

=  

 
Η (18) µέσω τις (20) γίνεται 
 

( )
( )* *

*
*

1

2 2

A s aD caA hD
h sβ ρ

+ −
=

+ +
    ⇒
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( )
( )( ) ( )( )
2 2 *

* *
* *

1

2 2 2 2

a A s aAcD D
h h s h sβ ρ β ρ

+
− = −

+ + + +
⇒   

( )( )
( )

( )( )

*
*

2 2 *

*

2 2

1
1

2 2

aAc
h s

D
a A s

h h s

β ρ

β ρ

+ +
=

+
−

+ +

   ⇒     
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Και συνεπώς από την (20α) έχουµε 
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Για να υπολογίσουµε το αντικαθιστούµε στην (19) και έχουµε *s
 
 

( ) ( )( )( ) ( )
( )

( ) ( )( )

22 *2 2 2 2 *

2 2 2 2 * **2 2 * *

1
2 1 2 22 21 2 2

a Ac sa A c h s
a A s h s hsa A s h s h

δ β
ργ β ργρβ ρ
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⎜ ⎟+ − + +++ − + + ⎝ ⎠

 

⇒   ( ) ( )( )( )
( )

*22 2 * * 2 2 2 2
2*

1 2 2 2
2

sa A s h s h a A c h
s

ργδ β ρ β+ − + + = −
+

 

 

⇒   ( ) ( ) ( )( )( ) ( )22 2* 2 2 * * 2 2 2 2 *2 1 2 2 2 2s a A s h s h a A c h s sργδ β ρ β+ + − + + = + *−  

 
    Έχουµε ένα πολυώνυµο 6ου βαθµού το οποίο δεν έχει γενική λύση. Συνεπώς 
υπολογίζουµε κάθε φορά ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων µας τις διαφορετικές 
πραγµατικές λύσεις µε [ ]0,1s∈  και επίσης ανάλογα µε πριν         ( )2 2 4a A h hβ ρ> +
   
    Επιπλέον θα πρέπει να ελέγξουµε και την ευστάθεια των λύσεων για να επιλέξουµε 
ποια η ποιες θα είναι αποδεκτές. Για την ευστάθεια της εκάστοτε λύσης υπολογίζουµε 
τον πίνακα των µερικών παραγώγων.  
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Υπολογίζουµε τις µερικές παραγώγους από τις σχέσεις (14) (15) (16) (17)  
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    Συνεπώς ο πίνακας έχει ως εξής 
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D
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⎢ ⎥
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= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥− +
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    Για να είναι το σηµείο ευσταθές πρέπει οι 4 ιδιοτιµές του πίνακα ( * * * *, , ,s k N D )
( )* * * *, , ,J s k N D να είναι εναλλάξ αρνητικές και θετικές , δηλαδή οι δύο ιδιοτιµές 

αρνητικές και οι δύο θετικές. 
      Στο συγκεκριµένο πρόβληµα δεν µπορούµε να βγάλουµε γενική απάντηση. Γι 
αυτό ανάλογα µε τις τιµές των παραµέτρων για κάθε τετράδα αποδεκτών λύσεων που 
µας δίνει το πρόβληµα από τις περιπτώσεις 1 και 2 υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές του 
πίνακα και κρατάµε την ευσταθή ή ευσταθείς λύσεις. 
 
 
3.3 Συµπεράσµατα 
 

Μολονότι το πρόβληµα αυτό δεν έχει γενική λύση λόγω της πολυπλοκότητας 
των αλληλεπιδράσεων παρατηρούµε ότι σε όλα τα δυνατά αποτελέσµατα το πόσο που 
θα επενδύσουµε σε διαφήµιση είναι σχεδόν ανάλογο µε τον ρυθµό απώλειας των 
πελατών µας h πράγµα που είναι λογικό φυσικά. .Σε περίπτωση που δεν έχουµε 
απώλεια πελατών, µακροπρόθεσµα δεν θα χρειάζεται θα επενδύουµε σε διαφήµιση. 
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Και φυσικά σε ένα πραγµατικό πρόβληµα που θα υπήρχε και άνω φράγµα στο 
µέγεθος της αγοράς τα πράγµατα θα ήταν ακόµα χειρότερα για κάποια επιχείρηση 
που θα είχε µεγάλο ρυθµό απώλειας πελατών αφού η επήρεια της διαφήµισης θα ήταν 
µικρότερη σε κάποιον που έχει δοκιµάσει ήδη το προϊόν. 
 
 
 

4 Γενικά συµπεράσµατα 
 
 
 
 Γενικά ένα γραµµικό – τετραγωνικό  πρόβληµα διαφορικών παιγνίων όπως 
είδαµε είναι δυνατό να αντιµετωπιστεί στις περισσότερες απλές περιπτώσεις αφού ο 
τρόπος που εργαζόµαστε είναι συγκεκριµένος και οι πράξεις συνήθως δεν είναι τόσο 
σύνθετες και δεν απαιτούν πολύ ιδιαίτερες γνώσεις και τεχνικές. Οι διαφορετικές 
µοντελοποιήσεις που υπάρχουν σήµερα είναι αυτές που είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο. 
Βέβαια αυτό δεν αποκλείει και µια διαφορετική µοντελοποίηση ανάλογα µε τα 
δεδοµένα που έχουµε και ακόµα υπάρχει αρκετό περιθώριο έρευνας στον τοµέα αυτό 
είτε µε µια καινούργια µοντελοποίηση είτε µε κάποιο συνδυασµό των υπαρχόντων.
 Βέβαια όταν το µοντέλο γίνει πιο πολύπλοκο συνδυάζοντας διαφορετικές 
επιδράσεις και βάζοντας ταυτόχρονα διάφορες µεταβλητές κατάστασης και ελέγχου 
όπως επιχειρήσαµε στο κεφάλαιο 3, αυτό ενδεχόµενα δεν θα έχει γενική λύση όπως 
είδαµε και στην περίπτωση µας. πράγµα που δεν µπορεί να βγάλει µια γενική θεωρία. 
Φυσικά όµως µπορεί και πάλι να µας δώσει κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα, ειδικά 
στην µελέτη ενός πραγµατικού προβλήµατος που έχουµε συγκεκριµένες τιµές στις 
παραµέτρους µας.  
 Στην πραγµατικότητα κάθε επιχείρηση και κάθε επιχειρηµατικός τοµέας 
κινείται µε δικούς του µηχανισµούς τους οποίους θα µπορούσαµε να εισάγουµε σε 
κάθε πραγµατική µελέτη. Βέβαια αυτό θα δηµιουργούσε ένα ενδεχοµένως πολύπλοκο 
πρόβληµα. Γι αυτό η ευρεία και ρεαλιστική εφαρµογή στην πραγµατική οικονοµία θα 
γίνει µε την ανάπτυξη των αριθµητικών µεθόδων στον κλάδο που έχουν ξεκινήσει τα 
τελευταία χρόνια. Πάντως και µε τα απλοποιηµένα µοντέλα µπορούµε να βγάλουµε 
χρήσιµα συµπεράσµατα για τον τρόπο που εξαρτώνται οι µεταβλητές µεταξύ τους. 
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