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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 

 Στην εργασία µας αυτή ασχολούµαστε µε τις τρεις θεµελιώδεις 
έννοιες της γεωµετρίας, και των µαθηµατικών γενικότερα: το µήκος, το 
εµβαδόν και τον όγκο. 
 
 Συγκεκριµένα, ασχολούµαστε, από άποψης θεµελιώσης (και 
φυσικά διδακτικής παρουσίασης) µε τις έννοιες α) του µήκους επίπεδης 
καµπύλης, β) του εµβαδού επίπεδου σχήµατος, γ) του εµβαδού 
επιφανείας του χώρου και δ) του όγκου τρισδιάστατου στερεού. Έννοιες 
που διατρέχουν τα µαθηµατικά από την πρώτη µέχρι την τρίτη βαθµίδα 
της εκπαίδευσης . 
 
 Οι περισσότεροι είναι σε θέση να αναγνωρίσουν τι ακριβώς 
µετριέται από τους τύπους : 

2 2 342 ,   ,   4 ,   
3

πρ πρ πρ πρ . 

Πώς όµως προκύπτουν αυτοί οι τύποι; Από ποιες γεωµετρικές 
παραδοχές; Και µε τι γεωµετρικά επιχειρήµατα; Αν για παράδειγµα, 
κληθεί ένας φοιτητής ή ένας νέος καθηγητής µαθηµατικών να αποδείξει 

ότι το εµβαδόν του µοναδιαίου ηµικυκλίου είναι ίσο µε 
2
π , το πιθανότερο 

είναι να στηρίξει την απάντηση του, µέσω του ολοκληρώµατος 
1 2

1
1 x dx

−
−∫  και της παραδοχής ότι το εµβαδόν µιας περιοχής της 

µορφής  
 

2{(x, y) :  x , 0 y f(x)}∈ α ≤ ≤ β ≤ ≤\  
 

δίδεται από τον τύπο: 
f(x)dx

β

α∫ . 

 
 Για µας είναι ένα ανοικτό ερώτηµα το κατά πόσο ένας που δίνει 
µια τέτοια, κατά τα άλλα ορθή, απάντηση κατανοεί ότι το παραπάνω 
ολοκλήρωµα απλά συγκεφαλαιώνει µε έναν οικονοµικό τρόπο τη µέθοδο 
εξάντλησης του Ευδόξου - Αρχιµήδη για τον υπολογισµό του εµβαδού 
και συνεπώς, εκτός από κάποια αλγεβρικά τεχνάσµατα και 
υπολογισµούς, εφαρµόζει µια αµιγώς γεωµετρική µέθοδο για να 
απαντήσει στο αρχικό ερώτηµα. 
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 Επειδή ζούµε σε µια εποχή που, και στην εκπαίδευση των 
µαθηµατικών, το ζητούµενο της είναι κυρίως η ταχύτητα και η ποσότητα 
αποφασίσαµε να εστιάσουµε τη προσοχή µας στους γνωστούς τύπους: 
α) 2 2 2[x (t)] [y (t)] dt,   1 [f (x)] dx

β β

α α
′ ′ ′+ +∫ ∫  για το µήκος καµπύλης, 

 

β)
A

1f (x)dx,   1dxdy,  (xdy ydx)
2

β

α
γ

−∫ ∫∫ ∫v  για το εµβαδόν επίπεδου    

σχήµατος,  
 
γ) u v

D

dudv×∫∫ r r  για το εµβαδόν επιφανείας, 

 
δ) την αρχή του Cavalieri, που συγκεφαλαιώνει τους γνωστούς τύπους 
µέσω διπλού και τριπλού ολοκληρώµατος, για τον υπολογισµό του όγκου 
των στερεών 
 
και να παρουσιάσουµε σε µια ενιαία εργασία πως αυτές προκύπτουν από 
τις πιο απλές γεωµετρικές παραδοχές που µπορούµε να δεχτούµε. 
 
 Στα περισσότερα βιβλία απειροστικού λογισµού και γεωµετρίας οι 
παραπάνω τύποι τίθενται ως ορισµοί των αντίστοιχων εννοιών, αντί να  
προκύπτουν ως συνέπεια κάποιων γεωµετρικών αξιωµάτων. 
 
 Για να γίνει κατανοητή και να αναδειχθεί η ιδιαιτερότητα κάθε 
τέτοιας έννοιας παραθέτουµε, όπου κρίναµε απαραίτητο, χαρακτηριστικά 
παραδείγµατα και εφαρµογές που έχουν παρθεί από την ιστορική εξέλιξη 
των εννοιών. Σε καµία όµως περίπτωση δεν επιχειρήσαµε να 
παρουσιάσουµε την ιστορική εξέλιξη αυτών, κάτι που αποτελεί 
αντικείµενο ξεχωριστής εργασίας. Εδώ ασχολούµαστε αποκλειστικά µε 
µια πρόταση θεµελίωσης των εννοιών µε τρόπο σύντοµο, επιστηµονικά 
τεκµηριωµένο και από διδακτικής απόψεως λειτουργικό και 
αποτελεσµατικό. 
 
 Για το σκοπό αυτό, ανατρέξαµε σε βιβλία Απειροστικού Λογισµού 
και Γεωµετρίας τόσο στην ελληνική όσο και στην διεθνή βιβλιογραφία 
και αρθογραφία. Στην ελληνική γλώσσα τα ευρήµατα ήταν πολύ φτωχά. 
Από την άποψη αυτή, η παρούσα εργασία, πιστεύουµε, καλύπτει, ένα 
µέρος από το κενό αυτό. Όσον αφορά την διεθνή βιβλιογραφία 
ανατρέξαµε σε έργα πρωτοπόρων µαθηµατικών και σε εργασίες από 
επιστηµονικά περιοδικά. 
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Η εργασία µας αναπτύσσεται σε πέντε κεφάλαια ως εξής: 
 
 Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε την έννοια του µήκους 
επίπεδης καµπύλης. Εστιάζουµε αρχικά την προσοχή µας στις απαιτήσεις 
που πρέπει να ικανοποιούν οι συντεταγµένες συνάρτησεις µιας καµπύλης 
ώστε η καµπύλη να έχει κάποιες επιθυµητές γεωµετρικές ιδιότητες. 
Παραθέτουµε το παράδειγµα της καµπύλης των Cantor – Lebesgue η 
οποία είναι συνεχής, σχεδόν παντού παραγωγίσιµη και καλύπτει όλο το 
µοναδιαίο τετράγωνο. Έχει δηλαδή θετικό διδιάστατο µέτρο. 
 
 Στη συνέχεια αφού ορίσουµε το µήκος ως το ελάχιστο άνω φράγµα 
των µηκών των εγγεγραµµένων στην καµπύλη πολυγωνικών γραµµών, 
χαρακτηρίζουµε τις καµπύλες που έχουν πεπερασµένο µήκος, µέσω των 
συντεταγµένων συναρτήσεων τους, και αποδεικνύουµε την έκφραση του 
µήκους, µέσω του τύπου: 
 

                             2 2[x (t)] [y (t)] dt
β

α
′ ′+∫                   (1) 

 
 Εφαρµόζουµε τέλος τον τύπο αυτό για τον υπολογισµό του µήκους 
κλασικών καµπυλών, τον προσδιορισµό των ελάχιστων διαδροµών στο 
επίπεδο και στη σφαίρα και για τον ορισµό των τριγωνοµετρικών 
συναρτήσεων. 
 
 Στο δεύτερο κεφάλαιο ασχολούµαστε µε το εµβαδόν επιπέδων 
σχηµάτων. Συνήθως τα περισσότερα, αν όχι όλα, τα εγχειρίδια 
γεωµετρίας ξεκινούν µε την παραδοχή ότι το εµβαδόν ενός ορθογωνίου 
παραλληλογράµµου είναι ίσο µε το γινόµενο των διαστάσεων του. Αυτή 
η παραδοχή είναι µεν σωστή αλλά σε καµιά περίπτωση δεν είναι η 
στοιχειωδέστερη. Εµείς εδώ ξεκινάµε από αυτό που δέχεται κάθε 
άνθρωπος: ότι µονάδα µέτρησης του εµβαδού είναι το τετραγωνικό 
µέτρο, δηλαδή το τετράγωνο πλευράς 1 που του αποδίδεται, για λόγους 
κανονικότητας, η τιµή 1. Έτσι ξεκινάµε από τα τρία αξιώµατα του 
εµβαδού, µέθοδο που ακολούθησε ο Giuseppe Peano (1858-1932) 
 
  Αξίωµα 1  (του Αναλλοίωτου) 

Αν το Α είναι ένα φραγµένο πολυγωνικό σχήµα και φ µια ισοµετρία 
του επιπέδου που απεικονίζει το Α στο φ(Α), τότε 

Ε(Α)=Ε(φ(Α)). 
 

Αξίωµα 2 (της Προσθετικότητας) 
Αν Α, Β είναι φραγµένα πολυγωνικά σχήµατα µε A B =∅∩ , τότε 

E(A B) E(A) E(B)= +∪ . 
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Αξίωµα 3 (της Κανονικότητας)  
  Το εµβαδόν ενός ανοικτού τετραγώνου (χωρίς σύνορο) µε πλευρά 1, 
είναι ίσο µε 1.  
 
και αποδεικνύουµε τους γνωστούς τύπους του εµβαδού για το ορθογώνιο 
παραλληλόγραµµο, το ορθογώνιο τρίγωνο, το τυχαίο τρίγωνο, το 
παραλληλόγραµµο και το τραπέζιο. Να σηµειωθεί ότι για την απόδειξη 
των παραπάνω τύπων γίνεται, κατά ουσιαστικό τρόπο, χρήση του 
αξιώµατος πληρότητας του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. Στη 
συνέχεια, µε τη µέθοδο της εξάντλησης, επεκτείνουµε τον ορισµό του 
εµβαδού και σε µη ευθύγραµµα σχήµατα από τον οποίο αποδεικνύουµε 
τους τύπους του εµβαδού µέσω ολοκληρώµατος: 
 

A

1f (x)dx,   1dxdy,  (xdy ydx)
2

β

α
γ

−∫ ∫∫ ∫v . 

 
 Στο τρίτο κεφάλαιο µελετάµε τη σχέση που συνδέει το µήκος A  
µιας απλής, κλειστής καµπύλης µε το εµβαδόν Ε του χωρίου που 
περικλείει, δηλαδή την περίφηµη ισοπεριµετρική ανισότητα:  

2

E
4

≤
π
A , 

όπου η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν η καµπύλη είναι κύκλος. 
 
Αρχικά συνδέουµε την ισοπεριµετρική ανισότητα µε το µύθο της 

∆ιδούς (και το ισοπεριµετρικό πρόβληµα), όπως έχει διασωθεί σε ένα 
από τα κλασικότερα έργα της Λατινικής Γραµµατείας, την Αινειάδα του 
Βιργίλιου. 

 
Στη συνέχεια παρουσιάζουµε οκτώ διαφορετικές αποδείξεις της 

ισοπεριµετρικής ανισότητας, τέσσερεις, κατά κάποιο τρόπο, στοιχειώδεις 
και τέσσερεις που απαιτούν περισσότερη µαθηµατική ωριµότητα. 
Μεταξύ αυτών συµπεριλαµβάνεται η απόδειξη του J. Steiner (1796-1863) 
συνοδευµένη µε ένα επιχείρηµα συµπάγειας (το οποίο λύνει το πρόβληµα 
της ύπαρξης λύσης του ισοπεριµετρικού προβλήµατος), η απόδειξη του 
T. Bonnesen, δύο του Adolf Hurwitz (1859-1919), µια του Erhard 
Schmidt (1876-1959) και µια µε χρήση δυναµοσειρών.  
 
 Στο τέταρτο κεφάλαιο ασχολούµαστε µε την έννοια του εµβαδού 
των επιφανειών του τριδιάστατου χώρου. Έννοια που ο γεωµετρικός της 
ορισµός ουσιαστικά ξεκαθαρίστηκε µέσα από το περίφηµο παράδειγµα 
του Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) στις αρχές του 20ου αιώνα, 
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από το οποίο φάνηκε ότι το εµβαδόν µιας επιφάνειας δεν µπορεί να 
προσεγγιστεί µε τρόπο όµοιο προς τον ορισµό του µήκους καµπύλης 
δηλαδή, ως όριο των εµβαδών κατάλληλων εγγεγραµµένων στη δοθείσα 
επιφάνεια πολυέδρων. Αναλύουµε διεξοδικά το παράδειγµα του Schwarz, 
αφού πρώτα έχουµε συζητήσει αρκετά τον ορισµό της επιφάνειας και 
τους λόγους που µας οδηγούν στην επιβολή ορισµένων συγκεκριµένων 
συνθηκών στους ορισµούς. 
 

Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τον γεωµετρικό ορισµό του εµβαδού 
επιφάνειας και αποδεικνύουµε τον χαρακτηρισµό του µέσω του 
ολοκληρώµατος  u v

D

dudv×∫∫ r r  κάτι που, οφείλουµε να σηµειώσουµε, 

εµφανίζεται πολύ σπάνια στη βιβλιογραφία. Ο παραπάνω τύπος, για τις 
γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων z f (x, y)= , παίρνει τη µορφή 

2 2
x y

A

1 z z dxdy+ +∫∫  η οποία είναι ανάλογη του τύπου (2) για το µήκος 

καµπύλης. 
 

Τέλος, στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τον όγκο στερεών µε 
τρόπο ανάλογο µε αυτόν του δεύτερου κεφαλαίου: από τα τρία αξιώµατα 
στους τύπους. Αν και οι τεχνικές απαιτήσεις, στην περίπτωση αυτή, είναι 
πολύ περισσότερες, φροντίσαµε η παρουσίασή µας να είναι πλήρης, κάτι 
που δεν µπορέσαµε να το εντοπίσουµε αλλού στη βιβλιογραφία. 

Ο στόχος µας στο κεφάλαιο αυτό είναι να αναδείξουµε τη 
διδακτική αξία της αρχής του Cavalieri µέσω της οποίας 
συγκεφαλαιώνεται η µέθοδος της εξάντλησης, και συνδέει την έννοια του 
όγκου µε την έννοια του εµβαδού. Γενικά, πρόκειται για ένα εργαλείο 
που δίνει γρήγορα αποτελέσµατα. Επεξεργαζόµαστε την αρχή του 
Cavalieri στη µορφή: 

V(X) E(X (t))dt
+∞

−∞
= Π∫ ∩  

όπου, V(X)  είναι ο όγκος ενός φραγµένου υποσυνόλου Χ του 3\  και 
3(t) {(x, y,z) : z t}Π = ∈ =\ . 

 
 Κάθε κεφάλαιο χωρίζεται σε παραγράφους που κάθε µια της έχει 
τη δική της αρίθµηση στα θεωρήµατα και στις σχέσεις. Η πρώτη 
παράγραφος είναι πάντοτε µια εισαγωγή στο κεφάλαιο, το οποίο πάντοτε 
κλείνει µε παράθεση της σχετικής βιβλιογραφίας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 
 

ΜΗΚΟΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 
 
 
1.1 Εισαγωγή 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε την έννοια του µήκους επίπεδων 
καµπυλών. Αρχικά, στις δύο πρώτες παραγράφους, µελετάµε κάποιες 
παθολογικές περιπτώσεις καµπυλών, όπως αυτή των Cantor-Lebesgue, 
απ’ όπου οδηγούµαστε στον εντοπισµό ορισµένων συγκεκριµένων 
συνθηκών που πρέπει να επιβάλουµε στους ορισµούς. 
 
 Στη συνέχεια, ορίζουµε το µήκος καµπύλης ως το ελάχιστο άνω 
φράγµα των µηκών όλων των εγγεγραµµένων στην καµπύλη 
τεθλασµένων γραµµών, αποδεικνύοντας κάποιες βασικές ιδιότητες. 
Έπειτα, χαρακτηρίζουµε τις καµπύλες που έχουν πεπερασµένο µήκος 
µέσω των συντεταγµενικών συναρτήσεων και το µήκος της καµπύλης 
µέσω ενός ορισµένου ορίου. Ως εφαρµογή µελετάµε το µήκος του 
κύκλου. 
 
 Ακολούθως, χρησιµοποιώντας τον γεωµετρικό ορισµό του µήκους, 
αποδεικνύουµε το γνωστό τύπο 

2 2[x (t)] [y (t)] dt
β

α
′ ′+∫  

και υπολογίζουµε τα µήκη κλασικών καµπυλών. Ως εφαρµογή, 
προσδιορίζουµε τις διαδροµές ελάχιστου µήκους στο επίπεδο και στη 
σφαίρα και παρουσιάζουµε, χρησιµοποιώντας τον τύπο  

21 [f (x)] dx,
β

α
′+∫  

έναν ορισµό για τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις cosx και sinx. 
 

Ας σηµειωθεί ότι, σύµφωνα µε τον C. H. Edwards [6], ο παραπάνω 
τύπος πρωτοχρησιµοποιήθηκε το 1657 από τον Άγγλο William Neil, υπό 
τη µορφή 2  1 g(x) dx

β

α
+∫ , θεωρώντας τη συνάρτηση g τέτοια ώστε 

x
g(t)dt f (x)

α
=∫ . 
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1.2 Η παραµετρική παράσταση µιας καµπύλης 
 
Με τον όρο «επίπεδη καµπύλη» αυτό που εποπτικά αναµένουµε είναι 

ένα µονοδιάστατο γεωµετρικό αντικείµενο στο Ευκλείδειο επίπεδο, 
όπως, ας πούµε, τα παρακάτω σχήµατα: 

 
(Σχήµα 1) 

 
Άλλες από αυτές τις καµπύλες έχουν γωνίες όπως η (1), (2), άλλες 

έχουν αυτοτοµές όπως η (5), άλλες είναι κλειστές όπως οι (2), (3), (4) και 
άλλες όχι, όπως η (6). Υπάρχει, καθώς αντιλαµβανόµαστε, µια ποικιλία 
ενδεχοµένων. 

 
 Το τι θα δεχθούµε ως ορισµό της καµπύλης εξαρτάται από την 
γενικότητα που θέλουµε να καλύψουµε και τις έννοιες που επιθυµούµε 
να µελετήσουµε. Κατά καιρούς και από διάφορους µαθηµατικούς έχουν 
προταθεί διάφοροι ορισµοί, εκ των οποίων άλλοι είναι κατάλληλοι για 
ένα εισαγωγικό µάθηµα απειροστικού λογισµού και αναλυτικής 
γεωµετρίας, άλλοι είναι εκείνοι που υιοθετούνται σε ένα µάθηµα 
κλασικής διαφορικής γεωµετρίας και άλλοι σε ένα µεταπτυχιακό µάθηµα 
γεωµετρίας του Riemann. 
 
 Εµείς ενδιαφερόµαστε να ορίσουµε και να µελετήσουµε την έννοια 
του µήκους τουλάχιστον για τις καµπύλες που περιλαµβάνει ένα 
συνηθισµένο πρόγραµµα µαθηµατικών στις τρεις βαθµίδες της 
εκπαίδευσης, δηλαδή τεθλασµένες γραµµές, πολύγωνα, κωνικές τοµές, 
κλασικές καµπύλες όπως π.χ. του Καρτέσιου, του Αρχιµήδη, κ.λπ. 
 

Θα ορίσουµε µια επίπεδη καµπύλη ως απεικόνιση παρά ως 
υποσύνολο σηµείων του επιπέδου.  
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ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω Ι ένα διάστηµα της ευθείας των πραγµατικών 

αριθµών και 
2:γ Ι →\  

µια απεικόνιση µε 
                                              (t) (x(t), y(t)),  tγ = ∈Ι                                             (1)  
 
όπου x(t), y(t) είναι δύο πραγµατικές συναρτήσεις µιας πραγµατικής 
µεταβλητής. Κάθε τέτοια απεικόνιση ονοµάζεται παραµετρική καµπύλη. 
 
 

 
(Σχήµα 2) 

 
 Επίσης, κάνοντας κατάχρηση, µε τον όρο καµπύλη σε ένα 
καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Οxy, θα εννοούµε το σύνολο των 
σηµείων (x(t),y(t)) για όλα τα t∈Ι . 

 
 Για παράδειγµα, οι παραµετρικές παραστάσεις των καµπύλων του 
Σχήµατος 1 θα µπορούσε να ήταν ως εξής για κάθε µια περίπτωση: 
  
1) (t) (t, t )γ = α ,  
2) κατά τµήµατα της µορφής (t) ( t, t)′ ′γ = α +β α +β , 
3) (t) (R cos t,R sin t)γ = , 
4) (t) ( cos t, sin t)γ = α β ,  

5)
2

3 3

3rt 3rt(t) ( , )
1 t 1 t

γ =
+ +

,  

6) 3(t) (t, t t)γ = − , για κατάλληλα διαστήµατα της παραµέτρου t. 
 
ΣΧΟΛΙΟ: Σηµειώνουµε, χωρίς να επεκταθούµε περισσότερο, µια και δεν                          
είναι απόλυτα απαραίτητο για το σκοπό µας, ότι µια καµπύλη ως 
υποσύνολο σηµείων του επιπέδου είναι δυνατόν να έχει περισσότερες 
από µία παραµετρικές παραστάσεις. Παραδείγµατος χάριν, το ηµικύκλιο 
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{ }2 2 2(x, y) : x y 1,  x 0∈ + = ≥\  µε κέντρο την αρχή των αξόνων έχει 

παραµετρική παράσταση την 1(t) (cos t,sin t),  - t
2 2
π π

γ = ≤ ≤ , την 

2 (t) (cos(2t),sin(2t)),γ = t
4 4
π π

− ≤ ≤  και την 
2

3 2 2

1 t 2t(t) , ,
1 t 1 t
⎛ ⎞−

γ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

 -1 t 1≤ ≤ . Θα µπορούσε να γίνει µια ολόκληρη συζήτηση για τις 
επιτρεπτές αλλαγές παραµέτρου µιας καµπύλης. Εκείνο που επιθυµούµε 
να κρατήσουµε για τα παρακάτω είναι το γεγονός ότι οποιαδήποτε 
επιτρεπτή αλλαγή παραµέτρου και αν επιχειρήσει κάποιος σε µια 
καµπύλη, οι γεωµετρικές της ιδιότητες (όπως το µήκος της) παραµένουν 
αναλλοίωτες ακόµα και αν αυτές ορίζονται µε χρήση παραµέτρου. 

Με τον όρο επιτρεπτή αλλαγή παραµέτρου εννοούµε την ύπαρξη 
µιας αύξουσας συνάρτησης f ώστε s f (t)= , όπου t  είναι η παλιά 
παράµετρος και s είναι η νέα παράµετρος.      

 
Ο µονοδιάστατος χαρακτήρας κάθε καµπύλης γ φαίνεται από το 

γεγονός ότι το πεδίο ορισµού της απεικόνισης γ είναι χώρος διάστασης 1.  
 
∆εν συµβαίνει όµως το ίδιο πάντοτε και µε το πεδίο τιµών της 

απεικόνισης γ !! Μόλις στα τέλη του 19ου και τις αρχές του 20ου αιώνα 
µια σειρά µεγάλων µαθηµατικών έδωσαν παραδείγµατα απεικονίσεων 
της µορφής 2:[0,1]γ →\ , οι οποίες µάλιστα ήταν και συνεχείς, που 
έχουν ως εικόνα ολόκληρο το κλειστό τετράγωνο [0,1] [0,1]× . Το πρώτο 
τέτοιο παράδειγµα δόθηκε από τον Giuseppe Peano (το 1890), 
ακολούθησε ο David Hilbert (το 1891), ο Eliakim Moore (το 1900), ο 
Henri Lebesgue (το 1904), ο Waclaw Sierpinski (το 1912), ο George 
Polya (το 1913) και ακολούθησαν και άλλοι. 

 
Στην επόµενη παράγραφο θα παρουσιάσουµε το παράδειγµα της 

καµπύλης των Cantor-Lebesgue 2:[0,1]γ →\  η οποία α) είναι συνεχής 
στο [0,1], β) είναι παραγωγίσιµη στο [0,1] εκτός από ένα αριθµήσιµο 
πλήθος σηµείων και γ) η εικόνα της είναι ακριβώς το σύνολο [0,1] [0,1]× . 

 
 Το ερώτηµα που τίθεται είναι το εξής: υπάρχουν προϋποθέσεις 

κάτω από τις οποίες η παράσταση (1) να περιγράφει καµπύλη στο 
επίπεδο όπως την θέλουµε εποπτικά, δηλαδή ως ένα µονοδιάστατο 
γεωµετρικό αντικείµενο σαν αυτά του Σχήµατος 1; Η απάντηση είναι 
θετική. 

 
Αν απαιτήσουµε οι συναρτήσεις x(t), y(t) στην παράσταση (1) να 

είναι παραγωγίσιµες µε συνεχή παράγωγο (ή και απόλυτα συνεχείς), 
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τότε, όπως θα δείξουµε σε µια από τις επόµενες παραγράφους, φαινόµενα 
σαν και τα παραπάνω δεν µπορούν να συµβούν. ∆ηλαδή, το σύνολο 
{ (t) : t I}γ ∈  δεν µπορεί να έχει θετικό διδιάστατο µέτρο. 

 
Επισηµαίνουµε τούτο: το να απαιτήσουµε οι συναρτήσεις x(t), y(t) 

στη παράσταση (1) να είναι παραγωγίσιµες µε συνεχή παράγωγο δεν 
σηµαίνει αναγκαστικά ότι η καµπύλη εποπτικά δεν παρουσιάζει γωνίες, 
όπως άλλωστε δείχνει το παρακάτω παράδειγµα. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. (Συνεχώς παραγωγίσιµη καµπύλη που παρουσιάζει γωνία) 
 
Η καµπύλη 2:γ →\ \  µε 3 2(t) (t , t ),  tγ = ∈\  (βλ. Σχήµα 3) είναι 
συνεχώς παραγωγίσιµη, αλλά στο σηµείο (0,0) η εικόνα της σχηµατίζει 
γωνία. Παρατηρούµε ότι στο σηµείο (0,0), το διάνυσµα της ταχύτητας 

(0)′γ  µηδενίζεται. 
 

      
(Σχήµα 3)        

 
Γεωµετρικά, η ύπαρξη γωνίας σηµαίνει µη-ύπαρξη εφαπτόµενης 

ευθείας (βλ. Σχήµα 4). Όµως η εφαπτόµενη ευθεία µιας καµπύλης γ, στο 
τυχαίο της σηµείο γ(t0), καθορίζεται από το (εφαπτόµενο) διάνυσµα γ΄(t0) 
(βλ. Σχήµα 5). Το οποίο για να ορίζει την κατεύθυνση µιας ευθείας 
οφείλει να είναι µη-µηδενικό διάνυσµα. 

 
 

 
                               (Σχήµα 4)                               (Σχήµα 5) 
 
Συνεπώς, καταλήγουµε στον ακόλουθο ορισµό: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ. Μια καµπύλη 2:γ Ι →\  µε (t) (x(t), y(t)),  tγ = ∈Ι  λέγεται 
οµαλή (ή λεία) εάν, 

i) είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, δηλαδή οι συναρτήσεις x(t), y(t) 
είναι παραγωγίσιµες και οι παράγωγοι συνεχείς συναρτήσεις και 

ii)  ( ) (0,0),′ ≠ ∈Ιt  για κάθε tγ . 
 

Στο εξής εστιάζουµε το ενδιαφέρον µας σε καµπύλες που είναι κατά 
τµήµατα οµαλές δηλαδή τετράγωνα, κύκλους, κ.α. 
 
 Αν Ι=[α,β], τότε το σηµείο γ(α) ονοµάζεται αρχικό σηµείο της 
καµπύλης ενώ το γ(β) τελικό σηµείο της καµπύλης. 
 
 
1.3 Η καµπύλη των Cantor-Lebesgue 
 

Σύµφωνα µε τον Η. Sagan [9], µέχρι τα 
τέλη του 19ου αιώνα οι καµπύλες που γνώριζαν 
ότι έχουν εικόνες διδιάστατα αντικείµενα δεν 
ήταν πουθενά παραγωγίσιµες. Το 1904 ο Henri 
Leon Lebesgue (1875-1941) κατασκεύασε µια 
συνεχή απεικόνιση 2f :[0,1]→\  µε εικόνα 
ολόκληρο το σύνολο [0,1] [0,1]× , η οποία ήταν  
σχεδόν παντού παραγωγίσιµη (παραγωγίσιµη σε 
όλα τα σηµεία του [0,1] εκτός από ένα 
αριθµήσιµο πλήθος). Την κατασκευή του αυτή 
ο Lebesgue τη στήριξε στο γεγονός ότι υπάρχει 
απεικόνιση από το σύνολο του Cantor σε 
ολόκληρο το [0,1] [0,1]×  η οποία είναι επί, συνεχής αλλά πουθενά 
παραγωγίσιµη. Συγκεκριµένα: 

   
Το σύνολο Γ του Cantor αποτελείται από όλα τα σηµεία που 

δίδονται από την παράσταση, 
1 2 3

2 3

2t 2t 2t ...
3 3 3
+ + + , 

 
όπου ti = 0 ή 1. Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας το τριαδικό σύστηµα 
αρίθµησης, το σύνολο Γ του Cantor µπορεί να περιγραφεί και ως εξής: 
 

1 2 3 i3{0 (2t )(2t )(2t )... : t 0 ή 1}Γ = =� . 
 

Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση g : [0,1]Γ→   µε  
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1 2 3 1 2 33 2g(0 (2t )(2t )(2t )...) 0 t t t ...=� �  είναι κατά τετριµµένο τρόπο 1-1 και 
επί. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Η απεικόνιση f : [0,1] [0,1]Γ→ ×  µε τύπο  

( )1 2 3 1 3 5 2 4 63 2 2f (0 (2t )(2t )(2t )...) 0 t t t ...,  0 t t t ...=� � �                (1) 
όπου ti = 0 ή 1 είναι: 
α)  επί 
β)  συνεχής 
γ)  πουθενά παραγωγίσιµη.  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. α) Τετριµµένο.  

β) Έστω t, t0 ∈Γ  µε 0 2n

1t t
3

− < . Τότε, τα t, t0 δεν διαφέρουν στα πρώτα 

2n τριαδικά ψηφία, άρα 
 

0 1 2 2n 2n 13t 0 (2t )(2t )...(2t )(2t )...,+= �  

1 2 2n 2n 13t 0 (2t )(2t )...(2t )(2 )...+= τ�   . 
 
Πράγµατι, αν ίσχυε 2n 2nt ≠ τ , τότε 2n 2nt 1− τ = , αφού t2n, τ2n = 0, 1. Άρα, 
 

( ) ( )2n 2n 2n 1 2n 1
0 2n 2n 1

2 2t 2 2t
t t ...

3 3
+ +

+

τ − τ −
− = + +  

 
εποµένως, 
 

0 2n 2n 1 2n 2n 2n

2 2 1 1 2 1 1t t 1 ...
3 3 3 9 3 3 3+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≥ − + + + = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  
που είναι άτοπο.  
Συνεπώς, 
 

n 1 n 2
2n 1 2n 1 2n 3 2n 3

0 n 1 n 2
2n 2 2n 2 2n 4 2n 4

( t ) / 2 ( t ) / 2 ...
f (t) f (t ) ,

( t ) / 2 ( t ) / 2 ...

+ +
+ + + +

+ +
+ + + +

⎛ ⎞τ − + τ − +
− = ⎜ ⎟

τ − + τ − +⎝ ⎠
 

 

και άρα 0 n

2f (t) f (t )
2

− <  το οποίο αποδεικνύει τη συνέχεια. 

γ) Για την απόδειξη του σκέλους αυτού θα κάνουµε χρήση του παρακάτω 
λήµµατος: 
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ΛΗΜΜΑ: Έστω f :[0,1]→\  µια συνάρτηση και t [0,1]∈ . Αν υπάρχουν 
δύο ακολουθίες (αn)n, (βn)n µε n n0 t 1< α ≤ < β < , για κάθε n∈`  και 

n nn n
lim t lim
→∞ →∞

α = = β  τέτοιες ώστε το όριο n n
n

n n

f ( ) f ( )lim
→∞

α − β
α −β

 να µην υπάρχει, 

τότε η συνάρτηση f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο t. 
 
Έστω, 

1 2 2n 2n 1 2n 23t 0 (2t )(2t )...(2t )(2t )(2t )...,+ += �  
  n 1 2 2n 2n 1 2n 23t 0 (2t )(2t )...(2t )(2 )(2t )...,+ += τ�  

 
όπου 2n 1 2n 1t 1(mod 2)+ +τ = + . Tότε 
 

n 2n 1

2t t
3 +− = . 

 
Εάν µε φ δηλώνουµε την πρώτη συνιστώσα της f, έχουµε 
 

2n 1 2n 1
n n 1

t(t) (t )
2

+ +
+

− τ
ϕ − ϕ =  

 
 και για τον λόγο αυτό, 

 
n

n

n

(t) (t ) 3 9 ,
t t 4 2

ϕ − ϕ ⎛ ⎞= →∞⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 

άρα φ, από το παραπάνω λήµµα, δεν είναι παραγωγίσιµη στο Γ. Όµοια 
αποδεικνύεται το ίδιο και την δεύτερη συνιστώσα της f.                          □                          
 

Ο Lebesgue το 1904 επέκτεινε την απεικόνιση f όπως ορίζεται 
στην (1) µε συνεχή τρόπο στο [0,1] κάνοντας γραµµική παρεµβολή όπως 
θα δείξουµε αµέσως µε στην Πρόταση 2. Ας σηµειωθεί ότι κατά την 
κατασκευή του συνόλου Γ του Cantor από το διάστηµα [0,1], σε κάθε 
βήµα αφαιρούµε κάποια διαστήµατα. Συµβολίζουµε µε n n( , )α β  το 
(κάθε) διάστηµα που αφαιρούµε κατά το n-οστό βήµα και συνεπώς το 
σύνολο [0,1] \ Γ  είναι η ένωση όλων αυτών των διαστηµάτων, όπου θα 
επεκτείνουµε την f µε γραµµική παρεµβολή. 
Συγκεκριµένα, 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Η απεικόνιση F:[0,1] [0,1] [0,1]→ ×  µε 

),(,
,))(())((

)(
)(

nn
nn

nnnn t
ttftf

tf
tF

βααν
αν

αβ
αββα

∈
Γ∈

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−+−=         (2) 

είναι: 
α) επί, 
β) συνεχής, 
γ) παραγωγίσιµη στο [0,1] \ Γ . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. α) Η F είναι επί, αφού η f, από την Πρόταση 1, είναι επί.  
β) Εάν 0t [0,1] \∈ Γ , τότε η F είναι συνεχής στο t0 από κατασκευή. Εάν t0 
∈Γ τότε αυτό θα είναι είτε αριστερό σηµείο συσσώρευσης, είτε δεξιό 
σηµείο συσσώρευσης, είτε αριστερό και δεξιό σηµείο συσσώρευσης. 
Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο Γ του Cantor έχει την ιδιότητα να 
ταυτίζεται µε το σύνολο των σηµείων συσσώρευσής του. Ειδικότερα, όλα 
τα σηµεία της µορφής 1 2 3 n30 (2t )(2t )(2t )...(2t )2�  είναι δεξιά σηµεία 
συσσώρευσης,  όλα τα σηµεία της µορφής 1 2 3 n30 (2t )(2t )(2t )...(2t )�  είναι 
αριστερά σηµεία συσσώρευσης, ενώ όλα τα άλλα σηµεία του Γ είναι 
αριστερά και δεξιά σηµεία συσσώρευσης. Θα θεωρήσουµε ότι το t0 είναι 
αριστερό σηµείο συσσώρευσης, δηλαδή είναι δεξί άκρο ενός 
διαστήµατος που αφαιρέθηκε κατά την κατασκευή του Γ. Τότε γράφεται 
σε τριαδική µορφή 1 2 3 n30 (2t )(2t )(2t )...(2t )� . Από την Πρόταση 1, η f (ως 
περιορισµός της F στο Γ) είναι συνεχής στο Γ και επειδή το Γ είναι 
συµπαγές θα είναι οµοιόµορφα συνεχής στο Γ. Άρα, για κάθε ε > 0, 
υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε 
 
                                             1 2f (t ) f (t )− < ε ,                                        (3) 
 
για όλα τα t1, t2 ∈Γ για τα οποία 1 2t t− < δ . 

Υπάρχουν δύο ενδεχόµενα: t ∈Γ ή t ∈[0,1]\Γ. Εάν t ∈Γ τότε από 
την (3) έχουµε: 

 
            0 0f (t) f (t ) ,   για t-t ,  t .− < ε < δ ∈Γ                                           (4)  
  
  Εάν t ∈[0,1]\Γ, τότε t ( , )∈ α β , όπου (α,β) είναι ένα διάστηµα το οποίο 
αφαιρείται κατά την κατασκευή του συνόλου Γ. 
Από την (2) έχουµε, 

 

0 0 0
1F(t) F(t ) [(f ( ) f (t ))(t ) (f ( ) f (t ))( t)],− = β − − α + α − β −

β − α
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για κάθε t ( , )∈ α β . Τώρα έστω (α,β) ένα οποιοδήποτε τέτοιο διάστηµα µε 

0 0t b t< α < < + δ . Λόγω της (4) έχουµε, 
 

0
1F(t) F(t ) (t t) ,− < −α +β − ε = ε

β − α
 

 
για κάθε t ( , ) [0,1] \ .∈ α β ⊂ Γ  
 Αυτό µαζί µε το ότι αριστερά του t0 η F είναι συνεχής από 
κατασκευή αποδεικνύει την συνέχεια της F στο 0t ∈Γ . Με ανάλογο 
τρόπο αποδεικνύουµε την συνέχεια και στα δεξιά σηµεία συσσώρευσης 
και στα υπόλοιπα.                                                                                        
γ) Καθώς η F ορίζεται µέσω της γραµµικής παρεµβολής (2) σε 
αριθµήσιµο αριθµό ανοικτών ξένων διαστηµάτων µε ένωση το [0,1]\Γ, 
προκύπτει ότι η F είναι παραγωγίσιµη στο [0,1]\Γ, ενώ δεν είναι πουθενά 
παραγωγίσιµη στο Γ, όπως προκύπτει από την Πρόταση 1. Το ζητούµενο 
πλέον έπεται από το γεγονός ότι το σύνολο Γ του Cantor είναι 
αριθµήσιµο.                                                                                                □ 
 
 
1.4 Ο γεωµετρικός ορισµός του µήκους καµπύλης  
 
Α. Μήκος ευθύγραµµου τµήµατος. 
 

Το Ευκλείδειο µήκος  ΑΒ  ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ µε 
άκρα τα σηµεία Α(x1,y1) και Β(x2,y2) (βλ. Σχήµα 6) δίδεται από τον τύπο 

 
2 2

1 2 1 2(x x ) (y y )ΑΒ = − + −  

 
που ως γνωστό, είναι απόρροια του Πυθαγορείου θεωρήµατος και του 
γεγονότος ότι το µήκος ενός διαστήµατος [α,β] είναι ίσο µε β-α. 
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                                                  (Σχήµα 6) 
 
ΣΧΟΛΙΟ. Το ότι το µήκος ([ , ])α βA  ενός διαστήµατος [α,β] της 
πραγµατικής ευθείας είναι ίσο µε β-α µπορεί εύκολα να συναχθεί από τα 
τρία αξιώµατα του µήκους: 
 
(α) Αξίωµα του αναλλοίωτου: το µήκος ενός διαστήµατος είναι 
αναλλοίωτο κάτω από τις µετατοπίσεις δηλαδή: 

(I) (x I)= +A A , για κάθε x∈\  και κάθε διάστηµα Ι. 
 
(β) Αξίωµα αθροιστικότητας: 1 2 1 2(I I ) (I ) (I )= +A ∪ A A , για κάθε δύο 
διαστήµατα Ι1 και Ι2 που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία. 
 
(γ) Αξίωµα κανονικότητας: ([0,1]) 1=A . 
 

Μια αξιοσηµείωτη ιδιότητα του µήκους ευθύγραµµου τµήµατος 
είναι η εξής: 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ. Το µήκος ενός ευθύγραµµου τµήµατος είναι αναλλοίωτο ως 
προς τις ισοµετρίες του επιπέδου. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Οι ισοµετρίες του επιπέδου είναι οι µετατοπίσεις, οι στροφές 
και οι συνθέσεις αυτών. 

Έστω ΑΒ ένα ευθύγραµµο τµήµα το οποίο µετατοπίζουµε κατά      
x (x, y)=  και Α΄Β΄ το αποτέλεσµα της µετατόπισης (βλ. Σχήµα 7). 
Τούτο, εξορισµού, σηµαίνει ότι αν 1 2A ( , )= α α  και 1 2( , )Β = β β , τότε 

1 2( x, y)′Α = α + α +  και 1 2( x, y)′Β = β + β + . 
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(Σχήµα 7) 

Άρα, 
2 2

1 1 2 2( ) ( )ΑΒ = α −β + α −β  
και 

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

[( x) ( x)] [( y) ( y)]

         ( ) ( )

         .

′ ′Α Β = α + − β + + α + − β +

= α −β + α −β

= ΑΒ

 

 
Έστω α ένα διάνυσµα το οποίο στρέφουµε κατά γωνία θ. Το 

διάνυσµα που προκύπτει από την στροφή είναι το Αα, όπου Α ένας 
ορθογώνιος πίνακας (βλ. Σχήµα 8). 
 
 

 
(Σχήµα 8) 

 
Ισχύει:  

2 2T T T T( )= = = =Αα Aα Aα α Α Aα α Ια α . 
 Άρα, 

 =Αα α . 
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Αφού αποδείξαµε ότι το µήκος ενός ευθύγραµµου τµήµατος είναι 
αναλλοίωτο στις µετατοπίσεις και στις στροφές θα είναι αναλλοίωτο και 
στις συνθέσεις τους.                                                                                   □ 
 
 
Β. Μήκος πολυγωνικής γραµµής. 
 

Το µήκος A  µιας τεθλασµένης γραµµής Α1Α2Α3…Αn  (βλ. Σχήµα 
9) ορίζεται να είναι το άθροισµα των µηκών των ευθυγράµµων τµηµάτων 
που την απαρτίζουν: 

 
1 2 n 1 2 2 3 n 1 n( ... ) ... −Α Α Α = Α Α + Α Α + + Α ΑA . 

 
 

 
(Σχήµα 9) 

 
 
Γ. Μήκος καµπύλης. 

 
Έστω γ 2:[ , ]α β →\ , µε (t) (x(t), y(t))γ =  µια καµπύλη και 
0 1 n{t , t ,..., t }∆ =  µια διαµέριση του [α,β] δηλαδή, 

0 1 n 1 nt t ... t t .−α = < < < < = β  Ορίζουµε τον αριθµό 
   

n

i i 1
i 1

n
2 2

i i 1 i i 1
i 1

( , ) (t ) (t )

           (x(t ) x(t )) (y(t ) y(t )) .

−
=

− −
=

∆ γ = γ − γ

= − + −

∑

∑

A
 

 



 25

 
(Σχήµα 10) 

 
Σε αυτό το άθροισµα ο i τάξεως όρος είναι η απόσταση στον 2\  

µεταξύ των σηµείων  i 1(t )−γ  και i(t )γ . Εποµένως ο αριθµός ( , )∆ γA  
ισούται µε το µήκος της πολυγωνικής γραµµής µε κορυφές τα σηµεία 

0 1 n(t ),  (t ),  ...,  (t )γ γ γ .  
 
Καθώς η διαµέριση εκλεπτύνεται, το µήκος της καινούργιας 

πολυγωνικής γραµµής, λόγω της τριγωνικής ανισότητας, θα είναι 
µεγαλύτερο από το µήκος της προηγούµενης. Με αυτόν τον τρόπο 
µπορούµε να σχηµατίσουµε πολυγωνικές γραµµές µε όλο και µεγαλύτερο 
µήκος, που τείνουν να ταυτιστούν µε το πεδίο τιµών της καµπύλης γ. 
Συνεπώς είναι εύλογο να ορίσουµε ως µήκος της καµπύλης γ το ελάχιστο 
άνω φράγµα των ( , )∆ γA  υπεράνω όλων των δυνατών διαµερίσεων ∆ του 
[α,β],  δηλαδή: 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ. Έστω γ 2:[ , ]α β →\ , µε (t) (x(t), y(t))γ =  µια καµπύλη και 

0 1 n{t , t ,..., t }∆ =  µια διαµέριση του διαστήµατος [α,β]. Το µήκος ( )γA  της 
καµπύλης γ ορίζεται από τη σχέση 

 
( ) sup ( , )γ = ∆ γA A  

 
όπου 

n

i i 1
i 1

n
2 2

i i 1 i i 1
i 1

( , ) (t ) (t )

           (x(t ) x(t )) (y(t ) y(t ))

−
=

− −
=

∆ γ = γ − γ

= − + −

∑

∑

A
 

και το supremum  λαµβάνεται υπεράνω όλων των δυνατών διαµερίσεων ∆ 
του [α,β]. 
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Μια καµπύλη που έχει πεπερασµένο µήκος λέγεται 
ευθυγραµµίσιµη. 

 
Αξίζει να τονίσουµε ότι οι πολυγωνικές γραµµές που προσεγγίζουν 

την καµπύλη µας, έχουν κορυφές σηµεία της καµπύλης. 
 
ΣΧΟΛΙΟ. Άµεση συνέπεια του ορισµού είναι ότι η ευθεία είναι η 
συντοµότερη οδός στο Ευκλείδειο επίπεδο (αρκεί να επιλέξει κανείς τη 
διαµέριση ∆ = {α,β} του διαστήµατος [α,β]). Μια δεύτερη ενδιαφέρουσα 
απόδειξη του γεγονότος αυτού θα δούµε στην Παράγραφο 1.10. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ. (Ιδιότητες του µήκους καµπύλης) 
α) Αναλλοίωτου: Το µήκος µιας καµπύλης είναι αναλλοίωτο ως προς τις 
ισοµετρίες του επιπέδου. 
β) Αθροιστικότητας: Έστω µια ευθυγραµµίσιµη καµπύλη γ στο [α,β] µε 
µήκος ( )γA . Αν α < x0 < β και γ1, γ2 είναι τα τµήµατα της καµπύλης στα 
διαστήµατα [α,x0] και [x0,β] τότε οι καµπύλες γ1, γ2 είναι ευθυγραµµίσιµες 
και 1 2( ) ( ) ( )γ = γ + γA A A . 
γ) Κανονικότητας: ([0,1]) 1=A  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ.  
α) Άµεση συνέπεια του ορισµού του µήκους καµπύλης και της 
προηγούµενης πρότασης. 
 
β) Έστω ∆1, ∆2 οποιεσδήποτε διαµερίσεις των [α,x0] και [x0,β] 
αντίστοιχα. Τότε, η ένωση των ∆1, ∆2 είναι µια νέα διαµέριση ∆ του [α,β] 
για την οποία ισχύει: 
 

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( )∆ γ + ∆ γ = ∆ γ ≤ γA A A A . 
 

Η σχέση αυτή δείχνει ότι 1 2( , ),  ( , )∆ γ ∆ γA A  είναι φραγµένα προς τα άνω, 
άρα γ1, γ2 είναι ευθυγραµµίσιµες. Από την ίδια σχέση έχουµε: 
 

1 2( , ) ( ) ( , )∆ γ ≤ γ − ∆ γA A A . 
 

Ας κρατήσουµε σταθερή την διαµέριση ∆2 και ας υποθέσουµε ότι ∆1 
είναι οποιαδήποτε διαµέριση του [α,x0]. Αφού 2( ) ( , )γ − ∆ γA A είναι ένα 
φράγµα για όλα τα 1( , )∆ γA  θα είναι µεγαλύτερο από το ελάχιστο άνω 
φράγµα των 1( , )∆ γA . Άρα, 
 

1 2( ) ( ) ( , )γ ≤ γ − ∆ γA A A  
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 και 
2 1( , ) ( ) ( )∆ γ ≤ γ − γA A A . 

 
Όµοια µε πριν, συµπαιρένουµε ότι: 
 

2 1( ) ( ) ( )γ ≤ γ − γA A A  
 άρα, 
                                                  1 2( ) ( ) ( )γ + γ ≤ γA A A .                                       (1) 

 
Θα αποδείξουµε τώρα την αντίστροφη ανισότητα. Αρχίζουµε µε µια 
οποιαδήποτε διαµέριση ∆ του [α,β]. Αν στη διαµέριση αυτή 
προσθέσουµε και το σηµείο x0 λαµβάνουµε µία διαµέριση ∆1 του [α,x0] 
και µία διαµέριση ∆2 του [x0,β] για τις οποίες ισχύει: 
 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )∆ γ ≤ ∆ γ + ∆ γ ≤ γ + γA A A A A . 
 

Αφού το 1 2( ) ( )γ + γA A  είναι ένα φράγµα για όλα τα ( , )∆ γA , θα είναι 
µεγαλύτερο από το ελάχιστο άνω φράγµα των ( , )∆ γA . Άρα, 
 

                                           1 2( ) ( ) ( )γ ≤ γ + γA A A .                                       (2) 
 
Από τις σχέσεις (1), (2) συµπαιρένουµε ότι: 
 

1 2( ) ( ) ( )γ = γ + γA A A . 
 

γ) Είναι προφανές.                                                                                     □ 
  
 
1.5 Συναρτήσεις φραγµένης κύµανσης  
 

Μια συνάρτηση f (x)  λέγεται φραγµένης κύµανσης σε ένα 
διάστηµα xα ≤ ≤ β  αν τα αθροίσµατα, 

 
n

i i 1
i 1

S f (x ) f (x )−
=

= −∑  

 
είναι φραγµένα για όλες τις δυνατές διαµερίσεις, 
 

0 1 nx x ... xα = < < < = β  
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στο [α,β]. 
 

Αν η f (x)  είναι µονότονη στο [α,β], τότε είναι φραγµένης 
κύµανσης, γιατί όλα τα παραπάνω αθροίσµατα είναι ίσα µε f ( ) f ( )β − α . 
 

Το ίδιο ισχύει και αν η f (x)  είναι µόνο κατά τµήµατα µονότονη 
στο [α,β], επειδή το [α,β] µπορεί να υποδιαιρεθεί σε πεπερασµένο αριθµό 
διαστηµάτων σε κάθε ένα από τα οποία η f (x)  είναι µονότονη. Αλλά µια 
συνεχής συνάρτηση δεν είναι πάντοτε φραγµένης κύµανσης. 
  
Η συνάρτηση, για παράδειγµα, 
 

1f (x) xsin
x

=  για x 0≠  και f (0) 0=  

 

δεν είναι φραγµένης κύµανσης στο 10 x≤ ≤
π

, γιατί αν το n είναι ένας 

περιττός ακέραιος, η διαµέριση 
 

2 2 2 20,  ,   , ..., ,  
n (n-1) 3 2π π π π

 

 
δίνει, 

4 1 1 1S ...
n n 2 3

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟π −⎝ ⎠
, 

 
που τείνει στο άπειρο, όταν  n →∞ . 

 
Αν η f (x)  έχει φραγµένη παράγωγο στο [α,β], τότε το θεώρηµα 

µέσης τιµής εγγυάται ότι η f (x)  είναι φραγµένης κύµανσης. 
 

Πράγµατι, αν f (x) M′ < , τότε 
 

n

i i i 1
i 1

S f ( ) (x x ) M( )−
=

′= ξ − < β −α∑ . 

 
Σηµειώνουµε ότι µια συνάρτηση φραγµένης κύµανσης σε ένα κλειστό 
διάστηµα είναι επίσης φραγµένη. 
 
Πράγµατι, αν  x ένα τυχαίο σηµείο του διαστήµατος [α,β], τότε 
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f (x) f ( ) f ( ) f (x) M− α + β − < , 

 
συνεπώς, f (x) f ( ) M− α <  και άρα f (x) M f ( )< + α .                      □ 
  

Ήδη έχουµε παρατηρήσει ότι κάθε µονότονη συνάρτηση είναι 
φραγµένης κύµανσης. Αν και το αντίστροφο δεν ισχύει πάντοτε, 
εντούτοις έχουµε τον ακόλουθο ενδιαφέροντα χαρακτηρισµό. 

 
 ΘΕΩΡΗΜΑ. Μια συνάρτηση φραγµένης κύµανσης σε ένα κλειστό διάστηµα 
µπορεί πάντα να εκφραστεί σαν διαφορά δύο αυξουσών συναρτήσεων σ’ 
αυτό το διάστηµα. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Ας συµβολίσουµε µε F(x)  το supremum όλων των 
αθροισµάτων S στο διάστηµα [α, x]. Ορίζοντας F( ) 0α = , η F(x)  τότε 
είναι φραγµένη, µονότονη και αύξουσα συνάρτηση στο xα ≤ ≤ β . Τώρα 
γράφουµε 
 

F(x) f (x) F(x) f (x)f (x) p(x) q(x)
2 2
+ −

= − = − . 

 
Τότε, οι p(x)  και q(x)  είναι µονότονες αύξουσες συναρτήσεις στο  
[α, β], γιατί αν πάρουµε 1 2x x< , ο ορισµός της F(x)  µας δείχνει ότι 

 

2 1 2 1F(x ) F(x ) f (x ) f (x )− ≥ − , 
και άρα 

[ ]2 1 2 1 2 1
1p(x ) p(x ) F(x ) F(x ) f (x ) f (x ) 0
2

− = − + − ≥ , 

                 [ ]2 1 2 1 2 1
1q(x ) q(x ) F(x ) F(x ) f (x ) f (x ) 0
2

− = − + − ≥ .           □ 

 
 
Άµεση συνέπεια του θεωρήµατος αυτού είναι το γεγονός ότι: κάθε 
συνάρτηση φραγµένης κύµανσης σε ένα διάστηµα είναι ολοκληρώσιµη σ’ 
αυτό. 
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1.6 Χαρακτηρισµός καµπύλων που έχουν πεπερασµένο µήκος  
 
 ∆εν είναι πάντοτε το µήκος µιας καµπύλης 2:[ , ]γ α β →\  µε 

(t) (x(t), y(t))γ = , πεπερασµένο δεδοµένου ότι το σύνολο 
  

 
n

1 0 1 n 1 n
1

(t ) (t ) :  { t t ... t t } διαµέριση του [α,β]κ− κ −
κ=

⎧ ⎫
γ − γ ∆ = α = < < < < = β⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

 
ενδεχοµένως να µην είναι φραγµένο άνω, δηλαδή τα µήκη των 
εγγεγραµµένων πολυγωνικών γραµµών ενδεχοµένως να τείνουν στο +∞ . 
Ακριβώς µια τέτοια περίπτωση φαίνεται στο επόµενο παράδειγµα. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. (συνεχούς καµπύλης µε µη-πεπερασµένο µήκος) 
 Η καµπύλη 2:[0,1]γ →\  µε (t) (t, t cos( / t)),  για t 0 γ = π ≠ και 
γ(0)=(0,0), δεν έχει πεπερασµένο µήκος (βλ. Σχήµα 11). 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Θεωρούµε την εξής διαµέριση ∆ του διαστήµατος [0,1]: 
 

 

n
1 1 1 1 10, , ,..., , , ,1  για κάθε n 1,2,3,...

2n 2n 1 4 3 2
⎧ ⎫∆ = =⎨ ⎬−⎩ ⎭
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                                             (Σχήµα 11) 

 
Παρατηρούµε ότι: 

για 1 1 1 1t , , ,...,
2 4 6 2n

=  η καµπύλη τέµνει τη 1η διχοτόµο y = x στα σηµεία 

Α2, Α4, Α6, …, Α2n, αντίστοιχα.  
 

Ενώ για 1 1 1 1t 1, , , ,...,
3 5 7 2n 1

=
−

 η καµπύλη τέµνει τη 2η διχοτόµο y = -x 

στα σηµεία Α1, Α3, Α5, …, Α2n-1, αντίστοιχα. 
 
 Θα εκτιµήσουµε τώρα το µήκος της τεθλασµένης γραµµής 
Α1Α2Α3…Α2n (βλ. Σχήµα 12). 
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(Σχήµα 12) 

 

Αφού κάθε σηµείο Ακ (κ = 1, 2, 3, …, 2n) έχει υψόµετρο ίσο µε 1
κ

 

έπεται, από το Πυθαγόρειο θεώρηµα, ότι: 
 

1 2 2 3 3 4 2n 1 2n
1 1 1A A 1,  A A ,  A A ,  ..., A A
2 3 2n 1−> > > >

−
. 

 
 Συνεπώς το µήκος της τεθλασµένης γραµµής Α1Α2Α3…Α2n είναι 

µεγαλύτερο από το 1 1 11 ...
2 3 2n 1

+ + + +
−

 που τείνει στο +∞ , καθώς 

n →+∞  (αφού 
n 1

1
n

∞

=

= +∞∑ ). Άρα, το µήκος της καµπύλης γ δεν είναι 

πεπερασµένο.                                                                                             □ 
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Το ερώτηµα λοιπόν που τίθεται είναι το εξής: Υπάρχει κριτήριο 
που να αποφαίνεται κατά πόσο το µήκος µιας καµπύλης είναι 
πεπερασµένο ή όχι; Η απάντηση είναι θετική και δίδεται από το επόµενο 
θεώρηµα το οποίο χαρακτηρίζει τις καµπύλες πεπερασµένου µήκους 
µέσω των συντεταγµένων συναρτήσεων τους. 
  
ΘΕΩΡΗΜΑ 1. (Χαρακτηρισµός καµπύλων µε πεπερασµένο µήκος) 
Μια καµπύλη 2:[ , ]γ α β →\  µε (t) (x(t), y(t))γ = , t∈Ι  έχει πεπερασµένο 
µήκος αν και µόνο αν οι συναρτήσεις x(t), y(t) είναι φραγµένης κύµανσης. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω 0 1 n 1 nt t ... t t−α = < < < < = β  µια διαµέριση του [α,β]. 
Τότε, 

 

( ) ( )
n n

2 2
1 1 1

1 1

(t ) (t ) x(t ) x(t ) y(t ) y(t )κ− κ κ− κ κ− κ
κ= κ=

γ − γ = − + −∑ ∑ . 

 
Όµως, για κάθε δύο πραγµατικούς αριθµούς Α, Β ισχύει: 

 
2 2,Α Β ≤ Α + Β ≤ Α + Β , 

 
συνεπώς, 
 

n n n

1 1 1
1 1 1

n n

1 1
1 1

x(t ) x(t ) , y(t ) y(t ) (t ) (t )

                                                          x(t ) x(t ) y(t ) y(t )

κ− κ κ− κ κ− κ
κ= κ= κ=

κ− κ κ− κ
κ= κ=

− − ≤ γ − γ ≤

≤ − + −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 
για κάθε διαµέριση του [α,β] και άρα το ζητούµενο έπεται.                     □ 
 
Άµεση συνέπεια του παραπάνω θεωρήµατος και της συζήτησης που 
κάναµε στην προηγούµενη παράγραφο, είναι το επόµενο πόρισµα. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ: Κάθε συνεχώς παραγωγίσιµη καµπύλη γ µε (t) (x(t), y(t))γ = , 

tα ≤ ≤ β  έχει πεπερασµένο µήκος. 
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Το ακόλουθο θεώρηµα αποδίδεται 
στον Γάλλο µαθηµατικό Marie Ennemond 
Camille Jordan (1838-1922) και η απόδειξη 
που παραθέτουµε έχει ληφθεί από το έργο 
του [8]. 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2. Αν µια καµπύλη 2:[ , ]γ α β →\  έχει (πεπερασµένο) µήκος A , 
τότε το εµβαδόν Ε του υποσυνόλου γ([α,β]) του 2\  είναι ίσο µε µηδέν. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω n∈` . Καλύπτουµε το 2\  µε ένα δίχτυ που 

απαρτίζεται από τετράγωνα πλευράς 
n
A  και χωρίζουµε την καµπύλη γ σε 

n το πλήθος  µήκους κοµµάτια, γ1, γ2, …, γn, έκαστο µήκους ίσο µε 
n
A . 

Κάθε τέτοιο κοµµάτι περνά, το πολύ, από τέσσερα τετράγωνα του 
διχτιού. Οπότε, 
 

2 2

1 2 n 1 n 2 2( ) ( ... ) ( ) ... ( ) 4 ... 4
n n

Ε = Ε γ = Ε γ γ γ ≤ Ε γ + + Ε γ ≤ + + =
A A∪ ∪ ∪

2

4
n
A  

 
Αφήνοντας το n να τείνει στο +∞ , έπεται Ε = 0.                                             □ 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. (Το µήκος της καµπύλης των Cantor-Lebesgue) Η καµπύλη 
των Cantor-Lebesgue  έχει άπειρο µήκος, λόγω του παραπάνω 
θεωρήµατος. 

 
Στην µεθεπόµενη παράγραφο θα εκφράσουµε το µήκος µιας 

καµπύλης συναρτήσει των συντεταγµένων συναρτήσεων x(t), y(t), 
χρησιµοποιώντας τα δύο βασικά εργαλεία του απειροστικού λογισµού: 
την παράγωγο και το ορισµένο ολοκλήρωµα. 

 
Κλείνουµε την παράγραφο µε ένα τελευταίο αποτέλεσµα για τις 

καµπύλες πεπερασµένου µήκους, σύµφωνα µε το οποίο το µήκος µιας 
καµπύλης µπορεί να περιγραφεί µέσω ενός ορίου. Άµεση χρήση του 
παρακάτω θεωρήµατος θα γίνει στην επόµενη παράγραφο. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ. Αν µια καµπύλη 2:[ , ]γ α β →\  µε (t) (x(t), y(t))γ =  είναι 
συνεχής και έχει πεπερασµένο µήκος A , τότε: 
 

n
2 2

i i 1 i i 10 i 1

lim [x(t ) x(t )] [y(t ) y(t )]− −δ→
=

= − + −∑A , 

 
όπου 0 1 2 n 1 nt t t ... t t−α = < < < < < = β  και i i 11 i n

max(t t )−≤ ≤
δ = − . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Για µια οποιαδήποτε διαµέριση ∆: 

0 1 2 n 1 nt t t ... t t−α = < < < < < = β  του διαστήµατος [α,β], λεπτότητας δ, 

θέτουµε 
n

2 2
i i 1 i i 1

i 1

[x(t ) x(t )] [y(t ) y(t )]− −
=

λ = − + −∑ . Έστω ∆ µια τυχαία 

διαµέριση του [α,β] και έστω ε>0. Από τον ορισµό του µήκους 
καµπύλης, υπάρχει µια είναι µια διαµέριση ∆1 του [α,β] για την οποία 

1
1
2

λ > − εA . Έστω ότι η διαµέριση ∆1 έχει κ σηµεία ανάµεσα στα α και β. 

Στο εξής κρατάµε τη διαµέριση ∆1 σταθερή, οπότε και το κ παραµένει 
σταθερό. Επειδή οι συνεχείς συναρτήσεις x(t),  y(t)  είναι επίσης 
οµοιόµορφα συνεχείς στο [α,β], µπορούµε να βρούµε έναν αριθµό δ1 έτσι 
ώστε 
 

2 2[x(t) x(t )] [y(t) y(t )]
4
ε′ ′− + − <
κ

 , όταν 1t t′− < δ . 

 
Θεωρούµε τώρα τη διαµέριση ∆2 που σχηµατίζεται από τα σηµεία 

και της διαµέρισης ∆ και της διαµέρισης  ∆1. Για αυτή τη νέα διαµέριση 
∆2 , και εξαιτίας της τριγωνικής ανισότητας, το µήκος λ2 της αντίστοιχης 
τεθλασµένης γραµµής είναι  

                                    2 1
1
2

λ ≥ λ > − εA .                           (1) 

Τώρα, η διαµέριση ∆ έχει δύο τύπους υποδιαστηµάτων: i) εκείνα που δεν 
περιέχουν σηµεία της ∆1 και ii) εκείνα που περιέχουν σηµεία της ∆1. 
 
Τα υποδιαστήµατα του τύπου (i) συνεισφέρουν ένα ποσό στο λ2 το οποίο 
σίγουρα είναι µικρότερο από το λ. Τα υποδιαστήµατα του τύπου (ii) 
έχουν πλήθος το πολύ κ και περιέχουν το πολύ 2κ υποδιαστήµατα της ∆2. 
Όταν 1δ < δ  η συνολική συνεισφορά τους στο λ2 είναι µικρότερη από 

12
4 2
ε

κ = ε
κ

. Έτσι, 
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2
1
2

λ + ε > λ   

οπότε, µε βάση την (1), 
1 1
2 2

λ > − ε − εA . 

Άρα,  
≥ λ > − εA A  , όταν 1δ < δ , 

 
Και κατά συνέπεια λ→ A ,όταν 0δ→ .                                                  □ 

 
 
1.7 Tο µήκος του κύκλου και ο αριθµός π 
 
Κατ’αρχήν, 
 

Κάθε κύκλος ακτίνας R (R > 0) έχει πεπερασµένο µήκος 
 
Πράγµατι, το µήκος µιας καµπύλης είναι αναλλοίωτο κάτω από τις 
ισοµετρίες, συνεπώς ας θεωρήσουµε τον κύκλο µε εξίσωση 2 2 2x y R+ = . 
Λόγω συµµετρίας, το µήκος του κύκλου 2 2 2x y R+ =  είναι δύο φορές το 
µήκος του ηµικυκλίου 2 2 2x y R+ = , y 0≥  το οποίο είναι το σύνολο των 
σηµείων: 

 
2 2(x, R x ),  R x R.− − ≤ ≤  

 
Οι συντεταγµένες όµως συναρτήσεις είναι κατά τµήµατα µονότονες, 
συνεπώς φραγµένης κύµανσης και άρα το µήκος του ηµικυκλίου (και 
εποµένως του κύκλου) είναι πεπερασµένο. 
 
Επίσης, 
 

 Σε κάθε κύκλο ο λόγος ή  κύκλου
διάµετρος

µ κος  είναι ίσος µε µια σταθερά 

ανεξάρτητη της ακτίνας.  
 
Πράγµατι, αν 1C  είναι ο µοναδιαίος κύκλος και RC  ο κύκλος ακτίνας R   
(και οι δύο κεντραρισµένοι στο (0,0)), τότε το σύνολο των 
εγγεγραµµένων τεθλασµένων γραµµών 1Π  στο  1C  βρίσκεται σε µία 1-1 
και επί αντιστοιχία µε το σύνολο των εγγεγραµµένων τεθλασµένων 
γραµµών RΠ  στο RC . Μάλιστα λόγω οµοιότητας ισχύει, 
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R 1ή  ( ) R ή  ( )µ κος Π = ⋅µ κος Π . 

 
Παίρνοντας supremum στην τελευταία σχέση προκύπτει, 
 

R 1ή  (C ) R ή  (C )µ κος = ⋅µ κος . 
 

∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε 2R έχουµε, 
 

R 1ή  (C ) ή  (C )
2R 2

µ κος µ κος
= . 

 
∆ηλαδή,  

ή  κύκλου ή  µοναδιαίου κύκλουά
διάµετρος 2

µ κος µ κος
= σταθερ = .      (1) 

 
 
ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ (Ορισµός του π). Τη σταθερά της σχέσης (1) την 
συµβολίζουµε µε το γράµµα π. 
 
Συνεπώς, η σχέση (1) µπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: 
 

Το µήκος κάθε κύκλου ακτίνας R είναι ίσο µε 2π R. 
 
Ειδικότερα, 

 
το µήκος του µοναδιαίου κύκλου είναι ίσο µε 2π. 
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ΣΧΟΛΙΟ: Σύµφωνα µε το τελευταίο θεώρηµα της παραγράφου 1.6, αν 
επιλέξουµε τη διαµέριση που αντιστοιχεί στο κανονικό εγγεγραµµένο n-
γωνο, έχουµε ότι 
 

n
ή  µοναδιαίου κύκλου lim( ή  κανονικού εγγεγραµµένου n-γώνου)

→∞
µ κος = µ κος  

 
ή ισοδύναµα, 

n

2 lim n 2sin
n

→∞

π⎛ ⎞π = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

δηλαδή, 

n
lim nsin

n→∞

π⎛ ⎞ = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
Η σχέση αυτή θα χρησιµοποιηθεί στο Κεφάλαιο 2 στον υπολογισµό του 
εµβαδού του κυκλικού δίσκου. 
 
 
1.8 Το ολοκλήρωµα ′ ′∫

β 2 2

α
[x (t)] + [y (t)] dt   

 
Ειδικά για τις συνεχώς παραγωγίσιµες καµπύλες το µήκος τους 

εκφράζεται µέσω ενός ορισµένου ολοκληρώµατος. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ. Εάν γ είναι µία καµπύλη στο [α,β] µε συνεχή παράγωγο γ΄, τότε 
η γ έχει πεπερασµένο µήκος  και ισχύει η ισότητα 

 
2 2( ) [x (t)] [y (t)] dt (t) dt

β β

α α
′ ′ ′γ = + = γ∫ ∫A .                   (1) 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Θεωρούµε µία διαµέριση  0 1 n{x ,x ,...,x }∆ =  του [α,β]. Τότε 
για κάθε i 1,...,n=  είναι  

 
i i

i 1 i 1

x x

i i 1 x x
(x ) (x ) (t)dt (t)dt

− −
− ′ ′γ − γ = γ ≤ γ∫ ∫ . 

Εποµένως, 
( , ) (t)dt

β

α
′∆ γ ≤ γ∫A , 

 
για κάθε διαµέριση ∆ του [α,β]. Κατά συνέπεια, 
 

( ) (t)dt
β

α
′γ ≤ γ∫A . 
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Για την απόδειξη της αντίστροφης ανισότητας, θεωρούµε ε > 0. 

Αφού η γ΄ είναι συνεχής στο [α,β] είναι και οµοιόµορφα συνεχής στο 
[α,β], άρα υπάρχει δ > 0 για κάθε t, s ∈ [α,β] ούτως ώστε αν t s− < δ  να 
ισχύει (́t) (́s)γ − γ <ε. 

 
Ας είναι 0 1 n{x ,x ,..., x }∆ =  µια διαµέριση του [α,β] µε 

i i i 1x x x −∆ = − < δ  για κάθε δείκτη i=1,..,n . Εάν i 1 ix t x− < <  για κάποιον 
δείκτη i=1,..,n τότε από οµοιόµορφη συνέχεια i(́t) (́x )γ ≤ γ + ε . Άρα, 
για κάθε i=1,..,n 

 

( )i i

i 1 i 1

i

i 1

i i

i 1 i 1

x x

i i i ix x

x

i ix

x x

i ix x

i i 1 i

(́t)dt (́x ) dt (́x ) x x

[ (́t) (́x ) (́t)]dt x

(́t)dt [ (́x ) (́t)]dt x

(́x ) (́x ) 2 x

− −

−

− −

−

γ ≤ γ + ε = γ ∆ + ε∆

= γ + γ − γ + ε∆

≤ γ + γ − γ + ε∆

≤ γ − γ + ε∆

∫ ∫

∫

∫ ∫
 

 
Αθροίζοντας τις ανισότητες αυτές ως προς τον δείκτη i, 

λαµβάνουµε την ανισότητα 
 

(́t)dt ( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
β

α
γ ≤ ∆ γ + ε α −β ≤ γ + ε α −β∫ A A . 

 
Αφήνοντας το ε να τείνει στο µηδέν προκύπτει ότι:  

 
(́t)dt ( )

β

α
γ ≤ γ∫ A . 

 
Άρα, ολοκληρώθηκε η απόδειξη.                                                     □ 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1. Εάν 2:[ , ]γ α β →\  µε (t) (t,f (t))γ =  τότε σύµφωνα µε το 
παραπάνω θεώρηµα το µήκος της είναι ίσο µε: 
  

2( ) 1 [f (t)] dt
β

α
′γ = +∫A . 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 2. Εάν µία καµπύλη γ έχει εξίσωση r f ( )= θ  σε πολικές 
συντεταγµένες και µε την συνάρτηση f συνεχή στο διάστηµα [α,β], τότε το 
µήκος της µεταξύ των ευθειών θ = α και θ = β είναι ίσο µε:  
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2 2( ) [f ( )] [f ( )] d

β

α
′γ = θ + θ θ∫A . 

 
 
1.9 Το µήκος κλασικών καµπυλών 
 
1) Κύκλος ακτίνας r 
 

 
 
Εξίσωση σε παραµετρική µορφή:  
x(t) r cos t,  y(t)=rsint, 0 t 2= ≤ ≤ π  
 
Μήκος καµπύλης:  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

x (t) r sin t,  y (t)=rcost
[x (t)] r sin t,  [y (t)] r cos t
[x (t)] [y (t)] r (sin t cos t) r

′ ′= −

′ ′= =

′ ′+ = + =

 

Άρα, 
2 22 2 2

0 0
( ) [x (t)] [y (t)] dt r dt 2 r

π π
′ ′γ = + = = π∫ ∫A . 
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2) Κυκλοειδής καµπύλη που διαγράφει ένα σηµείο κύκλου ακτίνας r όταν 
κυλάει κατά τον άξονα x. 
 

 
 
Εξίσωση σε παραµετρική µορφή:   
x(t) r(t sin t),  y(t)=r(1-cost), 0 t 2= − ≤ ≤ π  
 
Μήκος καµπύλης:  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

x (t) r(1 cos t),  y (t)=rsint
[x (t)] r (1 2cos t cos t),  [y (t)] r sin t

t[x (t)] [y (t)] r (1 2cos t sin t cos t) 2r (1 cos t) 4r sin
2

′ ′= −

′ ′= − + =

′ ′+ = − + + = − =

 

Άρα, 
2 2 22 2 2 2 2

0 0 0

2

0 0

t t( ) [x (t)] [y (t)] dt 4r sin dt 2r sin dt
2 2

       2r sin 2d 4r sin d 8r.

π π π

π π

′ ′γ = + = =

= ω ω= ω ω=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

A
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3) Αστροειδής ή υποκυκλοειδής καµπύλη που σχηµατίζεται από ένα 
σηµείο κύκλου ακτίνας r/4 καθώς κυλάει εσωτερικά κατά µήκους κύκλου 
ακτίνας r. 
 

 
 
Εξίσωση σε παραµετρική µορφή:   

3 3x(t) r cos t,  y(t)=rsin t, 0 t 2= ≤ ≤ π  
 
Mήκος καµπύλης:  

2 2

2 2 4 2 2 2 4 2

2 2 2 4 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2

x (t) 3r cos t sin t,  y (t)=3rsin tcost
[x (t)] 9r cos t sin t,  [y (t)] 9r sin t cos t
[x (t)] [y (t)] 9r (cos t sin t sin t cos t) 9r [sin t cos t(cos t sin t)]
                          9r sin t cos t

′ ′= −

′ ′= =

′ ′+ = + = +

=

 

Άρα, 
2 2 22 2 2 2 2

0 0 0

/ 2 3 / 2 2

0 / 2 3 / 2

/ 22 2 2

0 / 2

( ) [x (t)] [y (t)] dt 9r sin t cos tdt 3r sin t cos tdt

       3r sin t cos t sin t cos t sin t cos t sin t cos t

sin t sin t sin t       3r 3r 3r
2 2 2

π π π

π π π π

π π π

π π

π

′ ′γ = + = = =

⎡ ⎤= − + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

A

3 / 2 22

3 / 2

sin t3r
2

1 1 1 1 12r      3r 3r 3r 3r 6r.
2 2 2 2 2

π π

π π

⎡ ⎤
− =⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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4) Καρδιοειδής καµπύλη που σχηµατίζεται από ένα σηµείο ενός κύκλου 
ακτίνας r, καθώς κυλάει στο εξωτερικό ενός σταθερού κύκλου ακτίνας r. 

 

 
 
Εξίσωση σε παραµετρική µορφή: 
x(t) r(2cos t cos(2t)),  y(t)=r(2sint-sin(2t)), 0 t 2= − ≤ ≤ π  
 
Μήκος καµπύλης:  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

[x (t)] 4r (sin t 2sin t sin(2t) sin (2t)),  
[y (t)] 4r (cos t 2cos t cos(2t) cos (2t))
[x (t)] [y (t)] 4r (sin t 2sin t sin(2t) sin (2t) cos t 2cos t cos(2t) cos (2t))

                         4r (2 2cos(

′ = − +

′ = − +

′ ′+ = − + + − + =

= − 2 2 2 t2t t)) 8r (1 cos t) 16r sin
2

− = − =

 

Άρα, 
2 22 2 2 2

0 0 0

0

t( ) [x (t)] [y (t)] dt 16r sin dt 4r sin 2d
2

      8r sin d 16r.

π π π

π

′ ′γ = + = = ω ω=

= ω ω=

∫ ∫ ∫

∫

A
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5) Έλικα του Αρχιµήδη 

 
 
Εξίσωση σε πολική µορφή: 
f ( )θ = αθ  
 
Μήκος καµπύλης:  
f ( )′ θ = α  
Άρα, 

2 2 22 2 2 2 2 2

0 0 0

2
2 2

0

( ) [f ( )] [f ( )] d d 1d

1      1 n 1 .
2 2

π π π

π

′γ = θ + θ θ = α θ + α θ = α θ + θ =

θ⎡ ⎤= α θ + + θ + θ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫A

A
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6) Έλλειψη 
 

 
 

Εξίσωση σε παραµετρική µορφή: 
x(t) cos t,  y(t) sint= α = β  
 
Μήκος καµπύλης: 
Το µήκος της έλλειψης δεν µπορεί να υπολογιστεί µε το ορισµένο 
ολοκλήρωµα. Χρειάζεται την µελέτη ελλειπτικών συναρτήσεων. Απλά 
θα δώσουµε την προσέγγιση του µήκους ή οποία δόθηκε το 1914 από τον 
Ramanujan: 

( ) [3( ) ( 3 )(3 )].γ ≈ π α +β − α + β α +βA  
 
 
1.10 ∆ιαδροµές ελάχιστου µήκους στο επίπεδο και στη σφαίρα  
 
Α) ∆ιαδροµές ελάχιστου µήκους στο Ευκλείδειο επίπεδο 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1. Αν Α, Β δύο σηµεία του επιπέδου, τότε ο συντοµότερος 
δρόµος (καµπύλη συνεχώς παραγωγίσιµη) από το Α στο Β είναι το 
ευθύγραµµο τµήµα που τα συνδέει. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. α΄ τρόπος: Έστω Α, Β δύο σηµεία του 2\ . Επειδή, το µήκος 
είναι αναλλοίωτο ως προς τις ισοµετρίες του επιπέδου εφαρµόζουµε  
κατάλληλη στροφή ώστε να φέρουµε το ΑΒ να είναι παράλληλο στον x-
άξονα . 
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Έστω 2:[ , ]γ α β →\  µια συνεχώς παραγωγίσιµη καµπύλη τέτοια 
ώστε Α=γ(α) και Β=γ(β). 

 
2 2 2( ) [x (t)] [y (t)] dt [x (t)] dt x (t)dt x (t)dt

                                                x( ) x( ) .                               

β β β β

α α α α
′ ′ ′ ′ ′γ = + ≥ = ≥

= β − α = ΑΒ

∫ ∫ ∫ ∫A
 

 
 

β΄τρόπος: Για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα v  ισχύει: 
( ) (t) dt

β

α
′− ⋅ ≤ γ∫q p v  αφού: 
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d( ) ( ( ) ( )) ( (t) )dt (t) dt
dt

               (t) dt (t) dt (t) dt.

β β

α α

β β β

α α α

′− ⋅ = γ β − γ α ⋅ = γ ⋅ = γ ⋅

′ ′ ′≤ γ ⋅ ≤ γ = γ

∫ ∫

∫ ∫ ∫

q p v v v v

v v
  

 

Αν θέσουµε −
=

−
q pv
q p

, τότε ( ) (t) dt
β

α

− ′− ⋅ ≤ γ
− ∫

q pq p
q p

, άρα  

                                              (t) dt
β

α
′− ≤ γ∫q p                                                □ 

 
 
Β) ∆ιαδροµές ελάχιστου µήκους στην σφαίρα 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2. Αν Α και Β δύο σηµεία της σφαίρας τότε ο συντοµότερος 
δρόµος (καµπύλη συνεχώς παραγωγίσιµη) από το Α στο Β είναι το 
µικρότερο από τα δύο τόξα του µέγιστου κύκλου που διέρχεται από τα 
σηµεία αυτά. (Ως µέγιστος κύκλος νοείται ο κύκλος αυτός που λαµβάνεται 
ως τοµή της σφαίρας και του επιπέδου που ορίζουν τα σηµεία Α, Β και το 
κέντρο του κύκλου).  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω Α, Β δύο σηµεία της σφαίρας S. Με µία κατάλληλη 
στροφή µπορούµε να τα φέρουµε σε τέτοια θέση ώστε ο µέγιστος κύκλος 
που ορίζουν να είναι ένας µεσηµβρινός. 
 

 
 

 Έστω :[ , ] Sγ α β →  µια συνεχώς παραγωγίσιµη καµπύλη τέτοια 
ώστε γ(α)=Α και γ(β)=Β. Θα δείξουµε ότι p( ) (AB)γ ≥A A . 
Έχουµε λοιπόν: 
 

(t) (x(t), y(t),z(t)),γ =  
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όπου x(t) R cos (t)sin (t),= θ ϕ  
           y(t) R sin (t)sin (t),= θ ϕ  
            z(t) R cos (t)= ϕ . 
 
Άρα, ( )x (t) R cos (t)cos (t) (t) sin (t)sin (t) (t)′ ′ ′= θ ϕ ϕ − θ ϕ θ , 

           ( )y (t) R sin (t)cos (t) (t) cos (t)sin (t) (t)′ ′ ′= θ ϕ ϕ − θ ϕ θ , 

           z (t) R sin (t) (t)′ ′= − ϕ ϕ . 
 
Εποµένως, 
 

2 2 2 2 2 2 2 2[x (t)] R cos (t) cos (t)[ (t)] 2cos (t) cos (t) (t)sin (t)sin (t) (t) sin (t)sin (t)[ (t)]′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤= θ ϕ ϕ − θ ϕ ϕ θ ϕ θ + θ ϕ θ⎣ ⎦
2 2 2 2 2 2 2 2[y (t)] R sin (t) cos (t)[ (t)] 2sin (t) cos (t) (t) cos (t)sin (t) (t) cos (t)sin (t)[ (t)]′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤= θ ϕ ϕ − θ ϕ ϕ θ ϕ θ + θ ϕ θ⎣ ⎦
2 2 2 2[z (t)] R sin (t)[ (t)]′ ′= ϕ ϕ  

 
και, 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

[x (t)] [y (t)] [z (t)] R [cos (t) cos (t)[ (t)] sin (t)sin (t)[ (t)]
                                             sin (t) cos (t)[ (t)] cos (t)sin (t)[ (t)]
                        

′ ′ ′ ′ ′+ + = θ ϕ ϕ + θ ϕ θ +

′ ′+ θ ϕ ϕ + θ ϕ θ +
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

                      +sin (t)[ (t)] ]
R [cos (t)[ (t)] (cos (t) sin (t)) sin (t)[ (t)] (cos (t) sin (t))+sin (t)[ (t)] ]
R [cos (t)[ (t)] sin (t)[ (t)] sin (t)[ (t)] ]
R [[ (t

′ϕ ϕ =

′ ′ ′= ϕ ϕ θ + θ + ϕ θ θ + θ ϕ ϕ =

′ ′ ′= ϕ ϕ + ϕ θ + ϕ ϕ =

′= ϕ 2 2 2 2 2

2 2 2 2

)] (cos (t) sin (t)) sin (t)[ (t)] ]
R [[ (t)] sin (t)[ (t)] ].

′ϕ + ϕ + ϕ θ =

′ ′= ϕ + ϕ θ

 

 
Τέλος, 
 

2 2 2 2 2 2( ) [x (t)] [y (t)] [z (t)] dt R [ (t)] sin (t)[ (t)] dt
β β

α α
′ ′ ′ ′ ′γ = + + = ϕ + ϕ θ∫ ∫A  

       

( ) p2R [ (t)] dt R (t)dt R (t)dt R ( ) ( ) (AB)
β β β

α α α
′ ′ ′≥ ϕ = ϕ ≥ ϕ = ϕ β − ϕ α =∫ ∫ ∫ A . □ 

 
 
1.11  Ένας ορισµός των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων  
  
 Υπάρχουν πολλοί ορισµοί για τις κυκλικές τριγωνοµετρικές 
συναρτήσεις sinx και cosx. Ο ποιο σύντοµος ίσως είναι µέσω των 
δυναµοσειρών 
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3 5

2 4

x xsin x x ...    ,- <x<
3! 5!
x xcos x 1 ...    ,- <x< .
2! 4!

= − + − ∞ ∞

= − + − ∞ ∞
 

 
Όλοι τους φυσικά αυτοί οι ορισµοί είναι ισοδύναµοι µεταξύ τους 

αφού ισχύει το εξής θεώρηµα. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν η f(x) έχει παντού δεύτερη παράγωγο και 

f (x) f (x) 0,
f (0) ,
f (0) ,

′′ + =
= α

′ = β
 

τότε,  
f (x) sin x cos x.= β + α  

 
 

Το θεώρηµα αυτό βασίζεται στο γεγονός ότι το πρόβληµα αρχικών 
τιµών f (x) f (x) 0,  f(0) f (0) 0′′ ′+ = = =  έχει µοναδική λύση τη συνάρτηση 
f 0≡ , το οποίο µε τη σειρά του είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 
Μέσης Τιµής µια και 

2 2(f ) f 2(f f ff )′′ ′ ′′ ′⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ . 
 

 Στην παράγραφο αυτή θα χρησιµοποιήσουµε το χαρακτηρισµό του 
µήκους καµπύλης µέσω ολοκληρώµατος για να δώσουµε έναν ορισµό για 
το cosx και sinx. 
  
Έστω 2f (x) 1 x= − , µε 1 x 1− ≤ ≤ . 
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 Το µήκος (x)A  της καµπύλης f  στο [x,1] δίνεται από τον τύπο: 
 

2
1 1 12

2 2x x x

t 1(x) 1 [f (t)] dt 1 dt dt
1 t 1 t

⎛ ⎞−′= + = + =⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

∫ ∫ ∫A . 

 
Άρα,  

2

1(x) ,  για -1 x 1
1 x

′ = − < <
−

A . 

 
Ορίζουµε ως π το ( 1)−A . Για  0 x≤ ≤ π  ορίζουµε τη συνεχή και επί 
απεικόνιση :[ 1,1] [0, ]− → πA . Αφού είναι επί για κάθε x [0, ]∈ π  υπάρχει 
F(x) [0,1]∈  τέτοια ώστε (F(x)) x=A . 
Εποµένως, 

2

2

F (x)(F(x)) 1 1 F (x) 1 F (x)
1 F (x)

′
′ ′= ⇔ − = ⇔ = − −

−
A  

και  

2

F(x)F (x)F (x) F(x)
1 F (x)

′
′′ = = −

−
. 

 Άρα, 
 

F (x) F(x) 0′′ + =  µε F(0)=1 και F΄(0)=0 
 
Άρα, από το παραπάνω θεώρηµα,   
 

F(x) = cosx. 
 
Τέλος, ορίζουµε το sinx να είναι: 2sin x 1 F (x)= − . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ 
 

ΕΜΒΑ∆ON ΕΠΙΠΕ∆ΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 
 
 

2.1 Εισαγωγή 
 

Στα σχολικά εγχειρίδια [1], η έννοια του εµβαδού ενός επίπεδου 
σχήµατος παρουσιάζεται ως το αποτέλεσµα της σύγκρισης αυτού µε ένα 
άλλο επίπεδο σχήµα το οποίο επιλέγεται ως µονάδα µέτρησης. 

  
Στις µικρότερες συνήθως τάξεις, για εποπτικούς κυρίως λόγους, το 

εµβαδόν παραλληλίζεται µε την ποσότητα του χρώµατος που απαιτείται 
για να καλυφτεί ένα σχήµα στο επίπεδο. Για παράδειγµα, ένα τετράγωνο 
πλευράς 2 µέτρων χρειάζεται 4 φορές περισσότερο χρώµα από ένα 
τετράγωνο πλευράς 1 µέτρου. Αυτός ο παραλληλισµός, αν και στερείται 
µαθηµατικής ακρίβειας, είναι κατάλληλος για την επισήµανση δύο  
σηµαντικών ιδιοτήτων του εµβαδού: την ιδιότητα του αναλλοίωτου (το 
χρώµα που απαιτείται για να βαφτεί η επιφάνεια µιας σανίδας είναι το 
ίδιο ανεξάρτητα αν την µετατοπίσουµε λίγο πιο πέρα ή την στρέψουµε 
κατά µία γωνία) και την ιδιότητα της προσθετικότητας (αν µια σανίδα 
την κόβαµε σε δύο κοµµάτια τότε το χρώµα που απαιτείται για να βαφτεί 
η επιφάνεια της αρχικής σανίδας είναι το ίδιο που απαιτείται για να 
βαφτούν τα δύο επιµέρους κοµµάτια). 

 
Στο κεφάλαιο αυτό θα θέσουµε ως αξιώµατα την ιδιότητα του 

αναλλοίωτου και την ιδιότητα της προσθετικότητας και θα δεχθούµε ως 
µονάδα µέτρησης το εµβαδόν, του µοναδιαίου τετραγώνου που, για 
λόγους κανονικότητας, θα του αποδώσουµε την τιµή 1. Στόχος µας είναι 
βασισµένοι σ’ αυτά τα τρία µόνο αξιώµατα να εξάγουµε σε πρώτη φάση 
τους γνωστούς τύπους της στοιχειώδους γεωµετρίας για το εµβαδόν 
ορθογωνίου παραλληλογράµµου και τριγώνου και σε δεύτερη φάση τους 
γνωστούς τύπους για το εµβαδόν µέσω του ορισµένου ολοκληρώµατος, 
του διπλού ολοκληρώµατος και του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος. 

 
  Θα περιορίσουµε το ενδιαφέρον µας στα φραγµένα υποσύνολα 

του 2\  διακρίνοντας δύο κατηγορίες α) τα φραγµένα πολυγωνικά 
σχήµατα (βλ. Σχήµα 1) και β) τα φραγµένα υποσύνολα του 2\  που δεν 
είναι κατά ανάγκη πολυγωνικά σχήµατα (βλ. Σχήµα 2). Για τα τελευταία 
θα προσδιορίσουµε τη συνθήκη που θα εγγυάται την δυνατότητα 
µέτρησης (ύπαρξης) του εµβαδού. Πρόκειται στην ουσία για την µέθοδο 
εξάντλησης του Ευδόξου. 
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               (Σχήµα 1)                                        (Σχήµα 2) 
 
 
2.2 Φραγµένα πολυγωνικά σχήµατα 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Κλειστό ηµι-επίπεδο Η του ευκλείδειου επιπέδου είναι ένα 
υποσύνολο που σε καρτεσιανές συντεταγµένες δίνεται 

Η={(x,y) 2∈\ : x y 0α +β + γ ≥ } 
όπου α, β και γ είναι σταθερές µε 0 ή β 0α ≠ ≠ . 
 

Ανοικτό ηµι-επίπεδο Η του ευκλείδειου επιπέδου είναι ένα 
υποσύνολο που σε καρτεσιανές συντεταγµένες δίνεται 

Η={(x,y) 2∈\ : x y 0}α +β + γ >  
όπου α, β και γ είναι όπως παραπάνω. 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Πολυγωνική περιοχή (ή πολυγωνικό σχήµα) του ευκλείδειου 
επιπέδου είναι ένα υποσύνολό του που λαµβάνεται ως τοµή ή ένωση 
πεπερασµένου πλήθους ανοικτών ή κλειστών ηµι-επιπέδων. 
 
 Για παράδειγµα, εάν 1H , 2 3H ,  H , 4H  είναι ηµι-επίπεδα τότε τα σύνολα  

1 2 3 4(H H ) (H H ),∩ ∪ ∩  1 3 4H H H∩ ∩  είναι πολυγωνικές περιοχές. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Το εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ (βλ. Σχήµα 3) είναι ένα 
πολυγωνικό σχήµα, αφού ταυτίζεται µε την τοµή 1 2 3H H H∩ ∩ , όπου α) 
Η1 το ανοικτό ηµι-επίπεδο που ορίζεται από την ευθεία ΑΒ και περιέχει 
το σηµείο Γ, β) Η2 το ανοικτό ηµι-επίπεδο που ορίζεται από την ευθεία 
ΑΓ και περιέχει το σηµείο Β και γ) Η3 το ανοικτό ηµι-επίπεδο που 
ορίζεται από την ευθεία ΒΓ και περιέχει το σηµείο Α.  
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                                                  (Σχήµα 3)   
                                    
Είναι φανερό από τον ορισµό ότι η τοµή και η ένωση πολυγωνικών 
περιοχών είναι πάλι πολυγωνική περιοχή. 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 3. Ένα υποσύνολο Α του 2\  λέγεται φραγµένο αν είναι 
υποσύνολο κάποιου κυκλικού δίσκου. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Το εσωτερικό ενός τριγώνου ή ενός παραλληλογράµµου 
είναι φραγµένα σύνολα. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το εσωτερικό κάθε 
παραλληλογράµµου είναι φραγµένο σύνολο, αφού κάθε τρίγωνο 
περιέχεται σε ένα παραλληλόγραµµο. 

Επιλέγουµε µια από τις κορυφές του παραλληλογράµµου να είναι 
η αρχή των αξόνων. Έστω λοιπόν παραλληλόγραµµο ΟΑΒΓ (βλ. Σχήµα 
4). 

 

 
                                              (Σχήµα 4) 
 
 Με α συµβολίζουµε τη διανυσµατική ακτίνα του σηµείου Α και µε 

β τη διανυσµατική ακτίνα του σηµείου Γ. Τότε η διανυσµατική ακτίνα r 
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για κάθε εσωτερικό σηµείο του παραλληλογράµµου θα δίνεται από την 
σχέση: 

 
,    µε 0< , <1= λ + µ λ µr α β . 

 
Άρα, 
 

2

(*)2 22 2

2 22 2

2 2

2

( ) ( )

              2 ( )

              2

              < 2

              ( )

= ⋅ = λ + µ ⋅ λ + µ =

= λ + λµ ⋅ + µ ≤

≤ λ + λµ + µ <

+ + =

= +

r r r α β α β

α α β β

α α β β

α α β β

α β

 

 
(*) Ισχύει από Cauchy-Schwarz ανισότητα. 

 
Εποµένως, το εσωτερικό του παραλληλογράµµου ΟΑΒΓ 

περιέχεται σε κύκλο µε κέντρο το Ο και ακτίνα +α β . Άρα, είναι 
φραγµένο σύνολο.                                                                                      □ 
 
 
2.3 Τα τρία αξιώµατα του εµβαδού για φραγµένα πολυγωνικά 
σχήµατα  
 

Το εµβαδόν Ε είναι µία απεικόνιση από το σύνολο των φραγµένων 
πολυγωνικών σχηµάτων του 2\  στο σύνολο των µη αρνητικών αριθµών, 
δηλαδή µια απεικόνιση της µορφής: 

 
Ε:(σύνολο φραγµένων πολυγωνικών σχηµάτων του 2\ ) [0, )→ +∞ , 

 
που ικανοποιεί τα ακόλουθα τρία αξιώµατα:  
 
Αξίωµα 1  (του Αναλλοίωτου) 

Αν το Α είναι ένα φραγµένο πολυγωνικό σχήµα και φ µια ισοµετρία 
του επιπέδου που απεικονίζει το Α στο φ(Α), τότε 

Ε(Α)=Ε(φ(Α)). 
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Αξίωµα 2 (της Προσθετικότητας) 
Αν Α, Β είναι φραγµένα πολυγωνικά σχήµατα µε A B =∅∩ , τότε 

E(A B) E(A) E(B)= +∪ . 
 
Αξίωµα 3 (της Κανονικότητας)  
  Το εµβαδόν ενός ανοικτού τετραγώνου (χωρίς σύνορο) µε πλευρά 1, 
είναι ίσο µε 1. 
 
ΣΧΟΛΙΟ: Ισοµετρία του Ευκλείδειου επιπέδου λέµε έναν µετασχηµατισµό 

2 2:ϕ →\ \ , που είναι σύνθεση πεπερασµένου πλήθους µεταφορών ή 
στροφών. 
 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ   
1) (Πεπερασµένη Προσθετικότητα) Αν 1 nA ,...,A  είναι ξένα µεταξύ τους 
και φραγµένα πολυγωνικά σχήµατα, τότε: 

1 n 1 nE(A ... A ) E(A ) ... E(A )= + +∪ ∪ .          (1) 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Για n 2=  η σχέση (1) ισχύει από το  2ο Αξίωµα. 
Υποθέτουµε ότι η σχέση (1) ισχύει για n=k, δηλαδή ότι ισχύει: 
 

         1 k 1 kE(A ... A ) E(A ) ... E(A )= + +∪ ∪ .         (2) 
 

Θα αποδείξουµε ότι η (1) ισχύει για n k 1= + . Αφού 1 2 k k 1A , ,...,A ,A +Α  
είναι ξένα µεταξύ τους, θα είναι επίσης ξένα τα σύνολα 1 k...Α Α∪ ∪  και 

k 1+Α , άρα από το 2ο Αξίωµα 
 

1 k k 1 1 k k 1(( ... ) ) ( ... ) ( )+ +Ε Α Α Α = Ε Α Α + Ε Α∪ ∪ ∪ ∪ ∪  
 

 ή ισοδύναµα, λόγω της (2), 
 

1 k k 1 1 k k 1( ... ) ( ) ...E( ) ( )+ +Ε Α Α Α = Ε Α + Α + Ε Α∪ ∪ ∪  
 

και το ζητούµενο έπεται.                                                                           □ 
 
2) (Μονοτονία) Αν Α, Β είναι φραγµένα πολυγωνικά σχήµατα και A B⊆ , 
τότε E(A) E(B)≤  και µάλιστα E(B) E(A) E(B \ A)= + . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Τα σύνολα Α, Β\Α είναι ξένα µεταξύ τους, φραγµένα 
πολυγωνικά σχήµατα η ένωση των οποίων ισούται µε το σύνολο Β. 
Συνεπώς, από το 2ο Αξίωµα 
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E(B) ( ( \ )) ( ) ( \ )= Ε Α Β Α = Ε Α + Ε Β Α∪ . 
∆εδοµένου ότι E(B \ A) 0≥ , έπεται ότι E(A) E(B)≤ .                              □ 

 
ΣΧΟΛΙΟ: Τα αξιώµατα της προσθετικότητας και της κανονικότητας 
γενικεύονται ως εξής: 
 
Αξίωµα 2 (Γενικευµένη έκδοση) Αν Α, Β είναι φραγµένα πολυγωνικά  
σχήµατα για τα οποία η τοµή  A B∩  είναι το κενό σύνολο ή ένα 
ευθύγραµµο τµήµα, τότε 

E(A B) E(A) E(B)= +∪  
 

και,  
 
Αξίωµα 3 (Γενικευµένη έκδοση) Το εµβαδόν ενός τετραγώνου µε πλευρά 1 
είναι ίσο µε 1, ανεξάρτητα αν το τετράγωνο είναι ανοικτό, κλειστό ή 
περιλαµβάνει κάποιες πλευρές του. 
 
Η ισχύς των δύο αυτών γενικευµένων εκδόσεων στηρίζεται στο 
ακόλουθο λήµµα. 
 
ΛΗΜΜΑ . Το εµβαδόν κάθε ευθύγραµµου τµήµατος είναι µηδέν. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Η απόδειξη του λήµµατος αυτού θα γίνει σε τέσσερα βήµατα. 
  
1ο Βήµα: Το εµβαδόν ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, µήκους 1, που δεν 
περιέχει τα άκρα του, είναι ίσο µε  µηδέν. 
 

Έστω n∈` , µε n 2≥  και Τ ένα ανοικτό ορθογώνιο 
παραλληλόγραµµο µε βάση 1 και ύψος 1/n. Χρησιµοποιώντας n αντίτυπα 
του ορθογωνίου παραλληλογράµµου Τ και n-1 αντίτυπα του 
ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ και τοποθετώντας τα το ένα πάνω στο άλλο 
(µε τη σειρά: παραλληλόγραµµο - ευθύγραµµο τµήµα - 
παραλληλόγραµµο - ευθύγραµµο τµήµα – κ.λπ.) κατασκευάζουµε ένα 
ανοικτό τετράγωνο πλευράς 1. 
 

Συνεπώς, από την ιδιότητα της πεπερασµένης προσθετικότητας, το 
1ο και το 3ο Αξίωµα έχουµε: 

 
nE(T)+(n-1)E(ΑΒ)=1. 

Όµως, nE(T) 0≥ , άρα  
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E(ΑΒ) 1
n 1

≤
−

, για κάθε n 2≥ . 

 
Συνεπώς, αφήνοντας  n →∞ , έπεται Ε(ΑΒ)=0. 
 

2ο Βήµα: Το εµβαδόν σηµείου είναι µηδέν. 

Πράγµατι, αφού κάθε σηµείο είναι υποσύνολο ενός ανοικτού 

ευθύγραµµου τµήµατος µήκους ένα, τότε, από το 1ο Βήµα και την 

ιδιότητα της µονοτονίας, το ζητούµενο έπεται.  

3ο Βήµα: Το εµβαδόν κάθε ευθύγραµµου τµήµατος, που έχει µήκος ίσο µε 

έναν φυσικό αριθµό είναι µηδέν. 

Πράγµατι, κάθε ευθύγραµµο τµήµα που έχει µήκος ίσο µε έναν 

φυσικό αριθµό, είτε περιλαµβάνει τα άκρα του είτε όχι, γράφεται ως  

ένωση ξένων ανοικτών ευθύγραµµων τµηµάτων µήκους 1 και κάποιων 

σηµείων. Συνεπώς, από την ιδιότητα της  προσθετικότητας και τα 

προηγούµενα βήµατα, το εµβαδόν του ισούται µε µηδέν. 

4ο Βήµα: Το µήκος οποιουδήποτε ευθύγραµµου τµήµατος είναι µηδέν. 

  Πράγµατι, για κάθε ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος α, όπου α > 0 και 

α∈\ , υπάρχει ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος φυσικό αριθµό, π.χ. [α]+1, 

που το περιέχει. Άρα, από την ιδιότητα της µονοτονίας, το ζητούµενο 

έπεται.                                                                                                      □ 
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2.4 Εµβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράµµου  
 
 Ο σκοπός της παραγράφου αυτής είναι να αποδείξουµε τον τύπο 
που δίνει το εµβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε βάση τα 
αξιώµατα του εµβαδού. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ. Το εµβαδόν κάθε ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι ίσο µε 
το γινόµενο των διαστάσεών του. 
 
Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος χρειαζόµαστε το παρακάτω 
λήµµα.  
 
ΛΗΜΜΑ. Το εµβαδόν τετραγώνου Τ  πλευράς α (α>0) είναι ίσο µε α2. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ.  Η απόδειξη θα δοθεί σε τρία βήµατα. Στο πρώτο βήµα 
αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για α∈` , στο δεύτερο για α∈_  και στο 
τρίτο γενικά για α∈\ .  
 

Με Τκ  θα συµβολίζουµε το  τετράγωνο πλευράς κ (κ>0). 
 
1ο Βήµα: Έστω α∈`  και Τα τετράγωνο πλευράς α. 

Χωρίζουµε την κάθε πλευρά του τετραγώνου Τα σε α ίσα µέρη, 
έκαστο µήκος 1, φέρνοντας α-1 το πλήθος οριζόντια και κατακόρυφα 
ευθύγραµµα τµήµατα (βλ. Σχήµα 5). Έτσι, σχηµατίζονται α2 το πλήθος 
τετράγωνα Τ1, έκαστο πλευράς 1. 

 

 
                                                 (Σχήµα 5) 
 

Συνεπώς, το αρχικό τετράγωνο Τα µπορεί να γραφεί ως ένωση α2 
το πλήθος τετραγώνων πλευράς 1. Άρα, από το 1ο Αξίωµα, την ιδιότητα 
της πεπερασµένης  προσθετικότητας και το 3ο Αξίωµα,  
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Ε(Τα)=α2Ε(Τ1) =α2 ⋅1=α2. 

 

2ο Βήµα: Έστω α= µ∈
ν

_ , µε µ, ν ∈`  και Τµ τετράγωνο πλευράς µ.  

 
Χωρίζουµε την κάθε πλευρά του τετραγώνου Τµ σε ν ίσα µέρη, 

έκαστο µήκος µ/ν, φέρνοντας ν-1 το πλήθος οριζόντια και κατακόρυφα 
ευθύγραµµα τµήµατα (βλ. Σχήµα 6). Έτσι, σχηµατίζονται ν2 το πλήθος 
τετράγωνα µ

ν

Τ . 

 

 
 

          (Σχήµα 6) 
 

Συνεπώς, από το 1ο Αξίωµα, την ιδιότητα της πεπερασµένης  
προσθετικότητας και το 1ο Βήµα,  

 
2 2E(T ) E(T )µ µ

ν

µ = = ν . 

Άρα,  
2E(T ) ( )µ

ν

µ
=

ν
 . 

 
3ο Βήµα: Έστω α>0, µε α ∈\  και ρ1 , ρ2 τυχαίοι ρητοί αριθµοί ώστε  
ρ1<α<ρ2 . Τότε, (βλ. Σχήµα 7) 
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(Σχήµα 7) 

 
 

1 2ρ α ρΤ ⊆ Τ ⊆ Τ   
οπότε, από την µονοτονία,  

 
 

1 2
E(T ) E(T ) E(T )ρ α ρ≤ ≤ . 

 
Εποµένως, από Βήµα 2,  

2 2
1 2( )αρ ≤ Ε Τ ≤ ρ . 

 
Αν αφήσουµε 1 2,  ρ ρ →α , τότε Ε(Τα) = α2.                                               □ 
                                                                                                                     

Είµαστε τώρα σε θέση να προχωρήσουµε στην απόδειξη του 
θεωρήµατος. 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ. Έστω α, β οι διαστάσεις ενός ορθογωνίου 
παραλληλογράµµου. Θεωρούµε τετράγωνο πλευράς (α+β) το οποίο το  
χωρίζουµε σε ένα τετράγωνο µε πλευρά α, σε ένα τετράγωνο µε πλευρά β 
και σε δύο ορθογώνια παραλληλόγραµµα µε διαστάσεις α, β (βλ. Σχήµα 

8).  
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(Σχήµα 8) 

 
Από το 1ο Αξίωµα του εµβαδού, τα δύο ορθογώνια 

παραλληλόγραµµα έχουν το ίδιο εµβαδόν, ας το συµβολίσουµε µε x, 
αφού µέσω κατάλληλης µετατόπισης και στροφής µπορούµε να τα 
ταυτίσουµε. Επίσης, από την ιδιότητα της πεπερασµένης 
προσθετικότητας, το εµβαδόν του τετραγώνου, που ισούται µε (α+β)2, 
λόγω προηγούµενου λήµµατος, είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών 
των τεσσάρων τεµαχίων του. ∆ηλαδή, 
  

2 2 2( ) 2xα +β = α +β +   
   

 ή  ισοδύναµα 
     

2 2 2 22 2xα +β + αβ = α +β +  
Άρα,    

                                              x = αβ .                                              □ 
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2.5 Τύποι εµβαδού  n-γώνων (µε n 3≥ ) 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Το εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο µε 
1
2

(βάση)(ύψος). 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω ΑΒΓ ένα ορθογώνιο τρίγωνο και Μ το µέσο της 
υποτείνουσας του ΒΓ. Εκτελώντας συµµετρία ως προς το Μ, 
λαµβάνουµε τρίγωνο Β∆Γ (βλ. Σχήµα 9).  
 

 
(Σχήµα 9) 

 
Από το 1ο  Αξίωµα τα εµβαδά των δύο τριγώνων θα είναι ίσα, συνεπώς 
Ε(ΑΒΓ∆)=2Ε(ΑΒΓ). Όµως 

 
 Ε(ΑΒΓ∆)=(ΑΒ)(ΑΓ) 

 
άρα, 
 

Ε(ΑΒΓ)= 1 ( )( )
2
ΑΒ ΑΓ . 

                                                                                                                   □ 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Το εµβαδόν οποιουδήποτε τριγώνου είναι ίσο µε  
1
2

(βάση)(ύψος). 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω ΑΒΓ ένα τυχαίο τρίγωνο. ∆ιακρίνουµε δύο 
περιπτώσεις, το ίχνος του ύψους από την κορυφή Α να είναι σηµείο α) 
της   βάσης ΒΓ (βλ. Σχήµα 10) ή β) της προέκτασης της βάσης ΒΓ (βλ. 
Σχήµα 11). 
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1η περίπτωση: Το ίχνος του ύψους από την κορυφή Α είναι σηµείο 
της βάσης ΒΓ του τριγώνου. 
    

 
(Σχήµα 10) 

                       
Από την αρχή της προσθετικότητας έπεται 
 

Ε(ΑΒΓ)=Ε(ΑΒ∆)+Ε(Α∆Γ). 
Άρα, 
 

1 1 1 1( ) ( )( ) ( )( ) ( )[( ) ( )] ( )( ).
2 2 2 2

Ε ΑΒΓ = Α∆ Β∆ + Α∆ Γ∆ = Α∆ Β∆ + Γ∆ = Α∆ ΒΓ

 
2η περίπτωση: Το ίχνος του ύψους από την κορυφή Α είναι σηµείο της 
προέκτασης της βάσης ΒΓ. 

 

 
(Σχήµα 11) 

 
Από την αρχή της προσθετικότητας έπεται 
 

Ε(ΑΒΓ)=Ε(Α∆Γ)-Ε(Α∆Β). 
Άρα, 
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               Ε(ΑΒΓ)= 1 1 1( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2
Α∆ ∆Γ − Α∆ ∆Β = Α∆ ΒΓ .                   □ 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Το εµβαδόν Ε ενός παραλληλογράµµου ισούται µε το 
γινόµενο µιας πλευράς του επί το ύψος που αντιστοιχεί σε αυτή. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Θεωρούµε ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε βάσεις Α∆ και 
ΒΓ. ΒΕ είναι το ύψος που αντιστοιχεί στην βάση Α∆ και ∆Ζ το ύψος που 
αντιστοιχεί στην βάση ΒΓ (βλ. Σχήµα12). 
 

 
(Σχήµα 12) 

 
Από το αξίωµα της προσθετικότητας έχουµε  

 
Ε(ΑΒΓ∆) = Ε(ΑΒ∆) + Ε(ΒΓ∆) 

 

µε Ε(ΑΒ∆)= 1
2

(Α∆)(ΒΕ) και Ε(ΒΓ∆)= 1
2

(ΒΓ)(∆Ζ). 

Όµως, (ΒΕ)=(∆Ζ) και (Α∆) = (ΒΓ), άρα 
 

                          Ε(ΑΒΓ∆) = 2 1
2

(Α∆) (ΒΕ) = (Α∆) (ΒΕ).                       □ 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 4. Το εµβαδόν Ε ενός τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο του 
ηµιαθροίσµατος των βάσεων του επί το ύψος του. 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Θεωρούµε ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε βάσεις ΑΒ και Γ∆. ΓΗ 
είναι το ύψος που αντιστοιχεί στην βάση ΑΒ (βλ. Σχήµα 13).  

 
(Σχήµα 13) 

 

Από το αξίωµα της προσθετικότητας,    
 

Ε(ΑΒΓ∆) = Ε(ΑΒΓ) + Ε(Α∆Γ). 
 

Όµως, Ε(ΑΒΓ) = 1
2

 (ΑΒ)(ΓΗ) και Ε(Α∆Γ) = 1
2

 (Γ∆)(ΓΗ), άρα 

 

                                 Ε(ΑΒΓ∆) = 1
2

 [(ΑΒ)+(Γ∆)](ΓΗ).                             □ 

 
ΣΧΟΛΙΟ. Κάθε φραγµένη πολυγωνική περιοχή µπορεί να διασπαστεί σε 
τρίγωνα που ανά δύο δεν έχουν κανένα κοινό εσωτερικό σηµείο. 
Συνεπώς, το εµβαδόν µιας πολυγωνικής περιοχής ισούται, από την 
ιδιότητα της πεπερασµένης προσθετικότητας, µε το άθροισµα των 
εµβαδών των τριγώνων αυτών.  
 
 Στο παράρτηµα του κεφαλαίου αυτού, χρησιµοποιώντας το 
παραπάνω αποτέλεσµα αποδεικνύουµε εύχρηστους τύπους για το 
εµβαδόν κυρτών n-γώνων συναρτήσει των συντεταγµένων των κορυφών 
τους. 
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2.6 Εµβαδόν φραγµένου, όχι κατ’ ανάγκη πολυγωνικού, σχήµατος 
   
 Ο πρώτος που όρισε τυπικά το εµβαδόν 
ενός Ευκλείδειου επίπεδου σχήµατος, όπως 
δίνεται στην συνέχεια, ήταν ο Ιταλός 
µαθηµατικός Giuseppe Peano (1858-1932) στο 
βιβλίο του [6]. Ο τρόπος που το όρισε είναι µία 
αναδιατύπωση της  µεθόδου της εξάντλησης. 
 

Η  µέθοδος της εξάντλησης οφείλεται 
στον Έλληνα Μαθηµατικό Εύδοξο. Τη µέθοδο 
αυτή χρησιµοποίησε ο Αρχιµήδης για τον 
υπολογισµό εµβαδών και όγκων. Την ακριβή 
διατύπωση της αρχής αυτής δίνει, η πρώτη 
πρόταση του Χ  βιβλίου των Στοιχείων του Ευκλείδη:   
 ∆ύο µεγεθῶν ἀνίσων ἐκκειµένων, ἐάν ἀπό τοῦ µείζονος ἀφαιρεθῇ µεῖζον 
ἢ το ἣµισυ και τοῦ καταλειποµένου µεῖζον ἢ το ἣµισυ, και τοῦτο  ἀεί 
γίγνηται,  λειφθήσεταί  τι  μέγεθος,  ὃ  ἒσται  ἒλασσον  τοῦ 
ἐκκειμένου ἐλάσσονος μεγέθους. 
 
(∆οθέντων δύο άνισων µεγεθών, εάν από το µεγαλύτερο αφαιρεθεί τµήµα µεγαλύτερο ή ίσο 
του µισού του και από το υπόλοιπο αφαιρέσουµε πάλι µεγαλύτερο ή ίσο του µισού του και αν 
συνεχίσουµε την διαδικασία αυτή, θα καταλήξουµε σε ένα µέγεθος µικρότερο από 
οποιοδήποτε προκαθορισµένο µέγεθος του ίδιου είδους). 
  
ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Έστω Α ένα φραγµένο υποσύνολο του ευκλείδειου επιπέδου. 
Ορίζουµε το εσωτερικό εµβαδόν του Α, συµβολιζόµενο µε (A)Ε , να είναι 
το ελάχιστο άνω φράγµα των εµβαδών όλων των φραγµένων πολυγώνων 
που περιέχονται στο Α, δηλαδή: 
 

( ) sup{ ( ) :   φραγµένo πολύγωνo, Π Α}Ε Α = Ε Π Π ⊆ . 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Έστω Α ένα φραγµένο υποσύνολο του ευκλείδειου επιπέδου. 
Ορίζουµε το εξωτερικό εµβαδόν του Α, συµβολιζόµενο µε (A)Ε , να είναι 
το µέγιστο κάτω φράγµα των εµβαδών όλων των φραγµένων πολυγώνων 
που περιέχουν το Α, δηλαδή: 
 

( ) inf{ ( ) :   φραγµένo πολύγωνo, Α }′ ′ ′Ε Α = Ε Π Π ⊆Π . 
 

ΣΧΟΛΙΟ:  Από την µονοτονία του εµβαδού πολυγωνικών σχηµάτων 
έπεται ότι 

( ) ( )Ε Α ≤ Ε Α , 
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για κάθε φραγµένο υποσύνολο Α του Ευκλείδειου επιπέδου. 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 3. Αν Α είναι υποσύνολο του Ευκλείδειου επιπέδου και ισχύει 

( ) ( )Ε Α = Ε Α , τότε ο κοινός αυτός αριθµός καλείται εµβαδόν του Α και 
συµβολίζεται Ε(Α). 
 
ΣΧΟΛΙΟ: Αν Α είναι φραγµένο πολύγωνο, τότε ( ) ( )Ε Α = Ε Α = το εµβαδόν 
του Α όπως ορίστηκε στην Παράγραφο 2.3. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 (εµβαδόν κυκλικού δίσκου) 
  

 
                                                     (Σχήµα 14) 
 

Στον κυκλικό δίσκο Α ακτίνας r εγγράφουµε κανονικό n-γωνο Πn 
και περιγράφουµε κανονικό n-γωνο Πn΄. 

Η επίκεντρη γωνία είναι 2
n
π και το ύψος n r cos

n
π

υ = . Κάθε 

πλευρά του Πn είναι ίση µε n2 2rsin
n
π

α =  και κάθε πλευρά του Πn΄ είναι 

ίση µε n2 2r tan
n
π

β =  (βλ. Σχήµα 14). 

Το εµβαδόν του Πn είναι:  

n

2

2 2

n

1E( ) n 2rsin r cos
2 n n

           r n sin cos
n n

            r 1 r
→∞

π π
Π = ⋅ ⋅ ⋅

π π
= ⋅ ⋅ ⋅

→ ⋅π ⋅ = π

 

 
Το εµβαδόν του Πn΄ είναι:  
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n

2

2 2

n

1E( ) n 2r tan r
2 n

1            r n sin
n cos

n
            r 1 r .

→∞

π′Π = ⋅ ⋅ ⋅

π
= ⋅ ⋅ ⋅

π

→ ⋅π ⋅ = π

. 

 
 
Από ιδιότητα µονοτονίας ισχύει:  
 

n nE( ) E( ) ( ) E( )′Π ≤ Α ≤ Ε Α ≤ Π . 
 

Παίρνοντας n →∞ , έπεται  
 

2E( ) ( ) rΑ = Ε Α = π . 
 
Συνεπώς,   
 

                                               2E( ) r .Α = π                                       □ 
 

ΣΧΟΛΙΟ: Στην παραπάνω απόδειξη χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι  

n
lim nsin

n→∞

π⎛ ⎞ = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

 το οποίο έχουµε αποδείξει στην Παράγραφο 1.7. 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 (φραγµένο σχήµα που δεν έχει εµβαδόν) 

Το σύνολο 2{(x, y) : 0 x, y 1 και x,y }Κ = ∈ ≤ ≤ ∈\ _  δεν έχει εµβαδόν. 
Πράγµατι, το σύνολο 2{(x, y) : 0 x, y 1 και x,y }Κ = ∈ ≤ ≤ ∈\ _  έχει 

εξωτερικό εµβαδόν ίσο µε 1, αφού το µικρότερο πολύγωνο που περιέχει 
το Κ είναι το [0,1] [0,1]× . Το  εσωτερικό του εµβαδόν είναι ίσο µε µηδέν, 
αφού το σύνολο Κ δεν περιέχει πολύγωνα (µια και έχει κενό εσωτερικό) 
εκτός του εκφυλισµένου 1-γωνου (µονοσύνολο) που έχει εµβαδόν µηδέν. 
Άρα, 1 = ( ) ( )Ε Α ≠ Ε Α  = 0. Εποµένως, το Κ δεν έχει εµβαδόν.                □ 
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2.7 Ο υπολογισµός του εµβαδού µέσω απλού, διπλού και 
επικαµπύλιου ολοκληρώµατος 
 
 Σκοπός της παραγράφου αυτής είναι ο υπολογισµός του εµβαδού 
φραγµένων σχηµάτων µε χρήση α) ορισµένου ολοκληρώµατος, β) διπλού 
ολοκληρώµατος και γ) επικαµπύλιου ολοκληρώµατος. 
 
Α. Ο υπολογισµός του εµβαδού µέσω απλού ολοκληρώµατος  
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1. Έστω f :[ , ]α β →\  µια µη-αρνητική, συνεχής συνάρτηση και  

2A {(x, y) : x [ , ],  0 y f(x)}= ∈ ∈ α β ≤ ≤\ . 

Τότε, υπάρχει το εµβαδόν Ε(Α) της περιοχής Α  και ισούται µε f (x)dx
β

α∫ . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Ας θεωρήσουµε µια διαµέριση 0 1 n{x ,x ,..., x }∆ =  του [α,β] η 
οποία διαµερίζει το [α,β] στα υποδιαστήµατα 0 1[x ,x ] , 1 2[x ,x ], …, 

n 1 n[x ,x ]− . 
 

 
(Σχήµα 15) 

 
 Η συνάρτηση f είναι συνεχής, συνεπώς σε κάθε διάστηµα 

k k 1[x ,x ]+ , k 0,1,...,n 1= − , λαµβάνει µια µέγιστη και µια ελάχιστη τιµή 
k kM f ( )= ξ  και k km f ( )= ζ  αντίστοιχα, για κατάλληλα 

k k k k 1,  [x ,x ]+ξ ζ ∈ , k 0,1,...,n 1= − . 
Τότε, 

n 1 n 1

k k 1 k k k 1 k
k 0 k 0

f ( )(x x ) E(A) E(A) f ( )(x x )
− −

+ +
= =

ζ − ≤ ≤ ≤ ξ −∑ ∑ . 
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Η συνάρτηση όµως f είναι συνεχής στο [α,β], άρα και Riemann 
ολοκληρώσιµη. Εποµένως, τόσο το δεξί όσο και το αριστερό µέλος της 
τελευταίας ανισότητας τείνουν σε ένα κοινό όριο: στο f (x)dx

β

α∫ . 
Παίρνοντας λοιπόν όρια, καθώς n →∞ , έχουµε 

 

f (x)dx E(A) E(A) f (x)dx
β β

α α
≤ ≤ ≤∫ ∫ . 

 
Άρα, 

(A) (A) f (x)dx
β

α
Ε = Ε = ∫ , 

 συνεπώς  
                                   (A) f (x)dx

β

α
Ε = ∫ .                               □ 

 
Β. Ο υπολογισµός του εµβαδού µέσω διπλού ολοκληρώµατος 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 1.  Έστω δύο συνεχείς  συναρτήσεις f :[ , ]α β →\ , g :[ , ]α β →\  
για τις οποίες f (x) g(x)≤ , για κάθε x [ , ]∈ α β . Κάθε σύνολο Α  της 
µορφής, 

2A {(x, y) : x [ , ],  f(x) y g(x)}= ∈ ∈ α β ≤ ≤\ , 
λέµε ότι είναι τύπου 1 (βλ. Σχήµα 16). 
 

 
(Σχήµα 16) 

 
 ΛΗΜΜΑ 1. Το εµβαδόν του παραπάνω χωρίου Α  είναι ίσο µε, 

 
1dxdy∫∫ . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ.  
Έστω 2

gA {(x, y) : x [ , ],  0 y g(x)}= ∈ ∈ α β ≤ ≤\  και 
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          2
fA {(x, y) : x [ , ],  0 y f (x)}= ∈ ∈ α β ≤ ≤\ . 

Τότε, g fA A A= ∪  και τα χωρία Α, fA  έχουν ως τοµή τη γραφική 
παράσταση της f η οποία έχει εµβαδόν ίσο µε µηδέν (αφού έχει 
πεπερασµένο µήκος). Άρα, από το 2ο Αξίωµα, 
 
                                      g fE(A ) E(A) E(A )= +  
 
ή ισοδύναµα, 

( )

( )

g f

g(x)

f (x)

A

E(A) E(A ) E(A )

         g(x)dx f (x)dx

         g(x) f (x) dx

         1dy dx 

         1dxdy.

β β

α α

β

α

β

α

= −

= −

= −

=

=

∫ ∫
∫

∫ ∫
∫∫

 

                                                                                                             □ 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Έστω δύο συνεχείς συναρτήσεις f ,g :[ , ]γ δ →\  για τις οποίες 
f (y) g(y)≤ , για κάθε y [ , ]∈ γ δ . Κάθε σύνολο Α της µορφής, 

2A {(x, y) : y [ , ],  f(y) x g(y)}= ∈ ∈ γ δ ≤ ≤\ , 
λέµε ότι είναι τύπου 2 (βλ. Σχήµα 17). 
 

 
(Σχήµα 17) 

 
ΛΗΜΜΑ 2. Το εµβαδόν του παραπάνω χωρίου Α  είναι ίσο µε, 
 

1dxdy∫∫ . 



 73

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. 
Έστω 2

gA {(x, y) : y [ , ],  0 x g(y)}= ∈ ∈ γ δ ≤ ≤\  και 
          2

fA {(x, y) : y [ , ],  0 x f (y)}= ∈ ∈ γ δ ≤ ≤\ . 
Τότε, g fA A A= ∪  και τα χωρία A , fA  έχουν ως τοµή τη γραφική 
παράσταση της f η οποία έχει εµβαδόν ίσο µε µηδέν (αφού έχει 
πεπερασµένο µήκος). Άρα, από το 2ο Αξίωµα,          

g fE(A ) E(A) E(A )= +  

ή ισοδύναµα, 
 

( )

( )

g f

g(y)

f (y)

A

E(A) E(A ) E(A )

         g(y)dy f (y)dy

         g(y) f (y) dy

         1dx dy

         1dxdy.

δ δ

γ γ

δ

γ

δ

γ

= −

= −

= −

=

=

∫ ∫

∫

∫ ∫
∫∫

 

                                                                                                                 □ 
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2. Το εµβαδόν κάθε χωρίου Α που είναι πεπερασµένη ένωση 
χωρίων τύπου 1 και/ή  τύπου 2 δίνεται από τον τύπο: 

A

E(A) 1dxdy.= ∫∫  

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Άµεση απόρροια της ιδιότητας της προσθετικότητας και των 
παραπάνω δύο ληµµάτων.                                                                         □ 
  
ΣΧΟΛΙΟ. Ισχύει και κάτι παραπάνω: το µοναδικό συναρτησοειδές της 
µορφής 

A

f (x, y)dxdy∫∫  που ικανοποιεί τα τρία αξιώµατα του εµβαδού (το 

2ο Αξίωµα ικανοποιείται ούτως ή άλλως) είναι αυτό για το οποίο 
f (x, y) 1≡ , όπως προκύπτει από την ακόλουθη πρόταση. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ. Έστω µια συνεχής συνάρτηση 2f : →\ \ . Για κάθε υποσύνολο 
Α του 2\  (που έχει εµβαδόν) ορίζουµε 
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A

(A) f (x, y)dxdyε = ∫∫ . 

Αν α) το ε είναι αναλλοίωτο κάτω από κάθε ισοµετρία του επιπέδου, 
δηλαδή (A) ( (A))ε = ε ϕ , για κάθε ισοµετρία 2:ϕ →\ \  και κάθε σύνολο 
Α  και β) ( )[0,1] [0,1] 1ε × = , τότε 
  

f (x, y) 1≡ . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Αρκεί να αποδείξουµε ότι f (x, y) ≡σταθερά, αφού τότε το 
ζητούµενο είναι άµεση συνέπεια της συνθήκης β). 
 

Με µια αλλαγή µεταβλητών για διπλά ολοκληρώµατα έχουµε: 
 

A A

(x, y)f (x, y)dxdy f (x(x, y), y(x, y)) dxdy
(x, y)
∂
∂∫∫ ∫∫ ,     (1) 

 
όπου,  x x(x, y),  y y(x, y)= =  είναι συναρτήσεις µε συνεχείς µερικές 
παραγώγους που ορίζουν τον µετασχηµατισµό 2 2T : →\ \ , 1A T (A)−=  
και  
 

x x
x y(x, y)
y y(x, y)
x y

∂ ∂
∂ ∂∂

=
∂ ∂∂
∂ ∂

 

 
η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού Τ. Στην περίπτωσή µας, ο 
µετασχηµατισµός είναι ισοµετρία, άρα η Ιακωβιανή είναι: 
 

cos sin(x, y) 1
sin cos(x, y)

ϕ − ϕ∂
= =

ϕ ϕ∂
. 

 
Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα και την (1) παίρνουµε, 
 

A A

f (x(x, y), y(x, y))dxdy f (x, y)dxdy=∫∫ ∫∫ . 

 
Καθώς αυτό αληθεύει για κάθε Α, έχουµε 
 

f (x(x, y), y(x, y)) f (x, y)= . 
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Τώρα χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι για κάθε ζεύγος σηµείων  
(x, y),  (x, y) του 2\  υπάρχει ισοµετρία F τέτοια ώστε  F(x, y) (x, y)= . 
Εποµένως, 

f (x, y) (f F)(x, y) f (x, y)= =D , 
 
και άρα  f (x, y) ≡σταθερά, όπως επιθυµούσαµε. 
                                                                                                                    □ 
Γ. Ο υπολογισµός του εµβαδού µέσω επικαµπυλίου ολοκληρώµατος    
 

Θα αποδείξουµε ότι: το εµβαδόν Ε(Α) µιας περιοχής Α που 
περιβάλλεται από µια απλή  (δηλαδή, χωρίς αυτοτοµές),  κλειστή, τάξης  
C1, καµπύλη 2:[ , ]γ α β →\  µε (t) (x(t), y(t))γ = , µπορεί να υπολογιστεί 
µέσω των παρακάτω τριών  επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων: 

 
1E(A) (xdy ydx) xdy ydx
2 γ γ γ

= − = = −∫ ∫ ∫v v v ,                 (2) 

όπου 
(xdy ydx) (x(t)y (t) y(t)x (t))dt,

xdy x(t)y (t)dt,

ydy y(t)x (t)dt.

β

α
γ

β

α
γ

β

α
γ

′ ′− = −

′=

′=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

v

v

v

 

 
ΣΧΟΛΙΟ. Η δεύτερη και η τρίτη ισότητα στη σχέση (2) είναι άµεση 
συνέπεια του τύπου της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. Πράγµατι, 
 

[ ]
(*)

xdy x(t)y (t)dt 

         x(t)y(t) x (t)y(t)dt

         0 x (t)y(t)dt

         ydx.

β

α
γ

ββ

α α

β

α

γ

′=

′= −

′= −

= −

∫ ∫

∫

∫
∫

v

v

 

 
Η (*) ισχύει επειδή η καµπύλη είναι κλειστή. 
Άρα,       
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                                  xdy ydx

γ γ

= −∫ ∫v v .                               (3) 

 
Τότε όµως, 
 

(3)

1 1(xdy ydx) xdy ydx
2 2

1                         xdy xdy
2

                        xdy.

γ γ γ

γ γ

γ

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

v v v

v v

v

 

 
ΛΗΜΜΑ 3. Η σχέση (2) ισχύει για κάθε χωρίο τύπου 1. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ.  Έστω δύο συνεχείς συναρτήσεις f :[ , ]α β →\ , g :[ , ]α β →\  
µε f (x) g(x)≤ , για κάθε x [ , ]∈ α β  και Α ένα χωρίο τύπου 1 (βλ. Σχήµα 
18). 
 

 
(Σχήµα 18) 

 
Έχουµε δείξει ότι 

E(A) (g(x) f (x))dx
β

α
= −∫  

ή ισοδύναµα, 
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( )E(A) f (x)dx 0 g(x)dx 0

         ydx ydx ydx ydx

        ydx.

β α

α β

ΚΛ ΛΜ ΜΝ ΝΚ

ΚΛΜΝΚ

= − + + − + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

v v v v

v

 

                                                                                                                  □ 
 
 
ΛΗΜΜΑ 4. Η σχέση (2) ισχύει για κάθε χωρίο τύπου 2. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω δύο συνεχείς συναρτήσεις f ,g :[ , ]γ δ →\  µε 
f (y) g(y)≤ , για κάθε y [ , ]∈ γ δ  και Α ένα χωρίο τύπου 2 (βλ. Σχήµα 19). 
 

 
(Σχήµα 19) 

 
Έχουµε δείξει ότι 

E(A) (g(y) f (y))dy
δ

γ
= −∫  

ή ισοδύναµα, 
 

( )E(A) 0 g(y)dy 0 f (y)dy

         xdy xdy xdy xdy

        xdy.

δ δ

γ γ

ΚΛ ΛΜ ΜΝ ΝΚ

ΚΛΜΝΚ

= + + + − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

v v v v

v

 

                                                                                                                   □ 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3. Η σχέση (2) ισχύει για κάθε περιοχή Α  που είναι 
πεπερασµένη ένωση χωρίων  τύπου 1 και/ή τύπου 2. 
  
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Η ιδέα της απόδειξης µπορεί να φανεί καθαρά στην 
παρακάτω ειδική περίπτωση. Θεωρούµε το χωρίο ΑΒΓ∆ του Σχήµατος 
20. 
 

 
(Σχήµα 20) 

 
Από την ιδιότητα της πεπερασµένης προσθετικότητας έχουµε ότι: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ε ΑΒΓ∆ = Ε ΑΚΟΝ + Ε ΚΒΜΟ + Ε ΜΓΛΟ + Ε Λ∆ΝΟ  
 
ή ισοδύναµα, µε χρήση των Ληµµάτων 3 και 4 και του γεγονότος ότι 

−γ γ

= −∫ ∫v v  , για κάθε καµπύλη γ, 

2 ( ) (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx)

                 (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx)

                (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx) (x

ΑΚ ΚΟ ΟΝ ΝΑ

ΚΒ ΒΜ ΜΟ ΟΚ

ΜΓ ΓΛ ΛΟ

Ε ΑΒΓ∆ = − + − + − + − +

+ − + − + − + − +

+ − + − + − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

v v v v

v v v v

v v v

BM

dy ydx)

                (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx)

                (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx) (xdy ydx)

                 (xdy ydx) (xdy ydx)

ΟΜ

Λ∆ ∆Ν ΝΟ ΟΛ

ΑΚ ΚΒ ΜΓ

ΓΛ Λ

− +

+ − + − + − + − =

= − + − + − + − +

+ − + −

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

v

v v v v

v v v v

v (xdy ydx) (xdy ydx)

                 (xdy ydx).
∆ ∆Ν ΝΑ

ΑΒΓ∆Α

+ − + − =

= −

∫ ∫ ∫

∫

v v v

v

 

                                                                                                                                   □ 
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ΣΧΟΛΙΟ. Ο τύπος  1E(A) (xdy ydx)
2 γ

= −∫v  µπορεί να συναχθεί µε έναν 

πολύ εύκολο τρόπο στην περίπτωση που το χωρίο Α είναι ένα κυρτό 
σύνολο ως εξής: Το εµβαδόν του Α µπορεί να προσεγγιστεί από τα 
εµβαδά κατάλληλων εγγεγραµµένων στην γ κυρτών πολυγώνων. Όµως 
στο Παράρτηµα αποδεικνύουµε ότι το εµβαδόν ενός κυρτού n-γώνου P 
µε κορυφές (x1,y1), (x2,y2), …, (xn,yn) δίδεται από τον τύπο 

n 1

1 1
1

1E(P) (x y y x ),
2

−

κ κ+ κ κ+
κ=

= −∑  

υπό την προϋπόθεση ότι οι κορυφές διαγράφονται µε την 
αντιωρολογιακή φορά. Παίρνοντας λοιπόν όρια στον τύπο του εµβαδού 
Ε(Ρ), λαµβάνουµε το εµβαδό του χωρίου Α ως εξής: 

1 1E(A) x(y dy) y(x dx) xdy ydx.
2 2γ γ

= + − + = −∫ ∫  

Το επιχείρηµα αυτό µπορεί να γενικευτεί και για µη-κυρτά σύνολα. 
 
 
 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ:  Το εµβαδόν κυρτού πολυγώνου συναρτήσει των 
συντεταγµένων των κορυφών του 
  
  
Α. Εύρεση εµβαδού τριγώνου που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων (0,0).  
 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου ΟΑΒ µε κορυφές Ο(0,0), Α(x1,y1) και 
Β(x2,y2)  (βλ. Σχήµα 21) ισούται µε: 

 

                                   1 2

1 2

x x1( )
y y2

Ε ΟΑΒ = ,    

   
εάν η διαδροµή Ο-Α-Β είναι αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, 
διαφορετικά ισούται µε την αρνητική αυτή ποσότητα.  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. 
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(Σχήµα 21) 

 

E(OAB) = E(OTB) + E(TEAB) - E(OEA)  

             

2 2 1 2 1 2 1 1

1 2 2 1

1 2

1 2

1 1 1x y (y y )(x x ) x y
2 2 2
1 1x y x y
2 2

x x1 .
y y2

= + + − −

= −

=

       

                                                                                                               □ 
 
Β. Εύρεση εµβαδού τριγώνου που οι κορυφές του είναι διαφορετικές από 
την αρχή Ο(0,0). 
 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου ΑΒΓ µε κορυφές Α(x1,y1), Β(x2,y2) και 
Γ(x3,y3)  ισούται µε:  

2 3 3 11 2

2 3 3 11 2

x x x xx x1( )
y y y yy y2

⎡ ⎤
Ε ΑΒΓ = + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
,             (1) 

εάν η διαδροµή Α-Β-Γ είναι αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, 
διαφορετικά µε την αρνητική αυτή ποσότητα.  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ.  
1η περίπτωση: Το σηµείο Ο(0,0) είναι στο εσωτερικό του τριγώνου (βλ. 
Σχήµα 22). 
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(Σχήµα 22) 

 
 
Ε(ΑΒΓ) = Ε(ΑΒΟ) + Ε(ΒΓΟ) + Ε(ΓΑΟ)   

              = 1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3
1 1 1(x y x y ) (x y x y ) (x y x y )
2 2 2

− + − + −   

              = 2 3 3 11 2

2 3 3 11 2

x x x xx x1
y y y yy y2

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

 
2η Περίπτωση: Το σηµείο Ο(0,0) είναι στο εξωτερικό του τριγώνου (βλ. 
Σχήµα 23). 
 
 

 
(Σχήµα 23) 

 
 
Ε(ΑΒΓ) = Ε(ΟΓΑ) + Ε(ΟΒΓ) – Ε(ΟΒΑ) 

              = 3 1 1 3 2 3 3 2 2 1 1 2
1 1 1(x y x y ) (x y x y ) (x y x y )
2 2 2

− + − − −   

              = 1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3
1 1 1(x y x y ) (x y x y ) (x y x y )
2 2 2

− + − + −  
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              = 2 3 3 11 2

2 3 3 11 2

x x x xx x1
y y y yy y2

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                                        □ 

 
 
Γ. Εύρεση εµβαδού τετραπλεύρου 
 

Το εµβαδόν ενός τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ µε κορυφές Α(x1,y1), 
Β(x2,y2), Γ(x3,y3) και ∆(x4,y4) (βλ. Σχήµα 24) ισούται µε: 

  
2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x1( )
y y y yy y y y2

⎡ ⎤
Ε ΑΒΓ∆ = + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
,             (2) 

 
εάν η διαδροµή Α-Β-Γ-∆ είναι αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, 
διαφορετικά µε την αρνητική αυτή ποσότητα.  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Χωρίζουµε το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ σε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και 
ΑΓ∆.  

 

 
(Σχήµα 24) 

Άρα, 
 

2 3 3 1 1 3 3 41 2 4 1

2 3 3 1 1 3 3 41 2 4 1

2 3 3 1 3 1 3 41 2 4 1

2 3 3 1 3 1 3 41 2 4 1

E( ) ( ) ( )

x x x x x x x xx x x x1 1                 
y y y y y y y yy y y y2 2

x x x x x x x xx x x x1 1                 
y y y y y y y yy y y y2 2

ΑΒΓ∆ = Ε ΑΒΓ + Ε ΑΓ∆

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + + + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

                  = 2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x1
y y y yy y y y2

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                         □ 
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∆. Εύρεση εµβαδού οποιουδήποτε κυρτού πολυγώνου 
 
 Το εµβαδόν ενός κυρτού n-γώνου µε κορυφές  Α1(x1,y1), Α2(x2,y2), 
…, Αn(xn,yn) (βλ. Σχήµα 25) ισούται µε: 
 

2 31 2 n 1 n n 1

2 31 2 n 1 n n 1

x xx x x x x x1 ...
y yy y y y y y2

−

−

⎡ ⎤
+ + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
,            (3) 

 
εάν η διαδροµή Α1-Α2-…-Αn είναι αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, 
διαφορετικά µε την αρνητική αυτή ποσότητα. 
  
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Χωρίζω το n-γωνο σε τρίγωνα φέρνοντας όλες τις δυνατές 
διαγώνιους από την Α1.   
 

 
(Σχήµα 25) 

 
Για n=4 η σχέση (3) ισχύει από το αποτέλεσµα της προηγούµενης 
υποενότητας. 
Θα υποθέσουµε ότι η  σχέση (3) ισχύει για n=k  και θα αποδείξουµε ότι 
ισχύει για n=k+1. 
Ισχύει, 

1 2 k 1 1 2 k 1 k k 1E( ... ) ( ... ) ( )+ +Α Α Α = Ε Α Α Α + Ε Α Α Α = 
 

2 31 2 k 1 k k 1 1 k k k 1 k 1 1

2 31 2 k 1 k k 1 1 k k k 1 k 1 1

x xx x x x x x x x x x x x1 1...
y yy y y y y y y y y y y y2 2

− + +

− + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
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= 2 31 2 k 1 k k k 1 k 1 1

2 31 2 k 1 k k k 1 k 1 1

x xx x x x x x x x1 ...
y yy y y y y y y y2

− + +

− + +

⎡ ⎤
+ + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
.         □ 

 
 

Ένας µνηµονικός κανόνας εύρεσης του εµβαδού ενός κυρτού n-
γώνου µε κορυφές  Α1(x1,y1), Α2(x2,y2), …, Αn(xn,yn), όπου η διαδροµή 
Α1-Α2-…-Αn είναι αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, είναι ο ακόλουθος  
[5]: 

 
Γράφουµε σε δύο γραµµές τις  συντεταγµένες του Α1, Α2, Α3, …, 

Αn, A1, ως εξής: 
 

1

1

x
y

  2

2

x
y

  3 n 1

3 n 1

x ... x x
 

y ... y y
  

 
Πολλαπλασιάζουµε κάθε τετµηµένη µε την τεταγµένη της 

επόµενης στήλης και προσθέτουµε τα γινόµενα, στη συνέχεια κάθε 
τεταγµένη µε την τετµηµένη της επόµενης στήλης και προσθέτουµε και 
αυτά τα γινόµενα. Τέλος, αφαιρούµε από το πρώτο άθροισµα το δεύτερο 
και διαιρούµε µε το δύο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ  
  

ΙΣΟΠΕΡΙΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ 
 
 
3.1 Εισαγωγή 
 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε τη σχέση που συνδέει την έννοια του 
µήκους µε την έννοια του εµβαδού για όλες τις κλειστές καµπύλες που 
δεν έχουν αυτοτοµές. Η σχέση αυτή είναι µια ανισωτική σχέση γνωστή 
ως ισοπεριµετρική ανισότητα σύµφωνα µε την οποία: Το εµβαδόν Ε που 
περικλείει µια απλή, κλειστή επίπεδη καµπύλη µήκους A  ικανοποιεί την 
ανισότητα 

2

4
Ε ≤

π
A . 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν η καµπύλη είναι ο κύκλος περιµέτρου A . 
 

Η ισοπεριµετρική ανισότητα είναι, όπως θα δούµε, ισοδύναµη µε 
το ισοπεριµετρικό πρόβληµα το οποίο, σύµφωνα µε τους ειδικούς, είναι 
ίσως το αρχαιότερο πρόβληµα µεγιστοποίησης, που µε απλά λόγια λέει 
το εξής: Από όλες τις καµπύλες του επιπέδου που έχουν το ίδιο µήκος, αυτή 
που περικλείει χωρίο µε το µέγιστο δυνατό εµβαδόν είναι ο κύκλος (και 
µόνον). 

 
Στην Παράγραφο 3.2 παρουσιάζουµε το πώς η παράδοση συνδέει 

το ισοπεριµετρικό πρόβληµα µε το µύθο της ∆ιδούς, της βασίλισσας της 
Καρχηδόνας, όπως τον διέσωσε ο Βιργίλιος στο επικό του ποίηµα την 
Αινειάδα. 

Στην Παράγραφο 3.3 αναλύουµε την ισοδυναµία του 
ισοπεριµετρικού προβλήµατος µε την ισοπεριµετρική ανισότητα δίνοντας 
έµφαση στη βασική δυσκολία (την ύπαρξη της λύσης) που υπήρχε µέχρι 
να δοθεί µία πλήρης λύση στα τέλη του 19ου αιώνα. 

Στις επόµενες οκτώ παραγράφους δίδουµε οκτώ διαφορετικές 
αποδείξεις της ισοπεριµετρικής ανισότητας. Οι τέσσερεις πρώτες είναι 
στοιχειώδεις. Εκτός από την προσέγγιση ενός κυρτού σχήµατος από 
κυρτά πολύγωνα, τα υπόλοιπα επιχειρήµατα εντάσσονται στη στοιχειώδη 
γεωµετρία, χωρίς καµία χρήση της έννοιας του ολοκληρώµατος. Ας 
σηµειωθεί ότι στην πρώτη απόδειξη (Παράγραφος 3.4) παρουσιάζουµε 
µια απόδειξη της ύπαρξης της λύσης του ισοπεριµετρικού προβλήµατος, 
χρησιµοποιώντας ένα κλασικό επιχείρηµα συµπάγειας. Εκεί 
παρουσιάζεται και το γνωστό επιχείρηµα του Steiner. Στις Παραγράφους 
3.4, 3.6 και 3.7 προτείνονται τρεις διαφορετικοί (πιο στοιχειώδεις) τρόποι  
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για να αποφευχθεί η χρήση του επιχειρήµατος συµπάγειας. Στις 
τέσσερεις τελευταίες παραγράφους παρουσιάζουµε ισάριθµες αποδείξεις 
της ισοπεριµετρικής ανισότητας οι οποίες στηρίζονται στους τύπους του 
εµβαδού µέσω ολοκληρώµατος. Μπορεί να γίνουν κατανοητές από έναν 
δευτεροετή φοιτητή µαθηµατικού τµήµατος και κάθε µια τους 
χρησιµοποιεί διαφορετική τεχνική. 

 
 
3.2 Ο Μύθος της ∆ιδούς  
 

 Η παράδοση συνδέει το ισοπεριµετρικό πρόβληµα µε το 
µύθο της ∆ιδούς, της βασίλισσας της Καρχηδόνας, που τοποθετείται 
περίπου στον 9ο π.Χ. αιώνα, και που ο Βιργίλιος διασώζει στο επικό του 
ποίηµα την Αινειάδα. 

 
Ο Βιργίλιος – Publius Vergilius Maro (70 π.Χ. – 19π.Χ.) είναι ο 

εθνικός ποιητής των Ρωµαίων και η Αινειάδα του (Aeneis) θεωρείται  
κλασικό έργο όχι µόνο της 
ρωµαϊκής αλλά και ολόκληρης της 
ευρωπαϊκής λογοτεχνίας, το οποίο 
είναι ισάξιο των ποιηµάτων του 
Οµήρου. Αποτελείται από δώδεκα 
βιβλία και είναι γραµµένο σε 
λατινικούς εξάµετρους στίχους. 
Θέµα του έργου είναι η αναχώρηση 
Αινεία – του µυθικού γενάρχη των 
Ρωµαίων – από την Τροία, οι 
πολυτάραχες περιπλανήσεις του 
στη Μεσόγειο και η περιπετειώδης 
εγκατάστασή του στο Λάτιο της 
Ιταλίας.  

Βιργίλιος (70 π.Χ. – 19π.Χ.) 
 
Όπως αναφέρει ο Βιργίλιος στο πρώτο βιβλίο της Αινειάδας, κατά 

την διάρκεια των περιπλανήσεων του Αινεία πριν  την εγκατάστασή του 
στο Λάτιο, κάποια στιγµή φτάνει στις ακτές της Βόρειας Αφρικής, στην 
Καρχηδόνα της οποίας βασίλισσα είναι η ∆ιδώ, µια πριγκίπισσα µε 
καταγωγή από την Τύρο της Φοινίκης. Πως είχε όµως βρεθεί η ∆ιδώ από 
την Τύρο στη Καρχηδόνα; Σύµφωνα µε τον µύθο, προσπαθώντας να 
ξεφύγει από την καταδίωξη του αδερφού της Πυγµαλίωνα, ο οποίος είχε 
δολοφονήσει τον σύζυγό της Σιχαίο, η πριγκίπισσα ∆ιδώ της Φοινίκης 
αναχώρησε δυτικά παραπλέοντας τις ακτές της Μεσογείου, σε 
αναζήτηση ασύλου. Μια τοποθεσία στο κόλπο της Τύνιδας τράβηξε την 
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προσοχή της. Η ∆ιδώ ήρθε σε διαπραγµάτευση µε τον τοπικό ηγεµόνα 
Ιάρβα, βασιλιά της Νουµιδίας, για να αγοράσει γη, περιορίζοντας στο 
ελάχιστο τις απαιτήσεις της. ∆εν ζητούσε παρά µόνο όση έκταση 
µπορούσε «να κυκλωθεί µε το τοµάρι ενός ταύρου» (Αινειάδα, 367-368). 
Η ∆ιδώ κατάφερε να πείσει τον Ιάρβα και η συµφωνία κλείστηκε. Τότε, 
η πονηρή πριγκίπισσα τεµάχισε το τοµάρι ενός ταύρου σε λεπτές 
λωρίδες, τις έδεσε τη µία µε την άλλη και κύκλωσε µια µεγάλη έκταση 
γης όπου έκτισε ένα φρούριο, το οποίο το ονόµασε Βύρσα (=δέρµα) και 
κοντά του την πόλη της Καρχηδόνας της οποίας έγινε η πρώτη 
βασίλισσα.  

Εκεί λοιπόν την συνάντησε ο Αινείας. Η ∆ιδώ τον ερωτεύτηκε, 
όµως ο δεσµός τους δεν κράτησε πολύ αφού ο Αινείας την εγκατέλειψε 
για να αναζητήσει µια νέα πατρίδα στην Ιταλία. Η ∆ιδώ απελπισµένη από 
την προδοσία του αγαπηµένου της αυτοκτόνησε. Σε αυτή την άτυχη 
ερωτική περιπέτεια αποδίδει η µυθολογία την προαιώνια εχθρότητα 
µεταξύ των Καρχηδονίων απογόνων της ∆ιδούς και των Ρωµαίων 
απογόνων του Αινεία, που εκδηλώθηκε µε τους Καρχηδονιακούς 
Πολέµους του 3ου και 2ου π.Χ. αιώνα. 

 

 
Ο Αινείας και η ∆ιδώ στο ανάκτορο της Καρχηδόνας 

 
Από αυτόν τον µύθο της ∆ιδούς, που διασώζει ο Βιργίλιος στην 

Αινειάδα, προκύπτει το εξής γεωµετρικό πρόβληµα, γνωστό έκτοτε ως 
Πρόβληµα της ∆ιδούς ή Κλασικό Ισοπεριµετρικό Πρόβληµα: Πώς 
έπρεπε να τοποθετήσει πάνω στη γη η ∆ιδώ το δερµάτινο σκοινί που 
έφτιαξε ώστε να περικλείει στο εσωτερικό του τη µεγαλύτερη δυνατή 
έκταση; Και η απάντηση, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, είναι ότι η ∆ιδώ 
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έπρεπε να τοποθετήσει το δερµάτινο σκοινί µε τέτοιο τρόπο ώστε να έχει 
σχήµα κύκλου. 
 
 
3.3 Το ισοπεριµετρικό πρόβληµα και η ισοπεριµετρική ανισότητα 
 

Η διατύπωση λοιπόν του κλασικού ισοπεριµετρικού προβλήµατος 
έχει ως εξής: 
  
ΚΛΑΣΙΚΟ ΙΣΟΠΕΡΙΜΕΤΡΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Από όλες τις απλές, κλειστές 
καµπύλες του επιπέδου µε δοσµένο µήκος, εκείνη που περικλείει το µέγιστο 
εµβαδόν είναι ο κύκλος και µόνον αυτός. 

Όµως, το εµβαδόν Ε του κύκλου περιµέτρου A  είναι ίσο µε 
2

4π
A . 

Συνεπώς το ισοπεριµετρικό πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα 
µέσω µιας ανισοτικής σχέσης µεταξύ εµβαδού και µήκους, γνωστής µε 
τον όρο: ισοπεριµετρική ανισότητα.    
 
ΙΣΟΠΕΡΙΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ. Το εµβαδόν Ε που περικλείει µια απλή, 
κλειστή επίπεδη καµπύλη µήκους A  ικανοποιεί την ανισότητα 

2

4
Ε ≤

π
A . 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν η καµπύλη είναι ο κύκλος περιµέτρου A . 
 
Παρατηρούµε ότι η ισοπεριµετρική ανισότητα, µέσω της 

συγκεκριµένης εκτίµησης συνδέει την έννοια του µήκους µε την έννοια 
του εµβαδού για όλες τις κλειστές καµπύλες του επιπέδου που δεν έχουν 
αυτοτοµές. 
   

Η παλαιότερη απόδειξη για το ισοπεριµετρικό πρόβληµα που 
γνωρίζουµε αποδίδεται στον Έλληνα µαθηµατικό Ζηνόδωρο (περίπου 
200 π.Χ. - 140 π.Χ.), ο οποίος απέδειξε την εξής πρόταση [13]: Αν 
υπάρχει ένα n-γωνο του επιπέδου το οποίο έχει το µέγιστο εµβαδόν µεταξύ 
όλων των n-γώνων µε δοθείσα περίµετρο, τότε αυτό πρέπει να είναι 
κανονικό n-γωνο. Αν και θεώρησε δεδοµένη την ύπαρξη ενός n-γώνου µε 
µέγιστο εµβαδόν, η πρόταση αυτή παίζει κεντρικό ρόλο στην απόδειξη 
του ισοπεριµετρικού προβλήµατος, όπως θα δούµε στην επόµενη 
παράγραφο, αφού τα κανονικά n-γωνα προσεγγίζουν τον κύκλο, καθώς 
το n να τείνει στο +∞ . 

∆υστυχώς το έργο του Ζηνόδωρου «περί ισοµέτρων σχηµάτων», 
όπου διαπραγµατεύεται το ισοπεριµετρικό πρόβληµα, δεν έχει σωθεί. Ότι 
είναι γνωστό προέρχεται από σχετικά σχόλια του Θέωνα του 
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Αλεξανδρέως για το πρώτο βιβλίο της Σύνταξης του Πτολεµαίου και τα 
σχόλια του Πάππου. Λέγεται ότι και ο Αρχιµήδης είχε δώσει λύση στο 
ισοπεριµετρικό πρόβληµα. Όµως δεν έχει σωθεί ούτε η απόδειξη ούτε 
κάποια σχετικά σχόλια. 

 Μετά τον Ζηνόδωρο, ουσιαστικά, η εξέλιξη του προβλήµατος 
συνεχίζεται µε τον Ελβετό µαθηµατικό Jacob Steiner (1796-1863). Παρ’ 
όλο που ο Steiner βρήκε µια απλή απόδειξη για το ισοπεριµετρικό 
πρόβληµα, άφησε εντούτοις ένα κενό: την απόδειξη ύπαρξης της λύσης. 
Οι πρώτες αυστηρές αποδείξεις δόθηκαν από τον Γερµανό Karl 
Weierstrass (1815-1897) µέσω της Θεωρίας Λογισµού Μεταβολών και 
από τους Amandus Schwarz (1843-1921) και Wilhelm Blaschke (1885-
1962) στις αρχές του 20ου αιώνα. 

Μεγάλοι µαθηµατικοί ασχολήθηκαν και έδωσαν τις δικές τους 
αποδείξεις για την ισοπεριµετρική ανισότητα, χρησιµοποιώντας είτε 
στοιχειώδεις τρόπους είτε τεχνικές της διαφορικής γεωµετρίας, της 
αρµονικής ανάλυσης, της µιγαδικής ανάλυσης ή άλλων κλάδων. Στις 
επόµενες παραγράφους παρουσιάζουµε οκτώ από αυτές. 

Το τρισδιάστατο ανάλογο του ισοπεριµετρικού προβλήµατος είναι 
το ισεµβαδικό πρόβληµα, σύµφωνα µε το οποίο από όλες τις κλειστές 
επιφάνειες του χώρου µε δεδοµένο εµβαδόν Ε, αυτή που περικλείει το 
µέγιστο όγκο V,  είναι η σφαίρα. Ή ισοδύναµα, µε όρους αλγεβρικούς, 

π36

3
2 EV ≤ . 

   
 
 
3.4 Πρώτη στοιχειώδης απόδειξη: Επαγωγικά µε επιχείρηµα 
συµπάγειας και επιχείρηµα J. Steiner 
 

Στην παράγραφο αυτή αποδεικνύουµε την ισοπεριµετρική 
ανισότητα επαγωγικά: από τα τρίγωνα στα πολύγωνα και από εκεί στις 
απλές κλειστές καµπύλες. Η απόδειξη της ισοπεριµετρικής ανισότητας 
περνάει µέσα από το ισοπεριµετρικό πρόβληµα. Εδώ, µεταξύ των άλλων, 
παρουσιάζουµε µια απόδειξη της ύπαρξης λύσης του ισοπεριµετρικού 
προβλήµατος µε χρήση επιχειρήµατος συµπάγειας α λα Weierstrass και 
το γνωστό επιχείρηµα συµµετρίας (κατοπτρισµού) του J. Steiner.  
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1. (Ισοπεριµετρική ανισότητα για τα τρίγωνα) Για κάθε 
τρίγωνο µε εµβαδόν Ε και περίµετρο A  ισχύει: 

2

12 3
Ε ≤

A . 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 



 90

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω ΑΒΓ ένα τυχαίο τρίγωνο µε µήκη πλευρών α, β, γ. 
Τότε, από τον τύπο του Ήρωνα (10 µ.Χ. – 75 µ.Χ),  έχουµε 
  

2 2 2 2
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞Ε = − α −β − γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
A A A A , 

 
όπου = α +β + γA . Από την άλλη, λόγω της ανισότητας αριθµητικού-
γεωµετρικού µέσου, είναι 

       

3

3
2 2 2

2 2 2 3 6

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− α + −β + − γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− α −β − γ ≤ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

A A A
A A A A   (1) 

 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της παραπάνω ανισότητας µε 
2
A , 

παίρνοντας τετραγωνικές ρίζες και λαµβάνοντας υπόψη τον τύπο του 
Ήρωνα έχουµε, 
 

2

12 3
Ε ≤

A . 

 
Η ισότητα στη τελευταία σχέση ισχύει όταν ισχύει ισότητα στη σχέση 

(1), δηλαδή αν και µόνο αν 
2 2 2
−α = −β = − γ
A A A  ή ισοδύναµα α = β = γ .   

                                                                                                                   □                          
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2. (Ισοπεριµετρική ανισότητα για τα τετράπλευρα) Για κάθε 
τετράπλευρο µε εµβαδόν Ε και περίµετρο A  ισχύει: 

2

E
16

≤
A . 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν το τετράπλευρο είναι τετράγωνο. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω ένα τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε µήκη πλευρών 
ΑΒ=α, ΒΓ=β, Γ∆=γ, ∆Α=δ. Τότε, από τον τύπο του Brahmagupta 
έχουµε, 
 

2 2
ˆ ˆA16E ( )( )( )( ) 16 cos

2
⎛ ⎞+ Γ

= α +β + γ − δ α +β − γ + δ α −β + γ + δ −α +β + γ + δ − αβγδ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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δηλαδή, 
 

2 2

4

4

ˆ ˆA16E ( 2 )( 2 )( 2 )( 2 ) 16 cos
2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )        0
4

        
16

⎛ ⎞+ Γ
= − α − β − γ − δ − αβγδ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

− α + − β + − γ + − δ⎡ ⎤≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦

=

A A A A

A A A A

A

 

 
ή ισοδύναµα 

2

E
16

≤
A . 

 
Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν 2 2 2 2− α = − β = − γ = − δA A A A  και 
ˆ ˆA + Γ = π  ή ισοδύναµα α = β = γ = δ  και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.     □ 

 
ΣΧΟΛΙΟ. Ο τύπος του Ινδού µαθηµατικού Brahmagupta (598 µ.Χ. – 670 
µ.Χ.) είναι άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι το εµβαδόν ενός 
τετράπλευρου είναι ίσο µε το εµβαδόν δύο τριγώνων και του νόµου των 
συνηµιτόνων.   
 

Τα παραπάνω θεωρήµατα είναι ειδικές  περιπτώσεις (για n = 3 και 
n =4, αντίστοιχα) του παρακάτω γενικότερου αποτελέσµατος: 

 
Αν Ε είναι το εµβαδόν και A  η περίµετρος ενός οποιουδήποτε n-

γώνου τότε  
2

.
4n tan

n

Ε ≤
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  

 
Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν το n-γωνο είναι κανονικό. 
 

Το επόµενο αποτέλεσµα αποδίδεται, εκτός το σκέλος α), στον 
Ζηνόδωρο. Η απόδειξη που παραθέτουµε είναι διαφορετική από αυτή του 
Ζηνόδωρου την οποία ο αναγνώστης µπορεί να δει στο [13]. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.  Αν υπάρχει ένα n-γωνο του επιπέδου το οποίο έχει το µέγιστο 
εµβαδόν µεταξύ όλων των n-γώνων µε δοθείσα περίµετρο, τότε αυτό 
πρέπει α) να είναι κυρτό β) να έχει  ίσες πλευρές και γ) να έχει ίσες  
γωνίες. 
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 Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3 θα χρειαστούµε τα παρακάτω δύο 
λήµµατα. 
 
ΛΗΜΜΑ 1. Απ’ όλα τα τρίγωνα ΑΒΓ µε σταθερή βάση ΑΒ και εµβαδόν Ε, 
το ισοσκελές έχει την ελάχιστη περίµετρο. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Όλα αυτά τα τρίγωνα θα έχουν το ίδιο ύψος, συνεπώς η 
κορυφή Γ θα κείται σε µία ευθεία ε παράλληλη προς τη βάση ΑΒ σε 

απόσταση 2Ε
ΑΒ

. 

 

 
 

Αν Α΄ είναι το συµµετρικό του Α ως προς την ευθεία ε και ∆, Γ΄ τα 
σηµεία που τέµνουν τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΑ΄ και ΒΑ΄ αντίστοιχα 
την ευθεία ε, τότε: 
ΑΓ΄ = Α΄Γ΄ και ΑΓ΄ = Γ΄Β, αφού 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ΄  ΑΓ΄∆  ∆ΓΆ  ́  ΒΓ΄Γ  Γ΄ΒΑΒΑΓ = = = = . Άρα, 
ΑΓ + ΓΒ = Α΄Γ + ΓΒ ≥  Α΄Β = Α΄Γ΄ + Γ΄Β = ΑΓ΄+Γ΄Β.  
Εποµένως το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ΄ έχει την ελάχιστη περίµετρο.     □ 
 
ΛΗΜΜΑ 2. Έστω τετράπλευρο ΑΒΓ∆  µε ΒΓ = Γ∆ = ∆Α = α και ΑΒ =β. Το 
εµβαδόν Ε του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ γίνεται µέγιστο, όταν τούτο είναι 
εγγεγραµµένο σε κύκλο. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. 
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Αν ˆω= Α  και ˆφ = Γ   αρκεί να δείξουµε ότι o180ω+ φ = . 
Αφού,  
 

Εµβ(ΑΒ∆) = 1 sin
2
αβ ω , 

και 

Εµβ(ΒΓ∆) = 21
2
α sinφ  

 
έπεται   

                         2 ( ) sin sinΕµβ ΑΒΓ∆
= β ω+ α φ

α
.            (2) 

 
Επίσης, από τον τύπο του συνηµιτόνου για την πλευρά Β∆ έπεται  

 
2 2 2 2 22 cos 2 2 cosα +β − αβ ω= α − α φ = Β∆  

  

οπότε,                          
2 2

2
β − α

=
α

cos cosβ ω− α φ .                     (3) 

 
Υψώνοντας στο τετράγωνο τις σχέσεις (2) και (3) και προσθέτοντας 
έχουµε, 

22 2 22
2

⎛ ⎞Ε β −α⎛ ⎞ + =⎜ ⎟⎜ ⎟α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 2 2(sin sin cos cos )β + α + ω φ − ω φ αβ  

ή ισοδύναµα, 
22 2 22

2
⎛ ⎞Ε β −α⎛ ⎞ + =⎜ ⎟⎜ ⎟α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 cos( )β + α − αβ ω+ φ . 

 
Τα µεγέθη α, β είναι σταθερά, συνεπώς το εµβαδόν Ε γίνεται µέγιστο αν 
και µόνο αν το δεξί µέλος της τελευταίας ισότητας είναι µέγιστο, δηλαδή 
όταν cos( ) 1ω+ φ = −  ή ισοδύναµα, όταν ω+ φ = π .                                  □ 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 3. Έστω Α1Α2…Αn ένα n-γωνο του επιπέδου το 
οποίο έχει το µέγιστο εµβαδόν µεταξύ όλων των n-γώνων µε δοσµένη 
περίµετρο. 
 
α) Ας υποθέσουµε 
ότι δεν είναι κυρτό.  
Τότε κάποια γωνία 
του, έστω η 

1 2
ˆΑ Α 3Α , θα ήταν 

µεγαλύτερη από 
180ο (βλ. Σχήµα 1). 
Αν Α2΄ το 
συµµετρικό σηµείο 
του Α2 ως προς την 
ευθεία Α1Α3, τότε το n-γωνο Α1Α2Ά3…Αn αν και έχει την ίδια περίµετρο 
µε το αρχικό, έχει µεγαλύτερο εµβαδόν, πράγµα άτοπο ως προς την 
ιδιότητα του µέγιστου εµβαδού. Άρα το n-γωνο είναι κυρτό. 
 
β) Έστω Α1Α2 και Α2Α3 
δύο διαδοχικές άνισες 
µεταξύ τους πλευρές. 
Θεωρούµε την ευθεία ε 
που διέρχεται από το Α2 
και είναι παράλληλη στην 
πλευρά Α1Α3 (βλ. Σχήµα 
2). Αν Β είναι το σηµείο 
της ευθείας ε µε ΒΑ1 = 
ΒΑ3, τότε τα τρίγωνα 
Α1Α2Α3 και Α1ΒΑ3 έχουν το ίδιο εµβαδόν, αφού έχουν κοινή βάση και το 
ίδιο ύψος, αλλά 1 3 1 2 2 3Α Β+ΒΑ < Α Α + Α Α , βάση του Λήµµατος 1. 
Συνεπώς αν µετατοπίσουµε το σηµείο Β κατάλληλα προς την 
κατεύθυνση που είναι κάθετη προς την ευθεία ε, µπορούµε να λάβουµε 
το σηµείο Α2΄ ώστε 1 2 2 3 1 2 2 3

′ ′Α Α + Α Α = Α Α + Α Α . 

Τότε όµως 1 2 3 1 2 3( ) ( )′Εµβ Α Α Α > Εµβ Α Α Α , αφού έχουν κοινή βάση και 
άνισα ύψη. Κατασκευάσαµε, συνεπώς n-γωνο Α1Α2Ά3…Αn µε περίµετρο 
ίση µε το n-γωνο Α1Α2…Αn αλλά µε µεγαλύτερο εµβαδόν, πράγµα άτοπο 
ως προς την ιδιότητα του µέγιστου εµβαδού. Άρα, όλες οι πλευρές είναι 
ίσες µεταξύ τους. 
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γ) Έστω ότι υπάρχουν δύο 
διαδοχικές γωνίες που είναι 
άνισες, ας πούµε οι  2Α̂  και  

3Α̂  (βλ. Σχήµα 3). Από το β), 
ήδη γνωρίζουµε ότι Α1Α2 = 
Α2Α3 = Α3Α4 = … = Α1Αn = 
α. Το τετράπλευρο Α1Α2Α3Α4 
δεν είναι εγγράψιµο σε 
κύκλο, αφού 2 3

ˆ ˆΑ ≠ Α . Οπότε, 
από το Λήµµα 2, αν 
Α1Α2Ά3Ά4 το εγγράψιµο 
τετράπλευρο µε Α1Α2΄ = 
Α2Ά3΄= Α3Ά4 = α τότε, το 
Α1Α2Ά3Ά4…Αn έχει την ίδια περίµετρο µε το Α1Α2…Αn αλλά 
µεγαλύτερο εµβαδόν, πράγµα άτοπο ως προς την ιδιότητα του µέγιστου 
εµβαδού. Άρα, όλες οι γωνίες είναι ίσες µεταξύ τους.                         
□ 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Αν Ε το εµβαδόν και A  η περίµετρος ενός κανονικού n-γώνου, 
τότε, 

2

4n tan
n

Ε =
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

A . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Η περίµετρος A  ενός κανονικού n-γώνου δίδεται από τον 

τύπο 2nR sin
n
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
A , όπου R η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου, 

ενώ το εµβαδόν Ε από τον τύπο r
2

Ε =
A , όπου r η ακτίνα του 

εγγεγραµµένου κύκλου. Όµως r R cos
n
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, συνεπώς 

                               
2

4n tan
n

Ε =
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

A .                              □ 

 
Το θεώρηµα που ακολουθεί είναι πολύ 

σηµαντικό γιατί συµπληρώνει τη πρόταση του 
Ζηνόδωρου, βεβαιώνοντας την ύπαρξη  n-γώνου µε 
µέγιστο εµβαδόν. 
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 Η απόδειξη βασίζεται στο κλασικό επιχείρηµα συµπάγειας του 
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) σε χώρους 
πεπερασµένης διάστασης. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 4. Υπάρχει n-γωνο του επιπέδου το οποίο έχει το µέγιστο 
εµβαδόν µεταξύ όλων των n-γώνων µε δοθείσα περίµετρο. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Επαγωγή ως προς n. Για n = 3 το ζητούµενο έπεται από το 
θεώρηµα 1. Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για τα πολύγωνα µε 
πλήθος πλευρών µικρότερο ή ίσο του n-1. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει n-
γωνο µέγιστου εµβαδού µεταξύ των n-γώνων µε δοσµένη περίµετρο A . 
Επειδή αν υπάρχει τέτοιο n-γωνο πρέπει να είναι κυρτό,  θα 
περιοριστούµε στη κλάση των κυρτών n-γώνων. 
 

Ένα n-γωνο Α1Α2…Αn καθορίζεται από τις n  το πλήθος κορυφές 
του Α1(x1,y1), Α2(x2,y2), …, Αn(xn,yn), δηλαδή από τους 2n αριθµούς x1, 
y1, x2, y2, …, xn, yn. Για το λόγο αυτό θα δουλέψουµε στο 2n\  κάθε 
σηµείο του οποίου στο εξής θα το αντιλαµβανόµαστε ως µία n-άδα 
σηµείων του επιπέδου. 

 
Το εµβαδόν κάθε κυρτού n-γώνου Α1Α2…Αn είναι ίσο µε το 

άθροισµα των εµβαδών των τριγώνων Α1Α2Α3,  Α1Α3Α4, …, Α1Αn-1An 
Συνεπώς, το εµβαδόν Ε του n-γώνου Α1Α2…Αn µε Α1(x1,y1), Α2(x2,y2), 
…, Αn(xn,yn) δίδεται από το τύπο 

|
1
1
1

|
2
1),,...,,(

3
11

11

11 ∑
=

−−=
n

i
ii

iinn

yx
yx
yx

yxyxE  

ο οποίος ορίζει για συνεχή συνάρτηση στο 2n\ . 
 
 Εστιάζουµε το ενδιαφέρον µας όχι σε ολόκληρο το 2n\  αλλά σε 
ένα συγκεκριµένο υποσύνολο του Κ που καθορίζεται από τις παρακάτω 
τέσσερις συνθήκες: 
(α) Τα (x1,y1), (x2,y2), …, (xn,yn) είναι κορυφές του κυρτού n-γώνου. 
(β) 2 2 2 2

1 2 1 2 n 1 n 1(x x ) (y y ) ... (x x ) (y y )− + − + + − + − = A . 
(γ) 1 1(x , y ) (0,0)= . 
 

Η συνθήκη (γ) δεν περιορίζει το γεωµετρικό ζητούµενο της προς 
απόδειξη πρότασης, δεδοµένου ότι τόσο το µήκος όσο και το εµβαδόν 
είναι γεωµετρικά µεγέθη που παραµένουν αναλλοίωτα από τις ισοµετρίες 
του επιπέδου. Συνεπώς δεν περιορίζεται η γενικότητα εάν υποθέσουµε 
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ότι η κορυφή Α1 του n-γώνου ταυτίζεται µε την αρχή των αξόνων του 
επιπέδου. 
 

Η τέταρτη συνθήκη που θα θέσουµε έχει τεχνικό χαρακτήρα και 
τίθεται για τον αποκλεισµό περιπτώσεων εκφυλισµού. Για τη διατύπωση 
της επιλέγουµε αυθαίρετα έναν αριθµό α µεταξύ του εµβαδού του 
κανονικού (n-1)-γώνου και του εµβαδού του κανονικού n-γώνου, 
περιµέτρου A . ∆ηλαδή, 

 
2 2

4(n 1) tan 4n tan
n 1 n

< α <
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A . 

 
Η τέταρτη συνθήκη περιορίζει τα n-γωνα σε αυτά που έχουν εµβαδόν 
τουλάχιστον α: 
(δ) 1 1 n n(x , y ,...,x , y )Ε ≥ α . 
  

Το σύνολο Κ είναι προφανώς µη κενό, αφού περιέχει το κανονικό 
n-γωνο. Το σύνολο Κ είναι επίσης κλειστό και φραγµένο. Το ότι είναι 
φραγµένο είναι άµεση συνέπεια των συνθηκών (β), (γ). Το να είναι το 
σύνολο Κ κλειστό σηµαίνει ότι αν µια ακολουθία n-γώνων Ρ1, Ρ2, …, Ρκ, 
… πληρεί τις συνθήκες (α), (β), (γ), (δ) και συγκλίνει σε ένα n-γωνο Ρ, 
τότε το Ρ πληρεί τις συνθήκες (α), (β), (γ), (δ). Η σύγκλιση των n-γώνων 

( ) ( ) ( )
1 2 n... ,  κ 1,2,...κ κ κ

κΡ = Α Α Α =  στο Ρ = Α1Α2…Αn νοείται µε την έννοια 
ότι  ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 n n,  ,  ..., κ κ κΑ →Α Α →Α Α →Α  καθώς κ→ +∞ , ως σηµεία του 
επιπέδου. 
  

Γνωρίζουµε ότι το όριο διατηρεί τις ισότητες και τις ανισότητες. 
Εποµένως, το οριακό n-γωνο Ρ, πληρεί τις συνθήκες (β), (γ), (δ) και το 
µισό τις συνθήκης (α), την κυρτότητα, αφού ένα πολύγωνο είναι κυρτό 
αν κάθε γωνία του είναι ≤ π . Αυτό που µένει είναι να δειχθεί ότι το Ρ 
είναι όντως n-γωνο, δηλαδή ότι τα Α1, Α2, …, Αn είναι ανά δύο 
διαφορετικά. Μια τέτοια όµως περίπτωση εκφυλισµού αποκλείεται από 
τη συνθήκη (δ). Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι 1 2Α ≡ Α  ενώ όλες οι άλλες 
κορυφές είναι ανά δύο διαφορετικές. Τότε, δεν έχουµε n-γωνο αλλά (n-
1)-γωνο, το Α1Α3Α4…Αn, που εξακολουθεί, λόγω συνθήκης (β), να έχει 
περίµετρο A . Από επαγωγική υπόθεση, υπάρχει  (n-1)-γωνο µέγιστου 
εµβαδού, το οποίο, από θεώρηµα 2, είναι αναγκαστικά το κανονικό (n-1)-
γωνο. Άρα, 
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2

1 3 4 n( ... )
4(n 1) tan

n 1

Ε Α Α Α Α ≤ < α
π⎛ ⎞− ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A . 

 
Όµως, ( ) ( ) ( )

1 2 n( ... )κ κ κΕ Α Α Α ≥ α , για κάθε κ = 1, 2, …. Παίρνοντας όρια, 
καθώς κ→ +∞ , έπεται 1 3 4 n( ... )Ε Α Α Α Α ≥ α , που αντιφάσκει στην 
παραπάνω ανισότητα. Οι υπόλοιπες περιπτώσεις µπορούν να 
αποκλειστούν όµοια. 
 
 Την απόδειξη ολοκληρώνει το θεώρηµα του Weierstrass, το οποίο 
εγγυάται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση που ορίζεται σε ένα κλειστό και 
φραγµένο υποσύνολο ενός ευκλείδειου χώρου πεπερασµένης διάστασης, 
λαµβάνει µέγιστη τιµή.                                                                              □ 

 
Τα Θεωρήµατα 3 και 4 µπορούν να αναδιατυπωθούν ως εξής:  

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 5. Απ’ όλα τα n-γωνα µε σταθερή περίµετρο A , το κανονικό n-
γωνο, και µόνο αυτό, έχει το µέγιστο εµβαδόν. 
 
Άµεση συνέπεια της παραπάνω πρότασης και του Θεωρήµατος 5 είναι το 
παρακάτω αποτέλεσµα. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1. (Ισοπεριµετρική ανισότητα για n-γωνα) Αν Ε είναι το 
εµβαδόν και A  η περίµετρος ενός οποιουδήποτε n-γώνου τότε , 
 

2

.
4n tan

n

Ε ≤
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  

 
Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν το n-γωνο είναι κανονικό. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 4 και της Πρότασης 1.      
□ 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 2. Αν Ε είναι το εµβαδόν καιA  η περίµετρος ενός οποιουδήποτε 
n-γώνου, τότε 

2

4
Ε ≤

π
A . 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 1, και του γεγονότος ότι 

tan ,α ≥ α  για κάθε 0
2
π

≤ α ≤ .                                                                   □ 

 
Ένα από τα πλεονεκτήµατα της τελευταίας ανισότητας είναι ότι οι 

σταθερές που περιέχει είναι ανεξάρτητες από το πλήθος των πλευρών του 
πολυγώνου. 

Ας θεωρήσουµε µια τυχαία απλή, κλειστή καµπύλη µήκους  A  που 
περικλείει εµβαδόν Ε, µπορούµε να κατασκευάσουµε µια ακολουθία 
εγγεγραµµένων πολυγώνων Pn, περιµέτρου nA  και εµβαδού Εn, n=1, 2, 3, 
…  ώστε 

n n και → Ε →ΕA A . 
Όµως για τα πολύγωνα, από το Πόρισµα 2, έχουµε 
 

2
n

n ,  n=1, 2, 3, ...
4

Ε ≤
π
A  

Αφήνοντας το n να τείνει στο άπειρο, έχουµε 
 

2

4
Ε ≤

π
A . 

 
Συνεπώς, 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 6. Το εµβαδόν Ε που περικλείει µία απλή, κλειστή επίπεδη 
καµπύλη µήκους  A  ικανοποιεί την ανισότητα 

2

4
Ε ≤

π
A . 

Ή ισοδύναµα, 
Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από µια οποιαδήποτε απλή, 
κλειστή καµπύλη µε δεδοµένο µήκος δεν υπερβαίνει το εµβαδόν που 
περικλείει ένας κύκλος µε περιφέρεια ίδιου µήκους. 
 

Ολοκληρώνουµε αποδεικνύοντας ότι η 
ισότητα στην τελευταία ανισότητα ισχύει αν και 
µόνο αν η καµπύλη είναι κύκλος, δηλαδή ότι αν µια 
απλή, κλειστή καµπύλη µε δεδοµένο µήκος 
περικλείει χωρίο µε µέγιστο εµβαδόν, τότε αυτή 
πρέπει να είναι κύκλος. Η απόδειξη που ακολουθεί 
οφείλεται στον Ελβετό µαθηµατικό Jacob Steiner 
(1796-1863) που είναι πολύ γνωστός για την 
συνεισφορά του στην προβολική γεωµετρία. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 7 (J. Steiner). Αν µια απλή, κλειστή επίπεδη καµπύλη περικλείει 
το µέγιστο εµβαδόν µεταξύ όλων των απλών, κλειστών επιπέδων 
καµπυλών µε δοσµένο µήκος, τότε: 
α) Αυτή πρέπει να είναι κυρτή, δηλαδή το εσωτερικό της να είναι κυρτό 
σύνολο. 
β) Αν δύο σηµεία Α, Β διαιρούν την καµπύλη σε δύο µέρη ίσου µήκους, 
τότε η χορδή ΑΒ διαιρεί το χωρίο που περικλείει η καµπύλη σε δύο 
ισεµβαδικά χωρία. 
γ) Έστω Α, Β δύο σηµεία που διαιρούν την καµπύλη σε δύο µέρη ίσου 
µήκους. Αν το Γ είναι οποιοδήποτε σηµείο της καµπύλης, τότε η γωνία 
ΑΓΒ είναι ορθή. ∆ηλαδή η καµπύλη είναι κύκλος.  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. α) Αν δεν ήταν κυρτή τότε θα περιείχε δύο σηµεία Α, Β 
τέτοια ώστε τα τόξα ΑΓΒ και Α∆Β που συνδέουν τα Α και Β να 
βρίσκονται στην ίδια πλευρά της ευθείας ΑΒ (βλ. Σχήµα 4). 
Αντικαθιστώντας το τόξο ΑΓΒ µε το συµµετρικό του ως προς την ευθεία 
ΑΒ λαµβάνουµε µια νέα καµπύλη µε το ίδιο µήκος αλλά µε µεγαλύτερο 
εµβαδόν. Άτοπο, προς την ιδιότητα του µέγιστου εµβαδού. 

 
(Σχήµα 4) 

 
β) Αν η χορδή ΑΒ διαιρούσε το χωρίο σε δύο µέρη µε άνισα εµβαδά, 
τότε το σχήµα που θα δηµιουργείτο από το µέρος µε το µεγαλύτερο 
εµβαδόν και το συµµετρικό του ως προς τη χορδή ΑΒ θα αντιπροσώπευε 
ένα σχήµα µε ίση περίµετρο και µεγαλύτερο εµβαδόν. Άτοπο, προς την 
ιδιότητα του µέγιστου εµβαδού. 
Σηµειώνουµε ότι τέτοια σηµεία Α, Β που διχοτοµούν µια απλή, κλειστή 
καµπύλη µε πεπερασµένο µήκος πάντα υπάρχουν και δεν είναι βέβαια 
µοναδικά. 
 
γ) Θα χρειαστούµε να έχουµε υπόψη µας ότι: Μεταξύ όλων των τριγώνων 
ΑΒΓ που έχουν τις πλευρές ΓΑ και ΓΒ δοσµένου µήκους, το ορθογώνιο 
τρίγωνο µε ορθή γωνία τη Γ, έχει το µεγαλύτερο εµβαδόν, το οποίο είναι 

άµεση συνέπεια του τύπου 1 ˆ( ) sin
2

Εµβ ΑΒΓ = ΓΑ ΓΒ Γ . 
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                                                 (Σχήµα 5) 
 
  Έστω ότι υπήρχε σηµείο Γ της καµπύλης για το οποίο η γωνία 

ˆΑΓΒ  δεν είναι ορθή. Έστω Ε1 το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από την καµπύλη και το ευθύγραµµο τµήµα ΓΑ, και Ε2 το εµβαδόν του 
χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη και το ευθύγραµµο τµήµα ΓΒ 
(βλ. Σχήµα 5). Στρέφουµε το χωρίο Ε2 γύρω από το σηµείο Γ µέχρις  
ότου η γωνία ˆ ′ΑΓΒ  να γίνει ορθή. Τότε ( ) ( )′Εµβ ΑΒΓ < Εµβ ΑΒ Γ  και 
συνεπώς το νέο χωρίο ΑΓΒΆ έχει µεγαλύτερο εµβαδόν από το χωρίο 
ΑΓΒΑ ενώ το µήκος της νέας καµπύλης ΑΓΒ΄ είναι ίσο µε το µήκος της 
καµπύλης ΑΓΒ. 
  Το σχήµα που θα διαµορφωθεί από το νέο χωρίο ΑΓΒΆ και το 
συµµετρικό του ως προς το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ θα έχει ίση περίµετρο 
µε το αρχικό αλλά µεγαλύτερο εµβαδόν. Άτοπο, ως προς την ιδιότητα 
του µέγιστου εµβαδού.                                                                              
 

Υπάρχει ένα σηµείο που πρέπει να διασαφηνιστεί. Όλα όσα 
αναφέραµε ισχύουν υπό την προϋπόθεση ότι µετά τη στρέψη το νέο 
χωρίο µε εµβαδόν Ε2 δεν έχει κοινή επικάλυψη µε το Ε1. 
 

 
                                                    (Σχήµα 6) 
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Τούτο δεν είναι αληθές διότι το χωρίο που περικλείεται από την 
καµπύλη, λόγω α), είναι κυρτό και εποµένως σε κάθε σηµείο της 
καµπύλης, και άρα και στο Γ, υπάρχει ευθεία στήριξης x΄x η οποία 
αφήνει όλο το κυρτό σύνολο από τη µια πλευρά του (βλ. Σχήµα 6). 
Συνεπώς το αν τα χωρία Ε1, Ε2 µετά από στρέψη περί το σηµείο Γ 
αποκτήσουν κοινή επικάλυψη καθορίζεται από το πότε οι ηµιευθείες Γx, 
Γx΄ συναντηθούν µετά την στρέψη περί το σηµείο Γ. Αν λοιπόν η 
ηµιευθεία Γx΄ παραµένει σταθερή τότε η ηµιευθεία Γx έχει ένα 
περιθώριο 180ο, περιστρεφόµενη περί το Γ αντιωρολογιακά, για να 
συναντήσει την Γx΄, δηλαδή πολύ περισσότερο από ότι χρησιµοποιήσαµε 
στην επιχειρηµατολογία µας. 
Έτσι ολοκληρώθηκε η απόδειξη.                                                            □ 
                                                              
Άµεση συνέπεια των Θεωρηµάτων 6 και 7 είναι το ακόλουθο θεώρηµα. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 8. (Ισοπεριµετρική ανισότητα για απλές, κλειστές καµπύλες) 
 Το εµβαδόν Ε που περικλείει µια απλή, κλειστή επίπεδη καµπύλη µήκους 
A  ικανοποιεί την ανισότητα 

2

4
Ε ≤

π
A . 

 
Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν η καµπύλη είναι ο κύκλος περιµέτρου A . 
 
 
 
3.5 ∆εύτερη στοιχειώδης απόδειξη: τύπου Bonnesen (I) 
 

Το κρίσιµο σηµείο στην απόδειξη της ισοπεριµετρικής ανισότητας  
2

4
Ε ≤

π
A        (1) 

για κάθε απλή κλειστή καµπύλη, είναι η απόδειξη της στην ειδική 
περίπτωση που η καµπύλη είναι κυρτό πολύγωνο, (αφού από τα κυρτά 
πολύγωνα, µέσω ορίου, περνάµε στις κυρτές καµπύλες και από τις κυρτές 
καµπύλες στις απλές καµπύλες µέσω του τεχνάσµατος της κυρτής θήκης: 
η κυρτή θήκη ενός σχήµατος έχει µεγαλύτερο εµβαδόν αλλά µικρότερη 
περίµετρο). 
 Όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, η απόδειξη της 
ισοπεριµετρικής ανισότητας (1) για κυρτά πολύγωνα πέρασε µέσα από 
ένα επιχείρηµα συµπάγειας. Τώρα θα αποδείξουµε την ίδια ανισότητα µε 
ένα στοιχειωδέστερο τρόπο, χωρίς χρήση συµπάγειας, ακολουθώντας την 
επιχειρηµατολογία του Ν. ∆εργιαδέ [8]. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ. Για κάθε κυρτό πολύγωνο µε περίµετρο A  και εµβαδόν Ε 
ισχύει: 

2

4
Ε ≤

π
A . 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω ένα κυρτό πολύγωνο ΑΒΓ…Ι. Επιλέγω δύο σηµεία του 
πολυγώνου, ας πούµε την κορυφή Α και το σηµείο Χ, που διχοτοµούν 
την περίµετρο. Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΧ χωρίζει την πολυγωνική 
περιοχή σε δύο περιοχές, ενδεχοµένως όχι ισεµβαδικές. Συνεπώς,  
 

(α) E E
2

ΑΒ+ΒΓ + Γ∆ + ∆ + Χ =
A  και ας δεχτούµε ότι 

 
(β) η πολυγωνική περιοχή ΑΒΓ∆EΧΑ είναι µεγαλύτερη από την 
συµπληρωµατική της, δηλαδή αν 1Ε  το εµβαδόν της περιοχής 

ΑΒΓ∆EΧΑ, τότε 1 2
Ε

Ε ≥ . 

 

 
Έστω Ο το µέσο του ΑΧ και έστω Γ η ποιο αποµακρυσµένη 

κορυφή του πολυγώνου ΑΒΓ∆EΧ από το σηµείο Ο. Έστω ΟΓ = ρ. Με 
κέντρο Ο και ακτίνα ρ σχεδιάζουµε κύκλο. Από τα σηµεία Α και Χ 
φέρνουµε κάθετες προς την ακτίνα ΟΓ που τέµνουν τον κύκλο στα 
σηµεία Α΄, Χ΄ αντίστοιχα. Τότε, λόγω συµµετρίας, το κοµµάτι 
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ΑΑ΄ΓΧ΄ΧΑ του κυκλικού δίσκου έχει εµβαδόν ίσο µε 21
2
πρ . 

Κατασκευάζουµε τώρα, έξω από το πολύγωνο ΑΒΓ∆EΧ, 
παραλληλόγραµµα τα οποία εφάπτονται του κύκλου και έχουν βάσεις τις 
πλευρές ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆E, EΧ. 
 Η πολυγωνική περιοχή ΑΒΓ∆EΧΑ είναι ένωση των τριγώνων 
ΟΑΒ, ΟΒΓ, ΟΓ∆, Ο∆E, ΟEΧ. Αν µε αi συµβολίσουµε τη βάση κάθε 
τέτοιου τριγώνου, µε hi το ύψος και di = ρ – hi , τότε  

1 i i
i

1 h
2

Ε = α∑ . 

Αν µε Ε2 συµβολίσουµε το εµβαδόν των παραλληλογράµµων, τότε 

2 i i i i 1
i i

E d ( h ) 2E
2

= α = α ρ − = ρ ⋅ −∑ ∑ A
. 

Όµως,  
2

1 2
1E E
2

+ ≥ πρ  

εποµένως, 
2

1
1E

2 2
ρ ⋅ − ≥ πρ
A  

δηλαδή, 
2

12E 0πρ − ρ + ≤A  
ή ισοδύναµα, 

22 2

12E 0
2 4

⎛ ⎞⎛ ⎞π ρ − − − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A  

απ’ όπου έπεται, 
2

12E 0
4

− ≥
π
A . 

Όµως 1 2
Ε

Ε ≥ , συνεπώς 

                               
2

4
Ε ≤

π
A .                                           □ 

 
Η παραπάνω απόδειξη απλοποιεί την απόδειξη του Bonnesen [2], 

[3]. 
Για το πότε ισχύει η ισότητα στην ισοπεριµετρική ανισότητα, το 

παραπάνω επιχείρηµα δεν δίνει απάντηση. Απάντηση µπορεί να δοθεί 
π.χ. µε το επιχείρηµα του Steiner. Μια παρεµφερή (αλλά κατά ουσιώδη 
τρόπο διαφορετική) απόδειξη που καλύπτει και το ερώτηµα της ισότητας, 
παρουσιάζουµε στην µεθεπόµενη παράγραφο. 
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3.6 Τρίτη στοιχειώδης απόδειξη: Επιχείρηµα σύγκρισης του Lawlor 
 
 Όπως ήδη έχουµε αναφέρει η ισοπεριµετρική ανισότητα  

                                        
2

4
Ε ≤

π
A                                             (1) 

 
δεν είναι τίποτα άλλο από µια αναδιατύπωση της γεωµετρικής πρότασης: 
µεταξύ όλων των απλών, κλειστών καµπυλών µε δοσµένη περίµετρο A , ο 
κύκλος περικλείει το µέγιστο εµβαδόν. 

 
Υπενθυµίζουµε ότι η ιδιότητα του µέγιστου εµβαδού υποβιβάζει 

την απόδειξη µονάχα στη περίπτωση των κυρτών (και όχι όλων των 
απλών) κλειστών καµπυλών. Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουµε 
µια απόδειξη της σχέσης (1) συγκρίνοντας µε έναν ορισµένο τρόπο το 
εµβαδόν ενός τυχαίου κυρτού σχήµατος περιµέτρου A  µε το εµβαδόν του 
κυκλικού δίσκου περιµέτρου A , ακολουθώντας το [18]. 
  

Έστω Κ η περιοχή που περικλείεται από µια κυρτή κλειστή 
καµπύλη και n 2≥  ένας φυσικός αριθµός. 
 Επιλέγουµε 2n σηµεία Α0, Α1, Α2, …, Α2n-1 πάνω στη κυρτή 
καµπύλη έτσι ώστε το µήκος της κυρτής καµπύλης µεταξύ κάθε δύο 

διαδοχικών σηµείων να είναι ακριβώς  
2n
A . Συµβολίζουµε µε Κ2n το 

κυρτό πολύγωνο που ορίζεται από τις κορυφές Α0, Α1, Α2, …, Α2n-1 αν τις 
ενώσουµε διαδοχικά. 
                

 
Θεωρούµε το κανονικό 2n-γωνο Η2n µε κέντρο Β και κορυφές Β0, 

Β1, …, Β2n-1 κάθε πλευρά του οποίου έχει µήκος 
2n
A . 
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Έτσι το µεν πολύγωνο Κ2n είναι µια προσέγγιση της κυρτής περιοχής Κ 
το δε πολύγωνο Η2n είναι µια προσέγγιση του κυκλικού δίσκου 
περιµέτρου A . 
 

 
κανονικό 2n-γωνο Η2n                                         κυρτό 2n-γωνο Κ2n 
  
Χωρίς περιορισµό της γενικότητας ας υποθέσουµε ότι τόσο το 

ευθύγραµµο τµήµα Α0Αn όσο και το Β0Βn είναι παράλληλα προς τον 
ορίζοντα (αλλιώς εκτελούµε κατάλληλη στροφή που ως γνωστό αφήνει 
αναλλοίωτα τόσο τα µήκη όσο και τα εµβαδά). 

Από κάθε κορυφή Αi ( i 0,1,...,2n 1= − ) φέρνουµε ηµιευθεία ir  η 
οποία είναι παράλληλη και έχει την ίδια φορά µε το διάνυσµα iB B . Κάθε 
δύο διαδοχικές ηµιευθείες ir  και i 1+r  µπορεί να τέµνονται µπορεί όµως 
και όχι, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 

 
 

 
  
Αν οι ηµιευθείες ir  και i 1+r  τέµνονται σε κάποιο σηµείο Pi, τότε την 
τριγωνική περιοχή ΑiAi+1Pi την συµβολίζουµε µε Ti. Αλλιώς, το Τi θα 
συµβολίζει το ευθύγραµµο τµήµα ΑiAi+1. 
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Θα αποδείξουµε ότι: 
(α) i i i 1( ) (B B B)+Εµβ Τ ≤ Εµβ , για κάθε i 0,1,...,2n 1= −  

(β) 
2n 1

2n i
i 0

K T
−

=

⊂ ∪ . 

Όσο αφορά τη σχέση (α): Αν το Τi είναι ευθύγραµµο τµήµα τότε 
i( ) 0Εµβ Τ =  και η ανισότητα αληθεύει κατά τετριµµένο τρόπο. Αν το Τi 

είναι τρίγωνο, τότε: i) η βάση ΒiBi+1 του τριγώνου ΒiBi+1Β έχει µήκος 

ακριβώς 
2n
A  και ii) οι άλλες δύο πλευρές του Τi είναι, εκ κατασκευής, 

παράλληλες προς τις άλλες δύο πλευρές του τριγώνου ΒiBi+1Β. Άρα, 
i i i 1( ) (B B B)+Εµβ Τ ≤ Εµβ . 
 
Όσο αφορά τη σχέση (β): θα την αποδείξουµε µε απαγωγή στο 

άτοπο. Ας είναι Ρ ένα σηµείο του Κ2n που δεν ανήκει σε κανένα Τi. 
Φυσικά το σηµείο Ρ ανήκει στο εσωτερικό του Κ2n, αφού κάθε Τi 
περιέχει την πλευρά ΑiAi+1. Αν ε0 είναι η οριζόντια ευθεία που διέρχεται 
από τις κορυφές Α0 και Αn, τότε η ευθεία ε0 χωρίζει το Κ2n σε δύο 
κοµµάτια: ένα πάνω (Κ2n΄) και ένα κάτω (Κ2n΄΄). Ας υποθέσουµε ότι 

2nP K ′∈ . Η απόδειξη για την περίπτωση που 2nP K ′′∈  είναι όµοια. Ας 
σηµειωθεί ότι οι ηµιευθείες 0r  και nr  ανήκουν πάνω στην ευθεία ε0 και η 
φορά της µιας είναι αντίθετη προς τη φορά της άλλης. 

Φέρνουµε την ευθεία ε που διέρχεται από το Ρ και είναι 
παράλληλη στον ορίζοντα. Ας είναι Ακ, Ακ+1, …, Αλ οι κορυφές του Κ2n΄ 
που βρίσκονται πάνω από την ευθεία ε. Φυσικά µπορεί κ = λ. Όµως όλες 
οι ηµιευθείες 1 n 1,  ..., −r r  έχουν κατεύθυνση προς τα κάτω. 

 

 
 

Για τις ηµιευθείες κr  και λr  υπάρχουν οι εξής τρεις περιπτώσεις: 
Περίπτωση 1η: Η ηµιευθεία λr  τέµνει την ευθεία ε δεξιά του Ρ, 
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τότε όπως φαίνεται και στο σχήµα το Ρ οφείλει να περιέχεται στο 
τρίγωνο Τλ, πράγµα άτοπο. 
  
Περίπτωση 2η: Η ηµιευθεία κr  τέµνει την ευθεία ε αριστερά του Ρ. 
(όµοια επιχειρηµατολογία όπως στην Περίπτωση 1) 
 
Περίπτωση 3η: Η ηµιευθεία κr  τέµνει την ευθεία ε δεξιά του Ρ και η 
ηµιευθεία λr  τέµνει την ευθεία ε αριστερά του Ρ. 
 

 
 

Τότε υπάρχει δείκτης j, µε jκ ≤ ≤ λ , ώστε οι ηµιευθείες 1 j,  , ..., κ κ+r r r  
τέµνουν την ευθεία ε δεξιά του Ρ ενώ οι ηµιευθείες j 1,  ..., + λr r  την 
τέµνουν αριστερά του Ρ. Τότε όµως, jP T∈ , πράγµα άτοπο. 

Είµαστε έτοιµοι τώρα να ολοκληρώσουµε την απόδειξη της 
τριγωνικής ανισότητας. 
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Από τη σχέση (1) προκύπτει 
 

2n 0 1 2n 1

( )

0 1 1 2 2n 1 0

2n

( ) ( ) ( ) ... ( )

               (B B B) (B B B) ... (B B B)
               (H )

−

α

−

Εµβ Κ ≤ Εµβ Τ + Εµβ Τ + + Εµβ Τ

≤ Εµβ + Εµβ + + Εµβ

= Εµβ

 

 
συνεπώς, 

2n 2n( ) (H )Εµβ Κ ≤ Εµβ . 
 
Όµως το εµβαδόν του πολυγώνου Κ2n προσεγγίζει το εµβαδόν Ε 

της κυρτής περιοχής Κ ενώ το εµβαδόν του κανονικού 2n-γώνου Η2n 

προσεγγίζει το εµβαδόν του κυκλικού δίσκου περιµέτρου 
2n
A , το οποίο 

είναι ίσο µε 
2

2π
A . Παίρνοντας λοιπόν το όριο καθώς n →∞  στην 

τελευταία ανισότητα, προκύπτει 
 

                                  
2

4
Ε ≤

π
A .                                                    □ 

 
 
3.7 Τέταρτη στοιχειώδης απόδειξη: τύπου Bonnesen (IΙ) – ισχυρή 
έκδοση 
 

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουµε µια απόδειξη της 
ισοπεριµετρικής ανισότητας: 
(α) αν µια απλή, κλειστή επίπεδη καµπύλη γ έχει µήκος A  και περικλείει 
περιοχή εµβαδού Ε, τότε 

2

E
4

≤
π
A  

(β) αν ισχύει η ισότητα στην παραπάνω ανισότητα, τότε η καµπύλη γ είναι 
κύκλος 
η οποία στηρίζεται στην εξής απλή ιδέα:  

Εγγράφουµε και περιγράφουµε δύο κατάλληλους κύκλους στην 
καµπύλη γ µε ακτίνες R εσ  και R εξ  αντίστοιχα. 
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Θα αποδείξουµε ότι: 

 
2 2 24 (R R )εξ εσ− πΕ ≥ π −A . 

 
Από την ανισότητα αυτή προκύπτει κατά προφανή τρόπο και το σκέλος 
(α) και το σκέλος (β) της ισοπεριµετρικής ανισότητας, αφού 

2 2(R R ) 0εξ εσπ − ≥ , ενώ αν 2 4 0− πΕ =A τότε R Rεξ εσ=  και άρα η 
καµπύλη γ είναι κύκλος. Αυτό ακριβώς το σηµείο της παρούσας 
απόδειξης είναι και ένα από τα πλεονεκτήµατά της έναντι των τριών 
προηγούµενων αποδείξεων, οι οποίες απαιτούσαν διαφορετική 
επιχειρηµατολογία για το σκέλος (β). 
 

Η τελευταία ανισότητα είναι συνέπεια µιας γενικότερης 
ανισότητας που απόδειξε ο Bonnesen το 1929 [2]. Εδώ θα 
παρουσιάσουµε την απόδειξη του Fejes-Toth [10] που 
συµπεριλαµβάνεται στο άρθρο [21] του R. Osserman, στο οποίο 
παρέχεται µια εκτενέστερη πληροφόρηση πάνω στις ανισότητες τύπου 
Bonnesen. 

 
 Όπως έχουµε ήδη δει αρκεί να αποδείξουµε την ισοπεριµετρική 
ανισότητα για κυρτές καµπύλες, αφού η γενική περίπτωση µπορεί να 
καλυφθεί µε το επιχείρηµα της κυρτής θήκης η οποία έχει µεγαλύτερο 
εµβαδόν αλλά µικρότερη περίµετρο. 
  

Έστω Κ η περιοχή που περικλείεται από την καµπύλη γ. 
Συµβολίζουµε µε R εξ  την ακτίνα του µικρότερου κυκλικού δίσκου που 
περιέχει το Κ και µε Rεσ  την ακτίνα του µεγαλύτερου κυκλικού δίσκου 
που περιέχεται στο Κ. Ακριβέστερα, 
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2

2

R inf{r 0 : ά  p  µε K D(p,r)}

R sup{r 0 : ά  p  µε D(p,r) K},
εξ

εσ

= > υπ ρχει ∈ ⊂

= > υπ ρχει ∈ ⊂

\

\
 

 
όπου D(p,r)  είναι ο κυκλικός δίσκος κέντρου p και ακτίνας r. 

Η ανισότητα του Bonnesen συνδέει τα τέσσερα γεωµετρικά µεγέθη 
A , Ε, Rεσ , R εξ . 
 
ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ BONNESEN. Αν µια κυρτή, κλειστή καµπύλη γ έχει µήκος A  και 
περικλείει περιοχή εµβαδού Ε, τότε 
                                        2s s E 0π − + ≤A ,                 
για κάθε  R s Rεσ εξ≤ ≤ . 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ. Αν µια κυρτή, κλειστή καµπύλη γ έχει µήκος A  και περικλείει 
περιοχή εµβαδού Ε, τότε 

 
2 2 24 (R R )εξ εσ− πΕ ≥ π −A . 

 
Τόσο η ανισότητα του Bonnesen όσο και το πόρισµα ισχύουν γενικότερα 
για κάθε απλή, κλειστή καµπύλη. Εµάς, όπως εξηγήσαµε, µας αρκεί να 
τις αποδείξουµε στην περίπτωση των κυρτών, κλειστών καµπύλων. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΠΟΡΙΣΜΑΤΟΣ. Θεωρούµε το τριώνυµο 2s s Eπ − +A . Αν η 
διακρίνουσα του 2 4− πΕA  ήταν αρνητική τότε 2s s E 0π − + >A , για κάθε 
s∈\ , πράγµα άτοπο προς την ανισότητα του Bonnesen. Άρα,  

2 4 0− πΕ ≥A . Όποτε, τόσο το Rεσ  όσο και το R εξ  βρίσκονται ανάµεσα 
στις ρίζες του τριωνύµου. Εποµένως, 

 
2

2

4R
2

4 R .
2

εξ

εσ

+ − πΕ
≤

π

− − πΕ
≤

π

A A

A A
 

 
Αφαιρώντας τις δύο ανισότητες προκύπτει 

 
2 4R Rεξ εσ
− πΕ

− ≤
π

A . 

 
Υψώνοντας στο τετράγωνο, το ζητούµενο έπεται.                                    □ 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑΣ BONNESEN. Αρκεί να αποδείξουµε την ανισότητα 
στην περίπτωση του κυρτού πολυγώνου αφού για κάθε κυρτή, κλειστή 
καµπύλη υπάρχει ακολουθία κυρτών πολυγώνων Pn, n 1,  2, ...=  ώστε 

n →A A , nE → A , n(R ) Rεσ εσ→  και n(R ) Rεξ εξ→  [3], οπότε περνώντας 
στα όρια προκύπτει η ζητούµενη σχέση. 
 

Έστω λοιπόν γ ένα κυρτό πολύγωνο µε περίµετρο A  που περικλείει 
περιοχή εµβαδού Ε. Για κάθε t 0>  ορίζουµε την καµπύλη γt να 
αποτελείται από όλα εκείνα τα 
σηµεία του επιπέδου που 
βρίσκονται έξω από το 
πολύγωνο αλλά σε απόσταση 
ακριβώς t από την γ. Η 
καµπύλη γt, συνεπώς, 
αποτελείται από ένα σύνολο 
ευθυγράµµων τµηµάτων 
παράλληλων και ίσων σε 
µήκος προς τις πλευρές του 
πολυγώνου, που βρίσκονται σε 
απόσταση t, και ένα σύνολο 
κυκλικών τόξων ακτίνας t, µε κέντρα στις κορυφές του πολυγώνου, τα 
οποία συµπληρώνουν έναν κυκλικό δίσκο ακτίνας t. 

Άρα, αν tD  είναι η περιοχή που περικλείεται από την καµπύλη γt 
τότε, 

 
                                2

tE (D ) E t tµβ = + + πA                               (1). 
 

Αν περιορίσουµε τη διακύµανση του t στο διάστηµα R t Rεσ εξ< <  
τότε, από τον ορισµό των Rεσ , R εξ  και tD , έπεται ότι κάθε κύκλος 
ακτίνας t µε κέντρο στο tD  τέµνει το πολύγωνο γ. Βασιζόµενοι σε αυτή 
την παρατήρηση θα δώσουµε µια δεύτερη εκτίµηση για το tE (D )µβ  ως 
εξής: 

Φανερά, το tD  µπορεί να γραφεί ως ένωση ξένων υποσυνόλων του 
t 1 2 3 nD A A A ... A ...= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ , 

 
όπου κάθε Ακ αποτελείται από εκείνα τα σηµεία x του Dt για τα οποία ο 
κύκλος µε κέντρο x και ακτίνα t τέµνει το πολύγωνο γ σε ακριβώς κ 
σηµεία. 
Οπότε, αν E E (A )κ κ= µβ , 1,  2, ...κ =  τότε, 

 
t 1 2 3 n(D ) ... ...Εµβ = Ε + Ε + Ε + + Ε +  
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Από την άλλη πλευρά το πολύγωνο γ είναι κλειστό, συνεπώς κάθε 
κύκλος θα τέµνει το πολύγωνο γ σε άρτιο πλήθος πλευρών, συνεπώς τα 
σύνολα 1 3A ,  A ,  ...  είναι κενά και άρα, 2 1E 0κ+ = , για κάθε 0,  1, ...κ =  
Εποµένως, 

 
                   t 2 4 2n(D ) ... ...Εµβ = Ε + Ε + + Ε +                        (2) 

 
Είτε η πολυγωνική γραµµή γ είναι κλειστή είτε όχι, τα εµβαδά 1 2E ,  E ,  ... 
και το µήκος A  της γ συνδέονται ως εξής: 

 
                    1 2 3 n4t 2 3 ... n ...= Ε + Ε + Ε + + Ε +A                     (3) 

 
∆εχόµενοι τη σχέση αυτή έχουµε, από τις σχέσεις (1), (2), 
 

2
t

2 4 6

2 4 6

2 4 6

E t t E (D )
                  ...

1                  (2 2 2 ...)
2
1                  (2 4 6 ...)
2
1                  4t
2

                  2t ,

+ + π = µβ

= Ε + Ε + Ε +

= Ε + Ε + Ε +

≤ Ε + Ε + Ε +

= ⋅

=

A

A

A

 

 
για κάθε R t Rεσ εξ< < . Ή ισοδύναµα, 

                               2t t E 0π − + ≤A ,       για κάθε R t Rεσ εξ< < . 
Παίρνοντας όρια καθώς t Rεσ→  και t R εξ→  συµπληρώνεται η απόδειξη 
της ανισότητας του Bonnesen. 
 

Μένει λοιπόν η απόδειξη της σχέσης (3) η οποία ισχύει για κάθε 
πολυγωνική καµπύλη γ µήκους A  και η οποία αποδεικνύεται εύκολα µε 
επαγωγή (ως προς το πλήθος των πλευρών της καµπύλης γ) ως εξής: 

Αν η γ αποτελείται από µία πλευρά, µήκους A  τότε κάθε κύκλος 
τέµνει την πλευρά αυτή σε ένα ή δύο σηµεία και συνεπώς η σχέση (3) 
γράφεται, 

 
                                    1 24t 2= Ε + ΕA                               (4) 
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Όµως, t 1 2D A A= ∪ , όπου 1 1 2 1 2A \ ( )= ∆ ∆ ∆ ∆∪ ∩ , 2 t 1 2A D \ ( )= ∆ ∆∩  
και ∆1, ∆2 οι κυκλικοί δίσκοι ακτίνας t µε κέντρα στα δύο άκρα της 
πλευράς. Ο έλεγχος της σχέσης (4) είναι τετριµµένος µια και 

1 1E E (A )= µβ , 2 2E E (A )= µβ . 
Ας υποθέσουµε ότι η σχέση (3) ισχύει για κάθε πολυγωνική 

γραµµή µε n πλευρές. Αν επισυνάψουµε µια ακόµα πλευρά, τότε θα 
έχουµε τη σχέση (4) για την πλευρά αυτή. Προσθέτοντας τις (3), (4) τότε 
τα αριστερά µέλη προσθέτονται στο σωστό τύπο για ένα πολύγωνο µε 
(n+1) πλευρές, ενώ τα σύνολα Α1, Α2 της επιπλέον αυτής πλευράς, 
συνδιαζόµενα µε τα αντίστοιχα σύνολα του αρχικού n-γώνου, αυξάνουν 
τους συντελεστές κατά 1 ή 2 και συνεπώς προκύπτει η σωστή σχέση και 
στο δεξί µέλος. Εποµένως, η σχέση (3) ισχύει για κάθε πολυγωνική 
γραµµή. 
 
 
 
3.8 Πέµπτη απόδειξη: του A. Hurwitz, µε χρήση λήµµατος Wirtinger 
 

Στην παράγραφο αυτή 
παρουσιάζουµε µια εξαιρετικά κοµψή 
απόδειξη της ισοπεριµετρικής 
ανισότητας που οφείλεται στον 
Γερµανό µαθηµατικό Adolf Hurwitz 
(1859-1919). Ο Hurwitz µελέτησε το 
γένος µιας Riemann επιφάνειας και 
πως οι σχέσεις µεταξύ των κλάσεων 
αριθµών προέρχονται από 
ισοϋπόλοιπες συναρτήσεις. 

Η καµπύλη οφείλει να έχει 
κάποιο βαθµό παραγωγισιµότητας, 
συγκεκριµένα να είναι κλάσης  1C . 
    

Πρόκειται για µια πολύ απλή απόδειξη που βασίζεται στο 
παρακάτω λήµµα, που αποδίδεται στον Wilhelm Wirtinger (1865-1945), 
και αφορά απλές κλειστές καµπύλες της τάξης 1C . Στη πραγµατικότητα η 
απόδειξη ισχύει για την ευρύτερη κλάση των καµπυλών γ  
:  x=x(t), y=y(t),  για της οποίες η 2y (t)  και η 2[y (t)]′  είναι Riemann 
ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. 
  
ΛΗΜΜΑ (Wirtinger). Αν y(t) είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και περιοδική 
συνάρτηση µε περίοδο 2π και επιπλέον 

2

0
y(t)dt 0

π
=∫  τότε: 
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2 22 2

0 0
y (t)dt [y (t)] dt

π π
′≤∫ ∫ . 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν y(t) cos t sin t= α +β . 
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Έστω [ ]0 n n
n 1

y(t) cos(nt) sin(nt)
∞

=

= α + α +β∑  το ανάπτυγµα 

Fourier της συνάρτησης y(t). Τότε α0 = 0, αφού 
2

0
y(t)dt 0

π
=∫ . 

Συνεπώς,                 [ ]n n
n 1

y(t) cos(nt) sin(nt)
∞

=

= α +β∑  

                       και    [ ]n n
n 1

y (t) n sin(nt) n cos(nt)
∞

=

′ = − α + β∑ . 

Όµως, 

                                   
2 2 2 2

n n0
n 1

1 y (t)dt ( )
∞π

=

= α +β
π ∑∫      και 

                                   ( )2 2 2 2 2
n n0

n 1

1 [y (t)] dt n
∞π

=

′ = α +β
π ∑∫  

Βάσει του θεωρήµατος του Parseval (y, y΄ 2L∈ ). 
 

Εποµένως, οι σειρές στα δεξιά µέλη είναι συγκλίνουσες. 
Αφαιρούµε κατά µέλη και βρίσκουµε: 

 
2 22 2 2 2 2

n n0 0
n 1

[y (t)] dt y (t)dt ( )(n 1) 0
∞π π

=

′ − = π α +β − ≥∑∫ ∫  

δηλαδή, 
2 22 2

0 0
y (t)dt [y (t)] dt

π π
′≤∫ ∫ . 

 
Στην τελευταία σχέση η ισότητα ισχύει ακριβώς τότε, όταν για κάθε 
n 2≥  είναι n n 0α = β = . Στη περίπτωση αυτή η y(t) γράφεται 
y(t) cos t sin t= α +β .                                                                                 □ 
 

Μια διαφορετική απόδειξη, χωρίς χρήση αναπτυγµάτων Fourier, 
µπορεί να δει κανείς στο [12], σελ. 185. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ (Ισοπεριµετρικής ανισότητας 2 4 E 0− π ≥A ). Επειδή τόσο το 
µήκος όσο και το εµβαδόν παραµένουν αναλλοίωτα κάτω από τις 
ισοµετρίες του επιπέδου, αρκεί να αποδείξουµε το ζητούµενο για 
καµπύλες που το κέντρο βάρους τους (x, y)  ταυτίζεται µε την αρχή των 
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αξόνων, (ειδάλλως εκτελούµε µια απλή µετατόπιση ώστε το κέντρο 
βάρους  (x, y)  να µετατοπιστεί στο σηµείο (0,0)). 

Θα παραµετρήσουµε την καµπύλη γ  στο διάστηµα 0 t 2≤ ≤ π  ως 
εξής: αν s είναι η παράµετρος µήκους τόξου µε 0 s≤ ≤ A , θεωρούµε τη 
νέα παράµετρο t µέσω της σχέσης  

2t sπ=
A

. 

 Οπότε   0 t 2≤ ≤ π  και 
2 2 2

0
2

0

[x (t)] [y (t)] dt

E y(t)x (t)dt

π

π

′ ′= +

′= −

∫
∫

A
 

όπου ο προσανατολισµός της καµπύλης γ  υποτίθεται θετικός ως προς το 
εσωτερικό της. 
Όµως, εξ’ ορισµού της παραµέτρου µήκους τόξου, 

2 2s (t) [x (t)] [y (t)]′ ′ ′= + . 
Συνεπώς, 

2 22 2 22 2 2

0 0 0
[x (t)] [y (t)] dt [s (t)] dt dt

2 2
π π π⎛ ⎞′ ′ ′+ = = =⎜ ⎟π π⎝ ⎠∫ ∫ ∫

A A  

και άρα, 
22 2 2

0
4 E 2 [x (t)] [y (t)] 2y(t)x (t) dt

π
′ ′ ′⎡ ⎤− π = π + +⎣ ⎦∫A  

ή ισοδύναµα, 

[ ]
22 22 2 2

0 0
4 E 2 x (t) y(t) dt 2 [y (t)] y (t) dt

π π
′ ′⎡ ⎤− π = π + + π −⎣ ⎦∫ ∫A    (1). 

Όµως το κέντρου βάρους  (x, y)  ταυτίζεται µε την αρχή των αξόνων και 
συνεπώς : 
                                                              

2

0
y(t)dt 0

π
=∫ .                                   

Άρα, από το παραπάνω λήµµα και τη σχέση (1) προκύπτει άµεσα 
ότι 

2 4 E 0− π ≥A . 
Επίσης,  2 4 E 0− π =A  αν και µόνο αν 

[ ]
22

0
x (t) y(t) dt 0

π
′ + =∫  και 

2 2 2

0
[y (t)] y (t) 0

π
′⎡ ⎤− =⎣ ⎦∫  

οπότε βάση του λήµµατος , 
x (t) y(t) 0′ + =  και y(t) cos t sin t= α +β  

ή ισοδύναµα, 
x(t) sin t cos t= −α +β  και y(t) cos t sin t= α +β  

δηλαδή,   
2 2 2 2x (t) y (t)+ = α +β =σταθερά. 
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Συνεπώς, 2 4 E 0− π =A  αν και µόνο αν η καµπύλη γ  είναι κύκλος.         □ 
 
 
3.9 Έκτη απόδειξη: του E. Schmidt 
 
 Η απόδειξη της ισοπεριµετρικής 
ανισότητας που παρουσιάζουµε στην 
παράγραφο αυτή οφείλεται στον Γερµανό 
µαθηµατικό Erhard Schmidt (1876-1959) και 
περιέχεται στην εκτεταµένη εργασία του [24]. 
Ο Schmidt είναι πολύ γνωστός από την 
διαδικασία  κανονικοποιήσης Gram-Schmidt 
που µετατρέπει οποιαδήποτε βάση του χώρου 
σε ορθοκανονική.   
 Για την καµπύλη γ απαιτείται βαθµός 
παραγωγισιµότητας της  κλάσης 1C . 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ (Ισοπεριµετρικής ανισότητας 2 4 E 0− π ≥A ). Έστω ε και ε΄ δύο 
παράλληλες ευθείες εφαπτόµενες της καµπύλης γ, έτσι ώστε η καµπύλη 
να περιέχεται στη ζώνη που ορίζουν οι ευθείες ε και ε΄. Θεωρούµε κύκλο 

1S  που εφάπτεται στις  ευθείες ε και ε΄ και δεν συναντά την γ. 
Συµβολίζουµε µε Ο το κέντρο του κύκλου και θεωρούµε ότι το επίπεδο 
του κύκλου (και της καµπύλης) αναφέρεται στο σύστηµα xyΟ , όπου ο 
άξονας των x είναι κάθετος στις ευθείες ε, ε΄. Θεωρούµε την 
παραµετρική έκφραση της καµπύλης γ µε παράµετρο το µήκος τόξου της, 
δηλαδή (s) (x(s), y(s)),  s [0, ]= ∈r A  έτσι ώστε να είναι θετικά 
προσανατολισµένη και τα σηµεία επαφής της µε τις ευθείες ε και ε΄ να 
είναι αντίστοιχα, τα σηµεία που αντιστοιχούν στις τιµές της παραµέτρου 
s 0=  και 1s s= . (βλ. Σχήµα 7). 
 



 118

 
                                                (Σχήµα 7) 
 

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η παραµετρική µορφή του κύκλου 
1S  είναι 

                           (s) (x(s), y(s)) (x(s), y(s)),  s [0, ],= = ∈r A                      (1)    
και έστω ότι 2ρ είναι η απόσταση µεταξύ των ευθειών ε, ε΄.  
Το εµβαδόν Ε που περικλείεται από µια θετικά προσανατολισµένη 
καµπύλη µε εξίσωση (s) (x(s), y(s)),  s [0, ]= ∈r A , δίδεται από τη σχέση: 

0 0 0

1y(s)x (s)ds x(s)y (s)ds (x(s)y (s) y(s)x (s))ds
2

′ ′ ′ ′Ε = − = = −∫ ∫ ∫
A A A

. 

Αν Ε  είναι το εµβαδόν του κύκλου 1S , τότε έχουµε 
2

0 0
xy ds και = r yx ds′ ′Ε = Ε π = −∫ ∫
A A

 

Έτσι, 
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2

0

2

0

2 2 2 2

0
(*)

2 2

0

(**)

0

(xy yx )ds

            (xy yx ) ds

            (x y )((x ) (y ) )ds

            = x y ds

            = ds                                (2)

′ ′Ε + πρ = −

′ ′≤ −

′ ′≤ + +

+

ρ = ρ

∫
∫
∫

∫

∫

A

A

A

A

A
A

 

όπου (*): 2 2 2 22xx yy x x y y′ ′ ′ ′− ≤ +  και (**): 2 2(x ) (y ) 1.′ ′+ =  
Θυµίζουµε τώρα, ότι ο γεωµετρικός µέσος δύο θετικών αριθµών 

είναι µικρότερος ή ίσος του αριθµητικού µέσου αυτών και η ισότητα 
ισχύει αν και µόνο αν οι αριθµοί είναι ίσοι. Άρα, λόγω της σχέσης (2), 

                                   
2

2 E 1 r.
2 2
+ πρ

Ε πρ ≤ ≤ A                      (3) 

Υψώνοντας στο τετράγωνο, έχουµε 
2 2 24πΕρ ≤ ρA   

ή ισοδύναµα 
 2 4 0− πΕ ≥A  

Ας υποθέσουµε τώρα, ότι 2 4 0− πΕ =A . Τότε η ισότητα πρέπει να ισχύει 
παντού στις σχέσεις (2) και (3). Όµως, από την σχέση (3) έχουµε 

2 ,Ε = πρ  οπότε η σχέση 2 4 0− πΕ =A  γράφεται 2 24 0− ππρ =A  και άρα 
2= πρA . Το ρ δεν εξαρτάται από την εκλογή της διεύθυνσης της ε. Επί 

πλέον η ισότητα στη σχέση (2) δίνει: 
2 2 2 2 2(xy yx ) (x y )((x ) (y ) )′ ′ ′ ′− = + +  

ή ισοδύναµα, 
2(xx yy ) 0′ ′+ =  

δηλαδή x y .
y x
= −
′ ′

 

Εποµένως  
2 2 2 2

2 2 2 2

x y x y
y x x y

+
= =

′ ′ ′ +
 

και κατά συνέπεια: 
2 2

2 2

2 2

x yx y x y
y x x y

+
= = ± = ± +
′ ′ ′ ′+

. 
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Αλλά από την (1) εύκολα έχουµε ότι 2 2x y (s) .+ = = ρr  Οπότε 
x y .
y x
= = ±ρ
′ ′

 Έτσι, x y .′= ±ρ  Αφού όµως το ρ δεν εξαρτάται από την 

εκλογή της διεύθυνσης της ευθείας ε, µπορούµε να εναλλάξουµε τους 
ρόλους των x και y στην τελευταία σχέση οπότε y x .′= ±ρ  Εποµένως, 

2 2 2 2 2 2 2x y ((x ) (y ) ) 1′ ′+ = ρ + = ρ ⋅ = ρ  
και κατά συνέπεια η καµπύλη γ είναι κύκλος και η απόδειξη έχει 
ολοκληρωθεί.                                                                                           □ 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Η ισοπεριµετρική ανισότητα επαληθεύεται από µία ευρεία 
κλάση καµπυλών. Εδώ, περιοριζόµαστε να σηµειώσουµε ότι η 
ισοπεριµετρική ανισότητα ισχύει για κατά τµήµατα 1C  καµπύλες, όπως 
για παράδειγµα η καµπύλη στο Σχήµα 8. 

 

 
                                                       (Σχήµα 8) 

 
 

3.10 Έβδοµη απόδειξη: του A. Hurwitz, µε χρήση σειρών Fourier 
 

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουµε µια δεύτερη απόδειξη του 
A. Hurwitz για την ισοπεριµετρική ανισότητα στη οποία γίνεται 
εκτεταµένη χρήση των αναπτυγµάτων Fourier. Παρατηρήστε ότι αν η 
καµπύλη µε παραµετρική µορφή (t) (x(t), y(t))=γ είναι συνεχής και έχει 
πεπερασµένο µήκος έπεται ότι οι συναρτήσεις x(t), y(t) είναι συνεχείς και 
φραγµένης κύµανσης, άρα σχεδόν παντού παραγωγίσιµες, κάτι που µας 
αρκεί. Θα υποθέσουµε όµως ότι είναι επιπλέον κλάσης 1C . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. (Της ισοπεριµετρικής ανισότητας) Ας είναι x x(s)= , 

y y(s)= , 0 s≤ ≤ A  η παραµετρική παράσταση της επίπεδης, οµαλής, 
απλής, κλειστής, καµπύλης γ και s η παράµετρος µήκους τόξου. 
Υποθέτουµε επίσης ότι η καµπύλη γ διαγράφεται µε τη θετική φορά. 
Θεωρούµε τον επιτρεπτό µετασχηµατισµό παραµέτρου 
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s t.
2

=
π
A  

  
Τότε οι συναρτήσεις  
 

                   x x t
2

⎛ ⎞= ⎜ ⎟π⎝ ⎠
A ,              y y t

2
⎛ ⎞= ⎜ ⎟π⎝ ⎠
A                                       (1) 

 
έχουν περίοδο 2π. Επειδή οι συναρτήσεις (1) είναι της κλάσεως 1C , 
µπορούµε να τις αναπτύξουµε σε σειρές του Fourier: 
 

                              0
n n

n 1

x(t) ( cos(nt) sin(nt)),
2

∞

=

α
= + α +β∑                      (2) 

                              0
n n

n 1

y(t) ( cos(nt) sin(nt)).
2

∞

=

κ
= + κ + λ∑                      (3) 

 
Ως γνωστόν, η σύγκλιση των σειρών αυτών είναι οµοιόµορφη. 

Θεωρούµε τις σειρές, που προκύπτουν αν τυπικά παραγωγίσουµε τους 
όρους των σειρών (2) και (3), δηλαδή: 
           

             n n
n 1

x (t) ( sin(nt) cos(nt))n,
∞

=

′ = −α +β∑                                (4) 

             n n
n 1

y (t) ( sin(nt) cos(nt))n.
∞

=

′ = −κ + λ∑                                (5) 

 
Ο τόνος συµβολίζει παραγώγιση ως προς t. Εφαρµόζοντας τη σχέση 
πληρότητας έχουµε: 
 

                       
2 2 2 2 2

n n0
n 1

1 [x (t)] dt ( )n ,
∞π

=

′ = α + β
π ∑∫                                             

                       
2 2 2 2 2

n n0
n 1

1 [y (t)] dt ( )n .
∞π

=

′ = κ + λ
π ∑∫                                             

 
Είναι γνωστό, ότι τα δεξιά µέλη των παραπάνω ισοτήτων είναι 

σειρές συγκλίνουσες. Συνεπώς, µε πρόσθεση κατά µέλη, προκύπτει 
           

    
2 2 2 2 2 2 2 2

n n n n0
n 1

([x (t)] [y (t)] )dt ( )n .
∞π

=

′ ′+ = π α +β + κ + λ∑∫            (6) 
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Το εµβαδόν Ε της επιφανείας, που περικλείεται από την καµπύλη 

γ, δίνεται από τον τύπο 
           

                   
2

0

1 (x(t)y (t) y(t)x (t))dt.
2

π
′ ′Ε = −∫                                (7)                 

 
Στο ζεύγος των σειρών (2), (5) καθώς και στο ζεύγος  (3), (4) 

εφαρµόζουµε τον τύπο του Parseval και βρίσκουµε αντίστοιχα 
           

            
2

n n n n0
n 1

1 x(t)y (t)dt ( )n,
∞π

=

′ = α λ − κ β
π ∑∫                                      

            
2

n n n n0
n 1

1 y(t)x (t)dt ( )n.
∞π

=

′ = κ β − λ α
π ∑∫                                       

 
Οι σειρές στα δεξιά µέλη των παραπάνω ισοτήτων είναι απόλυτα 

συγκλίνουσες. Με αφαίρεση κατά µέλη προκύπτει 
 

2

n n n n0
n 1

1 (x(t)y (t) y(t)x (t))dt 2 ( )n.
∞π

=

′ ′− = α λ − κ β
π ∑∫  

 
Συνεπώς, η σχέση (7) γράφεται, 
 

                                    n n n n
n 1

( )n.
∞

=

Ε = π α λ − κ β∑                                     (8) 

Εξάλλου είναι 
 

2 2dx dy 1,
ds ds

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
οπότε, λόγω της (1), έχουµε 
 

                                            
2

2 2
2[x (t)] [y (t)] .

4
′ ′+ =

π
A                               (9) 

 
Με χρήση της (9), η (6) γράφεται 
 

                              
2

2 2 2 2 2
n n n n

n 1

( )n .
2

∞

=

= π α +β + κ + λ
π ∑A                          (10) 
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Από τους τύπους (8) και (10) προκύπτει 
 

  
{ }

{ }

2
2 2 2 2 2

n n n n n n n n
n=1

2 2 2 2 2
n n n n n n

n=1

 2 ( )n 2( )n
2

                = (n ) (n ) (n 1)( ) .

∞

∞

− Ε = π α +β + κ + λ − α λ −β κ
π

π α − λ + β + κ + − κ + λ

∑

∑

A

 

 
Συνεπώς είναι 

2

2 0,
2

− Ε ≥
π
A  

 
δηλαδή 
                                                 2 4 0.− πΕ ≥A                                        (11)                            
 
Στην παραπάνω σχέση η ισότητα ισχύει ακριβώς τότε, όταν ισχύουν οι 
ισότητες  

11 λα = ,    011 =+κβ  
και  

0==== nnnn λκβα ,    για κάθε n=2,3,… 
 
οπότε οι τύποι (2), (3) γράφονται 

 
0

1 1x(t) cos t sin t,
2
α

= + λ − κ  

                                                                                                                
0

1 1y(t) cos t sin t.
2
κ

= + κ − λ  

 
Από τις παραπάνω σχέσεις απαλείφουµε την παράµετρο t και βρίσκουµε 

 
2 2

2 20 0
1 1x y ,

2 2
α κ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − = κ + λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

δηλαδή στον τύπο (11) η ισότητα ισχύει ακριβώς τότε, όταν η καµπύλη γ 
είναι περιφέρεια κύκλου.                                                                           □ 
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3.11 Όγδοη απόδειξη: του T. Carleman, µε χρήση δυναµοσειρών 
 
 Ακολουθούµε το [6] για να αποδείξουµε ότι αν A  είναι το µήκος 
µιας απλής, κλειστής καµπύλης γ και Ε το περικλειόµενο εµβαδόν, τότε 

2

E
4

≤
π
A , µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνο αν η καµπύλη γ είναι 

κύκλος. 
 Η απόδειξη βασίζεται στο γεγονός ότι η καµπύλη γ είναι η εικόνα 
του µοναδιαίου δίσκου µέσω µιας σύµµορφης απεικόνισης f. Οπότε, 

2

0
f (z) d

π
′= θ∫A  και 

2 1 2

0 0
E f (z) rdrd

π
′= θ∫ ∫ . 

Όµως υπάρχει αναλυτική συνάρτηση F στο µοναδιαίο δίσκο ώστε 
2F f ′= . Συνεπώς, αν 

n n
n 0

F(z) z
∞

=

= α∑  

είναι το ανάπτυγµα της F σε δυναµοσειρά, τότε 
2 22

n0
n 0

F (z) d 2
∞π

=

= θ = π α∑∫A , 

και, λαµβάνοντας υπόψη ότι  n n n n n n
n 0 n 0 n 0

z z z
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
α α = β⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ , όπου 

n n 0 n 1 1 0 n...−β = α α + α α + + α α ,έχουµε 
 

2 1 22

0 0

2 1 2 2n 1
n0 0

n 0

2
n

n 0

E F (z) rdrd

  r drd

  .
n 1

π

∞ π +

=

∞

=

= θ

= β θ

β
= π

+

∫ ∫

∑∫ ∫

∑

 

 

Άρα, η σχέση 
2

E
4

≤
π
A  ισοδύναµα γράφεται, 

2
2 2n

n n
n 0 n 0 n 0n 1

∞ ∞ ∞

= = =

β ⎛ ⎞⎛ ⎞
≤ α α⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

 
η οποία είναι άµεση συνέπεια της ανισότητας του Cauchy αφού, 

 



 125

( ) ( )
( )

22
n n 0 n 1 1 0 n

2 22 2 2 2
n 0 n 1 1 0 n

2 22 2 2 2
n 0 n 1 1 0 n

( ) 1 ( ) 1 ... ( ) 1

      ... 1 1 ... 1

      ... (n 1).

−

−

−

β = α α ⋅ + α α ⋅ + + α α ⋅

≤ α α + α α + + α α ⋅ + + +

= α α + α α + + α α ⋅ +

 

 
Η ισότητα ισχύει αν οι αριθµοί n 0 n 1 1 0 n,  , ...,  −α α α α α α  είναι ίσοι µεταξύ 
τους, για κάθε n∈` . ∆ηλαδή, αν υπάρχει αριθµός α ώστε n

n 0α = α α , 
για κάθε n∈` . 
Συνεπώς, 
 

2 0
2f (z) F (z)

(1 z)
α′ = =
− α

 

 
δηλαδή,  
 

f (z)
1 z
β

= + γ
− α

, 

 
για κατάλληλες σταθερές β και γ. 
Όµως, µια τέτοια απεικόνιση τον µοναδιαίο κύκλο τον απεικονίζει σε 

κύκλο. Εποµένως, 
2

E
4

=
π
A  µόνο εάν η καµπύλη γ είναι κύκλος.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΕΤΑΡΤΟ 
 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ 
 
 
4.1 Εισαγωγή 
 
 Ο υπολογισµός του εµβαδού επιφανείας του χώρου, υπήρξε 
αντικείµενο µελέτης για τους µαθηµατικούς από αρχαιοτάτων χρόνων. Ο 
Αρχιµήδης, για παράδειγµα, είχε επινοήσει συγκεκριµένη µέθοδο, 
στηριγµένη στη µέθοδο της εξάντλησης, για τον υπολογισµό του 
εµβαδού µιας συγκεκριµένης κατηγορίας επιφανειών: των κυρτών 
επιφανειών [4]. 
 
 Το πρόβληµα του γεωµετρικού ορισµού µιας οποιασδήποτε 
επιφάνειας όµως, ξεκαθαρίστηκε µόλις στις αρχές του 20ου αιώνα, µε το 
περίφηµο αντιπαράδειγµα του Ολλανδού µαθηµατικού Hermann 
Amandus Schwarz (1843-1921). Ο Schwarz, µε το παράδειγµά του αυτό, 
απέδειξε ότι το εµβαδόν µιας επιφάνειας δεν µπορεί να οριστεί µε τρόπο 
όµοιο προς τον ορισµό του µήκους καµπύλης, δηλαδή ως όριο των 
εµβαδών κατάλληλων εγγεγραµµένων στη δοθείσα επιφάνεια 
πολυέδρων. Κάτι που, µέχρι τότε, θεωρείτο σωστό! Όλα αυτά τα 
αναλύουµε διεξοδικά στην Παράγραφο 4.3, αφού πρώτα έχουµε 
συζητήσει στην Παράγραφο 4.2 αρκετά τον ορισµό της επιφάνειας και 
τους λόγους που µας οδηγούν στην επιβολή ορισµένων συγκεκριµένων 
συνθηκών στους ορισµούς. 
 
 Στην Παράγραφο 4.4 δίνουµε έναν γεωµετρικό ορισµό για το 
εµβαδόν µιας επιφάνειας βάσει του οποίου αποδεικνύουµε τον γνωστό 
τύπο u v dudv×∫∫ r r  για το εµβαδόν οµαλής επιφάνειας. Στις δύο 
τελευταίες παραγράφους αποδεικνύουµε ορισµένες αξιοσηµείωτες 
ιδιότητες του εµβαδού επιφάνειας και υπολογίζουµε το εµβαδόν κάποιων 
κλασικών επιφανειών. 
 
 
4.2 Η παραµετρική παράσταση µιας επιφάνειας 
 
 Ορίζουµε µία επιφάνεια ως απεικόνιση και όχι ως υποσύνολο 
σηµείων του χώρου. Θεωρούµε το Ευκλείδειο επίπεδο  2\  µε 
καρτεσιανές συντεταγµένες (u,v) και τον Ευκλείδειο χώρο 3\  µε 
καρτεσιανές συντεταγµένες (x,y,z).  
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 Έστω D ένα απλό συνεκτικό υποσύνολο του 2\  µε σύνορο µια 
απλή κλειστή καµπύλη που ως επί το πλείστον, στις παραγράφους που 
ακολουθούν, θα είναι ή ένα παραλληλόγραµµο της µορφής  

2D {(u,v) :  u , v }= ∈ α ≤ ≤ β γ ≤ ≤ δ\  ή ένας κυκλικός δίσκος. 
 
 Ας θεωρήσουµε µία απεικόνιση, που ας τη συµβολίζουµε r, από το 
D στον Ευκλείδειο χώρο 3\  (βλ. Σχήµα 1), δηλαδή  

r : D 3→\  
µε 

r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)),     (u,v) D∈           (1) 
  

όπου x(u,v), y(u,v), z(u,v) πραγµατικές συναρτήσεις δύο πραγµατικών 
µεταβλητών. 
 

 
(Σχήµα 1) 

 
 Φιλοδοξούµε το σύνολο όλων των σηµείων (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) 
µε (u,v) D∈  του χώρου, δηλαδή η εικόνα (ή σύνολο τιµών) r(D) της 
απεικόνισης r, να περιγράφει επιφάνεια στο χώρο όπως τη θέλουµε 
εποπτικά, δηλαδή ως ένα οµαλό διδιάστατο γεωµετρικό αντικείµενο µέσα 
στο τριδιάστατο χώρο. 
 

Αν, για παράδειγµα, οι συντεταγµένες συναρτήσεις x(u,v), y(u,v), 
z(u,v) είναι ανεξάρτητες από το v ή είναι σταθεροί αριθµοί, τότε η εικόνα 
r(D) θα είναι µια καµπύλη ή ένα σηµείο. 

 
Ένα άλλο παράδειγµα εκφυλισµού λαµβάνουµε αν x(u,v) = u+v, 

y(u,v) = (u+v)2, z(u,v)=(u+v)2  µε D [0,1] [0,1]= × . Αν θέσουµε t u v= +  
βλέπουµε ότι η εικόνα r(D) ανάγεται στη καµπύλη του χώρου µε 
παραµετρικές εξισώσεις 2 3x t,  y=t ,  z t ,   0 t 2.= = µε ≤ ≤  
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 Συνεπώς, η παράσταση (1) χωρίς επιπλέον περιορισµούς ενδέχεται 
να µην περιγράφει επιφάνεια στο χώρο όπως την θέλουµε εποπτικά. 
  

Με σκοπό να βρούµε τι χρειάζεται επιπλέον για έναν 
ικανοποιητικό ορισµό της επιφάνειας, ας θεωρήσουµε µια οµαλή επίπεδη 
καµπύλη γ µέσα στο χωρίο D µε γ (t) (u(t),v(t)),=  δηλαδή i) 
γ΄ (t) (u (t),v (t))′ ′=  υπάρχει και είναι συνεχής, για κάθε t και ii) γ΄(t) ≠ 0, 
για κάθε t. 

 

 
(Σχήµα 2) 

 
Η εικόνα Γ της γ µέσω της απεικόνισης r (βλ. Σχήµα 2), δηλαδή η 

καµπύλη Γ(t) = r(u(t),v(t)), είναι µια νέα καµπύλη µε παράµετρο πάλι t, 
πάνω στο σύνολο r(D). Είναι φυσικό να απαιτήσουµε να είναι και αυτή 
µια οµαλή καµπύλη, δηλαδή το εφαπτόµενο διάνυσµα 

 
d
dt

r(u(t), v(t)) u (t) v (t)
u v
∂ ∂′ ′= +
∂ ∂

r r
, 

 
όπου τα διανύσµατα 
 

x y z(u,v),  (u,v),  (u,v)
u u u u
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
r   

και 
 

x y z(u,v),  (u,v),  (u,v)
v v v v
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
r  

 
είναι λογαριασµένα στο u u(t)  v=v(t)= και , από τη µια να υπάρχει 
παντού και να µεταβάλλεται κατά συνεχή τρόπο και από την άλλη να µην 
µηδενίζεται πουθενά. 
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 Η µεν πρώτη συνθήκη πληρείται αν απαιτήσουµε οι µερικές 

παράγωγοι ,  
u v
∂ ∂
∂ ∂

r r  να υπάρχουν και να είναι συνεχείς (κάτι που 

σηµαίνει ότι οι αντίστοιχες πραγµατικές συναρτήσεις x(u,v), y(u,v), 
z(u,v) έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους πρώτης τάξης), ενώ η δεύτερη 
συνθήκη πληρείται εάν τα διανύσµατα 
 

ru u
∂

=
∂

r και   rv v
∂

=
∂

r
 

 
είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, δεδοµένου ότι εξ’ υποθέσεως 
(u (t),v (t)) (0,0)′ ′ ≠ , για κάθε t. 
 
 Να σηµειωθεί ότι για κάθε σηµείο (u0,v0) D∈ και για κάθε δυάδα 
αριθµών (α,β) ≠ (0,0) υπάρχει οµαλή καµπύλη γ στο D που διέρχεται από 
το (u0,v0) µε εφαπτοµένη (α,β), για παράδειγµα το ευθύγραµµο τµήµα 

0 0u(t) t u ,  v(t) t v= α + = β + . Εποµένως, η υπόθεση ότι για κάθε οµαλή 
καµπύλη (u(t),v(t))  στο D η εικόνα (u(t),v(t))r  είναι και πάλι οµαλή 
καµπύλη σηµαίνει, 
 

u v ,α +β ≠r r 0  για κάθε ( , ) (0,0)α β ≠  
 

δηλαδή u v,  r r  γραµµικώς ανεξάρτητα, για κάθε (u,v) D∈  ή ισοδύναµα 
u v× ≠r r 0  για κάθε (u,v) D∈ . 

 
 Σε κάθε σηµείο 0 0(u ,v )r  του συνόλου (D)r το σύνολο όλων των 
ελεύθερων διανυσµάτων u vα +βr r , α, β ∈\  συνιστά το εφαπτόµενο 
επίπεδο της επιφάνειας στο σηµείο 0 0(u ,v )r . 
 
 Παρατηρούµε ότι η συνθήκη της ανεξαρτησίας των u v,  r r  καθιστά 
αδύνατη την εµφάνιση εκφυλισµού του εφαπτόµενου επιπέδου σε ευθεία 
ή σηµείο. 
 

Συνεπώς, έχουµε οδηγηθεί στον παρακάτω ορισµό. 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ. Μια οµαλή επιφάνεια του χώρου 3\  σε παραµετρική παράσταση 
είναι µια απεικόνιση της µορφής  

3: D→r \  
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µε (u,v) (x(u,v),  y(u,v), z(u,v))=r  που είναι 1-1 στο εσωτερικό του D και 
ικανοποιεί τις εξής δύο συνθήκες  
i) u v,  r r  υπάρχουν και είναι συνεχείς για κάθε (u,v) D∈  
ii) u v× ≠r r 0 , για κάθε (u,v) D∈ . 
 
 Με τον όρο επιφάνεια θα αναφερόµαστε και στην απεικόνιση r  
και στην εικόνα της (D)r  χωρίς κίνδυνο σύγχυσης. Τα σηµεία µιας 
επιφάνειας στα οποία u v ή r r  δεν είναι συνεχείς συναρτήσεις ή u v× =r r 0  
λέγονται ανώµαλα σηµεία της επιφάνειας και τέτοια σηµεία υποθέτουµε 
ότι δεν υπάρχουν. Για το λόγο αυτό µε τον όρο επιφάνεια θα εννοούµε 
πάντοτε οµαλή επιφάνεια σε παραµετρική µορφή. 
 
 Οι µεταβλητές u, v λέγονται παράµετροι ή σύστηµα παραµέτρων. 
 
 Όσον αφορά την παραγωγισιµότητα της συνάρτησης (u,v)r στον 
ορισµό απαιτήθηκε να είναι της τάξης 1C , κάτι που είναι αρκετό για τους 
σκοπούς της ενότητας αυτής. Θα µπορούσε να είχε υποτεθεί τάξης kC  
για κάποιο (ή για κάθε) k 1, 2, ...=  
 
 Επίσης η συνθήκη 1-1 τέθηκε για αποφυγή αυτοτοµών της 
επιφάνειας που αντιστοιχούν σε εσωτερικά σηµεία του χωρίου D. 
 

Παραδείγµατα κλασικών επιφανειών σε παραµετρική παράσταση 
παρουσιάζονται στην παράγραφο 4.6 παρακάτω. Εδώ περιοριζόµαστε σε 
ένα µόνο παράδειγµα. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Επιφάνειες µε παράσταση z f (x, y)= . Αν f είναι µία 
συνάρτηση 1C  δύο µεταβλητών µε συνεχείς µερικές παραγώγους σε ένα 
απλό συνεκτικό χωρίο D του xy-επιπέδου τότε η γραφική της παράσταση 
{x,  y, f (x, y) : (x, y) D}∈  µπορεί να θεωρηθεί ως επιφάνεια µε 

(x, y) (x,  y, f (x, y))=r , (x, y) D∈  (βλ. Σχήµα 3). Εδώ η συνθήκη 
ανεξαρτησίας x y× ≠r r 0  ισχύει πάντοτε αφού 

x y x x y

y

1 0 f ( f , f ,1).
0 1 f

× = = − −
i j k

r r  
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(Σχήµα 3) 

 
 Αµέσως παρακάτω θα δείξουµε και κάτι παραπάνω: Κάθε 
επιφάνεια µπορεί να παρασταθεί τοπικά σε µία τουλάχιστον από τις τρεις 
µορφές: x x(y,z),  y=y(x,z), z=z(x,y).=  
 
 Το γεγονός αυτό είναι άµεση συνέπεια της ανεξαρτησίας των 

u v,  r r  δηλαδή της συνθήκης ii) του ορισµού της επιφάνειας. Πριν όµως 
το αναλύσουµε αυτό ας αναφερθούµε λίγο στη δυνατότητα 
αναπαραµέτρησης µιας επιφάνειας. 
 
 Η εισαγωγή νέων παραµέτρων (u, v)  µέσω µιας 1-1 και επί 
απεικόνισης 1 2f : D D,  u (u, v),  v (u, v)→ =ϕ = ϕ , όπου D  είναι ένα απλά 
συνεκτικό χωρίο του uv -επιπέδου (βλ. Σχήµα 4), είναι επιτρεπτή αν η 
απεικόνιση r ο f πληρεί τις συνθήκες i) και ii). 
 
 

 
(Σχήµα 4) 
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Όσο αφορά τη συνθήκη i) αρκεί να απαιτήσουµε οι συναρτήσεις 
φ1, φ2 να έχουν συνεχή µερική παράγωγο σε κάθε σηµείο του D . 
Από την άλλη µεριά, 
 

u v u v u v

u v

u v u v
u u v v

u v u v         ( ).
u v v u

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞× = + × +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r r r r r r

r r
 

Συνεπώς, 

u v u v

u u
u v
v v
u v

∂ ∂
∂ ∂× = ×
∂ ∂
∂ ∂

r r r r .         (*) 

 
∆ηλαδή, η συνθήκη ii) για την παραµέτρηση  (u, v)  πληρείται εάν 
 

u u
(u,v) u v 0

v v(u, v)
u v

∂ ∂
∂ ∂ ∂= ≠

∂ ∂∂
∂ ∂

. 

  
Τέτοιες αλλαγές παραµέτρων ονοµάζονται επιτρεπτές και οι 

επιφάνειες   fκαιr r D  θεωρούνται ταυτόσηµες. 
 

 Σηµειώνουµε ότι από τη σχέση (*) προκύπτει ότι εφαπτόµενο 
επίπεδο µιας επιφάνειας δεν εξαρτάται από τη παραµετρική παράσταση 
που χρησιµοποιούµε για να το ορίσουµε. 
 
 Εκείνο όµως που µπορούµε να παρατηρήσουµε είναι ότι µία 
αλλαγή παραµέτρων µπορεί να αλλάξει τον προσανατολισµό της 
επιφάνειας. Για παράδειγµα αν u v  v u= και = , δηλαδή αν αλλάξουµε τη 
διάταξη των παραµέτρων τότε: 
 

0 1(u,v) 1
1 0(u, v)

∂
= = −

∂
 

 
και άρα  u v u v× = − ×r r r r . 
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 Κλείνουµε την παράγραφο αυτή µε µια σηµαντική επίπτωση της 
γραµµικής ανεξαρτησίας των u v,  r r .  

Έχουµε 
 

u v u u u v v v

u v u v u v

u v u v u v

(x , y ,z ) (x , y ,z )

y y z z x x
         , , (0,0,0).

z z x x y y

× = ×

⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r

 

 

Ας υποθέσουµε ότι u v

u v

x x
0

y y
≠  στο σηµείο 0 0(u ,v ) . Τότε, λόγω 

συνέχειας, η ορίζουσα θα είναι διάφορη του µηδενός σε µία ανοιχτή 
περιοχή του 0 0(u ,v ) . Αυτό σηµαίνει ότι η απεικόνιση  

 
( )(u,v) x(u,v), y(u,v)→  

 
είναι αντιστρέψιµη σε µία περιοχή του 0 0(u ,v ) , δηλαδή µπορούµε να 
εκφράσουµε µονοσήµαντα τα u, v ως προς x, y: 
 

u u(x, y)  v v(x, y).= και =  
 

  Εισάγοντας το νέο σύστηµα συντεταγµένων (x, y)  η παραµετρική 
παράσταση της επιφάνειας είναι τώρα 
 

(x, y) (x, y,z(x, y)),=r  
 

όπου z(x, y) z(u(x, y),v(x, y))=  και ισχύει στα σηµεία (x, y)  του 
επιπέδου z 0=  που κείνται σε µία κατάλληλη περιοχή του σηµείου 
( )0 0 0 0x(u ,v ), y(u ,v ) . 
 
 Έτσι, τοπικά, η επιφάνεια παρίσταται ως γραφική παράσταση 
συνάρτησης δύο µεταβλητών (ή x, y ή x, z ή y, z). 
 
 
4.3 Μια πρώτη απόπειρα ορισµού του εµβαδού επιφανείας – το 
αντιπαράδειγµα του H.A. Schwarz 
 
 Ο ορισµός του εµβαδού µιας επιφάνειας θα µπορούσε κανείς να 
υποθέσει ότι µπορεί να διατυπωθεί µε όµοιο τρόπο προς τον ορισµό του 
µήκους µιας καµπύλης, δηλαδή ως όριο των εµβαδών κατάλληλων 
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εγγεγραµµένων στη δοθείσα επιφάνεια πολυέδρων. Αυτά τα 
εγγεγραµµένα πολύεδρα στην παραµετρική επιφάνεια 3: D→r \  θα 
µπορούσαν να ληφθούν ως εξής: Ας υποθέσουµε ότι το D είναι ένα 
ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, έστω  1 2{ ,  ,  ..., }κ∆ = τ τ τ  µια διαµέριση 
του παραλληλογράµµου D σε µικρά τρίγωνα τi, i = 1, 2, …, κ όπως στο 
Σχήµα 5. 
 

 
(Σχήµα 5) 

  
Για κάθε i = 1, 2, …, κ έστω Τi το τρίγωνο στο 3\  του οποίου οι κορυφές 
είναι οι εικόνες, µέσω της r, των τριών κορυφών του τi. Τότε, τα 
εγγεγραµµένα πολύεδρα που θα προσεγγίζουν την επιφάνεια είναι τα  

i
i 1

P
κ

=
= Τ∪ , µε εµβαδόν i

i 1

(P) ( )
κ

=

Ε = Ε Τ∑ .  

 
 Θα µπορούσε τότε να οριστεί το εµβαδόν Ε της επιφάνειας ως το 
όριο 
 

0
lim (P),
∆→

Ε = Ε  

 
υπό την προϋπόθεση βέβαια ότι το όριο υπάρχει µε την έννοια ότι για 
κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 ώστε αν µια διαµέριση ∆ του D έχει πλάτος  
∆ < δ , τότε (P)Ε −Ε < ε . 

 
 
 Όµως το όριο 

0
lim (P)
∆→

Ε  υπάρχει 

πιθανότητα να ΜΗΝ υπάρχει! Ο πρώτος που 
έδωσε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ήταν ο 
Ολλανδός  Hermann Amandus Schwarz (1843-
1921) στις αρχές του 20ου αιώνα το οποίο και θα 
παρουσιάσουµε παρακάτω. 
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Ο λόγος που το όριο 
0

lim (P)
∆→

Ε  δεν υπάρχει είναι ότι τα τρίγωνα Τi 

δεν προσεγγίζουν την επιφάνεια µε τον ίδιο τρόπο που τα εγγεγραµµένα 
ευθύγραµµα τµήµατα ενός εγγεγραµµένου πολυγώνου προσεγγίζουν µια 
λεία καµπύλη. Για µια διαµέριση µε κατάλληλα µικρό πλάτος, τα 
εγγεγραµµένα ευθύγραµµα τµήµατα στην καµπύλη έχουν κλίσεις 
προσεγγιστικά ίσες προς τα αντίστοιχα τµήµατα της καµπύλης. Ενώ στη 
περίπτωση µιας επιφάνειας, η διαµέριση ∆ µπορεί να επιλεγεί µε τέτοιο 
τρόπο ώστε και κατάλληλα µικρό πλάτος να έχει και κάθε τρίγωνο Τi να 
είναι σχεδόν κάθετο (και όχι εφαπτόµενο) στην επιφάνεια. 

 
 Συνεπώς, µπορεί να προκύψουν εγγεγραµµένα πολύεδρα P  µε ∆  
αυθαίρετα µικρό και εµβαδόν (P)Ε  αυθαίρετα µεγάλο. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. (του Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)) 

Aς θεωρήσουµε τον κύλινδρο 
                                              
                                     2 2S: x y 1+ =                                                (1) 
 
και ας υποθέσουµε ότι ενδιαφερόµαστε για το εµβαδόν του τµήµατος Η 
του S που ορίζεται από 0 z 1≤ ≤ . 

 
Κατασκευάζουµε ένα τµήµα Π ενός πολυέδρου που αποτελείται 

από ισοδύναµα τρίγωνα ως εξής: 
 
Στο τµήµα επιφάνειας Η θεωρούµε ισαπέχοντες, παράλληλους 

προς το xyΟ  επίπεδο κύκλους, οι οποίοι ορίζονται από τις εξισώσεις: 
           

                                1 2 k-1 kz 0,  ,  ,  ..., ,  
k k k k

=                                        (2) 

 
Προφανώς, οι κύκλοι που ορίζονται από τις εξισώσεις z 0=  και 

z 1=  αποτελούν το σύνορο του Η. ∆ιαιρούµε καθένα απ’ αυτούς τους 
κύκλους σε ισοδύναµα τόξα, έτσι ώστε τα πέρατα των τόξων στον ένα 
κύκλο, να είναι πάνω από τα µέσα των τόξων του άλλου κύκλου (βλ. 
Σχήµα 6). Ενώνοντας τα πέρατα των τόξων σε κάθε κύκλο, παίρνουµε 
ένα κανονικό n-γωνο. Ας ενώσουµε τώρα, κάθε πλευρά α αυτών των 
πολυγώνων µε εκείνες τις δύο κορυφές των πλησιέστερων πολυγώνων, οι 
οποίες απέχουν απόσταση ελάχιστη από την α.  
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(Σχήµα 6) 

 
Μ’ αυτό τον τρόπο κατασκευάζουµε το τµήµα Π ενός πολυέδρου 

που αποτελείται από 2kn ισοσκελή ισοδύναµα τρίγωνα. 
Εφαρµόζοντας το νόµο των συνηµιτόνων, για τις πλευρές των κανονικών 
πολυγώνων, έχουµε 
 

2 22 21 1 2 2(1 ) 4
n n n
π π π

α = + − συν = − συν = ηµ  

 

Άρα, 2
n
π

α = ηµ  και, από το θεώρηµα του Πυθαγόρα, το ύψος κάθε 

τριγώνου θα είναι  
 

                        2 4
2 2

1 1(1 ) 4
k n k 2n

π π
ν = + − συν = + ηµ .                      (3) 

 
Εποµένως, το εµβαδόν του Π θα δίνεται από τη σχέση: 

 

                          2 4(k,n) 2n 1 4k
n 2n
π π

Ε = ηµ + ηµ .                                 (4) 

 
Το όριο αυτής της έκφρασης εξαρτάται από τον τρόπο µε τον οποίο τα k 
και n τείνουν στο άπειρο και εποµένως δεν υπάρχει. Πράγµατι, αν το n 
θεωρηθεί σταθερό, τότε 

 
                                              

k
lim (k,n)
→∞

Ε = ∞ .                                          (5) 

 
Ο λόγος που συµβαίνει αυτό είναι απλός. Η γωνία µεταξύ κάθε 

τριγώνου και του εφαπτόµενου επιπέδου στον κύλινδρο αν τείνει στο 
2
π , 
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το εµβαδόν κάθε τριγώνου τείνει σε κάποια πεπερασµένη τιµή µη 
µηδενική και ο αριθµός των τριγώνων τείνει στο άπειρο. 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα k  και n αυξάνονται αυθαίρετα έτσι 
ώστε mk n= . Τότε, αν m 1=  η έκφραση (k,n)Ε  τείνει στο 2π. Αν m 2= , 

η έκφραση (k,n)Ε  τείνει στο 
4

2 1
4
π

π + . Αν m 3= , τότε η έκφραση 

αυτή τείνει στο άπειρο, αφού τότε η έκφραση (k,n)Ε  γράφεται ως εξής: 
 

                           m 2m 4(n ,n) 2n 1 4n
n 2n
π π

Ε = ηµ + ηµ .                           (6) 

 
Εποµένως, όταν µία ακολουθία πολυέδρων συγκλίνει σ’ ένα τµήµα 

Η µιας επιφάνειας S, τα εµβαδά αυτών των πολυέδρων µπορεί να µη 
συγκλίνουν στο εµβαδόν του Η. 

 
Αξίζει εδώ να σηµειωθεί ότι αντίστοιχο πρόβληµα στον ορισµό 

του µήκους τόξου καµπύλης δεν υφίσταται, αφού σύµφωνα µε το 
θεώρηµα της µέσης τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού, η διεύθυνση µιας 
χορδής ΑΒ εγγεγραµµένης στην καµπύλη γ τείνει στην κατεύθυνση της 
εφαπτοµένης της γ στο σηµείο Α, καθώς το σηµείο Β τείνει προς το 
σηµείο Α.  
 
 
4.4 Ο γεωµετρικός ορισµός του εµβαδού επιφανείας και ο 
χαρακτηρισµός του µέσω του  u v dudv×∫∫ r r  

 
 Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι ο ορισµός του εµβαδού 
επιφανείας αποτυγχάνει µέσω προσεγγίσεων µε εγγεγραµµένα πολύεδρα. 
Εδώ θα δείξουµε ότι ο ορισµός του εµβαδού επιφανείας πετυχαίνετε 
µέσω προσεγγίσεων µε περιγεγραµµένα πολύεδρα τα οποία α) αντί για 
τριγωνικές έδρες θα έχουν έδρες σε σχήµα παραλληλογράµµου και β) ως 
επιφάνειες δεν είναι αναγκαστικά συνεχείς.  
 
 Συγκεκριµένα, έστω S µια επιφάνεια µε παραµετρική παράσταση 

3: D →r \ , όπου D ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο στο uv-επίπεδο µε 
πλευρές παράλληλες στους άξονες. Ας είναι 1 2{D ,D ,...,D }κ∆ =  µία 
διαµέριση του παραλληλογράµµου σε µικρά παραλληλόγραµµα Di, i = 1, 
2, .., κ όπως στο Σχήµα 7. 
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(Σχήµα 7) 

 
Έστω Ri η εικόνα κάθε Di  µέσω της r, οπότε 1 2{R ,R ,...,R }κ  είναι 

µια διαµέριση της επιφάνειας, δηλαδή i
i 1

S R
κ

=
= ∪  (βλ. Σχήµα 8). Σε κάθε Ri 

επιλέγουµε αυθαίρετα ένα σηµείο i ip R∈  και προβάλλουµε το Ri πάνω 
στο εφαπτόµενο επίπεδο της S στο σηµείο pi, στην κατεύθυνση του 
κάθετου διανύσµατος N της S στο σηµείο pi. Το αποτέλεσµα της 
προβολής είναι ένα επίπεδο χωρίο το οποίο το συµβολίζουµε µε iR  

εµβαδού i(R )Ε  (βλ. Σχήµα 9). 
 

 
(Σχήµα 8) 

 
 

 
(Σχήµα 9) 
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Το άθροισµα i
i 1

(R )
κ

=

Ε∑  είναι µια προσέγγιση αυτού που εποπτικά 

καταλαβαίνουµε ως εµβαδόν της επιφάνειας S. ∆ιατυπώνουµε λοιπόν τον 
εξής (γεωµετρικό) ορισµό για το εµβαδόν µιας επιφάνειας S: 

ΟΡΙΣΜΟΣ. Εάν το όριο i0 i 1

lim (R )
κ

∆→
=

Ε∑  υπάρχει (ανεξάρτητα από κάθε 

επιλογή), τότε λέµε ότι η επιφάνεια S έχει εµβαδόν, συµβολιζόµενο Ε(S), 
και είναι ίσο µε το παραπάνω όριο, δηλαδή 
 

i0 i 1

(S) lim (R )
κ

∆→
=

Ε = Ε∑ ,  

 
πιο συγκεκριµένα,  
για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0, ώστε αν µια διαµέριση ∆ του D έχει πλάτος 
∆ < δ  τότε, ανεξάρτητα από την επιλογή των σηµείων pi, 

 

i
i 1

(R )
κ

=

Ε − Ε < ε∑ . 

 
ΣΧΟΛΙΟ: Το πλάτος ∆  µιας διαµέρισης 1 2{D ,D ,...,D }κ∆ =  είναι η 
µέγιστη διαγώνιος των ορθογωνίων D1, D2, …, Dκ. 
  

Υπάρχει όµως πάντοτε το όριο i0 i 1

lim (R )
κ

∆→
=

Ε∑ ; Το επόµενο θεώρηµα 

δίνει καταφατική απάντηση στο ερώτηµα στην περίπτωση των οµαλών 
επιφανειών και µάλιστα χαρακτηρίζει το εµβαδόν της επιφάνειας µέσω 
ενός διπλού ολοκληρώµατος. Συγκεκριµένα, 
 

i u v0 i 1 D

(S) lim (R ) dudv
κ

∆→
=

Ε = Ε = ×∑ ∫∫ r r . 

 
 Πριν προχωρήσουµε όµως θα θέλαµε να σηµειώσουµε ότι κατά 
κάποιο τρόπο η εµπλοκή του ολοκληρώµατος u v dudv×∫∫ r r  στον 
υπολογισµό του εµβαδού επιφανείας ήταν αναµενόµενη. Πράγµατι, έστω 

0 0(u ,v )  ένα σηµείο του χωρίου D. Ας θεωρήσουµε το ορθογώνιο ΑΒΓ∆ 
µε κορυφές 0 0(u ,v )Α = , 0 0(u u,v )Β = + ∆ , 0 0(u u,v v)Γ = + ∆ + ∆ , 

0 0(u ,v v)∆ = + ∆  που έχει εµβαδόν ίσο µε u v∆ ⋅∆  (βλ. Σχήµα 10). 
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                        (Σχήµα 10)                                  (Σχήµα 11) 
 
 Θεωρούµε τις εικόνες Α΄, Β΄, Γ΄, ∆΄, των σηµείων Α, Β, Γ, ∆ πάνω 
στην επιφάνεια οι οποίες µορφώνουν το καµπυλόγραµµο σχήµα 
Α΄Β΄Γ΄∆΄ (βλ. Σχήµα 11). Όµως, 
 

0 u 0 0 0

0 0 0 0

(u ,v ) (u ,v )
(u ,v v) (u ,v )

′ ′ = + ∆ −
′ ′ = + ∆ −

ΑΒ r r
Α ∆ r r

 

 
 Οπότε από το θεώρηµα µέσης τιµής και την συνέχεια των u v,  r r  
έχουµε προσεγγιστικά, 
 

u 0 0 v 0 0(u ,v ) u,  (u ,v ) v′ ′ ′ ′≈ ∆ ≈ ∆ΑΒ r Α∆ r  
 

Τα δεξιά µέλη, ας σηµειωθεί, είναι διανύσµατα στο εφαπτόµενο επίπεδο 
της επιφάνειας στο σηµείο Α΄. 
 
 Αν θεωρήσουµε το καµπυλόγραµµο σχήµα Α΄Β΄Γ΄∆΄ ως 
παραλληλόγραµµο τότε το εµβαδόν του είναι 
 

u 0 0 v 0 0(u ,v ) (u ,v ) u v× ∆ ⋅∆r r . 
 

 Συνεπώς το εµβαδόν της επιφάνειας αναµένεται να προκύπτει από 
το άθροισµα όλων αυτών των µικρών εµβαδών, δηλαδή µέσω του 
ολοκληρώµατος u v

D

dudv×∫∫ r r . 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ. Έστω 3: D →r \  η παραµετρική παράσταση µιας επιφάνειας S. 
Τότε, 
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u v
D

(S) dudvΕ = ×∫∫ r r . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Υιοθετούµε την ορολογία που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω 
στον γεωµετρικό ορισµό του εµβαδού της επιφανείας. Λόγω συµπάγειας, 
τόσο του ορθογωνίου D όσο και της επιφάνειας S=r(D), υπάρχει 
αριθµός, ο λεγόµενος αριθµός Lebesgue, που αν το πλάτος µιας 
διαµέρισης 1 2{D ,D ,...,D }κ∆ =  είναι µικρότερο από αυτόν, τότε κάθε δύο 
κάθετα στο Ri = r(Di) διανύσµατα (i = 1, 2, …, κ) να µην είναι κάθετα 
µεταξύ τους. 
 
 Σταθεροποιούµε µια περιοχή Ri και επιλέγουµε αυθαίρετα ένα 
σηµείο i ip R∈ . Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι να υπολογίσουµε το 
εµβαδόν της προβολής  iR  του Ri στο εφαπτόµενο επίπεδο της 
επιφάνειας στο σηµείο pi. 
 
 Για το σκοπό αυτό θεωρούµε ένα νέο σύστηµα αξόνων ip x y z  

στο 3\  το οποίο λαµβάνεται από το Oxyz κατόπιν µετατόπισης κατά Opi 
και κατάλληλης στροφής, ώστε ο z-άξονας να έρθει στην κάθετη ευθεία 
της επιφάνειας στο σηµείο pi και τα δύο συστήµατα να έχουν τον ίδιο 
προσανατολισµό.  
 

 
 

Στο νέο αυτό σύστηµα αξόνων η παραµετρική παράσταση της 
επιφάνειας γράφεται 

 
(u,v) (x(u,v), y(u,v), z(u,v))=r , 

 
όπου το διάνυσµα (u,v)r  λαµβάνεται από το (u,v)r  µέσω µιας 
µετατόπισης και ενός ορθογώνιου γραµµικού µετασχηµατισµού. 
 



 143

 Παρατηρούµε ότι (x, y) 0
(u,v)

∂
≠

∂
, στο Di. Αλλιώς η z -συνιστώσα ενός 

κάθετου διανύσµατος στο Ri θα ήταν µηδέν και άρα θα υπήρχαν δύο 
κάθετα στο Ri διανύσµατα που θα ήταν µεταξύ τους κάθετα. 
  
Το εµβαδόν i(R )Ε  δίδεται από τον τύπο 
 

i

i
R

(R ) dxdyΕ = ∫∫ . 

∆εδοµένου ότι (x, y) 0
(u,v)

∂
≠

∂
, µπορούµε να θεωρήσουµε την αλλαγή 

µεταβλητών x x(u,v),  y y(u,v)= = , µε i(u,v) D∈ , οπότε 
 

i

i
D

(x, y)(R ) dudv
(u,v)

∂
Ε =

∂∫∫ . 

 
Να σηµειωθεί ότι, στο pi, τα διανύσµατα u v καιx x  ανήκουν στο x y -

επίπεδο, συνεπώς z z 0
u v
∂ ∂

= =
∂ ∂

, στο pi. Άρα 

 
(x, y)
(u,v) u v

∂ ∂ ∂
= ×

∂ ∂ ∂
r r , στο pi 

 
και εποµένως υπάρχει συνεχής συνάρτηση fi(u,v), µε i(u,v) D∈  µε 

1
i if ( (p )) 0− =r  και 

 

i
(x, y) f (u,v)
(u,v) u v

∂ ∂ ∂
− × =

∂ ∂ ∂
r r

 

 
ή ισοδύναµα, 

 
 

i
(x, y) f (u,v)

u v (u,v)
∂ ∂ ∂

× = −
∂ ∂ ∂

r r
, 

 
αφού οι ισοµετρίες του 3\  αφήνουν τα µήκη αναλλοίωτα. 
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 Έστω Μi, mi η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της συνεχούς 
συνάρτησης fi στο συµπαγές σύνολο Di. Τότε 
 

i 1
(x, y)m
(u,v) u v

∂ ∂ ∂
≤ − × ≤Μ
∂ ∂ ∂

r r . 

 
 Ολοκληρώνοντας όλα τα µέλη της παραπάνω σχέσης πάνω από το 
Di και αθροίζοντας από i = 1 εώς κ έχουµε 
 

i i i u v i i
i 1 i 1 i 1D

m (D ) (R ) dudv (D )
κ κ κ

= = =

Ε ≤ Ε − × ≤ Μ Ε∑ ∑ ∑∫∫ r r . 

 
 Αφήνοντας το πλάτος της διαµέρισης ∆ να τείνει στο 0, έχουµε ότι 
η διαφορά Mi-mi τείνει στο µηδέν και συνεπώς, 
 

                  i u v0 i 1 D

lim (R ) dudv
κ

∆→
=

Ε = ×∑ ∫∫ r r .                                  □ 
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4.5 Αξιοσηµείωτες ιδιότητες του εµβαδού επιφανείας  
 
 Στην παράγραφο αυτή θα δούµε της ιδιότητες του εµβαδού 
επιφανείας ως απόρροια του τύπου 
 

Εµβαδόν επιφανείας  u v
D

dudv= ×∫∫ r r . 

1. Κάθε ισοµετρία του χώρου 3\  αφήνει το εµβαδό της επιφανείας 
αναλλοίωτο 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Αφού οι ισοµετρίες αφήνουν τα µήκη αναλλοίωτα, η 
ολοκληρωτέα συνάρτηση παραµένει ως έχει. Ο Ιακωβιανός πίνακας 
µιας µετατόπισης είναι ο ταυτοτικός, ενώ µιας στροφής είναι ένας 
ορθογώνιος πίνακας Α (µε ΑΑt = I). Και των δύο αυτών πινάκων η 
απόλυτη τιµή της ορίζουσας τους είναι +1, απ’ όπου έπεται το 
ζητούµενο.                                                                                             □ 
 
2. Κάθε επιτρεπτή αλλαγή παραµέτρων της επιφάνειας αφήνει το 
εµβαδόν της αναλλοίωτο. 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Αν από το σύστηµα παραµέτρων (u,v)  περάσουµε στο 

νέο σύστηµα παραµέτρων (u, v)  τότε u v u v
(u,v)
(u, v)
∂

× = ×
∂

r r r r . Όποτε  

 

u v u v u v
D D D

(u,v)dudv dudv dudv
(u, v)
∂

× = × = ×
∂∫∫ ∫∫ ∫∫r r r r r r  

 
όπου η τελευταία ισότητα είναι ο τύπος αλλαγής µεταβλητών για τα 
διπλά ολοκληρώµατα.                                                                          □ 
 
3. Αν µια επιφάνεια S συντίθεται από δύο επιµέρους επιφάνειες S1, S2, 
δηλαδή  1 2S S S= ∪ , οι οποίες δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία 
τότε 

 
1 2 1 2(S S ) (S ) E(S )Ε = Ε +∪ . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Άµεση συνέπεια της ιδιότητας του ολοκληρώµατος 

1 2 1 2D D D D

f f f= +∫∫ ∫∫ ∫∫
∪

 εάν τα D1, D2 δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία. □ 
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4. Το εµβαδόν µιας επιφάνειας σε σχήµα τετραγώνου πλευράς 1 είναι 
ίσο µε 1 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Μια παραµετρική παράσταση µιας τέτοιας επιφάνειας 
είναι η (u,v) u v ,  0 u 1, 0 v 1= + + ≤ ≤ ≤ ≤r α β γ  όπου α, β, γ σταθερά 
διανύσµατα µε 1  = = και ⊥β γ β γ . 
Άρα, osin90 1× = =β γ β γ  και συνεπώς, 

u v
[0,1] [0,1] [0,1] [0,1] [0,1] [0,1]

dudv dudv 1dudv 1
× × ×

× = × = =∫∫ ∫∫ ∫∫r r β γ .        □ 

 
5. (Γενίκευση της προηγούµενης ιδιότητας) 
Αν µια επιφάνεια είναι επίπεδη, δηλαδή είναι υποσύνολο κάποιου 
επιπέδου τότε το ολοκλήρωµα  u v

D

dudv×∫∫ r r  ταυτίζεται µε το εµβαδό 

όπως έχει οριστεί στο Ευκλείδειο επίπεδο. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Λόγω της Ιδιότητας 1, µπορούµε να εφαρµόσουµε 
κατάλληλα ισοµετρία ώστε το επίπεδο στο οποίο ανήκει η (επίπεδη) 
επιφάνεια να ταυτιστεί µε το xy-επίπεδο, χωρίς να αλλάξει το 
εµβαδόν µε την έννοια του u v

D

dudv×∫∫ r r . Στο xy-επίπεδο το κάθετο 

διάνυσµα είναι το (0,0,1)=κ , οπότε 

u v
D D

dudv 1dudv× = =∫∫ ∫∫r r εµβαδόν του D ως σχήµατος του 2\ .   

                                                                                                          □ 
                                                      
6. Αν η επιφάνεια δίδεται υπό τη µορφήz f (x, y)=  µε  (x, y) D∈  τότε, 

2 2
x y

D

(S) 1 f f dxdyΕ = + +∫∫ . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Η ποσότητα 2 2

x y1 f f+ +  είναι ακριβώς το 

x y ,  για (x, y) (x, y,f (x, y)),  µε (x,y) D× = ∈r r r .                                 □ 
 
 Παρατηρούµε ότι το εµβαδό επιφανείας ικανοποιεί τα τρία 
αξιώµατα του εµβαδού (ιδιότητες 1, 3, 4). Ισχύει και κάτι παραπάνω: 
Το εµβαδόν µιας επιφάνειας (u,v)=r r  είναι το µοναδικό 
συναρτησοειδές της µορφής u v

D

dudv,   (u,v, , , ),Φ µε Φ = Φ∫∫ r r r  που 

ικανοποιεί της Ιδιότητες 1, 3, 4. 
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4.6 Εµβαδά κλασικών επιφανειών 
 

1. Εµβαδόν επιφανείας σφαίρας κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας α 
 
Παραµετρική παράσταση: 

(u,v) ( cosu cos v, sin u cos v, sin v)= α α αr  
 

 
 
 

Άρα, 

 u

v

( sin u cos v, cosu cos v,0)
( cosusin v, sin usin v, cos v)

= −α α

= −α −α α

r
r

 

και 
 2 2 2 2 2

u v ( cosu cos v, sin u cos v, sin u cos v)× = α α αr r . 
  
Εποµένως, το εµβαδόν της σφαίρας είναι ίσο µε 

2 2 2 22 2
u v 0

2 2D

dudv cos vdvdu 2 cos vdv 4
π π

π + +

π π
− −

× = α = πα = πα∫∫ ∫ ∫ ∫r r . 

 
2. Εµβαδόν πλευρικής επιφανείας ορθού κυκλικού κώνου µε 
ηµιάνοιγµα στην κορυφή του τη γωνία α. 

 
Παραµετρική παράσταση: 

(u,v) (vsin u cosu,vsin sin u,vcos )= α α αr  
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Άρα, 

u

v

( vsin sin u,vsin cosu,0)
(sin cosu, sin sin u,cos )

= − α α

= α α α α

r
r

 

και  
2

u v (vsin cos cosu,vsin cos sin u, vsin )× = α α α α − αr r .  
 
Εποµένως, το εµβαδόν της πλευρικής επιφανείας του κώνου είναι ίσο µε 

22 2
u v 0 0

D

rdudv vsin dvdu 2 sin r
2

π
× = α = π α = π = π∫∫ ∫ ∫r r

A A A A
A

. 

 
3. Εµβαδόν πλευρικής επιφανείας ορθού κυλίνδρου ύψους h και ακτίνα 
βάσης r. 

 
 Παραµετρική παράσταση: 

(u,v) (r cosu,rsin u,v)=r  

 
Άρα, 

u

v

( r sin u,r cosu,0)
(0,0,1)

= −
=

r
r

 

και   
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u v (r cosu,rsin u,0)× =r r .  
 
Εποµένως, το εµβαδόν της πλευρικής επιφάνειας του κυλίνδρου είναι ίσο 
µε 

2 h

u v 0 0
D

dudv rdvdu 2 rh
π

× = = π∫∫ ∫ ∫r r . 

 
4. Εµβαδόν παράπλευρης επιφανείας του στερεού εκ περιστροφής του 
γραφήµατος µιας συνάρτησης y=f(x) γύρω από τον άξονα x. 

 
 Παραµετρική παράσταση: 

(u,v) (u,f (u)cos v,f (u)sin v)=r  

 
Άρα, 

u

v

(1,f (u)cos v,f (u)sin v)
(0, f (u)sin v,f (u)cos v)

′ ′=
= −

r
r

 

και   
u v (f (u)f (u), f (u)cos v, f sin v)′× = − −r r . 

  
Εποµένως, το εµβαδόν παράπλευρης επιφανείας του στερεού εκ 
περιστροφής του γραφήµατος µιας συνάρτησης y=f(x) γύρω από τον 
άξονα x είναι ίσο µε 
 

2 2 2
u v 0

D

dudv f (u) 1 [f (u)] dudv 2 f (u) 1 [f (u)] du
π β β

α α
′ ′× = + = π +∫∫ ∫ ∫ ∫r r . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΕΜΠΤΟ 
 

ΟΓΚΟΣ 
 
 

5.1 Εισαγωγή  
 
 Στο κεφάλαιο αυτό ορίζουµε την έννοια του όγκου κατά τρόπο 
ανάλογο µε αυτόν που χρησιµοποιήσαµε για τον ορισµό του εµβαδού στο 
κεφάλαιο 2. Αρχικά ορίζουµε τον όγκο για φραγµένες πολυεδρικές 
περιοχές 3\ , µέσω τριών αξιωµάτων: του αναλλοίωτου, της 
προσθετικότητας και της κανονικότητας. Τα τρία αυτά αξιώµατα είναι 
τρεις απλές γεωµετρικές παραδοχές που υπαγορεύονται από την 
αντίληψη που έχουµε για την έννοια του όγκου. 
 
 Ο πρώτος µας στόχος, που υλοποιείται στην Παράγραφο 5.2, ε.ιναι 
να αποδείξουµε, βασιζόµενοι µονάχα στα τρία παραπάνω αξιώµατα, ότι ο 
όγκος ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι ίσος µε το γινόµενο των 
διαστάσεων του. Ο αναγνώστης θα αντιληφθεί ότι η απόδειξη αυτού του 
απλού αποτελέσµατος κάνει ουσιαστική χρήση του αξιώµατος της 
πληρότητας των πραγµατικών αριθµών. Επίσης, ο τύπος αυτός, εάν 
αναγνωστεί µε λίγο περισσότερη προσοχή, είναι µια πρόηµη  έκδοση της 
αρχής του Cavalieri 

V(X) E(X (t))dt
+∞

−∞
= Π∫ ∩ , 

όπου µε V συµβολίζεται ο όγκος, µε Ε το εµβαδόν και 
3(t) {(x, y,z) : z t}Π = ∈ =\ . 

 
 Το υπόλοιπο του κεφαλαίου αυτού, αφιερώνεται στην απόδειξη 
της παραπάνω αρχής από τα τρία αξιώµατα του όγκου. Αρχικά την 
αποδεικνύουµε για ορθογώνια παραλληλεπίπεδα µε έδρες παράλληλες 
στα συντεταγµενικά επίπεδα, µετά για στερεά που είναι ενώσεις τέτοιων 
ορθογωνίων, στη συνέχεια για κάθε φραγµένη πολυεδρική περιοχή και 
τέλος για κάθε στερεό για το οποίο ορίζεται η έννοια του όγκου. 
 
 Τέλος, στην Παράγραφο 5.6, συναγάγουµε τους γνωστούς τύπους 
του όγκου πυραµίδας, κώνου, κυλίνδρου και σφαίρας, ως εφαρµογή της 
αρχής του Cavalieri η οποία συγκεφαλαιώνει µε έναν εξαιρετικά 
συνοπτικό και εύκολο τρόπο τόσο τη µέθοδο της εξάντλησης όσο και τις 
γνωστές τεχνικές του διπλού και τριπλού ολοκληρώµατος σε σχέση µε 
τον όγκο.  
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 Ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται να ενηµερωθεί για την ιστορική 
εξέλιξη του υπολογισµού του όγκου των στερεών από την αρχαιότητα 
µέχρι σήµερα, ας ανατρέξει στο πολύ ενδιαφέρον βιβλίο του C. H. 
Edwards, Jr. [3]. 
 
 Ας ξεκινήσουµε µε µερικούς ορισµούς.   
 
Ανοικτός ηµί-χωρος είναι κάθε σύνολο της µορφής 

3H {(x, y,z) : x y z 0}= ∈ α +β + γ + δ >\ , µε 0αβγ ≠  
ενώ, 
 
κλειστός ηµί-χωρος είναι κάθε σύνολο της µορφής   

3H {(x, y,z) : x y z 0}= ∈ α +β + γ + δ ≥\ , µε 0αβγ ≠ . 
 

Ένα υποσύνολο του 3\  ονοµάζεται πολυεδρική περιοχή εάν µπορεί 
να θεωρηθεί ως τοµή ή ένωση πεπερασµένου πλήθους ηµι-χώρων, 
κλειστών ή ανοικτών.  
 
ΟΡΙΣΜΟΣ. Ένα υποσύνολο Α του 3\  λέγεται φραγµένο αν είναι υποσύνολο 
κάποιας σφαίρας. 
 
 
5.2 Τα τρία αξιώµατα του όγκου για φραγµένες πολυεδρικές περιοχές   
 

Ο όγκος V είναι µία απεικόνιση από το σύνολο των φραγµένων 
πολυεδρικών περιοχών του 3\  στο σύνολο των µη αρνητικών αριθµών, 
δηλαδή µια απεικόνιση της µορφής:  

 
V:(σύνολο φραγµένων πολυεδρικών περιοχών του 3\ ) [0, )→ +∞ , 

 
που ικανοποιεί τα ακόλουθα τρία αξιώµατα: 
 
Αξίωµα 1 (του Aναλλοίωτου)     

Αν το Α είναι πολυεδρική περιοχή και φ ισοµετρία του χώρου που 
απεικονίζει το Α στο φ(Α), τότε  

V( ) V( ( )).Α = ϕ Α  
 
Αξίωµα 2 (της Προσθετικότητας) 

Αν Α, Β είναι πολυεδρικές περιοχές µε Α Β =∅∩ , τότε 
V( ) V( ) V( ).Α Β = Α + Β∪  
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Αξίωµα 3 (της Κανονικότητας)  
  Ο όγκος ενός ανοικτού κύβου (χωρίς σύνορο), µε πλευρά 1 είναι 
ίσος µε 1. 
 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ. 
1) (Πεπερασµένη Προσθετικότητα) Αν Α1,…,Αn είναι ξένες µεταξύ τους 
φραγµένες πολυεδρικές περιοχές, τότε  

1 n 1 nV( ... ) V( ) ... V( )Α Α = Α + + Α∪ ∪ . 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Επαγωγή ως προς n.                                                                □ 
 
2) (Μονοτονία) Αν Α, Β είναι φραγµένες πολυεδρικές περιοχές µε Α⊆ Β , 
τότε V( ) V( )Α ≤ Β  και µάλιστα  V( ) V( ) V( \ )Β = Α + Β Α . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Τα σύνολα Α, Β\Α είναι ξένες µεταξύ τους φραγµένες 
πολυεδρικές περιοχές η ένωσή των οποίων ισούται µε το σύνολο Β. 
Συνεπώς, από το 2ο Αξίωµα  

 
V(B) V( ( \ )) V( ) V( \ )= Α Β Α = Α + Β Α∪ . 

 
∆εδοµένου ότι V(B \ A) 0≥ , έπεται ότι  V(A) V(B)≤ .            □ 
 
ΣΧΟΛΙΟ: Τα αξιώµατα της προσθετικότητας και της κανονικότητας 
µπορούν να γενικευτούν ως εξής: 
 
Αξίωµα 2 (Γενικευµένη έκδοση) Αν Α, Β είναι φραγµένες πολυεδρικές 
περιοχές για τις οποίες η τοµή Α Β∩  είναι το κενό σύνολο ή ένα φραγµένο 
επίπεδο σχήµα, τότε 
 

V( ) V( ) V( )Α Β = Α + Β∪  
 

και, 
 
Αξίωµα 3 (Γενικευµένη έκδοση) Ο όγκος του µοναδιαίου κύβου είναι ίσος 
µε ένα, ανεξάρτητα αν είναι ανοικτός, κλειστός ή περιλαµβάνει κάποιες 
έδρες του. 
 
Η ισχύς των παραπάνω δύο γενικευµένων εκδόσεων βασίζεται στο 
ακόλουθο λήµµα. 
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ΛΗΜΜΑ. Ο όγκος κάθε φραγµένου επίπεδου πολυγωνικού σχήµατος είναι 
µηδέν. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Η απόδειξη του λήµµατος αυτού θα γίνει σε τέσσερα βήµατα. 
 
1ο Βήµα: Ο όγκος κάθε ανοικτού τετραγώνου πλευράς 1 (που θα το 
συµβολίζουµε µε Τ), είναι ίσος µε µηδέν. 
   
Πράγµατι, έστω n∈`  µε n 2≥  και Π ένα ανοικτό ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο µε βάση τετράγωνο πλευράς 1 και ύψος 1/n. 
Χρησιµοποιώντας n αντίτυπα του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου Π και 
(n-1) αντίτυπα του ανοικτού τετραγώνου Τ και τοποθετώντας τα το ένα 
πάνω στο άλλο (µε τη σειρά: παραλληλεπίπεδο – τετράγωνο – 
παραλληλεπίπεδο – τετράγωνο – κ.λπ.) κατασκευάζουµε έναν ανοικτό 
µοναδιαίο κύβο. 

Συνεπώς, από την ιδιότητα της πεπερασµένης προσθετικότητας, το 
1ο και το 3ο Αξίωµα έχουµε: 

  
nV(Π) + (n-1)V(Τ)=1. 

 
Όµως, nV(Π) 0≥ , άρα 

 V(Τ) 1
n 1

≤
−

, για κάθε n 2≥ . 

 
 Συνεπώς, αφήνοντας n →∞ , έπεται V(T)=0.         
 
2ο Βήµα: Ο όγκος α) κάθε σηµείου και β) κάθε ανοικτού ευθύγραµµου 
τµήµατος µήκους ένα, είναι ίσος µε µηδέν. 
 

Πράγµατι, αφού κάθε σηµείο και κάθε ανοικτό ευθύγραµµο τµήµα 
µήκους ένα, είναι υποσύνολο ενός ανοικτού τετραγώνου πλευράς ένα, 
τότε από το 1ο Βήµα και την ιδιότητα της µονοτονίας, το ζητούµενο 
έπεται.                                                         
 
3ο Βήµα: Ο όγκος κάθε τετραγώνου πλευράς n, όπου n∈` , είναι µηδέν. 
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Πράγµατι, κάθε τετράγωνο πλευράς n γράφεται ως ένωση ξένων 
ανοικτών τετραγώνων πλευράς ένα, ανοικτών ευθύγραµµων τµηµάτων 
µήκους ένα και κάποιων σηµείων. Συνεπώς, από την ιδιότητα της 
προσθετικότητας και τα δύο προηγούµενα βήµατα, ο όγκος του ισούται 
µε µηδέν. 
 
4ο Βήµα: Ο όγκος κάθε φραγµένου επίπεδου πολυγωνικού σχήµατος είναι 
µηδέν. 
 

Πράγµατι, για κάθε φραγµένο επίπεδο πολυγωνικό σχήµα, υπάρχει 
τετράγωνο µε πλευρά φυσικό αριθµό, που το περιέχει. Άρα, από την 
ιδιότητα της µονοτονίας το ζητούµενο έπεται.                                          □ 
  
 
5.3 Όγκος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου 
 
 Ο σκοπός της παραγράφου αυτής είναι να αποδείξουµε τον τύπο 
που δίνει τον όγκο ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου µε βάση τα τρία 
αξιώµατα του όγκου. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ. Ο όγκος κάθε ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι ίσος µε το 
γινόµενο των διαστάσεων του. 
 
Για την απόδειξη του θεωρήµατος χρειαζόµαστε τα παρακάτω δύο 
λήµµατα. 
 

Με Κα θα συµβολίζουµε στο εξής τον κύβο ακµής α, ανεξάρτητα 
αν είναι ανοικτός, κλειστός ή περιλαµβάνει κάποιες έδρες του. 

  
ΛΗΜΜΑ 1. Ο όγκος του κύβου Κα είναι ίσος µε α3. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Η απόδειξη θα δοθεί σε τρία βήµατα. Στο πρώτο βήµα 
αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για α∈` , στο δεύτερο για α∈_  και στο 
τρίτο γενικά για α∈\ . 
 
1ο Βήµα: Έστω α∈`  και Κα ένας κύβος ακµής α. Χωρίζουµε την κάθε 
ακµή του Κα σε α ίσα µέρη, έκαστο µήκος 1. Έτσι, σχηµατίζονται α3 το 
πλήθος κύβοι Κ1 ακµής 1. Άρα, από το 1ο Αξίωµα, την ιδιότητα της 
πεπερασµένης  προσθετικότητας και το 3ο Αξίωµα, 
 

3 3 3
1V( ) V( ) 1αΚ = α Κ = α ⋅ = α . 
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2ο Βήµα: Έστω µ
α = ∈

ν
_ , όπου µ, ν ∈`  και Κµ ένας κύβος ακµής µ. 

Χωρίζουµε κάθε ακµή του Κµ σε ν ίσα µέρη, έκαστο µήκος µ/ν. Έτσι, 
σχηµατίζονται ν3 κύβοι Κµ/ν ακµής µ/ν. Άρα, από το 1ο Αξίωµα, την 
ιδιότητα της  πεπερασµένης προσθετικότητας και το 1ο Βήµα, 
 

3 3
/V( ) V( )µ µ νµ = Κ = ν Κ   

άρα, 

 
3

/V( )µ ν

µ⎛ ⎞Κ = ⎜ ⎟ν⎝ ⎠
. 

 
3ο Βήµα: Έστω α>0 µε α ∈\  και ρ1 , ρ2 τυχαίοι ρητοί αριθµοί ώστε  
ρ1<α<ρ2 . Τότε,  

 
1 2

K K Kρ α ρ⊆ ⊆   
οπότε, από την µονοτονία,  

 
 

1 2
V(K ) V(K ) V(K )ρ α ρ≤ ≤ . 

 
Εποµένως, από το 2ο Βήµα,  

3 3
1 2V(K )αρ ≤ ≤ ρ . 

 
Αν αφήσουµε  1 2,  ρ ρ →α , τότε V(Kα)=α3.                                           □ 

Με Πβ θα συµβολίζουµε το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε βάση πάντα 
τετράγωνο πλευράς α και ύψος ίσο µε β.  
 
ΛΗΜΜΑ 2. Ο όγκος του Πβ είναι ίσος µε α2β. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Θα αποδείξουµε το ζητούµενο πρώτα για β<α και έπειτα για 
β ≥ α . 
i) Έστω β<α. 

1η Περίπτωση: Έστω α
β =

κ
, όπου κ∈` , τότε τοποθετώ κ αντίτυπα του 

ορθογωνίου Πβ το ένα πάνω στο άλλο και έτσι λαµβάνω έναν κύβο 
ακµής α. Συνεπώς, από την ιδιότητα της προσθετικότητας και το Λήµµα 
1, έχουµε 
   

V( ) V( )α βΚ = κ Π , 
 άρα,  
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3
2V( )β

α
Π = = α β

κ
. 

2η Περίπτωση: Έστω µ
β = α

ν
 µε µ,ν ∈`  µε µ < ν. Τότε, τοποθετώ µ 

αντίτυπα του ορθογωνίου Πα/ν το ένα πάνω στο άλλο και έτσι λαµβάνω 
το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο Πβ. Συνεπώς, από την ιδιότητα της 
προσθετικότητας και την Περίπτωση 1, έχουµε 
 

3
2

/V( ) V( )β α ν
α

Π = µ Π = µ = α β
ν

. 

3η Περίπτωση: Έστω β=λα, όπου λ<1, και ρ, µ τυχαίοι ρητοί αριθµοί  
τέτοιοι ώστε  

ρ < λ < µ. 
 Τότε, 

ρα λα µαΠ ⊆Π ⊆Π  
οπότε, λόγω µονοτονίας,  

V( ) V( ) V( )ρα λα µαΠ ≤ Π ≤ Π  
ή ισοδύναµα, λόγω Περίπτωσης 2, 

2 2V( )βα ⋅ρα ≤ Π ≤ α ⋅µα . 
Αφήνουµε τώρα ,ρ µ→λ , και προκύπτει 

 
2V( )λαΠ = α β . 

 
ii) Εάν β ≥ α , τότε β=κα+υ όπου 0 ≤ υ < α . Άρα, από πεπερασµένη 
προσθετικότητα, 

 
 3 2 2 2V( ) V( ) V( ) ( )β α υΠ = κ Κ + Π = κα + α υ = α κα + υ = α β .         □ 

 
Είµαστε τώρα σε θέση να προχωρήσουµε στην απόδειξη του 

θεωρήµατος. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ. Ας θεωρήσουµε ένα ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο Π µε διαστάσεις α, β, γ, όπου α < β. Το Σχήµα 1 
δείχνει ένα τέτοιο στερεό κοµµένο σε δύο µέρη, το ένα µε τετραγωνική 
βάση πλευράς α και το άλλο µε βάση ορθογώνιο παραλληλόγραµµο 
διαστάσεων α και β-α. Και τα δύο µέρη έχουν ύψος γ.  Το δεύτερο 
κοµµάτι θα το ονοµάσω Τ. Τότε από το 1ο , 2ο Αξίωµα και το Λήµµα 2 
έχουµε: 
 



 158

                   2V( ) V(T)Π = α γ + .                   (1) 
 
Έστω ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε βάση τετράγωνο πλευράς α+β και 
ύψος γ. Ο όγκος του από το 2ο λήµµα είναι (α+β)2γ. Το στερεό αυτό το 
διαιρούµε σε εννέα µέρη (βλ. Σχήµα 2). Στις τέσσερεις γωνίες του έχουµε 
από ένα τετραγωνικό πρίσµα µε όγκο α2γ και το κεντρικό µέρος είναι 
τετραγωνικό πρίσµα µε όγκο (β-α)2γ. Τα τέσσερα µέρη που αποµένουν 
ισούνται το καθένα µε το Τ άρα έχουν όγκο το καθένα ίσο µε V(Τ). Άρα, 
από το 1ο Αξίωµα και την ιδιότητα της πεπερασµένης προσθετικότητας, 
έχουµε 

(1)
2 2 2 2( ) 4 4V(T) ( ) 4V( ) ( )α +β γ = α γ + + β −α γ = Π + β −α γ  

ή ισοδύναµα, 

                             
2 2( ) ( )V( )

4
α +β γ − β −α γ

Π = = αβγ                       

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήµατος.                           □ 
 

 
 
                                                         (Σχήµα 1) 
                                                   
                                                                                                                                            

 
                                             (Σχήµα 2) 
 
 Στην πρόταση που ακολουθεί αναδιατυπώνουµε τον τύπο του 
όγκου ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, χρησιµοποιώντας απλό 
ολοκλήρωµα. 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Αν Χ είναι ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο διαστάσεων α, β, 
γ µε έδρες παράλληλες στα συντεταγµενικά επίπεδα, δηλαδή 

3
0 0 0 0 0 0X {(x, y,z) : x x x , y y y ,z z z }= ∈ < < + α < < +β < < + γ\  

 τότε, 
                    V(X) E(X (t))dt

+∞

−∞
= Π∫ ∩                     (2) 

όπου 
3(t) {(x, y,z) : z t},    tΠ = ∈ = ∈\ \ . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ. Το εµβαδόν του X (t)Π∩ , εάν 0 oz t z< < + γ , είναι ίσο µε αβ 
διαφορετικά είναι µηδέν.  
Άρα, 

                     0

0

z

z
V(X) E(X (t))dt dt

+∞ +γ

−∞
= Π = αβ = αβγ∫ ∫∩ .            □    

 
 Από την ιδιότητα της προσθετικότητας για τον όγκο και το 
εµβαδόν, έπεται ότι και το αριστερό και το δεξί µέλος της σχέσης (2) 
είναι προσθετικό πάνω στις ξένες ενώσεις. Συνεπώς, έχουµε το 
παρακάτω γενικότερο αποτέλεσµα. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Αν Χ είναι ένωση ξένων ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων µε 
έδρες παράλληλες στα συντεταγµενικά επίπεδα τότε 
 

V(X) E(X (t))dt
+∞

−∞
= Π∫ ∩  

όπου 
3(t) {(x, y,z) : z t},    tΠ = ∈ = ∈\ \ . 

 
 Στην επόµενη παράγραφο θα αποδείξουµε ότι η σχέση (2) ισχύει 
γενικότερα για κάθε φραγµένη πολυεδρική περιοχή. 
 
 
5.4 Η Αρχή του Cavalieri για φραγµένες πολυεδρικές περιοχές  
 
ΘΕΩΡΗΜΑ. (Αρχή του Cavalieri). Για κάθε φραγµένη πολυεδρική περιοχή 
Χ του Ευκλείδειου χώρου ισχύει 
 

V(X) E(X (t))dt
+∞

−∞
= Π∫ ∩  

 
όπου 

3(t) {(x, y,z) : z t},    tΠ = ∈ = ∈\ \ . 
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ΣΧΟΛΙΟ: ∆εν υπάρχει λόγος ανησυχίας που το ολοκλήρωµα είναι από 
−∞  σε +∞  γιατί η ολοκληρωτέα  συνάρτηση θα είναι µηδέν έξω από ένα 
φραγµένο διάστηµα. 
 

O Bonaventura Francesco Cavalieri 
(1598-1647) γεννήθηκε στο Μιλάνο και από 
το 1615 άνηκε στο τάγµα των Ιησουϊτών. Το 
1621 ενώ βρισκόταν στην Πίζα 
παρακολούθησε µαθήµατα του Benedetto 
Castelli και γνωρίστηκε µε τον Γαλιλαίο που 
ήταν στην Φλωρεντία. Την µεγάλη φήµη 
του την οφείλει στο έργο του Γεωµετρία των 
αδιαιρέτων το οποίο δηµοσιεύτηκε για 
πρώτη φορά το 1635. Στην διάθεσή µας 
όµως υπάρχει η αναδηµοσίευση του έργου 
του αυτού το 1653, στην οποία φαίνονται 
πιο καθαρά οι ιδέες του επί του θέµατος. 
Μία πρόταση που αποτελεί τον πυρήνα των στοχασµών του Cavalieri 
είναι η εξής: Δύο  ἐπίπεδα  σχήματα  (ἤ  δύο  στερεά)  εἶναι  πρός 
ἂλληλα  ὡς  το  σύνολον  τῶν  εὐθειῶν  (ἤ  τῶν  ἐπιπέδων  των) 
δοθείσης διευθύνσεως [4]. 
 
Με σύγχρονους όρους ο  Cavalieri ισχυρίστηκε ότι: 

Αν δύο επίπεδα σχήµατα βρίσκονται µεταξύ δύο παράλληλων 
ευθειών και οι τοµές τους µε κάθε ευθεία παράλληλη σε αυτές είναι ίσες,  
τότε τα εµβαδά των σχηµάτων είναι ίσα και αντίστοιχα, 
αν δύο στερεά βρίσκονται µεταξύ δύο παράλληλων επιπέδων και οι τοµές 
τους µε κάθε επίπεδο παράλληλο σε αυτά είναι ίσες, τότε οι όγκοι των 
στερεών είναι ίσοι. 

Παρόλο που ο Cavalieri διατύπωσε τα παραπάνω, ως Αρχή του 
Cavalieri είναι γνωστό το παραπάνω θεώρηµα το οποίο συνοψίζει την 
µέθοδο της εξάντλησης. 
 

Για να αποδείξουµε την Αρχή του Cavalieri χρειαζόµαστε το 
παρακάτω λήµµα.  
 
ΛΗΜΜΑ. Έστω Χ µία φραγµένη πολυεδρική περιοχή του Ευκλείδειου 
χώρου. Για κάθε ε >0  υπάρχει περιοχή Q X⊆  η οποία είναι ένωση 
πεπερασµένου πλήθους ξένων ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων µε έδρες  
παράλληλες στα συντεταγµενικά επίπεδα τέτοια ώστε V(X) V(Q)− < ε . 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΛΗΜΜΑΤΟΣ. Χάριν απλότητας, κατά τη διάρκεια της 
απόδειξης, κάθε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε έδρες παράλληλες στα 
συντεταγµενικά επίπεδα θα το συµβολίζουµε µε το γράµµα Ι (µε κάποιο 
δείκτη ή τόνο) και θα το καλούµε απλά ορθογώνιο. 
 Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχουν ορθογώνια Ι1΄, …, 

1nI ′ , µε  

11 nX I ... I′ ′⊂ ∪ ∪  και ορθογώνια 
21 nI ,  ..., I  που ανά δύο δεν έχουν κοινά 

εσωτερικά σηµεία και 
21 nI ... I X⊂∪ ∪ , τέτοια ώστε 

1 2n n

j i
j 1 i 1

V(I ) V(I )
= =

′ − < ε∑ ∑ .            (1) 

Τότε όµως, 
1 11 n 1 nV(X) V(I ... I ) V(I ) ... V(I )′ ′ ′ ′≤ ≤ + +∪ ∪  και αν 

21 nQ I ... I= ∪ ∪ , τότε 
21 nV(Q) V(I ) ... V(I )= + + . 

Συνεπώς, από τη σχέση (1), προκύπτει το ζητούµενο. 
Αρκεί λοιπόν, να αποδείξουµε τη σχέση (1). 
 
 Το σύνορο X∂  του πολυέδρου Χ απαρτίζεται από τις έδρες του, 
δηλαδή από ένα πεπερασµένο πλήθος επίπεδων πολυγωνικών περιοχών 
που κάθε µια τους έχει όγκο ίσο µε µηδέν. Άρα, V( X) 0∂ = . Τότε όµως 

µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι υπάρχουν ορθογώνια 
31 nI ,  ..., I′′ ′′  µε 

31 nX I ... I′′ ′′∂ ⊂ ∪ ∪ , ώστε 
3n

1

V(I )κ
κ=

′′ < ε∑ . 

 
Αφού το πολύεδρο Χ είναι φραγµένο, έστω Ι0 ένα ορθογώνιο τέτοιο 
ώστε, 

31 n 0X I ... I I′′ ′′⊂ ⊂∪ ∪ . 
 
Έστω ℘ µια συλλογή ορθογωνίων που ανά δύο δεν έχουν κοινά 

εσωτερικά σηµεία και η ένωση τους είναι ακριβώς το ορθογώνιο Ι0 
(δηλαδή το ℘ είναι µια διαµέριση του Ι0), τέτοια ώστε το 

31 nX \ (I ... I )′′ ′′∪ ∪  και κάθε Iκ′′ , 31,  ..., nκ =  να είναι ένωση στοιχείων 
του ℘. 

Αν 
21 nI ,  ..., I  είναι τα ορθογώνια του ℘ τα οποία περιέχονται στο 

Χ και 
11 nI ,  ...,  I′ ′  είναι τα ορθογώνια του ℘ τα οποία περιέχονται στο 

3 n

1

X Iκ
κ=

′′∪∪ , τότε 
1n

j
j 1

X I
=

′⊂∪  και 
31 2  nn n

j i
j 1 i 1 1

I I Iκ
= = κ=

′ ′′− ⊂∪ ∪ ∪ . Αφού τα ορθογώνια 

21 nI ,  ..., I  περιέχονται ανάµεσα στα ορθογώνια 
11 nI ,  ...,  I′ ′  έπεται ότι, 
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31 2 nn n

j i
j 1 i 1 1

V(I ) V(I ) V(I )κ
= = κ=

′ ′′− ≤ < ε∑ ∑ ∑  

που είναι ακριβώς αυτό που θέλαµε να δείξουµε.                                     □  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ. Έστω ε >0 και Q η ένωση ξένων ορθογωνίων 
παραλληλεπιπέδων που εξασφαλίζεται από το λήµµα και για την οποία 
ισχύει η σχέση (2) της παραγράφου 5.3. Τότε, 
 

E(X (t))dt E(Q (t))dt V(Q) V(X)
+∞ +∞

−∞ −∞
Π ≥ Π = > − ε∫ ∫∩ ∩ . 

 
Αν 0ε→ , έχουµε 

E(X (t))dt V(X)
+∞

−∞
Π ≥∫ ∩ . 

 
Σκοπός µας είναι να µετατρέψουµε την παραπάνω ανισότητα σε 

ισότητα. Το πολύεδρο Χ σίγουρα περιέχεται µέσα σε ένα ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο Q΄. Εφαρµόζουµε το ίδιο επιχείρηµα για την 
πολυεδρική περιοχή Q \ X′ . Εποµένως, 

                                                                          
                                 E((Q \ X) (t))dt V(Q \ X)

+∞

−∞
′ ′Π ≥∫ ∩ . 

 
Αν προσθέσουµε κατά µέλη τις δύο τελευταίες ανισότητες έχουµε: 

 

( )E(X (t)) E((Q \ X) (t)) dt V(X) V(Q \ X)
+∞

−∞
′ ′Π + Π ≥ +∫ ∩ ∩  

 
ή ισοδύναµα, 

E(Q (t))dt V(Q )
+∞

−∞
′ ′Π ≥∫ ∩ . 

 
Όµως για το Q΄ ισχύει η ισότητα στην παραπάνω σχέση. Άρα, και οι 
ανισώσεις από τις οποίες προήρθε οφείλουν να είναι ισότητες. Εποµένως, 
 

                                     E(X (t))dt V(X)
+∞

−∞
Π =∫ ∩ .                      □ 

  
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. (Όγκος τετραέδρου) 

 
Έστω Χ µια τριγωνική πυραµίδα µε βάση ΑΒΓ πάνω στο xy-

επίπεδο, η οποία έχει κορυφή Κ στο άνω ηµι-επίπεδο σε ύψος h. Θα 
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αποδείξουµε, χρησιµοποιώντας την αρχή του Cavalieri, ότι ο όγκος της 

είναι ίσος µε 1 ( ) h
3
⋅ Ε ΑΒΓ ⋅ . 

Πράγµατι, φέρουµε επίπεδο z = t παράλληλο στη βάση, το οποίο 
τέµνει τις ακµές και το ύψος της πυραµίδας στα σηµεία Α΄, Β΄, Γ΄ και Η΄ 
αντίστοιχα (βλ. Σχήµα 3). 
 

 
(Σχήµα 3) 

 
 Τα τρίγωνα ΚΑΒ και ΚΑ΄Β΄ είναι όµοια αφού έχουν αντίστοιχα 

ίσες γωνίες. Άρα, ισχύει ΚΑ ΑΒ
=
′ ′ ′ΚΑ ΑΒ

. Επίσης τα τρίγωνα ΚΗΑ και 

ΚΗΆ΄ είναι όµοια. Άρα, ισχύει ΚΑ ΚΗ
=
′ ′ΚΑ ΚΗ

. Συνεπώς, 

h
h t

ΑΒ ΚΗ
= =

′ ′ ′Α Β ΚΗ −
. 

 
Τέλος τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι όµοια οπότε  

h
h t

ΑΒ
=

′ ′Α Β −
. Άρα, 

2( ) h
( ) h t
Ε ΑΒΓ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟′ ′ ′Ε ΑΒ Γ −⎝ ⎠

  

 
ή ισοδύναµα 
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2 2h t tE( ) E( ) 1 E( )
h h
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′Α Β Γ = ⋅ ΑΒΓ = − ⋅ ΑΒΓ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 
Συνεπώς, από την Αρχή του Cavalieri έχουµε:  
 

2
h h

0 0

t 1V( ) ( (t))dt 1 ( )dt ( ) h
h 3

⎛ ⎞Χ = Ε Χ Π = − ⋅Ε ΑΒΓ = ⋅Ε ΑΒΓ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫∩ .       □ 

 
 
5.5 Όγκος φραγµένης, όχι κατ’ ανάγκην πολυεδρικής, περιοχής  
 

Ο όγκος φραγµένων υποσυνόλων του 3\  που δεν είναι 
αναγκαστικά πολυεδρικές περιοχές, υπολογίζεται µέσω της µεθόδου της 
εξάντλησης όπως αυτή διατυπώνεται στον Ορισµό 3 παρακάτω. 

 
ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Έστω Χ ένα φραγµένο υποσύνολο του 3\ . Ορίζουµε τον 
εσωτερικό όγκο του Χ, συµβολιζόµενο µε V( )Χ , να είναι το ελάχιστο άνω 
φράγµα των όγκων όλων των πολυεδρικών περιοχών που περιέχονται στο 
Χ, δηλαδή: 

V( ) sup{V( ) :Χ = Π Π  πολύεδρο, }Π ⊆ Χ . 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Έστω Χ ένα φραγµένο υποσύνολο του 3\ . Ορίζουµε τον 
εξωτερικό όγκο του Χ, συµβολιζόµενο µε V( )Χ , να είναι το µέγιστο κάτω 
φράγµα των όγκων όλων των πολυεδρικών περιοχών που περιέχουν το Χ, 
δηλαδή: 

V( ) inf{V( ) :′ ′Χ = Π Π  πολύεδρο, }.′Χ ⊆ Π  
 

Από την µονοτονία του όγκου των πολυεδρικών περιοχών έπεται ότι 
V(X) ≤ V(X). 

 
ΟΡΙΣΜΟΣ 3. Αν Χ είναι ένα φραγµένο υποσύνολο του  3\  και ισχύει ότι 
V( ) V( )Χ = Χ , τότε ο κοινός αυτός αριθµός καλείται όγκος του Χ και 
συµβολίζεται µε V(X). 
 
ΣΧΟΛΙΑ: 1) Αν Χ είναι φραγµένη πολυεδρική περιοχή τότε: 
V( ) V( )Χ = Χ =V(X). 
                 2)   Υπάρχουν φραγµένα υποσύνολα του 3\  που δεν έχουν 
όγκο. Για παράδειγµα το 

3K {(x, y,z) : 0 x 1,  0 y 1,  0 z 1,  x, y, z }= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈\ _ . 
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                3)       Με βάση τον παραπάνω ορισµό και µε επιχειρήµατα 
όµοια µε εκείνα της απόδειξης του λήµµατος της προηγούµενης 
παραγράφου, µπορεί να αποδειχθεί ότι: ένα φραγµένο υποσύνολο του 3\  
έχει όγκο αν και µόνο αν το σύνορο του έχει όγκο ίσο µε µηδέν. 
 

Αν το Χ είναι ένα φραγµένο υποσύνολο του 3\  που έχει όγκο 
V(X), τότε προσεγγίζοντας το Χ µε πολύεδρα τόσο από µέσα, όσο και 
από έξω και εφαρµόζοντας την αρχή του Cavalieri στα πολύεδρα αυτά 
λαµβάνουµε το ακόλουθο θεώρηµα: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ. (Γενική µορφή Αρχής Cavalieri) Έστω Χ ένα φραγµένο 
υποσύνολο του 3\   που έχει όγκο V(X) και για κάθε t το σύνολο X (t)Π∩  
έχει εµβαδόν, όπου 3(t) {(x, y,z) : z t}Π = ∈ =\ . Τότε, 

V(X) E(X (t))dt.
+∞

−∞
= Π∫ ∩  

 
 
5.6 Εφαρµογές της Αρχής του Cavalieri 
 

i) Εύρεση του όγκου κυλίνδρου 
Έστω Χ ένας κύλινδρος ύψους h µε βάση ένα κυκλικό δίσκο 

κέντρου Ο και ακτίνας R o οποίος  βρίσκεται στο επίπεδο Oxy. Φέρουµε 
επίπεδο z = t παράλληλο στη βάση. Η τοµή του στερεού µε το επίπεδο 
είναι κυκλικός δίσκος ίσος  µε την βάση. Σύµφωνα λοιπόν µε την Αρχή 
του Cavalieri 

 

 
 

h h 2 2

0 0
V( ) ( (t)dt R dt R hΧ = Ε Χ Π = π = π∫ ∫∩  

δηλαδή, προέκυψε ο γνωστός τύπος: (εµβαδόν βάσης) ⋅(ύψος).            □ 
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ii) Εύρεση του όγκου κώνου 
Έστω Χ ένας κώνος µε κορυφή Κ, ύψος h και µε βάση που 

βρίσκεται στο επίπεδο xyΟ  η οποία έχει κέντρο την αρχή των αξόνων Ο 
και ακτίνα R . 

 
 
Φέρουµε επίπεδο z t=  παράλληλο στη βάση. Τότε, η τοµή του 

στερεού µε το επίπεδο, είναι ένας κυκλικός δίσκος ακτίνας ρ. Τα τρίγωνα 

ΚΟΑ και ΚΟΆ΄ είναι όµοια, άρα ισχύει R h
t

=
ρ

. Εποµένως, το εµβαδόν 

του κυκλικού δίσκου µε κέντρο Ο΄ και ακτίνα ρ είναι ίσο µε 
2

2 2
2

tR
h

πρ = π . Σύµφωνα λοιπόν µε την Αρχή του Cavalieri, έχουµε 

 
2h h 2 2
2o o

t 1V( ) ( (t)dt R dt R h
h 3

Χ = Ε Χ Π = π = π∫ ∫∩ . 

 

Προέκυψε δηλαδή, ο γνωστός τύπος: 1
3
⋅(εµβαδόν βάσης) ⋅(ύψος).         □ 

 
iii) Εύρεση του όγκου σφαίρας 
  Έστω Χ µια σφαίρα µε κέντρο Ο και ακτίνα R. Λόγω συµµετρίας, 
ο όγκος της σφαίρας είναι ίσος µε το διπλάσιο του όγκου του άνω 
ηµισφαιρίου Χ΄. Φέρουµε επίπεδο z = t παράλληλο στη βάση του άνω 
ηµισφαιρίου. Τότε, η τοµή του στερεού αυτού µε το επίπεδο είναι 
κυκλικός δίσκος κέντρου Ο΄ και ακτίνας ρ. Το εµβαδόν του δίσκου αυτού 
είναι ίσο µε 2 2 2(R t )πρ = π − . Σύµφωνα λοιπόν µε την Αρχή του 
Cavalieri, προκύπτει ο γνωστός τύπος για τον όγκο της σφαίρας:  
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R

0

R 2 2

0

3
3

3

V( ) 2V( ) 2 ( (t)dt

                         2 (R t )dt

R                         2 R 2
3

4                         R .
3

′ ′Χ = Χ = Ε Χ Π

= π −

= π − π

= π

∫
∫

∩

 

                                                                                                                □ 
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