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Prìlogoc

Ja  jela na euqarist sw polÔ ton kajhght  tou tm matoc majhmatikoÔ tou
PanepisthmÐou Kr thc k. Q. Kourouni¸th gia thn epÐbleyh thc ergasÐac
aut c, gia to endiafèron tou kai thn en gènei bo jei� tou. Ja  jela epÐshc
na euqarist sw ta upìloipa mèlh thc trimeloÔc epitrop c: ton k. P. P�m-
filo kai ton k. K. Tzan�kh gia tic parathr seic oi opoÐec sunèbalan
sthn diamìrfwsh tou telikoÔ keimènou thc ergasÐac. Epiplèon ja  jela na
euqarist sw tou kajhghtèc tou Tm matoc Majhmatik¸n tou PanepisthmÐou
Kr thc gia tic gn¸seic pou mou pareÐqan sth di�rkeia twn mèqri t¸ra spoud¸n
mou.

. . . kai fusik�

Euqarist¸ polÔ gia thn ousiastik  st rixh kai thn
bo jei� touc, kaj�olh thn di�rkeia twn spoud¸n mou,
touc goneÐc mou, Gi¸rgo kai EudokÐa.
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Eisagwg 

To jèma aut c thc ergasÐac eÐnai na melet soume ta dÔo kuriìtera èrga
sthn jewrÐa thc dianusmatik c an�lushc thn pr¸th perÐodo an�ptuxhc
thc ton 19o ai¸na. Ta èrga aut� eÐnai: h {JewrÐa thc 'Ektashc} tou
Hermann Günther Grassmann kai h {JewrÐa twn Quaternions}
tou William Rowan Hamilton.

Sto pr¸to kef�laio ja doÔme k�poia istorik� stoiqeÐa sqetik�
me thn an�ptuxh thc dianusmatik c an�lushc ton 19o ai¸na kai su-
gkekrimèna ja doÔme poia apì ta èrga ta opoÐa dhmosieÔthkan èpaixan
kajoristikì rìlo kai poia apì aut� krÐjhkan me jetik� sqìlia apì touc
majhmatikoÔc kai touc epist monec thc epoq c ekeÐnhc.

Sto deÔtero kef�laio ja parousi�soume to p¸c o Hamilton apì
thn anaz thsh enìc uyhlìterou sust matoc migadik¸n arijm¸n gia ton
q¸ro di�stashc 3 katèlhxe sthn anak�luyh twn quaternions, ta opoÐa
eÐnai stoiqeÐa tou q¸rou di�stashc 4. Katìpin, ja parajèsoume tic
jemeli¸deic pr�xeic metaxÔ twn quaternions kaj¸c epÐshc kai ìlec tic
idiìthtec pou aporrèoun apì autèc tic dÔo pr�xeic. Sto tèloc autoÔ tou
kefalaÐou ja melet soume thn efarmog  thc jewrÐac twn quaternions
sthn sfairik  trigwnometrÐa kai en gènei sthn sfairik  gewmetrÐa, sÔm-
fwna me ton trìpo parousÐashc tou Hamilton sto èrgo tou {Lectures
on Quaternions}.

Sto trÐto kai teleutaÐo kef�laio thc ergasÐac aut c ja melet -
soume thn jewrÐa thc èktashc tou Grassmann, sÔmfwna me thn deÔte-
rh èkdosh tou èrgou tou to opoÐo dhmosieÔthke to 1862 me tÐtlo {Die
Ausdehnungslehre}. Arqik�, parousi�zei thn ��Genik  JewrÐa twn Mor-
f¸n�� prospaj¸ntac na tupopoi sei thn ènnoia thc algebrik c prì-
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iv Κεφάλαιο 0 : Εισαγωγή

sjeshc, afaÐreshc, pollaplasiasmoÔ kai diaÐreshc. Ja exet�soume thn
tupik  ìyh thc jewrÐac thc èktashc kaj¸c kai touc kanìnec gia thn
kataskeu  kai thn sÔgkrish twn nèwn ontot twn me sundèseic me tic
 dh up�rqousec. Sthn sunèqeia orÐzei ta di�fora eÐdh ginomènou me b�-
sei ta opoÐa prokÔptoun megèjh uyhlìterwn bajmÐdwn. Sthn teleutaÐa
enìthta autoÔ tou kefalaÐou ja melet soume tic gewmetrikèc efarmogèc
pou parousi�zei sto èrgo tou o Grassmann, me skopì na gÐnoun pio
katanoht� ta di�fora eÐdh ginomènou ta opoÐa ìrise prohgoumènwc.



Kef�laio 1

Istorik� StoiqeÐa

H istorÐa thc dianusmatik c an�lushc apodÐdei thn proèleush thc sthn perÐodo
met� to 1831. Wstìso, h axiwmatik  jewrÐa tou dianusmatikoÔ q¸rou ana-
ptÔqjhke polÔ argìtera sta majhmatik�. Sugkekrimèna, o Giuseppe Peano
èdwse ton pr¸to axiwmatikì orismì enìc dianusmatikoÔ q¸rou to 1888, all� h
jewrÐa anaptÔqjhke met� to 1920. Apì thn dekaetÐa tou 1930, aut  h jewrÐa
�rqise na qrhsimopoieÐtai wc mia b�sh gia nèec anakalÔyeic se di�forouc
tomeÐc kai kurÐwc sthn epist mh thc fusik c [Do1].

H sqèsh metaxÔ thc jewrÐac tou dianusmatikoÔ q¸rou kai thc gewmetrÐac
faÐnetai profan c se arketoÔc anjr¸pouc. 'Enac apì touc mÔjouc, o opoÐoc
aporrèei apì thn paradosiak  didaskalÐa, sqetik� me thn sqèsh pou sundèei
thn gewmetrÐa kai thn grammik  �lgebra proèrqetai apì thn qr sh koinoÔ
lexilogÐou stouc dÔo tomeÐc. Treic eÐnai oi kÔriec sunist¸sec pou odhgoÔn
sthn an�ptuxh thc dianusmatik c an�lushc, kai oi opoÐec eÐnai: (1) h èreu-
na tou Leibniz gia mia gewmetrÐa jèshc, (2) h idèa enìc parallhlogr�mmou
dun�mewn   taqut twn kai (3) h anak�luyh kai h gewmetrik  anapar�stash
twn migadik¸n arijm¸n [Cr].

H dhmourgÐa miac gewmetrÐac jèshc proteÐnetai gia pr¸th for� apì ton
spoudaÐo epist mona Gottfried Wilhelm Leibniz se èna gr�mma tou ston
Christian Huygens to 1679, to opoÐo dhmosieÔthke gia pr¸th for� to 1833. H
dhmiourgÐa miac tètoiac gewmetrÐac, h opoÐa basizìtan se sqèseic isodunamÐac
metaxÔ n-�dwn kai shmeÐwn sÔmfwna me ta legìmena tou, sthrÐzetai sthn idèa
thc dhmiourgÐac enìc tomèa twn majhmatik¸n, o opoÐoc ja ekfr�zei jèsh ìpwc
h �lgebra ekfr�zei mègejoc.

H deÔterh sunist¸sa h opoÐa od ghse sthn an�ptuxh thc dianusmatik c
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an�lushc eÐnai o kanìnac tou parallhlogr�mmou. To parallhlìgrammo twn
taqut twn, to opoÐo apoteleÐ mia gewmetrik  anapar�stash thc prìsjeshc
dianusm�twn, eÐnai gnwstì apì thn arqaiìthta, kaj¸c faÐnetai na qrhsi-
mopoieÐtai apì ton Aristotèlh (384-322 p.Q.) all� epÐshc brÐsketai kai sta
Mhqanik� tou 'Hrwna tou Alexandrèwc (1oc ai¸nac m.Q.). Autì ìmwc den
 tan arketì gia thn dhmiourgÐa thc ènnoiac enìc prosanatolismènou eujÔ-
grammou tm matoc. To 1687, o NeÔtwnac dhmosieÔei to èrgo tou me tÐtlo
{Principia Mathematica}, sto opoÐo sqedi�zei thn idèa tou parallhlogr�m-
mou. Sugkekrimèna, dhl¸nei [Ne]:

{'Ena s¸ma, sto opoÐo droun dÔo dun�meic tautìqrona, ja peri-
gr�yei thn diag¸nio enìc parallhlogr�mmou ston Ðdio qrìno ìpwc
ja periègrafe tic pleurèc apì ekeÐnec tic dun�meic xeqwrist�.}

FaÐnetai ìti oÔte o NeÔtwnac kateÐqe thn ènnoia tou dianÔsmatoc, ìmwc  tan
arket� kont� sthn idèa ìti oi dun�meic, efìson èqoun kai mègejoc kai kateÔ-
junsh, mporoÔn na prostejoÔn oÔtwc ¸ste na par�goun mia nèa dÔnamh.

H trÐth kai shmantikìterh sunist¸sa h opoÐa od ghse sthn dhmiourgÐa
thc dianusmatik c an�lushc eÐnai h anak�luyh kai h gewmetrik  anapar�stash
twn migadik¸n arijm¸n. H pr¸th dhmosÐeush thc idèac enìc migadikoÔ arijmoÔ
dìjhke apì ton Jerome Cardan to 1545 sto èrgo tou {Ars Magna}. Wstìso,
p re parap�nw apì dÔo ai¸nec gia na gÐnoun apodektoÐ wc nìmimec majhmatikèc
ontìthtec. Kat� thn di�rkeia twn dÔo aut¸n ai¸nwn, polloÐ suggrafeÐc dia-
marturÔjhkan gia thn qr sh aut¸n twn ��par�xenwn dhmiourgi¸n��, ìpwc oi
Ðdioi tic apokaloÔsan.

O pr¸toc �njrwpoc, qronologik�, o opoÐoc epiqeÐrhse na anaparast sei
gewmetrik� touc migadikoÔc arijmoÔc  tan o John Wallis, se èna èrgo tou
to 1673. H mèjodoc tou ìmwc den  tan arket� ikanopoihtik . LÐga qrìnia
argìtera, �lloi pènte epist monec anèptuxan touc kanìnec thc gewmetrik c
anapar�stashc twn migadik¸n arijm¸n kai oi opoÐoi  tan: o Caspar Wessel
(1799), o Adrien Quentin Buée (1805), o Jean Robert Argand (1806), o C.V.
Mourey (1828) kai o John Warren (1828). Wstìso, autoÐ oi kanìnec èginan
gnwstoÐ mèsa apì to èrgo tou Carl Friedrich Gauss, to opoÐo dhmosieÔthke to
1831. SÔmfwna me ton Crowe, faÐnetai axioshmeÐwto to gegonìc ìti se treic
peript¸seic thn perÐodo apì to 1799 èwc to 1828, dÔo suggrafeÐc douleÔo-
ntac o kajènac mìnoc tou, meletoÔn to Ðdio qronikì di�sthma thn gewmetrik 
anapar�stash twn migadik¸n arijm¸n [Cr].

O August Ferdinand Möbius  tan ènac apì touc pr¸touc majhmatikoÔc o
opoÐoc eis gage prosanatolismèna eujÔgramma tm mata, ta opoÐa den d lwne
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me ton ìro dianÔsmata. To 1827, dhmosieÔei to èrgo tou me tÐtlo {o Baruke-
ntrikìc Logismìc}, èna sÔsthma to opoÐo anaptÔqjhke me thn idèa na parjeÐ
to kèntro b�rouc enìc sust matoc barÔkentrwn. Kat� thn di�rkeia thc èreu-
nac tou gia ta kèntra b�rouc, anèptuxe thn prìsjesh kai ton pollaplasia-
smì aut¸n twn prosanatolismènwn eujugr�mmwn tmhm�twn. FaÐnetai na eÐqe
ephreasteÐ apì ton Bellavitis, o opoÐoc eÐqe  dh anakalÔyei to èrgo tou
{o Upologismìc twn Isodunami¸n}, kai o opoÐoc eÐqe gr�yei gia autì ston
Möbius. H pragmateÐa tou Bellavitis eÐqe k�poia koin� qarakthristik� me thn
sÔgqronh dianusmatik  jewrÐa, kaj¸c o orismìc tou gia thn isodunamÐa lèei:

{DÔo eujeÐec kaloÔntai isodÔnamec e�n eÐnai Ðsec, par�llhlec kai
ìmoia kateujunmènec.}

H jewrÐa tou Möbius pareÐqe mia �lgebra shmeÐwn, all� o skopìc tou den
 tan na parousi�sei mia algebrik  kataskeu . 'Hjele na parousi�sei èna
ergaleÐo gia thn epÐlush gewmetrik¸n kai fusik¸n problhm�twn. O Möbius
eÐqe thn anagn¸rish poll¸n dias mwn majhmatik¸n, ek twn opoÐwn up rxan
oi Gauss, Cauchy, Jacobi kai o Dirichlet.

Thn pr¸th perÐodo an�ptuxhc thc jewrÐac thc dianusmatik c an�lushc,
h opoÐa ekteÐnetai mèqri to 1865, dÔo �njrwpoi èpaixan kajoristikì rìlo kai
autoÐ  tan o William Rowan Hamilton kai o Hermann Günther Grassmann.

O Hamilton ereunoÔse gia dekatrÐa qrìnia gia èna sÔsthma gia thn
an�lush tou trisdi�statou q¸rou ¸spou telik� to 1843 anak�luye ta quater-
nions, èna apì ta kÔria sust mata thc dianusmatik c an�lushc.

O Hamilton genn jhke sto Dou-
blÐno thc IrlandÐac to 1805 kai pè-
jane to 1865. Se hlikÐa deka-
tri¸n et¸n lamb�nei prosoq  lì-
gw poll¸n axiìlogwn epiteugm�twn,
sumperilambanomènwn twn ptuqÐwn
pou apèkthse se dekatreÐc gl¸ssec,
merikèc apì tic opoÐec eÐnai ta el-
lhnik�, ta latinik�, ta arabik� kai ta
gallik�.

To 1823 eis�getai sto Triadikì kolègio sto DoublÐno, lamb�nontac
thn pr¸th jèsh sta apotelèsmata twn eisagwgik¸n exet�sewn. Kat� thn
di�rkeia thc proptuqiak c tou karièrac, kat� thn opoÐa eÐqe l�bei arket�



4 Κεφάλαιο 1 : Ιστορικά Στοιχεία

brabeÐa, o Hamilton katalamb�nei thn jèsh tou kajhght  thc astronomÐac
sto panepist mio tou DoublÐnou kai apokaleÐtai wc o basilikìc astronìmoc
thc IrlandÐac [Cr].

Mia apì tic diashmìterec episthmonikèc anakalÔyeic tou 19ου ai¸na  tan
h majhmatik  prìbleyh thc eswterik c kai thc exwterik c kwnik c di�jlashc
tou Hamilton. Aut  h anak�luyh, h opoÐa phg�zei apì ta èggrafa tou ep�-
nw sthn {jewrÐa twn susthm�twn twn aktÐnwn}, ton èkane akìma pio di�sh-
mo. Epanèrqetai sto prosk nio to 1837 me thn dhmosÐeush enìc �rjrou tou
sqetik� me thn anapar�stash twn migadik¸n arijm¸n wc diatetagmèna zeÔgh
arijm¸n, mia enallaktik  dikaiolìghsh tètoiwn arijm¸n, h opoÐa stic mèrec
mac protim�tai. Se autì to �rjro ekfr�zei thn elpÐda tou na dhmosieÔsei
mia {JewrÐa Tri�dwn}, dhlad  èna sÔsthma to opoÐo ja  tan kat�llhlo gia
thn an�lush tou trisdi�statou q¸rou, ìpwc eÐnai oi migadikoÐ arijmoÐ gia ton
didi�stato, ¸spou telik� katal gei sthn anak�luyh twn quaternions. PÐ-
steue ìti gia ta mèsa tou 19ου ai¸na eÐqe k�nei mia spoudaÐa anak�luyh kai
ètsi ta upìloipa eÐkosi-èna qrìnia thc zw c tou ta afier¸nei sthn suggraf 
�rjrwn kai biblÐwn gia ta quaternions [Cr].

'Htan gÔrw se aut n thn epoq  ìpou oi idèec twn idrut¸n thc mh-EukleÐ-
deiac gewmetrÐac, Nicolas Lobachevski kai Janos Bolyai, èginan gnwstèc.
'Iswc to shmantikìtero m numa pou phg�zei apì th dhmiourgÐa tou Hamilton
eÐnai ìti eÐnai nìmimo gia touc majhmatikoÔc na dhmiourg soun nèa algebrik�
sust mata pou parabaÐnoun touc paradosiakoÔc kanìnec. An kai merikoÐ majh-
matikoÐ antist�jhkan se aut n thn axÐwsh, �lloi thn ekmetalleÔjhkan �mesa
me th dhmiourgÐa nèwn algebrik¸n susthm�twn. Mèqri to 1847, o Hamilton
lamb�nei brabeÐa gia thn anak�luyh tou apì thn Basilik  Irlandik  AkadhmÐa
kai thn Basilik  KoinwnÐa tou EdimboÔrgou, kai dhmosieÔei to ligìtero tri�-
nta tèssera �rjra gia ta quaternions, ta opoÐa èqoun epikurwjeÐ apì merikoÔc
spoudaÐouc majhmatikoÔc kai epist monec, ìpwc o John Herschel [Cr].

Wstìso, o Hamilton den  tan o monadikìc dhmiourgìc enìc dianusmatikoÔ
sust matoc thn perÐodo gÔrw sto 1843. Sugkekrimèna, èxi �lloi suggrafeÐc
anaptÔssoun sust mata, ta opoÐa  tan perissìtero   ligìtero dianusmatik�
se qarakt ra, kai oi opoÐoi  tan: August Ferdinand Möbius, Giusto Bellavi-
tis, Comte de Saint-Venant, Augustin Cauchy, Matthew O’Brien kai Her-
mann Günther Grassmann, me pio kajoristikì thn perÐodo ekeÐnh to èrgo
tou Grassmann.
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O Hermann Grassmann gen-
n jhke to 1809 sto Stettin, mia mikr 
pìlh thc PomeranÐac kont� sthn
Baltik , ìpou pèrase to megalÔtero
qronikì di�sthma thc zw c tou kai
pèjane to 1877. 'Htan ènac apì
touc d¸deka giouc tou Justus Gün-
ther Grassmann, enìc kajhg th ma-
jhmatik¸n se èna gumn�sio tou Stet-
tin. SÔmfwna me ton patèra tou,
o Grassmann den  tan kanèna paidÐ
jaÔma kai dhl¸nei ìti ja  tan eutu-
q c e�n o gioc tou ginìtan biotèqnhc
  khpourìc [Br].

O Grassmann eis qjei sto panepist mio tou BerolÐnou to 1827, ìpou
spoÔdase jeologÐa kai filosofÐa. Epistrèfontac wstìso sto Stettin melèth-
se di�fora maj mata, sumperilambanomènou tou maj matoc twn majhmatik¸n
me skopì na proetoimasteÐ gia na l�bei mèroc stic exet�seic gia thn apìkthsh
thc didaktik c ep�rkeiac. 'Etsi, to 1836 gÐnetai kajhght c se èna gumn�sio
tou Stettin, sto opoÐo dÐdaske gia to upìloipo thc zw c tou.

DÔo  tan ta spoudaiìtera majhmatik� tou èrga ek twn opoÐwn to pr¸to
 tan mia {JewrÐa twn Palirroi¸n}, èna eÐdoc diatrib c to opoÐo ègraye to
1840 gia na belti¸sei thn jèsh tou wc kajhght . Wstìso, to èrgo autì
parèmeine adhmosÐeuto mèqri to 1894. To deÔtero spoudaiìtero èrgo tou  tan
h {JewrÐa thc Grammik c 'Ektashc} (Die Lineale Ausdehnungslehre), to opoÐo
dhmosieÔthke to 1844 kai to opoÐo den èlabe prosoq , an kai polloÐ gn¸rizan
gia autì metaxÔ �llwn kai o Möbius, o Gauss, o Kummer kai o Cauchy.
Sugkekrimèna, o Kummer, se mia pragmatognwmosÔnh pou tou zht jhke na
d¸sei ìson afor� to èrgo tou Grassmann, ègraye [Do1]:

{Parathr¸ntac pr¸ta ìti afor� thn morf  thc pragmateÐac, kaneÐc
prèpei na anagnwrÐsei genik� ìti eÐnai mia apotuqÐa, giatÐ, akìma
kai an to Ôfoc eÐnai kalì kai pl rouc èmpneushc, stereÐtai pantoÔ
apì mia kat�llhlh org�nwsh tou perieqomènou tou sto opoÐo ta
ousi¸dh shmeÐa ja mporoÔsan na eÐnai eudi�krita apì ta ligìtero
shmantik� pr�gmata.}

SÔmfwna me ton Grassmann, me to èrgo autì  jele na dhmiourg sei è-
nan tomèa twn majhmatik¸n, o opoÐoc den ja ekteÐnetai mèqri ton tomèa thc
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gewmetrÐac, all� tou opoÐou h gewmetrÐa na eÐnai èna mèroc. Kat� mia èn-
noia, perieÐqe arket� apì to sÔgqrono sÔsthma thc dianusmatik c an�lushc.
Autì, wstìso, empedìjhke entìc enìc meg�lou se perieqìmeno sust matoc,
to opoÐo periel�mbane n-di�statouc q¸rouc kai dekaèxi diaforetik� ginìmena
twn basik¸n ontot twn tou (perilamb�nontac to eswterikì kai to exwterikì
tou ginìmeno, ta opoÐa eÐnai antÐstoiqa parapl sia sto sÔgqrono eswterikì
kai exwterikì mac ginìmeno).

Up rxan lÐgoi ekeÐnoi oi opoÐoi èkrinan me jetik� sqìlia to èrgo autì
kai ènac lìgoc gia ton opoÐo krÐjhke  tan h as�feia pou epikratoÔse ston
trìpo parousÐashc tou. Epiprìsjeta, o Grassmann exhgoÔse tic idèec tou
me mia genik  optik  skopi�, kai prospajoÔse na dikaiolog sei k�je nèa idèa
tou mèsw miac filosofik c b�shc. EpÐshc, lìgw tou ìti mìno sto tèloc k�je
kefalaÐou parajètei praktik� probl mata sthn gewmetrÐa kai sthn mhqanik ,
oi anagn¸stec tou duskoleÔthkan na to parakolouj soun. Gia par�deigma, o
Möbius to onìmase akat�llhlo gia an�gnwsh kai o Hamilton ègraye ston De
Morgan ìti gia na to diab�sei ja èprepe na arqÐsei to k�pnisma [Br]. 'Allw-
ste, o Grassmann  tan ènac aplìc d�skaloc, kai den eÐqe kanèna akadhmaðkì
q�risma pou �lloi sÔgqronoi, ìpwc o Hamilton gia par�deigma, eÐqan kai h
istorÐa faÐnetai na proteÐnei ìti h apodoq  rizik¸n anakalÔyewn exart�tai
suqn� perissìtero apì to prìswpo thc anak�luyhc par� apì thn Ðdia thn
anak�luyh [Br].

O Grassmann to 1845, prosp�jhse anepituq¸c na peÐsei ton Möbius na
gr�yei mia kritik  gia to biblÐo tou. Thn Ðdia qroni�, o Comte de Saint-
Venant dhmosÐeuse èna mikrì �rjro, to opoÐo eÐqe tÐtlo {Memoire sur les
sommes et les differences geometriques, et sur leur usage pour simplifier
la mecanique}, sto opoÐo sqedi�zei èna pl joc jemeliwd¸n ide¸n thc dia-
nusmatik c an�lushc, sumperilambanomènou tou exwterikoÔ ginomènou. O
Grassmann allhlografoÔse me ton Saint-Venant gia k�poio di�sthma, al-
l� oi idèec tou Saint-Venant den eÐqan l�bei arket  prosoq . DÔo qrìnia
argìtera, o Möbius parìtrune ton Grassmann na l�bei mèroc se ènan dia-
gwnismì sqetik� me tic efeurèseic oi opoÐec ekplhr¸noun thn idèa tou Leibniz
gia mia gewmetrÐa jèshc. Telik�, o Grassmann paradÐdei èna teÔqoc kai ker-
dÐzei ston diagwnismì, all� èpeita p�li paramel jhke.

To 1853, o G�lloc majhmatikìc Augustin Cauchy dhmosieÔei to biblÐo
tou {Sur les clefs algebriques}, sto opoÐo parousi�zei mejìdouc epÐlushc
poikÐlwn algebrik¸n problhm�twn, gia par�deigma, thn eÔresh twn riz¸n miac
exÐswshc. Wstìso, sÔmfwna me ton Browne [Br], o Grassmann ìqi mìno eÐqe
dhmosieÔsei tic Ðdiec mejìdouc sto biblÐo tou Die Lineale Ausdehnungslehre,
all� eÐqe epÐshc steÐlei kai dÔo antÐtupa autoÔ tou biblÐou ston Cauchy



7

to 1846, se mia anepituq  prosp�jeia na ft�sei to èna antÐtupo ston Saint-
Venant. Di�foroi fÐloi proeidopoioÔn ton Grassmann ìti up�rqei èna z thma
proteraiìthtac sqetik� me tic mejìdouc tou Cauchy, odhg¸ntac ton na apeu-
junjeÐ sthn Gallik  AkadhmÐa gia na diaithteÔsei to z thma proteraiìthtac.
Par�llhla, odhg jhke sthn dhmosÐeush tou monadikoÔ tou �rjrou sta gal-
lik�, profan¸c apeujunmènoc ston Cauchy: {Sur les différents genres de mul-
tiplication} (to opoÐo anafèretai sta di�fora eÐdh pollaplasiasmoÔ). Telik�
to z thma den lÔjhke, kai ènac pijanìc lìgoc eÐnai o j�natoc tou Cauchy
met� apì lÐga qrìnia.

Af nontac kat� mèroc ta keÐmena ta opoÐa ègraye o Ðdioc o Grassmann,
up rxan mìno dÔo dhmosieumèna sqìlia ìson afor� to èrgo tou prin apì
thn dekaetÐa tou 1860. To èna apì ta dÔo up�rqei sta sqìlia tou Möbius
pou perilamb�nontai me th dhmosÐeush tou brabeÐou dokimÐou tou Grassmann
kai to �llo sqìlio emfanÐzetai sthn eisagwg  tou Hamilton sqetik� me ta
Quaternions, pou dhmosieÔontai se autì to ètoc. O Hamilton ston prìlogo
tou perigr�fei to biblÐo tou Grassmann wc {prwtìtupo kai axioshmeÐwto},
all� wstìso tonÐzei ìti ta sust mata touc eÐnai eudi�krita kai anex�rthta
metaxÔ touc, parìlo pou summerÐzontai k�poia qarakthristik�.

O Grassmann,  tan pepeismènoc gia thn axÐa twn ide¸n tou all� apogoh-
teumènoc lìgw tou ìti oi dhmosieÔseic tou den prosèlkusan idiaÐterh proso-
q , to 1862 dhmosieÔei to sÔsthma tou me mia kainoÔrgia morf , me ton
tÐtlo {Die Ausdehnungslehre}. Triakìsia antÐgrafa eÐnai tupwmèna sto
kat�sthma tou adelfoÔ tou kai ìla me èxoda dik� tou. Se autì to teÔqoc,
o Grassmann apofasÐzei sof� na afairèsei tic filosofikèc suzht seic pou
perilamb�nontan sthn pr¸th èkdosh tou èrgou tou kai na parousi�sei to
sÔsthma tou se EukleÐdeia morf . Wstìso, o sunt�kthc twn ergasi¸n tou
Grassmann, Friedrich Engel, je¸rhse thn deÔterh èkdosh tou èrgou autoÔ
wc èna ��katastrofikì l�joc��. O Ðdioc o Grassmann d lwse èna qrìno prin
to j�nato tou [Do2]:

{Aut  h nèa èkdosh sunantiètai me akìma ligìterh prosoq  apì
thn pr¸th.}

Epiprìsjeta, ston prìlogo tou èrgou tou Die Ausdehnungslehre tou
1862 dhl¸nei [Aus]:

{EÐmai en meroc ìti h morf  pou èqw d¸sei sthn epist mh eÐnai
atel c. Ja èrjei ìmwc o kairìc ìpou autèc oi idèec, Ðswc me mia
kainoÔrgia morf , ja prokÔyoun ek nèou kai ja eisaqjoÔn se mia
uparkt  epikoinwnÐa me tic sÔgqronec idèec pou ja anaptuqjoÔn.}
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DÔo uposthriktèc ekeÐnhc thc periìdou tou èrgou tou Grassmann, o Her-
mann Hankel kai o Rudolf Clebsch ton epainoÔn sta èrga touc, all� sÔntoma
apebÐwsan. EpÐshc, o Victor Schlegel, o opoÐoc dÐdaske kai autìc sto Stettin
dhmosieÔei mia parousÐash twn ide¸n tou Grassmann me mia pio stoiqei¸dh
morf  h opoÐa  tan qwrÐc epituqÐa. Par�ìla aut�, argìtera ègraye thn bio-
grafÐa tou Grassmann, h opoÐa apì ìti faÐnetai ephrèase perissìtero sto
na dwjeÐ prosoq  sto èrgo tou Grassmann. H megalofuòa tou Grassmann
�rghse na anagnwristeÐ kai akìma kai tìte mìno en mèrei. Arketì kairì met�
ton j�nato tou, oi majhmatikoÐ kai oi fusikoÐ �rqisan na katalabaÐnoun to
b�joc thc jewrÐac tou.

H dianusmatik  an�lush, ìpwc anafèrame kai parap�nw, eÐnai ènac tomèac
twn majhmatik¸n o opoÐoc ex qjh kurÐwc apì tic dÔo parap�nw jewrÐec to
Ausdehnungslehre tou Grassmann (1840-1844) kai thn an�lush thc jewrÐac
twn Quaternions tou Hamilton (1843-1844). Me thn ènarxh thc deÔterhc
periìdou, h opoÐa ekteÐnetai apì to 1865 mèqri perÐpou to 1880, oi jewrÐec
twn Hamilton kai Grassmann �rqisan stadiak� na paÔoun na qrhsimopoioÔn-
tai [Cr]. 'Allwn majhmatik¸n ta èrga �rqisan na qrhsimopoioÔntai kai sug-
kekrimèna oi jewrÐec twn: Peter Guthrie Tait, Benjamin Peirce, James Clerke
Maxwell kai tou William Kingdon Clifford.

E�n kaneÐc anarwthjeÐ poio apì ta dÔo sust mata tou Hamilton   tou
Grassmann ephrèase perissìtero ta sust mata thc periìdou metaxÔ thc de-
kaetÐac tou 1840 mèqri to 1900, h ap�nthsh ja  tan bèbaia upèr tou Hamilton.
Apì thn dekaetÐa tou 1840 mèqri thn dekaetÐa tou 1870 to sÔsthma tou Hamil-
ton  tan perissìtero gnwstì apì to sÔsthma tou Grassmann, an kai apì
thn dekaetÐa tou 1870 mèqri thn dekaetÐa tou 1890, oi dhmosieÔseic sqetik�
me to sÔsthma tou Grassmann aux jhkan. EkeÐnh thn perÐodo up rxan 594
dhmosieÔseic gia ta quaternions, en¸ sqetik� me thn jewrÐa tou Grassmann
èginan 217 dhmosieÔseic.

LÐga qrìnia prin ton j�nato tou o Hamilton �rqise na epikoinwneÐ me
ton majhmatikì Peter Guthrie Tait. O Tait �rqise na endiafèretai gia ta
quaternions, eidik� gia thn qrhsimìthta touc sthn epist mh thc fusik c. To
1859 loipìn, o Tait dhmosÐeuse to pr¸to apì ta perÐpou ebdom nta �rjra tou
sta quaternions, ¸spou telik� to 1867 dhmosÐeuse to èrgo tou {Stoiqei¸dhc
PragmateÐa twn Quaternions}. 'Ena axioprìsekto qarakthristikì thc èk-
jeshc tou  tan h ekten c prosoq  pou èdwse (en¸ den èkane to Ðdio kai o
Hamilton) ìson afor� tic efarmogèc sth fusik . En mèrei gia autì ton lì-
go, ta biblÐa tou èteinan na gemÐsoun me peript¸seic ìpou to bajmwtì mèroc  
to dianusmatikì mèroc tou pl rouc quaternion ginomènou diaqwrÐzontai, sto
shmeÐo ìpou ekeÐna ta biblÐa moi�zoun me ta sÔgqrona biblÐa dianusmatik c
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an�lushc, me thn diafor� ìti to bajmwtì mèroc tou ginomènou dÔo quater-
nions  tan to arnhtikì tou eswterikoÔ ginomènou sthn sÔgqronh dianusmatik 
an�lush.

Argìtera, to 1870, o Benjamin Peirce dhmosÐeuse thn {Grammik  Sun-
detik  'Algebra} tou, h opoÐa eÐqe perigrafeÐ apì ton Dirk Struik wc

{...h pr¸th ter�stia aujentik  suneisfor� sta majhmatik� pou
par qjhke stic Hnwmènec PoliteÐec...}.

'Enac prìwroc enjousiasmìc gia ta quaternions, odhgeÐ ton Peirce sthn
dhmosÐeush tou, douleÔontac, apì thn anak�luyh tou Hamilton thc pijanìth-
tac nèwn algebr¸n, ston sqediasmì kai sthn taxinìmhsh 162 diaforetik¸n
algebr¸n.

'Enac akìmh spoudaÐoc epist monac thc epoq c ekeÐnhc  tan o James
Clerke Maxwell, o opoÐoc, to 1873, dhmosieÔei thn pragmateÐa tou gia ton
hlektrismì kai ton magnhtismì, thn pio shmantik  melèth sthn kÔria fusik 
epist mh tou dèkatou ènatou ai¸na. Parìlo pou o Maxwell den qrhsimopoÐhse
kajìlou tic mejìdouc twn quaternions sta tèssera di�shma �rjra tou ston
hlektrismì kai ston magnhtismì, to 1870, upì thn epirro  tou Tait, �rqise
na diab�zei di�fora èrga gia ta quaternions. Metèpeita, o Maxwell ekfr�zei
poll� apì ta apotelèsmata thc pragmateÐac tou ìqi mìno se kartesian  mor-
f , all� kai sta isodÔnama thc ta quaternions. Auto sunèbaine arket� suqn�
opìte oi anagn¸stec mporoÔsan eÔkola na upojèsoun ìti o Maxwell proti-
moÔse autèc tic mejìdouc. Sthn pragmatikìthta ìmwc, den  tan uperaspist c
twn mejìdwn twn quaternions. Sugkekrimèna, se èna apì ta diashmìtera
�rjra tou dhl¸nei [Cr]:

{H efeÔresh tou logismoÔ twn quaternions eÐnai èna b ma proc th
gn¸sh twn megej¸n pou sqetÐzontai me ton q¸ro ta opoÐa mporoÔn
mìno na sugkrijoÔn gia th spoudaiìthta touc, me thn efeÔresh
twn tri�dwn apì ton Kartèsio. Oi idèec autoÔ tou logismoÔ, en¸
diakrÐnontai apì tic diadikasÐec kai ta sÔmbola touc, egkajÐstantai
gia na eÐnai mègisthc qr shc se ìlouc touc tomeÐc thc epist mhc.}

Se epìmenouc suggrafeÐc ja doÔme, sthrizìmenoi akrib¸c se tètoiouc
isqurismoÔc, ìpwc autìn tou Maxwell, kai apì thn empeirÐa touc sthn epist mh
thc fusik c, ìti suneqÐzoun gia na rujmÐsoun ek nèou kai na diamorf¸soun to
sÔsthma twn quaternions se èna sÔgqrono sÔsthma dianusmatik c an�lushc.

Tèloc, thn Ðdia perÐodo, kai sugkekrimèna to 1877, o William Kingdon
Clifford dhmosieÔei to èrgo tou {StoiqeÐa thc Dunamik c}, to opoÐo  tan
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mia stoiqei¸dhc pragmateÐa sthn mhqanik . 'Htan ènac apì touc lÐgouc ma-
jhmatikoÔc se aut  thn perÐodo o opoÐoc  xere kai ta dÔo sust mata thc
prohgoÔmenhc periìdou. Autì pou eÐnai shmantikì na tonÐsoume apì to èr-
go tou {StoiqeÐa thc Dunamik c} eÐnai ìti sta mèsa tou biblÐou tou, se mia
enìthta ��Ginìmeno dÔo dianusm�twn��, eis�gei ousiastik� dÔo eÐdh ginomènou,
ek twn opoÐwn to èna to kaleÐ ��dianusmatikì ginìmeno��, to opoÐo eÐnai to
dianusmatikì ginìmeno ìpwc katèqetai apì ton Grassmann kai ton Hamil-
ton kaj¸c epÐshc kai sthn sÔgqronh dianusmatik  jewrÐa. To �llo tou
ginìmeno, to opoÐo to kaleÐ ��bajmwtì ginìmeno��, to perigr�fei poiotik�, all�
den dieukrinÐzei to prìshmo tou. 'Opwc èqoume dei gia ton Grassmann autì
to ginìmeno metaxÔ enìc mh mhdenikoÔ megèjouc me ton eautì tou eÐnai jetikì,
en¸ gia ton Hamilton eÐnai arnhtikì. Autì pou parathroÔme ston Clifford
eÐnai autì pou  dh �rqise na emfanÐzetai me k�pwc diaforetikèc morfèc ston
Tait kai ston Maxwell: ènac diaqwrismìc tou ginomènou dÔo pl rwn quater-
nions se dÔo mèrh, kat� m koc thc èkjeshc aut¸n twn mer¸n wc xeqwrist�
ginìmena.

Katal goume loipìn sto sumpèrasma ìti h jewrÐa tou Hamilton thn
perÐodo apì thn dekaetÐa tou 70 mèqri thn dekaetÐa tou 90 protim�tai se
sqèsh me thn jewrÐa tou Grassmann.

Sthn trÐth perÐodo, apì to 1880 kai met�, �rqise na diamorf¸netai to
sÔgqrono sÔsthma dianusmatik c an�lushc mèsw twn èrgwn dÔo pros¸pwn
ta opoÐa  tan o Josiah Willard Gibbs kai o Oliver Heaviside. To 1910 loipìn
kat�feran na idrujeÐ to sÔsthma touc wc to epikratèstero, me ènan ag¸na
en�ntia sta sust mata twn Hamilton kai Grassmann.

O Josiah Willard Gibbs (1839-1903) genn jhke sto New Haven kai dÐ-
daske sto Yale, ìpwc kai o patèrac tou. To pr¸to mèroc tou èrgou tou
{StoiqeÐa thc Dianusmatik c An�lushc}, to opoÐo parousi�zei thn sÔgqronh
jewrÐa thc dianusmatik c an�lushc, gr�fthke me skopì na dwjeÐ wc shmei¸-
seic se èna m�jhma pou parèdide sto Yale. H èmpneush tou èrgou tou, ìpwc
o Ðdioc exhgeÐ se èna gr�mma tou ston Schlegel, phg�zei apì thn an�gnwsh
thc pragmateÐac tou Maxwell ep�nw ston hlektrismì kai ston magnhtismì.
Anafèrei ìti me skopì na diab�sei to èrgo tou Maxwell, ìpou qrhsimopoieÐtai
kurÐwc h jewrÐa twn quaternions, peÐsthke ìti gia na m�jei aut� ta antikeÐmena
 tan aparaÐthto na arqÐsei na melet� autèc tic mejìdouc.

Parat rhse loipìn ìti up rqan dÔo shmantik� eÐdh ginomènou, to {dianu-
smatikì mèroc} kai to {bajmwtì mèroc} tou ginomènou, all� h ènwsh twn
dÔo gia na sqhmatÐsoun olìklhro to ginìmeno den pro�gei thn jewrÐa wc mia
gewmetrik  èreuna. 'Etsi o Gibbs �rqise na douleÔei apì thn arq  mia nèa
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morf  dianusmatik c an�lushc h opoÐa periel�mbane dÔo eudi�krita ginìmena.
EÐpe loipìn ston Schlegel ìti met� apì autì �rqise na majaÐnei sqetik� me to
èrgo tou Grassmann kai sumpèrane ìti oi idèec tou  tan sqedìn Ðdiec me autèc
tou Grassmann. Diab�zontac ìmwc k�poia teÔqh tou Die Ausdehnungslehre,
pèra apì thn eisagwg , anafèrei telik� ìti den eÐnai pepeismènoc ìti to èrgo
tou Grassmann ephrèase thn dik  tou dianusmatik  an�lush.

SunoyÐzontac loipìn o Gibbs prosjètei ìti elpÐzei o Schlegel na endia-
ferjeÐ na m�jei pwc arqÐzontac me k�poiec gn¸seic ìson afor� tic mejìdouc
tou Hamilton kai apl� kai mìno ephreasmènoc apì thn epijumÐa na apokt sei
thn aploÔsterh �lgebra, odhg jhke sthn jewrÐa dianusm�twn tou Grass-
mann, anex�rthta apì opoiad pote epirro  apì autìn. To 1886 loipìn, o
Gibbs dhmosieÔei èna apì ta pio shmantik� kai dhmiourgik� �rjra sta ma-
jhmatik�, me tÐtlo {Pollapl  'Algebra}. To èrgo autì dÐnei epiqeir mata
gia auxhmènh prosoq  sthn pollapl  �lgebra kai epaineÐ tic mejìdouc tou
Grassmann.

Met� apì tic apodokimasÐec merik¸n episthmìnwn thn perÐodo aut , èrqe-
tai o Oliver Heaviside (1850-1925), ènac talantoÔqoc �njrwpoc apì thn Ag-
glÐa, o opoÐoc eÐqe jewrhjeÐ wc o kÔrioc di�doqoc thc hlektromagnhtik c
jewrÐac tou Maxwell. Sta di�fora �rjra pou ègrafe ep�nw ston hlektrismì
�rqise na eis�gei tic dianusmatikèc mejìdouc. Se èna apì aut� ta �rjra dÐnei
thn parousÐash tou sust matoc tou sthn dianusmatik  an�lush, to opoÐo eÐ-
nai sqèdon tautìshmo me autì tou Gibbs kai me to sÔgqrono sÔsthma. ExhgeÐ
to pwc èftase sthn an�ptuxh tou sust matoc tou, xekin¸ntac perigr�fontac
tic empeirÐec enìc agorioÔ, o opoÐoc gohteumènoc apì thn lèxh ��quaternion��,
prosp�jhse na m�jei thn ermhneÐa thc diab�zontac ta biblÐa tou Hamilton.
'Epeita apì pollèc prosp�jeiec to paidÐ katanìhse k�poia pr�gmata all� met�
apì mia bajÔtath èreuna ta par�thse kai èpeita pèjane. O Heaviside di�base
thn pragmateÐa tou Tait gia na enhmerwjeÐ kai na m�jei na douleÔei me ta
quaternions. Prospaj¸ntac wstìso na efarmìsei ta quaternions sthn an�-
ptuxh thc jewrÐac tou hlektrismoÔ, ta qarakt rhse wc �bola. 'Etsi, me mia
sqedìn tautìshmh poreÐa me aut n pou akoloÔjhse o Gibbs kai anex�rthta
apì autìn, o Heaviside katèlhxe sto Ðdio sÔsthma. EmfanÐzetai ìti o Heavi-
side èmaje gia pr¸th for� gia to sÔsthma tou Grassmann to 1888 se èna
keÐmeno tou Gibbs. Epomènwc, den up�rqoun aformèc gia na skefteÐ kaneÐc
ìti o Heaviside di�base potè ta èrga tou Grassmann.

Thn dekaetÐa tou 1890, up rxe mia diam�qh gia thn epikr�thsh enìc apì ta
parap�nw sust mata dianusmatik c an�lushc. O Gibbs eÐqe problèyei aut 
thn diam�qh gia epikr�thsh, h opoÐa kurÐwc kumainìtan metaxÔ twn susth-
m�twn tou Hamilton kai tou Grassmann. Wstìso, faÐnetai ìti o Gibbs den
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 tan uposthrikt c thc jewrÐac twn quaternions, prospaj¸ntac na prowj sei
to èrgo tou sthn {Dianusmatik  An�lush}. Antijètwc, o Heaviside jew-
roÔse thn efeÔresh twn quaternions wc to pio axioprìsekto katìrjwma thc
anjr¸pinhc eufuòac. Sugkekrimèna, dhl¸nei:

{...h dianusmatik  an�lush, qwrÐc ta quaternions, ja mporoÔse na
èqei brejeÐ apì opoiond pote majhmatikì..., en¸ gia na anakalÔyei
kaneÐc ta quaternions apaitoÔse mia megalofuòa...}

EÐnai entupwsiakì to gegonìc ìti en¸ ta perissìtera apì ta biblÐa
ta opoÐa qrhsimopoioÔn thn prosèggish twn Gibbs-Heaviside emb�junan se
di�forec pio prìsfatec ekdìseic, ekeÐnoi oi opoÐoi qrhsimopoioÔsan thn prosèg-
gish tou Grassmann den pètuqan kamÐa pio prìsfath èkdosh. Autì pro-
teÐnei ìti ìqi mìno sthn dhmiourgÐa, all� kai sthn apodoq  thc sÔgqronhc
dianusmatik c an�lushc, h par�dosh tou Grassmann den diadram�tise kanè-
nan shmantikì rìlo. Epiplèon, ta stoiqeÐa pou d¸same anwtèrw deÐqnoun ìti
an kai kai oi paradìseic twn Gibbs kai Heaviside ephrèasan arket�, h par�-
dosh tou Heaviside, me thn ènwsh thc me thn jewrÐa tou hlektromagnhtismoÔ,
 tan shmantikìterh [Cr].



Kef�laio 2

Ta Quaternions tou William
Hamilton

2.1 Eisagwg 

Oi sunhjismènoi migadikoÐ arijmoÐ a + ib (  alli¸c a + b
√−1), ìpou ta a, b

eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ, mporoÔn na prostejoÔn kai na pollaplasiastoÔn
sÔmfwna me orismènouc kanìnec. O kanìnac gia ton pollaplasiasmì eÐnai o
akìloujoc:

• pr¸ta, pollaplasi�zoume ìro me ìro, sÔmfwna me touc gnwstoÔc
kanìnec pollaplasiasmoÔ

(a + ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i2bd,

• kai èpeita antikajistoÔme to i2 = −1 kai telik� ja èqoume

(a + ib)(c + id) = (ac− bd) + i(ad + bc).

Oi migadikoÐ arijmoÐ gr�fontai epÐshc kai wc zeÔgh: (a, b). To ginìmeno
dÔo migadik¸n arijm¸n oi opoÐoi dÐnontai se morf  zeug¸n, èstw (a, b), (c, d),
eÐnai Ðso me to zeÔgoc

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad + bc).

To zeÔgoc (1, 0) kaleÐtai 1 kai to zeÔgoc (0, 1) kaleÐtai i. Tìte èqoume

i2 = (0, 1)(0, 1) = −1.

13
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'Etsi, sumperaÐnoume ìti to i eÐnai Ðso me
√−1.

O William Rowan Hamilton anafèrei ìti anazhtoÔse èna sÔsthma to
opoÐo ja  tan kat�llhlo gia thn an�lush tou trisdi�statou q¸rou, ìpwc
eÐnai oi migadikoÐ arijmoÐ gia ton didi�stato q¸ro. Dhlad , èna sÔsthma
tri�dwn, an�logo me to sÔsthma twn zeug¸n to opoÐo tou  tan oikeÐo. 'Ekane
arketèc prosp�jeiec, ìpwc anafèrei o Ðdioc, gia na anakalÔyei tic tri�dec apì
to 1830. Wstìso, o Hamilton den  tan o mìnoc o opoÐoc ereunoÔse autì to
z thma, diìti ìpwc anafèrei kai o Ðdioc, o John T. Graves eÐqe prospaj sei na
sqhmatÐsei èna uyhlìtero sÔsthma migadik¸n arijm¸n gia ton q¸ro di�stashc
3, mporeÐ kai nwrÐtera apì ton Ðdio [Cr].

Oi Hamilton kai Graves allhlografoÔsan gia to jèma autì apì to 1836,
ìpou tìte o Graves èsteile èna sÔsthma pou kataskeÔase o Ðdioc to 1835 ston
Hamilton ìmoio me tou Hamilton. Argìtera, to 1841 o Hamilton èlabe èna
gr�mma apì ton Augustus De Morgan, sto opoÐo o teleutaÐoc tou zhtoÔse na
m�jei gia tic tri�dec tou [Cr].

To 1843, o Hamilton xekÐnhse mia �llh entatik  èreuna gia tic tri�dec, kai
 tan safèc gia autìn to plaÐsio ergasÐac mèsa sto opoÐo h èreuna èprepe na
diexaqjeÐ. 'Hlpize loipìn oi kainoÔrgoi arijmoÐ na ikanopoioÔn tic akìloujec
idiìthtec [Cr]:

1. thn prosetairistik  idiìthta thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ,

2. thn antimetajetik  idiìthta thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ,

3. thn epimeristik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ upì thn prìsjesh,

4. h diaÐresh na eÐnai saf c, dhlad , e�n A,A
′ eÐnai dÔo opoiesd pote

tri�dec, kai A 6= 0, tìte na eÐnai p�nta dunatì na brejeÐ mia tri�da
X thc Ðdiac morf c tètoia ¸ste A

′
= AX,

5. ton kanìna tou modulus, dhlad , gia opoiesd pote treic tri�dec, oi
opoÐec sundèontai wc ex c

(a1 + ib1 + jc1)(a2 + ib2 + jc2) = a3 + ib3 + jc3

na isqÔei
(a2

1 + b2
1 + c2

1)(a
2
2 + b2

2 + c2
2) = a2

3 + b2
3 + c2

3,

6. oi nèoi arijmoÐ na mporoÔn na anaparasthjoÔn me ìrouc tou trisdi�sta-
tou q¸rou.
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'Htan profanèc ston Hamilton ìti oi sunhjismènoi migadikoÐ arijmoÐ ikanopoioÔn
tic parap�nw idiìthtec, me exaÐresh thn teleutaÐa h opoÐa antistoiqeÐ ston
q¸ro di�stashc 2.

O Hamilton apaitoÔse oi kainoÔrgoi arijmoÐ na ikanopoioÔn kanìnec
antÐstoiqouc me touc kanìnec twn migadik¸n arijm¸n. Tic pr¸tec dekaetÐec
tou 19ou ai¸na polloÐ �njrwpoi prospajoÔsan na genikeÔsoun thn ènnoia
tou pragmatikoÔ arijmoÔ, me sebasmì stouc sunhjismènouc kanìnec twn al-
gebrik¸n pr�xewn, kai prospajoÔsan na touc anaparast soun gewmetrik�.
Aut  h apaÐthsh eÐnai gnwst  wc h ��Arq  thc Stajerìthtac twn IsodÔnamwn
Morf¸n�� tou George Peacock. O Peacock sto di�sthma pou kateÐqe thn jèsh
tou arqimandrÐth tou Ely, h opoÐa eÐnai h episkop  tou Cambridge, ègraye èna
egqeirÐdio sthn �lgebra se dÔo tìmouc, o ènac me tÐtlo {H Arijmhtik  'Alge-
bra} kai o �lloc me tÐtlo {H Sumbolik  'Algebra}. H arq  aut  diatup¸netai
wc ex c [Pe]:

{Opoiesd pote algebrikèc morfèc oi opoÐec eÐnai isodÔnamec ìtan
ta sÔmbola eÐnai genik� se morf , all� sugkekrimèna se axÐa, ja
eÐnai isodÔnamec ìmoia ìtan ta sÔmbola eÐnai genik� se axÐa kaj¸c
epÐshc kai se morf .}

Ta quaternions a+ib+jc+kd, ìpou ta a, b, c, d eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ,
ta opoÐa anak�luye o Hamilton stic 16 OktwbrÐou tou 1843, pollaplasi�-
zontai sÔmfwna me sugkekrimènouc kanìnec, oi opoÐoi eÐnai an�logoi me touc
kanìnec pollaplasiasmoÔ twn migadik¸n arijm¸n kai oi opoÐoi eÐnai:

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k, jk = i, ki = j,

j i = −k, kj = −i, ik = −j.

(2.1)

MporoÔn epÐshc na grafoÔn kai wc tetr�dec (a, b, c, d). Ta quaternions mpo-
roÔn, ektìc apì to na prostejoÔn, na afairejoÔn kai na pollaplasiastoÔn,
kai na diairejoÔn (ektìc apì thn diaÐresh me to mhdèn). 'Oson afor� thn
prìsjesh kai thn afaÐresh pragmatopoioÔntai kai oi dÔo ìpwc h prìsjesh
kai h afaÐresh metaxÔ migadik¸n arijm¸n kai gÐnetai kat� ìrouc. EpÐshc, ìloi
oi kanìnec upologismoÔ isqÔoun ektìc apì thn antimetajetikìthta tou pol-
laplasiasmoÔ, dhlad , e�n Q,Q

′ eÐnai dÔo quaternions den isqÔei mia sqèsh
thc morf c

QQ
′
= Q

′
Q,

diìti, gia par�deigma, ij = −ji.
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Sthn sunèqeia ja d¸soume ta basik� b mata thc poreÐac pou akoloÔjhse
o Hamilton gia ton upologismì tri�dwn mèqri thn anak�luyh twn quaternions,
ta opoÐa eÐnai stoiqeÐa tou q¸rou di�stashc 4.

2.2 Sunoptik  parousÐash thc istorÐac twn mi-
gadik¸n arijm¸n

Oi ekfr�seic thc morf c a+
√−b èqoun  dh antimetwpisteÐ kat� ton mesaÐw-

na sthn epÐlush deuterob�jmiwn exis¸sewn. Oi ekfr�seic autèc kaloÔntan
��adÔnatec lÔseic��   alli¸c ��par�logoi arijmoÐ��. Oi arnhtikoÐ arijmoÐ epÐ-
shc kaloÔntan ��adÔnatoi��. O Cardan qrhsimopoioÔse touc arijmoÔc a +√−b sthn epÐlush exis¸sewn trÐtou bajmoÔ, ìpou kai oi treic rÐzec eÐnai
pragmatikoÐ arijmoÐ [VDW].

O Bombelli èdeixe ìti  tan dunatì na k�nei upologismoÔc me ekfr�seic
thc morf c a+

√−b qwrÐc antif�seic all� den tou �resan kai tic apokaloÔse
��sofistikèc�� kai qwrÐc kajìlou axÐa. H èkfrash ��complexe nombre��, tou
opoÐou h met�frash eÐnai sÔnjetoc arijmìc enno¸ntac ènan migadikì arijmì,
proèrqetai apì ton Descartes. O Euler den eÐqe kajìlou distagmoÔc sto na
k�nei pr�xeic me migadikoÔc arijmoÔc. Prìteine m�lista kai tÔpouc ìpwc ton
akìloujo

cos a =
1
2
(eia + e−ia).

H gewmetrik  anapar�stash twn migadik¸n arijm¸n wc dianÔsmata   wc shmeÐa
sto epÐpedo proèrqetai apì touc Argand(1813), Warren(1828) kai Gauss(1832).
O Argand ìrise touc migadikoÔc arijmoÔc wc kateujunìmena eujÔgramma tm -
mata sto epÐpedo. P re ta dianÔsmata 1 kai i (wc b�sh) na eÐnai orjog¸nia
metaxÔ touc monadiaÐa dianÔsmata. H prìsjesh eÐnai h sunhjismènh dianu-
smatik  prìsjesh pou ìrise o Newton [VDW]. Sugkekrimèna, o Newton
apèdeixe se èna apì ta pr¸ta tou èrga thn epÐlush tou kanìna twn taqut twn,
tou opoÐou eÐnai pìrisma o kanìnac tou parallhlogr�mmou [Ne]. To mètro
enìc dianÔsmatoc dhlwnìtan thn epoq  ekeÐnh me ton ìro ��modulus�� kai h
gwnÐa pou sqhmatÐzei èna di�nusma me ton jetikì x-�xona wc to ��ìrisma�� tou
migadikoÔ arijmoÔ.

O pollaplasiasmìc migadik¸n arijm¸n, sÔmfwna me ton Argand, prag-
matopoieÐtai ètsi ¸ste ta mètra touc na pollaplasi�zontai kai ta orÐsmata
touc na prosjètontai.

O Hamilton gn¸rize kai qrhsimopoÐhse thn gewmetrik  anapar�stash
twn migadik¸n arijm¸n. 'Hxere ìti
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{. . . h eujeÐa
√−1 eÐnai mia eujeÐa k�jeth sthn eujeÐa 1. . . }

kai tou fainìtan fusikì ìti ja prèpei na up�rqei kai k�poioc �lloc fa-
ntastikìc arijmìc pou na ekfr�zei èna eujÔgrammo tm ma k�jeto sto proh-
goÔmeno.1 Kai o kainoÔrgioc fantastikìc arijmìc ofeÐlei na eÐnai mia tetragw-
nik  rÐza tou −1, all� tautìqrona na eÐnai grammik¸c anex�rthth apì thn
prohgoÔmenh [Ham1]. Sta èggrafa tou wstìso, o Hamilton èdwse èmfash
ston orismì twn migadik¸n arijm¸n wc to zeÔgoc (a, b) kai akoloÔjhse ori-
smènouc kanìnec gia thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmì. 'Ejese loipìn
ston eautì tou to parak�tw er¸thma:

{Pwc pollaplasi�zontai oi tri�dec (a, b, c) metaxÔ touc, an�loga
me ton pollaplasiasmì twn zeug¸n (a, b);}

2.3 H poreÐa sullogismoÔ mèqri thn anak�lu-
yh twn ‘‘quaternions”

To parap�nw er¸thma apasqoloÔse ton Hamilton gia arketì kairì, ìpwc o
Ðdioc anafèrei. To 1843 loipìn, se èna gr�mma ston gio tou, dhl¸nei ìti h
elpÐda kai h jèlhsh tou dunam¸jhkan. Me an�logo trìpo me touc migadikoÔc
arijmoÔc a + ib, o Hamilton ègraye tic tri�dec tou wc ex c

a + ib + jc,

ìpou ta a, b, c eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ.
Anapar�sthse ta monadiaÐa dianÔsmata 1, i, j wc orjog¸nia metaxÔ touc

kateujunìmena eujÔgramma tm mata monadiaÐou mètrou ston q¸ro.
Argìtera, se metèpeita èggraf� tou qrhsimopoÐhse kai o Ðdioc ton ìro

��di�nusma��. 'Etsi, èprepe na anaparast sei ta ginìmena, ìpwc to akìloujo

(a + ib + jc)(x + iy + jz),

wc dianÔsmata ston q¸ro. ApaitoÔse pr¸ton, na mporeÐ na pollaplasi�sei
ìro me ìro kai deÔteron, to mètro tou ginomènou dÔo dianusm�twn na eÐnai
Ðso me to ginìmeno twn mètrwn touc. O teleutaÐoc kanìnac kaleÐtai apì ton
Hamilton wc o kanìnac tou modulus [VDW].

1 'Otan lèei h eujeÐa
√−1 (i =

√−1) ennoeÐ to eujÔgrammo tm ma to opoÐo ekfr�zei
to di�nusma i. Sto pr¸to tou èrgo o Hamilton den qrhsimopoioÔse ton ìro ��di�nusma��,
all� qrhsimopoioÔse ant�autoÔ ton ìro ��eujeÐa��.
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S mera, gnwrÐzoume ìti oi dÔo parap�nw apait seic tou Hamilton ekplhr¸-
nontai mìno stouc q¸rouc di�stashc 1, 2, 4 kai 8 (dec [CD]). 'Opwc isqurÐzetai
o Arkadii Slinko, o Hamilton to 1843 parat rhse ìti h Ôparxh miac tautìth-
tac thc morf c

(x2
1 + . . . + x2

n)(y2
1 + . . . + y2

n) = (z2
1 + . . . + z2

n), (2.2)

ìpou ta zi eÐnai digrammikèc sunart seic twn xi kai twn yi, eÐnai isodÔnamh
me thn Ôparxh miac �lgebrac me diaÐresh di�stashc n p�nw apì to s¸ma twn
pragmatik¸n arijm¸n [CD].2 Pr�gmati, se aut  thn perÐptwsh mporoÔme na
orÐsoume ston Rn ton akìloujo pollaplasiasmì:

e�n x = (x1, . . ., xn) kai y = (y1, . . ., yn), tìte jètoume x · y = z, ìpou
z = (z1, . . ., zn) kai ta zi eÐnai sunart seic twn xi kai twn yi ta opoÐa pros-
diorÐzontai apì thn tautìthta (2.2). Dedomènou ìti mia tètoia �lgebra (2.2)
mporeÐ na grafeÐ wc

|x||y| = |x · y| (2.3)

tìte eÐnai profanèc ìti h isìthta x · y = 0 sunep�getai eÐte x = 0 eÐte y = 0.
Genik�, aut  h �lgebra mporeÐ na mhn eÐnai prosetairistik . Oi tautìthtec
gia ta ajroÐsmata enìc, dÔo kai tess�rwn tetrag¸nwn èpontai �mesa apì thn
tautìthta (2.3) gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc R, touc migadikoÔc arijmoÔc
C kai gia ta quaternions H.

To 1845, o Cayley kataskeÔase mia oktadi�stath �lgebra twn oktanÐwn
O (octonions) me diaÐresh, p�nw apì to R, dÐnontac thn tautìthta gia to �jroi-
sma okt¸ tetrag¸nwn. 'Opwc emfanÐsthke argìtera, o Graves kataskeÔase
thn Ðdia �lgebra èna qrìno perÐpou nwrÐtera, ton Dekèmbrio tou 1843, kai o
opoÐoc onìmase ta okt�nia wc okt�dec (oktaves). Aut  h �lgebra den eÐnai
prosetairistik  all� k�je dÔo stoiqeÐa sto O dhmiourgoÔn mia prosetairi-
stik  upo�lgebra.

Se prosp�jeiec tou na apokt sei o Dickson �lgebrec me diaÐresh uyhlìte-
rwn diast�sewn dhmioÔrghse thn diadikasÐa pou mac odhgeÐ apì to R sto C,
apì to C sto H kai apì to H sto O me ton akìloujo trìpo:

èstw A mia �lgebra me monadiaÐo stoiqeÐo, di�stashc n p�nw apì to R.
JewreÐ thn apeikìnish − : A 7→ A, h opoÐa apeikonÐzei to a sto suzugèc
stoiqeÐo a kai kaleÐtai suzugÐa, tètoia ¸ste gia k�je stoiqeÐo a ∈ A kai to
a + a kai to aa na eÐnai bajmwt� megèjh kai sugkekrimèna

2Mia �lgebra V p�nw apì èna s¸ma F lègetai �lgebra me diaÐresh p�nw apì to F an h
V èqei monadiaÐo stoiqeÐo wc proc ton pollaplasiasmì kai perièqei èna pollaplasiastikì
antÐstrofo gia k�je mh mhdenikì thc stoiqeÐo [AW].
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a + a = T (a) (to Ðqnoc tou a), aa = N(a) (h nìrma tou a),

ìpou T (a), N(a) ∈ R. Tìte kaneÐc kataskeu�zei mia �lgebra B me monadiaÐo
stoiqeÐo kai me apeikìnish −, di�stashc 2n (ìpou B = A × A) p�nw apì to
R, orÐzontac thn wc to sunìlo ìlwn twn diatetagmènwn zeug¸n b = (a1, a2)
me �jroish kat� sunist¸sec kai me ton pollaplasiasmì na orÐzetai wc ex c

(x1, x2)(y1, y2) = (x1y1 − y2x2, x1y2 + y1x2),

kai thn apeikìnish
(x1, x2) = (x1,−x2).

Aut  h dipl  diadikasÐa, h opoÐa eÐnai gnwst  wc h diadikasÐa twn Cayley-
Dickson, anapar�gei thn akoloujÐa algebr¸n me diaÐresh

R→ C→ H→ O

all� den odhgeÐ poujen� pio pèra. H epìmenh �lgebra den èqei mia diaÐresh.
Q�rin thc kataskeu c miac �lgebrac me diaÐresh megalÔterhc di�stashc

aparniìmaste thn mia kal  idiìthta met� thn �llh. Gia touc migadikoÔc arij-
moÔc o pollaplasiasmìc eÐnai kai antimetajetikìc kai prosetairistikìc, gia
ta quaternions eÐnai prosetairistikìc all� paÔei na eÐnai antimetajetikìc, en¸
gia thn �lgebra tou Cayley den eÐnai oÔte antimetajetikìc oÔte prosetairi-
stikìc. Telik�, stic 8 diast�seic den èqoume tÐpota polÔtimo na aparnijoÔme.
Sunep¸c, den mporoÔme na p�roume perissìterec tètoiec tautìthtec gia ajroÐ-
smata tetrag¸nwn me ton trìpo pou exhg same, kai den mporoÔme kai me kanè-
nan �llo trìpo diìti o Hurwitz to 1898 apèdeixe ìti oi �lgebrec twn prag-
matik¸n arijm¸n, twn migadik¸n arijm¸n, twn quaternions kai twn oktanÐwn
(gnwstoÐ kai wc oi arijmoÐ tou Cayley) eÐnai oi mìnoi arijmoÐ, ìpou ston pol-
laplasiasmì me monadiaÐa dianÔsmata ikanopoieÐtai o kanìnac tou modulus.
Argìtera, to 1956 o F. Adams apèdeixe ìti ta n-di�stata dianÔsmata sqh-
matÐzoun mia �lgebra sthn opoÐa h diaÐresh (ektìc apì to 0) eÐnai p�nta dunat 
mìno stic peript¸seic gia n = 1, 2, 4 kai 8 [CRC].

Lìgw loipìn thc mh ikanopoÐhshc tou kanìna tou modulus, h prosp�jeia
tou Hamilton stic treic diast�seic apètuqe. 'Opwc, isqurÐzetai o Van Der
Waerden, o Hamilton odhg jhke apì thn diaÐsjhsh tou sto na suneqÐsei
me tic 4 diast�seic, efìson ìlec oi prosp�jeiec tou stic treic diast�seic
apètuqan. Sthn sunèqeia ja melet soume analutik� tic prosp�jeiec pou èkane
mèqri thn met�bash sthn 4h di�stash.

Arqik�, gia na ekplhr¸sei ton kanìna tou modulus toul�qiston gia touc
migadikoÔc arijmoÔc a+ ib èjese ii = −1, kaj¸c kai gia touc arijmoÔc c+ jd
èjese jj = −1. All� anarwtiìtan ti sumbaÐnei me ta ij kai ji.
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Sthn sunèqeia je¸rhse ìti ij = ji (ìpwc sthn sunhjismènh �lgebra) kai
upolìgise to ginìmeno to opoÐo dÐnei:

(a+ib+jc)(x+iy+jz) = (ax−by−cz)+i(ay+bx)+j(az+xc)+ij(bz+cy).

'Epeita, anarwtiìtan ti na eÐnai �rage to ij kai sugkekrimèna e�n èqei thn
morf 

α + iβ + jγ,

gia k�poia pragmatik� megèjh α, β, γ.
1h prosp�jeia

Lìgw loipìn tou ìti upèjese ìti i2 = −1 kai j2 = −1, eÐpe ìti to
tetr�gwno tou ij ja èprepe na eÐnai Ðso me 1. Kai ètsi skèfthke na jèsei
ij = 1   ij = −1.

Apèdeixe ìmwc me upologismoÔc ìti kamÐa apì tic dÔo parap�nw peript¸-
seic gia to ginìmeno ij den ikanopoieÐ ton kanìna tou modulus.

2h prosp�jeia
Sunèqise thn prosp�jeia tou jewr¸ntac thn aploÔsterh perÐptwsh, ìpou

ta dÔo quaternions tautÐzontai, dhlad ,

(a + ib + jc)2 = a2 − b2 − c2 + 2iab + 2jac + 2ijbc.

Katìpin, upolìgise to �jroisma twn tetrag¸nwn twn suntelest¸n twn mona-
diaÐwn dianusm�twn 1, i, j kai katèlhxe sto sumpèrasma ìti isoÔtai me to tetr�-
gwno tou ajroÐsmatoc twn tetrag¸nwn tou dianÔsmatoc a+ ib+ jc. Dhlad ,

(a2 − b2 − c2)2 + (2ab)2 + (2ac)2 = (a2 + b2 + c2).

Kai sumperaÐnei ìti o kanìnac tou modulus ikanopoieÐtai ìtan jèsoume ij = 0.
Epiplèon, anafèrei ìti e�n per�soume èna epÐpedo diamèsou twn shmeÐwn

0, 1 kai ib+ jc, tìte h kataskeu  tou ginomènou sÔmfwna me touc Argand kai
Warren ja isqÔei se autì to epÐpedo. To di�nusma (a+ib+jc)2 brÐsketai sto
Ðdio epÐpedo kai h gwnÐa pou sqhmatÐzei to di�nusma autì me to di�nusma 1 eÐnai
dipl�sia thc gwnÐac metaxÔ twn dianusm�twn a + ib + jc kai 1. O Hamilton
to epibebaÐwse autì upologÐzontac tic efaptìmenec twn dÔo gwni¸n.

3h prosp�jeia
Argìtera, o Hamilton anafèrei ìti h upìjesh ij = 0, pou èkane proh-

goumènwc, diadoqik� den tou faÐnetai na eÐnai arket� swst . Sto gr�mma pou
èsteile ston Graves, ton Okt¸brio tou 1843, lèei ìti mp ke ston peirasmì
gia mia stigm  na fantasteÐ ìti ij = 0, all� tou faÐnetai perÐergo kai �bolo.
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Anafèrei ìti tou faÐnetai orjìtero na jèsei ij = −ji. Opìte jètei
ij = k, ji = −k, ètsi ¸ste na mporeÐ na ermhneÔsei e�n to k eÐnai Ðso  
diaforetikì tou mhdenìc [Ham1].

EÐqe dÐkio loipìn na af sei thn upìjesh ij = 0 kai na upojèsei ìti
ij = −ji. Gia par�deigma, e�n ij = 0 tìte sÔmfwna me ton kanìna tou modulus
gia ton pollaplasiasmì twn i, j ja eÐqame ìti

1212 = 0,

to opoÐo eÐnai anèfikto.
4h prosp�jeia
K�pwc pio genik�, o Hamilton pollaplasÐase to di�nusma a + ib + jc me

to di�nusma x + ib + jc. Se aut  thn perÐptwsh ta dÔo eujÔgramma tm mata
ta opoÐa pollaplasi�zontai brÐskontai se èna koinì epÐpedo me to monadiaÐo
di�nusma, dhlad , sto epÐpedo pou pern�ei apì ta shmeÐa 0, 1 kai ib + jc. To
apotèlesma tou pollaplasiasmoÔ eÐnai

ax− b2 − c2 + i(a + x)b + j(a + x)c + k(bc− bc).

O Hamilton eÐpe ìti o suntelest c tou k mhdenÐzetai kai ta ax−b2−c2, (a+
x)b, (a+x)c eÐnai oi suntetagmènec tou ginomènou me thn ènnoia ìti h strof 
apì thn monadiaÐa eujeÐa mèqri to aktinikì di�nusma twn a, b, c prosteÐjetai
sto dikì tou epÐpedo me thn strof  apì thn Ðdia monadiaÐa eujeÐa mèqri to �llo
aktinikì di�nusma twn x, b, c. EpÐshc, to aktinikì di�nusma tou ginomènou èqei
mètro Ðso me to ginìmeno twn mètrwn twn dÔo dosmènwn dianusm�twn [Ham1].

H met�bash sthn tètarth di�stash
Met� apì to prohgoÔmeno enjarruntikì apotèlesma tou, o Hamilton

prosp�jhse na exet�sei thn pio genik  perÐptwsh. Upolìgise to ginìmeno
twn dÔo dianusm�twn a + ib + jc, x + iy + jz, to opoÐo dÐnei

(a+ib+jc)(x+iy+jz) = (ax−by−cz)+i(ay+bx)+j(az+cx)+k(bz−cy).
(2.4)

Se exereunhtik  tou prosp�jeia èjese k = 0 kai anarwt jhke an isqÔei se
aut n thn perÐptwsh o kanìnac tou modulus. Dhlad , e�n isqÔei h tautìthta

(a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = (ax− by − cz)2 + (ay + bx)2 + (az + cx)2.

ParathreÐ wstìso ìti to pr¸to mèloc uperèqei tou deutèrou kat� ton prag-
matikì arijmì (bz − cy)2. 'Omwc autì eÐnai to tetr�gwno tou suntelest  tou
k sthn sqèsh (2.4) e�n upojèsoume ìti

ij = k, ji = −k.
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Kai ètsi o Hamilton anarwt jhke e�n ja èprepe na paradeqtoÔme upì
mia ènnoia mia tètarth di�stash tou q¸rou gia ton upologismì tou ginomènou
tri�dwn [Ham1].

H tètarth di�stash tou f�nhke wc ��par�doxo�� kai prosp�jhse na metafè-
rei to par�doxo sthn �lgebra. Kai skèfthke ìti ja prèpei na apodeqtoÔme
èna trÐto eudi�krito fantastikì sÔmbolo k to opoÐo na eÐnai anex�rthto apì
ta i, j all� na eÐnai Ðso me to ginìmeno touc.

Kai kat� autìn ton trìpo eis gage ta quaternions wc

Q = a + ib + jc + kd, ή Q = (a, b, c, d),

ìpou ta a, b, c, d eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ.
Sunep¸c, orÐzei to ginìmeno dÔo quaternions

Q = a + ib + jc + kd, Q
′
= a

′
+ ib

′
+ jc

′
+ kd

′
,

tou pollaplasiasmoÔ tou Q me to Q
′ , to opoÐo dÐnei thn akìloujh èkfrash

[Ham1]:

QQ
′
= (aa

′ − bb
′ − cc

′ − dd
′
)

+ i(ab
′
+ ba

′
+ cd

′ − dc
′
)

+ j(ac
′
+ ca

′
+ db

′ − bd
′
)

+ k(ad
′
+ da

′
+ bc

′ − cb
′
).

O Hamilton den  tan o pr¸toc pou skèfthke gia mia poludi�stath gew-
metrÐa. O Cayley eÐqe dhmosieÔsei èna �rjro sqetik� me thn Analutik 
GewmetrÐa twn n diast�sewn, all� o Hamilton emfanÐzetai na èftase sthn
ènnoia enìc q¸rou di�stashc 4 anex�rthta apì autìn [Ham1].

AfoÔ o Hamilton eis gage thn sqèsh ij = −ji = k, wc èna tètarto
anex�rthto di�nusma b�shc, sunèqise ton upologismì, kai èdeixe ìti pijanìn
na isqÔei kai h sqèsh ik = −j, epeid  ik = iij = i2j = −j kaj¸c kai h sqèsh
kj = ijj = −i. Kai efìson h seir� pollaplasiasmoÔ aut¸n twn fantastik¸n
den eÐnai adi�forh tìte den mporoÔse na sumper�nei ìti:

k2 = ijij = +1,

epeid  i2j2 = (−1)(−1) = +1. Tou fainìtan loipìn pio swstì na upojèsei
ìti

k2 = ijij = −iijj = −(−1)(−1) = −1.
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'Elege pijanìn diìti qrhsimopoieÐ thn prosetairistikìthta tou pollaplasia-
smoÔ i(ij) = (ii)j, qwrÐc na gnwrÐzei akìma tìte e�n isqÔei gia ta quaternions.
'Ekane loipìn di�forec upojèseic kai sugkekrimèna apì t¸ra kai sto ex c
jewroÔse ìti isqÔoun oi sqèseic (2.1).

Mèqri ekeÐnh thn stigm  eÐqe odhghjeÐ, ìpwc anafèrei o Ðdioc, sto na
apodeÐxei ta ex c [Ham5]:

• thn jemeli¸dh morf  tou quaternion

Q = a + ib + jc + kd,

me thn gewmetrik  anapar�stash tou triwnumikoÔ mèrouc, ib + jc + kd, na
prosdiorÐzei èna eujÔgrammo tm ma me kateÔjunsh ston q¸ro,

• ta tetr�gwna kai ta ginìmena twn i, j, k, epexhgoÔntai, kaj¸c parath-
roÔme ton kuklikì qarakt ra twn ginomènwn apì to akìloujo di�gramma, wc
ex c:

k

i j

k�je sÔmbolo, i, j, k, ìtan pollaplasiasteÐ me èna to opoÐo akoloujeÐ autì
kuklik�, dÐnei èna ginìmeno to opoÐo akoloujeÐ ton pollaplasiastèo, sthn
Ðdia kuklik  diadoq , all� to prìshmo tou ginomènou all�zei, ìtan h seir�
twn paragìntwn antistrafeÐ,

• thn epimeristik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ twn quaternions, h
opoÐa dÐnei epÐshc thn prosetairistik  idiìthta kai

• aporrÐptei thn antimetajetik  idiìthta tou pollaplasiasmoÔ, ektìc
mìno metaxÔ twn pragmatik¸n arijm¸n, ìpwc eÐnai oi tèsseric sunist¸sec
w, x, y, z tou quaternion   metaxÔ enìc tètoiou pragmatikoÔ arijmoÔ kai enìc
apì touc fantastikoÔc i, j, k.

Me touc parap�nw kanìnec, katal gei sto sumpèrasma ìti to ginìmeno
dÔo quaternions Q,Q

′ , eÐnai Ðso me èna trÐto quaternion Q
′′ , ètsi ¸ste e�n

Q = a + ib + jc + kd,

Q
′
= a

′
+ ib

′
+ jc

′
+ kd

′
,

Q
′′

= a
′′

+ ib
′′

+ jc
′′

+ kd
′′
,
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tìte prokÔptoun oi akìloujec tèsseric sqèseic metaxÔ twn d¸deka suni-
stws¸n:

a
′′

= aa
′ − bb

′ − cc
′ − dd

′
,

b
′′

= ab
′
+ ba

′
+ cd

′ − dc
′
,

c
′′

= ac
′
+ ca

′
+ db

′ − bd
′
,

d
′′

= ad
′
+ da

′
+ bc

′ − cb
′
.

(2.5)

Sthn sunèqeia sqhm�tise to �jroisma twn tetrag¸nwn tou nèou quaternion

(a
′′
)2 + (b

′′
)2 + (c

′′
)2 + (d

′′
)2

kai br ke ìti to �jroisma autì  tan Ðso me to ginìmeno

(a2 + b2 + c2 + d2)(a
′2

+ b
′2

+ c
′2

+ d
′2
).

Dhlad , apèdeixe ìti o kanìnac tou modulus isqÔei kai gia ta quaternions
[Ham5].

H prìsjesh kai h afaÐresh den apaitoÔn idiaÐterh prosoq . Sugkekrimè-
na, e�n Q = a+ ib+jc+kd kai Q′

= a
′
+ ib

′
+jc

′
+kd

′ eÐnai dÔo quaternions,
tìte

Q±Q
′
= (a± a

′
) + i(b± b

′
) + j(c± c

′
) + k(d± d

′
).

Sunep¸c, h prìsjesh kai h afaÐresh ephre�zontai apì ton kanìna o opoÐoc
lèei ìti ta ajroÐsmata   oi diaforèc twn suntelest¸n opoiwnd pote dÔo
quaternions eÐnai oi suntelestèc tou ajroÐsmatoc   thc diafor�c ekeÐnwn twn
dÔo quaternions [Ham3].

H diaÐresh dÔo quaternions eÐnai monos manta orismènh (ektìc apì to
mhdèn) ètsi ¸ste ta quaternions na sqhmatÐzoun mia �lgebra me diaÐresh. Oi
exis¸seic pollaplasiasmoÔ (2.5) dÐnoun tic parak�tw sqèseic [Ham1]:

a
′
= (a2 + b2 + c2 + d2)−1(aa

′′
+ bb

′′
+ cc

′′
+ dd

′′
),

b
′
= (a2 + b2 + c2 + d2)−1(−ba

′′
+ ab

′′
+ dc

′′ − cd
′′
),

c
′
= (a2 + b2 + c2 + d2)−1(−ca

′′
+ ac

′′
+ bd

′′ − db
′′
),

d
′
= (a2 + b2 + c2 + d2)−1(−da

′′
+ ad

′′
+ cb

′′ − bc
′′
).

(2.6)

Apèdeixe ìti to mètro tou phlÐkou dÔo quaternions eÐnai Ðso me to phlÐko
twn mètrwn touc kai epÐshc, ìti èna quaternion diairemèno me ton eautì tou
dÐnei (1, 0, 0, 0) = 1.
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O antÐstrofoc enìc quaternion dÐnetai apì thn sqèsh

Q−1 =
1
Q

=
Q

QQ
,

ìpou Q eÐnai o suzug c enìc quaternion.
Epiprìsjeta (dec [Ham3]), èstw Q = a + ib + jc + kd kai Q

′
= a

′
+

ib
′
+ jc

′
+ kd

′ dÔo quaternions, ìpou ta a, a
′
, b, b

′
, c, c

′
, d, d

′ eÐnai pragmatikoÐ
arijmoÐ. Tìte ta dÔo quaternions Q,Q

′ eÐnai Ðsa an kai mìno an

a = a
′
, b = b

′
, c = c

′
, d = d

′
.

Sthn eisagwg  tou biblÐou tou Lectures on Quaternions, o Hamilton
anafèrei ìti parat rhse pwc antÐ na anaparast soume èna di�nusma me mia
tri�da thc morf c x + iy + jz, mporoÔme na to anaparast soume me aut  thn
�llh triwnumik  morf ,

ix + jy + kz,

kai ètsi èpeita ja eÐmaste se jèsh na ekfr�soume to zhtoÔmeno ginìmeno dÔo
dianusm�twn sto q¸ro me èna quaternion, tou opoÐou oi sunist¸sec èqoun
polÔ aplì gewmetrikì nìhma. Dhlad , paÐrnoume thn akìloujh sqèsh

(ix + jy + kz)(ix
′
+ jy

′
+ kz

′
) = w

′′
+ ix

′′
+ jy

′′
+ kz

′′
,

ìpou

w
′′

= −xx
′ − yy

′ − zz
′
,

x
′′

= yz
′ − zy

′
, y

′′
= zx

′ − xz
′
, z

′′
= xy

′ − yx
′
,

ètsi ¸ste to mèroc w
′′ , to opoÐo eÐnai anex�rthto apì ta i, j, k, se aut  thn

èkfrash gia to ginìmeno, na anaparist� to ginìmeno twn mètrwn twn dÔo
paragìntwn-dianusm�twn, pollaplasiasmèno me to sunhmÐtono tou sumplhr¸-
matoc thc gwnÐac klÐshc touc. Kai to upoleipìmeno mèroc ix

′′
+jy

′′
+kz

′′ tou
Ðdiou ginomènou twn dÔo triwnÔmwn anaparist� èna di�nusma, to opoÐo eÐnai
se mètro Ðso me to ginomèno twn dÔo Ðdiwn mètrwn, pollaplasiasmèno me to
hmÐtono thc Ðdiac gwnÐac klÐshc, en¸ h kateÔjunsh eÐnai k�jeth sto epÐpedo
twn dÔo paragìntwn-dianusm�twn, kai eÐnai tètoia ¸ste h strof  gÔrw apì to
pr¸to di�nusma tou ginomènou twn dÔo dianusm�twn, apì to deÔtero di�nusma
proc to di�nusma tou ginomènou, na èqei ton Ðdio dexiìstrofo (  aristerìstro-
fo) qarakt ra, ìpwc h strof  gÔrw apì to jetikì hmi�xona tou k, apì ton
jetikì hmi�xona tou i, proc autìn tou j [Ham5].
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LÐga qrìnia argìtera dhmosÐeuse èna �rjro sto opoÐo eis�gei touc ìrouc
��bajmwtìc�� kai ��dianusmatikìc��, anaferìmenoc antÐstoiqa sto pragmatikì
kai sto fantastikì mèroc enìc quaternion [Ham5]. Dhlad , e�n Q = a+ ib+
jc + kd eÐnai èna quaternion tìte to

QS = a

eÐnai to bajmwtì (scalar) tou mèroc en¸ to

QV = ib + jc + kd

eÐnai to dianusmatikì (vector) tou mèroc.
Parat rhsh. 'Estw ìti

Q1 = ib1 + jc1 + kd1, Q2 = ib2 + jc2 + kd2

eÐnai dÔo quaternions twn opoÐwn ta pragmatik� mèrh eÐnai mhdenik�. Tìte to
ginìmeno touc dÐnei

Q1Q2 = −(a1a2+b1b2+c1c2)+i(c1d2−d1c2)+j(d1b2−b1d2)+k(b1c2−c1b2).

Sunep¸c, parathroÔme ìti to pragmatikì mèroc tou nèou quaternion mporeÐ
na faneÐ majhmatik� Ðso me to antÐjeto tou sÔgqronou eswterikoÔ ginomènou
dÔo dianusm�twn kai to dianusmatikì mèroc tou wc to sÔgqrono exwterikì
ginìmeno dÔo dianusm�twn.

'Otan loipìn katanìhse arket� kal� thn parap�nw diadikasÐa, èniwse ìti
to nèo ergaleÐo gia thn efarmog  tou upologismoÔ sthn gewmetrÐa, thn opoÐa
anazhtoÔse gia arketì qronikì di�sthma, eÐqe en mèrei epiteuqjeÐ. An kai h
prosèggish tou Hamilton  tan algebrik , mporoÔme na sumper�noume (gia
perissìterec aitiolog seic dec [Tz]) pwc eÐqe sto noÔ tou ìti h genÐkeush
twn migadik¸n arijm¸n sqetÐzetai me tic strofèc ston q¸ro. 'Allwste, sthn
basik  jemelÐwsh twn migadik¸n arijm¸n wc diatetagmèna zeÔgh pragmatik¸n
arijm¸n, o Hamilton anapar�sthse to ginìmeno dÔo zeug¸n me ìrouc epÐpedwn
strof¸n kai èyaqne kai gia mia antÐstoiqh anapar�stash gia thn genÐkeush
twn migadik¸n arijm¸n. Sugkekrimèna, ston prìlogo tou èrgou tou {Lectures
On Quaternions} [Ham5, pp.49] dhl¸nei:

{'Otan h sÔllhyh, pou perigr�fthke prohgoumènwc,  tan xediplw-
mènh kai kajorismènh sto mualì mou, je¸rhsa ìti to nèo er-
galeÐo gia thn efarmog  tou upologismoÔ sth gewmetrÐa, gia thn
opoÐa apì tìso kairì eÐqa epidi¸xei, t¸ra, toul�qiston en mèrei,
epiteÔqjhke.}
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Sthn sunèqeia loipìn, eis gage mia jewrÐa thc sÔndeshc twn quaternions
me thn sfairik  trigwnometrÐa, kai en gènei me thn sfairik  gewmetrÐa.

Gia na gÐnoun pio katanoht� ta ìsa ja epakolouj soun se sqèsh me thn
jewrÐa tou Hamilton, ja k�noume mia mikr  eisagwg  ìson afor� ta basik�
qarakthristik� thc sfairik c gewmetrÐac.

Sfairik  GewmetrÐa
To tm ma ABC miac sfairik c epif�neiac to opoÐo prosdiorÐzetai apì trÐa

tìxa mègistwn kÔklwn ta opoÐa tèmnontai an� dÔo se treic korufèc kaleÐtai
èna sfairikì trÐgwno. Ta shmeÐa A,B, C kaloÔntai oi korufèc tou, ta trÐa
tìxa a, b, c kaloÔntai oi pleurèc tou kai oi treic gwnÐec pou sqhmatÐzontai
apì eujeÐec efaptìmenec stic pleurèc tou sfairikoÔ trig¸nou kai oi opoÐec
tèmnontai stic korufèc kaloÔntai oi gwnÐec tou sfairikoÔ trig¸nou [CRC].

A

B

C
a

b

c

O

E�n sumbolÐsoume tic gwnÐec autèc me A,B, C, èqoume thn sqèsh

A + B + C − π = E > 0,

kai to E kaleÐtai h sfairik  uperbol . EpÐshc, èqei apodeiqjeÐ sthn gewme-
trÐa, ìti èna sfairikì trÐgwno mporeÐ en gènei na kataskeuasteÐ apì opoiad -
pote trÐa apì ta èxi mèrh tou (akìma kai sthn perÐptwsh pou dÐdontai oi treic
gwnÐec tou).

Ta pragmatik� antikeÐmena anak�luyhc sthn sfairik  trigwnometrÐa eÐ-
nai oi koinèc sqèseic twn gwni¸n klÐshc twn edr¸n (dÐedrec gwnÐec) kai twn
akm¸n miac stere�c gwnÐac (epÐpedec gwnÐec). Sterèa kaleÐtai h gwnÐa h opoÐa
sqhmatÐzetai sto kèntro miac sfaÐrac apì trÐa epÐpeda. Oi pleurèc enìc sfai-
rikoÔ trig¸nou, oi opoÐec eÐnai an�logec me tic gwnÐec klÐshc twn akm¸n miac
stere�c gwnÐac, paÐrnontai gia na anaparast soun ekeÐnec tic gwnÐec. Kai oi
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gwnÐec tic opoÐec ekeÐnec oi pleurèc sqhmatÐzoun metaxÔ touc parathroÔntai
wc tautìshmec me tic gwnÐec klÐshc twn edr¸n thc stere�c gwnÐac [Tr].

r

r

r

A

B

C

a

b

cO

Ta sfairik� trÐgwna èqoun antÐstoiqec idiìthtec me ekeÐnec twn epÐpedwn
trig¸nwn. DÔo polÔ shmantik� jewr mata gia ta sfairik� trÐgwna eÐnai ta
akìlouja [Tr]:
Nìmoc hmitìnwn
Se èna sfairikì trÐgwno, ta hmÐtona twn pleur¸n eÐnai an�loga me ta hmÐtona
twn apènanti gwni¸n, dhlad , e�n ABC eÐnai èna sfairikì trÐgwno tìte

sin a

sinA
=

sin b

sinB
=

sin c

sinC
.

Nìmoc sunhmitìnwn
Se èna sfairikì trÐgwno, to sunhmÐtono opoiasd pote pleur�c isoÔtai me to
sunhmÐtono twn �llwn dÔo pleur¸n, sun to ginìmeno twn hmitìnwn ekeÐnwn
twn pleur¸n me to sunhmÐtono thc perieqìmenhc gwnÐac touc, dhlad , isqÔoun
oi akìloujec treic isìthtec:

cos a = cos b cos c + sin b sin c cosA,

cos b = cos c cos a + sin c sin a cosB,

cos c = cos a cos b + sin a sin b cosC.

'Oson afor� ton nìmo twn sunhmitìnwn up�rqei kai mia deÔterh isodÔnamh
morf  h opoÐa diatup¸netai gia tic gwnÐec enìc sfairikoÔ trig¸nou kai ètsi
prokÔptoun oi akìloujec sqèseic:

cosA = − cosB cosC + sinB sinC cos a,

cosB = − cosC cosA + sinC sinA cos b,

cosC = − cosA cosB + sinA sinB cos c.

Oi isodÔnamec sqèseic prokÔptoun wc ex c:
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èstw A
′
B
′
C
′ to polikì trÐgwno tou trig¸nou ABC kai ac onom�soume

tic gwnÐec tou kai tic pleurèc tou me A
′
, B

′
, C

′
, a

′
, b

′
, c

′ .

A'

B' C'

c' b'

a'

A

BC

cb

a

Tìte

A
′
= 180o − a, a

′
= 180o −A

B
′
= 180o − b, b

′
= 180o −B

C
′
= 180o − c, c

′
= 180o − C.

EpÐshc apì ton nìmo twn sunhmitìnwn gia to sfairikì trÐgwno A
′
B
′
C
′ èqoume

cos a
′
= cos b

′
cos c

′
+ sin b

′
sin c

′
cosA

′
.

Antikajist¸ntac tic parap�nw sqèseic paÐrnoume telik� thn isodÔnamh morf 
tou nìmou twn sunhmitìnwn gia sfairik� trÐgwna.

ShmeÐwsh. To polikì trÐgwno enìc sfairikoÔ trig¸nou (to opoÐo
kaleÐtai alli¸c kai wc paraplhrwmatikì trÐgwno) kataskeu�zetai wc ex c:

èstw OABC mia trÐedroc stere� gwnÐa. Tìte kataskeu�zetai �llh
trÐedroc stere� gwnÐa OA

′
B
′
C
′ pou lègetai h paraplhrwmatik  gwnÐa thc

gwnÐac OABC kai thc opoÐac oi eujeÐec OA
′
, OB

′
, OC

′ eÐnai proc to Ðdio
mèroc me tic eujeÐec OA, OB,OC antistoÐqwc kai eÐnai k�jetec sta epÐpeda
OBC,OAC, OAB antÐstoiqa. Ta shmeÐa A

′
, B

′
, C

′ eÐnai oi pìloi twn hmi-
sfairÐwn pou perièqoun to sfairikì trÐgwno ABC kai orÐzontai apì touc
mègistouc kÔklouc twn pleur¸n tou. To sfairikì trÐgwno A

′
B
′
C
′ kaleÐtai

to polikì trÐgwno tou sfairikoÔ trig¸nou ABC [Ge].
Epiprìsjeta, oi epÐpedec gwnÐec miac trièdrou gwnÐac eÐnai paraplhrw-

matikèc twn dÐedrwn gwni¸n thc paraplhrwmatik c thc kai antistrìfwc.
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Sfairikèc suntetagmènec

Oi sunhjismènec sfairikèc suntetagmènec (ϕ,ψ) sthn sfaÐra S2 aktÐnac
1 (dec to parak�tw sq ma) ston R3 orÐzontai wc ex c:

x = r cosψ sinϕ

y = r sinψ sinϕ

z = r cosϕ,

ìpou h gwnÐa pou sqhmatÐzei o jetikìc z-�xonac me thn aktÐna r eÐnai h polik 
suntetagmènh ψ kai h �llh gwnÐa eÐnai h polik  suntetagmènh ϕ.

z

y

x

P

r

y

z

x

Pio genik�, e�n orÐsoume tic sfairikèc suntetagmènec (ϕ1, . . .ϕn−1, ψ) sthn
sfaÐra Sn ston Rn+1 tìte oi sfairikèc suntetagmènec sqetÐzontai me tic or-
jog¸niec suntetagmènec (x1, x2, . . ., xn, xn+1) ston Rn+1 wc ex c:

x1 = sin ϕ1 sinϕ2. . . sinϕn−1 cosψ,

x2 = sin ϕ1 sinϕ2. . . sinϕn−1 sinψ,

x3 = sin ϕ1 sinϕ2. . . sinϕn−2 cosϕn−1,

...
xn−1 = sin ϕ1 sinϕ2 cosϕ3,

xn = sinϕ1 cosϕ2,

xn+1 = cosϕ1,

me 0 ≤ φi ≤ π, i = 1, . . ., n− 1 kai 0 ≤ ψ < 2π [EDM].
O Hamilton loipìn, anakefalai¸nontac thn èreun� tou, dhl¸nei ìti odhg -

jhke, apì thn tautìthta twn ajroism�twn twn tetrag¸nwn, sto na ekfr�sei
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touc suntelestèc enìc quaternion me èna sÔsthma polik¸n suntetagmènwn
sthn sfaÐra S3 wc ex c [Ham5]:

a = µ cos θ,

b = µ sin θ cosϕ,

c = µ sin θ sinϕ cosψ,

d = µ sin θ sinϕ sinψ,

(2.7)

ìpou kaleÐ to µ =
√

a2 + b2 + c2 + d2 to mètro tou quaternion, to θ to ìrisma
tou, to ϕ to sumpl rwma tou gewgrafikoÔ pl�touc, kai to ψ to gewgrafikì
m koc tou quaternion Q = a + ib + jc + kd.

Anafèrei ìti oi lèxeic ��mètro�� kai ��ìrisma�� proteÐnontai sthn fraseo-
logÐa tou Cauchy, sqetik� me touc sunhjismènouc fantastikoÔc thc �lge-
brac. Apì tìte loipìn �rqise sun jwc na qrhsimopoieÐ antÐstoiqa touc ìrouc
��tanust c�� kai ��gwnÐa�� [Ham5].

JewreÐ loipìn ta b, c, d wc tic orjog¸niec suntetagmènec enìc shmeÐou
ston trisdi�stato q¸ro (me �xonec ta i, j, k), tou opoÐou to mètro tou µ sin θ
eÐnai to mètro tou aktinikoÔ dianÔsmatoc   alli¸c mporeÐ na kaleÐtai h ��a-
ktÐna�� tou. EpÐshc, èstw R to shmeÐo ìpou to aktinikì di�nusma twn b, c, d
(epimhkunìmeno an qreiasteÐ) tèmnei thn epif�neia thc sfaÐrac h opoÐa èqei
kèntro thn arq  twn axìnwn kai aktÐna 1. KaleÐ to shmeÐo R to antiprosw-
peutikì shmeÐo tou quaternion Q kai èstw ìti oi polikèc suntetagmènec φ
kai ψ, prosdiorÐzoun thn jèsh tou shmeÐou R ep�nw sthn sfaÐra, kai eÐnai
antÐstoiqa to sumpl rwma tou gewgrafikoÔ tou pl�touc (colatitude) kai to
gewgrafikì tou m koc (longitude) [Ham5]. Sunep¸c, h gwnÐa ψ eÐnai h azi-
moujiak  gwnÐa sto epÐpedo ij apì ton i-�xona me 0 ≤ ψ < 2π kai h gwnÐa φ

eÐnai h polik  gwnÐa apì ton k-�xona me 0 ≤ φ ≤ π, ìpou φ =
π

2
− δ kai δ

eÐnai to gewgrafikì pl�toc tou shmeÐou R.
Tìte to quaternion eÐnai apìluta prosdiorismèno apì to mètro tou, to

ìrisma, to sumpl rwma tou gewgrafikoÔ tou pl�touc kai to gewgrafikì tou
m koc.

Lìgw twn sqèsewn (2.6) ja èqoume (dec [Ham5]):

cos θ
′′

= cos θ cos θ
′ − sin θ sin θ

′
(cosφ cosφ

′
+ sin φ sinφ

′
cos(ψ − ψ

′
)),

cos θ
′
= cos θ

′′
cos θ + sin θ

′′
sin θ(cosφ

′′
cosφ + sin φ

′′
sinφ cos(ψ

′′ − ψ)),

cos θ = cos θ
′
cos θ

′′
+ sin θ

′
sin θ

′′
(cosφ

′
cosφ

′′
+ sin φ

′
sinφ

′′
cos(ψ

′ − ψ
′′
)).

(2.8)
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MporoÔme epÐshc na mil soume kai gia thn perieqìmenh gwnÐa enìc quaternion
me èna �llo [Ham1], kai to sunhmÐtono thc gwnÐac aut c eÐnai Ðso me

cosφ cosφ
′
+ sin φ sinφ

′
cos(ψ

′ − ψ) =
bb
′
+ cc

′
+ dd

′

µµ′ sin θ sin θ′
.

Sthn sunèqeia kataskeu�zei me antÐstoiqo trìpo me ton trìpo pou pros-
diìrise to antiproswpeutikì shmeÐo R, ta antiproswpeutik� shmeÐa R

′ kai R
′′

tou �llou par�gonta Q
′ kai tou ginomènou Q

′′ , dhlad , jewreÐ ta ϕ
′
, ψ

′ na eÐ-
nai oi sfairikèc suntetagmènec tou deÔterou shmeÐou R

′ kai ta ϕ
′′
, ψ

′′ na eÐnai
oi sfairikèc suntetagmènec tou shmeÐou tou ginomènou R

′′ . Tìte oi exis¸seic
(2.8) ekfr�zoun ìti sto sfairikì trÐgwno RR

′
R
′′ , to opoÐo èqei wc pleurèc

ta tìxa RR
′
, R

′
R
′′
, R

′′
R kai to opoÐo sqhmatÐzetai apì ta antiproswpeutik�

shmeÐa twn dÔo paragìntwn kai tou ginomènou touc, oi gwnÐec eÐnai antÐstoiqa
Ðsec me ta orÐsmata ekeÐnwn twn dÔo paragìntwn kai tou sumplhr¸matoc tou
orÐsmatoc tou ginomènou (dÔo orj¸n gwni¸n) [Ham5]. Opìte oi exis¸seic
(2.8) gÐnontai

cos θ
′′

= cos θ cos θ
′ − sin θ sin θ

′
cosRR

′
,

cos θ = cos θ
′
cos θ

′′
+ sin θ

′
sin θ

′′
cosR

′′
R,

cos θ
′
= cos θ

′′
cos θ + sin θ

′′
sin θ cosR

′
R
′′
,

(2.9)

kai sunep¸c:
R = θ, R

′
= θ

′
, R

′′
= π − θ

′′
.

To parap�nw je¸rhma tou sfairikoÔ trig¸nou, se sunduasmì me ton
kanìna tou modulus, apaiteÐ ektìc apì ton akìloujo kanìna thc peristrof c,
na apofasÐsoume se poia pleur� tou epipèdou twn dÔo eujei¸n twn paragì-
ntwn brÐsketai h eujeÐa tou ginomènou, ètsi ¸ste na oloklhrwjeÐ to sÔsthma
twn sunjhk¸n pou sundèei to ginìmeno opoiwnd pote dÔo quaternions me touc
par�gontec kai me thn di�tax  touc. Ja antilambanìmaste loipìn ìti to shmeÐo
R
′′ tou ginomènou ja paÐrnetai p�nta eÐte apì ta dexi� eÐte apì ta arister� tou

shmeÐou R
′ , se sqèsh me to shmeÐo R, sÔmfwna me to an o jetikìc hmi�xonac

tou d eÐnai apì ta dexi�   apì ta arister� tou jetikoÔ hmi�xona tou c, se
sqèsh me ton jetikì hmi�xona tou b. Me �lla lìgia, sÔmfwna me to an h
jetik  kateujÔnsh thc peristrof c se gewgrafikì m koc eÐnai apì ta dexi�
  apì ta arister� [Ham3].

Mia allag  sthn di�taxh twn dÔo quaternions-paragìntwn ja èriqne to
shmeÐo tou ginomènou R

′′ apì ta dexi� sta arister�   apì ta arister� proc ta
dexi� tou tìxou RR

′ .
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ProkÔptei �mesa apì touc parap�nw kanìnec, ìti e�n RR
′
R
′′ eÐnai opoiod -

pote sfairikì trÐgwno kai e�n x, y, z eÐnai oi orjog¸niec suntetagmènec tou
R, x

′
, y

′
, z
′ ekeÐnec tou R

′ kai x′′ , y′′ , z′′ ekeÐnec tou R
′′ , to kèntro thc sfaÐrac

eÐnai h arq  kai ìti h aktÐna eÐnai Ðsh me 1, tìte, e�n o jetikìc hmi�xonac tou
d epileqjeÐ ètsi ¸ste na brÐsketai apì ta dexi�   apì ta arister� tou jetikoÔ
hmi�xona tou c, se sqèsh me ton jetikì hmi�xona tou b, an�loga me ton an
h aktÐna OR

′′ brÐsketai apì ta dexi�   apì ta arister� thc aktÐnac OR
′ se

sqèsh me thn aktÐna OR, tìte isqÔei o akìloujoc tÔpoc pollaplasiasmoÔ
dÔo quaternions [Ham2]:

[cosR + (ix + jy + kz) sin R][cosR
′
+ (ix

′
+ jy

′
+ kz

′
) sin R

′
)]

= − cosR
′′

+ (ix
′′

+ jy
′′

+ kz
′′
) sin R

′′
.

(2.10)

AnaptÔssontac ton parap�nw tÔpo, sÔmfwna me touc kanìnec (2.1), prokÔ-
ptoun oi akìloujec exis¸seic metaxÔ pragmatik¸n arijm¸n [Ham2]:

− cosR
′′

= cosR cosR
′ − (xx

′
+ yy

′
+ zz

′
) sinR sinR

′
,

x
′′
sinR

′′
= x sinR cosR

′
+ x

′
sinR

′
cosR + (yz

′ − zy
′
) sinR sinR

′
,

y
′′
sinR

′′
= y sinR cosR

′
+ y

′
sinR

′
cosR + (zx

′ − xz
′
) sinR sinR

′
,

z
′′
sinR

′′
= z sinR cosR

′
+ z

′
sinR

′
cosR + (xy

′ − yx
′
) sinR sinR

′
.

(2.11)

Apì tic exis¸seic (2.11) o Hamilton bg�zei ta parak�tw sumper�smata
[Ham3]:

• h pr¸th exÐswsh eÐnai mia èkfrash enìc gnwstoÔ jewr matoc, pou
apodÐdei thn sÔndesh miac pleur�c opoioud pote sfairikoÔ trig¸nou me tic
treic gwnÐec tou, kai sugkekrimèna eÐnai o nìmoc twn sunhmitìnwn gia to
sunhmÐtono miac apì tic gwnÐec tou sfairikoÔ trig¸nou.

• oi �llec treic exis¸seic eÐnai mia èkfrash enìc �llou jewr matoc, to
gnwstì je¸rhma to opoÐo lèei ìti mia dÔnamh h opoÐa eÐnai Ðsh me sinR

′′ ,
kateujunmènh apì to kèntro thc sfaÐrac proc to shmeÐo R

′′ , eÐnai statik� Ðsh
me to sÔsthma tri¸n �llwn dun�mewn, ek twn opoÐwn h mia eÐnai kateujunmènh
apì to kèntro thc sfaÐrac proc to R kai eÐnai Ðsh me sinR cosR

′ , h �llh eÐnai
kateujunmènh apì to kèntro thc sfaÐrac proc to R

′ kai Ðsh me sinR
′
cosR, kai

h trÐth eÐnai Ðsh me sinR sinR
′
sinRR

′ kai eÐnai kateujunmènh apì to kèntro
thc sfaÐrac dia mèsou tou pìlou tou tìxou RR

′ pou brÐsketai apì thn Ðdia
meri� tou tìxou autoÔ me to RR

′′ .
Den eÐnai dÔskolo na apodeiqjeÐ autì to je¸rhma. All� èqei epÐshc

endiafèron na doÔme ìti oi tèsseric exis¸seic (2.11) perièqontai tìso apl�
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se mia, thn (2.10) tou pollaplasiasmoÔ quaternions kai apoktioÔntai tìso
eÔkola anaptÔssontac kai antikajist¸ntac tic basikèc exis¸seic (2.1).

'Ena kainoÔrgio eÐdoc algorÐjmou   upologismoÔ, gia thn sfairik  trigw-
nometrÐa, emfanÐzetai loipìn na dÐnetai.

Sthn sunèqeia e�n upojèsoume ìti to sfairikì trÐgwno RR
′
R
′′ gÐnetai

arket� mikrì, kaj¸c oi treic korufèc tou teÐnoun aìrista ìlec proc èna shmeÐo,
ekeÐno to opoÐo eÐnai h tom  thc sfairik c epif�neiac me ton jetikì hmi�xona
tou b, tìte k�je suntetagmènh x ja teÐnei na gÐnei Ðsh me 1, kai k�je mia apì
tic y, z na mhdenisteÐ, en¸ to �jroisma twn tri¸n gwni¸n ja teÐnei na gÐnei Ðso
me π. Tìte h akìloujh gnwst  exÐswsh ston upologismì twn fantastik¸n,
sundedemènh me thn epÐpedh trigwnometrÐa

(cosR + i sinR)(cosR
′
+ i sinR

′
) = cos(R + R

′
) + i sin(R + R

′
)

prokÔptei (ìpou i2 = −1), wc mia sugkekrimènh perÐptwsh thc pio genik c
sqèshc (2.10) [Ham3].

Sthn jewrÐa aut n up�rqoun mìno dÔo diaforetikèc tetragwnikèc rÐzec
thc arnhtik c mon�dac (i kai −i) kai diafèroun mìno sto prìshmo. Sthn
jewrÐa twn quaternions, me skopì èna quaternion Q = a + ib + jc + kd na
èqei to tetr�gwno tou Ðso me −1, eÐnai aparaÐthto kai eparkèc to ìti ja prèpei
na èqoume [Ham3]:

a = 0, b2 + c2 + d2 = +1.

Genik�, wstìso h tetragwnik  rÐza enoc quaternion èqei mìno dÔo timèc,
pou diafèroun mìno se prìshmo [Ham1]. Diìti, e�n

(a
′′
, b
′′
, c
′′
, d

′′
) = (a, b, c, d)2

tìte

a
′′

= a2 − b2 − c2 − d2, b
′′

= 2ab, c
′′

= 2ac, d
′′

= 2ad.

KajodhgoÔmaste loipìn sthn akìloujh èkfrash miac fantastik c mon�dac,
oi opoÐec eÐnai �peirec se pl joc kai èqoun ìlec mètro Ðso me 1 kai ìrisma

π

2
[Ham3]: √−1 = i cosφ + j sinφ cosψ + k sinφ sinψ,

Gia na diakrÐnoume mia tètoia mon�da apì mia �llh, ja qrhsimopoioÔme ton
sumbolismì

iR = ix + jy + kz, me i2R = −1,
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ìpou R eÐnai akìmh ekeÐno to shmeÐo sthn sfairik  epif�neia pou èqei ta x, y, z
(  cosφ, sinφ cosψ, sinφ sinψ) gia orjog¸niec suntetagmènec tou, èqontac wc
arq  to kèntro thc sfaÐrac, kai ψ eÐnai to gewgrafikì m koc tou kai φ to
sumpl rwma tou gewgrafikoÔ pl�touc tou. Kai tìte o tÔpoc (2.10) gÐnetai
gia opoiod pote sfairikì trÐgwno, sto opoÐo h strof  gÔrw apì to R, apì
to R

′ sto R
′′ , eÐnai jetik :

(cosR + iR sinR)(cosR
′
+ iR′ sinR

′
) = − cosR

′′
+ iR′′ sinR

′′
.

Gia na diaqwrÐsoume to pragmatikì me to fantastikì mèroc thc parap�nw
sqèshc, eÐnai aparaÐthto na k�noume ton Ðdio diaqwrismì gia to ginìmeno twn
dÔo fantastik¸n mon�dwn oi opoÐec emfanÐzontai sto pr¸to mèloc. Jètontac
tic gwnÐec R, R

′ Ðsec me orjèc gwnÐec, qwrÐc na metakin soume ta shmeÐa R, R
′

ep�nw sthn sfaÐra, oi fantastikèc mon�dec iR kai iR′ den all�zoun, all� h
gwnÐa R

′′ gÐnetai Ðsh me to tìxo RR
′ , kai to shmeÐo R

′′ tautÐzetai me ton
jetikì pìlo ekeÐnou tou tìxou, dhlad , me ton pìlo P

′′ ston opoÐo h el�qisth
strof  apì to R

′ gÔrw apì to R eÐnai jetik . Tìte to ginìmeno twn dÔo
fantastik¸n mon�dwn sto pr¸to mèloc aut c thc sqèshc (gia opoiesd pote
dÔo tètoiec mon�dec) eÐnai Ðso me [Ham3]:

iRiR′ = − cosRR
′
+ iP ′′ sinRR

′
.

En¸ loipìn, h sÔgkrish twn dÔo pragmatik¸n mer¸n par�gei thn gnwst 
exÐswsh

cosR cosR
′ − sinR sinR

′
cosRR

′
= − cosR

′′
,

h sÔgkrish twn fantastik¸n mer¸n dÐnei thn akìloujh èkfrash

iR sinR cosR
′
+ iR′ sinR

′
cosR + iP ′′ sinR sinR

′
sinRR

′
= iR′′ sinR

′′
.

ShmeÐwsh. San epal jeush mporoÔme na apodeÐxoume ìti, e�n to
sfairikì trÐgwno teÐnei na mhdenisteÐ, oi dÔo teleutaÐec exis¸seic teÐnoun na
sumpÐptoun sto na d¸soun thn idiìthta tou epÐpedou trig¸nou

R + R
′
+ R

′′
= π.

E�n all�xoume thn seir� twn parap�nw mon�dwn tìte paÐrnoume ton tÔpo
(dec [Ham3])

iRiR′ = − cosRR
′ − iP ′′ sinRR

′

Kai efìson to ginìmeno dÔo opoiwnd pote quaternions, ta opoÐa diafè-
roun mìno sto prìshmo twn fantastik¸n mer¸n touc, eÐnai pragmatikì kai Ðso
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me to tetr�gwno twn mètrwn, dhlad ,

(a + ib + jc + kd)(a− ib− jc− kd) = a2 + b2 + c2 + d2,

tìte to ginìmeno twn dÔo ginomènwn fantastik¸n mon�dwn ta opoÐa diafèroun
sthn seir� twn paragìntwn touc dÐnei

iRiR′ · iR′ iR = 1. (2.12)

Ta ginìmena
iRiR′ , iR′ iR

kaloÔntai antÐstrofa metaxÔ touc [Ham2].
Genik�, me b�sei tic sqèseic (2.1), an kai isqÔei kai h epimeristik  idiìthta

gia ta quaternions [Ham2], dhlad , isqÔei h sqèsh

Q(Q
′
+ Q

′′
) = QQ

′
+ QQ

′′
,

h antimetajetikìthta tou pollaplasiasmoÔ den isqÔei, dhlad , e�n Q, Q
′ eÐnai

eÐte fantastik� megèjh eÐte quaternions den isqÔei h sqèsh

QQ
′
= Q

′
Q,

diìti, gia par�deigma ij = −ji.
Wstìso, lìgw p�li twn Ðdiwn sqèsewn isqÔei kai gia ta quaternions h

prosetairistikìthta tou ginomènou [Ham2], dhlad ,

Q ·Q′
Q
′′

= QQ
′ ·Q′′

,

Q ·Q′
Q
′′
Q
′′′

= QQ
′ ·Q′′

Q
′′′

= QQ
′
Q
′′ ·Q′′′

,
(2.13)

kai ètsi suneqÐzetai gia opoiod pote arijmì paragìntwn. EpÐshc, h sqèsh
(2.12) mporeÐ eÔkola na apodeiqteÐ me b�sh ton parap�nw kanìna diìti

iRiR′ · iR′ iR = iRi2
R
′ iR = −i2R = 1.

'Omoia faÐnetai na isqÔei h sqèsh

iRiR′ · iR′ iR′′ · . . . · iR(n−1)iR = (−1)n,

gia opoiad pote n shmeÐa R, R
′
, . . ., R(n−1) ep�nw sthn sfairik  epif�neia

[Ham2]. Kai ìmoia prokÔptei ìti

(cosR+iR sinR)(cosR
′
+iR′ sinR

′
)·. . .·(cosR(n−1)+iR(n−1) sinR(n−1)) = (−1)n.



Kef�laio 3

To Die Ausdehnungslehre
tou Hermann Grassmann

3.1 Jemeli¸deic ènnoiec

O Grassmann me to biblÐo tou Ausdehnungslehre, ìpwc anafèrei o Dorier,
pareÐqe ta jemèlia gia mia enopoihmènh jewrÐa grammikìthtac, kaj¸c eis -
gage, me meg�lh akrÐbeia kai me polÔ genikì perieqìmeno, stoiqei¸deic ènnoiec
oi opoÐec eÐnai antÐstoiqec me tic sÔgqronec ènnoiec thc grammik c ex�rthshc,
thc b�shc kai thc di�stashc [Do1]. Wstìso autì to èrgo, to opoÐo den  tan
katanohtì gia thn epoq  tou, eÐqe mìno èmmesec kai periorismènec epidr�-
seic sthn an�ptuxh thc gewmetrÐac kai thc jewrÐac twn dianusmatik¸n q¸rwn
[Do2].

To 1o kef�laio tou biblÐou Ausdehnungslehre eÐnai èna eisagwgikì ke-
f�laio sqetik� me thn ��Genik  JewrÐa twn Morf¸n�� pou prospajeÐ na tupo-
poi sei thn ènnoia thc algebrik c prìsjeshc, afaÐreshc, pollaplasiasmoÔ
kai diaÐreshc. Se autì to eisagwgikì kef�laio o Grassmann dÐnei ton kanìna
gia thn exètash thc tupik c ìyhc thc jewrÐac thc èktashc (extension) kaj¸c
kai touc kanìnec gia thn kataskeu  kai thn sÔgkrish twn nèwn ontot twn me
sundèseic me tic  dh up�rqousec. Oi nèec ontìthtec kataskeu�zontai mèsw
twn sundèsewn �llwn ontot twn [Do2].

O Grassmann metaqeirÐsthke tic gewmetrikèc kai fusikèc ontìthtec tic
opoÐec apokaleÐ ��ektetamèna megèjh�� (extensive Grössen, extensive magni-
tude) pou mporoÔn na eÐnai shmeÐa, grammèc, tetr�edra, klp, kai kajorÐzei touc
kanìnec pollaplasiasmoÔ gia autèc tic ontìthtec pou odhgoÔn se mia ontìth-

37
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ta uyhlìterhc bajmÐdac. Ta ektetamèna megèjh diaqwrÐzontai se bajmÐdec
kai mporoÔn na prostejoÔn kai na pollaplasiastoÔn. EntoÔtoic, h prìsjesh
mporeÐ na pragmatopoihjeÐ mìno metaxÔ megej¸n thc Ðdiac bajmÐdac, en¸ o
pollaplasiasmìc odhgeÐ se mia pio uyhl  bajmÐda [Sh]. QrhsimopoieÐ loipìn
wc stoiqei¸dh thn ènnoia ��mègejoc��, ìpwc ja jewroÔsame s mera antÐstoiqa
thn ènnoia ��stoiqeÐo�� enìc dianusmatikoÔ q¸rou, b�sei thc opoÐac jemeli¸nei
ìlec tic basikèc ènnoiec pou orÐzei katìpin [Gr, sq.].1 O orismìc enìc gram-
mikoÔ q¸rou (  dianusmatikoÔ q¸rou) �rqise na gÐnetai gnwstìc sta majh-
matik� perÐpou to 1920, ìtan o Hermann Weyl kai �lloi dhmosÐeusan tupikoÔc
orismoÔc thc ènnoiac aut c. Sthn pragmatikìthta, ènac tètoioc orismìc dì-
jhke tri�nta èth pio prin apì ton Peano, o opoÐoc htan exoikeiwmènoc me to
majhmatikì èrgo tou Grassmann, sto opoÐo den eÐqe dojeÐ o tupikìc orismìc
tou dianusmatikoÔ q¸rou ìmwc apì thn jewrÐa tou sumperaÐnoume ìti  tan
polÔ kont� sthn ènnoia aut  [FS1].

H pr¸th ènnoia pou orÐzei eÐnai h ènnoia tou grammikoÔ sunduasmoÔ
lègontac ìti èna mègejoc a prokÔptei apì k�poia �lla megèjh b, c, . . . me
k�poiouc pragmatikoÔc arijmoÔc, èstw β, γ, . . ., e�n isqÔei mia sqèsh thc mor-
f c

a = βb + γc + . . . .

Epiprìsjeta, orÐzei k�poia megèjh na stèkontai se mia arijmhtik  sqèsh
metaxÔ touc, e�n opoiod pote apì aut� ta megèjh mporeÐ na prokÔyei apì ta
upìloipa me mia sqèsh thc parap�nw morf c. Aut  h ènnoia ja lègame ìti
antistoiqeÐ sthn sÔgqronh ènnoia thc grammik c ex�rthshc diafìrwn megej¸n
[Gr, §1,2].2

Parak�tw eÐnai lÐgo asaf c wc proc ton orismì thc ènnoiac thc mon�dac
(Einheit, unit) afoÔ b�sei thc jewrÐac tou mon�da eÐnai opoiod pote mègejoc
apì to opoÐo mporeÐ na prokÔyei mia sullog  �llwn megej¸n. Opìte jewreÐ
kai to π wc mia mon�da stouc pragmatikoÔc arijmoÔc, ìpwc kai to 1, afoÔ
k�je pragmatikìc arijmìc mporeÐ na prokÔyei apì autìn ton arijmì [Gr, sq.].
Sugkekrimèna, mia mon�da ja kaleÐtai prwtogen c (ursprüngliche, original),
e�n den prokÔptei apì opoiad pote �llh mon�da. SumperaÐnoume loipìn ìti me
ton ìro ��prwtogen �� ennoeÐ mia mon�da h opoÐa brÐsketai sthn pr¸th bajmÐda
thc parap�nw diadikasÐac èktashc pou orÐsame.

1 'Otan dÐnoume thn parap�nw anafor� ennooÔme ta sumplhrwmatik� sqìlia tou
metafrast .

2 'Otan qrhsimopoioÔme thn anafor� ��§�� ennooÔme thn ek�stote par�grafo tou biblÐou
sthn opoÐa anafèretai.
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'Opwc anafèrei o Dorier h ènnoia tou ektetamènou megèjouc eis�getai
sthn pr¸th èkdosh tou Ausdehnungslehre wc ex c [Do1]:

{'Ena dosmèno mègejoc (mon�da) dÐnetai gia na par�gei èna sÔsth-
ma di�stashc 1 me thn suneq  dr�sh thc Ðdiac jemeli¸douc ��exèli-
xhc�� (  thc antÐjethc thc). Met� mia �llh ��exèlixh�� efarmìze-
tai se k�je mègejoc tou pr¸tou sust matoc gia na par�gei èna
sÔsthma di�stashc 2, ktl. H ènnoia ��exèlixh�� antistoiqeÐ sthn
kÐnhsh kat� m koc miac eujeÐac gramm c . . . }

Xekin¸ntac loipìn me mia sullog  mon�dwn e1, e2, . . ., oi opoÐec den brÐskontai
se k�poia arijmhtik  sqèsh metaxÔ touc, to opoÐo apokaleÐ wc èna sÔsthma
mon�dwn (èna grammik¸c anex�rthto sÔnolo megej¸n kai sugkekrimèna mia
b�sh ìpwc ja lègame s mera), ìrise èna aujaÐreto qwrÐo to opoÐo kajorÐzoun
kai je¸rhse tupikoÔc grammikoÔc sunduasmoÔc

∑
αiei = α1e1 + α2e2 + . . .,

ìpou ta αi eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ, kai to mègejoc pou prokÔptei to onom�zei
ektetamèno mègejoc. An to ektetamèno mègejoc mporeÐ na prokÔyei apì
tic prwtogeneÐc mon�dec tìte to mègejoc autì ja kaleÐtai ektetamèno mègejoc
pr¸thc bajmÐdac (Stufe, order) [Gr, §5].

Sthn sunèqeia tou biblÐou tou ta stoiqeÐa me ta opoÐa douleÔei eÐnai ta
ektetamèna megèjh kai eÐnai thc parap�nw morf c. Me ton trìpo pou orÐzei
thn ènnoia thc mon�dac sunep�getai ìti k�je mègejoc eÐnai ektetamèno mègejoc
kai antÐstrofa. Katìpin ìrise thn prìsjesh metaxÔ ektetamènwn megej¸n kai
ton pollaplasiasmì enìc ektetamènou megèjouc me pragmatikoÔc arijmoÔc wc
ex c:

a + b = Σαiei + Σβiei = Σ(αi + βi)ei,

a · β = (Σαiei) · β = β · (Σαiei) = Σ(αiβ)ei,

ìpou ta a, b eÐnai ektetamèna megèjh kai ta αi, β eÐnai bajmwt� megèjh kai
tupik� apodeiknÔei tic jemeli¸deic idiìthtec gia autèc tic dÔo pr�xeic, ìpwc
oi kanìnec thc antimetajetikìthtac kai thc prosetairistikìthtac thc prìs-
jeshc kai h dianemhtikìthta (arister� kai dexi�) tou pollaplasiasmoÔ upì
thn prìsjesh [Gr, §8,12].

OrÐzei thn genik  ènnoia tou qwrÐou (Gebiet, domain) pou orÐzoun mia
sullog  megej¸n a1, a2,. . ., an wc to sÔnolo ìlwn twn megej¸n pou prokÔ-
ptoun apì aut  thn sullog  megej¸n kai eÐnai èna qwrÐo n-di�stashc (Stufe,
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order) e�n ekeÐna ta megèjh eÐnai megèjh thc pr¸thc bajmÐdac kai e�n to qwrÐo
den prokÔptei apì ligìtera apì n tètoia megèjh [Gr, §14].3 SÔmfwna loipìn
me thn mèjodo pou prokÔptoun ta di�fora megèjh sthn jewrÐa tou Grassman-
n, èna qwrÐo n-di�stashc prokÔptei apì thn sullog  n prwtogen¸n mon�dwn,
oi opoÐec eÐnai grammik¸c anex�rthtec metaxÔ touc. Opìte h di�stash tou
qwrÐou sqetÐzetai me thn mèjodo pou prokÔptoun ta megèjh kai me thn ènnoia
thc grammik c ex�rthshc. Sthn ousÐa antiproswpeÔei to mètro thc èktashc.

Sqìlio. Se autì to shmeÐo ja prèpei na tonÐsoume ìti o Grassmann
qrhsimopoieÐ koin  orologÐa gia na qarakthrÐsei thn kat�stash k�poiwn en-
noi¸n pou èqei  dh orÐsei, k�ti to opoÐo mporeÐ na odhg sei se sÔgqush. H
lèxh ��Stufe��, thc opoÐac o agglikìc ìroc eÐnai h lèxh ��order��, qrhsimopoieÐ-
tai me dÔo diaforetikoÔc trìpouc, o ènac eÐnai gia na qarakthrÐsei thn bajmÐda
enìc megèjouc kat� thn di�rkeia thc èktashc kai o �lloc gia na qarakthrÐsei
thn di�stash enìc qwrÐou. EmeÐc gia na diaqwrÐsoume touc dÔo qarakthrismoÔc
ja qrhsimopoioÔme touc dÔo ìrouc pou qrhsimopoi same gia thn ermhneÐa tou
ìrou autoÔ, sÔmfwna me to pou anaferìmaste k�je for�.

Metèpeita orÐzei dÔo qwrÐa na eÐnai tautìshma (identisch, identical) e�n
k�je mègejoc tou enìc eÐnai sugqrìnwc kai mègejoc tou �llou, en¸ èna qwrÐo
(A) emperièqetai (incident) mèsa se èna �llo qwrÐo (B) e�n k�je mègejoc tou
pr¸tou qwrÐou eÐnai sugqrìnwc kai mègejoc tou deÔterou all� den isqÔei to
antÐstrofo. Tèloc, ìrise to epikaluptikì qwrÐo (gemeinschaftlich, common)
dÔo qwrÐwn (dhlad , ìpwc ja lègame s mera to �jroisma touc) kaj¸c kai to
koinì (verbindend, covering) touc qwrÐo (dhlad , thn tom  touc). Anafèrei
wc par�deigma mia pio eidik  perÐptwsh tou parap�nw orismoÔ lègontac ìti
e�n to qwrÐo A prokÔptei apì tic mon�dec e1, e2, e3 kai to qwrÐo B apì tic
mon�dec e2, e3, e4 tìte to koinì qwrÐo twn qwrÐwn A kai B (dhlad , to A∩B)
eÐnai autì pou prokÔptei apì tic mon�dec e2, e3 en¸ to epikaluptikì touc qwrÐo
(dhlad , to A+B) eÐnai autì pou prokÔptei apì tic mon�dec e1, e2, e3, e4 [Gr,
§15].

H ènnoia thc grammik c anexarthsÐac eÐnai mia akìma kentrik  ènnoia sth
jewrÐa tou Grassmann, ìpwc kai sthn sÔgqronh jewrÐa thc grammik c �lge-
brac. O trìpoc parousÐashc eÐnai ìmoioc me ton sÔgqrono trìpo parousÐashc
pou kaneÐc brÐskei sta sÔgqrona egqeirÐdia grammik c �lgebrac.

Sugkekrimèna, apodeiknÔei ìti k�poia megèjh a1, . . ., an, eÐnai grammik¸c
exarthmèna (me dikoÔc tou ìrouc ��up�rqei mia arijmhtik  sqèsh metaxÔ touc��)
an kai mìno an mporeÐ na brejeÐ mia exÐswsh thc morf c

3 'Otan anafèretai sto qwrÐo pou orÐzoun mia sullog  megej¸n ennoeÐ to qwrÐo pou
prosdiorÐzetai apì aut� ta megèjh.
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α1a1 + . . . + αnan = 0,

me ìlouc touc arijmoÔc α1, . . ., αn na mhn eÐnai sugqrìnwc mhdenikoÐ [Gr, §16].
ApodeiknÔei thn ametablhtìthta thc di�stashc upì thn allag  b�shc kai

to Steinitz Exchange Theorem [FS1] (to opoÐo apodeÐqjhke apì ton Steinitz
to 1913 orÐzontac ènan dianusmatikì q¸ro se ìrouc ��mon�dwn��, ìpwc èkane
kai o Grassmann pio prin) to opoÐo diatÔpwse wc ex c:

{E�n m megèjh a1, . . ., am, pou den brÐskontai se k�poia ari-
jmhtik  sqèsh metaxÔ touc, prokÔptoun arijmhtik� apì n megè-
jh b1, . . ., bn, tìte kaneÐc mporeÐ p�nta na prosjèsei sta m megè-
jh a1, . . ., am, n − m epiplèon megèjh am+1, . . ., an tètoia ¸-
ste ta megèjh b1, . . ., bn na prokÔptoun kai aut� arijmhtik� apì
ta a1, . . ., an kai ètsi to qwrÐo twn megej¸n a1, . . ., an na eÐnai
tautìshmo me to qwrÐo twn megej¸n b1, . . ., bn. Epiprìsjeta,
kaneÐc mporeÐ na p�rei aut� ta n − m megèjh apì ta megèjh
b1, . . ., bn aut� k�je aut�.}

Me parìmoio trìpo me ton sÔgqrono apodeiknÔei ìti to �jroisma twn
diast�sewn dÔo qwrÐwn eÐnai tìso ìso to �jroisma thc di�stashc tou koinoÔ
touc qwrÐou kai thc di�stashc tou epikaluptikoÔ touc qwrÐou [Gr, §25]. Dhla-
d , apodeiknÔei thn shmantik  tautìthta pou perièqetai sthn sÔgqronh jewrÐa
thc grammik c �lgebrac h opoÐa eÐnai (me antÐstoiqouc sÔgqronouc ìrouc)

dim(U + W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

Tèloc, se autì to eisagwgikì kef�laio parajètei thn genik  lÔsh tou
probl matoc allag c suntetagmènwn prospaj¸ntac na d¸sei tic exis¸seic
pou sundèoun touc par�gwgouc arijmoÔc twn dÔo susthm�twn mon�dwn apì
ta opoÐa par�getai èna dosmèno mègejoc x.4

'Estw loipìn {e1, e2, . . . , en} kai {a1, a2, . . . , an} ta dÔo sust mata mon�-
dwn. Tìte to mègejoc x gr�fetai wc ex c

x = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen,

4 'Otan mil�me gia par�gwgouc arijmoÔc ennooÔme ta bajmwt� megèjh pou antistoiqoÔn
stouc suntelestèc twn mon�dwn apì tic opoÐec prokÔptoun ta di�fora megèjh. Gia
par�deigma, oi par�gwgoi arijmoÐ tou megèjouc a = αe1 + βe2 eÐnai ta bajmwt� megè-
jh α, β.
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ìpou xi eÐnai oi par�gwgoi arijmoÐ tou x. Epiplèon ja prèpei to sÔsthma
mon�dwn {a1, a2, . . . , an} na prokÔptei arijmhtik� apì to �llo sÔsthma mon�-
dwn. Opìte

a1 =
∑

α1,rer = α1,1e1 + α1,2e2 + . . . + α1,nen,

a2 =
∑

α2,rer = α2,1e1 + α2,2e2 + . . . + α2,nen,

. . . . . . . . .

an =
∑

αn,rer = αn,1e1 + αn,2e2 + . . . + αn,nen.

(3.1)

Akìmh, isqÔei
x = y1a1 + y2a2 + . . . + ynan, (3.2)

ìpou yi eÐnai oi �lloi par�gwgoi arijmoÐ tou x. An antikatast soume sthn
exÐswsh (3.2) thn sullog  exis¸sewn (3.1) tìte paÐrnoume telik� thn sullog 
exis¸sewn h opoÐa sundèei touc par�gwgouc arijmoÔc pou antistoiqoÔn sto
èna sÔsthma mon�dwn me touc par�gwgouc arijmoÔc tou �llou sust matoc
mon�dwn, oi opoÐec eÐnai

x1 =
∑

αr,1yr = α1,1y1 + α2,1y2 + . . . + αn,1yn,

x2 =
∑

αr,2yr = α1,2y1 + α2,2y2 + . . . + αn,2yn,

. . . . . . . . .

xn =
∑

αr,nyr = α1,ny1 + α2,ny2 + . . . + αn,nyn.

(3.3)
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3.2 H Genik  Dom  tou Ginomènou

Oi dÔo kÔrioi kanìnec pollaplasiasmoÔ pou proteÐnontai apì ton Grassmann
eÐnai to genikeumèno eswterikì ginìmeno pou eÐnai mia pio genik  morf  tou
gnwstoÔ mac eswterikoÔ ginomènou kai to exwterikì ginìmeno pou eÐnai kai
autì mia pio genik  dom  ginomènou apì to gnwstì se em�c dianusmatikì
ginìmeno (epÐshc prìteine �llouc kanìnec pollaplasiasmoÔ). Parak�tw ja
melet soume thn ènnoia tou ginomènou dÔo   perissotèrwn ektetamènwn mege-
j¸n, arqik� sthn genik  tou morf  kai sthn sunèqeia sugkekrimèna eÐdh tou.

OrÐzei to genikì ginìmeno dÔo ektetamènwn megej¸n enìc qwrÐou a =
Σαrer, b = Σβses wc ex c:

[ab] =
[ ∑

αrer ·
∑

βses

]
=

∑
αrβs[eres],

ìpou er, es eÐnai oi mon�dec apì tic opoÐec prokÔptoun arijmhtik� ta megèjh
kai αr, βs eÐnai bajmwt� megèjh pou dhl¸noun touc par�gwgouc arijmoÔc pou
an koun se autèc tic mon�dec kai to �jroisma anafèretai stic diaforetikèc
timèc twn deikt¸n r kai s [Gr, §37]. Dhlad , k�je ìroc tou pollaplasiast 
pollaplasi�zetai me k�je ìro tou pollaplasiastèou, kai ta merik� ginìmena
prosjètontai.

Ston orismì pou dÐnei gia to ginìmeno dÔo ektetamènwn megej¸n den
anafèrei poujen� ti ekfr�zoun genik� ta ginìmena thc morf c [eres]. Opìte
arqik� ta ginìmena aut� ta qrhsimopoieÐ wc ènan sumbolismì. Efìson me ton
trìpo pou orÐzei to ginìmeno autì eÐnai eÐte èna ektetamèno mègejoc eÐte èna
bajmwtì mègejoc, ja prèpei to ginìmeno na eÐnai grammikìc sunduasmìc enìc
sust matoc mon�dwn kai sÔmfwna me to ti eÐnai autì to sÔsthma mon�dwn kai
pwc par�gontai ta ginìmena [eres] ja kajorÐsei pio sugkekrimèna ta di�fora
eÐdh ginomènwn sta epìmena kef�laia. Proc to parìn asqoleÐtai me kanìnec
pou aporrèoun apì ton genikì orismì tou ginomènou kai oi opoÐoi isqÔoun gia
k�je eÐdoc ginomènou pou ja anaptuqjeÐ sthn sunèqeia.

To ginìmeno sthn genik  tou morf  eÐnai digrammikì, dhlad ,

[(αa + βb + . . .)p] = α[ap] + β[bp] + . . . ,

[p(αa + βb + . . .)] = α[pa] + β[pb] + . . . .

EpÐshc gia na upologÐsei to ginìmeno dÔo megej¸n pou par�gontai arij-
mhtik� apì aujaÐreta megèjh isqÔei o parak�tw kanìnac:
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[ ∑
αrar ·

∑
βsbs

]
=

∑
αrβs[arbs],

ìpou ta ar, bs eÐnai aujaÐreta ektetamèna megèjh kai ta αr, βs eÐnai aujaÐreta
bajmwt� megèjh [Gr, §42].

Katìpin orÐzei megalÔterhc bajmÐdac ginìmena qrhsimopoi¸ntac parap�-
nw apì dÔo ektetamèna megèjh (ta opoÐa ja melet soume analutik� se epìmeno
kef�laio), dhlad , gia na upologÐsei to ginìmeno poikÐlwn paragìntwn pou
par�gontai apì aujaÐreta megèjh jètei (blèpe [Gr, §45])

[ ∑
αrar ·

∑
βsbs . . .

]
=

∑
αrβs . . . [arbs . . .].5

E�n se mia dom  ginomènou k�poia apì ta ginìmena mon�dwn apì ta opoÐa
prokÔptei to mègejoc eÐnai grammik¸c exarthmèna metaxÔ touc tìte tic exis¸-
seic pou prokÔptoun apì ìlec tic sqèseic pou sundèoun ta di�fora ginìmena
mon�dwn tic onom�zei exis¸seic pou kajorÐzoun thn dom  tou ginomènou
(Bestimmungsgleichung, defining equations) [Gr, §48].

Gia par�deigma, sthn genik  dom  ginomènou dÔo ektetamènwn megej¸n
pou orÐsame prohgoumènwc e�n isqÔei mia sqèsh thc morf c

∑
xr,s[eres] = 0,

tìte oi di�forec exis¸seic pou prokÔptoun apì thn parap�nw sqèsh an epilè-
xoume ìlec tic dunatèc epilogèc metaxÔ twn deikt¸n r kai s apì 1, . . ., n eÐnai
oi exis¸seic pou kajorÐzoun aut  th dom  ginomènou.

'Opwc anafèrei o Fearnley-Sander (blèpe [FS2]), se èna dianusmatikì
q¸ro me b�sh to sÔnolo {e1, . . ., en}, h pollaplasiastik  dom  prosdiorÐzetai
me thn aparÐjmhsh ìlwn twn ginomènwn zeugari¸n twn stoiqeÐwn thc b�shc
tou dianusmatikoÔ q¸rou, dhlad ,

e1, . . ., en, [e1e1], [e1e2], . . ., [enen], [e1(e1e1)], [e1(e1e2)], . . ..

To nìhma miac exÐswshc pou kajorÐzei thn dom  tou ginomènou
∑

αjEj = 0,

ìpou ta Ej eÐnai stoiqeÐa thc parap�nw lÐstac, eÐnai na mac epitrèyei na a-
paleÐyoume èna stoiqeÐo, èstw to E1, apì thn lÐsta, kai bèbaia akìma na

5 'Otan lème ginìmeno poikÐlwn megej¸n u1, u2, . . ., um ennooÔme thn akìloujh diadoqik 
diadikasÐa [. . .[[[u1u2]u3]u4]. . .un].
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apaleÐyoume opoiod pote �llo stoiqeÐo to opoÐo èqei to E1 wc par�gonta
tou.

Gia par�deigma, e�n [e1e2] = −[e2e1] eÐnai mia exÐswsh, h opoÐa kajorÐzei
thn dom  tou ginomènou, tìte afoÔ diagr�youme to stoiqeÐo [(e3(e2e1))(e4e5)]
apì thn lÐsta mac (efìson eÐnai Ðso me to −[(e3(e1e2))(e4e5)]) ja èqoume
akìma mia lÐsta h opoÐa sqhmatÐzei thn �lgebra mac.

FaÐnetai loipìn, ìti o Grassmann perigr�fei leptomer¸c, molonìti �komya,
thn idèa thc parousÐashc enìc dianusmatikoÔ q¸rou me ìrouc mon�dwn {e1, . . ., en}
kai sqèsewn thc morf c

∑
αjEj = 0.

Wstìso, o Grassmann parathreÐ wc meionèkthma thc parap�nw ènnoiac to
ìti stereÐtai thc ametablhtìthtac upì thn allag  b�shc. SuneqÐzei loipìn gia
na qarakthrÐsei ekeÐna ta ginìmena twn opoÐwn oi exis¸seic pou ta kajorÐzoun
paramènoun amet�blhtec stic di�forec antikatast�seic.

Sthn sunèqeia loipìn, xeqwrÐzei aut� ta eÐdh ginomènou twn opoÐwn oi
exis¸seic pou ta kajorÐzoun paramènoun amet�blhtec stic di�forec allagèc
b�sewn kai tic domèc autèc tic kaleÐ grammikèc domèc ginomènou.
ShmeÐwsh. Gia par�deigma, autì pou ennoeÐ gia thn exÐswsh

[e1e2] = [e2e1]

na eÐnai grammik  eÐnai to na isqÔei h exÐswsh

[ab] = [ba],

gia opoiad pote megèjh a =
∑

αrer kai b =
∑

βses, me er, es na an koun sto
sÔsthma mon�dwn tou qwrÐou autoÔ.

EÐmaste kont� loipìn se ènan genikì kanìna. Dhlad , h antimetajetik 
idiìthta x2x1 = x1x2 ja ikanopoieÐtai apì aujaÐreta megèjh an kai mìno an h
grammik  exÐswsh pou kajorÐzei thn dom  tou ginomènou isqÔei se k�je qwrÐo.

Wc sugkekrimèno par�deigma deÐqnei ìti sta ginìmena dÔo mon�dwn, ektìc
apì tic tetrimmènec peript¸seic, up�rqoun mìno dÔo dunat� eÐdh grammikoÔ
ginomènou. ApodeiknÔei loipìn to akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 3.1. Gia domèc ginomènou dÔo paragìntwn up�rqoun, ektìc apì
ekeÐnh thn dom  ginomènou pou den up�rqoun kajìlou exis¸seic pou na thn
kajorÐzoun kai ekeÐnh sthn opoÐa ìla ta ginìmena eÐnai mhdenik�, mìno dÔo
eÐdh grammik c dom c ginomènou, kai to sÔsthma twn exis¸sewn pou thn
kajorÐzoun gia to èna eÐdoc eÐnai
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[eres] + [eser] = 0, (3.4)

en¸ gia to �llo eÐdoc eÐnai

[eres] = [eser], (3.5)

ìpou, e�n e1, e2, . . ., en eÐnai mon�dec, ta r kai s paÐrnoun ìlec tic dunatèc timèc
apì 1, . . ., n.

Apìdeixh. K�je exÐswsh pou kajorÐzei mia dom  ginomènou èqei thn parak�tw
morf 

∑
r,s

αr,s[eres] = 0, (3.6)

ìpou ta αr,s eÐnai aujaÐreta bajmwt� megèjh kai ta r, s paÐrnoun ìlouc touc
dunatoÔc sunduasmoÔc zeugari¸n apì 1, . . ., n. Efìson h dom  tou ginomènou
eÐnai grammik  tìte mporoÔme na jèsoume sthn exÐswsh (3.6) er =

∑
xr,ueu

kai es =
∑

xs,vev kai ja èqoume

0 =
∑
r,s

αr,s[eres] =
∑
r,s

αr,s

[∑
r,u

xr,ueu

∑
s,v

xs,vev

]

=
∑
r,s

αr,s

∑
u,v

xr,uxs,v[euev]

=
∑

r,s,u,v

αr,sxr,uxs,v[euev]. (3.7)

Antistrèfontac sthn teleutaÐa exÐswsh ton rìlo twn r kai s kai twn u kai
v (k�ti to opoÐo mporoÔme na k�noume efìson oi deÐktec paÐrnoun aujaÐretec
timèc apì 1, . . ., n) tìte

∑
r,s,u,v

αs,rxs,vxr,u[eveu] = 0. (3.8)

Prosjètontac tic exis¸seic (3.7) kai (3.8) èqoume

∑
r,s,u,v

xs,vxr,u(αr,s[euev] + αs,r[eveu]) = 0. (3.9)



3.2 Η Γενική Δομή του Γινομένου 47

Efìson h parap�nw exÐswsh isqÔei gia opoiad pote tim  p�roun ta xs,v, xr,u

tìte jètontac sthn exÐswsh (3.9) èna apì ta megèjh xr,u, èstw to xa,c, Ðso me
+1 kai met� me -1 kai afairèsoume tic exis¸seic pou prokÔptoun thn mia apì
thn �llh kai diairèsoume dia tou 2 paÐrnoume

∑

s, µε s 6=a
v, µε s6=c

xs,v(αa,s[ecev] + αs,a[evec]) = 0. (3.10)

An k�nw thn Ðdia diadikasÐa ìmoia sthn exÐswsh (3.10) kai gia èna apì ta
megèjh xs,v, èstw gia to xb,d, tìte

αa,b[eced] + αb,a[edec] = 0, (3.11)
ìpou ta a, b, c, d eÐnai opoiad pote ektìc apì thn perÐptwsh a = b, c = d.
Sunep¸c h exÐswsh (3.7) gÐnetai

∑
r,u

xr,uxr,uαr,r[eueu] = 0. (3.12)

An t¸ra jèsoume kat�llhlec timèc se èna apì ta megèjh xr,u tìte ja p�roume
thn exÐswsh

αa,a[ecec] = 0, (3.13)
h opoÐa eÐnai mia perÐptwsh thc exÐswshc (3.11) ìtan a = b, c = d. Opìte apì
thn exÐswsh (3.6) prokÔptei to sÔnolo twn exis¸sewn (3.11).

Jètontac c = d tìte

(αa,b + αb,a)[ecec] = 0, (3.14)

en¸ ìtan a = b
αa,a([eced] + [edec]) = 0. (3.15)

Sthn pr¸th perÐptwsh eÐte αa,b + αb,a = 0 eÐte [ecec] = 0. E�n αa,b =
−αb,a, tìte h exÐswsh (3.11) gÐnetai αa,b([eced] − [edec]) = 0. To αa,b lìgw
upojèsewn ja prèpei na eÐnai diaforetikì tou mhdenìc, sunep¸c isqÔei

[eced] = [edec].

Sthn deÔterh perÐptwsh, e�n [ecec] = 0, tìte eÐnai isodÔnamo na b�loume sthn
exÐswsh (3.6) to αa,a = 1 kai ìlouc touc �llouc suntelestèc Ðsouc me to
mhdèn. Antikajist¸ntac sthn exÐswsh (3.15), paÐrnoume

[eced] + [edec] = 0.
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Me b�sh loipìn tic upojèseic tou jewr matoc sunep�gontai ta dÔo eÐdh
susthm�twn exis¸sewn pou anafèrontai sto je¸rhma oi opoÐec kajorÐzoun
grammikèc domèc ginomènou [Gr, §51]. 2

Autì pou ennoeÐ me to parap�nw je¸rhma (dec [FS2]) eÐnai ìti e�n mia
exÐswsh thc morf c

∑
αr,s[xrxs] = 0

ikanopoieÐtai, ìtan kaneÐc antikatast sei ta xr, xs me aujaÐreta megèjh thc
morf c a =

∑
αrer pou par�gontai apì to qwrÐo pou prosdiorÐzoun oi mon�dec

e1, e2, . . ., en, tìte ja prèpei gia opoiad pote tètoia megèjh

a =
∑

αrer, b =
∑

βses

na isqÔei

ab = 0 eÐte ba = ab eÐte ba = −ab.
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3.3 Genikeumèno Exwterikì Ginìmeno

To genikeumèno exwterikì ginìmeno (äusserlich, outer) pou orÐzei o Grass-
mann eÐnai mia pio genik  algebrik  kataskeu  tou gnwstoÔ (stic mèrec
mac) exwterikoÔ ginomènou dÔo dianusm�twn, to opoÐo orÐzetai ston R3, se
megalÔterec diast�seic. 'Opwc to gnwstì exwterikì ginìmeno kai to meiktì
ginìmeno, to genikeumèno exwterikì ginìmeno diafìrwn megej¸n enìc qwrÐou
qrhsimopoieÐtai sthn EukleÐdeia GewmetrÐa gia thn melèth embad¸n, ìgkwn kai
ta megalÔterhc t�xhc an�loga touc.6

Parìlo pou den eÐnai mia kleist  pr�xh (diìti to exwterikì ginìmeno dÔo
megej¸n den eÐnai to Ðdio èna mègejoc tou Ðdiou qwrÐou), ta ginìmena pou
genikeÔei sqhmatÐzoun mia seir� apì kainoÔrgia qwrÐa twn opoÐwn to eujÔ
�jroisma orÐzei mia pl rh �lgebra pou eÐnai kleist .

To exwterikì ginìmeno eÐnai jemeliwd¸c sundedemèno me thn ènnoia thc
grammik c ex�rthshc, diìti dÔo megèjh ta opoÐa den brÐskontai sto Ðdio qwrÐo
ja èqoun èna mh mhdenikì exwterikì ginìmeno (kai to antÐstrofo).

3.3.1 To sunduastikì ginìmeno

O Grassmann gia na orÐsei to exwterikì ginìmeno arqik� orÐzei èna �llo eÐdoc
ginomènou, to legìmeno sunduastikì ginìmeno (kombinatorischen, combina-
torial). To sunduastikì ginìmeno orÐzetai wc ex c:

{'Ena ginìmeno to opoÐo perièqei mìno mon�dec tou Ðdiou sust matoc mon�-
dwn wc par�gontec kai ìtan enall�xoume touc dÔo teleutaÐouc par�gontec
tou, oi opoÐoi kaloÔntai stoiqei¸deic par�gontec, to prìshmo tou ginomènou
all�xei kaleÐtai èna sunduastikì ginìmeno. Opìte, e�n E eÐnai èna ginìmeno
mon�dwn, to opoÐo eÐnai mh mhdenikì, kai e1, e2 eÐnai mon�dec kai isqÔei h sqèsh

[Ee1e2] + [Ee2e1] = 0,

6Apì t¸ra kai sto ex c to genikeumèno exwterikì ginìmeno ja to apokaloÔme apl¸c
exwterikì ginìmeno gia suntomÐa.
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to ginìmeno [Ee1e2] eÐnai èna sunduastikì ginìmeno.}7

Sunep�getai apì ton par�panw orismì to akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 3.1. Sto sunduastikì ginìmeno [Abc] sto opoÐo to A eÐnai opoiod -
pote ginìmeno miac seir�c paragìntwn kai b kai c eÐnai stoiqei¸deic par�gontec
e�n enall�xoume touc par�gontec b kai c, to prìshmo tou ginomènou all�zei.

Apìdeixh. 1. Arqik� upojètoume ìti ta b kai c eÐnai mon�dec. Efìson to
A eÐnai mia seir� paragìntwn kai autoÐ oi par�gontec prokÔptoun arijmhtik�
apì tic mon�dec, mporoÔme na gr�youme to A sthn morf  A =

∑
αrEr, ìpou

ta Er eÐnai ginìmena twn mon�dwn. Sunep¸c, èqoume

[Abc] + [Acb] =
[∑

αrEr · bc
]

+
[∑

αrEr · cb
]

=
∑

αr[Erbc] +
∑

αr[Ercb]

=
∑

αr([Erbc] + [Ercb]) = 0.

2. Ac upojèsoume ìti ta b kai c eÐnai megèjh ta opoÐa den eÐnai mon�dec
all� prokÔptoun arijmhtik� apì autèc. 'Estw b =

∑
βree, c =

∑
γrer. Tìte

[Abc] + [Acb] =
[
A ·

∑
βrer ·

∑
γrer

]
+

[
A ·

∑
γrer ·

∑
βrer

]

=
∑

βrγs[Aeres] +
∑

γsβr[Aeser]

=
∑

βrγs([Aeres] + [Aeser]) = 0.

2

Sthn sunèqeia apodeiknÔei di�forec idiìthtec tou sunduastikoÔ ginomè-
nou, k�poiec apì tic opoÐec eÐnai oi ex c [Gr, §54,60]:

• Ean a, b eÐnai stoiqei¸deic par�gontec enìc sunduastikoÔ ginomènou
P (to opoÐo ja sumbolÐzoume wc Pa,b apì dw kai sto ex c), ìqi aparaÐthta
geitonikoÐ, tìte isqÔei

7Me ton ìro stoiqei¸deic paragìntec ennoeÐ ektetamèna megèjh pr¸thc bajmÐdac, megè-
jh dhlad  ta opoÐa prokÔptoun apì èna prwtogenèc sÔsthma mon�dwn.
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Pa,b = −Pb,a.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti up�rqoun n to pl joc par�gontec metaxÔ twn
a kai b. Tìte n enallagèc geitonik¸n paragìntwn ja fèroun to b sthn diplan 
apì to a jèsh. 'Epeita n + 1 enallagèc tou a me geitonikoÔc par�gontec ja
fèroun to a sth jèsh tou b kai to b sthn jèsh tou a. 'Etsi ja up�rqoun
2n + 1, dhlad  ènac perittìc arijmìc, allagèc pros mwn. Sunep¸c, isqÔei h
parap�nw sqèsh. 2

• To sunduastikì ginìmeno den eÐnai en gènei antimetajetikì, dhlad ,
an to A parist�nei èna mègejoc m-to pl joc stoiqeiwd¸n paragìntwn kai
to B parist�nei èna ginìmeno k-to pl joc stoiqeiwd¸n paragìntwn, ìpou ta
megèjh A,B eÐnai diadoqik� geitonik�, tìte isqÔei

[AB] = (−1)mk[BA].

H parap�nw sqèsh isqÔei en gènei kai ìtan èqoume èna ginìmeno tri¸n   peris-
sotèrwn megej¸n kai ta megèjh A,B eÐnai diadoqik� geitonik� megèjh, dhlad ,

[CABD] = (−1)mk[CBAD].

• E�n èna sunduastikì ginìmeno perièqei dÔo Ðdiouc stoiqei¸deic par�gontec
tìte isqÔei

Pa,a = 0.

Apìdeixh. E�n sthn sqèsh

Pa,b = −Pb,a

jèsoume a = b tìte
Pa,a = −Pa,a,

kai sunep¸c
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Pa,a = 0.

Parat rhsh. H parap�nw sqèsh isqÔei mìno ìtan o epanalambanìmenoc
par�gontac eÐnai stoiqei¸dhc. Diìti, èstw A = ab + cd, ìpou a, b, c, d stoi-
qei¸dh megèjh (opwsd pote diaforetik� metaxÔ touc). Tìte to exwterikì
ginìmeno tou megèjouc A me ton eautì tou dÐnei

[AA] = [(ab + cd)(ab + cd)] = [abab] + [abcd] + [cdab] + [cdcd] = 2[abcd] 6= 0.

• To sunduastikì ginìmeno eÐnai Ðso me to mhdèn e�n up�rqei mia arij-
mhtik  sqèsh metaxÔ twn stoiqeiwd¸n paragìntwn tou.

Apìdeixh. 'Estw a1 = x2a2 + x3a3 + . . . + xnan. Tìte

[a1a2. . .an] = [(x2a2 + x3a3 + . . . + xnan)a2. . .an]
= x2[a2a2. . .an] + x3[a3a2. . .an] + . . . + xn[ana2. . .an]
= 0 + 0 + . . . + 0 = 0.

Sthn sunèqeia orÐzei wc pollaplasiastikoÔc sunduasmoÔc dosmènhc baj-
mÐdac miac sullog c megej¸n ìla ta diaforetik� sunduastik� ginìmena pou
èqoun wc par�gontec tìsa to pl joc apì aut� ta megèjh ìso h bajmÐda twn
pollaplasiastik¸n sunduasm¸n. Gia par�deigma

[ab], [ac], [bc]

eÐnai ìloi oi pollaplasiastikoÐ sunduasmoÐ deÔterhc bajmÐdac twn megej¸n
a, b, c.

3.3.2 OrÐzousec

Sto sugkekrimèno egqeirÐdio tou Grassmann parathroÔme ìti to sunduastikì
ginìmeno èqei efarmog  sthn jewrÐa twn orizous¸n (Determinante, determina-
nt). Sthn pragmatikìthta ja doÔme ìti ìlec oi idiìthtec twn orizous¸n prokÔ-
ptoun wc sunèpeia twn idiot twn tou sunduastikoÔ ginomènou.
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Arqik� dÐnei ton orismì miac n×n orÐzousac (bajmwt¸n megej¸n), sumbo-
lÐzontac me a

(s)
r to r-ostì stoiqeÐo thc s-ost c gramm c, wc to polu¸numo pou

kaneÐc apokt�ei apì ìla ta diaforetik� ginìmena thc morf c α
(1)
r α

(2)
s . . .α

(n)
w

enall�ssontac thn seir� twn k�tw deikt¸n apì 1, . . ., n kai b�zontac to prìsh-
mo +   − sÔmfwna me to pl joc twn zeugari¸n twn deikt¸n (èstw u) pou
eÐnai antÐjeta diatetagmèna se sqèsh me thn seir� 1, . . ., n [Gr, §62]. Dhlad ,
e�n me D sumbolÐsoume thn orÐzousa tìte

D =
∑

(−1)uα
(1)
r α

(2)
s . . .α

(n)
w .

'Epeita apodeiknÔei ìti to sunduastikì ginìmeno n-stoiqeiwd¸n megej¸n
pr¸thc bajmÐdac ta opoÐa prokÔptoun apì n-mon�dec par�gei èna mègejoc to
opoÐo prokÔptei apì grammikì sunduasmì sunduastik¸n ginomènwn n-mon�dwn
me suntelestèc tic orÐzousec pou sqhmatÐzontai apì touc antÐstoiqouc sunte-
lestèc aut¸n twn mon�dwn [Gr, §63]. Dhlad , e�n a1, . . ., an eÐnai stoiqei¸dh
megèjh ta opoÐa prokÔptoun apì to sÔsthma mon�dwn e1, e2, . . ., en wc ex c:

ai = ai1e1 + . . . + ainen,

ìpou ta aij eÐnai bajmwt� megèjh tìte

[a1. . .an] = D[e1. . .en], (3.16)

  isodÔnama

[(a11e1 + . . . + a1nen). . .(an1e1 + . . . + annen)] = D[e1. . .en], (3.17)

me

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Sthn sunèqeia gia na apodeÐxei k�poiec basikèc idiìthtec twn orizous¸n
qrhsimopoieÐ wc monadik� tou ergaleÐa touc kanìnec tou sunduastikoÔ ginomè-
nou kai thn ènnoia tou ��stoiqei¸douc grammikoÔ metasqhmatismoÔ��.

OrÐzei wc stoiqei¸dh grammikì metasqhmatismì (einfache lineale Aen-
derung, elementary linear evolution) k�je diadikasÐa kat� thn opoÐa apì
mia sullog  megej¸n prokÔptei mia �llh sullog  megej¸n prosjètontac
se k�poio apì ta megèjh thc pr¸thc sullog c èna pollapl�siasio enìc
geitonikoÔ tou megèjouc.

Gia par�deigma, e�n p, q eÐnai dÔo geitonik� megèjh thc sullog c, tìte me
ènan stoiqei¸dh grammikì metasqhmatismì h sullog 

. . ., p, q, . . .

metasqhmatÐzetai sthn sullog 

. . ., p + αq, q, . . .

  sthn sullog 

. . ., p, q + αq, . . .,

ìpou α eÐnai èna aujaÐreto bajmwtì mègejoc [Gr, §71].

Idiìthtec orizous¸n

Arqik� apodeiknÔei ìti to sunduastikì ginìmeno miac sullog c megej¸n
paramènei amet�blhto k�tw apì ènan stoiqei¸dh grammikì metasqhmatismì,
k�ti to opoÐo apodeiknÔei qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec tou sunduastikoÔ
ginomènou pou anafèrame parap�nw wc ex c:

Pp,q+αp = Pp,q + αPp,p = Pp,q.
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Parak�tw ja d¸soume k�poiec apì tic idiìthtec twn orizous¸n pou
anafèrei [Gr, dec §73-76] kai ja d¸soume thn poreÐa pou akoloÔjhse gia
na tic apodeÐxei.

• H orÐzousa all�zei prìshmo e�n enall�xoume opoiesd pote dÔo gram-
mèc thc.

Apìdeixh. Xekin¸ntac me mia sullog  megej¸n mèsw diafìrwn stoiqeiwd¸n
grammik¸n metasqhmatism¸n, b ma-b ma, katal gei se mia �llh sullog  mege-
j¸n h opoÐa diafèrei apì thn arqik  sto ìti enall�ssontai dÔo megèjh thc kai
èna apì aut� ta dÔo megèjh all�zei prìshmo. Tìte to sunduastikì ginìmeno
met� apì k�je stoiqei¸dh grammikì metasqhmatismì paramènei amet�blhto
opìte isqÔei telik� h parak�tw sqèsh

Pp,q = Pq,−p = −Pq,p.

Sunep¸c apì thn exÐswsh (3.16) kai h orÐzousa all�zei prìshmo. 2

• H orÐzousa pollaplasi�zetai me ènan par�gonta k e�n opoiad pote apì
tic grammèc thc pollaplasi�zetai me k. Gia thn akrÐbeia apodeiknÔei ìti e�n
pollaplasi�soume thn orÐzousa me èna bajmwtì mègejoc α kai tautoqrìnwc
diairèsoume ìla ta bajmwt� megèjh opoiasd pote gramm c thc me to α tìte
h orÐzousa paramènei amet�blhth, dhlad , apì thn sullog  megej¸n

. . ., p, . . ., q, . . .

paÐrnoume thn sullog  megej¸n

. . ., αp, . . .,
q

α
, . . ..

Apìdeixh. Arqik� apodeiknÔei ìti h pr¸th sullog  megej¸n met� apì pol-
laploÔc stoiqei¸deic grammikoÔc metasqhmatismoÔc dÐnei thn �llh sullog 
megej¸n ìtan ta megèjh p, q eÐnai diadoqik� geitonik� megèjh. Dhlad , met�
apì poikÐlouc stoiqei¸deic grammikoÔc metasqhmatismoÔc h sullog  megej¸n

. . ., p, q, . . .
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metasqhmatÐzetai sthn sullog  megej¸n

. . ., αp,
q

α
, . . ..

Sthn sunèqeia upojètei ìti metaxÔ twn megej¸n p, q paremb�lontai n megè-
jh kai prospajeÐ na apodeÐxei ton parap�nw isqurismì. Efarmìzontac ton
par�panw metasqhmatismì se k�je dÔo diadoqik� megèjh xekin¸ntac apì to
mègejoc p mèqri na katal xei sto megejoc q katal gei sthn zhtoÔmenh sul-
log  megej¸n. 2

3.3.3 Sust mata mon�dwn

Xekin¸ntac me mia sullog  prwtogen¸n mon�dwn kataskeu�zei mon�dec uyh-
lìterhc bajmÐdac, me skopì na orÐsei ektetamèna megèjh megalÔterhc bajmÐ-
dac. Arqik� orÐzei to sÔsthma mon�dwn sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n
to opoÐo perièqei mìno èna stoiqeÐo thn apìluth mon�da (to 1). 'Ola loipìn
ta megèjh pou prokÔptoun apì autì to sÔsthma mon�dwn eÐnai pollapl�sia
aut c thc mon�dac, kai ja kaloÔntai bajmwt� megèjh 0-bajmÐdac [Gr, §3].

Upojètei to prwtogenèc sÔsthma mon�dwn e1, e2, . . ., en. Tìte ta megèjh
pou prokÔptoun apì autì to sÔsthma mon�dwn ja eÐnai grammikìc sundua-
smìc twn stoiqeÐwn aut¸n kai ja kaloÔntai megèjh pr¸thc bajmÐdac (1-
bajmÐda). 'Oloi oi pollaplasiastikoÐ sunduasmoÐ m-to pl joc mon�dwn tou
prwtogenoÔc sust matoc mon�dwn pou upojèsame parap�nw ja kaloÔntai
mon�dec m-bajmÐdac. 'Ena mègejoc loipìn to opoÐo prokÔptei arijmhtik� apì
autèc tic mon�dec ja kaleÐtai èna mègejoc m-bajmÐdac.

E�n èna mègejoc opoiasd pote dosmènhc bajmÐdac, èstw r, mporeÐ na
parastajeÐ wc to sunduastikì ginìmeno r-to pl joc megej¸n pr¸thc bajmÐdac
ja kaleÐtai èna stoiqei¸dec mègejoc r-bajmÐdac, alli¸c èna sÔnjeto mègejoc
[Gr, §77]. Sunep¸c, to sunduastikì ginìmeno r to pl joc megej¸n pr¸thc
bajmÐdac eÐnai èna stoiqei¸dec mègejoc r-bajmÐdac kai prokÔptei arijmhtik�
apì mon�dec r-bajmÐdac.

Sqìlio. 'Estw A = ab + cd èna sÔnjeto mègejoc, ìpou a, b, c, d stoi-
qei¸dh megèjh (opwsd pote anex�rthta metaxÔ touc). E�n autì to mègejoc
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 tan Ðso me èna stoiqei¸dec mègejoc, èstw [pq], tìte to ginìmeno tou megèjouc
A me ton eautì tou dÐnei

0 = [AA] = [(ab + cd)(ab + cd)] = [pqpq]

all�

[(ab + cd)(ab + cd)] = [abab] + [abcd] + [cdab] + [cdcd] = 2[abcd].

Sunep¸c, [abcd]=0, �topo lìgw upìjeshc [Gr, §77B].

Wc sunèpeia tou parap�nw orismoÔ apodeiknÔei ìti e�n èqoume èna qwrÐo
n-di�stashc pou prokÔptei apì mia sullog  n megej¸n kai jewr soume touc
pollaplasiastikoÔc sunduasmoÔc dosmènou pl jouc aut¸n twn megej¸n, è-
stw r, tìte prokÔptei èna qwrÐo

(
n
r

)
-di�stashc.

3.3.4 To exwterikì ginìmeno

OrÐzei wc to exwterikì ginìmeno dÔo mon�dwn megalÔterhc bajmÐdac to sun-
duastikì ginìmeno twn stoiqeiwd¸n paragìntwn touc qwrÐc na all�xoume thn
seiriak  touc di�taxh [Gr, §78], dhlad ,

[(e1e2. . .em)(em+1. . .en)] = [e1e2. . .en].

Kai sthn sunèqeia upojètei stoiqei¸dh megèjh kai efarmìzontac tic idiìth-
tec tou sunduastikoÔ ginomènou katal gei ston genikìtero kanìna tou exw-
terikoÔ ginomènou dÔo stoiqeiwd¸n megej¸n A kai B, o opoÐoc eÐnai [Gr, §79]:

[AB] = [(a1a2. . .)(b1b2. . .)] = [a1a2. . .b1b2. . .].

Parak�tw ja d¸soume èna sÔnolo idiot twn, tic opoÐec apodeiknÔei o
Grassmann pou aforoÔn to exwterikì ginìmeno (gia leptomèreiec dec [Gr,
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§80-81]). Se autì to shmeÐo ja prèpei na upenjum soume ìti ìlec oi idiìthtec
pou anafèrame gia thn genikìterh dom  ginomènou sto kef�laio 2 isqÔoun
kai gia to exwterikì ginìmeno kaj¸c kai ìlec oi idiìthtec tou sunduastikoÔ
ginomènou, k�ti pou prokÔptei �mesa apì ton trìpo pou ìrise to exwterikì
ginìmeno o Grassmann.

Idiìthtec exwterikoÔ ginomènou

• To exwterikì ginìmeno enìc megèjouc m-bajmÐdac kai enìc megèjouc k-
bajmÐdac eÐnai èna mègejoc (m+k)-bajmÐdac, dhlad , an A,B eÐnai dÔo megèjh
m, k-bajmÐdac antÐstoiqa tìte to mègejoc [AB] eÐnai (m + k)-bajmÐdac.

• To exwterikì ginìmeno eÐnai prosetairistikì, dhlad , an A,B, C eÐnai
trÐa megèjh m, k, r-bajmÐdac antÐstoiqa tìte

[(AB)C] = [A(BC)] = [ABC].

• To exwterikì ginìmeno den eÐnai en gènei antimetajetikì, k�ti to opoÐo
prokÔptei �mesa apì ton trìpo pou orÐsthke.

• E�n a1, . . ., am, b1, . . ., bn eÐnai megèjh pr¸thc bajmÐdac ta opoÐa den
brÐskontai se arijmhtik  sqèsh metaxÔ touc, kai to mègejoc A prokÔptei apì
ta a1, . . ., am kai to mègejoc B prokÔptei apì ta b1, . . ., bn, me prìsjesh kai
pollaplasiasmì, kai isqÔei

[AB] = 0,

tìte eÐte A = 0 eÐte B = 0.

Apìdeixh. E�n to A eÐnai α-bajmÐdac, to B eÐnai β-bajmÐdac kai e�n ta
A1, A2, . . . eÐnai oi pollaplasiastikoÐ sunduasmoÐ α-to pl joc apì ta megè-
jh a1, . . ., am, kai ta B1, B2, . . . eÐnai oi pollaplasiastikoÐ sunduasmoÐ β-to
pl joc apì ta megèjh b1, . . ., bn, tìte ta A kai B ja èqoun thn morf 

A =
∑

αqAq, B =
∑

βtBt,

kai ètsi
[AB] =

∑
αqβt[AqBt].
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Ta [AqBt] eÐnai pollaplasiastikoÐ sunduasmoÐ twn a1, . . ., am, b1, . . ., bn. Sune-
p¸c, den brÐskontai se k�poia arijmhtik  sqèsh metaxÔ touc. Opìte

αrβs = 0,

gia k�je r kai s. All� e�n to B 6= 0, dhlad  e�n opoiod pote apì ta megèjh
βs eÐnai diaforetikì tou mhdenìc, tìte αr = 0 gia ìla ta r, dhlad  to A = 0.

2

Sqìlio. Autì to opoÐo katalabaÐnoume apì thn idiìthta aut  ekfrazìmenoi
me sÔgqronouc ìrouc eÐnai ìti e�n èqoume dÔo qwrÐa ta opoÐa den tèmnontai kai
p�roume èna mègejoc se k�je qwrÐo tìte an isqÔei mia sqèsh thc parap�nw
morf c eÐte to èna mègejoc ja eÐnai mhdenikì eÐte to �llo.

3.3.5 EpÐlush Grammik¸n Susthm�twn Exis¸sewn

Lìgw thc sÔnoyhc twn idiot twn thc grammik c anexarthsÐac, o Grassmann
 tan se jèsh na qrhsimopoi sei to exwterikì ginìmeno gia na parousi�sei mia
jewrÐa kai mia tupopoihmènh diadikasÐa epÐlushc grammik¸n exis¸sewn. Sthn
sunèqeia ja anaptÔxoume thn diadikasÐa pou akoloujeÐ gia na epilÔsei èna
sÔsthma m exis¸sewn me n agn¸stouc [Gr, §134].

DiadikasÐa epÐlushc

Arqik� jewreÐ m anex�rthtec exis¸seic me n agn¸stouc (m ≤ n) xi, oi
opoÐec eÐnai

a11x1+. . . + a1nxn = a1

...
am1x1+. . . + amnxn = am.

Pollaplasi�zei autèc tic exis¸seic me tic anex�rthtec metaxÔ touc mon�dec
e1, . . ., em antÐstoiqa kai orÐzei

ci = a1ie1 + . . . + amiem,
c0 = a1e1 + . . . + amem,
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gia k�je i = 1, . . ., n. Ta ci, c0 eÐnai megèjh 1-bajmÐdac se èna qwrÐo di�stashc
m. Katìpin prosjètei tic prokÔptousec exis¸seic kai dÐnei to sÔsthma

x1c1 + . . . + xncn = c0.

E�n m = n kai up�rqei mia lÔsh xi tìte apaleÐfontac ta x1, . . ., xi−1, xi+1, . . .,
xn, dhlad , pollaplasi�zontac to grammikì sÔsthma me to exwterikì ginìmeno

[c1. . .ci−1ci+1. . .cn],

efìson [c1. . .cn] 6= 0, dhlad , efìson ta ci eÐnai grammik¸c anex�rthta metaxÔ
touc, paÐrnei

xi[ci(c1. . .ci−1ci+1. . .cn)] = [c0(c1. . .ci−1ci+1. . .cn)].

Opìte to xi dÐnei

xi =
[c0(c1. . .ci−1ci+1. . .cn)]
[ci(c1. . .ci−1ci+1. . .cn)]

.

Sunep¸c arkeÐ na upologÐsoume to mègejoc (n− 1)-bajmÐdac

[c1. . .ci−1ci+1. . .cn].

Mia �llh morf  pio ìmoia me ton kanìna tou Cramer eÐnai h akìloujh

xi =
[c0(c1. . .ci−1ci+1. . .cn)]
[ci(c1. . .ci−1ci+1. . .cn)]

=
(−1)i−1[c1. . .ci−1c0ci+1. . .cn]
(−1)i−1[c1. . .ci−1cici+1. . .cn]

=
[c1. . .ci−1c0ci+1. . .cn]

[c1. . .cn]
.
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3.3.6 ParagontopoÐhsh megej¸n

Sto kef�laio twn gewmetrik¸n anaparast�sewn parak�tw ja doÔme ìti è-
nac trìpoc gia na orÐsei o Grassmann k�poiec gewmetrikèc ontìthtec eÐ-
nai h paragontopoÐhsh touc se dÔo  dh ermhneumèna megèjh. Mia tètoia
paragontopoÐhsh den par�gei ìmwc èna monadikì mègejoc.

Parap�nw èqoume sqoli�sei ti ennoeÐ o Grassmann ìtan lèei ìti dÔo
qwrÐa eÐnai tautìshma   emperièqetai to èna sto �llo. To qwrÐo to opoÐo
prokÔptei apì touc stoiqei¸deic par�gontec enìc stoiqei¸douc megèjouc to
kaleÐ to qwrÐo pou an kei se autì to mègejoc,   en suntomÐa to qwrÐo autoÔ
tou megèjouc. Kat� sunèpeia orÐzei èna stoiqei¸dec mègejoc na tautÐzetai
me èna mègejoc   na emperièqetai se èna �llo mègejoc, sÔmfwna me to pwc
sqetÐzontai ta qwrÐa aut¸n twn megej¸n [Gr, §77].

E�n se èna stoiqei¸dec mègejoc (m+k)-bajmÐdac A emperièqetai èna �llo
stoiqei¸dec mègejoc B, m-bajmÐdac, tìte to stoiqei¸dec mègejoc A mporeÐ na
paragontopoihjeÐ kai na grafeÐ wc to exwterikì ginìmeno tou stoiqei¸douc
megèjouc B kai enìc �llou stoiqei¸douc megèjouc C, k-bajmÐdac [Gr, par.79
B], dhlad ,

A = [BC].

Sthn sunèqeia qrhsimopoi¸ntac thn diadikasÐa thc paragontopoÐhshc
parajètei tic akìloujec prot�seic [Gr, §83,84]:

• E�n èna �jroisma stoiqeiwd¸n megej¸n S dÐnei mhdèn ìtan pollapla-
siasteÐ exwterik� me kajèna apì ta m to pl joc megèjh pr¸thc bajmÐdac a1,
a2, . . . , am ta opoÐa eÐnai grammik¸c anex�rthta metaxÔ touc, tìte to S mporeÐ
na ekfrasteÐ wc èna exwterikì ginìmeno sto opoÐo ta megèjh a1, a2, . . . , am

na eÐnai par�gontec, dhlad ,

S = [a1a2. . .amSm],

e�n
0 = [a1S] = [a2S] = . . . = [amS].

Dhlad , ta megèjh a1, a2, . . . , am perièqontai sto qwrÐo tou megèjouc S.
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• E�n èna �jroisma megej¸n m-bajmÐdac S dÐnei mhdèn ìtan pollaplasia-
steÐ exwterik� me kajèna apì ta m to pl joc megèjh pr¸thc bajmÐdac a1,
a2, . . ., am ta opoÐa eÐnai grammik¸c anex�rthta metaxÔ touc, tìte to S eÐnai
èna bajmwtì pollapl�sio (èstw α) tou exwterikoÔ ginomènou sto opoÐo ta
megèjh a1, a2, . . ., am eÐnai par�gontec, dhlad ,

S = α[a1a2. . .am],

e�n
0 = [a1S] = [a2S] = . . . = [amS].

SumperaÐnoume loipìn ìti to mègejoc [a1a2. . .am] perièqetai sto qwrÐo
tou megèjouc S.
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3.4 To Sumpl rwma

Se aut  thn enìthta ja anaptÔxoume thn ènnoia tou sumplhr¸matoc gia na
proetoim�soume thn an�ptuxh tou palindromikoÔ ginomènou, tou genikeumènou
eswterikoÔ ginomènou kai thn ènnoia thc orjogwniìthtac.

Mèqri t¸ra kamÐa anafor� den èqei gÐnei sto qwrÐo sto opoÐo perièqontan
oi par�gontec pou pollaplasi�zontan. Apì ed¸ kai sto ex c ja jewroÔme
ènan aujaÐreto arijmì, èstw n, gia thn di�stash tou qwrÐou sto opoÐo ja
pragmatopoioÔntai ìloi oi pollaplasiasmoÐ twn megej¸n. Opìte orÐzei thn
ènnoia tou prwtogenoÔc qwrÐou (Hauptgebiet, principal domain) wc to qwrÐo
twn prwtogen¸n mon�dwn apì tic opoÐec ìla ta megèjh k�tw apì orismènec
proüpojèseic prokÔptoun [Gr, §86].

Sthn sunèqeia xananafèrei thn ènnoia twn stoiqeiwd¸n megej¸n parajè-
tontac k�poiec idiìthtec touc ìtan briskìmaste se èna prwtogenèc qwrÐo do-
smènhc di�stashc.

EÐpame prohgoumènwc ìti èna mègejoc eÐnai stoiqei¸dec e�n eÐnai exw-
terikì ginìmeno megej¸n 1-bajmÐdac. 'Ara o Grassmann jewreÐ profanèc ìti
ìtan eÐmaste se èna prwtogenèc qwrÐo di�stashc n ìla ta bajmwt� megèjh,
ìla ta megèjh 1-bajmÐdac kaj¸c kai opoiod pote mègejoc n-bajmÐdac eÐnai
stoiqei¸dh megèjh [Gr, §87]. Epiprìsjeta ìmwc, apodeiknÔei ìti kai ìla ta
megèjh (n − 1)-bajmÐdac eÐnai stoiqei¸dh. Diìti, èstw ìti èqoume dÔo stoi-
qei¸dh megèjh (n−1)-bajmÐdac x, y. Tìte aut� ja diafèroun to polÔ se ènan
par�gonta 1-bajmÐdac. Opìte ta megèjh x, y ta gr�foume wc ex c

x = [ab1] kai y = [ab2],

ìpou ta a, b1, b2 eÐnai antÐstoiqa megèjh bajmÐdwn (n−1), 1, 1. Prosjètontac
aut� ta dÔo megèjh èqoume

x + y = [ab1] + [ab2] = [a(b1 + b2)].

'Omwc to mègejoc b1 + b2, eÐnai èna mègejoc 1-bajmÐdac. Sunep¸c kai to
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�jroisma dÔo stoiqeiwd¸n megej¸n (n − 1)-bajmÐdac eÐnai èna stoiqei¸dec
mègejoc (n− 1)-bajmÐdac [Gr, §88].

O Grassmann eis gage thn ènnoia tou sumplhr¸matoc (Ergünzung, com-
plement) sto biblÐo tou Ausdehnsglehre tou 1962. Sumbolise to sumpl rwma
enìc megèjouc x me |x. Gia na eis�gei thn ènnoia tou sumplhr¸matoc ìrise to
exwterikì ginìmeno twn n stoiqeÐwn tou prwtogenoÔc sust matoc mon�dwn
na eÐnai Ðso me thn apìluth mon�da, dhlad ,

[e1e2. . .en] = 1.

Ja melet soume loipìn thn ènnoia tou sumplhr¸matoc megej¸n se èna
prwtogenèc qwrÐo dosmènhc di�stashc, èstw n, me sÔsthma mon�dwn to e1,
e2, . . . , en.

'Opwc anafèrame kai se prohgoÔmeno kef�laio, to sÔnolo ìlwn twn
diaforetik¸n megej¸n m-to pl joc stoiqeÐwn tou prwtogenoÔc sust matoc
mon�dwn sqhmatÐzei to sÔsthma mon�dwn enìc �llou qwrÐou me di�stash

(
n
m

)
.

Gia par�deigma, an to n = 3, to qwrÐo ìlwn twn megej¸n 2-bajmÐdac èqei trÐa
stoiqeÐa sto sÔsthma mon�dwn tou ta ex c:

[e1e2], [e1e3], [e2e3].

H antisummetrik  idiìthta tou exwterikoÔ ginomènou dhl¸nei ìti to qwrÐo
ìlwn twn megej¸n (n − m)-bajmÐdac perièqei tìsa stoiqeÐa sto sÔsthma
mon�dwn tou ìsa up�rqoun sto qwrÐo ìlwn twn megej¸n m-bajmÐdac, diìti(

n
m

)
=

(
n

n−m

)
.

O Grassmann mil�ei mìno gia to eukleÐdeio sumpl rwma sto èrgo tou to
opoÐo orÐzei wc ex c [Gr, §89]:

{Se èna prwtogenèc qwrÐo n-di�stashc, to sunduastikì ginìmeno twn
prwtogen¸n mon�dwn e1, e2, . . ., en, to jètoume Ðso me thn apìluth mon�da,
kai to E eÐnai mia mon�da opoiasd pote bajmÐdac, dhlad  eÐte mia apì tic
prwtogeneÐc mon�dec eÐte èna sunduastikì ginìmeno dÔo   perissotèrwn apì
autèc, tìte to sumpl rwma tou E eÐnai Ðso me +E

′   me −E
′ , ìpou E

′ eÐnai
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to sunduastikì ginìmeno ìlwn twn mon�dwn pou den emfanÐzontai sto E. To
sumpl rwma tou E eÐnai Ðso me +E

′ ìtan [EE
′
] = +1 kai Ðso me −E

′ ìtan
[EE

′
] = −1. Sunep¸c:

|E = [EE
′
]E

′
.}

ShmeÐwsh. Gia par�deigma, e�n èqoume to prwtogenèc qwrÐo di�stashc
3 me sÔsthma mon�dwn {e1, e2, e3} tìte

|e1 = [e2e3], |e2 = [e3e1], |e3 = [e1e2],
|[e1e2] = e3, |[e2e3] = e1, |[e1e3] = −e2.

Basikèc idiìthtec tou sumplhr¸matoc

• E�n a eÐnai èna mègejoc m-bajmÐdac, tìte |a eÐnai èna mègejoc (n−m)-
bajmÐdac.

• E�n a eÐnai èna bajmwtì mègejoc, tìte |a = a.

• E�n A eÐnai èna mègejoc opoiasd pote bajmÐdac pou prokÔptei arij-
mhtik� apì tic mon�dec E1, E2, . . ., dhlad ,

A = α1E1 + α2E2 + . . .,

tìte
|A = α1|E1 + α2|E2 + . . ..

• E�n A, B eÐnai megèjh dosmènhc bajmÐdac kai α, β eÐnai bajmwt� megè-
jh, tìte

|(αA + βB) = α|A + β|B.

• E�n A eÐnai èna mègejoc q-bajmÐdac, tìte to sumpl rwma tou sumplhr¸-
matoc tou megèjouc A eÐnai Ðso me A   me −A, sÔmfwna me to an to (−1)qr

eÐnai +1   −1, ìpou r eÐnai h bajmÐda tou sumplhr¸matoc tou megèjouc A,
dhlad ,
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||A = (−1)qrA.

Apìdeixh. Arqik� apodeiknÔei ton parap�nw isqurismì ìtan to mègejoc A
eÐnai èna sunduastikì ginìmeno prwtogen¸n mon�dwn, dhlad ,

||A = (−1)qrA,

e�n to A eÐnai mon�da aujaÐrethc bajmÐdac. 'Estw t¸ra

A = α1E1 + α2E2 + . . .,

ìpou E1, E2, . . . mon�dec q-bajmÐdac kai α1, α2, . . . aujaÐreta bajmwt� megèjh.
Tìte to mègejoc

|A = α1|E1 + α2|E2 + . . .

eÐnai r-bajmÐdac. Efìson ta |E1, |E2, . . . eÐnai xan� mon�dec tìte

||A = α1||E1 + α2||E2 + . . ..

Me b�sh to pr¸to mèroc thc apìdeixhc èqoume ìti

||E1 = (−1)qrE1, ||E2 = (−1)qrE2, . . .,

kai sunep¸c

||A = (−1)qr(α1E1 + α2E2 + . . .) = (−1)qrA.

2

Sqìlio. E�n h di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou n eÐnai perittìc
arijmìc tìte ||A = A, en¸ e�n o n eÐnai �rtioc arijmìc tìte ||A = (−1)qA.
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3.5 To Palindromikì Ginìmeno

To palindromikì ginìmeno (regressiven, eingewandten Produkte) den qrhsi-
mopoieÐtai sthn sÔgqronh bibliografÐa. O Grassmann sthn arqik  an�ptuxh
thc jewrÐac tou den dièkrine sumbolik� tic pr�xeic tou exwterikoÔ kai tou
palindromikoÔ ginomènou. Antijètwc, qrhsimopoÐhse ènan sumbolismì pou na
mporeÐ na ermhneuteÐ apì thn mia   thn �llh pr�xh, an�loga me thn bajmÐda
twn paragìntwn tou ginomènou. Qreiazìtan loipìn oxÔneia skèyhc kai autìc
mporeÐ na eÐnai kai ènac apì touc lìgouc pou den qrhsimopoieÐtai stic mèrec
mac, parìlo pou  tan mia polÔ komy  idèa.

Parajètei loipìn ton parak�tw orismì [Gr, §94]:

{E�n to �jroisma twn bajmÐdwn dÔo mon�dwn aujaÐretwn bajmÐdwn eÐ-
nai mikrìtero   Ðso me thn di�stash n tou prwtogenoÔc qwrÐou, tìte me to
ginìmeno touc ja ennooÔme to exwterikì ginìmeno twn dÔo aut¸n mon�dwn, me
thn sunj kh ìti to exwterikì ginìmeno twn n prwtogen¸n mon�dwn ja eÐnai
Ðso me thn apìluth mon�da. Apì thn �llh, e�n to �jroisma twn bajmÐdwn twn
dÔo mon�dwn eÐnai megalÔtero tou n, tìte me to ginìmeno touc ja ennooÔme
to palindromikì touc ginìmeno, to opoÐo ja dÐnei èna mègejoc tou opoÐou to
sumpl rwma ja eÐnai to exwterikì ginìmeno twn sumplhrwm�twn ekeÐnwn twn
mon�dwn}.

Opìte e�n E kai F eÐnai dÔo mon�dec aujaÐretwn bajmÐdwn kai to �jroisma
twn bajmÐdwn touc eÐnai megalÔtero thc di�stashc tou prwtogenoÔc qwrÐou
n ja èqoume

|[EF ] = [|E|F ],

kai
[e1e2. . .en] = 1,

ìpou e1, e2, . . ., en eÐnai h sullog  twn prwtogen¸n mon�dwn.

Gia na gÐnei pio katanoht  h ènnoia tou palindromikoÔ ginomènou ja d¸-
soume èna par�deigma. Ac upojèsoume E1 = [e1e2e3e4] kai E2 = [e1e2e5] dÔo
mon�dec kai ìti h di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou eÐnai Ðsh me 5 kai epÐshc
isqÔei [e1e2. . .e5] = 1. Ex orismoÔ to palindromikì ginìmeno twn dÔo mon�dwn
dÐnei èna mègejoc tou opoÐou to sumpl rwma eÐnai Ðso me to exwterikì ginìmeno
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twn sumplhrwm�twn twn mon�dwn aut¸n. Opìte

G = [|E1|E2] = [|(e1e2e3e4)|(e1e2e5)] = [e5e3e4] = [e3e4e5].

Sunep¸c, to palindromikì ginìmeno twn mon�dwn E1, E2 ja eÐnai Ðso me to
sumpl rwma tou megèjouc G,8 dhlad , ja eÐnai Ðso me to mègejoc

F = |G = |[e3e4e5] = [e1e2].

Sthn sunèqeia jewr¸ntac dÔo megèjh aujaÐretwn bajmÐdwn diakrÐnei thn
bajmÐda tou megèjouc pou prokÔptei apì ta dÔo eÐdh ginomènou pou ìrise
an�loga me to �jroisma twn bajmÐdwn twn dÔo megej¸n (blèpe [Gr, §95])
lègontac

{E�n A kai B eÐnai dÔo megèjh q-bajmÐdac kai r-bajmÐdac antÐstoiqa, kai
n h di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou, tìte to ginìmeno [AB] eÐnai eÐte èna
mègejoc (q+r)-bajmÐdac, e�n to (q+r) eÐnai mikrìtero tou n eÐte èna mègejoc
(q + r − n)-bajmÐdac, e�n to (q + r) eÐnai megalÔtero   Ðso tou n}.

An ermhneÔsoume ton parap�nw isqurismì me sÔgqronh orologÐa ja è-
qoume

p ≡ q + r(modn),

ìpou p eÐnai h bajmÐda tou megèjouc pou prokÔptei apì to ginìmeno twn dÔo
megej¸n.

'Omoia, gia megalÔtero pl joc paragìntwn jètei

p ≡ q + r + t + . . .(modn).

Se epìmeno kef�laio ja doÔme ìti merik� apì ta apotelèsmata pou èqoun
apodeiqjeÐ sthn sÔgqronh jewrÐa gia to eswterikì ginìmeno mporoÔn epÐshc
na apodeiqjoÔn qrhsimopoi¸ntac to exwterikì kai to palindromikì ginìmeno,
ìpwc kai èkane o Grassmann.

Me b�sei ta parap�nw o Grassmann parajètei mia seir� idiot twn pou
aforoÔn to sumpl rwma diafìrwn megej¸n se sqèsh me to ginìmeno (exw-
terikì   palindromikì) [Gr, §97-100].

8Diìti, ìtan h di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou n eÐnai perittìc arijmìc tìte to
sumpl rwma tou sumplhr¸matoc enìc megèjouc eÐnai Ðso me to mègejoc autì.
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Idiìthtec

• E�n to ginìmeno dÔo megej¸n opoiwnd pote bajmÐdwn eÐnai exwterikì
tìte to ginìmeno twn sumplhrwm�twn touc eÐnai palindromikì, me thn proüpì-
jesh ìti kaneÐc mporeÐ na jewr sei to ginìmeno diafìrwn megej¸n pou dÐnei
èna mègejoc 0-bajmÐdac kai wc exwterikì kai wc palindromikì.

Apìdeixh. E�n [AB] eÐnai èna exwterikì ginìmeno, ìpou A,B eÐnai megèjh
α, β-bajmÐdac antÐstoiqa, tìte h bajmÐda tou ginomènou [AB] ja eÐnai Ðsh me to
�jroisma twn bajmÐdwn twn megej¸n A, B kai ja eÐnai mikrìterh thc di�stashc
tou prwtogenoÔc dianusmatikoÔ qwrÐou n, dhlad ,

α + β ≤ n.

Oi bajmÐdec twn sumplhrwm�twn twn megej¸n A,B eÐnai antÐstoiqa n −
α, n − β, all� efìson n − α + n − β ≥ n, sunep�getai ìti to ginìmeno
twn sumplhrwm�twn eÐnai palindromikì. 2

• To ginìmeno twn sumplhrwm�twn poikÐlwn megej¸n opoiwnd pote bajmÐ-
dwn eÐnai Ðso me to sumpl rwma tou ginomènou aut¸n twn megej¸n, dhlad ,

[|A|B|C. . .] = |[ABC. . .].

Apìdeixh. Arqik� apodeiknÔei thn parap�nw sqèsh gia to ginìmeno dÔo
megej¸n A,B bajmÐdwn α, β antÐstoiqa, diakrÐnontac tic treic akìloujec
peript¸seic:

i. α + β > n, ii. α + β = n, iii. α + β < n.

Sugkekrimèna,

i. Upojètoume ìti to �jroisma twn bajmÐdwn α kai β twn A, B eÐnai
megalÔtero tou n. 'Estw A =

∑
αrEr, B =

∑
βsFs, ìpou Er kai Fs eÐnai
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mon�dec. Tìte |A =
∑

αr|Er kai |B =
∑

βs|Fs. Opìte, èqoume

[|A|B] =
[ ∑

αr|Er ·
∑

βs|Fs

]
=

∑
αrβs[|Er|Fs]

=
∑

αrβs|[ErFs]

=
∣∣∣
∑

αrβs[ErFs]

=
∣∣∣
[ ∑

αrEr ·
∑

βsFs

]

= |[AB].

ii. Upojètoume ìti α+β = n. 'Estw E kai F dÔo ginìmena prwtogen¸n
mon�dwn. Pr¸ton, ìtan ta E kai F perièqoun ènan koinì par�gonta ton e1.
EÐnai profanèc ìti se aut  thn perÐptwsh ta [EF ] kai [|E|F ] perièqoun kai ta
dÔo koinoÔc par�gontec, ètsi ¸ste kai ta dÔo eÐnai Ðsa me to mhdèn. DeÔteron,
ìtan [EF ] = 1 tìte efìson |E = [EF ]F kai |F = [EF ]E kai lìgw thc sqèshc
[FE][FE] = +1, èqoume thn sqèsh [|E|F ] = [EF ]. All� isqÔei [EF ] = 1
kai |[EF ] = 1. Sunep¸c, o kanìnac isqÔei gia mon�dec. Opìte ìpwc kai sthn
prohgoÔmenh perÐptwsh isqÔei epÐshc kai gia opoiad pote megèjh.

iii. 'Estw α+β < n. Me b�sh thn apìdeixh thc pr¸thc perÐptwshc kai
jètontac A = |A′ kai B = |B′ ja èqoume

|[A′
B
′
] = [|A′ |B′

] = [AB].

Sthn sunèqeia upojètei ìti h parap�nw sqèsh isqÔei gia m-to pl joc megèjh
kai epagwgik� apodeiknÔei ìti isqÔei kai gia (m + 1)-to pl joc megèjh. 2

• KaneÐc apokt� to sumpl rwma enìc poluwnÔmou paÐrnontac to sumpl -
rwma kajenìc apì touc ìrouc tou qwrÐc na all�xoume ta prìshma touc,
dhlad ,

|(A±B ± . . .) = |A± |B ± . . ..

Apìdeixh. E�n
A =

∑
αrEr, B =

∑
βrEr, . . .,
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tìte

|(A±B ± . . .) =
∣∣∣
(∑

αrEr ±
∑

βrEr ± . . .
)

=
∣∣∣
∑

(αr ± βr ± . . .)Er

=
∑

(αr ± βr ± . . .)|Er

=
∑

αr|Er ±
∑

βr|Er ± . . .

=
∣∣∣
∑

αrEr±
∣∣∣
∑

βrEr ± . . .

= |A± |B ± . . ..

2

Epiprìsjeta, o Grassmann apodeiknÔei ìti opoiad pote exÐswsh, pou
anafèrame sta kef�laia 1 kai 3, paramènei ègkurh e�n kaneÐc antikatast sei
ta megèjh pou emfanÐzontai mèsa se aut n thn exÐswsh me ta sumplhr¸mata
touc [Gr, §101], dhlad ,

{E�n
f(A, B, . . .) = φ(A

′
, B

′
, . . .),

ìpou f kai φ sumbolÐzoun sundèseic pou up�rqoun sta kef�laia 1 kai 3, tìte

f(|A, |B, . . .) = φ(|A′
, |B′

, . . .)

kai antÐstrofa}.

Sqìlio. Efìson e�n

f(A,B, . . .) = φ(A
′
, B

′
, . . .)

tìte
|f(A, B, . . .) = |φ(A

′
, B

′
, . . .),

den up�rqoun �llec sundèseic metaxÔ diafìrwn megej¸n ektìc apì tic pr�-
xeic thc prìsjeshc, thc afaÐreshc, thc diaÐreshc kai tou pollaplasiasmoÔ.
'Eqoume ìmwc dei parap�nw ìti se ìlec autèc tic pr�xeic mporoÔme na anti-
katast soume ta sumplhr¸mata ìlwn twn sundèsewn me tic sundèseic twn
sumplhrwm�twn twn ìrwn twn sundèsewn. Akìmh, antÐstrofa apì thn sqèsh

||A = (−1)q(n−q)A (3.18)



72 Κεφάλαιο 3 : Το Die Ausdehnungslehre του Hermann Grassmann

akoloujeÐ h sqèsh

||||A = (−1)(n−q)(−1)(n−q)A = A. (3.19)

Opìte h sqèsh (3.18) isqÔei gia k�je mègejoc A, q-bajmÐdac, se èna prwto-
genèc qwrÐo di�stashc n. Sunep¸c e�n isqÔei mia sqèsh thc morf c

f(|A, |B, . . .) = φ(|A′
, |B′

, . . .)

efarmìzontac to pr¸to mèroc tou jewr matoc treÐc forèc se aut  thn exÐswsh
parathroÔme ìti isqÔei epÐshc h sqèsh

f(A,B, . . .) = φ(A
′
, B

′
, . . .).

3.5.1 SÔndesh exwterikoÔ kai palindromikoÔ ginomènou

Pèra apo tic idiìthtec pou anaptÔxame prohgoumènwc gia to exwterikì kai to
palindromikì ginìmeno up�rqei mia sqèsh saf¸c susqetismènh kai me ta dÔo
eÐdh ginomènou (exwterikì kai palindromikì). H sqèsh aut  ja èqei pollèc
efarmogèc sthn jewrÐa pou anèptuxe o Grassmann kai thn opoÐa ja melet -
soume argìtera. Ja qrhsimopoihjeÐ se shmantik� jewrhtik� apotelèsmata
sto genikeumèno eswterikì ginìmeno pou orÐzei o Grassmann kaj¸c kai ston
upologismì gewmetrik¸n tom¸n. Aut  h sqèsh proikÐzei tic dÔo domèc gi-
nomènou me tic idiìthtec thc ènwshc kai thc tom c megej¸n kai qwrÐwn kai
sthrÐzetai stouc koinoÔc par�gontec k�poiwn megej¸n [Br]. H an�meixh twn
dÔo eid¸n ginomènou mporeÐ kai na apaÐthqe diìti o Grassmann sthn jewrÐa tou
apèdeixe ìti se èna meiktì ginìmeno den isqÔei en gènei h prosetairistikìthta
twn paragìntwn tou.9

H idiìthta aut  loipìn lèei [Gr, §102]:

{E�n E,F, G eÐnai mon�dec twn opoÐwn to �jroisma twn bajmÐdwn eÐnai
Ðso me thn di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou, tìte

[EF · EG] = [EFG]E.} 10

9 'Otan mil�me gia meiktì ginìmeno ennooÔme ìti metaxÔ twn paragìntwn tou emfanÐzontai
kai exwterik� kai palindromik� ginìmena.

10O sumbolismìc thc èntonhc teleÐac metaxÔ dÔo paragìntwn tou ginomènou shmaÐnei ìti
to ginìmeno metaxÔ ìlwn twn paragìntwn den eÐnai prosetairistikì, dhlad , sthn sug-
kekrimènh sqèsh pr¸ta upologÐzoume ta ginìmena EF , EG kai èpeita to ginìmeno aut¸n
twn dÔo.
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Gia na gÐnei pio katanoht  h parap�nw idiìthta ja parajèsoume èna par�deigma.

Ac upojèsoume ìti èqoume èna prwtogenèc qwrÐo di�stashc 4 me sÔsthma
mon�dwn {e1, e2, e3, e4} kai ac jewr soume ta megèjh [e1e2e3], [e2e3e4] tou
qwrÐou autoÔ. SÔmfwna me tic bajmÐdec twn dÔo megej¸n to ginìmeno touc
[(e1e2e3)(e2e3e4)] eÐnai palindromikì kai dÐnei èna mègejoc bajmÐdac 2. Ja
deÐxoume ìti autì to mègejoc pou prokÔptei eÐnai bajmwtì pollapl�sio tou
koinoÔ par�gonta [e2e3].
'Ena sÔsthma mon�dwn ìlwn twn stoiqeÐwn bajmÐdac 2 eÐnai

[e1e2], [e1e3], [e1e4], [e2e3], [e2e4], [e3e4].

Opìte k�je stoiqeÐo bajmÐdac 2 ja gr�fetai wc grammikìc sunduasmìc twn
stoiqeÐwn autoÔ tou sust matoc mon�dwn. ParathroÔme ìmwc ìti ìloi oi
ìroi tou ajroÐsmatoc ektìc apì ènan eÐnai mhdenikoÐ efìfon èqoun epanalam-
banìmenouc par�gontec 1-bajmÐdac. Sunep¸c

[(e1e2e3)(e2e3e4)] = α[(e1e2e3e4)(e2e3)].

'Ara to palindromikì ginìmeno dÔo megej¸n pou èqoun mh mhdenik  tom  eÐnai
Ðso me to palindromikì ginìmeno thc ènwshc touc kai thc tom c touc.

'Omwc [e1e2e3e4] = 1, opìte [(e1e2e3)(e2e3e4)] = α[e2e3].

H parap�nw idiìthta isqÔei kai gia opoiad pote stoiqei¸dh megèjh, dhlad ,
e�n A èna mègejoc m-bajmÐdac, B èna mègejoc k-bajmÐdac kai C èna mègejoc
t-bajmÐdac kai ta trÐa stoiqei¸dh megèjh, me m + k + t = n, ìpou n eÐnai h
di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou tìte

[(AC) · (BC)] = [ABC]C. (3.20)

An jèloume na ermhneÔsoume thn parap�nw sqèsh tìte mporoÔme na
poÔme oti to palindromikì ginìmeno dÔo stoiqeiwd¸n megej¸n [AC], (m + t)-
bajmÐdac, kai [BC], (k + t)-bajmÐdac, me koinì par�gonta to mègejoc C, t-
bajmÐdac, eÐnai Ðso me to palindromikì ginìmeno tou exwterikoÔ ginomènou twn
tri¸n stoiqeiwd¸n megej¸n [ABC] (h ��ènwsh�� touc) me ton koinì par�gonta
touc C (h ��tom �� touc).

E�n metaxÔ twn tri¸n megej¸n A,B, C up�rqoun koinoÐ stoiqei¸deic
par�gontec tìte to exwterikì ginìmeno [ABC] eÐnai Ðso me to mhdèn, opìte kai
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to pr¸to mèloc thc exÐswshc (3.20) eÐnai Ðso me to mhdèn. Opìte apì ed¸ kai
sto ex c ja upojètoume ìti to exwterikì ginìmeno [ABC] eÐnai diaforetikì
tou mhdenìc.

Efìson to ginìmeno [ABC] eÐnai èna mègejoc (m + k + t)-bajmÐdac, tìte
e�n e1, e2, . . ., en eÐnai èna sÔsthma mon�dwn tou prwtogenoÔc qwrÐou ja è-
qoume

[ABC] = k[e1e2. . .en] = k,

ìpou k èna bajmwtì mègejoc. Sunep¸c,

[(AC) · (BC)] = k C, m + k + t = n.

Sqìlio. H parap�nw idiìthta isqÔei kai gia genikìtera megèjh me thn
proupìjesh ìti o koinìc par�gontac C eÐnai stoiqei¸dhc. Diìti, èstw dÔo
stoiqei¸dh megèjh A1, A2, m-bajmÐdac kai ta dÔo kai B, C dÔo sÔnjeta megè-
jh. Tìte,

[(A1C) · (BC)] = [ABC]C, m + k + t = n

[(A2C) · (BC)] = [ABC]C, m + k + t = n.

Prosjètontac tic dÔo parap�nw sqèseic kai qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec tou
exwterikoÔ kai palindromikoÔ ginomènou ja èqoume

[((A1 + A2)C) · (BC)] = [(A1 + A2)BC]C, m + k + t = n.

Sunep¸c, h parap�nw idiìthta isqÔei kai ìtan o koinìc par�gontac eÐnai stoi-
qei¸dhc en¸ ta �lla dÔo megèjh sÔnjeta. Antijètwc, e�n o koinìc par�gontac
A den eÐnai stoiqei¸dhc kai ta megèjh B, C eÐnai stoiqei¸dh tìte h parap�nw
sqèsh paÔei na isqÔei.
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Epiprìsjeta, apèdeixe kai k�poiec enallaktikèc morfèc thc parap�nw
idiìthtac lègontac:

{E�n A,B,C eÐnai trÐa stoiqei¸dh megèjh kai to ginìmeno touc eÐnai 0-
bajmÐdac (dhlad , an p, q, r eÐnai oi bajmÐdec twn tri¸n megej¸n antÐstoiqa
tìte eÐte p + q + r = n eÐte p + q + r = 2n), tìte

• [(AB) · (AC)] = [ABC]A,

• [(AB) · (BC)] = [ABC]B,

• [(AC) · (BC)] = [ABC]C.}

Tèloc, apèdeixe ìti e�n A,B, C eÐnai trÐa stoiqei¸dh megèjh twn opoÐwn
to �jroisma twn bajmÐdwn eÐnai Ðso me thn di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou
kai to mègejoc B emperièqetai sto mègejoc A tìte

[A ·BC] = [AC]B,

[CB ·A] = [CA]B.

3.5.2 Amigèc kai Meiktì ginìmeno

'Otan o Grassmann mil�ei gia amigèc ginìmeno (rein Produkte, pure product)
eÐte exwterikì eÐte palindromikì ennoeÐ ìti oi par�gontec eÐnai sundedemènoi
mèsa sto ginìmeno ètsi ¸ste na upìkeintai mìno se exwterikì pollaplasiasmì
  se palindromikì pollaplasiasmì antÐstoiqa. Se ìlec tic �llec peript¸seic
ja èqoume èna meiktì ginìmeno. Sugkekrimèna, e�n sto ginìmeno [ABC. . .JK]
to ginìmeno [AB] eÐnai exwterikì, to ginìmeno twn dÔo megej¸n [AB] kai C
eÐnai xan� exwterikì, to ginìmeno twn megej¸n [ABC] kai D eÐnai xan� exw-
terikì, ktl, kai telik� kai to ginìmeno twn dÔo megej¸n [ABC. . .J ] kai K
eÐnai exwterikì, tìte to [ABC. . .JK] eÐnai èna amigèc exwterikì ginìmeno twn
megej¸n A,B, C,D, . . ., J,K. 'Omoia, e�n ìla ekeÐna ta ginìmena eÐnai palin-
dromik�,   to polÔ to teleutaÐo ginìmeno, dhlad  to ginìmeno twn megej¸n
[ABC. . .J ] kai K eÐnai exwterikì kai 0-bajmÐdac, tìte to [ABC. . .JK] eÐnai
èna amigèc palindromikì ginìmeno twn megej¸n A,B, C,D, . . ., J,K.
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Apì ton parap�nw orismì prokÔptoun k�poiec idiìthtec pou isqÔoun gia
ta amig  ginìmena [Gr, §115-122].

Idiìthtec

• E�n èna ginìmeno poikÐlwn megej¸n [ABC. . .] eÐnai amig¸c exwterikì,
tìte to ginìmeno twn sumplhrwm�twn twn megej¸n [|A|B|C. . .] eÐnai amig¸c
palindromikì kai to antÐstrofo.

• To ginìmeno m megej¸n A,B,C, . . ., J,K eÐnai amig¸c exwterikì, e�n
to �jroisma twn bajmÐdwn aut¸n twn megej¸n eÐnai mikrìtero   Ðso thc di�-
stashc n tou prwtogenoÔc qwrÐou, kai amig¸c palindromikì, e�n ekeÐno to
�jroisma eÐnai megalÔtero   Ðso tou n(m − 1), kai èna meiktì ginìmeno e�n
ekeÐno to �jroisma eÐnai megalÔtero tou n kai mikrìtero tou n(m− 1).

• To qwrÐo enìc amig¸c exwterikoÔ ginomènou eÐnai Ðso me to epikalu-
ptikì qwrÐo ìlwn twn paragìntwn tou kai to qwrÐo enìc amig¸c palindromikoÔ
ginomènou eÐnai Ðso me to koinì qwrÐo twn paragìntwn tou, me thn proupìjesh
ìti to ginìmeno eÐnai mh mhdenikì.

• Se èna amigèc ginìmeno isqÔei h prosetairistikìthta, dhlad , e�n [ABC]
eÐnai èna amigèc ginìmeno, tìte

[A(BC)] = [ABC].

• E�n se èna amigèc ginìmeno up�rqoun dÔo par�gontec A,B, kanènac
apì touc opoÐouc den eÐnai 0-bajmÐdac, pou emperièqetai o ènac apì touc dÔo
ston �llo, tìte

PA,B = 0.

• 'Ena meiktì ginìmeno [ABC] tri¸n stoiqeiwd¸n megej¸n (ìpou to mège-
joc C eÐnai mh mhdenikì), eÐnai Ðso me to mhdèn an kai mìno an eÐte [AB] = 0,
eÐte kai ta trÐa megèjh A,B, C perièqontai se èna qwrÐo di�stashc mikrìterhc
tou n, eÐte èqoun èna koinì qwrÐo megalÔterhc apì 0 di�stashc.
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3.5.3 'Iqnoc

Me ton ìro Ðqnoc11 (Zurückleitung, shadow) o Grassmann ennoeÐ thn probol 
enìc megèjouc se èna prwtogenèc qwrÐo. Sugkekrimèna, an n eÐnai h di�stash
tou prwtogenoÔc qwrÐou, to opoÐo èqei b�sh thn e1, . . ., en kai C eÐnai èna mège-
joc m-bajmÐdac tou qwrÐou autoÔ kai C

′ eÐnai èna �llo mègejoc m-bajmÐdac
enìc qwrÐou pou perièqetai sto arqikì qwrÐo kai èqei b�sh thn e1, . . ., em

tìte to mègejoc C
′ eÐnai to Ðqnoc tou megèjouc C sto qwrÐo [e1. . .em] exai-

r¸ntac to qwrÐo [em+1. . .en]. SÔmfwna me to an ta stoiqeÐa thc b�shc eÐnai
pr¸thc bajmÐdac   (n− 1)-bajmÐdac, to Ðqnoc eÐnai exwterikì   palindromikì
antÐstoiqa. Ta Ðqnh poikÐlwn megej¸n eÐnai parmèna me to Ðdio nìhma ìtan
ski�zontai sto Ðdio qwrÐo kai exairoÔn to Ðdio qwrÐo [Gr, §127].12

ShmeÐwsh. Gia par�deigma, èstw ìti èqoume to prwtogenèc qwrÐo
di�stashc 4 pou prokÔptei apì ta tèssera anex�rthta metaxÔ touc megèjh
pr¸thc bajmÐdac a, b, c, d. Tìte to

C
′
= [bc] + [ca] + [ab]

eÐnai to exwterikì Ðqnoc tou megèjouc

C = [bc] + [ca] + [ab] + [ad] + [bd] + [cd]

sto qwrÐo [abc] exair¸ntac to qwrÐo d.
An t¸ra èqoume ta anex�rthta metaxÔ touc megèjh (n− 1)-bajmÐdac

a
′
= [bcd], b

′
= [cad], c

′
= [abd], d

′
= [acb]

kai epiprìsjeta èqoume [abcd] = 1, tìte

[b
′
c
′
] = [ad], [c

′
a
′
] = [bd], [a

′
b
′
] = [cd], [a

′
d
′
] = [bc], [b

′
d
′
] = [ca], [c

′
d
′
] = [ab],

kai
C = [a

′
d
′
] + [b

′
d
′
] + [c

′
d
′
] + [b

′
c
′
] + [c

′
a
′
] + [a

′
b
′
]

opìte to mègejoc
C
′′

= [a
′
d
′
] + [b

′
d
′
] + [a

′
b
′
]

11sthn sÔgqronh bibliografÐa qrhsimopoioÔme ton ìro probol 
12SÔmfwna me èna je¸rhma pou apodeiknÔei o Grassmann to qwrÐo pou prokÔptei apì

ìla ta megèjh opoiasd pote bajmÐdac twn megej¸n e1, . . ., en eÐnai isodÔnamo me to qwrÐo
[e1. . .en].
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eÐnai to palindromikì Ðqnoc tou C sto qwrÐo [a
′
b
′
d
′
] exair¸ntac to qwrÐo d

′ .

Mia èkfrash pou èdwse sthn sunèqeia o Grassmann (blèpe [Gr, §129])
gia to Ðqnoc enìc megèjouc A se èna qwrÐo B, apokleÐontac èna qwrÐo C, eÐnai

A
′
=

[B · (AC)]
BC

,

apì ìpou
A
′
= [B · (AC)],

e�n [BC] = 1.

Idiìthtec

• K�je exÐswsh thc opoÐac oi ìroi eÐnai pollapl�sia opoiwnd pote do-
smènwn megej¸n m-bajmÐdac isqÔei kai ìtan kaneÐc antikatast sei ìla aut�
ta megèjh me ta Ðqnh touc me to Ðdio nìhma, dhlad , an

P = αA + βB + . . .,

kai P
′
, A

′
, B

′
, . . . eÐnai ta Ðqnh me to Ðdio nìhma twn megej¸n P,A, B, . . ., tìte

P
′
= αA

′
+ βB

′
+ . . ..

• To exwterikì Ðqnoc enìc amig¸c exwterikoÔ ginomènou kai to palin-
dromikì Ðqnoc enìc amig¸c palindromikoÔ ginomènou eÐnai Ðsa me ta ginìmena
twn iqn¸n, me to Ðdio nìhma, twn paragìntwn aut¸n twn ginomènwn, dhlad ,
e�n

P = [AB. . .E]

eÐnai to amigèc ginìmeno P kai P
′
, A

′
, B

′
, . . ., E

′ eÐnai ta Ðqnh, parmèna me to
Ðdio nìhma, twn P, A, B, . . ., E tìte

P
′
= [A

′
B
′
. . .E

′
].
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3.6 Genikeumèno Eswterikì Ginìmeno

3.6.1 Jemeli¸deic kanìnec tou EswterikoÔ Ginomènou

To genikeumèno eswterikì ginìmeno (inneren, interior) eÐnai mia akìmh jemeli¸-
dhc pr�xh thn opoÐa eis�gei o Grassmann. To genikeumèno eswterikì ginìmeno
dÔo mon�dwn aujaÐrethc bajmÐdac orÐzetai wc to exwterikì   to palindromikì
ginìmeno thc miac mon�dac me to sumpl rwma thc �llhc sÔmfwna me to an
to �jroisma twn bajmÐdwn twn mon�dwn eÐnai mikrìtero   megalÔtero thc
di�stashc tou prwtogenoÔc qwrÐou. An to �jroisma twn bajmÐdwn eÐnai Ðso
me thn di�stash tou prwtogenoÔc qwrÐou tìte to ginìmeno twn dÔo megej¸n
mporeÐ na ermhneuteÐ eÐte me ton ènan eÐte me ton �llo trìpo [Gr, §137,138].

Sthn sÔgqronh bibliografÐa h ènnoia tou eswterikoÔ ginomènou dÔo mege-
j¸n se èna prwtogenèc qwrÐo eis�getai me ènan aujaÐreto orismì, anex�rthto
apì thn ènnoia tou sumplhr¸matoc. To genikeumèno eswterikì ginìmeno den
eÐnai to Ðdio me to gnwstì stic mèrec mac eswterikì ginìmeno. To genikeumèno
eswterikì ginìmeno eÐnai mia genikìterh pr�xh efìson mporeÐ na upologisteÐ
kai metaxÔ dÔo megej¸n opoiwnd pote, Ðswc kai diaforetik¸n metaxÔ tou-
c bajmÐdwn. Wstìso, o Grassmann anafèrei ìti to genikeumèno eswterikì
ginìmeno duo megej¸n thc Ðdiac bajmÐdac eÐnai èna bajmwtì mègejoc.13

OrÐzei loipìn to eswterikì ginìmeno dÔo aujaÐretwn megej¸n na eÐnai Ðso
me to sqetikì ginìmeno tou pr¸tou megèjouc me to sumpl rwma tou deutè-
rou.14

SÔmfwna me ton parap�nw orismì to eswterikì ginìmeno dÔo megej¸n A
kai B, bajmÐdwn m kai k antÐstoiqa kai to opoÐo sumbolÐzoume [A|B], se èna
prwtogenèc qwrÐo di�stashc n dÐnei èna mègejoc eÐte (n + m − k)-bajmÐdac
eÐte èna mègejoc (m − k)-bajmÐdac, an�loga me to an to k eÐnai megalÔtero
tou m   ìqi [Gr, §139].

Apìdeixh. E�n ta A,B eÐnai oi dÔo par�gontec, me bajmÐdec α, β antÐstoiqa,
13Apì t¸ra kai sto ex c ja to apokaloÔme en suntomÐa ewterikì ginìmeno.
14En gènei o Grassmann qrhsimopoieÐ ton ìro ��sqetikì ginìmeno�� gia na anaferjeÐ eÐte

se èna exwterikì eÐte se èna palindromikì ginìmeno se èna prwtogenèc qwrÐo.
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tìte h bajmÐda tou |B eÐnai Ðsh me n− β. Pr¸ton, e�n to β eÐnai megalÔtero
tou α, tìte kai to n eÐnai megalÔtero tou α + n − β. Opìte, h bajmÐda tou
ginomènou eÐnai Ðsh me α + n − β. 'Omwc, e�n to β eÐnai mikrìtero   Ðso tou
α, tìte to n eÐnai mikrìtero   Ðso tou α + n − β. Efìson to �jroisma twn
bajmÐdwn twn A, |B eÐnai megalÔtero   Ðso tou n, h bajmÐda tou ginomènou
[A|B] eÐnai mikroterh kat� n apì to �jroisma α + n−β kai sunep¸c eÐnai Ðsh
me α− β. 2

'Epeita apodeiknÔei ìti to eswterikì ginìmeno dÔo Ðswn mon�dwn eÐnai Ðso
me thn apìluth mon�da, en¸ dÔo diaforetik¸n mon�dwn thc Ðdiac bajmÐdac eÐnai
Ðso me to mhdèn, dhlad ,

[Er|Er] = 1, [Er|Es] = 0,

kai sthn sunèqeia apodeiknÔei thn parak�tw sqèsh

[(α1E1 + . . .αmEm)|(β1E1 + . . .βmEm)] = α1β1 + . . . + αmβm,

ìpou E1, . . ., Em eÐnai mon�dec aujaÐretou all� thc Ðdiac bajmÐdac kai ta αi, βj

eÐnai aujaÐreta bajmwt� megèjh [Gr, §141,142].

SumperaÐnei wc epakìloujo twn parap�nw sqèsewn ìti to eswterikì
ginìmeno dÔo megej¸n A,B thc Ðdiac bajmÐdac eÐnai èna bajmwtì mègejoc,
diìti h bajmÐda tou eswterikoÔ ginomènou dÔo bajmÐdwn ja einai Ðsh me thn dia-
for� twn bajmÐdwn twn dÔo paragìntwn, h opoÐa ja eÐnai Ðsh me to mhdèn, kai
wc ek toÔtou to ginìmeno ja eÐnai èna bajmwtì mègejoc. EpÐshc, apodeiknÔei
kai thn sqèsh

[A|B] = [B|A].

Argìtera apodeiknÔei mia pio genik  sqèsh pou isqÔei gia to eswterikì
ginìmeno dÔo mon�dwn, h opoÐa eÐnai h ex c [Gr, §147]:

{To genikeumèno eswterikì ginìmeno dÔo mon�dwn pou emperièqe-
tai h mia sthn �llh eÐnai diaforetikì tou mhdenìc en¸ ìtan den
emperièqetai h mia sthn �llh tìte eÐnai Ðso me to mhdèn, dhlad ,

[E|F ] = 0
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e�n mia apì tic mon�dec E,F den emperièqetai sthn �llh, en¸

[E|F ] 6= 0

e�n mia apì tic mon�dec E,F emperièqetai sthn �llh}

To genikeumèno eswterikì ginìmeno enìc megèjouc me ton eautì tou to
kaleÐ to eswterikì tetr�gwno tou megèjouc A kai to sumbolÐzei wc ex c

[A|A] = A2.

Tèloc, apodeiknÔei thn sqèsh pou sundèei to eswterikì ginìmeno [A|B]
dÔo megej¸n A, B, q, r-bajmÐdwn antÐstoiqa, me to sumpl rwma tou eswterikoÔ
ginomènou [B|A] kai h opoÐa eÐnai

[A|B] = (−1)q(r−1)|[B|A].

Apìdeixh. 'Eqoume

|[B|A] = [|B‖A]

= (−1)q(n−q)[|B ·A]

= (−1)q(n−q)(−1)q(n−r)[A|B]

= (−1)q(2n−q−r)[A|B].

H teleutaÐa sqèsh prokÔptei diìti, to ginìmeno [|B ·A] eÐnai exwterikì efìson
to �jroisma twn bajmÐdwn n− r + q = n− (r − q) < n.

H sqèsh q(2n− q− r) se mod 2 eÐnai isodÔnamh me to q(r− q)   me to
q(r− 1), efìson to q2 eÐnai �rtio   perittì sÔmfwna me to ti eÐnai to q, opìte

|[B|A] = (−1)q(r−1)[A|B],

  isodÔnama
[A|B] = (−1)q(r−1)|[B|A].

2
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3.6.2 H ènnoia thc orjogwniìthtac se sqèsh me to esw-
terikì ginìmeno

Sthn sunèqeia tou kefalaÐou autoÔ mil�ei gia thn ènnoia thc orjogwniìth-
tac metaxÔ diafìrwn megej¸n. Arqik� orÐzei to mètro enìc megèjouc, to
opoÐo kaleÐ wc thn arijmhtik  tim  (numerischer Werth, numerical value)
tou megèjouc autoÔ kai h opoÐa eÐnai Ðsh me thn jetik  tetragwnik  rÐza tou
eswterikoÔ tetrag¸nou autoÔ tou megèjouc. EpÐshc anafèrei ìti dÔo megèjh
eÐnai arijmhtik� Ðsa ìtan èqoun thn Ðdia arijmhtik  tim .

Sthn sunèqeia parajètei touc parak�tw orismoÔc [Gr, §152]:

{DÔo mh mhdenik� megèjh kaloÔntai orjog¸nia (normal) metaxÔ
touc ìtan to genikeumèno eswterikì touc ginìmeno eÐnai Ðso me
to mhdèn. En¸, dÔo qwrÐa eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc e�n ta
stoiqeÐa touc eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc. Epiprìsjeta, dÔo qwrÐa
eÐnai sunolik� orjog¸nia metaxÔ touc e�n k�je mègejoc pr¸thc
bajmÐdac pou an kei sto èna qwrÐo eÐnai orjog¸nio se k�je mègejoc
pr¸thc bajmÐdac tou �llou qwrÐou}

'Opwc anafèretai kai sta sqìlia tou ekdìth [Gr, §351,352], o Grassmann
ston orismì pou dÐnei gia to pìte dÔo qwrÐa eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc
den qrhsimopoieÐ thn èkfrash ��stoiqeÐa enìc qwrÐou�� me ton akrib  ìro pou
èqei prosdioristeÐ se prohgoÔmeno kef�laio gia to ti ennoeÐ me ta megèjh
enìc qwrÐou. Ta stoiqeÐa sta opoÐa anafèretai eÐnai ta stoiqei¸dh megèjh,
dhlad , ta megèjh dosmènhc bajmÐdac, èstw q, ta opoÐa mporoÔn na grafoÔn
wc to sunduastikì ginìmeno q to pl joc megej¸n pr¸thc bajmÐdac. Sunep¸c
katallhlìteroc orismìc ja  tan:

{'Ena qwrÐo q di�stashc kai èna qwrÐo r di�stashc eÐnai orjog¸nia metaxÔ
touc e�n k�je stoiqei¸dec mègejoc q-bajmÐdac tou pr¸tou qwrÐou eÐnai or-
jog¸nio se k�je stoiqei¸dec mègejoc r-bajmÐdac tou deÔterou qwrÐou}.

An jèloume wstìso na exet�soume pìte dÔo qwrÐa q, r-bajmÐdac antÐ-
stoiqa eÐnai sunolik� orjog¸nia metaxÔ touc tìte arkeÐ opoiod pote stoi-
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qei¸dec mègejoc pr¸thc bajmÐdac tou pr¸tou qwrÐou na eÐnai orjog¸nio se
opoiod pote stoiqei¸dec mègejoc r-bajmÐdac tou deÔterou.

Sunep¸c, parathroÔme apì ton orismì dÔo sunolik� orjog¸niwn metaxÔ
touc qwrÐwn ìti autìc o orismìc eÐnai isqurìteroc apì ton prohgoÔmeno
orismì. Gia na gÐnoun katanohtèc oi ènnoiec autèc ja d¸soume èna genikì
par�deigma.

E�n a eÐnai èna stoiqei¸dec mègejoc q-bajmÐdac kai b èna stoiqei¸dec
mègejoc, m-bajmÐdac, tìte ta megèjh a, b eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc e�n
kai mìno an to eswterikì touc ginìmeno eÐnai Ðso me to mhdèn, dhlad , e�n
[b|a] = 0. Dhlad , to mègejoc a emperièqetai sto qwrÐo tou sumplhr¸matoc
tou megèjouc b. E�n autì isqÔei gia opoiad pote megèjh a, b twn qwrÐwn A, B
tìte lème ìti ta qwrÐa eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc.

T¸ra, e�n a eÐnai opoiod pote stoiqei¸dec mègejoc q-bajmÐdac (dhlad 
a = [a1. . .aq], ìpou a1, . . ., aq eÐnai megèjh pr¸thc bajmÐdac)kai b eÐnai opoiod -
pote stoiqei¸dec mègejoc m-bajmÐdac tìte ta megèjh a, b eÐnai sunolik� or-
jog¸nia metaxÔ touc e�n kai mìno an [b|ai] = 0, gia ìla ta megèjh ai pou
perièqontai sto mègejoc a. SumperaÐnoume ìti, e�n opoiod pote stoiqei¸dec
mègejoc a pr¸thc bajmÐdac enìc qwrÐou A q-di�stashc eÐnai orjog¸nio me
opoiod pote stoiqei¸dec mègejoc b, m-bajmÐdac enìc qwrÐou B, kai isqÔei gia
k�je mègejoc b tou qwrÐou B h sqèsh [b|ai] = 0, tìte ta dÔo qwrÐa eÐnai
sunolik� orjog¸nia metaxÔ touc.

Wstìso, en gènei gia na isqÔei h sqèsh [b|a] = [b|(a1. . .aq)] = 0, den eÐnai
aparaÐthto k�je èna apì ta ai na eÐnai orjog¸nio me to mègejoc b, diìti

[b|a] = [b|(a1. . .aq)] = [b|a1]|[a2. . .aq].

ArkeÐ èna apì ta ai na eÐnai orjog¸nio me to mègejoc b. SumperaÐnoume loipìn
ìti o orismìc dÔo sunolik� orjog¸niwn metaxÔ touc megej¸n eÐnai isqurìteroc
apì ton orismì dÔo apl¸c orjog¸niwn metaxÔ touc megej¸n.

O Grassmann anafèrei ìti o lìgoc pou apokaleÐ thn ènnoia thc orjogw-
niìthtac me ton ìro ��normal�� eÐnai ìti o ìroc autìc eÐnai pio afhrhmènoc kai
epitrèpei efarmogèc se mh qwrikèc sqèseic.
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KaleÐ orjog¸nio sÔsthma n-di�stashc k�je sullog  n-to pl joc mh
mhdenik¸n arijmhtik� Ðswn megej¸n pr¸thc bajmÐdac, kajèna apì ta opoÐa
eÐnai k�jeta wc proc ta �lla. E�n sugqrìnwc, h di�stash tou prwtogenoÔc
qwrÐou eÐnai Ðsh me n tìte to sÔsthma ja kaleÐtai èna pl rec orjog¸nio
sÔsthma. EpÐshc, h arijmhtik  tim  ekeÐnwn twn n-to pl joc megej¸n eÐnai
kai h arijmhtik  tim  tou orjog¸niou sust matoc. K�je orjog¸nio sÔsth-
ma tou opoÐou h arijmhtik  tim  eÐnai Ðsh me thn apìluth mon�da eÐnai èna
orjokanonikì sÔsthma [Gr, §153].

Sthn sunèqeia orÐzei wc kuklikì metasqhmatismì (circuläre Aenderung,
circular evolution), enno¸ntac k�je metasqhmatismì miac sullog c megej¸n
ston opoÐo dÔo megèjh thc sullog c, èstw a kai b, metasqhmatÐzontai antÐs-
toiqa sta megèjh xa + yb kai ±(xb− ya), dedomènou ìti x2 + y2 = 1. E�n ta
a, b metasqhmatÐzontai sta xa+yb kai xb−ya antÐstoiqa tìte h kuklik  meta-
trop  ja kaleÐtai jetik  en¸ sthn �llh perÐptwsh arnhtik . ParathreÐtai
ìti sto didi�stato qwrÐo h jetik  kuklik  metatrop  antistoiqeÐ gewmetrik�
(me sÔgqronouc ìrouc) sthn epÐpedh peristrof  en¸ h arnhtik  antistoiqeÐ
sthn an�klash. Anafèrei ìti e�n x = cosα kai y = sinα, kai ta megèjh a, b
eÐnai arijmhtik� Ðsa kai orjog¸nia metaxÔ touc tìte lème ìti h sullog  èqei
exeliqjeÐ apì to a mèqri to b kat� thn gwnÐa α [Gr, §154].

ApodeiknÔei loipìn ta ex c:

• Upì mia kuklik  metatrop  k�je orjog¸nio sÔsthma metasqhmatÐzetai
se èna arijmhtik� Ðso orjog¸nio sÔsthma.

• Upì mia jetik  metatrop  to sunduastikì ginìmeno twn megej¸n enìc
orjog¸niou sust matoc paramènei amet�blhto, kai upì mia arnhtik  metatrop 
metasqhmatÐzetai sto antÐjeto tou.

• Ta megèjh enìc orjog¸niou sust matoc eÐnai grammik¸c anex�rthta
metaxÔ touc kai k�je mègejoc pr¸thc bajmÐdac mporeÐ na prokÔyei arijmhtik�
apì èna aujaÐreto pl rec orjog¸nio sÔsthma.

• E�n dÔo orjog¸nia sust mata èqoun thn Ðdia arijmhtik  tim , kai ta
qwrÐa touc emperièqontai to èna apì ta dÔo sto �llo, tìte me epanalam-
banìmenec kuklikèc metatropèc to kajèna mporeÐ na prokÔyei apì to �llo e�n



3.6 Γενικευμένο Εσωτερικό Γινόμενο 85

èqoun thn Ðdia di�stash. Alli¸c, e�n èqoun diaforetikèc diast�seic tìte autì
pou èqei thn megalÔterh di�stash metasqhmatÐzetai ètsi ¸ste na perièqei ta
megèjh tou �llou.

• To sÔsthma twn prwtogen¸n mon�dwn eÐnai èna pl rec orjog¸nio
sÔsthma, tou opoÐou h arijmhtik  tim  eÐnai Ðsh me thn apìluth mon�da.

OrÐzontac thn ènnoia enìc pl rouc orjog¸niou sust matoc tou opoÐou
ta megèjh eÐnai grammik¸c anex�rthta metaxÔ touc, katal gei sto ìti ìti k�-
je ènac apì touc isqurismoÔc pou anafèrame prohgoumènwc isqÔei akìma kai
ìtan antikatast soume to sÔsthma twn prwtogen¸n mon�dwn me èna aujaÐre-
to pl rec orjog¸nio sÔsthma tou opoÐou h arijmhtik  tim  eÐnai Ðsh me 1
[Gr, §168]. Bg�zei loipìn to polÔ shmantikì sumpèrasma thc anexarthsÐac
epilog c sust matoc mon�dwn (me sÔgqronouc ìrouc b�shc).

Se prohgoÔmeno kef�laio parajèsame ton orismì thc ènnoiac tou Ðqnouc
sÔmfwna me ton Grassmann. Sto kef�laio tou eswterikoÔ ginomènou orÐzei
kai mia eidik  perÐptwsh thc ènnoiac aut c thn opoÐa kaleÐ orjog¸nio Ðqnoc.
Me to orjog¸nio Ðqnoc A′ enìc megèjouc A se èna qwrÐo B ennoeÐ to Ðqnoc
tou megèjouc A sto qwrÐo B, apokleÐontac to qwrÐo pou eÐnai to sumpl rwma
tou qwrÐou B. AntÐstoiqa me thn sqèsh pou dÐnetai to Ðqnoc, gia to orjog¸nio
Ðqnoc isqÔei h sqèsh

A
′
=

[B · (A|B)]
B2

,

apì ìpou
A
′
= [B · (A|B)],

e�n h arijmhtik  tim  tou B eÐnai Ðsh me 1.

Sthn sunèqeia apodeiknÔei ìti to eswterikì ginìmeno dÔo stoiqeiwd¸n
megej¸n m-bajmÐdac A, B, eÐnai Ðso me

[A|B] = [abc. . .|a′b′c′ . . .]=

∣∣∣∣∣∣∣∣

[a|a′ ] [a|b′ ] [a|c′ ] . . .

[b|a′ ] [b|b′ ] [b|c′ ] . . .

[c|a′ ] [c|b′ ] [c|c′ ] . . .
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Epakìlouja thc parap�nw sqèshc eÐnai mia sullog  sqèsewn metaxÔ
stoiqeiwd¸n megej¸n k�poiec apì tic opoÐec eÐnai:

• [ab|a′b′ ] = [a|a′ ][b|b′ ]− [a|b′ ][b|a′ ],

• [abc]2 = a2b2c2 − a2[b|c]2 − b2[c|a]2 − c2[a|b]2 + 2[a|b][b|c][c|a].

Katìpin apodeiknÔei ìti up�rqoun dÔo eÐdh exis¸sewn pou kajorÐzoun
thn dom  tou eswterikoÔ ginomènou metaxÔ dÔo megej¸n pr¸thc bajmÐdac
(ìqi aparaÐthta prwtogeneÐc mon�dec) kai oi opoÐec eÐnai

[er|es] = 0 (3.21)

e�n r 6= s,
[er|er] = [es|es] = . . .. (3.22)

'Eqoume  dh anafèrei ìti gia opoiesd pote mon�dec isqÔei to sÔnolo twn para-
p�nw exis¸sewn. SÔmfwna me thn anexarthsÐa epilog c sust matoc mon�-
dwn oi parap�nw sqèseic eÐnai diajèsimec kai gia k�je pl rec prwtogenèc
orjog¸nio sÔsthma. Ja d¸soume ìmwc kai mia endeiktik  apìdeixh gia to ìti
oi parap�nw sqèseic eÐnai diajèsimec kai gia opoiod pote aujaÐreto pl rec
orjog¸nio sÔsthma. 'Estw a, b dÔo megèjh autoÔ tou sust matoc kai λ h a-
rijmhtik  tim  tou orjog¸niou sust matoc. MporoÔme na jèsoume ta megèjh
a, b

a = λa′, b = λb
′
,

ìpou a
′
, b
′ èqoun arijmhtik  tim  Ðsh me 1. Tìte, [a

′ |b′ ] = 0 kai [λa
′ |λb

′
] = 0.

Opìte, [a|b] = 0 kai [a|a] = [λa|λa] = λ2. 'Omoia, [b|b] = λ2 kai [a|a] = [b|b].
T¸ra ja deÐxoume ìti up�rqoun mìno autèc oi dÔo sqèseic kai kamÐa �llh.
'Estw loipìn ìti èqoume thn parak�tw exÐswsh pou kajorÐzei thn dom  tou
eswterikoÔ ginomènou ∑

αr,s[er|es] = 0,

h opoÐa gÐnetai ∑
αr,r[er|er] = 0.

Jètontac [er|er] = 1 èqoume
∑

αr,r = 0.
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Sthn teleutaÐa enìthta tou kefalaÐou tou genikeumènou eswterikoÔ gi-
nomènou pou perièqetai sto biblÐo Ausdehnungslehre anafèrei thn ènnoia thc
gwnÐac dÔo megej¸n kai parajètei mia seir� sqèsewn metaxÔ gwni¸n kai tou
eswterikoÔ ginomènou oi opoÐec, ìpwc ja doÔme parak�tw, antistoiqoÔn se
sÔgqronec sqèseic pou eÐnai gnwstèc apì thn jewrÐa thc sÔgqronhc gram-
mik c �lgebrac.

Me ton sumbolismì ∠AB (h gwnÐa AB), ìpou ta A, B eÐnai megèjh Ðdiac
mh mhdenik c bajmÐdac, kai α, β oi antÐstoiqec arijmhtikèc touc timèc, ennooÔme
thn gwnÐa metaxÔ 0 kai π thc opoÐac to sunhmÐtono eÐnai Ðso me to eswterikì
ginìmeno ekeÐnwn twn megej¸n diairemèno me to ginìmeno twn arijmhtik¸n touc
tim¸n, dhlad  jètei

cos∠AB =
[A|B]
αβ

, ∠AB = 0, . . ., π.

Apì ton parap�nw orismì prokÔptei h (gnwst  kai se em�c gia dianÔsmata)
sqèsh tou eswterikoÔ ginomènou dÔo megej¸n Ðdiac bajmÐdac

[A|B] = αβ cos∠AB.

Katìpin, orÐzei to hmÐtono poikÐlwn megej¸n pr¸thc bajmÐdac a, b, . . .,
ta opoÐa èqoun tic antÐstoiqec arijmhtikèc timèc α, β, γ, . . . kai to opoÐo sum-

bolÐzei wc sin(abc. . .), wc to mègejoc to opoÐo eÐnai arijmhtik� Ðso me
[abc. . .]
αβγ. . .

kai eÐnai mh arnhtikì, dhlad ,

sin2(abc. . .) =
[abc. . .]2

α2β2γ2. . .
.

Parat rhsh. Eidik  perÐptwsh tou parap�nw orismoÔ eÐnai ìti an a, b eÐnai
dÔo megèjh pr¸thc bajmÐdac tìte

sin(ab) = sin∠ab,
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k�ti to opoÐo prokÔptei pr¸ton apì to ìti sin2(ab) = 1− cos2 ∠ab diìti,

sin2(ab) =
[ab]2

α2β2
=

a2b2 − [a|b]2
α2β2

=
α2β2 − [a|b]2

α2β2

= 1− [a|b]2
α2β2

= 1− cos2 ∠ab,

kai deÔteron apì to gegonìc ìti to sin(ab) ≥ 0 kai h gwnÐa ∠ab eÐnai metaxÔ
0 kai π.

ApodeiknÔei loipìn mia sullog  sqèsewn k�poiec apì tic opoÐec eÐnai kai
oi akìloujec:

• E�n a, b eÐnai megèjh pr¸thc bajmÐdac tìte

[ab]2 = α2β2 sin2 ∠ab.

• E�n a, b, c, d eÐnai megèjh pr¸thc bajmÐdac tìte

[ab|cd] = αβγδ sin∠ab sin∠cd cos∠(ab · cd).

• E�n a, b, c, . . . eÐnai orjog¸nia metaxÔ touc kai to k eÐnai èna opoiod -
pote mègejoc, to opoÐo prokÔptei arijmhtik� apì aut� ta megèjh, isqÔei h
sqèsh

k

κ
=

a

α
cos∠ak +

b

β
cos∠bk + . . ..

Apìdeixh. 'Estw k = xa + yb + . . .. Tìte, gia na upologÐsoume to x arkeÐ
na pollaplasi�soume k�je mèloc me to |a. Efìson, [b|a] = 0, ktl, paÐrnoume
thn sqèsh [k|a] = x[a|a]. Me ton Ðdio trìpo upologÐzoume kai to y kai touc
upìloipouc suntelestèc. Antikajist¸ntac sthn isìthta tou k paÐrnoume thn
epijumht  sqèsh. 2
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• E�n a, b, . . . eÐnai megèjh orjog¸nia metaxÔ touc kai ta megèjh k, l
par�gontai arijmhtik� apì ta megèjh aut� tìte

cos∠kl = cos∠ak · cos∠al + cos ∠bk · cos∠bl + . . ..

Apìdeixh. Apì ton orismì thc gwnÐac isqÔei h sqèsh

cos∠kl =
[k|l]
κλ

=
[k

κ

l

λ

]

=
[( a

α
cos∠ak +

b

β
cos∠bk + . . .

)∣∣∣
( a

α
cos∠al +

b

β
cos∠bl + . . .

)]

=
a2

α2
cos∠ak cos∠al +

b2

β2
cos∠bk cos∠bl + . . ..

Apì thn parap�nw sqèsh prokÔptei h sqèsh pou jèloume na apodeÐxoume. 2

Sqìlio. E�n k = l tìte isqÔei

1 = cos2 ∠ak + cos2 ∠bk + . . ..

Tèloc, apodeiknÔei thn sqèsh

(a + b)2 = a2 + 2[a|b] + b2

= α2 + 2αβ cos∠ab + β2,

h opoÐa eÐnai h epèktash thc Pujagìreiac prìtashc, kaj¸c kai thn antÐstoiqh
sqèsh gia ton q¸ro, h opoÐa eÐnai

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2[a|b] + 2[c|a] + 2[b|c]
= α2 + β2 + γ2 + 2αβ cos∠ab + 2βγ cos∠bc + 2αγ cos∠ca.
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3.7 Gewmetrikèc Efarmogèc

H GewmetrÐa, sÔmfwna me thn antÐlhyh tou Grassmann, den eÐnai ènac kl�doc
kajar¸n majhmatik¸n efìson proüpojètei thn antÐlhyh tou q¸rou h opoÐa
den genniètai apì to mualì all� eÐnai k�ti apì thn fÔsh mac anex�rthth apì
thn skèyh. 'Opwc anafèrei o Ziwet [Zi1], o Grassmann  tan ènac apì touc
pr¸touc pou anak�luye thn ènnoia tou n-di�statou q¸rou. Sthn efarmog 
twn genik¸n ennoi¸n thc jewrÐac thc èktashc stic qwrikèc sqèseic, prèpei na
antikatast soume gia th genik  idèa thc metatrop c thn idèa thc kÐnhshc,
kai autì eÐnai to eÐdoc metatrop c sto opoÐo ìlec oi qwrikèc allagèc mporoÔn
na anaqjoÔn kai apì tic opoÐec mporoÔn na antiproswpeujoÔn.

H pio apl  qwrik  sqèsh eÐnai h jèsh kai h opoÐa antiproswpeÔetai apì
to gewmetrikì shmeÐo. 'Epeita, autì eÐnai to pio arqikì se bajmÐda stoiqeÐo,
to opoÐo upìkeitai se kÐnhsh kai par�gei gewmetrik� antikeÐmena enìc pio perÐ-
plokou eÐdouc. H kÐnhsh mporeÐ na eÐnai periorismènh   aperiìristh analìga
me ta antikeÐmena pou par�gontai mèsw aut c. Ta periorismèna antikeÐmena
lègontai na èqoun ��mègejoc��. Ta ìria thc paragwgik c kÐnhshc kajorÐzoun
autì to mègejoc. H kÐnhsh opoioud pote gewmetrikoÔ antikeimènou qarakth-
rÐzetai apì thn kateÔjunsh thc kai o kanìnac sÔmfwna me ton opoÐo aut  h
kateÔjunsh all�zei apì mia kat�stash thc kÐnhshc tou antikeimènou se mia
�llh kajorÐzei to sq ma tou antikeimènou pou par�getai. E�n h kateÔjunsh
thc kÐnhshc paramènei h Ðdia, h kÐnhsh kaleÐtai ��stoiqei¸dhc��. To sÔnolo ìlwn
twn antikeimènwn pou mporoÔn na paraqjoÔn apì mia stoiqei¸dh kÐnhsh se mia
dedomènh kateÔjunsh (kai thn antÐjeth thc) apoteleÐ autì pou o Grassmann
kaleÐ ��sÔsthma�� [Zi1].

Sunep¸c, mia eujeÐa antiproswpeÔei èna sÔsthma di�stashc 1, efìson pe-
rièqei ìla ta shmeÐa kai ta eujÔgramma tm mata ta opoÐa mporoÔn na paraqjoÔn
apì èna shmeÐo to opoÐo kineÐtai se mia dosmènh kateÔjunsh. E�n ìla ta stoi-
qeÐa (shmeÐa) autoÔ tou sust matoc di�stashc 1 upìkeintai se mia stoiqei¸dh
kÐnhsh se mia kateÔjunsh pou den perièqetai se autì, par�getai èna sÔsthma
di�stashc 2. [Zi1].

Se autì loipìn to kef�laio o Grassmann efarmìzei thn jewrÐa pou èqei
anaptÔxei prohgoumènwc gia poikÐlec gewmetrikèc ontìthtec ston didi�sta-
to kai ston trisdi�stato q¸ro. Xekin�ei me dÔo diaforetik� eÐdh gewmetrik�
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ermhneumènwn megej¸n ta opoÐa eÐnai ta shmeÐa kai ta dianÔsmata, kai ta opoÐa
eÐnai megèjh pr¸thc bajmÐdac. Katìpin, suneqÐzei me thn ermhneÐa poikÐlwn
megej¸n uyhlìterhc bajmÐdac ta opoÐa prokÔptoun apì ta dÔo parap�nw eÐdh
megej¸n mèsw tou exwterikoÔ ginomènou. EpÐshc ja doÔme ton rìlo tou palin-
dromikoÔ ginomènou gia ton upologismì tom¸n metaxÔ megej¸n uyhlìterhc
bajmÐdac.

3.7.1 Jemeli¸deic ènnoiec

Jewr¸ntac loipìn èna shmeÐo E kai treic metaxÔ touc k�jetec kai Ðdiou m -
kouc eujeÐec wc prwtogeneÐc mon�dec kai tèssera aujaÐreta bajmwt� megèjh
α, α1, α2, α3, orÐzei ta ex c:

• me
E + α1e1 + α2e2 + α3e3

ennoeÐ to shmeÐo, èstw A, ìtan kaneÐc kinhjeÐ apì to E kata èna eujÔgrammo
tm ma EB Ðso me to α1e1, dhlad  kat� èna eujÔgrammo tm ma to opoÐo èqei
thn Ðdia   thn antÐjeth kateÔjunsh me to e1 sÔmfwna me to an to α1 eÐnai
jetikì   arnhtikì bajmwtì mègejoc kai tou opoÐou to m koc se sqèsh me to
m koc tou e1 eÐnai ìso h analogÐa tou α1 me to 1. 'Epeita kinhjeÐ apì to
shmeÐo B kat� èna eujÔgrammo tm ma BC to opoÐo eÐnai Ðso me to α2e2 kai
tèloc kinhjeÐ apì to C kat� èna eujÔgrammo tm ma BC, to opoÐo eÐnai Ðso me
to α3e3. Dhlad , an kinhjeÐ ìpwc faÐnetai sto parak�tw sq ma

E

A

C

B

e1

e2

e3
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• me
α1e1 + α2e2 + α3e3

ennoeÐ èna di�nusma (Strecke, displacement), to opoÐo eÐnai mia eujeÐa gramm 
sugkekrimènou m kouc kai kateÔjunshc, kai sugkekrimèna ekeÐno to di�nusma
to opoÐo èqei Ðdio m koc kai kateÔjunsh me thn eujeÐa pou sqhmatÐzetai apì
to shmeÐo E mèqri to shmeÐo E + α1e1 + α2e2 + α3e3 kai

• me

α(E + α1e1 + α2e2 + α3e3) = αE + αα1e1 + αα2e2 + αα3e3

ennoeÐ to α-pollapl�sio (α-fache, α-fold) tou shmeÐou A (pollaplì shmeÐo).
O suntelest c α tou shmeÐou A kaleÐtai to b�roc tou shmeÐou A [Gr, §216].
'Ola ta apl� shmeÐa ja jewroÔme ìti èqoun b�roc Ðso me thn apìluth mon�da.

ApaiteÐ ìti gia opoiad pote apì aut� ta megèjh isqÔoun oi jemeli¸deic
pr�xeic, oi idiìthtec kai ta jewr mata tou kefalaÐou 1.

K�je mègejoc loipìn pr¸thc bajmÐdac eÐnai eÐte èna aplì shmeÐo, eÐte
èna pollaplì shmeÐo eÐte èna di�nusma sugkekrimènou m kouc kai kateÔjun-
shc. 'Otan mil�ei gia eujeÐec sugkekrimènou m kouc kai kateÔjunshc ennoeÐ
eujÔgramma tm mata. To eujÔgrammo tm ma AB diafèrei apì to di�nusma
to opoÐo prosdiorÐzetai apì ta shmeÐa A,B sto gegonìc ìti to eujÔgrammo
tm ma eÐnai èna di�nusma to opoÐo èqei sugkerimènh jèsh epÐ thc eujeÐac pou
prosdiorÐzetai apì ta shmeÐa A,B, dhlad , èqei arq  to A kai pèrac to B (ta
legìmena me sÔgqronouc ìrouc ��efarmost� dianÔsmata��), en¸ to di�nusma
pou prosdiorÐzetai apì aut� ta dÔo shmeÐa kineÐtai se opoiad pote par�llhlh
eujeÐa wc proc thn eujeÐa pou prosdiorÐzetai apì ta shmeÐa A,B (ta legìmena
me sÔgqronouc ìrouc ��eleÔjera dianÔsmata��).

Sthn sunèqeia sÔmfwna me tic dÔo jemeli¸deic pr�xeic pou orÐsame sto
1o kef�laio apant� se duo basik� erwt mata:

• Ti mègejoc prokÔptei apì to �jroisma poikÐlwn dianusm�twn ;

• Ti mègejoc prokÔptei apì to ginìmeno enìc dianÔsmatoc me èna ba-
jmwtì mègejoc ;
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ApodeiknÔei loipìn ìti to �jroisma poikÐlwn dianusm�twn dÐnei èna di�nu-
sma to opoÐo èqei to Ðdio m koc kai thn Ðdia kateÔjunsh me to eujÔgrammo
tm ma pou en¸nei to arqikì shmeÐo tou pr¸tou dianÔsmatoc me to telikì shmeÐo
tou teleutaÐou dianÔsmatoc, efarmìzontac ta dianÔsmata to èna met� to �llo
ètsi ¸ste ekeÐ pou stamat�ei to èna na arqÐzei to �llo qwrÐc na all�xoume to
m koc kai thn kateÔjunsh touc. 'Oson afor� to ginìmeno enìc arijmoÔ α me
èna di�nusma x prokÔptei èna di�nusma y to opoÐo èqei thn Ðdia   thn antÐjeth
kateÔjunsh me to di�nusma x, sÔmfwna me to an o arijmìc α eÐnai jetikìc  
arnhtikìc, kai tou opoÐou to m koc se sqèsh me to m koc tou x eÐnai ìso h
analogÐa tou α me to 1 [Gr, §220,221].

Sthn sunèqeia orÐzei thn ènnoia tou ��barÔkentrou�� (Summenpunkt,
summation point) lègontac ìti to �jroisma αA+βB + . . ., ìpou ta A,B, . . .
eÐnai shmeÐa kai ta α, β, . . . eÐnai bajmwt� megèjh, eÐnai eÐte èna di�nusma e�n
α+β+ . . . = 0 eÐte èna pollaplì shmeÐo e�n α+β+ . . . 6= 0, kai sugkekrimèna
sthn perÐptwsh tou dianÔsmatoc isqÔei

αA + βB + . . . = α(A−R) + β(B −R) + . . .,

kai sthn perÐptwsh tou pollaploÔ shmeÐou isqÔei

αA + βB + . . . = (α + β + . . .)S,

ìpou
S −R =

α(A−R) + β(B −R) + . . .

α + β + . . .
,

kai R eÐnai èna aujaÐreto shmeÐo.

Sthn deÔterh perÐptwsh to pollaplì shmeÐo pou prokÔptei kaleÐtai to
barÔkentro, èstw S, kai tou opoÐou o suntelest c αA+βB + . . . antiprosw-
peÔei to b�roc tou kai eÐnai to monadikì shmeÐo to opoÐo èqei thn idiìthta

α(A− S) + β(B − S) + . . . = 0.

ShmeÐwsh. Gia par�deigma, èstw αA, βB dÔo pollapl� shmeÐa me b�rh
α, β antÐstoiqa, ta opoÐa eÐnai bajmwt� megèjh jetik�   arnhtik�. Tìte to
�jroisma touc

αA + βB
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eÐnai èna pollaplì shmeÐo tou opoÐou o suntelest c (to b�roc) eÐnai Ðsoc me
to �jroisma twn suntelest¸n (twn bar¸n) twn dosmènwn shmeÐwn. Opìte,

αA + βB = (α + β)C

 
A− C

C −B
=

β

α
.

Sunep¸c, to shmeÐo C ja brÐsketai sthn eujeÐa pou pern�ei apì ta A,B kai
h jèsh tou wc proc ta shmeÐa A, B exart�tai apì ta bajmwt� megèjh α, β
[Hyde].

Apì ton orismì prokÔptei �mesa ìti to �jroisma enìc aploÔ shmeÐou A
kai enìc dianÔsmatoc p (to opoÐo mpor¸ na gr�yw wc p = B−A) eÐnai Ðso me
to telikì shmeÐo tou dianÔsmatoc B [Gr, §226], diìti

A + p = A + (B −A) = B.

AntÐjeta, èstw αA èna pollaplì shmeÐo kai p èna di�nusma. Tìte

αA + p = α
(
A +

p

α

)
,

opìte, e�n to α-pollapl�sio tou eujÔgrammou tm matoc AB èqei thn Ðdia
kateÔjunsh kai to Ðdio m koc me to di�nusma p (sunep¸c kai to AB me to

p

α
),

B −A =
p

α
.

Sunep¸c
αA + p = α(A + B −A) = αB,

dhlad , to �jroisma enìc pollaploÔ shmeÐou, èstw αA, kai enìc dianÔsmatoc
p eÐnai Ðso me to pollaplì telikì shmeÐo enìc eujÔgrammou tm matoc AB tou
opoÐou to α-pollapl�sio èqei to Ðdio m koc kai kateÔjunsh me to di�nusma p
[Gr, §227].

Parat rhsh. Se autì to shmeÐo o Grassmann k�nei èna ektenèc sqì-
lio. Anafèrei ìti h prìsjesh shmeÐwn dìjhke pr¸ta apì ton Möbius to 1827,
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en¸ h prìsjesh dianusm�twn faÐnetai na èqei dojeÐ apì ton Bellavitis gÔrw
sto 1835. Anex�rthta apì ta èrga twn �llwn dÔo, sto Ausdehnungslehre
tou 1844, orÐsthke h prìsjesh metaxÔ shmeÐwn kai dianusm�twn. Wstìso,
sta èrga kai twn tri¸n èleipe h apìdeixh ìti den up�rqei kamÐa �llh prìs-
jesh shmeÐwn kai dianusm�twn ektìc apì autèc pou dìjhkan parap�nw. 'Etsi
loipìn, o Grassmann apodeiknÔei ìti h genik  ènnoia thc prìsjeshc, efar-
mosmènh se shmeÐa kai dianÔsmata, dÐnei mìno thn parap�nw prìsjesh.

ApodeiknÔei loipìn ìti ta megèjh ta opoÐa prokÔptoun apì di�forec
sundèseic (dhlad , mèsw twn pr�xewn thc �jroishc kai thc afaÐreshc), eÐ-
nai tou Ðdiou eÐdouc me ta megèjh ta opoÐa sundèontai.

SÔmfwna me tic tèsseric jemeli¸deic sqèseic metaxÔ ektetamènwn mege-
j¸n [Gr, §8]:

1) a + b = b + a,

2) a + (b + c) = (a + b) + c,

3) a + b− b = a,

4) a− b + b = a,

efìson e�n ta A,B eÐnai apl� shmeÐa, tìte h trÐth sqèsh dÐnei

A + B −B = A,

dhlad , paÐrnoume èna aplì shmeÐo, k�jwc kai h sqèsh

A−B + B = A,

dÐnei èna aplì shmeÐo, k�noume thn upìjesh ìti h sqèsh A + B − C dÐnei
èna aplì shmeÐo. Aut  h upìjesh ikanopoieÐtai mìno ìtan to C eÐnai to mèso
metaxÔ twn A,B. Gia apodeÐxei loipìn aut  thn upìjesh upojètei ìti h sqèsh
A + B − C isoÔtai me èna shmeÐo X, kai ja apodeÐxei ìti to X = C.

'Estw ìti to X eÐnai diaforetikì tou C tìte proekteÐnontac to XC kat�
èna Ðso me ton eautì tou eujÔgrammo tm ma CY , dhlad , XC = CY .
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A BC

 X

Y

Peristrèfontac to sq ma to opoÐo perilamb�nei ta shmeÐa A,B, C, X sto
epÐpedo tou gÔrw apì to shmeÐo C kat� 180o, tìte to A pèftei sthn jèsh
tou B, to B sthn jèsh tou A kai to X tautÐzetai me to Y , dhlad  h sullog 
A,B, C, X eÐnai isodÔnamh me thn sullog  B, A,C, Y . Efìson upojèsame ìti

A + B − C = X,

prokÔptei h sqèsh
B + A− C = Y.

'Eqoume loipìn
Y = B + A− C = A + B − C = X.

'Omwc gia na sumpÐptoun ta shmeÐa X, Y ja prèpei Y = X = C.

Sunep¸c, apèdeixe ìti to �jroisma dÔo apl¸n shmeÐwn eÐnai Ðso me dÔo
forèc to aplì shmeÐo to opoÐo brÐsketai metaxÔ twn dÔo shmeÐwn. Me parìmoio
trìpo skèyhc apodeiknÔei ta antÐstoiqa gia dianÔsmata [Gr, pp.129-131].

3.7.2 Trisdi�stata qwrÐa

SÔmfwna me ton Grassmann ìtan èna shmeÐo upoqwreÐ sto �peiro den èqei
nìhma na parathreÐ kaneÐc thn jèsh tou, all� akìma upodhl¸nei mia kateÔ-
junsh efìson ìlec oi eujeÐec pou pernoÔn apì peperasmèna shmeÐa kai apì
autì to shmeÐo sto �peiro eÐnai metaxÔ touc par�llhlec. 'Omoia, mia eujeÐa
h opoÐa brÐsketai se �peirh apìstash kajorÐzei mia kateÔjunsh epipèdou kai
ìla ta epÐpeda pou pernoÔn apì peperasmèna shmeÐa kai apì aut n thn eu-
jeÐa sto �peiro eÐnai metaxÔ touc par�llhla. Opìte me èna apeÐrwc makrinì
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shmeÐo ennoeÐ thn dieÔjunsh miac eujeÐac, me mia apeÐrwc makrin  eujeÐa ennoeÐ
ìlec tic dieujÔnseic enìc epipèdou kai me èna apeÐrwc makrinì epÐpedo ìlec tic
dieujÔnseic tou q¸rou [Gr, §228].

Sthn sunèqeia diakrÐnei sto epÐpedo kai ston q¸ro ta sust mata mon�dwn
apì ta opoÐa prokÔptoun arijmhtik� ìla ta megèjh pr¸thc bajmÐdac. Su-
gkekrimèna:

• 'Ola ta shmeÐa miac eujeÐac prokÔptoun arijmhtik� apì opoiad pote
dÔo diaforetik� shmeÐa aut c thc eujeÐac [Gr, §234].

• 'Ola ta shmeÐa enìc epipèdou prokÔptoun arijmhtik� apì opoiad pote
trÐa shmeÐa ta opoÐa den brÐskontai sthn Ðdia eujeÐa [Gr, §233], dhlad , e�n
A,B,C eÐnai trÐa shmeÐa tìte k�je �llo shmeÐo D tou epipèdou pou pern�ei
apì aut� ta trÐa shmeÐa mporeÐ na ekfrasteÐ sthn morf 

D = αA + βB + γC.

• 'Ola ta shmeÐa tou q¸rou prokÔptoun arijmhtik� apì opoiad pote
tèssera shmeÐa ta opoÐa den brÐskontai sto Ðdio epÐpedo [Gr, §232].

• 'Ola ta dianÔsmata miac eujeÐac prokÔptoun arijmhtik� apì èna au-
jaÐreto di�nusma aut c thc eujeÐac [Gr, §230A].

Apìdeixh. 'Estw a, b dÔo dianÔsmata thc Ðdiac eujeÐac. An sqedi�soume apì
èna aujaÐreto shmeÐo C thc eujeÐac ta eujÔgramma tm mata CA, CB ta opoÐa
èqoun Ðdia m kh kai kateujÔnseic me ta a, b antÐstoiqa, tìte

a = A− C, b = B − C.

E�n CB : CA = α : 1 tìte

b = B − C = α(A− C) = αa.

• 'Ola ta dianÔsmata enìc epipèdou prokÔptoun arijmhtik� apì dÔo au-
jaÐreta mh par�llhla dianÔsmata tou epipèdou autoÔ [Gr, §230].
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Apìdeixh. 'Estw a, b dÔo dianÔsmata enìc epipèdou mh par�llhla metaxÔ
touc, kai d èna aujaÐreto di�nusma. An sqedi�soume apì èna aujaÐreto shmeÐo
C ta eujÔgramma tm mata CA, CB, CD ta opoÐa èqoun Ðdia m kh kai kateujÔn-
seic me ta a, b, d antÐstoiqa, kai sqedi�soume apì to D mia eujeÐa par�llhlh
sto CB, h opoÐa kìbei to CA sto E, tìte CE//CA, ED//CB. Jètontac

CE : CA = α : 1, ED : CB = β : 1,

tìte

E − C = α(A− C) = αa,

D − E = β(B − C) = βb.

An prosjèsoume tic dÔo parap�nw isìthtec tìte

d = D − C = αa + βb.

• 'Ola ta dianÔsmata tou q¸rou prokÔptoun arijmhtik� apì trÐa aujaÐre-
ta dianÔsmata mh par�llhla sto Ðdio epÐpedo [Gr, §229].

Apìdeixh. 'Estw a, b, c trÐa dianÔsmata mh par�llhla sto Ðdio epÐpedo, kai e
èna aujaÐreto di�nusma. An sqedi�soume apì èna aujaÐreto shmeÐo D ta eujÔ-
gramma tm mata DA,DB, DC,DE ta opoÐa èqoun Ðdia m kh kai kateujÔnseic
me ta a, b, c, e antÐstoiqa, tìte

A−D = a, B −D = b, C −D = c, E −D = e.

E�n, sqedi�soume apì to E par�llhlh sto DC, h opoÐa kìbei to epÐpedo
ABD sto F , kai apì to F par�llhlh sto DB, h opoÐa kìbei to DA sto
shmeÐo G, tìte DG//DA, GF//DB,FE//DC. Jètontac

DG : DA = α : 1, GF : DB = β : 1, FE : DC = γ : 1,

tìte

G−D = α(A−D) = αa,

F −G = β(B −D) = βb,

E − F = γ(C −D) = γc.

An tic prosjèsoume tìte

e = E −D = αa + βb + γc.
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'Epeita anafèrei di�fora paradeÐgmata grammik¸c exarthmènwn megej¸n,
ìpwc gia par�deigma, e�n trÐa dianÔsmata eÐnai grammik¸c exarthmèna tìte eÐ-
nai sunepÐpeda kai ìti e�n trÐa shmeÐa eÐnai grammik¸c exarthmèna tìte brÐskon-
tai sthn Ðdia eujeÐa.

Tèloc, mil�ei gia qwrÐa poikÐlwn diast�sewn twn opoÐwn ta sust mata
mon�dwn tautÐzei me ta qwrik� megèjh ta opoÐa prosdiorÐzontai apì ta stoiqeÐa
tou ek�stote sust matoc mon�dwn kai anafèrei sugkekrimèna ìti:

• èna qwrÐo di�stashc 1 eÐnai èna shmeÐo to opoÐo èqei jèsh,

• èna qwrÐo di�stashc 2 eÐnai mia apèranth eujeÐa,

• èna qwrÐo di�stashc 3 eÐnai èna apèranto epÐpedo kai

• èna qwrÐo di�stashc 4 eÐnai ènac apèrantoc q¸roc.

3.7.3 To sunduastikì ginìmeno

To sunduastikì ginìmeno dÔo shmeÐwn A = α1e1 + α2e2, B = β1e1 + β2e2

eÐnai Ðso me

[AB] =[(α1e1 + α2e2)(β1e1 + β2e2)]
=α1β1[e1e1] + α1β2[e1e2] + α2β1[e2e1] + α2β2[e2e2].

To mègejoc pou prokÔptei exart�tai apì ta ginìmena [e1e1], [e1e2], [e2e1] kai
[e2e2].

En gènei, to sunduastikì ginìmeno peperasmènou pl jouc megej¸n eÐnai
Ðso me to mhdèn an kai mìno an ta megèjh aut� eÐnai grammik¸c exarthmèna
metaxÔ touc. Sunep¸c,

• to sunduastikì ginìmeno dÔo shmeÐwn eÐnai Ðso me to mhdèn an kai mìno
an ta dÔo shmeÐa sumpÐptoun,
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• to sunduastikì ginìmeno tri¸n shmeÐwn eÐnai mhdèn an kai mìno an ta
trÐa shmeÐa brÐskontai sthn Ðdia eujeÐa,

• to sunduastikì ginìmeno tess�rwn shmeÐwn eÐnai mhdèn an kai mìno an
ta shmeÐa aut� brÐskontai sto Ðdio epÐpedo,

• to sunduastikì ginìmeno pènte shmeÐwn eÐnai p�nta mhdèn, efìson ìla
ta shmeÐa tou q¸rou prokÔptoun arijmhtik� apì opoiad pote tèssera shmeÐa
tou ta opoÐa den eÐnai sunepÐpeda, kai sunep¸c k�je pènte shmeÐa sto q¸ro
eÐnai grammik¸c exarthmèna metaxÔ touc.

To sunduastikì ginìmeno dÔo apl¸n shmeÐwn [AB] eÐnai Ðso me to sundua-
stikì ginìmeno dÔo �llwn apl¸n shmeÐwn [CD] an kai mìno an oi dÔo eujeÐec
pou prosdiorÐzontai apì ta shmeÐa A,B kai C, D antÐstoiqa, sumpÐptoun kai
ta dÔo eujÔgramma tm mata AB kai CD èqoun to Ðdio m koc kai thn Ðdia
kateÔjunsh [Gr, §247].

OrÐzei to ginìmeno [AB] dÔo shmeÐwn na eÐnai èna eujÔgrammo stoiqeÐo (Li-
nientheil, line element) kai eÐnai èna stoiqeÐo thc eujeÐac AB, kai èqei to Ðdio
m koc kai thn Ðdia kateÔjunsh me to eujÔgrammo tm ma AB. To eujÔgrammo
stoiqeÐo [AB] diafèrei apì to eujÔgrammo tm ma AB sto gegonìc ìti to eu-
jÔgrammo stoiqeÐo eÐnai èna di�nusma pou kineÐtai kat� m koc thc eujeÐac pou
prosdiorÐzetai apì ta shmeÐa A,B, en¸ to eujÔgrammo tm ma èqei sugkekrimè-
nh jèsh pou prosdiorÐzetai apì aut� ta dÔo shmeÐa (Me sÔgqronouc ìrouc to
eujÔgrammo stoiqeÐo antistoiqeÐ sto ��olisjaÐnon di�nusma��).

Opìte, dÔo eujÔgramma stoiqeÐa eÐnai Ðsa an kai mìno an èqoun to Ðdio
m koc kai thn Ðdia kateÔjunsh kai brÐskontai epÐ thc Ðdiac eujeÐac.

'Oson afor� to sunduastikì ginìmeno enìc aploÔ shmeÐou A kai enìc
dianÔsmatoc p prokÔptei èna eujÔgrammo stoiqeÐo to opoÐo brÐsketai epÐ thc
eujeÐac pou eÐnai par�llhlh sto di�nusma p kai pern�ei apì to shmeÐo A kai
èqei to Ðdio m koc kai kateÔjunsh me to di�nusma p, diìti sqedi�zontac kaneÐc
dia mèsou tou A èna eujÔgrammo tm ma AB Ðdiou m kouc kai kateÔjunshc me
to p tìte

[Ap] = [A(B −A)] = [AB].
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Tèloc to ginìmeno enìc eujÔgrammou stoiqeÐou me èna bajmwtì mègejoc
eÐnai Ðso me èna eujÔgrammo stoiqeÐo to opoÐo brÐsketai sthn Ðdia eujeÐa kai
sqetÐzetai me to pr¸to eujÔgrammo stoiqeÐo ìpwc to α me to 1, diìti

α[AB] = α[A(B −A)] = [A · α(B −A)].

Sthn sunèqeia exet�zei megalÔterhc bajmÐdac ginìmena xekin¸ntac me
ton prosdiorismì k�poiwn gewmetrik¸n ontot twn. To parallhlìgrammo sto
opoÐo AB kai BC eÐnai dÔo pleurèc tou kaleÐtai to parallhlìgrammo ABC.
DÔo parallhlìgramma ABC kai DEF , ta opoÐa brÐskontai se par�llhla
epÐpeda, ja lègetai ìti èqoun to Ðdio prìshmo an kai mìno an mporeÐ kaneÐc me
par�llhlec metaforèc na ta fèrei se tètoia jèsh ètsi ¸ste ìtan oi pleurèc
AB kai DE brÐskontai sthn Ðdia eujeÐa kai èqoun thn Ðdia kateÔjunsh tìte ta
shmeÐa C kai F na brÐskontai apì thn Ðdia meri� aut c thc eujeÐac [Gr, §239].

Me b�sh ta parap�nw dÔo parallhlìgramma eÐnai Ðsa an kai mìno an èqoun
to Ðdio embadìn kai prìshmo kai brÐskontai se par�llhla epÐpeda. To sundua-
stikì ginìmeno tri¸n shmeÐwn [ABC] kaleÐtai èna epÐpedo stoiqeÐo (Flächen-
theil, surface element). EÐnai èna mègejoc bajmÐdac 3 kai antiproswpeÔei èna
tm ma tou epipèdou ABC tou opoÐou to embadìn eÐnai Ðso me to dipl�sio tou
trig¸nou pou èqei tic korufèc A,B, C.

DÔo mh mhdenik� sunduastik� ginìmena [ABC] kai [DEF ] eÐnai Ðsa an
kai mìno an ta parallhlìgramma ABC kai DEF eÐnai Ðsa kai èqoun to Ðdio
prìshmo kai brÐskontai sto Ðdio epÐpedo. To sunduastikì ginìmeno dÔo sh-
meÐwn A,B kai enìc dianÔsmatoc c eÐnai Ðso me to epÐpedo stoiqeÐo tou opoÐou
to embadìn eÐnai Ðso me ekeÐno tou parallhlogr�mmou ABC, ìpou to BC èqei
to Ðdio m koc kai kateÔjunsh me to di�nusma c, diìti

[ABc] = [AB(C −B)] = [ABC],

e�n c = C −B.

EpÐshc to sunduastikì ginìmeno enìc shmeÐou A kai dÔo dianusm�twn b, c
eÐnai p�li èna epÐpedo stoiqeÐo, diìti

[Abc] = [A(B −A)(C −B)] = [AB(C −B)] = [ABC].
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An�loga orÐzei sunduastik� ginìmena bajmÐdac 4 kai ta onom�zei stoiqeÐa
ìgkou [Gr, §262,263].

K�je tèssera mh-sunepÐpeda apl� shmeÐa A,B, C,D prosdiorÐzoun èna
tetr�edro, èstw [ABCD] kai èxi forèc o ìgkoc autoÔ tou parallhlepÐpedou
ja jewreÐtai wc h tim  (o ìgkoc) tou ginomènou autoÔ. E�n to ginìmeno eÐnai
Ðso me to mhdèn, tìte o ìgkoc tou tetr�edrou mhdenÐzetai kai sunep¸c ta
tèssera shmeÐa ja eÐnai sunepÐpeda.

3.7.4 Ajroisma eujÔgrammwn kai epÐpedwn stoiqeÐwn

Se prohgoÔmeno kef�laio orÐsame thn ènnoia tou stoiqei¸douc megèjouc kai
epÐshc apodeÐxame ìti se èna prwtogenèc qwrÐo di�stashc n ìla ta megèjh
bajmÐdac 1 kai ìla ta megèjh bajmÐdac (n− 1) eÐnai stoiqei¸dh. Sugkekrimè-
na, apodeÐxame ìti to �jroisma dÔo stoiqeiwd¸n megej¸n, bajmÐdac (n − 1)
kai ta dÔo, eÐnai èna stoiqei¸dec mègejoc thc Ðdiac bajmÐdac. Sunep¸c, upì
thn prìsjesh, dÔo eujÔgramma stoiqeÐa sto Ðdio epÐpedo dÐnoun èna eujÔgram-
mo stoiqeÐo sto Ðdio epÐpedo, kai dÔo epÐpeda stoiqeÐa ston q¸ro dÐnoun èna
epÐpedo stoiqeÐo. To Ðdio isqÔei kai e�n prosjèsoume peperasmèno pl joc eu-
jugr�mmwn stoiqeÐwn   peperasmèno pl joc epÐpedwn stoiqeÐwn. Sthn sunè-
qeia ja melet soume thn �jroish sugkekrimènwn eid¸n eujÔgrammwn stoi-
qeÐwn.

'Estw A,B, C trÐa apl� shmeÐa kai [AB] kai [AC] dÔo eujÔgramma stoi-
qeÐa peperasmènou m kouc twn opoÐwn oi eujeÐec èqoun shmeÐo tom c to shmeÐo
A.

 C  D

 A  B

E
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Tìte
[AB] + [AC] = [A(B + C)] = 2[AE],

ìpou E eÐnai to mèso shmeÐo metaxÔ twn shmeÐwn B, C. All� to AE eÐnai
h mis  diag¸nioc tou parallhlogr�mmou CAB, opìte 2AE eÐnai olìklhrh
h diag¸nioc. Sunep¸c to �jroisma dÔo eujÔgrammwn stoiqeÐwn eÐnai Ðso me
to eujÔgrammo stoiqeÐo Ðdiou m kouc kai kateÔjunshc me thn diag¸nio tou
parallhlogr�mmou.

'Estw t¸ra dÔo peperasmènou m kouc par�llhla eujÔgramma stoiqeÐa
[Ap] kai [Bq] ta opoÐa èqoun thn Ðdia kateÔjunsh, ìpou A, B eÐnai apl� shmeÐa
kai p, q eÐnai par�llhla dianÔsmata gia ta opoÐa isqÔei q = αp, me α jetikì
bajmwtì mègejoc. Tìte

[Ap] + [Bq] =[Ap] + [B · αp]
=[Ap] + [αB · p]
=[(A + αB)p]
=[(1 + α)S · p]
=[S · (1 + α)p]
=[S(p + αp)] = [S(p + q)],

ìpou S eÐnai to barÔkentro twn shmeÐwn A kai αB. Sunep¸c, to �jroisma
dÐnei èna par�llhlo wc proc ta �lla dÔo eujÔgramma stoiqeÐa stoiqeÐo sto
Ðdio epÐpedo, tou opoÐou to m koc eÐnai Ðso me to �jroisma twn mhk¸n twn dÔo
eujÔgrammwn stoiqeÐwn kai tou opoÐou h eujeÐa brÐsketai metaxÔ twn eujei¸n
twn dÔo eujÔgrammwn stoiqeÐwn kai se apìstash apì autèc tic grammèc ìso
h antÐstrofh analogÐa twn mhk¸n twn dÔo eujÔgrammwn stoiqeÐwn.

E�n t¸ra ajroÐsoume dÔo peperasmènou m kouc eujÔgramma stoiqeÐa,
ta opoÐa èqoun antÐjetec kateujÔnseic kai den èqoun to Ðdio m koc, tìte
akolouj¸ntac thn Ðdia diadikasÐa me thn amèswc prohgoÔmenh perÐptwsh kai
antikajist¸ntac to α me to −α, brÐskoume ìti to �jroisma eÐnai Ðso me to
eujÔgrammo stoiqeÐo to opoÐo èqei par�llhlh dieÔjunsh me ta dÔo dianÔsmata
kai for� ìmoia me thn for� tou megalÔterou kai tou opoÐou h eujeÐa brÐsketai
èxw apì tic eujeÐec twn dÔo eujÔgrammwn stoiqeÐwn, se apìstash apì ta dÔo
eujÔgramma stoiqeÐa ìso o antÐstrofoc lìgoc twn mhk¸n touc.

Sqìlio. E�n ta dÔo eujÔgramma stoiqeÐa èqoun to Ðdio m koc kai antÐ-
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jetec kateujÔnseic tìte sunep�getai ìti

B −A = C −D

kai ja èqoume
[AB] + [CD] = [(B −A)(D −A)].

Sunep¸c, to �jroisma ja eÐnai Ðso me to to ginìmeno dÔo dianusm�twn to opoÐo
ja èqei Ðso embadìn kai to Ðdio prìshmo me to parallhlìgrammo ABC. Se
sÔgqronh orologÐa lème ìti den orÐzetai to �jroisma twn dÔo dianusm�twn se
aut n thn perÐptwsh kai apl� lème ìti èqoume èna zeÔgoc dianusm�twn. Gia
na ermhneÔsoume thn perÐptwsh tou zeÔgouc, mèsw thc Fusik c, mporoÔme
na jewr soume èna sterèo s¸ma sto opoÐo askoÔntai dÔo suggramikèc all�
antÐjethc for�c dun�meic. Tìte diakrÐnoume dÔo peript¸seic:

• Oi dun�meic autèc na brÐskontai epÐ thc Ðdiac eujeÐac, opìte to s¸ma
ja parameÐnei akÐnhto.

• Oi dun�meic autèc na brÐskontai se diaforetikèc par�llhlec eujeÐec,
opìte to s¸ma ja peristrafeÐ all� den ja metaferjeÐ. Ja èqoume loipìn thn
Ôparxh rop c.

An loipìn jewr soume tic dun�meic ~F1, ~F2 kai O to kèntro twn rop¸n,
tìte h rop  tou zeÔgouc ja èqei to Ðdio mètro me to mètro miac ek twn
dun�mewn, pollaplasiasmèno me thn apìstash metaxÔ twn forèwn touc, diìti

OA| ~F1| −OB| ~F2| = (OA−OB)| ~F1| = AB| ~F1|.

O

AK

T

F1

F2

B
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Sunep¸c den exart�tai apì to kèntro twn rop¸n kai epomènwc h rop  eÐnai
Ðsh me to embadìn tou parallhlogr�mmou pou orÐzetai apì ta dianÔsmata tou
zeÔgouc.

EpÐshc, e�n sthn parap�nw sqèsh jèsoume P = [(B −A)(D −A)] tìte

[DC] =[AB]− P

=[AB] + [(A−B)(D −A)],

dhlad , to �jroisma enìc peperasmènou m kouc eujÔgrammou stoiqeÐou kai
enìc sunduastikoÔ ginomènou dÔo dianusm�twn dÐnei èna eujÔgrammo stoiqeÐo.

Me an�logo trìpo prosdiorÐzei ta di�fora megèjh ta opoÐa prokÔptoun
apì thn �jroish sugkekrimènwn peript¸sewn epÐpedwn stoiqeÐwn.

Gia par�deigma, èstw ìti èqoume dÔo peperasmènou mètrou epÐpeda stoi-
qeÐa ta opoÐa tèmnontai se mia eujeÐa kai èstw A kai B dÔo shmeÐa aut c thc
eujeÐac. Epiprìsjeta, c kai d eÐnai dÔo dianÔsmata tètoia ¸ste ta epÐpeda
stoiqeÐa ta opoÐa ja prostejoÔn na eÐnai Ðsa me [ABc] kai [ABd]. Tìte

[ABc] + [ABd] = [AB(c + d)].

Sunep¸c, to �jroisma anaparÐstatai apì èna parallhlìgrammo sto opoÐo to
AB eÐnai h b�sh tou kai c + d eÐnai h �llh tou pleur�.

'Oson afor� to �jroisma dÔo par�llhlwn kai me Ðdio prìshmo epÐpedwn
stoiqeÐwn (twn opoÐwn ta embad� eÐnai peperasmènou mètrou all� den eÐnai Ðsa)
prokÔptei èna par�llhlo kai me to Ðdio prìshmo epÐpedo stoiqeÐo tou opoÐou
to embadìn eÐnai Ðso me to �jroisma twn embad¸n twn dÔo epÐpedwn stoiqeÐwn
kai tou opoÐou to epÐpedo brÐsketai metaxÔ ekeÐnwn twn epÐpedwn stoiqeÐwn
kai se apìstash apì aut� ìso h antÐstrofh analogÐa twn embad¸n touc.

3.7.5 Embadometrikìc kai stereometrikìc pollaplasia-
smìc

Me ton ìro embadometrikì kai stereometrikì pollaplasiasmì o Grassmann
ennoeÐ ton sqetikì pollaplasiasmì sto epÐpedo (wc èna qwrÐo di�stashc 3)
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kai ston q¸ro (wc èna qwrÐo di�stashc 4) antÐstoiqa. Dhlad , anafère-
tai se ginìmena ta opoÐa eÐnai eÐte exwterik�, e�n to �jroisma twn bajmÐdwn
twn paragìntwn tou ginomènou den uperèqei thc di�stashc tou qwrÐou, eÐte
palindromikì e�n to �jroisma autì uperèqei thc di�stashc tou dianusmatikoÔ
qwrÐou. Tic ènnoiec tou exwterikoÔ kai tou palindromikoÔ ginomènou mporoÔme
na tic tautÐsoume gewmetrik� me tic ènnoiec thc ��ènwshc�� kai thc ��tom c�� twn
megej¸n ta opoÐa pollaplasi�zontai. H ��ènwsh�� megej¸n eÐnai èna mègejoc
to opoÐo prosdiorÐzetai gewmetrik� apì to mègejoc to opoÐo sqhmatÐzoun mazÐ,
en¸ h ��tom �� eÐnai to koinì touc mègejoc [Br].

Embadometrik� ginìmena

To embadometrikì ginìmeno dÔo eujÔgrammwn stoiqeÐwn [AB] kai [AC], twn
opoÐwn oi eujeÐec tèmnontai se mia peperasmènh apìstash, eÐnai to shmeÐo tou
opoÐou h jèsh eÐnai to shmeÐo tom c A ekeÐnwn twn eujei¸n, kai tou opoÐou o
suntelest c e�n A,B, C eÐnai trÐa apl� shmeÐa, eÐnai Ðsoc me to embadìn tou
parallhlogr�mmou ABC, dhlad ,

[AB ·AC] = [ABC]A.

ShmeÐwsh. Efìson to epÐpedo èqei di�stash 3 kai to sunduastikì
ginìmeno ABC eÐnai èna mègejoc bajmÐdac 3 tìte to [ABC] eÐnai èna bajmwtì
mègejoc. Dhlad , to ginìmeno twn dÔo eujugr�mmwn stoiqeÐwn eÐnai eÐte èna
aplì eÐte èna pollaplì shmeÐo.

E�n ta dÔo eujÔgramma stoiqeÐa, èstw [AB], [CD] eÐnai metaxÔ touc
par�llhla, tìte ta dianÔsmata A − B, C − D eÐnai grammik¸c exarthmèna.
Sunep¸c, e�n C −D = α(A−B), tìte

[AB · CD] =[(A−B)B · (C −D)D]
=α[(A−B)B · (A−B)D]
=α[(A−B)BD](A−B)
=[(C −D)BD](A−B)
=[CBD](A−B)
=[BCD](B −A).
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Dhlad , to ginìmeno dÔo par�llhlwn eujÔgrammwn stoiqeÐwn eÐnai Ðso me èna
di�nusma par�llhlo sto eujÔgrammo tm ma AB kai sqetÐzetai me to AB ìpwc
to [BCD] me to 1.

To embadometrikì ginìmeno tri¸n eujÔgrammwn stoiqeÐwn, ta opoÐa sqh-
matÐzoun èna trÐgwno tou opoÐou eÐnai pleurèc, eÐnai Ðso me tèsseric forèc to
tetr�gwno tou embadoÔ tou trig¸nou autoÔ.

Tèloc, to embadometrikì ginìmeno dÔo megej¸n eÐte pr¸thc eÐte deÔterhc
bajmÐdac eÐnai Ðso me to mhdèn e�n to èna megèjoc emperièqetai sto �llo, kai
sugkekrimèna:

• gia dÔo shmeÐa sunep�getai ìti sumpÐptoun,

• gia dÔo eujÔgramma stoiqeÐa sunep�getai ìti oi eujeÐec touc sumpÐ-
ptoun kai

• gia èna shmeÐo kai èna eujÔgrammo stoiqeÐo sunep�getai ìti to shmeÐo
emperièqetai sthn eujeÐa tou eujÔgrammou stoiqeÐou.

Stereometrik� ginìmena

To stereometrikì ginìmeno dÔo epÐpedwn stoiqeÐwn [ABC] kai [ABD], twn
opoÐwn ta epÐpeda tèmnontai se mia peperasmènh apìstash, eÐnai Ðso me èna
eujÔgrammo stoiqeÐo epÐ thc eujeÐac pou tèmnontai ta dÔo epÐpeda stoiqeÐa,
dhlad ,

[ABC ·ABD] = [ABCD][AB] = α[AB],

ìpou α èna eÐnai bajmwtì mègejoc.

E�n ta epÐpeda twn epÐpedwn stoiqeÐwn [ABC] kai [DEF ] eÐnai metaxÔ
touc par�llhla, tìte to ginìmeno touc eÐnai èna ginìmeno dÔo dianusm�twn
ta opoÐa eÐnai par�llhla se autì to epÐpedo kai e�n ta A,B, C,D, E, F eÐnai
apl� shmeÐa, tìte to embadìn tou epÐpedou stoiqeÐou sqetÐzetai me to epÐpedo
stoiqeÐo [ABC] ìpwc to parallhlepÐpedo [ADEF ] me to 1.



108 Κεφάλαιο 3 : Το Die Ausdehnungslehre του Hermann Grassmann

To stereometrikì ginìmeno dÔo eujÔgrammwn stoiqeÐwn [AB] kai [CD],
e�n ta shmeÐa A,B, C, D eÐnai apl� shmeÐa, eÐnai Ðso me to parallhlepÐpedo
ABCD.

Tèloc, to stereometrikì ginìmeno tri¸n epÐpedwn stoiqeÐwn [ABC],
[ABD], [ACD], ta opoÐa tèmnontai se èna shmeÐo A to opoÐo brÐsketai se
peperasmènh apìstash, eÐnai èna pollaplì shmeÐo tou opoÐou h jèsh eÐnai h
jèsh tou shmeÐou A, kai e�n ta A,B, C,D eÐnai apl� shmeÐa ta opoÐa eÐnai
korufèc enìc tetr�edrou, tìte o suntelest c pou an kei se autì to shmeÐo
eÐnai Ðsoc me to tetr�gwno tou ìgkou tou parallhlepipèdou ABCD. Diìti,
èstw [ABCD] = α kai B1 = B : α. Tìte [AB1CD] = 1, opìte

[AB1C ·AB1D ·ACD] = A,

sunep¸c
[ABC ·ABD ·ACD] = α2A = [ABCD]2A.

O Grassmann epiqeÐrhse na ekfr�sei exis¸seic poikÐlwn gewmetrik¸n
tìpwn me ìrouc thc jewrÐac pou  dh anèptuxe. 'Opwc ìmwc anafèrei kai o
Kannenberg [Gr, sq.], o Grassmann den èbgale axiìloga gewmetrik� apotelè-
smata. Wstìso, ja d¸soume èna mikrì deÐgma tou èrgou tou pou sthrÐzetai
se aut n thn prosp�jeia.

Katarq n, sunoyÐzei tic grammikèc exart seic poikÐlwn megej¸n diafì-
rwn bajmÐdwn se morf  exis¸sewn embadometrik¸n kai stereometrik¸n gi-
nomènwn ta opoÐa eÐnai Ðsa me to mhdèn. Gia par�deigma, anafèrei metaxÔ
�llwn kai ta akìlouja:

• h exÐswsh enìc shmeÐou x to opoÐo brÐsketai epÐ thc eujeÐac pou pern�ei
apì ta shmeÐa a, b eÐnai h ex c

[xab] = 0,

• h exÐswsh miac eujeÐac X, h opoÐa pern�ei apì to shmeÐo tom c dÔo
eujei¸n A,B kai brÐsketai sto Ðdio epÐpedo me autèc eÐnai h ex c

[XAB] = 0,
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ìpou to [XAB] = 0 eÐnai èna embadometrikì ginìmeno.

Sthn sunèqeia ja anafèroume èna sugkekrimèno jewr ma enìc embadometri-
koÔ ginomènou kai parìmoio trìpo skèyhc akoloujeÐ gia ta stereometrik�
ginìmena. Parajètei kai apodeiknÔei loipìn to akìloujo je¸rhma [Gr, §309]:
Je¸rhma 3.1. E�n Pn,x eÐnai èna embadometrikì ginìmeno 0-bajmÐdac to
opoÐo perièqei to metablhtì shmeÐo x, n forèc, kai ektìc apì autì to shmeÐo
up�rqoun mìno stajer� shmeÐa kai eujeÐec wc par�gontec tou ginomènou, tìte

Pn,x = 0

eÐnai mia exÐswsh miac algebrik c kampÔlhc n-t�xhc me metablht  to shmeÐo
x, dhlad , to shmeÐo x kineÐtai kat� m koc miac algebrik c kampÔlhc n-t�xhc.

Apìdeixh. 'Estw a, b, c trÐa aujaÐreta shmeÐa tou epipèdou ta opoÐa den
brÐskontai sthn Ðdia eujeÐa. Tìte, ìla ta shmeÐa tou epipèdou mporoÔn na
paraqjoÔn wc ex c:

x = x1a + x2b + x3c,

ìpou to x mporeÐ na eÐnai opoiod pote shmeÐo sto epÐpedo. Antikajist¸ntac
thn tim  tou x sthn exÐswsh Pn,x = 0 prokÔptei mia omogen c exÐswsh n-t�xhc
twn shmeÐwn x1, x2, x3, ìloi oi ìroi thc opoÐac eÐnai thc morf c

Axq
1x

r
2x

s
3, q + r + s = n.

To ginìmeno A eÐnai èna ginìmeno sugkekrimènwn dosmènwn eujeÐwn kai sh-
meÐwn kai eÐnai èna ginìmeno 0-bajmÐdac, lìgw upìjeshc kai lìgw tou ìti
den all�zoun oi bajmÐdec twn paragìntwn. Parathr¸ntac ta x1, x2, x3 wc
suntetagmènec, parathroÔme ìti h exÐswsh

Pn,x = 0

eÐnai mia exÐswsh miac kampÔlhc n-t�xhc.

Gia na gÐnei pio katanohtì to parap�nw je¸rhma ja d¸soume èna par�deig-
ma, wc mia apìdeixh tou jewr matoc thc eikìnac trig¸nwn se ex�gwna tou
Pascal [Co3].

'Estw p1, p2, p3, p4, p5 pènte dosmèna shmeÐa kai p èna metabl to shmeÐo
to opoÐo kineÐtai ètsi ¸ste na af sei to shmeÐo p

′
2 sto eujÔgrammo stoiqeÐo
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[p
′
1p
′
3], ìpou ta p

′
1, p

′
2, p

′
3 prosdiorÐzontai apì tic akìloujec sqèseic

p
′
1 = [pp1 · p3p5]

p
′
2 = [p2p3 · p1p4]

p
′
3 = [pp2 · p4p5].

p'
1

p

p'
3p'

2

p1

p2

p3

p5p4

Sunep¸c,
[(pp1 · p3p5)(p2p3 · p1p4)(pp2 · p4p5)] = 0,

eÐnai h kwnik  exÐswsh pou pern�ei apì ta pènte dosmèna shmeÐa. EÐnai mia
exÐswsh deutèrou bajmoÔ wc proc to p kai e�n antikatast soume to p me
opoiod pote apì ta dosmèna shmeÐa p1, p2, p3, p4, p5 ikanopoieÐtai h sqèsh
aut .

3.7.6 To eswterikì ginìmeno

Arqik� upojètei ìti gia to epÐpedo to prwtogenèc sÔsthma mon�dwn gia to
eswterikì ginìmeno poikÐlwn megej¸n ja eÐnai dÔo orjog¸nia kai Ðdiou m -
kouc dianÔsmata {e1, e2} en¸ gia ton q¸ro ja jewreÐ trÐa orjog¸nia kai Ðdiou
m kouc metaxÔ touc dianÔsmata {e1, e2, e3}. Epiprìsjeta, to m koc aut¸n
twn dianusm�twn ja jewreÐtai h mon�da m kouc, kai ta ginìmena [e1e2] kai
[e1e2e3] ja jewroÔntai oi mon�dec embadoÔ kai ìgkou antÐstoiqa gewmetrik¸n
ontot twn.
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Sthn sunèqeia o Grassmann antistoiqeÐ tic jemeli¸deic ènnoiec pou ìrise
sto genikeumèno eswterikì ginìmeno me gewmetrikèc ènnoiec.

Pr¸ta, deÐqnei ìti èan a = x1e1 + x2e2 eÐnai èna aujaÐreto di�nusma sto
epÐpedo tìte, to sumpl rwma tou megèjouc a, to |a, eÐnai orjog¸nio sto a,
èqei to Ðdio m koc me autì kai brÐsketai apì thn Ðdia meri� se sqèsh me to a
ìpwc to e1 me to e2.

SÔmfwna me ton orismì tou sumplhr¸matoc isqÔei

|e1 = e2, |e2 = −e1,

dhlad , to sumpl rwma tou e2 peristrèfei to e2 kat� thn jetik  kateÔjunsh
(h opoÐa eÐnai antÐjeth apì thn for� tou rologioÔ) sto −e1. 'Omwc isqÔei
[e1|e2] = [e1(−e1)] = 0, opìte ta dianÔsmata e1, e2 eÐnai orjog¸nia metaxÔ
touc. Sunep¸c, to di�nusma

|a = x1|e1 + x2|e2 = x1e2 − x2e1,

ìpwc faÐnetai kai sto parak�tw sq ma eÐnai orjog¸nio sto di�nusma a.

O e1

e2

a

x1

x2

x1

x2

|a

'Etsi, to sumpl rwma enìc dianÔsmatoc peristrèfei to di�nusma kat� 90o se
jetik  kateÔjunsh.

EpÐshc, apodeiknÔei ìti h ènnoia tou m kouc antistoiqeÐ me thn ènnoia thc
arijmhtik c tim c. Diìti, h arijmhtik  tim  tou megèjouc a eÐnai Ðsh me thn
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jetik  tetragwnik  rÐza tou ginomènou [a|a]. To ginìmeno [a|a] eÐnai Ðso me
to parallhlìgrammo tou opoÐou h pr¸th pleur� eÐnai tou Ðdiou m kouc kai
kateÔjunshc me to a, kai tou opoÐou h deÔterh pleur� eÐnai Ðsh me to a. Autì
to parallhlìgrammo sÔmfwna me ta parap�nw eÐnai èna tetr�gwno to opoÐo
èqei to Ðdio prìshmo me to [e1e2]. T¸ra e�n to m koc tou a eÐnai Ðso me α
(jewr¸ntac to m koc tou e1 wc mon�da), tìte to embadìn tou tetrag¸nou me
pleur� to a eÐnai Ðso me α2 kai tou opoÐou h jetik  tetragwnik  rÐza eÐnai to
α, dhlad ,

√
[a|a] = α, kai sunep¸c eÐnai h arijmhtik  tim  tou m kouc.

Profan¸c, h ènnoia thc orjogwniìthtac pou ìrise o Grassmann sumpÐptei
me thn ènnoia thc orjogwniìthtac dÔo gewmetrik¸n megej¸n diìti dÔo dianÔs-
mata eÐnai orjog¸nia e�n [a|b] = 0, dhlad  e�n to a eÐnai par�llhlo sto |b kai
efìson to b eÐnai orjog¸nio sto |b tìte kai to a eÐnai gewmetrik� orjog¸nio
sto b.

Tèloc, sugkrÐnontac ta ìsa anafèrame sto kef�laio tou eswterikoÔ
ginomènou gia touc kuklikoÔc metasqhmatismoÔc, to sÔsthma to opoÐo è-
qei mon�dec tic e1, e2 metasqhmatÐzetai me kuklikoÔc metasqhmatismoÔc sto
sÔsthma pou èqei wc mon�dec ta megèjh a, |a, me thn proupìjesh ìti x2

1+x2
2 =

1. Sunep¸c, ènac kuklikìc metasqhmatismìc strèfei k�je mia apì tic mon�dec
upì thn Ðdia gwnÐa kai upì thn Ðdia kateÔjunsh.

Katal gei loipìn sto sumpèrasma ìti e�n a, b eÐnai dÔo opoiad pote dianÔ-
smata, h sqèsh

[a|b] = 0

eÐnai h sunj kh gia na eÐnai aut� ta dÔo dianÔsmata orjog¸nia to èna sto
�llo.

Sthn sunèqeia ja melet soume ti sumbaÐnei ston q¸ro.

'Estw e1, e2, e3 trÐa dianÔsmata ta opoÐa apoteloÔn èna prwtogenèc or-
jog¸nio sÔsthma di�stashc 3. Apì ton orismì tou orjog¸niou sust matoc
èqoume

[e1|e2] = 0, [e1|e3] = 0, [e2|e3] = 0.

EpÐshc, apì ton orismì tou sumplhr¸matoc èqoume

|e1 = [e2e3], |e2 = [e3e1], |e3 = [e3e3]
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kai
‖e1 = e1, ‖e2 = e2, ‖e3 = e3.

O e1

e2

a

e3

x1e1+  x2e2

x1e2-x2e1

x1e3-x3e1 x1e3+x3e1

SumperaÐnei loipìn ìti to sumpl rwma enìc dianÔsmatoc a = x1e1+x2e2+
x3e3 ston q¸ro eÐnai Ðso me èna epÐpedo stoiqeÐo tou opoÐou to epÐpedo eÐnai
k�jeto se autì to di�nusma, diìti

|a = x1|e1 + x2|e2 + x3|e3

= x1[e2e3] + x2[e3e1] + x3[e1e2]

=
1
x1

[(x1e2 − x2e1)(x1e3 − x3e1)].

To dexÐ mèloc thc parap�nw sqèshc eÐnai Ðso me to epÐpedo tm ma tou opoÐou
oi dÔo pleurèc eÐnai oi x1e2 − x2e1, x1e3 − x3e1. Efìson

[e1|e2] = 0, [e1|e3] = 0, [e2|e3] = 0

isqÔei
[(x1e1 + x2e2 + x3e3)|(x1e2 − x2e1)] = 0

kai
[(x1e1 + x2e2 + x3e3)|(x1e3 − x3e1)] = 0

sunep�getai ìti to di�nusma a eÐnai orjog¸nio se k�je èna apì aut� ta dianÔ-
smata kai ètsi eÐnai orjog¸nio kai sto epÐpedo touc. Sunep¸c, to sumpl rwma
enìc dianÔsmatoc eÐnai èna epÐpedo tm ma orjog¸nio se autì.
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