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Εισαγωγή 
 
Η µετάδοση και η µεταφορά µηνυµάτων µέσω καναλιών είναι ένα σηµαντικό 
πρακτικό πρόβληµα. Η θεωρία κωδικοποίησης ασχολείται µε την εύρεση µεθόδων 
που ελαχιστοποιούν την πιθανότητα λάθους στην µετάδοση ενός µηνύµατος. 
 
Η εξάπλωση της χρήσης ηλεκτρονικών υπολογιστών µετά την δεκαετία του 1950 
έπαιξε τον καθοριστικότερο ρόλο στην ανάπτυξη των λεγόµενων κωδίκων 
διόρθωσης λαθών (error-correcting codes), κωδίκων, δηλαδή, που θα ανιχνεύουν 
και θα διορθώνουν λάθη που έχουν προκύψει κατά την µεταφορά µηνυµάτων. Η 
ανάπτυξη της αντίστοιχης θεωρίας οφείλεται κυρίως στους Shannon και Hamming. 
 
O Hamming είχε πρόσβαση σε έναν από τους πρώτους ηλεκτρονικούς υπολογιστές 
αλλά βρίσκονταν σε χαµηλή προτεραιότητα στη λίστα των χρηστών. Η διαδικασία 
που ακολουθούσε ήταν η εξής: Εισήγαγε δεδοµένα στον υπολογιστή 
κωδικοποιηµένα πάνω σε χαρτί µηχανής κάθε Παρασκευή και έπαιρνε τα 
αποτελέσµατά του την ∆ευτέρα. Πολλές φορές έκανε λάθος στην εισαγωγή των 
δεδοµένων µε αποτέλεσµα ο υπολογιστής να µην µπορεί να δώσει αποτέλεσµα και 
να περιµένει ξανά µέχρι την επόµενη Παρασκευή για να δώσει ξανά τα δεδοµένα 
του. Η ιδέα του Hamming ήταν ότι αν ο υπολογιστής µπορεί να βρει ένα λάθος γιατί 
να µην µπορεί και να το διορθώσει; Σκέφτηκε εποµένως το ακόλουθο µοντέλο. 
 
Ο υπολογιστής του Hamming έπαιρνε δεδοµένα σε εφτάδες που αποτελούνται από 0 
και 1. Θεωρούµε µια εφτάδα c1c2c3c4c5c6c7 (όπου ci = 0 ή 1) η οποία θέλουµε να 
είναι αποδεκτή από τον υπολογιστή. Ο Hamming σκέφτηκε τα ci να ικανοποιούν τις 
ακόλουθες εξισώσεις mod 2: 
 

c1 + c3 + c5 + c7 = 0 
c2 + c3 + c6 + c7 = 0 
c4 + c5 + c6 + c7 = 0 

 
Τα c3, c5, c6, c7 επιλέγονται ελεύθερα και τα c1, c2, c4 προκύπτουν από τις εξισώσεις. 
Οι εφτάδες που θα ικανοποιούν τις παραπάνω συνθήκες θα είναι αποδεκτές από τον 
υπολογιστή και ονοµάζονται κωδικές λέξεις. Οι υπόλοιπες όχι. Αν υποθέσουµε ότι 
το τελικά ο υπολογιστής έλαβε το x1x2x3x4x5x6x7 σχηµατίζουµε τις ακόλουθες 
εξισώσεις mod 2: 
 

z1 = x1 + x3 + x5 + x7 
z2 = x2 + x3 + x6 + x7 
z4 = x4 + x5 + x6 + x7 

 
Αν το x1x2x3x4x5x6x7 είναι µια κωδική λέξη τότε z1 = z2 = z4 = 0. Αν υπάρχει 
ακριβώς ένα λάθος τότε ακριβώς ένα από τα z1, z2, z4 είναι διαφορετικό από το 
µηδέν και το λάθος βρίσκεται στην θέση z1 + 2z2 + 4z3 (χρησιµοποιώντας κανονική 
πρόσθεση και όχι πρόσθεση mod 2). Έτσι δηµιουργήθηκε ο πρώτος κώδικας 
διόρθωσης λαθών. 
 
Ένας κώδικας αποτελείται από 3 βασικές παραµέτρους. Το πλήθος Μ των κωδικών 
του λέξεων, το µήκος n των κωδικών λέξεων και την ελάχιστη απόσταση d µεταξύ 
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τους. Είναι σηµαντικό να κατασκευάζουµε κώδικες οι οποίοι θα έχουν µεγάλο Μ 
και µικρό n για οικονοµία στην µετάδοση του µηνύµατος αλλά και µεγάλο d ώστε 
να µπορούµε να διορθώνουµε όσο το δυνατόν περισσότερα λάθη. 
 
Βασικός σκοπός της εργασίας είναι η εύρεση γραµµικών κωδίκων που µια από τις 
τρεις παραµέτρους, δοσµένων των άλλων δύο, είναι βέλτιστη. Αυτά τα προβλήµατα 
ονοµάζονται κεντρικά προβλήµατα της Θεωρίας Κωδικοποίησης. 
 
Στο πρώτο κεφάλαιο εισάγουµε τον αναγνώστη σε βασικές έννοιες από την θεωρία 
της Κωδικοποίησης, των Πεπερασµένων Γεωµετριών. Κάνουµε µια σύνοψη 
βασικών προτάσεων που θα µας φανούν χρήσιµες στα επόµενα κεφάλαια. 
 
Στο δεύτερο κεφάλαιο συνδέουµε το πρόβληµα της εύρεσης του µέγιστου n, 
δοσµένων των n – k, d και q, για το οποίο υπάρχει ένας [n, k, d]q-κώδικας µε ένα 
άλλο γνωστό πρόβληµα: το πεπερασµένο packing πρόβληµα, αυτό της εύρεσης του 
µεγαλύτερου n για το οποίο υπάρχει σύνολο που αποτελείται από n στοιχεία τα 
οποία είναι ανά d – 1 γραµµικά ανεξάρτητα. Το πρόβληµα αυτό αν και λύθηκε 
γρήγορα για τις περιπτώσεις όπου d ≤ 3 παραµένει ανοικτό µέχρι σήµερα. 
Χρησιµοποιούµε Πεπερασµένη Γεωµετρία για να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα 
και παρουσιάζουµε όλα τα γνωστά αποτελέσµατα µέχρι σήµερα. Επίσης, 
παρουσιάζουµε συνοπτικά την εξέλιξη των αποτελεσµάτων στην περίπτωση των 
MDS κωδίκων (κώδικες για τους οποίους ισχύει d = k + 1), την περίφηµη βασική 
εικασία για τους MDS κώδικες. 
 
Στο τρίτο κεφάλαιο επιχειρούµε µια άλλη προσέγγιση του προβλήµατος αυτό της 
εύρεσης του ελάχιστου n δοσµένων των k, d και q, για το οποίο υπάρχει ένας 
[n, k, d]q-κώδικας. ∆είχνουµε ότι ένα πολύ γνωστό φράγµα της Θεωρίας 
Κωδικοποίησης, το φράγµα του Griesmer µαζί µε ένα άλλο γνωστό αποτέλεσµα 
µετατρέπουν το πρόβληµα µας σε ένα πεπερασµένο πρόβληµα. Παρουσιάζουµε όλα 
τα γνωστά αποτελέσµατα στην περίπτωση των τετραδικών κωδίκων (κώδικες µε q = 
4) και τα πρόσφατα αποτελέσµατα στην περίπτωση των δυαδικών κωδίκων. 
 
Στο τέταρτο κεφάλαιο χρησιµοποιούµε την Θεωρία των Βάσεων Gröbner για να 
παρουσιάσουµε ένα αλγόριθµο αποκωδικοποίησης κυκλικών κωδίκων. Αρχικά 
εισάγουµε βασικές έννοιες της θεωρίας και στη συνέχεια παρουσιάζουµε εφαρµογές 
της στην αποκωδικοποίηση. Αποδεικνύεται ότι ο αλγόριθµος που παρουσιάζουµε 
γενικεύεται για όλους τους γραµµικούς κώδικες. 
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Κεφάλαιο 1 
 

Βασικές έννοιες 
 
 

1.1 Στοιχεία της Θεωρίας Κωδικοποίησης 
 
Θα αναφερθούµε γενικά σε κάποια εισαγωγικά στοιχεία της Θεωρίας 
Κωδικοποίησης που θα µας είναι χρήσιµα στα κεφάλαια που ακολουθούν. Για 
περισσότερα στοιχεία παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στο τρίτο 
κεφάλαιο του [Mag]. Οι αποδείξεις θεωρηµάτων, προτάσεων κλπ, για τις οποίες δεν 
υπάρχει παραποµπή, υπάρχουν στο [Mag]. 
 
1.1.1 Ορολογία 
 
Ένας (n, M, d)q-κώδικας είναι ένα υποσύνολο του διανυσµατικού χώρου F n

q , το 
οποίο αποτελείται από Μ διανύσµατα µε ελάχιστη απόσταση Hamming d. Ένας 
γραµµικός κώδικας είναι ένας διανυσµατικός υπόχωρος του F n

q . Σε αυτή την 
περίπτωση το Μ είναι δύναµη του q. 
 
Για ευκολία ένας γραµµικός (n, qk, d)q-κώδικας θα συµβολίζεται και ως [n, k, d]q-
κώδικας ή πιο απλά ως [n, k, d]-κώδικας, όταν είναι γνωστό σε ποιο σώµα 
αναφερόµαστε. 
 
Θα αναφερόµαστε σε έναν (n, Μ)q-κώδικα ή σε έναν [n, k]q-κώδικα όταν δεν 
θέλουµε να αναφερθούµε στην ελάχιστη απόσταση του κώδικα. 
 
Ορισµός 1.1.1.1 Απόσταση Hamming d(x, y) δύο διανυσµάτων x, y στο F n

q , µε 
 

x = x1, x2 …, xn και y = y1, y2 …, yn, 
 
είναι το πλήθος των συντεταγµένων στις οποίες τα x και y διαφέρουν. ∆ηλαδή 
 

d(x, y) = #{i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n ⏐ xi ≠ yi } 
 
Ορισµός 1.1.1.2 Βάρος (weight) Hamming w(x) ενός διανύσµατος x = x1, x2 …, xn 
στο F n

q  είναι το πλήθος των µη-µηδενικών συντεταγµένων του x. ∆ηλαδή, 
 

w(x) = #{i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n ⏐ xi ≠ 0 } 
 
Προφανώς, w(x) = d(x, 0). 
 
Παρατήρηση 1.1.1.3 Η απόσταση Hamming είναι µια µετρική στον F n

q και το 

βάρος Hamming w είναι µια νόρµα στον F n
q . 
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Ορισµός 1.1.1.4 Αν C είναι ένας (n, k)q-κώδικας τότε η ελάχιστη απόσταση d του 
κώδικα είναι 
 

d = 
vu

Cv,u
min
≠
∈

d(u, v). 

 
 
Πρόταση 1.1.1.5 Η ελάχιστη απόσταση ενός [n, k]-κώδικα είναι ίση µε το ελάχιστο 
δυνατό βάρος που έχει κωδική λέξη διάφορη του µηδενικού στοιχείου. 
 
Ορισµός 1.1.1.6 Ένας κώδικας ο οποίος διορθώνει το πολύ t λάθη θα λέγεται t-
κώδικας διόρθωσης λαθών (t-error-correcting code), ενώ ένας κώδικας ο οποίος 
ανιχνεύει το πολύ e λάθη θα λέγεται e-κώδικας ανίχνευσης λαθών (e-error-
detecting code). 
 
Ορισµός 1.1.1.7 Ο δυϊκός (ή ορθογώνιος) κώδικας ενός [n, k, d]q-κώδικα C 
ορίζεται να είναι 
 

C┴ = { x | u · x = 0 για κάθε u ∈ C} 
 
1.1.2 Φράγµατα 
 
 
Θεώρηµα 1.1.2.1 (Φράγµα του Hamming) Οι παράµετροι ενός (n. M)q-κώδικα ο 
οποίος διορθώνει t λάθη ικανοποιούν την ανισότητα 
 

Μ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

t
n

)1q(...
1
n

)1q(1 t ≤ qn. 

 
Αν όλα τα διανύσµατα του F n

q  είναι µέσα σε σφαίρες κέντρου κωδικών λέξεων και 
ακτίνας t ενός [n, k]q-κώδικα τότε παίρνουµε µια ειδική κατηγορία κωδίκων: 
 
Ορισµός 1.1.2.2 Ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών ορισµένος στο σώµα Fq θα 
ονοµάζεται τέλειος αν στο θεώρηµα 1.1.2.1 ισχύει η ισότητα. 
 
Αν ο C είναι κώδικας όπως αυτός του θεωρήµατος 1.1.2.1 µε ελάχιστη απόσταση d 
= 2t + 1, τότε αν διαγράψουµε από κάθε λέξη τα τελευταία d – 1 σύµβολα πάλι 
έχουµε έναν κώδικα µε όλες τις κωδικές λέξεις διαφορετικές. Ο κώδικας που 
προκύπτει έχει µήκος n – d + 1, και παίρνουµε το 
 
Θεώρηµα 1.1.2.3 (Φράγµα του Singleton) Για έναν [n. k, d]q-κώδικας ισχύει 
|C| ≤ qn – d + 1 . ∆ηλαδή k ≤ n – d + 1. 
 
Ορισµός 1.1.2.4 Ένας γραµµικός κώδικας θα λέγεται διαχωρίσιµος µέγιστης 
απόστασης (maximum distance separable) ή πιο απλά κώδικας MDS αν στο 
θεώρηµα 1.1.2.3 ισχύει η ισότητα. 
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Συµβολισµός 1.1.2.5 Έστω C γραµµικός κώδικας. Θα συµβολίζουµε µε G έναν 
γεννήτορα πίνακα (generator matrix) και µε H έναν πίνακα ελέγχου ισοτιµίας 
(parity-check matrix) του C. Θα συµβολίζουµε µε mld(H) τον ελάχιστο αριθµό των 
γραµµικά εξαρτηµένων στηλών του Η. 
 
Παρατήρηση 1.1.2.6 Επειδή οποιεσδήποτε rank(H) + 1 το πλήθος στήλες του Η 
είναι γραµµικά εξαρτηµένες προφανώς ισχύει, mld(H) ≤ rank(H) + 1 για κάθε 
πίνακα H. 
 
Θεώρηµα 1.1.2.7 Για κάθε [n, k, d]-κώδικα (µε n > k) ισχύουν: 
 
(i) k = n – rank(H) 
(ii) d = mld(H) 
(iii) d ≤ n – k + 1. 
 
Θεώρηµα 1.1.2.8 (Φράγµα των Gilbert – Varshamov) 
 
Αν 
 

qn – k + 1 > ∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛1d

0i i
n

(q – 1)i 

 
τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν [n, k]q-κώδικα µε ελάχιστη απόσταση 
µεγαλύτερη ή ίση από d. 
 
Θεώρηµα 1.1.2.9 
 
Αν 
 

qn – k > ∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −2d

0i i
1n

(q – 1)i 

 
τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν [n, k, d]q-κώδικα. Επίσης, από κάθε 
[n – 1, k – 1, d]q-κώδικα µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν [n, k, d]q-κώδικα. 
 
Απόδειξη Χρήση του φράγµατος των Gilber-Varshamov. Βλ. [Bie2], θεώρηµα 13.2, 
σελίδα 79. 
 
Παρατηρήστε ότι, το τελευταίο θεώρηµα είναι ισχυρότερο του φράγµατος των 
Gilbert-Varshamov. Βλ. [Bie2], λήµµα 13.1, σελίδα 80. 
 
Θεώρηµα 1.1.2.10 (Φράγµα του Plotkin) Ένας [n, k, d]q-κώδικας ικανοποιεί την 
σχέση 
 

d ≤ n 
q)1q(
)1q(q

k

k

−
− . 
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Απόδειξη Βλ. [Lid], κεφάλαιο 4, θεώρηµα 17.15, σελίδα 197. 
 
 
 
Θεώρηµα 1.1.2.11 (Φράγµα του Griesmer) Ένας [n, k, d]q-κώδικας ικανοποιεί την 
σχέση 
 
 

n ≥ gq(k, d) =∑
−

=
⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡1k

0i
iq

d . 

 
Απόδειξη Βλ. το [Gr] όπου βρίσκεται η απόδειξη ακριβώς όπως την έδωσε ο J.H. 
Griesmer, το 1960, για δυαδικούς κώδικες αλλά και το [S-S] όπου παρουσιάζεται η 
γενίκευση του φράγµατος του Griesmer για όλους τους κώδικες. 
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1.2 Στοιχεία Πεπερασµένης Γεωµετρίας 
 
Όπως θα φανεί σε επόµενα κεφάλαια η Θεωρία Κωδικοποίησης συνδέεται στενά µε 
την Θεωρία της Πεπερασµένης Γεωµετρίας. Θα αναφερθούµε σε κάποια εισαγωγικά 
στοιχεία. Για κάποια επιπλέον στοιχεία παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο 
αναγνώστη στο κεφάλαιο 2 του [Bie] αλλά και στο [Hil1]. 
 
1.2.1 H προβολική γεωµετρία PG(r – 1, q) 
 
Mε τον διανυσµατικό χώρο F r

q  = {(α1, α2,…, αr) | αi ∈ Fq}, συνδέουµε µια 
συνδυαστική κατασκευή PG(r – 1, q) που αποτελείται από σηµεία και ευθείες που 
ορίζονται ακολούθως. 
 

 Τα σηµεία του PG(r – 1, q) είναι οι µονοδιάστατοι υπόχωροι του F r
q . 

 Οι ευθείες του PG(r – 1, q) είναι οι δισδιάστατοι υπόχωροι του F r
q . 

 
Το σηµείο P ανήκει στην ευθεία L αν και µόνο αν το P είναι υπόχωρος της L. 
 

 Πιο γενικά ορίζουµε έναν t-χώρο (t-space) του PG(r – 1, q) να είναι ένας 
υπόχωρος του F r

q  διάστασης t + 1. 
 
Εποµένως, ο 0-χώρος είναι ένα σηµείο και ο 1-χώρος µια ευθεία. Ένας 2-χώρος 
ονοµάζεται επίπεδο (plane), ένας 3-χώρος ονοµάζεται στερεό (solid) και ένας (r – 
2)-χώρος στο PG(r – 1, q) ονοµάζεται υπερεπίπεδο (hyperplane). 
 

 Παρατηρήστε ότι η διάσταση t ενός t-χώρου στο PG(r – 1, q) είναι πάντα κατά 
ένα µικρότερη από την αντίστοιχη διάσταση του διανυσµατικού χώρου. 

 
Συνήθως, ταυτίζουµε έναν t-χώρο στο PG(r – 1, q) µε το σύνολο των σηµείων που 
περιέχει. Αφού ο (t + 1)-διανυσµατικός υπόχωρος του F r

q  αποτελείται από qt + 1 –1 
µη-µηδενικά διανύσµατα και το καθένα έχει q – 1 µη-µηδενικά (βαθµωτά) 

πολλαπλάσια έχουµε ότι το πλήθος των σηµείων ενός t-χώρου είναι 
1q
1q 1t

−
−+

. 

 
Το PG(r – 1, q) ονοµάζεται η προβολική γεωµετρία των (r – 1)-διαστάσεων πάνω 
από το Fq. 
 
Κάθε σηµείο P του PG(r – 1, q), σαν υπόχωρος του F r

q  µίας διάστασης, παράγεται 
από ένα µοναδικό µη-µηδενικό διάνυσµα. Εποµένως αν a = (α1, α2,…, αr) ∈ Ρ, τότε 
 

Ρ = {λa | λ ∈ Fq}. 
 

Στην πράξη, ταυτίζουµε το σηµείο P µε οποιοδήποτε µη-µηδενικό διάνυσµα 
περιέχεται σε αυτό. Με άλλα λόγια θεωρούµε τα σηµεία του PG(r – 1, q) να είναι τα 
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µη-µηδενικά διανύσµατα του F r
q  µε τον κανόνα ότι αν a = (α1, α2,…, αr) και  

b = (b1, b2, …, br) είναι δύο τέτοια διανύσµατα, τότε  
 

a = b στο PG(r – 1, q) αν και µόνο αν a = λb στον F r
q , 

 
για κάποιο µη-µηδενικό λ στο Fq. 
 
Τώρα αναφέρουµε κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητες του PG(r – 1, q). 
 
Λήµµα 1.2.1.1 Στο PG(r – 1, q), 

(i) το πλήθος των σηµείων είναι 
1q
1q r

−
− , 

(ii) οποιαδήποτε δύο σηµεία βρίσκονται πάνω σε ακριβώς µία ευθεία, 
(iii) κάθε ευθεία περιέχει ακριβώς q + 1 σηµεία, 

(iv) κάθε σηµείο βρίσκεται ακριβώς πάνω σε 
1q

1q 1r

−
−−

 ευθείες. 

(v) το πλήθος των (t + 1)-χώρων που περιέχουν έναν δοσµένο t-χώρο είναι 

1q
1q t)1r(

−
−−−

. 

 
Απόδειξη 
 
(i) Επειδή καθένα από τα qr – 1 µη-µηδενικά διανύσµατα του F r

q  έχει q – 1  
µη-µηδενικά πολλαπλάσια, το πλήθος των σηµείων του PG(r – 1, q) είναι  

1q
1q r

−
− . 

(ii) Aν τα a και b είναι διακριτά σηµεία του PG(r – 1, q), τότε η µοναδική ευθεία 
µεταξύ τους αποτελείται από σηµεία της µορφής λa + µb σηµεία, όπου λ, µ 
∈ Fq όχι και τα δύο µηδέν. 

(iii) Στο (ii), υπάρχουν q2 – 1 επιλογές για το ζευγάρι (λ, µ), αλλά επειδή 
ταυτίζουµε τα πολλαπλάσια, το πλήθος των διακριτών σηµείων πάνω στην 

ευθεία είναι 
1q
1q 2

−
−  = q + 1. 

(iv) Έστω t το πλήθος των ευθειών πάνω στις οποίες βρίσκεται ένα δοσµένο 
σηµείο P. Έστω Χ το σύνολο 

 
Χ = {(Q, L) όπου Q είναι ένα σηµείο διαφορετικό του Ρ και L η ευθεία που 

συνδέει τα Ρ και Q}. 
 
Υπολογίζουµε τα στοιχεία του Χ µε δύο τρόπους. Επειδή το PG(r – 1, q) έχει 

1q
1q r

−
−  σηµεία, έχουµε 

1q
1q r

−
−  – 1 επιλογές για το σηµείο Q. Για καθεµία 

επιλογή για το Q υπάρχει µοναδική ευθεία L που ενώνει τα P και Q. Οπότε 
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|Χ| = 
1q
1q r

−
−  – 1 = 

1q
qq r

−
− . 

 
Από την άλλη, για καθεµία από τις t ευθείες που διέρχονται από το Ρ, 
υπάρχουν, από το (iii), q σηµεία Q διαφορετικά από το Ρ που βρίσκονται 
πάνω στην L. Oπότε 
 

|Χ| = tq. 
 

Εξισώνοντας τις δύο σχέσεις για το |Χ| παίρνουµε 
1q
qq r

−
−  = tq. Οπότε, 

t = 
1q

1q 1r

−
−−

. 

(v) Για ένα δοσµένο t-χώρο οι τρόποι που µπορούµε να επιλέξουµε ένα 
επιπλέον σηµείο του PG(r – 1, q) για να παράγουµε έναν (t + 1)-χώρο είναι 
 

1q
qq

1q
1q

1q
1q 1tr1tr

−
−

=
−
−

−
−
− ++

. 

 
Κάποια από αυτά τα επιπλέον σηµεία παράγουν τον ίδιο (t + 1)-χώρο και 
εποµένως πρέπει να διαιρέσουµε µε 
 

1q
qq

1q
1q

1q
1q 1t2t1t2t

−
−

=
−
−

−
−
− ++++

, 

 
το πλήθος των σηµείων ενός τέτοιου (t + 1)-χώρου τα οποία δεν βρίσκονται 
στον δοσµένο t-χώρο. 
 
Άρα έχουµε ότι στο PG(r – 1, q) το πλήθος των (t + 1)-χώρων που περιέχουν 
έναν δοσµένο t-χώρο είναι 

 

( )
( ) 1q

1q
1qq

1qq
qq

qq

1q
qq
1q

qq
t)1r(

1t

t)1r(1t

1t2t

1tr

1t2t

1tr

−
−

=
−
−

=
−
−

=

−
−
−
−

−−

+

−−+

++

+

++

+

. 

 
Ορισµός 1.2.1.2 Την προβολική γεωµετρία PG(2, q) την ονοµάζουµε προβολικό 
επίπεδο πάνω από το Fq. 
 
Παρατήρηση 1.2.1.3 Από το λήµµα 1.2.1.1 έπεται ότι η PG(2, q) είναι µια 
συµµετρική (q2 + q +1, q + 1, 1)-κατασκευή, άρα ο ορισµός που δώσαµε για το 
(πεπερασµένο) προβολικό επίπεδο συµφωνεί µε τον ορισµό που δίνει ο Hill στο 
[Hil1]. (Βλ. τελική παρατήρηση 4(i), σελ. 26, [Hil1]) 
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Παραδείγµατα 1.2.1.4 
 
(i) Το απλούστερο προβολικό επίπεδο είναι το PG(2, 2) το οποίο είναι γνωστό και 

σαν το επίπεδο του Fano (the Fano plane) προς τιµήν του Ιταλού µαθηµατικού 
Gino Fano (1871-1952). Αποτελείται από 7 σηµεία τα οποία ονοµάζουµε 001, 
010, 100, 011, 101, 110, 111 και 7 ευθείες όπως φαίνεται στο σχήµα 1. (Ο 
εγγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου θεωρείται προβολικά ως ευθεία). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
(ii) Τα 6 σηµεία του PG(1, 5) είναι τα 01, 10, 11, 12, 13 και 14 και υπάρχει µια 

ακριβώς ευθεία που ενώνει τα 6 σηµεία. Τα σηµεία θα µπορούσαν ισοδύναµα 
να ονοµαστούν, για παράδειγµα, και 03, 10, 22, 12, 21 και 41 αφού στο PG(1, 
5) ισχύει 01 = 03, 11 = 22, 13 = 21 και 14 = 41. 

 
Παρατηρήσεις 1.2.1.5 
 
(1) Τα σηµεία του PG(r – 1, q) µπορούν να οριστούν µε µοναδικό τρόπο αν θέσουµε 

την αριστερότερη µη-µηδενική συντεταγµένη ίση µε 1. 
(2) Αν q = 2, τα σηµεία του PG(r – 1, 2) αντιστοιχούνται στα µη-µηδενικά 

διανύσµατα του F r
2 . 

011 

100

001

010

101
110

111

Σχήµα 1 – Το προβολικό επίπεδο PG(2, 2). 
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Κεφάλαιο 2 
 

Εύρεση και κατασκευή βέλτιστων 
γραµµικών κωδίκων δοσµένης ελάχιστης 
απόστασης 
 
2.1 Εισαγωγή 
 
Το «κεντρικό πρόβληµα της θεωρίας κωδίκων» είναι το πρόβληµα εύρεσης του 
Aq(n, d), της µεγαλύτερης τιµής του Μ για την οποία υπάρχει (n, M, d)q-κώδικας. 
Εµείς θα ασχοληθούµε µε το ίδιο πρόβληµα, περιορισµένο στους γραµµικούς 
κώδικες. Αν q είναι δύναµη πρώτου, θα συµβολίζουµε µε Βq(n, d) την µεγαλύτερη 
τιµή του Μ, για την οποία υπάρχει γραµµικός (n, M, d)q-κώδικας. 
Προφανώς, το Βq(n, d) είναι πάντοτε µια δύναµη του q, και Βq(n, d) ≤ Aq(n, d). 
 
Θα αναφερόµαστε στο πρόβληµα εύρεσης του Βq(n, d) ως το κεντρικό γραµµικό 
πρόβληµα της θεωρίας κωδίκων (the main linear coding theory problem) ή πιο 
σύντοµα ως το MLCT πρόβληµα. 
 
Αν θεωρήσουµε τις τιµές των q και d σταθερές, µπορούµε να διατυπώσουµε το 
πρόβληµα ως εξής. 
 
Το MLCT-πρόβληµα (πρώτη εκδοχή) Για δοσµένο µήκος n, να βρεθεί η µέγιστη 
διάσταση k για την οποία υπάρχει ένας [n, k, d]q-κώδικας. 
 
Τότε, γι’ αυτό το k, ισχύει Bq(n, d) = qk. 
 
Θυµίζουµε ότι το πλεόνασµα r ενός [n, k, d]-κώδικα είναι απλώς το n – k (το πλήθος 
των συµβόλων ελέγχου µιας κωδικής λέξης). Μια διαφορετική εκδοχή του MLCT-
προβλήµατος είναι: 
 
Το MLCT-πρόβληµα (δεύτερη εκδοχή) Για δοσµένο πλεόνασµα r, να βρεθεί το 
µέγιστο µήκος n για το οποίο υπάρχει ένας [n, n – r, d]q-κώδικας. 
 
Η λύση της πρώτης εκδοχής για κάθε n είναι ισοδύναµη µε τη λύση της δεύτερης 
εκδοχής για κάθε r, γιατί και στις δύο περιπτώσεις θα ξέρουµε ακριβώς αυτές τις 
τιµές των n και k για τις οποίες υπάρχει ένας [n, k, d]-κώδικας. Η ισοδυναµία των 
δύο εκδοχών θα δοθεί επακριβώς στο θεώρηµα 2.1.7. 
 
Αποδεικνύεται ότι η εκδοχή 2 εξασφαλίζει την πιο φυσική προσέγγιση. Η ιδέα 
αυτής της προσέγγισης, δίνεται στο επόµενο θεώρηµα. Αλλά πρώτα ας δώσουµε 
κάποιους ορισµούς. 
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Ορισµός 2.1.1 Ένα (n, s)-σύνολο στο F r
q  είναι ένα σύνολο από n διανύσµατα του 

F r
q  µε την ιδιότητα οποιαδήποτε s από αυτά να είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

 
Παρατήρηση 2.1.2 Προφανώς, όταν υπάρχει ένα (n, s)-σύνολο στο F r

q  υπάρχει και 

ένα (m, s)-σύνολο στο F r
q  για κάθε m < n το οποίο προκύπτει από την αφαίρεση 

οποιονδήποτε (n – m) διανυσµάτων από το (n, s)-σύνολο. 
 

Συµβολισµός 2.1.3 Συµβολίζουµε µε maxs(r, q) τη µέγιστη τιµή του n για την οποία 
υπάρχει ένα (n, s)-σύνολο στο F r

q . 
 
Ορισµός 2.1.4 Ένα (n, s)-σύνολο στο F r

q  για το οποίο ισχύει n = maxs(r, q) θα 
λέγεται βέλτιστο (optimal). 
 
Το packing πρόβληµα για το F r

q  είναι η εύρεση των διάφορων τιµών maxs(r, q) και 
των αντίστοιχων βέλτιστων (n, s)-συνόλων. 
 
Το packing πρόβληµα πρώτη φορά µελετήθηκε από τον Bose (1947) για το 
στατιστικό του ενδιαφέρον και στη συνέχεια (1961) για την σύνδεσή του µε την 
θεωρία κωδικοποίησης, η οποία δίνεται από το ακόλουθο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 2.1.5 Υπάρχει [n, n – r, d]-κώδικας στο Fq ακριβώς τότε όταν υπάρχει 
ένα (n, d – 1)-σύνολο του F r

q . 
 
Απόδειξη Έστω C ένας [n, n – r, d]q-κώδικας µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H. Ο Η 
είναι ένας r × n πίνακας. Επειδή η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι d έχουµε 
ότι οποιεσδήποτε d – 1 στήλες του Η είναι γραµµικά ανεξάρτητες ενώ οποιεσδήποτε 
d στήλες του Η είναι γραµµικά εξαρτηµένες (βλ. και το θεώρηµα 8.4 του [Hil1]). 
Άρα οι στήλες του Η σχηµατίζουν ένα (n, d – 1)-σύνολο στο F r

q . 
 
Από την άλλη, έστω K ένα (n, d – 1)-σύνολο στο F r

q . Αν σχηµατίσουµε έναν r × n 
πίνακα H µε στήλες τα διανύσµατα του Κ, τότε, (βλ. και το θεώρηµα 8.4 του [Hil1]) 
ο Η είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ενός [n, n – r]-κώδικα µε ελάχιστη απόσταση 
το λιγότερο d. 
 
Πόρισµα 2.1.6 Αν µας δοθούν τα q, d και r τότε η µεγαλύτερη τιµή για το n έτσι 
ώστε να υπάρχει ένας [n, n – r, d]q-κώδικας είναι max d – 1 (r, q). 
 
Οπότε το MLCT πρόβληµα (εκδοχή 2) είναι το ίδιο µε το packing πρόβληµα της 
εύρεσης του max d – 1 (r, q). Στη συνέχεια δείχνουµε ότι οι τιµές του Bq(n, d) 
δίνονται επίσης ως οι λύσεις αυτού του προβλήµατος. 
 
Θεώρηµα 2.1.7 Έστω max d – 1 (r – 1, q) < n ≤ max d – 1 (r, q). Τότε, 
Bq(n, d) = qn – r. 
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Απόδειξη Επειδή n ≤ max d – 1(r, q) υπάρχει ένας [n, n – r, d]q-κώδικας (πόρισµα 
2.1.6) και εποµένως Bq(n, d) ≥ qn – r. Αν το Bq(n, d) ήταν γνήσια µεγαλύτερο από το 
qn – r θα υπήρχε ένας [n, n – r + 1, d]q-κώδικας που θα σήµαινε ότι 
n ≤ max d – 1 (r – 1, q), το οποίο είναι άτοπο λόγω της υπόθεσης. 
 
Ας σκιαγραφήσουµε τι θα κάνουµε στις επόµενες παραγράφους του κεφαλαίου. 
 
Θα ασχοληθούµε µε το MLCT πρόβληµα για αυξανόµενες τιµές της ελάχιστης 
απόστασης d. Στην παράγραφο 2.2 θα ασχοληθούµε µε τις περιπτώσεις d = 1 και 
d = 2 οι οποίες είναι εύκολες. Στην παράγραφο 2.3 θα θεωρήσουµε το πρόβληµα για 
d = 3 και θα το λύσουµε για όλες τις τιµές των q και r. Στη συνέχεια θα θεωρήσουµε 
την περίπτωση d = 4, θα τη λύσουµε για q = 2 και θα δώσουµε τα, µέχρι σήµερα, 
γνωστά αποτελέσµατα για q µεγαλύτερο του 2. Για τις περιπτώσεις όπου το d είναι 
µεγαλύτερο του 4 πολύ λίγα πράγµατα είναι γνωστά στη µορφή γενικών 
αποτελεσµάτων, τουλάχιστον µέχρι το d να φτάσει στην µέγιστη τιµή του για 
δεδοµένο πλεόνασµα r, δηλαδή για d = r + 1. 
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2.2 Το MLCT πρόβληµα για d = 1 και d = 2 
 

 Για d = 1. Επειδή ο ίδιος ο διανυσµατικός χώρος F n
q  αποτελεί [n, n, 1]-γραµµικό 

κώδικα, έχουµε ότι Bq(n, 1) = qn. Προφανώς ισχύει και Aq(n ,1) = Bq(n, 1) = qn. 
 

 Για d = 2. Θεωρούµε το γραµµικό κώδικα C = {x1x2 … xn | x1 + x2 + … + xn = 
0}. O C είναι ένας [n, n – 1, 2]-κώδικας αφού το διάνυσµα 100...01 ανήκει στο C 
και δεν υπάρχει κωδική λέξη βάρους 1. Επειδή δεν υπάρχει γραµµικός [n, n, 2]-
κώδικας έχουµε Bq(n, 2) = qn – 1. 

 

2.3 Το MLCT πρόβληµα για d = 3 (ή αλλιώς οι 
κώδικες Hamming) 
 
Θεώρηµα 2.3.1 Για δοσµένο πλεόνασµα r, το µέγιστο µήκος n ενός [n, n – r, 3]q-

κώδικα είναι 
1q
1q r

−
−  που σηµαίνει ότι max2(r, q) = 

1q
1q r

−
− . 

 
Απόδειξη Από το πόρισµα 2.1.6 η απαιτούµενη τιµή του n για να υπάρχει ένας 
γραµµικός [n, n – r, 3]q-κώδικας είναι max2(r, q), το µεγαλύτερο µέγεθος ενός 
(n, 2)-συνόλου στο F r

q . Τώρα, ένα σύνολο S από διανύσµατα στο F r
q  είναι ένα 

(n, 2)-σύνολο αν και µόνο αν δεν υπάρχει διάνυσµα στο S που να είναι (βαθµωτό) 
πολλαπλάσιο άλλου διανύσµατος στο S. Όπως είναι γνωστό από την κατασκευή των 
κωδίκων Hamming πάνω από το Fq τα qr – 1 µη µηδενικά διανύσµατα στο F r

q  

διαµερίζονται σε 
1q
1q r

−
−  κλάσεις και κάθε κλάση περιέχει q – 1 διανύσµατα για τα 

οποία το κάθε διάνυσµα είναι πολλαπλάσιο ενός άλλου διανύσµατος της ίδιας 
κλάσης. Εποµένως, ένα (n, 2)-σύνολο του µεγαλύτερου µεγέθους είναι απλά ένα 

σύνολο από 
1q
1q r

−
−  διανύσµατα που αποτελείται από ένα διάνυσµα από κάθε µια 

από αυτές τις κλάσεις. 
 

Ο βέλτιστος [n, n – r, 3]-κώδικας µε n = 
1q
1q r

−
−  είναι ο κώδικας Hamming 

Ham(r, q).  
 
Η λύση του MLCT προβλήµατος (πρώτη εκδοχή) προκύπτει άµεσα από τα 
θεωρήµατα 2.1.7 και 2.3.1. 
 
Θεώρηµα 2.3.2 
 

Bq(n, 3) = qn – r 
 

όπου r είναι ο µοναδικός ακέραιος για τον οποίο ισχύει 
1q

1q 1r

−
−−

 < n ≤ 
1q
1q r

−
− . 
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Παρατηρήσεις 2.3.3 
 
(1) Είναι εύκολο να εκφραστεί το Bq(n, 3) επακριβώς συναρτήσει των q και n. 

Συγκεκριµένα, 
 

Bq(n, 3) = q )]1nnq(logn[ q +−− . 
 

Απόδειξη Από το θεώρηµα 2.3.1 υπάρχει [n, n – r, 3]q-κώδικας αν και µόνο αν n 

≤ 
1q
1q r

−
− . 

 
Έχουµε ισοδύναµα: 
 
qr ≥ n (q – 1) + 1 ⇔ r ≥ logq [n (q – 1) + 1] ⇔ n – r ≤ n – logq [n (q – 1) + 1] . 
Οπότε, πράγµατι, Bq(n, 3) = q )]1nnq(logn[ q +−− . 
 

(2) Για να κατασκευάσουµε έναν γραµµικό (n, M, 3)-κώδικα µε Μ = Βq(n, 3), 

βρίσκουµε τον µικρότερο ακέραιο r τέτοιο ώστε n ≤ 
1q
1q r

−
−  και τον γράφουµε 

σαν πίνακα ελέγχου ισοτιµίας, n διανύσµατα-στήλες του F r
q  τέτοια ώστε καµία 

στήλη να είναι (βαθµωτό) πολλαπλάσιο κάποιας άλλης. Μπορούµε πάντα να 
πάρουµε έναν τέτοιο πίνακα ελέγχου-ισοτιµίας µε το να διαγράψουµε στήλες 
από τον πίνακα ελέγχου-ισοτιµίας ενός κώδικα Hamming Ham(r, q). Εποµένως, 
ο καλύτερος γραµµικός 1-διορθωτικός κώδικας δοσµένου µήκους είναι ή 
κάποιος πίνακας Hamming ή ένας shortened κώδικας Hamming. 

 
 Πριν προχωρήσουµε στην περίπτωση όπου d = 4, παρατηρούµε ότι θα ήταν 
πλεονεκτικότερο να βλέπουµε ένα (n, s)-σύνολο όχι µόνο σαν ένα σύνολο 
διανυσµάτων του F r

q  αλλά και σαν ένα σύνολο σηµείων της αντίστοιχης 
προβολικής γεωµετρίας PG(r – 1, q). 

 
Ορισµός 2.3.4 Ένα σύνολο K που αποτελείται από n σηµεία του PG(r – 1, q) 
ονοµάζεται ένα (n, s)-σύνολο αν τα διανύσµατα που αναπαριστούν τα σηµεία του K 
σχηµατίζουν ένα (n, s)-σύνολο στον αντίστοιχο (underlying) διανυσµατικό χώρο 
F r

q . 
 
Παρατηρήσεις 2.3.5 
 
(1) Το να δουλεύουµε στο PG(r – 1, q) έχει δύο βασικά πλεονεκτήµατα:  

(a) κάποιοι σχετικά εύκολοι υπολογισµοί µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 
πάρουµε πάνω φράγµατα του maxs(r, q) και 
(b) πολλά βέλτιστα (n, s)-σύνολα είναι τελικά κάποιες φυσικές γεωµετρικές 
κατασκευές. 

(2) Ένα (n, 2)-σύνολο του PG(r – 1, q) είναι απλά ένα σύνολο από n διακεκριµένα 
σηµεία του PG(r – 1, q). Άρα µπορούµε να περιγράψουµε τον κώδικα Hamming 
Ham(r, q) ως τον κώδικα ο οποίος έχει πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H τέτοιο ώστε 
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οι στήλες να είναι διακεκριµένα σηµεία του PG(r – 1, q). Φυσικά, διαφορετικές 
αναπαραστάσεις αυτών των σηµείων θα µας δίνουν διαφορετικούς, αλλά 
ισοδύναµους, κώδικες. Για παράδειγµα (βλ. το παράδειγµα 1.2.1.4(ii)) ο 
κώδικας Ham(1, 5) ορίζεται από τον πίνακα ελέγχου ισοτιµίας 

 

H = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
432101
111110

 

 
ή ισοδύναµα 
 

H = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
112203
421210
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2.4 Το MLCT πρόβληµα για d = 4 
 
Εφαρµόζοντας το πόρισµα 2.1.6 για d = 4 προκύπτει ότι το µέγιστο µήκος ενός 
[n, n – r, 4]q-κώδικα, για δοσµένο r, είναι ίσο µε max3(r, q), το µεγαλύτερο µέγεθος 
ενός (n, 3)-συνόλου στο F r

q  (ή στο PG(r – 1, q)). 
 
Θα εισάγουµε κάποια επιπλέον ορολογία η οποία θα µας φανεί χρήσιµη παρακάτω. 
 
Ορισµός 2.4.1 Ένα (n, 3)-σύνολο στο επίπεδο PG(r – 1, q) (r ≥ 3) ονοµάζεται n-
cap. Αν r = 3, ένα (n, 3)-σύνολο στο επίπεδο PG(2, q) συνήθως ονοµάζεται n-τόξο 
(n-arc). 
 
Μπορούµε να γενικεύσουµε τον παραπάνω ορισµό για οποιοδήποτε (n, s)-σύνολο. 
 
Ορισµός 2.4.2 Ένα (n, s)-σύνολο στο επίπεδο PG(r – 1, q) ονοµάζεται (n, s)-cap. 
 
Ορισµός 2.4.3 Ένα cap λέγεται πλήρες (complete) αν δεν περιέχεται σε κανένα cap 
του ίδιου προβολικού χώρου µεγαλύτερου µεγέθους. 
 
Προφανώς, το µέγιστο πλήρες cap έχει µήκος ίσο µε max3(r, q). 
 
Επειδή τρία σηµεία στο PG(r – 1, q) για r > 3 είναι γραµµικά εξαρτηµένα αν και 
µόνο αν είναι συνευθειακά (δηλαδή βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία) µπορούµε 
να περιγράψουµε ένα n-τόξο/n-cap σαν το σύνολο n σηµείων όπου ανά τρία δεν 
είναι συνευθειακά. 
 
Το πρόβληµα προσδιορισµού των τιµών του max3(r, q) πρώτα απασχόλησε τον 
Bose (1947). Λύθηκε γρήγορα για q = 2 και όλα τα r, καθώς και για r ≤ 4 και για 
όλα τα q. Αλλά, παρόλο που το πρόβληµα απέσπασε πολύ την προσοχή, λύθηκε 
επιπλέον µόνο για τα ζευγάρια (r, q) = (5, 3) και (6, 3). Το 1999, οι Yves Edel και 
Jürgen Bierbrauer µε τη βοήθεια ηλεκτρονικών υπολογιστών έλυσαν το πρόβληµα 
για το ζευγάρι (5, 4). Οι γνωστές τιµές για το max3(r, q) εµφανίζονται στον 
παρακάτω πίνακα. 
 
 

max3 (r, 2) = 2r – 1 (Bose 1947) 

max3 (3, q) = 
⎩
⎨
⎧ q + 1 αν q περιττός 

q + 2 αν q άρτιος (Bose 1947) 

max3 (4, q) = 
⎩
⎨
⎧ q2 + 1 αν q περιττός 

q2 + 1 αν q άρτιος 
(Bose 1947) 
(Qvist 1952) 

max3 (5, 3) = 20 (Pellegrino 1970) 
max3 (6, 3) = 56 (Hill 1973) 
max3 (5, 4) = 41 (Edel, Bierbrauer 1999) 

 
Πίνακας 2 – Οι γνωστές τιµές του max3(r, q) 
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Στις επόµενες παραγράφους θα αποδείξουµε αυτά τα αποτελέσµατα ή θα δώσουµε 
τα βασικά βήµατα των αποδείξεων. 
 
 
2.4.1 Ο προσδιορισµός του max3 (r, 2) 
 
Ενδιαφερόµαστε για την εύρεση βέλτιστων δυαδικών γραµµικών κωδίκων µε d = 4. 
Το ακόλουθο γενικό θεώρηµα µας δείχνει ότι µπορούµε να αποκοµίσουµε τέτοιους 
κώδικες από βέλτιστους κώδικες µε ελάχιστη απόσταση 3 µε την απλή σκέψη του 
να προσθέσουµε σε κάθε κωδική λέξη ένα σύµβολο ολικού ελέγχου ισοτιµίας. 
 
Θεώρηµα 2.4.1.1 Έστω d περιττός. Τότε υπάρχει δυαδικός [n, k, d]-κώδικας αν και 
µόνο αν υπάρχει δυαδικός [n + 1, k, d + 1]-κώδικας. 
 
Απόδειξη Παρατηρήστε ότι ένας εκτεταµένος (“extended”) γραµµικός κώδικας 
δηλαδή ο κώδικας που παίρνεται από έναν γραµµικό κώδικα µε την προσθήκη σε 
κάθε κωδική λέξη ενός συµβόλου ολικού ελέγχου ισοτιµίας, είναι επίσης γραµµικός. 
Πιο συγκεκριµένα, αν το βάρος µια κωδικής λέξης είναι άρτιο προσθέτουµε ένα 0 
ενώ αν το βάρος της είναι περιττό προσθέτουµε ένα 1. Αυτό αποδεικνύει την µια 
κατεύθυνση του θεωρήµατος. 
 
Για την αντίθετη κατεύθυνση, διαλέγουµε στον κώδικα [n + 1, k, d + 1] κωδικές 
λέξεις x και y τέτοιες ώστε d(x, y) = d + 1. Στη συνέχεια βρίσκουµε µια θέση στην 
οποία διαφέρουν και την διαγράφουµε από όλες τις κωδικές λέξεις. Το αποτέλεσµα 
είναι ένας [n, k, d]-κώδικας και αποδείξαµε το θεώρηµα. 
 
Από την απόδειξη φαίνεται ότι το θεώρηµα γενικεύεται και για µη γραµµικούς 
κώδικες. ∆ηλαδή υπάρχει δυαδικός (n, Μ, d)-κώδικας αν και µόνο αν υπάρχει 
δυαδικός (n + 1, Μ, d + 1)-κώδικας. (Βλ. και θεώρηµα 2.7 του [Hil1]). 
 
Πόρισµα 2.4.1.2 Έστω d άρτιος. Τότε 
 
(i) B2(n, d) = B2(n – 1, d – 1) 
(ii) maxd – 1 (r, 2) = maxd – 2 (r – 1, 2) + 1. 
 
Απόδειξη 
 
(i) Άµεσο από το θεώρηµα 2.4.1.1. 
(ii) Έχουµε ισοδύναµα 

     n ≤ maxd – 1 (r, 2) 
⇔ υπάρχει δυαδικός [n, n – r, d]-κώδικας 

⇔ υπάρχει δυαδικός [n – 1, n – r, d – 1]-κώδικας 
⇔ n – 1 ≤ maxd – 1 (r – 1, 2) 
⇔ n ≤ maxd – 1 (r – 1, 2) + 1 

 
Από όπου προκύπτει η ισότητα. 
 
Πόρισµα 2.4.1.3 max3 (r, 2) = 2r – 1. 
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Απόδειξη 

Από το θεώρηµα 2.3.1 για q = 2 έχουµε ότι max2(r, 2) = 
12
12r

−
−  = 2r – 1. Οπότε, από 

το πόρισµα 1.11(ii), max3 (r, 2) = (2r – 1 – 1) + 1 = 2r – 1. 
 
Ο βέλτιστος δυαδικός κώδικας µε d = 4 και πλεόνασµα r είναι ο εκτεταµένος 
κώδικας Hamming H â m(r – 1, 2) (βλ. κεφάλαιο 8 του [Hil1]), ένας πίνακας 
ελέγχου ισοτιµίας για αυτόν τον κώδικα είναι 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

11...11
0

0
HĤ M , 

 
όπου Η είναι ένας πίνακας ελέγχου ισοτιµίας του κώδικα Ham(r – 1, 2) τέτοιος ώστε 
οι στήλες του H να είναι τα σηµεία του PG(r – 2, 2) (για παράδειγµα τα µη-
µηδενικά διανύσµατα του F 1q

2
− . 

 
Οι στήλες του Ĥ  σχηµατίζουν ένα βέλτιστο 2r – 1-cap στο PG(r – 1, 2) το οποίο 
αποτελείται από τα σηµεία του PG(r – 1, 2) τα οποία δεν βρίσκονται στον υπόχωρο 
{(x1, …, xr) | xr = 0}. Γεωµετρικά, µπορεί να περιγραφεί σαν το συµπλήρωµα ενός 
υπερεπιπέδου. 
 
2.4.2 Ο προσδιορισµός του max3 (3, q) 
 
Πρώτα θα δώσουµε κάποια παραδείγµατα από καλούς γραµµικούς κώδικες µε d = 4 
και r = 3. Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι αυτοί οι κώδικες είναι βέλτιστοι 
δείχνοντας ότι δεν υπάρχουν τέτοιοι κώδικες µε µεγαλύτερο µήκος. 
 
Θεώρηµα 2.4.2.1 Έστω a1, a2, …, aq – 1 τα µη-µηδενικά στοιχεία του Fq. 
 

(i) Ο πίνακας H = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

10a...aa
00a...aa
011...11

2
1q

2
2

2
1

1q21  είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας 

ενός γραµµικού [q + 1, q – 2, 4]-κώδικα. 
 

Ισοδύναµα, οι στήλες του Η σχηµατίζουν ένα (q + 1)-τόξο στο PG(2, q). 
∆ηλαδή αποτελούν ένα (q + 1, 3)-σύνολο του PG(2, q). 

 
(ii) Αν ο q είναι άρτιος τότε ο πίνακας 
 

Η* = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

100a...aa
010a...aa
0011...11

2
1q

2
2

2
1

1q21  
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είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ενός γραµµικού [q + 2, q – 1, 4]-κώδικα. 
Ισοδύναµα, οι στήλες του Η* σχηµατίζουν ένα (q + 2)-τόξο στο PG(2, q). 
∆ηλαδή αποτελούν ένα (q + 2, 3)-σύνολο του PG(2, q). 

 
Απόδειξη 
 
(i) Αρκεί να δείξουµε ότι, οποιεσδήποτε τρεις στήλες του H είναι γραµµικά 

ανεξάρτητες. Οποιεσδήποτε τρεις από τις πρώτες q – 1 στήλες του Η 
σχηµατίζουν έναν πίνακα Vandermonde. Είναι γνωστό ότι ένας πίνακας 
Vandermonde έχει µη-µηδενική ορίζουσα (θεώρηµα 11.1 του [Hil1]) και ότι 
κάθε r × r πίνακας µε µη-µηδενική ορίζουσα έχει r στήλες γραµµικά 
ανεξάρτητες (θεώρηµα 11.2 του [Hil1]). Εποµένως για οποιαδήποτε τριάδα 
στηλών, η οποία περιέχει µια ή δύο από τις δύο τελευταίες στήλες του Η, η 
ορίζουσα µπορεί να αναπτυχθεί κατά µια από αυτές τις στήλες και να 
πάρουµε ξανά µια ορίζουσα ενός πίνακα Vandermonde. Πιο συγκεκριµένα, 

αν για παράδειγµα πάρουµε την ορίζουσα det
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1aa
0aa
011

2
j

2
i

ji  µπορούµε να 

αναπτύξουµε ως προς την τελευταία στήλη οπότε θα πάρουµε ai – aj. Επειδή 
ai ≠ aj η ορίζουσα det A είναι µη-µηδενική. 
 

(ii) ∆είξαµε στο (i) ότι οποιεσδήποτε τρεις στήλες του Η* είναι γραµµικά 
ανεξάρτητες, µε πιθανή εξαίρεση µια τριάδα της µορφής 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
j

j
2
i

i

a
a
1

,
a
a
1

 και 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
1
0

. 

 
Η ορίζουσα του πίνακα Α που σχηµατίζεται από αυτές τις τρεις στήλες είναι 
ίση µε a 2

i – a 2
j  . Επειδή, το q είναι άρτιος, το σώµα Fq έχει χαρακτηριστική 

2. Οπότε, a 2
i – a 2

j  = (ai – aj)2. Εποµένως η ορίζουσα det A είναι µη-µηδενική 
αφού ai ≠ aj. 

 
Επειδή κατασκευάσαµε κώδικες µήκους q + 1 και q + 2 αντίστοιχα έχουµε το 
ακόλουθο 
 

Πόρισµα 2.4.2.2 max3 (3, q) ≥ 
⎩
⎨
⎧  q + 1, 

q + 2, 
αν q περιττός 
αν q άρτιος 

 
Παρατήρηση 2.4.2.3 Το (q +1)-τόξο που σχηµατίζεται από τις στήλες του Η του 
θεωρήµατος 2.4.2.1 είναι η κωνική τοµή {(x, y, z) ∈ PG(2, q) όπου yz = x2}. 
Παρατηρήστε ότι τα στοιχεία της τρίτης γραµµής είναι ίσα µε το γινόµενο των 
αντίστοιχων στοιχείων των δύο πρώτων γραµµών. 
 
Τώρα θα δείξουµε ότι οι κώδικες/τόξα που δίνονται στο θεώρηµα 2.4.2.1 είναι 
βέλτιστοι. 
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Θεώρηµα 2.4.2.4 
 
(i) Για κάθε δύναµη πρώτου q, max3(3, q) ≤ q + 2. 
(ii) Αν ο q είναι περιττός τότε max3(3, q) ≤ q + 1. 
 
Πρώτη απόδειξη 
 
(i) Επειδή r = 3 είναι k = n – r = n – 3. Έστω Η ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας, στην 

κανονική του µορφή, ενός γραµµικού [n, n – 3, 4]q-κώδικα C µε 
n = max3 (3, q): 
 

H = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

100c...cc
010b...bb
001a...aa

3n21

3n21

3n21

, 

 
Επειδή d = 4 οποιεσδήποτε τρεις στήλες του Η είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 
Εποµένως, η ορίζουσα που σχηµατίζεται από οποιεσδήποτε τρεις στήλες του Η 
είναι διαφορετική του µηδενός. Από το µη-µηδενισµό της ορίζουσας που 
σχηµατίζεται από δυο από τις τρεις τελευταίες στήλες και από µια από τις n – 3 
πρώτες, βρίσκουµε ότι όλα τα ai, bi, ci είναι µη-µηδενικά. Πολλαπλασιάζοντας 
την i-στη στήλη µε a 1

i
−  για i = 1, 2, …, n – 3 σχηµατίζουµε έναν κώδικα 

ισοδύναµο µε τον C όπου όλα τα ai είναι όλα ίσα µε 1. Εποµένως, µπορούµε να 
υποθέσουµε ότι ο κώδικας ελέγχου ισοτιµίας είναι 
 

Η = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

100c...cc
010b...bb
0011...11

3n21

3n21 , 

 
όπου τα bi και ci είναι διαφορετικά του µηδενός. Επειδή η ορίζουσα που 
σχηµατίζεται από την τελευταία στήλη και από δυο από τις n – 3 πρώτες 
στήλες, είναι µη-µηδενική, τα bi πρέπει να είναι, σαν στοιχεία του Fq, 
διαφορετικά ανά δύο. Εποµένως, n – 3 ≤ q – 1 οπότε n ≤ q + 2. 
 

(ii) (Προσαρµόστηκε από τους Fenton και Vámos, 1982). Ας υποθέσουµε ότι ο q 
είναι περιττός. Έστω ότι υπάρχει ένας γραµµικός [q + 2, q – 1, 4]-κώδικας. Θα 
καταλήξουµε σε άτοπο. Αν λοιπόν υπάρχει τέτοιος κώδικας, όπως και στο (i), 
µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο C έχει πίνακα ελέγχου ισοτιµίας τον 

 

Η = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

100c...cc
010b...bb
0011...11

1q21

1q21  

 
όπου τα b1, b2, …, bq – 1 είναι όλα τα µη-µηδενικά στοιχεία του Fq και τα c1, 
c2, …, cq – 1 είναι όλα τα µη-µηδενικά στοιχεία του Fq σε κάποια σειρά. Ο µη-
µηδενισµός των οριζουσών της µορφής 
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det
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0cc
0bb
111

ji

ji  

 
 µας δίνει ότι τα στοιχεία b1c1

–1, b2c2
–1, …, bq–1cq–1

–1 είναι όλα διαφορετικά 
µεταξύ τους ανά δύο άρα είναι επίσης τα µη-µηδενικά στοιχεία του Fq σε 
κάποια σειρά. Τώρα, επειδή κάθε στοιχείο του Fq έχει αντίστροφο 
διαφορετικό από τον εαυτό του εκτός από τα 1 και – 1 τα τρία γινόµενα 

∏ −

=

1q

1i ib , ∏ −

=

1q

1i ic , ∏ −

=
−1q

1i
1

iicb  είναι όλα ίσα µε – 1. Αλλά τότε 
 

∏ −

=
−1q

1i
1

iicb  = (∏ −

=

1q

1i ib )(∏ −

=

1q

1i ic )–1 = (–1)(–1) –1 = 1. 
 
Επειδή το q είναι περιττός 1 ≠ – 1 και καταλήξαµε σε άτοπο. 

 
 
∆εύτερη απόδειξη (γεωµετρική) 
 
(i) Έστω K ένα n-τόξο στο PG(2, q) µε µέγιστο µέγεθος n = max3(3, q). Έστω P 

ένα σηµείο του Κ. Από το λήµµα 1.2.1.1(iv) υπάρχουν q + 1 ευθείες που 
περνάνε από το Ρ και κάθε σηµείο του Κ βρίσκεται σε µια από αυτές τις 
ευθείες. Μάλιστα κάθε µια από αυτές τις ευθείες µπορεί να περιέχει, εκτός του 
Ρ, ακριβώς ένα σηµείο γιατί από τον ορισµό του n-τόξου δεν υπάρχουν τρία 
σηµεία του Κ συνευθειακά (δηλαδή γραµµικά εξαρτηµένα). Εποµένως, n ≤ 1 + 
(q + 1) = q + 2. 

 
(ii) Έστω τώρα q περιττός. Έστω, µε σκοπό να φτάσουµε σε άτοπο, ότι το Κ είναι 

ένα (q + 2)-τόξο στο PG(2, q). ∆ηλαδή το Κ περιέχει q + 2 σηµεία τα οποία ανά 
τρία δεν είναι συνευθειακά. Αν Ρ ένα τυχαίο σηµείο του Κ, κάθε µια από τις q + 
1 ευθείες που περνάνε από το Ρ πρέπει να περιέχουν ακριβώς ένα επιπλέον 
σηµείο από το Κ. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε ευθεία στο PG(2, q) τέµνει το Κ ή σε 
δύο σηµεία ή σε κανένα, αλλά ποτέ σε ένα. Έστω, τώρα, Q ένα σηµείο του 
PG(2, q) που δεν βρίσκεται στο Κ. Από το Q περνάνε q + 1 ευθείες και κάθε 
ένα σηµείο του Κ βρίσκεται σε ακριβώς µια από αυτές. Άρα αν t από αυτές τις 
ευθείες τέµνουν το Κ σε δύο σηµεία τότε |Κ| = 2t, άρτιος. Είναι άτοπο γιατί |K| 
= q + 2 περιττός. 

 
Παρατήρηση 2.4.2.5 Η γεωµετρική απόδειξη είναι η καλύτερη από τις δύο 
αποδείξεις. Έχει δύο σηµαντικά πλεονεκτήµατα: (1) γενικεύεται για να δώσει άνω 
φράγµατα στο max3(r, q) για µεγαλύτερες τιµές του r και (2) δεν χρησιµοποιεί 
συγκεκριµένες ιδιότητες του σώµατος Fq και εποµένως δίνει κάποια άνω φράγµατα 
για το µέγεθος των n-τόξων για οποιοδήποτε προβολικό επίπεδο µε τάξη q. 
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Το πόρισµα 2.4.2.2 και το θεώρηµα 2.4.2.4 µας δίνουν το 
 
Θεώρηµα 2.4.2.6 (Bose 1947 στο [Bos]) 
 

max3 (3, q) = 
⎩
⎨
⎧ q + 1, 

q + 2, 
αν q περιττός 
αν q άρτιος 

 
Παρατήρηση 2.4.2.7 Ο Segre το 1954 (βλ. [Se1]) έδειξε ότι, για q περιττό, κάθε 
(q + 1)-τόξο στο PG(2, q) είναι µια κωνική τοµή (conic). Από αυτό προκύπτει ότι ο 
βέλτιστος [q + 2, q – 1, 4]-κώδικας. είναι µοναδικός, µέχρι ισοδυναµίας. Για q 
άρτιο, τα βέλτιστα (q + 2)-τόξα στο PG(2, q) δεν είναι, εν γένει, µοναδικά και η 
κατάταξή τους είναι άγνωστη. 
 
Ορισµός 2.4.2.8 Ένα (q+1)-cap στο PG(2, q) ονοµάζεται οβάλ (oval) ενώ ένα 
(q+2)-cap στο PG(2, q) ονοµάζεται υπεροβάλ (hyperoval). 
 
Το θεώρηµα 2.4.2.6 µας δείχνει ότι πάντα υπάρχει ένα oval στο PG(2, q) ενώ ένα 
υπεροβάλ υπάρχει στην περίπτωση όπου το q είναι περιττός. 
 
2.4.3 Ο προσδιορισµός του max3 (4, q), για q περιττό 
 
Θα κάνουµε µια γεωµετρική προσέγγιση του προβλήµατος. Αρχικά παρατηρούµε 
ότι ένας t-χώρος είναι απλά ένα αντίγραφο του PG(t, q) µε την προϋπόθεση να 
λαµβάνονται υπ’ όψιν και οι τυχόν ιδιότητες των υποχώρων του. Συγκεκριµένα, ένα 
cap στο PG(r – 1, q) πρέπει να τέµνει έναν (t – 1)-χώρο το πολύ σε max3(t, q) 
σηµεία, έχοντας πάντα υπ’ όψιν ότι το υποσύνολο ενός cap είναι επίσης cap. 
 
Τώρα θα παρουσιάσουµε ένα άνω φράγµα του max3(4, q) όταν το q είναι περιττός. 
 
Θεώρηµα 2.4.3.1 Αν q περιττός τότε max3(4, q) ≤ q2 + 1. 
 
Απόδειξη Ας υποθέσουµε ότι Κ είναι ένα n-cap στο PG(3, q) µε µέγιστο µέγεθος. 
∆ηλαδή ισχύει n = max3(4, q). Θεωρούµε P1 και P2 δυο σηµεία του Κ και L την 
ευθεία που ορίζουν τα P1 και P2. Επειδή δεν υπάρχουν τρία συνευθειακά σηµεία στο 
Κ, η L δεν περιέχει άλλα σηµεία του Κ. Σύµφωνα µε το λήµµα 1.2.1.1(v) από την 
ευθεία L περνάνε q + 1 επίπεδα και κάθε σηµείο του Κ, διαφορετικό από τα Ρ1 και 
Ρ2, βρίσκεται σε ακριβώς ένα από αυτά τα επίπεδα. Επειδή ο q είναι περιττός 
προκύπτει από το θεώρηµα 2.4.2.4(ii) ότι κανένα επίπεδο δεν περιέχει πάνω από q + 
1 σηµεία του Κ. Συγκεκριµένα, ένα επίπεδο που τέµνει την ευθεία L µπορεί να 
περιέχει το πολύ q – 1 σηµεία εκτός από τα Ρ1 και Ρ2. Οπότε 
 

n ≤ 2 + (q + 1)(q – 1) = q2 + 1. 
 
Στη συνέχεια δείχνουµε ότι υπάρχουν (q2 + 1)-caps στο PG(3, q), όταν ο q είναι 
περιττός. 
 
Θεώρηµα 2.4.3.2 Υποθέτουµε q περιττός. Έστω b ένα στοιχείο του Fq όχι 
τετράγωνο. Τότε το σύνολο 
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Q = {(x, y, z, w) ∈ PG(3, q) όπου zw = x2 – by2} 
 
είναι ένα (q2 + 1)-cap στο PG(3, q). 
 
Απόδειξη Επειδή το b δεν είναι τετράγωνο το µόνο σηµείο του Q µε z = 0 είναι το 
(0, 0, 0, 1). Τα υπόλοιπα σηµεία µπορούν να αναπαρασταθούν από ένα διάνυσµα µε 
z = 1. Άρα µπορούµε να γράψουµε 
 

Q = {(0, 0, 0, 1), (x, y, 1, x2 – by2) όπου x, y ∈ Fq} (2.4.3.3) 
 
Από εδώ φαίνεται ότι η τάξη του Q είναι |Q| = q2 + 1. Πρέπει τώρα να δείξουµε ότι 
οποιαδήποτε τρία σηµεία στο Q δεν είναι συνευθειακά. Προφανώς, το (0, 0, 0, 1) 
δεν είναι συνευθειακό µε δύο άλλα σηµεία του Q επειδή για κάθε δοσµένο ζευγάρι 
(x, y) υπάρχει µόνο ένα σηµείο του Q της µορφής (x, y, 1, *). Έστω, λοιπόν 
a1 = (x1, y1, 1, x 2

1  – by 2
1 ) και a2 = (x2, y2, 1, x 2

2  – by 2
2 ) δύο σηµεία του Q 

διαφορετικά από το (0, 0, 0, 1). Έστω, για να καταλήξουµε σε άτοπο, ότι η ευθεία 
που περνάει από τα a1 και a2 περιέχει και ένα τρίτο σηµείο στο Q. Τότε, για κάποιο 
µη-µηδενικό λ ισχύει a1 + λ a2 ∈ Q. ∆ηλαδή, το σηµείο 
 
(x, y, z, w) = 

(x1, y1, 1, x 2
1  – by 2

1 ) + λ (x2, y2, 1, x 2
2  – by 2

2 ) = 
(x1 + λx2, y1 + λy2, 1 + λ, x 2

1  – by 2
1  + λx 2

2  – λby 2
2 ) 

 
ικανοποιεί την zw = x2 – by2. Αυτή η συνθήκη γράφεται 
 

(1 + λ)(x 2
1  – by 2

1  + λx 2
2  – λby 2

2 ) = (x1 + λx2)2 – b(y1 + λy2)2 . 
 
Ισοδύναµα, 
 
x 2

1  – by 2
1  + λx 2

2  – λby 2
2  + λx 2

1  – λby 2
1  + λ2 x 2

2  – λ2 by 2
2  = 

x 2
1  + 2 λx1x2 + λ2 x 2

2 – by 2
1  – 2λby1y2 – λ2 by 2

2 . 
 
Από όπου προκύπτει 
 

λx 2
1  + λx 2

2  – λby 2
1  – λby 2

2  = 2 λx1x2 – 2λby1y2. 
 
Επειδή λ ≠ 0 έπεται ότι 
 

(x1 – x2)2 = b(y1 – y2)2, 
 
το οποίο είναι άτοπο διότι το b δεν είναι τετράγωνο. 
 
Τα θεωρήµατα 2.4.3.1 και 2.4.3.2 µας δίνουν το 
 
Θεώρηµα 2.4.3.4 Αν q περιττός τότε max3(4, q) = q2 + 1. 
 
Παράδειγµα 2.4.3.5 Στο θεώρηµα 2.4.3.2 θέτουµε q = 3 και b = – 1. Από την σχέση 
(2.4.3.3), ένα 10-cap στο PG(3, 3) παράγεται από τις στήλες του πίνακα 
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Η = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2212211101
1111111110
2102102100
2221110000

. 

 
Εποµένως, ο Η είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας του τριαδικού (ternary) γραµµικού 
[10, 6, 4]-κώδικα ο οποίος έχει µέγιστο µήκος για d = 4 και r = 4. 
 
∆ιορθώνοντας τις στήλες του πίνακα ώστε το πρώτο µη-µηδενικό στοιχείο από 
πάνω προς τα κάτω να είναι 1 προκύπτει ο πίνακας: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1122212101
2221112110
1202101100
1111110000

. 

 
Παρατήρηση 2.4.3.6 Μπορεί να αποδειχθεί ότι ένα 10-cap στο PG(3, 3), όπως και 
ένα 4-cap στο PG(2, 3), είναι προβολικά µοναδικό. 
 
2.4.4 Ο προσδιορισµός του max3 (4, q), για q άρτιο 
 
Θα παρουσιάσουµε ένα άνω φράγµα του max3(4, q) όταν το q είναι άρτιος. 
 
Η απόδειξη ότι max3(4, 4) = 17 δόθηκε από την Πολωνή Esther Seiden το 1950, η 
οποία, ωστόσο, δεν κατάφερε να γενικεύσει τις µεθόδους της για να δώσει 
περισσότερα αποτελέσµατα. 
 
Για να πάρουµε όλες τις τιµές του max3(4, q) για q άρτιο, θα ακολουθήσουµε µια 
διαδικασία ανάλογη µε αυτήν που είδαµε στην περίπτωση που το q είναι περιττός. 
Αρχικά θα παρουσιάσουµε την µέθοδο του Bose για να πάρουµε ένα βέλτιστο άνω 
φράγµα και στη συνέχεια θα δώσουµε ένα cap που να ικανοποιεί την ισότητα. 
 
Έστω Κ ένα cap στο PG(r – 1, q). Μια ευθεία ε του PG(r – 1, q) θα λέγεται 
εφαπτόµενη (tangent) του Κ αν έχει ακριβώς ένα κοινό σηµείο µε το Κ, αλλιώς, αν 
έχει δύο κοινά σηµεία, θα λέγεται τέµνουσα (secant) του Κ. Αν η ευθεία ε δεν έχει 
κανένα κοινό σηµείο µε το Κ θα λέµε ότι η ε είναι εξωτερική (external) του Κ. 
 
Θεώρηµα 2.4.4.1 (Bose) Αν q = 2h (h > 1) τότε max3(4, q) ≤ q2 + q + 2. 
 
Απόδειξη Ας υποθέσουµε ότι Κ είναι ένα n-cap στο PG(3, q). Θεωρούµε ένα σηµείο 

Ρ του Κ. Από αυτό το σηµείο περνάνε ακριβώς 
1q
1q3

−
−  = q2 + q + 1 ευθείες (βλ. 

λήµµα 1.2.1.1(iii)). Κάθε ευθεία περνάει από το πολύ ένα ακόµα σηµείο µέσα στο 
Κ. Εποµένως, το Κ περιέχει το πολύ q2 + q + 1 + 1 = q2 + q + 2 σηµεία. 
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Θεώρηµα 2.4.4.2 Αν q = 2h (h > 1) τότε max3(4, q) ≤ q2 + q + 1. 
 
Απόδειξη Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα n-cap, έστω Κ, στο PG(3, q) το οποίο έχει 
ακριβώς q2 + q + 2 σηµεία. Θα οδηγηθούµε σε άτοπο. Θεωρούµε ένα σηµείο Ρ του 
Κ. Κάθε µια από τις q2 + q + 1 ευθείες του PG(3, q) που περνάνε από το Ρ τέµνουν 
το Κ σε ακριβώς ένα επιπλέον σηµείο. ∆ιαφορετικά, το Κ θα είχε λιγότερα από q2 + 
q + 2 σηµεία. Εποµένως, το Κ έχει µόνο τέµνουσες και δεν έχει εφαπτόµενες. Οπότε 
κάθε επίπεδο το οποίο τέµνει το Κ πρέπει να έχει τουλάχιστον q + 2 κοινά σηµεία 
µε το Κ, γιατί διαφορετικά θα µπορούσαµε να φέρουµε µια εφαπτόµενη στο Κ. Από 
την άλλη, κάθε επίπεδο είναι ένας 3-χώρος και εποµένως έχει το πολύ max3(3, q) = 
q + 2 σηµεία στο Κ (βλ θεώρηµα 2.4.2.6). Εποµένως, κάθε επίπεδο τέµνει το Κ ή σε 
ακριβώς q + 2 σηµεία ή σε κανένα. 
 
Επειδή µια ευθεία περνάει από ακριβώς δύο σηµεία του Κ, το πλήθος των 
τεµνουσών του Κ είναι ίσο µε το πλήθος των τρόπων που µπορούµε να επιλέξουµε 

δύο σηµεία µέσα στο Κ, δηλαδή είναι ίσο µε ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
2

2qq 2

 = 
2
1 (q2 + q + 2)(q2 + q). 

Το πλήθος των ευθειών στο χώρο είναι (q2 + 1)(q2 + q + 1). Επειδή q > 1 βλέπουµε 
ότι η δεύτερη ποσότητα είναι µεγαλύτερη από την πρώτη και εποµένως υπάρχουν 
ευθείες του χώρου οι οποίες δεν τέµνουν το Κ. 
 
Θεωρούµε L µια ευθεία η οποία δεν τέµνει το Κ. Θεωρούµε όλα τα επίπεδα που 
περιέχουν την L. Αυτά είναι σε πλήθος q2 + q + 1. (βλ. λήµµα 1.2.1.1(v)). Κάθε ένα 
από αυτά τα επίπεδα, αν τέµνει το Κ, το τέµνει σε q + 2 σηµεία. Έστω ότι t από 
αυτά τα επίπεδα τέµνουν το Κ. Τότε το Κ έχει t (q + 2) σηµεία. ∆ηλαδή, q2 + q + 2 = 
t (q + 2). ∆ηλαδή θα πρέπει 
 

q2 = (t – 1)(q+2) 
 
όπου q = 2h (h > 1) άρα και t – 1 > 0. Εποµένως, to q + 2 διαιρεί το q2 που σηµαίνει 
ότι το 2 (2h – 1 + 1) διαιρεί το 22h. ∆ηλαδή το 2h – 1 + 1 (περιττός) διαιρεί το 22h – 1 
(δύναµη του 2). Καταλήξαµε σε άτοπο άρα δεν υπάρχει cap µε q2 + q + 2 σηµεία 
στο PG(3, q). 
 
Θεώρηµα 2.4.4.3 Αν q = 2h (h > 1) τότε δεν υπάρχει n-cap στο PG(3, q) µε 
q2 + 1 < n < q2 + q + 2. 
 
Απόδειξη Ας υποθέσουµε ότι Κ είναι ένα n-cap στο PG(3, q) µε n = q2 + α όπου 
1 < α < q + 2 και ότι δεν υπάρχει cap στο PG(3, q) µε περισσότερα σηµεία. Θα 
οδηγηθούµε σε άτοπο. 
 
Θεωρούµε ένα σηµείο Ρ του Κ. Μπορούµε να συνδέσουµε το Ρ µε κάθε άλλο 
σηµείο του Κ. Οπότε από το Ρ περνάνε ακριβώς q2 + α – 1 τέµνουσες και υπάρχουν 
ακόµη q2 + q + 1 – (q2 + α – 1) = q + 2 – α (> 0) ευθείες οι οποίες εφάπτονται του Κ 
στο σηµείο P. 
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Έστω L µια εφαπτόµενη στο Κ στο σηµείο P. Θεωρούµε τα 
1q
1q 2

−
−  = q + 1 επίπεδα 

που περιέχουν την εφαπτόµενη L. Τα ονοµάζουµε Εi όπου i = 1, 2, ..., q + 1. Κάθε 
K ∩ Ei είναι ένα (q + 1)-cap. Επειδή κανένα K ∩ Ei δεν µπορεί να έχει εφαπτόµενη 
(βλ. σελίδα 10 του [Qv]), τα Εi τέµνουν το Κ το πολύ σε q σηµεία πέραν του P. 
 
Αν υποθέσουµε ότι κάθε ένα από τα q + 1 επίπεδα τέµνει το Κ το πολύ σε q – 1 
σηµεία πέραν του P θα έχουµε ότι το Κ έχει συνολικά το πολύ (q – 1)(q + 1) +1 = q2 
σηµεία. Το όποιο είναι άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι το Κ έχει q2 + α σηµεία όπου 
α > 1. 
 
Εποµένως, κάποια από τα q + 1 επίπεδα που περιέχουν την εφαπτόµενη L τέµνουν 
το Κ σε q σηµεία. Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι το Ε1 
τέµνει το Κ σε q + 1 σηµεία. 
 
Έχουµε ότι οι εφαπτόµενες του K ∩ E1 τέµνονται σε ένα σηµείο εκτός του K ∩ E1 
(βλ. θεώρηµα 5 του [Qv]). Έστω Q αυτό το σηµείο. Προφανώς το Q δεν ανήκει στο 
Κ. Οι εφαπτόµενες του K ∩ E1 είναι προφανώς και εφαπτόµενες του Κ. 
 
Συνδέουµε το Q µε όλα τα σηµεία του Κ. Αν όλες οι ευθείες που συνδέουν το Q µε 
το K ήταν εφαπτόµενες στο Κ θα προέκυπτε ένα νέο cap αποτελούµενο από όλα τα 
σηµεία του Κ και το Q. ∆ηλαδή ένα cap µε q2 + α + 1 σηµεία. Το οποίο είναι άτοπο 
αφού έχουµε υποθέσει ότι δεν υπάρχει cap µε περισσότερα σηµεία από το Κ. 
 
Έστω λοιπόν L1 µια τέµνουσα του Κ που περνάει από το Q και τέµνει το Κ στα 
σηµεία Α και Β. Η L1 δεν ανήκει στο K ∩ E1 αφού το K ∩ E1 περιέχει µόνο 
εφαπτόµενες του Κ. Τα επίπεδα που περιέχουν την L1 και τα οποία έχουν µια 
εφαπτόµενη µε το K ∩ E1 είναι q + 1 στο πλήθος άρα είναι όλα τα επίπεδα που 
περιέχουν την L1. 
 
Άρα κάθε ένα από τα q + 1 επίπεδα τα οποίο περιέχει την L1 έχει µια εφαπτόµενη µε 
το Κ. Άρα περιέχει το πολύ q + 1 σηµεία. (Στην γεωµετρική απόδειξη του 
θεωρήµατος 2.4.2.4 δείξαµε ότι ένα (q+2)-τόξο έχει µόνο τέµνουσες και καθόλου 
εφαπτόµενες. Αυτό ήταν ανεξάρτητο του αν το q είναι άρτιος ή περιττός). ∆ηλαδή 
κάθε επίπεδο περιέχει το πολύ q – 1 σηµεία εκτός των Α και Β. Συνολικά εποµένως 
έχουµε ότι το Κ έχει το πολύ (q + 1)(q – 1) + 2 = q2 + 1. Το όποιο είναι και πάλι 
άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι το Κ έχει q2 + α σηµεία όπου α > 1. 
 
∆είξαµε δηλαδή ότι δεν υπάρχει (q2 + α)-cap στο PG(3, q) όπου 1 < α < q + 2. Αυτό 
ολοκληρώνει και την απόδειξη. 
 
Παρατηρήστε ότι αν q = 2 τότε max3(3, 2) = 8 ≠ 22 + 1. Άρα η εξαίρεση της 
περίπτωσης q = 2 ήταν απαραίτητη. 
 
Τα θεωρήµατα 2.4.4.1, 2.4.4.2 και 2.4.4.3 µας δίνουν το 
 
Θεώρηµα 2.4.4.4 (Qvist, 1952 στο [Qv]) Αν q = 2h (h > 1) τότε max3(4, q) ≤ q2 + 1. 
 
Στη συνέχεια δείχνουµε ότι υπάρχουν (q2 + 1)-caps στο PG(3, q) όταν το q είναι 
άρτιος. 
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Αρχικά βρίσκουµε ένα στοιχείο b του Fq τέτοιο ώστε η εξίσωση 
 

Χ2 + Υ2 + bΧY = 0  (1) 
 
να έχει µοναδική λύση στο Fq × Fq την (x, y) = (0, 0). Παρατηρούµε ότι αν x = 0 
τότε και y = 0 και αντίστροφα. Για να δείξουµε ότι υπάρχει τέτοιο b συµβολίζουµε 

το 
Y
X  µε r και προσπαθούµε να επιλέξουµε τέτοιο b ώστε η εξίσωση 

 
r2 + br + 1 = 0  (2) 

 
να µην έχει λύσεις στο Fq. 
 
Η τελευταία εξίσωση έχει το πολύ δύο λύσεις. Επίσης, αν r είναι µια λύση της (2) 
τότε και η r + b είναι λύση της αφού 
 

(r + b)2 + b (r + b) + 1 = r2 + b2 + br + b2 + 1 = r2 + br + 1 = 0. 
 
Στην περίπτωση που b = 0 η εξίσωση έχει µοναδική λύση, την r = 1. Επίσης 
ισχυριζόµαστε ότι αν θεωρήσουµε διαφορετικές, µη-µηδενικές, τιµές του b δεν 
προκύπτει ίδια τιµή για το r. Πράγµατι αν b1 ≠ b2 τότε θεωρούµε τις εξισώσεις 
 

r2 + b1 r + 1 = 0 
r2 + b2 r + 1 = 0 

 
Με αφαίρεση κατά µέλη των παραπάνω εξισώσεων προκύπτει ότι 
 

(b2 – b1) r = 0 
 
Οπότε, υποχρεωτικά, r = 0. Το οποίο είναι άτοπο, αφού η (2) δεν έχει το µηδέν σαν 
λύση. 
 
Αν λοιπόν το r διατρέξει όλες τις τιµές του Fq για κάθε r ≠ 0 υπάρχει µια τιµή για το 
b για την οποία το r να είναι λύση της εξίσωσης. Αν r ≠ 1 τότε παίρνουµε ακριβώς 
ένα ζευγάρι διαφορετικών τιµών του b ενώ αν r = 1 παίρνουµε b = 0. Τέλος, αν r = 0 
δεν παίρνουµε καµία τιµή του b. Οπότε, 
 

2
1  (q – 2) + 1 = 

2
1 q – 1 + 1 = 

2
1 q 

 

τιµές του b µας δίνουν λύσεις της εξίσωσης (2) στο Fq. Άρα υπάρχουν q – 
2
1 q = 

2
1 q 

τιµές του b ώστε η εξίσωση (2) να µην έχει λύση. Αυτό αποδεικνύει και τον 
ισχυρισµό ότι υπάρχει κάποιο b τέτοιο ώστε η (1) να έχει µοναδική λύση την (x, y) 
= (0, 0). 
 
Θεώρηµα 2.4.4.5 Υποθέτουµε q άρτιος. Έστω b ένα στοιχείο τέτοιο ώστε η (1) να 
έχει µοναδική λύση την (x, y) = (0, 0). Τότε το σύνολο 
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Q = {(x,y, z, w) ∈ PG(3, q) όπου x2 + y2 + bxy + zw = 0} 

 
είναι ένα (q2 +1)-cap στο PG(3, q). 
 
Απόδειξη Το µόνο σηµείο του Q µε z = 0 είναι το (0, 0, 0, 1). Τα υπόλοιπα στοιχεία 
µπορούν να αναπαρασταθούν από ένα διάνυσµα µε z = 1. Άρα µπορούµε να 
γράψουµε 
 

Q = {(0, 0, 0, 1), (x, y, 1, x2 + y2 + bxy) όπου x, y ∈ Fq} 
 
Από εδώ φαίνεται ότι η τάξη του Q είναι |Q| = q2 + 1. Πρέπει τώρα να δείξουµε ότι 
οποιαδήποτε τρία σηµεία στο Q δεν είναι συνευθειακά. 
 
Αρχικά δείχνουµε ότι το (0, 0, 0, 1) δεν είναι συνευθειακό µε δύο άλλα σηµεία του 
Q. Πράγµατι αν για κάποια µη-µηδενικά λ1, λ2 στο Fq και για κάποια διακεκριµένα 
(x1, y1, 1, x 2

1  + y 2
1  + bx1y1), (x2, y2, 1, x 2

2  + y 2
2  + bx2y2) σηµεία του Q ισχύει 

 
(0, 0, 0, 1) = λ1(x1, y1, 1, x 2

1  + y 2
1  + bx1y1) + λ2(x2, y2, 1, x 2

2  + y 2
2  + bx2y2) 

τότε θα πρέπει λ1 + λ2 = 0. ∆ηλαδή λ1 = λ2. Οπότε, θα πρέπει 
 
(0, 0, 0, 1) = (λ1(x1 + x2) , λ1 (y1 + y2), 0 , λ1 (x 2

1  + y 2
1  + bx1y1 + x 2

2  + y 2
2  + bx2y2)). 

 
∆ηλαδή, x1 = x2 και y1 = y2. Το οποίο είναι άτοπο. 
 
Έστω, λοιπόν a1 = (x1, y1, 1, x 2

1  + y 2
1  + bx1y1) και a2 = (x2, y2, 1, x 2

2  + y 2
2  + bx2y2) 

δύο διακεκριµένα σηµεία του Q διαφορετικά από το (0, 0, 0, 1). Έστω, για να 
καταλήξουµε σε άτοπο, ότι η ευθεία που περνάει από τα a1 και a2 περιέχει και ένα 
τρίτο σηµείο στο Q. Τότε, για κάποιο µη-µηδενικό λ ισχύει a1 + λ a2 ∈ Q. ∆ηλαδή, 
το σηµείο 
 
(x, y, z, w) = 

(x1, y1, 1, x 2
1  + y 2

1  + bx1y1) + λ (x2, y2, 1, x 2
2  + y 2

2  + bx2y2) = 
(x1 + λx2, y1 + λy2, 1 + λ, x 2

1  + y 2
1  + bx1y1 + λx 2

2  + λy 2
2  + λbx2y2) 

 
ικανοποιεί την zw = x2 + y2 + bxy. Αυτή η συνθήκη γράφεται 
 
(1 + λ)(x 2

1  + y 2
1  + bx1y1 + λx 2

2  + λy 2
2  + λbx2y2) = 

(x1 + λx2)2 + (y1 + λy2)2 + b(x1 + λx2)(y1 + λy2). 
 
Ισοδύναµα, 
 
x 2

1  + y 2
1  + bx1y1 + λx 2

2  + λy 2
2  + λbx2y2 + λx 2

1  + λy 2
1  + λbx1y1 + λ2x 2

2  + λ2y 2
2  + 

λ2bx2y2 = 
x 2

1  + λ2 x 2
2 + y 2

1  + λ2 y 2
2  + bx1y1 + λbx1y2 + λby1x2 + λ2bx2y2. 

 
Από όπου προκύπτει 
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λx 2

2  + λy 2
2  + λbx2y2 + λx 2

1  + λy 2
1  + λbx1y1 = λbx1y2 + λby1x2. 

 
Επειδή λ ≠ 0 έπεται ότι 
 

(x 2
1  + x 2

2 ) + (y 2
1  + y 2

2 ) + b(x2y2 + x1y1 + x1y2 + y1x2) = 0 
 
Η τελευταία σχέση γράφεται και 
 

(x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 + b(x1 + x2) (y1 + y2) = 0. 
 
Λόγω της ιδιότητας που έχει το b θα πρέπει x1 = x2 και y1 = y2 το οποίο είναι άτοπο. 
 
Τα θεωρήµατα 2.4.4.4 και 2.4.4.5 µας δίνουν το 
 
Θεώρηµα 2.4.4.6 Αν q = 2h (h > 1) τότε max3(4, q) = q2 + 1. 
 
Παρατήρηση 2.4.4.7 Το σύνολο Q του θεωρήµατος 2.4.3.2 της προηγούµενης 
παραγράφου είναι ένα παράδειγµα ενός ελλειπτικού quadric (elliptic quadric). Αν ο 
q είναι περιττός κάθε ελλειπτικό quadric είναι ένα (q2 + 1)-cap και αντίστροφα 
(Barlotti 1955) κάθε (q2 + 1)-cap είναι ένα ελλειπτικό quadric. Αυτό σηµαίνει ότι ο 
βέλτιστος [q2 + 1, q2 – 3, 4]-κώδικας είναι µοναδικός µέχρι ισοδυναµίας. 
 
Παράδειγµα 2.4.4.8 Έστω F4 = {0, 1, ω, ω2}. Χρησιµοποιώντας την κατασκευή 
από το θεώρηµα 2.4.4.5 µπορούµε να πάρουµε το 17-cap του PG(3, 4) το οποίο 
είναι: 
 
1 0 0 0 1 ω2 1 ω2 ω 1 ω2 ω ω2 0 1 0 ω 

0 1 0 0 1 ω 1 ω 1 ω ω2 0 1 ω2 0 ω ω2 

0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 ω ω ω ω2 ω2 ω2 

0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 
Ορισµός 2.4.4.9 (από τον Segre) Ένα (q2 + 1)-cap στο PG(3, q) θα ονοµάζεται 
ovoid. 
 
Αναφέρουµε, χωρίς απόδειξη, το παρακάτω 
 
Θεώρηµα 2.4.4.10 Στο PG(3, q) υπάρχουν δύο γνωστοί τύποι ovoids 
 
1. (Barlotti [Barl], Panella [Pan]) Για q περιττό ή q = 4 ένα ovoid είναι ένα 
ελλειπτικό quadric (δηλαδή το σύνολο των ριζών µιας µη-ιδιάζουσας ελλειπτικής 
τετραγωνικής µορφής). 
 

• Θυµίζουµε ότι µια ελλειπτική τετραγωνική µορφή είναι ένα πολυώνυµο της 
µορφής Q(x1, x2, …, xn) = x1x2 + … xn – 3xn – 2 + p(xn – 1, xn) όπου p(xn – 1, xn) 
είναι µια ανάγωγη τετραγωνική µορφή 2 µεταβλητών. Για τον ορισµό µιας 
τετραγωνικής µορφής βλ. ορισµό 2.1.10 του [Edg]. 
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2. (Tits, [Tit]) Για q = 22e + 1, e ≥ 1 υπάρχει ένα ovoid το οποίο δεν είναι ελλειπτικό 
quadric. Το ονοµάζουµε Tits ovoid και είναι προβολικά ισόµορφο µε το σύνολο 
 

Κ = {(0, 1, 0, 0), (1, z, x, y) όπου z = xy + xσ + 2 + yσ, σ = 2e + 1, x, y ∈ Fq}. 
 
 
 
2.4.5 Οι τιµές του Bq(n, 4), για n ≤ q2 + 1 
 
Με την χρήση του θεωρήµατος 2.1.7 µπορούµε να µεταφράσουµε άµεσα τα 
αποτελέσµατα που βρήκαµε για το max3(r, q) για r = 2 και 3 (πόρισµα 2.4.2.2) σε 
αποτελέσµατα για το Bq(n, 4). 
 
Θεώρηµα 2.4.5.1 
 
Αν q περιττός τότε 
 

Bq(n, 4) = 
⎩
⎨
⎧ qn – 3 

qn – 4 
για 4 ≤ n ≤ q + 1 
για q + 2 ≤ n ≤ q2 + 1 

 
Αν q άρτιος τότε 
 

Bq(n, 4) = 
⎩
⎨
⎧ qn – 3 

qn – 4 
για 4 ≤ n ≤ q + 2 
για q + 3 ≤ n ≤ q2 + 1 
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2.4.6 Παρατηρήσεις για το max3(r, q) για r ≥ 5 
 
Για r = 3 και r = 4 το packing πρόβληµα για caps στο PG(r – 1, q) ήταν σχετικά 
εύκολο να λυθεί λόγω της ύπαρξης φυσικών γεωµετρικών σχηµατισµών (κωνικές 
τοµές στο PG(2, q) και ελλειπτικών quadrics στο PG(3, q)) οι οποίοι ήταν βέλτιστα 
caps. Αλλά στο PG(r – 1, q) για r ≥ 5 τα µεγάλα caps δεν φαίνεται να προκύπτουν 
µε τόσο φυσικό τρόπο και εποµένως το packing πρόβληµα είναι πολύ πιο δύσκολο. 
Όπως φαίνεται και από τον πίνακα 2 οι µόνες γνωστές τιµές του max3(r, q) για q ≠ 2 
και r ≥ 5 είναι οι max3 (5, 3) = 20, max3 (6, 3) = 56 και max3(5, 4) = 41. 
 
Είναι εύκολο να κατασκευάσουµε 20-caps στο PG(4, 3) αλλά δύσκολο να δείξουµε 
ότι το 20 είναι το µέγιστο δυνατό µέγεθος. Αντίθετα, είναι σχετικά δύσκολο να 
περιγράψουµε ένα 56-cap στο PG(5, 3) αλλά µια σύντοµη απόδειξη του ότι το 56 
είναι το µέγιστο δυνατό δόθηκε από τους Bruen και Hirschfeld (1978) και θα την 
παρουσιάσουµε παρακάτω. 
 
Στις επόµενες τρεις παραγράφους, θα ασχοληθούµε µε τις υπόλοιπες γνωστές τιµές 
για το max3(r, q). Στην παράγραφο 2.4.7 θα δώσουµε την κατασκευή ενός 20-cap 
στο PG(4, 3) και θα αναφερθούµε σε κάποια γνωστά θέµατα που αφορούν στα 20-
caps στο PG(4, 3). Στην παράγραφο 2.4.8 θα δώσουµε µια απόδειξη ότι max3 (6, 3) 
= 56 και θα σκιαγραφήσουµε τα βήµατα της απόδειξης ότι υπάρχει µοναδικό 56- 
caps στο PG(5, 3). Στην παράγραφο 2.4.9 θα δώσουµε τα βασικά σηµεία της 
απόδειξης ότι max3(5, 4) = 41. 
 
Στην συνέχεια, στις επόµενες τρεις παραγράφους θα ασχοληθούµε µε τα µέχρι 
σήµερα σηµαντικότερα γνωστά φράγµατα που υπάρχουν στις περιπτώσεις που η 
τιµή του max3r(r, q) είναι άγνωστη. Στην παράγραφο 2.4.10 θα δώσουµε την 
απόδειξη ενός γενικού αναδροµικού άνω φράγµατος, το οποίο µάλιστα δεν µπορεί 
να βελτιωθεί περισσότερο. Στην παράγραφο 2.4.11 θα διατυπώσουµε τα φράγµατα 
που είναι γνωστά για το max3(r, 3) για r = 7 την µικρότερη τιµή του r για την οποία 
το max3(r, 3) είναι άγνωστο. Θα σκιαγραφήσουµε τις βασικότερες ιδέες που 
κρύβονται πίσω από τις αποδείξεις των συγκεκριµένων φραγµάτων. Τέλος, στην 
παράγραφο 2.4.12 θα δώσουµε έναν πίνακα µε τα µέχρι στιγµής γνωστά κάτω 
φράγµατα για το max3(r, q) για 5 ≤ r ≤ 12 και q ≤ 9. 
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2.4.7 Pellegrino caps 
 
Απόδειξη ότι max3(5, 3) ≥ 20. 
 
Αν το σύνολο {x1, x2, …, x10} είναι ένα 10-cap στο PG(3, 3) τότε το σύνολο 
{(x1, 0), (x2, 0), …, (x10, 0), (x1, 1), (x2, 1), …, (x10, 1)} είναι ένα 20-cap στο PG(4, 
3). Ένα 10-cap στο PG(3, 3) δίνεται στο παράδειγµα 2.4.3.5. Ένα 20-cap στο PG(4, 
3) παράγεται από τις στήλες του πίνακα 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

11111111110000000000
22122111012212211101
11111111011111111110
21021021002102102100
22211100002221110000

 

 
Αυτή είναι µια γενική µέθοδος κατασκευής ενός 2n-cap στο PG(r, q) από ένα 
γνωστό n-cap στο PG(r – 1, q) (doubling construction). 
 
max3(5, 3) = 20 
 
Ο Pellegrino το 1970 στο [Pe] έδειξε ότι το 20 είναι το µέγιστο δυνατό µέγεθος ενός 
cap στο PG(4, 3). Έδειξε επίσης ότι υπάρχουν δύο διαφορετικοί τύποι 20-caps στο 
PG(4, 3), τους οποίους ονόµασε Γ και ∆ (βλ. θεώρηµα 3.1 και 4.1 του [Hil4] αλλά 
και το [Pe]), ωστόσο δεν ταξινόµησε πλήρως τα 20-caps στο PG(4, 3). Αυτό το 
έκανε ο Hill το 1983 στο [Hil4] όπου απέδειξε ότι προβολικά υπάρχουν 9 
διαφορετικά 20-caps στο PG(4, 3). Μάλιστα, ονόµασε αυτά τα caps Γ1, Γ2, …, Γ8 
και ∆. Αυτός ο συµβολισµός χρησιµοποιείται και από τους περισσότερους 
γεωµέτρες. Τα Γ1, … Γ8 ανήκουν όλα σε έναν κώνο ενώ το ∆ σε ένα µη-ιδιάζων 
quadric. 
 
Με τη χρήση υπολογιστή βρίσκουµε ότι τα 9 διαφορετικά Pellegrino caps στη 
µορφή πινάκων είναι τα εξής: 
 

1 2 
1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 2 0 0 2 2 2 1 1 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 0 2 1 2 1 0 2 1 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 2 0 1 2 2 0 1 1 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 2 1 2 0 1 2 1 0 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 1 2 0 2 1 2 0 1 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 2 2 0 0 1 1 2 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 
3 4 
1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 2 1 2 0 1 2 1 1 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 1 2 0 2 1 2 0 2 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 2 2 0 0 1 1 2 0 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 2 1 2 0 1 1 0 0 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 1 2 0 2 1 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 2 2 0 0 1 2 2 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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5 6 
1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 2 1 2 0 2 2 1 2 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 1 2 0 2 2 1 2 2 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 2 2 0 0 1 0 0 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 2 1 1 1 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 1 2 1 0 1 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 
7 8 
1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 0 2 2 0 1 1 1 0 0 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 2 0 0 1 2 0 1 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 2 2 2 0 1 1 0 1 2 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 2 0 1 2 2 0 1 1 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 
9  
1 0 0 0 0 1 1 1 2 1 1 2 0 1 0 1 2 1 1 2 
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 2 0 1 0 2 0 1 
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 2 2 1 1 2 2 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

 
Οι κατανοµές βαρών φαίνονται στον πίνακα 3. ∆εν υπάρχουν διανύσµατα µε βάρος 
µεταξύ 1 και 9. 
 
Τα caps 1 και 8 έχουν ίδια κατανοµή βαρών άρα συµπεραίνουµε ότι πρόκειται για 
τα ∆ και Γ1 caps (βλ. λήµµα 4.4 του [Hil4]). Το cap 1 είναι το ∆ (βλ. παράδειγµα 4.2 
του [Hil4] . 
 
Χρησιµοποιώντας τον πίνακα κατανοµής των συν-βαρών (coweights) των 20-caps 
(βλ. ορισµό στο [Hil4] σελ. 434 και πίνακα 3 στο ίδιο σελ. 439) αντιστοιχούµε τα 
caps που βρήκαµε παραπάνω µε τις ονοµασίες που τους έδωσε ο Pellegrino. 
 
 
Βάρη/cap 1 (∆) 2 (Γ6) 3 (Γ4) 4 (Γ5) 5 (Γ7) 6 (Γ3) 7 (Γ8) 8 (Γ1) 9 (Γ2) 
10  6 4 2 12 4    
11  6 12 16  18 18  40 
12 150 96 92 90 60 78 96 150 60 
13  42 40 44 120 48 36   
14  42 42 34  36 36  120 
15 72 18 20 24  26 18 72  
16  6 10 8 30  18   
17  6  4      
18 20 20 22 20 20 20 20 20 20 
19      2    
20         2 
 

Πίνακας 3 – Οι κατανοµές βαρών στα Pellegrino caps 
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2.4.8 Hill cap 
 
Απόδειξη ότι max3(5, 3) ≤ 56 (Bruen και Hirschfeld , 1978 στο [Bru]). 
 
Κάνοντας χρήση του λήµµατος 1.2.1.1(v) θα δείξουµε ότι το 56 είναι το µέγιστο 
δυνατό µέγεθος ενός cap στο PG(5, 3). 
 
Εφαρµόζοντας το λήµµα 1.2.1.1(v) στο PG(5, 3) ισχύουν τα ακόλουθα 
 

a) Μια δοσµένη ευθεία περιέχεται σε 
2

80
13

13 15

=
−
−−

 = 40 το πλήθος επίπεδα. 

b) Ένα δοσµένο επίπεδο περιέχεται σε 
2

26
13

13 25

=
−
−−

 = 13 το πλήθος στερεά 

c) Ένα δοσµένο στερεό περιέχεται σε 
2
8

13
13 35

=
−
−−

 = 4 το πλήθος 4-χώρους. 

 
Ας υποθέσουµε, λοιπόν, ότι Κ είναι ένα cap στο PG(5, 3). Θα δείξουµε ότι το Κ έχει 
το πολύ 56 σηµεία. 
 
Αν όλα τα επίπεδα του PG(5, 3) τέµνουν το Κ το πολύ σε τρία σηµεία τότε σε ένα 
δοσµένο επίπεδο κάθε ευθεία τέµνει το K το πολύ σε δύο σηµεία και έχουµε το 
πολύ ένα ακόµα σηµείο τοµής του Κ µε το επίπεδο. Επειδή κάθε ευθεία περιέχεται 
σε 40 επίπεδα έχουµε ότι |Κ| ≤ 40 + 2 = 42. (∆ύο σηµεία σε µια δοσµένη ευθεία και 
το πολύ ένα ακόµα σηµείο σε καθένα από τα 40 επίπεδα που την περιέχουν). 
 
Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι κάποιο επίπεδο π του PG(5, 3) τέµνει το Κ σε 4 σηµεία. 
Ανάλογα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι κάθε στερεό περιέχει το λιγότερο 8 σηµεία 
του Κ. Γιατί διαφορετικά |Κ| ≤ 4 + 3 · 13 = 43. (4 σηµεία στο π και το πολύ 3 σηµεία 
σε καθένα από τα 13 στερεά που το περιέχουν). Τελικά, επειδή max3(5, 3) = 20, 
έχουµε |Κ| ≤ 8 + 4(20 – 8) = 56. 
 
Ένα 56-cap στο PG(5, 3) 
 
Ο Hill το 1973 στο [Hil2] κατασκεύασε ένα 56-cap υποθέτοντας συγκεκριµένες 
µεταθετικές ιδιότητες της οµάδας αυτοµορφισµών του. Το 56-cap είναι το 
ακόλουθο: 
 

2000022 2021211 1000110 1211220 1001100 1001010 2111202 
1200021 0220002 1100121 1002012 1101210 1101111 1022022 
0120021 1010211 2110122 0011121 1111221 2111121 1210101 
0012021 0122202 0211122 2212002 2112222 2212122 0202212 
0001221 1000101 0021222 0102120 0212022 0222222 1101120 
0000111 0121221 0002202 1221102 0022002 0020202 2221011 

 
Είναι εύκολο να αποδειχθεί, µε την χρήση της MAPLE, ότι οι στήλες του παραπάνω 
πίνακα είναι ανά τρεις γραµµικά ανεξάρτητες πάνω από το F3. Στην διεύθυνση 
http://www.math.uoc.gr/~marios/master/ µπορείτε να βρείτε ένα πρόγραµµα σε 
MAPLE το οποίο κάνει αυτό τον έλεγχο. (Το πρόγραµµα χρειάστηκε σε Pentium 4 
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µε 2.6 GHz περίπου 15 λεπτά για να ολοκληρώσει τον έλεγχο). Άρα πράγµατι, οι 
στήλες του αποτελούν ένα 56-cap στο PG(5, 3). 
 
Μοναδικότητα του 56-cap στο PG(5, 3) 
 
Ο Hill το 1978 απέδειξε ότι το 56-cap στο PG(5, 3) είναι προβολικά µοναδικό 
(Βλ. θεώρηµα 8.1 του [Hil3]). Απέδειξε δηλαδή την µοναδικότητα ενός βέλτιστου 
[56, 50, 4]3-κώδικα.). 
 
Η απόδειξη της µοναδικότητας έγινε σε τρία βήµατα: 
 
Βήµα 1: Ο κώδικας C ενός 56-cap στο PG(5, 3) έχει µοναδική κατανοµή βαρών, 
όπως επίσης µοναδική κατανοµή βαρών έχει και ο κατάλοιπος κώδικας1 C1 του C. 
 
Βήµα 2: Ένας κώδικας µε την απαραίτητη κατανοµή βαρών του C1 υπάρχει και 
είναι µοναδικός. 
 
Βήµα 3: Μια επέκταση του κώδικα C1 σε cap-κώδικα µε την απαραίτητη κατανοµή 
βαρών υπάρχει και είναι µοναδική. 
 
Η απόδειξη του πρώτου βήµατος έγινε µε την παρατήρηση ότι ο κώδικας C είναι 
κώδικας 2 βαρών, δηλαδή υπάρχουν δύο µη-µηδενικές κωδικές λέξεις µε βάρη w1, 
w2 (w1 > w2) και κάθε µη-µηδενική κωδική λέξη έχει βάρος w1 ή w2. Συγκεκριµένα 
έδειξε ότι 
 
Λήµµα 2.4.8.1 
 
(i) Ο κώδικας C ενός 56-cap στο PG(5, 3) είναι ένας [56, 6]-κώδικας 2 βαρών µε 
βάρη 45 και 36, πολλαπλότητας 56 και 308 αντίστοιχα. 
(ii) Ο κατάλοιπος κώδικας C1 του C είναι ένας [55, 5]-κώδικας 2 βαρών µε βάρη 45 
και 36, πολλαπλότητας 11 και 110 αντίστοιχα. 
 
(Βλ. λήµµα 8.15 του [Hil3]). 
 
Με όρους της πεπερασµένης γεωµετρίας θα λέγαµε ότι ο Hill έδειξε ότι το 56-cap 
στο PG(5, 3) τέµνει πάντοτε ένα υπερεπίπεδο σε 11 ή 20 σηµεία. 
 
Στη συνέχεια απέδειξε ότι 
 
Πρόταση 2.4.8.2 Ένας προβολικός κώδικας 2 βαρών καθορίζεται µοναδικά από την 
κατανοµή βαρών του, αν και µόνο αν ο δυαδικός του κώδικας καθορίζεται µοναδικά 
από την κατανοµή βαρών του (βλ. πρόταση 8.9 του [Hil3]). 
 
Η απόδειξη του δεύτερου βήµατος (λήµµα 8.16 του [Hil3]) έγινε µε την απλή 
παρατήρηση ότι ο C ⊥

1  είναι ένας [11, 5, 6]-κώδικας. Πιο συγκεκριµένα είναι ένας 
κώδικας 2 βαρών µε βάρη 9 και 6, πολλαπλότητας 55 και 66 αντίστοιχα. Ο C ⊥

1  είναι 
ο πολύ γνωστός κώδικας Golay (βλ. παράδειγµα 8.11 του [Hil3]). Ένας τέτοιος 
κώδικας υπάρχει και είναι µοναδικός (βλ. θεώρηµα 8.14 του [Hil3]). 
                                                           
1 Για τον ορισµό του κατάλοιπου κώδικα βλ. τον ορισµό 3.3.1.8 στο επόµενο κεφάλαιο 
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Η απόδειξη της ύπαρξης και της µοναδικότητας του C1 προκύπτει άµεσα από τη 
πρόταση 2.4.8.2. 
 
Η απόδειξη του τρίτου βήµατος στηρίζεται κατά κύριο λόγο στο παρακάτω 
 
Λήµµα 2.4.8.3 Έστω C ένας [56, 6]3-cap-κώδικας. Έστω d1 και d2 κωδικές λέξεις 
του C βάρους 45 και 35 αντίστοιχα. Έστω d µια οποιαδήποτε άλλη κωδική λέξη του 
C. Τότε 
 
i) το d1 και το d έχουν 2 ή 5 κοινά µηδενικά και  
ii) το d2 και το d έχουν 5 ή 8 κοινά µηδενικά 
 
(βλ. λήµµα 2.4.8.3 του [Hil3]). 
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2.4.9 Ο προσδιορισµός του max3(5, 4) 
 
Στο [Ta] o G. Tallini έδωσε τo 1964 ένα κάτω φράγµα για το πλήθος των σηµείων 
που µπορεί να έχει ένα πλήρες cap στο PG(4, q). Από αυτό το φράγµα προκύπτει ότι 
max3(5, 4) ≥ 41. Η απόδειξη του Tallini ωστόσο δεν είναι κατασκευαστική µε 
αποτέλεσµα να µην δίνονται 41-caps στο PG(4, 4). 
 
Σε αυτήν την παράγραφο θα συµβολίζουµε µε Ai το πλήθος των κωδικών λέξεων 
βάρους i. 
 
Απόδειξη ότι max3(5, 4) ≤ 41 (Edel και Bierbrauer, 1999 στο [BE]) 
 
Θα παρουσιάσουµε συνοπτικά την απόδειξη των Yves Edel και Jürgen Bierbrauer 
ότι δεν υπάρχουν 42-caps στο PG(4, 4) και εποµένως ότι max3(5, 4) = 41. 
 
Η απόδειξη έχει ως εξής: 
 
Έστω υπάρχει κάποιο 42-cap, έστω Κ, στο PG(4, 4). Θα συµβολίζουµε µε α(i) το 
πλήθος των υπερεπιπέδων που τέµνουν το Κ σε ακριβώς i σηµεία. Έστω Κ = {P1, P2, 
…, P42}. 
 
Κατασκευάζουµε τον αντίστοιχο (42 ×  5)-πίνακα G = [P1, P2, …, P42] πάνω από το 
σώµα F4. Ο G είναι ο γεννήτορας πίνακας ενός [42, 5]4-κώδικα C. Θα συµβολίζουµε 
τις γραµµές του G µε γi, i = 1, 2, 3, 4, 5. 
 

Έστω x = (x1, x2, . . . , x42) µια µη-µηδενική κωδική λέξη του C. Τότε x = ∑
=

5

1i

λ iγi, 

όπου λi ∈ F4. 
 
Αν θεωρήσουµε το υπερεπίπεδο Η = (λ1, …, λ5)┴, ισχύει ότι Pj ∈ Η αν και µόνο αν 
xj = 0. Οπότε υπάρχει µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των υπερπεπιπέδων που τέµνουν 
το Κ σε i σηµεία και των 1-διάστατων υπόχωρων του κώδικα C των οποίων τα µη-
µηδενικά διανύσµατα έχουν βάρος 42 – i. (Βλ. επίσης [BE] αλλά και [BP] 
παράγραφος 1.3.4 σελίδα 11). 
 
Αυτό αποδεικνύει ότι 
 

Ai = 3 · α(42 – i)    (2.4.9.1) 
 
Ένα πρώτο στοιχείο που προκύπτει άµεσα από τον τελευταίο τύπο είναι ότι 
 
Λήµµα 2.4.9.2 Oι κωδικές λέξεις του κώδικα C είναι πολλαπλάσια του 3. 
 
Στη συνέχεια βρίσκουµε την µέγιστη δυνατή ελάχιστη απόσταση ενός [42, 5]4-
κώδικα, ώστε να προσδιορίσουµε τον µέγιστο αριθµό σηµείων που τέµνει ένα 
υπερπεπίπεδο το Κ.  
 
Αυτό γίνεται ως εξής: 
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Θα δείξουµε στο κεφάλαιο 3 ότι δεν υπάρχει [10, 3, 7]4-κώδικας. Άρα, αν 
θεωρήσουµε έναν [10, 3]4-κώδικα.µε µέγιστη ελάχιστη απόσταση, αυτή είναι το 
πολύ 6. Στη συνέχεια µε truncation παίρνουµε ένα [11, 3]4-κώδικα µε ελάχιστη 
απόσταση το πολύ 7. Με shortening παίρνουµε ένα [12, 4]4-κώδικα µε ελάχιστη 
απόσταση το πολύ 7. Έχοντας αυτό ως δεδοµένο, αν εφαρµόσουµε το φράγµα του 
Griesmer για [42, 5]4-κώδικες, βλέπουµε ότι η µέγιστη δυνατή ελάχιστη απόσταση 
είναι το πολύ 29. 
 
Ας βρούµε τώρα και ένα κάτω φράγµα. Στο [Liz] αποδεικνύεται, µε κατασκευή, ότι 
η µέγιστη ελάχιστη απόσταση ενός [43, 5]4-κώδικα είναι το µεγαλύτερη ίση από 30. 
Με truncation έχουµε ότι για [42, 5]4-κώδικες η µέγιστη δυνατή ελάχιστη απόσταση 
είναι το λιγότερο 29. 
 
Συνδυάζοντας τα παραπάνω βλέπουµε ότι, η µέγιστη δυνατή ελάχιστη απόσταση 
ενός [42, 5]4-κώδικα είναι 29. (Βλ. και [Br]). 
 
Οπότε ένα υπερεπίπεδο Η τέµνει το Κ το λιγότερο σε 42 – 29 = 13 σηµεία. 
 
Λήµµα 2.4.9.2 Aν υπάρχει κάποιο 42-cap, έστω Κ, στο PG(4, 4) τότε υποχρεωτικά 
υπάρχει ένα υπερπεπίπεδο Η το οποίο τέµνει το Κ το λιγότερο σε 13 σηµεία.  
 
Το K ∩ H είναι και αυτό cap στο PG(3, 4). Το max3(3, q) για q = 4 είναι 42 +1 = 17. 
Άρα το K ∩ H έχει το πολύ 17 σηµεία. 
 
Από το λήµµα 2.4.9.2 και την τελευταία παρατήρηση προκύπτει το παρακάτω 
 
Λήµµα 2.4.9.3 Aν υπάρχει κάποιο 42-cap, έστω Κ, στο PG(4, 4) τότε υποχρεωτικά 
υπάρχει ένα υπερπεπίπεδο Η τέτοιο ώστε 13 ≤ | K ∩ H | ≤ 17. 
 
Στη συνέχεια αυτή η παρατήρηση συνέβαλε στο να αποκλειστεί, µε την χρήση 
υπολογιστών, η ύπαρξη 42-cap στο PG(4, 4). 
 
Η διαδικασία είχε ως εξής: 
 
Βήµα 1: Αρχικά καταγράφηκαν όλα τα πλήρη caps που είχαν 13, 14, 15, 16 ή 17 
σηµεία στο PG(3, 4), µέχρι ισοµορφίας κάτω από την δράση της PΓL(4, 4). 
Θυµίζουµε ότι το 17-cap στο PG(3, 4) είναι µοναδικό, το ovoid, και έχει µελετηθεί. 
 
Από φράγµατα που έχουν δώσει οι Hirschfeld και Storme για τα πλήρη caps ([Hir3] 
και [Hir4]) γνωρίζουµε ότι δεν υπάρχουν πλήρη 15- και πλήρη 16- caps στο PG(3, 
4). Αντίθετα από µια εργασία των Faina και Pambianco ([Fa]) γνωρίζουµε ότι 
υπάρχουν πλήρη 13- και πλήρη 14- caps. Με αυτά τα στοιχεία ολοκλήρωσαν την 
καταγραφή των ζητούµενων caps στο PG(3, 4). 
 
Βήµα 2: Το δεύτερο και σηµαντικότερο βήµα ήταν να εκτελεστεί ένα πρόγραµµα, 
το οποίο για κάθε cap µε το λιγότερο 13 σηµεία να ψάχνει για 42-caps που να 
τέµνουν ένα δεδοµένο υπερεπίπεδο ενός δεδοµένου cap τάξης 13. Το πρόγραµµα 
γράφτηκε σε C++. Χρειάζεται περίπου 1 ΜΒ µνήµη. Οι Edel και Bierbrauer έτρεξαν 
το πρόγραµµα σε ένα HP 712/60 και χρειάστηκαν από 17 ώρες όταν ξεκίνησαν από 
το ovoid στο PG(3, 4) µέχρι 19 µέρες όταν ξεκίνησαν µε ένα 13-cap στο PG(3, 4). 
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Στην διεύθυνση http://www.math.uoc.gr/~marios/master/ µπορείτε να βρείτε µια 
τροποποιηµένη έκδοση του προγράµµατος που χρησιµοποίησαν οι Edel και 
Bierbrauer. Η καινούρια έκδοση γράφτηκε από τον Edel και τρέχει περίπου στο 1/10 
του χρόνου που χρειάζονταν η αρχική έκδοση. 
 
41-caps στο PG(4, 4) 
 
Στο [BE] παρουσιάζονται και δύο 41-caps στο PG(4, 4) τα οποία δεν είναι 
προβολικά ισοδύναµα. 
 
Αν συµβολίσουµε τα στοιχεία του σώµατος F4 µε 1, 2, 3, 4 όπου 2 + 3 = 2 · 3 = 1 
τότε ένα 41-cap στο PG(4, 4) είναι οι στήλες του πίνακα 
 

10000213010223333122103103230321021023032 
01000132101013221322010121332022301101303 
00100303223220123321330101023302112102012 
00010032111103331223101030223133210010212 
00001130331132032231021013303320332120102 

 
Ο παραπάνω πίνακας είναι ο γεννήτορας πίνακας ενός [41, 5, 28]4-κώδικα. Τα βάρη 
των κωδικών λέξεων κατανέµονται ως εξής: 
 

Α28 = 120, Α29 = 360, Α31 = 288, Α32 = 135, Α37 = 120. 
 
Οι στήλες του παρακάτω πίνακα αποτελούν ένα άλλο 41-cap στο PG(4, 4) 
 

10000112213322333222333020022100311310012 
01000100200210110110130300230321231311222 
00100012002001101101103302003312213311222 
00010110011100011111111111111111111101011 
00001001111122222211133333300022222200113 

 
 Τα βάρη των κωδικών λέξεων κατανέµονται ως εξής: 
 

A24 = 9, A26 = 12, A28 = 105, A30 = 660, A32 = 90, A34 = 36, A36 = 51, A38 = 60. 
 
To 2003 o Edel, σε προσωπική του επικοινωνία µε τους υπόλοιπους συγγραφείς του 
[Bar], ανέφερε ότι υπάρχουν ακριβώς 2 διαφορετικά, µέχρι ισοδυναµίας, 41-caps 
στο PG(4, 4) διότι δεν προέκυψαν άλλα από την εκτέλεση του προγράµµατος. 
 
Σε προσωπική επικοινωνία που είχα µε τον Edel στις αρχές του Σεπτέµβρη του 2004 
επιβεβαίωσε αυτό το αποτέλεσµα το οποίο θα δηµοσιευτεί, όπως ανέφερε, στο 
σύντοµο µέλλον. 
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2.4.10 Ένα αναδροµικό άνω φράγµα για το max3(r, q) 
 
Το 1978 ο Hill στο [Hil3] έδωσε ένα γενικό αναδροµικό άνω φράγµα για την τιµή 
του max3(r, q). Θα ακολουθήσουµε τα βήµατα που έκανε για την απόδειξή του. 
 
Κάποιοι χρήσιµοι υπολογισµοί 
 
Πριν προχωρήσουµε θα εισάγουµε κάποιους απαραίτητους συµβολισµούς και θα 
δώσουµε µια σειρά από λήµµατα χρήσιµα για τις αποδείξεις των βασικών 
θεωρηµάτων. 
 
Συµβολισµός 2.4.10.1 Έστω q δοσµένη δύναµη πρώτου. Θα συµβολίζουµε 
 

θr : = 
1q

1q 1r

−
−+

 = qr + qr – 1 + … + q + 1. 

 
∆εδοµένου ενός [k, r + 1]-κώδικα C, θα συµβολίζουµε µε M(C) έναν k × θr πίνακα 
το οποίου στήλες είναι τα σηµεία του C. 
 
∆εδοµένου ενός συνόλου {x1, …, xt +1} γραµµικά ανεξάρτητων κωδικών λέξεων του 
C θα συµβολίζουµε µε M(x1, …, xt +1) έναν k × θr πίνακα το οποίου στήλες 
παράγονται από τα xj. 
 
Λήµµα 2.4.10.2 Έστω Κ ένα k-cap στο PG(r – 1, q) µε κώδικα C. Τότε το ελάχιστο 
βάρος του C, όπως επίσης και τους κατάλοιπου κώδικα του C, είναι τουλάχιστον 
k – m(r – 1, q). 
 
Απόδειξη Βλ. θεώρηµα 4.1 του [Hil3]. 
 
Λήµµα 2.4.10.3 Έστω C ένας προβολικός [k, r +1]-κώδικας µε κατανοµή βαρών 
(w1, w2, …, w

rθ
). Τότε 

 

∑
θ

=

r

1i
iw  = kqr    (2.4.10.4) 

 

∑
θ

=

r

1i

2
iw  = kqr – 1[k(q – 1) + 1].  (2.4.10.5) 

 
Απόδειξη Βλ. λήµµα 4.2 του [Hil3]. 
 
Ορισµός 2.4.10.6 Θέτουµε m1 = max3(r – 1, q). Το θεώρηµα 2.4.10.2 δείχνει ότι, 
για έναν cap-κώδικα, ισχύει wi ≥ k – m1 για κάθε i. Οπότε µπορούµε να ορίσουµε τα 
διορθωµένα βάρη (amended weights) ui ως εξής 
 

ui = wi – (k – m1) 
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Με αυτόν τον συµβολισµό τα u1 ≥ u2 ≥ … ≥ u
eθ
≥ 0 θα είναι η διορθωµένη 

κατανοµή βαρών (amended weight distribution). 
 
Μπορούµε να ξαναδιατυπώσουµε το λήµµα 2.4.10.3 χρησιµοποιώντας τα 
διορθωµένα βάρη. 
 
Λήµµα 2.4.10.7 Έστω C ένας προβολικός [k, r +1]-cap-κώδικας µε διορθωµένη 
κατανοµή βαρών (u1, u2, …, u

eθ
). Τότε 

 

∑
θ

=

r

1i
iu  = m1θr – kθr – 1,        (B1) 

 

∑
θ

=

r

1i

2
iu  = k2θr – 2 + k(qr – 1 – 2m1θr – 1) + m 2

1  θr.    (B2) 

 
Για έναν κατάλοιπο κώδικα C1 του C µε διορθωµένη κατανοµή βαρών 
(u11, u12, …, 

1r1u
−θ ), έχουµε: 

 

∑
−θ

=

1r

1i
i1u  = (m1 – 1) θr – 1 – (k – 1) θr – 2, 

 

∑
−θ

=

1r

1i

2
i1u  = (k – 1)2

 θr – 3 + (k – 1)[qr – 2 – 2(m1 – 1)θr – 2] + (m1 – 1)2 θr – 1. 

 
Παρατήρηση 2.4.10.8 Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή ο κατάλοιπος ενός cap-
κώδικα είναι προβολικός κώδικας. ∆εν ισχύει για γενικούς κώδικες. 
 
Θεώρηµα 2.4.10.9 Έστω C ένας [k, r + 1]-cap-κώδικας µε κατανοµή βαρών 
(w1, w2, …, w

rθ
) και διορθωµένη κατανοµή βαρών (u1, u2, …, u

rθ
). Τότε 

 
w1 + w2 ≤ m1(q – 1) + k 
 
και 
 
u1 + u2 ≤ m1(q + 1) – k      (2.4.10.10) 
 
Για έναν κατάλοιπο κώδικα του C ισχύει, 
 
u11 + u12 ≤ m1q – q + m1 – k.  
 
Απόδειξη Από το λήµµα 3.3 του [Hil3], κάθε στήλη του k × (q + 1) πίνακα 
Μ(x1, x2) έχει τουλάχιστον ένα µηδενικό. Εποµένως, απαριθµώντας τα µηδενικά του 
M(x1, x2), 
 

(k – w1) + (k – w2) + ∑
≠λ
∈λ

0
)q(Gf

[ k – w(x1 + λw2)] ≥ k. 
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Από το λήµµα 2.4.10.2 ισχύει ότι w(x1 + λx2) ≥ k – m1 για κάθε λ και εποµένως 
 

w1 + w2 ≤ kq – (q – 1)(k – m1) = m1(q – 1) + k. 
 
Άµεσα προκύπτει εποµένως και ότι u1 + u2 ≤ m1(q + 1) – k. 
 
Το αντίστοιχο αποτέλεσµα για τον κατάλοιπο κώδικα αποδεικνύεται ανάλογα. 
 
Άνω φράγµατα για το max3(r, q) 
 
Πριν δώσουµε το ισχυρό άνω φράγµα είναι αναγκαίο να αποδείξουµε πρώτα κάποια 
ασθενέστερα αποτελέσµατα. 
 
Το πρώτο θεώρηµα που θα δώσουµε είναι µια ελαφρώς τροποποιηµένη έκδοση του 
θεωρήµατος 5.1 του [Hil3]. 
 
Θεώρηµα 2.4.10.11 Για κάθε r ≥ 3 και q ≠ 2 ισχύει 
 

max3(r, q) ≤ q max3(r – 1, q) – q + 1. 
 
Απόδειξη Θα κάνουµε επαγωγή ως προς r. Παρατηρούµε ότι το θεώρηµα ισχύει για 
r = 3, 4 (βλ. πίνακα 2). Υποθέτουµε ότι r ≥ 5. Έστω m2 = max3(r, q) και 
m1 = max3(r – 1, q). 
 
Έστω Κ ένα k-cap στο PG(r – 1, q) µε κώδικα C. Ένας κατάλοιπος κώδικας C1 του 
C είναι ένας προβολικός [k – 1, r]-κώδικας. Από το λήµµα 2.4.10.3 έχουµε ότι 
 

∑
−

=

1rθ

1i
i1w  = (k – 1)qr – 1. 

 

Από το λήµµα 2.4.10.2 έχουµε ότι ∑
−

=

1rθ

1i
i1w  ≥ (k – m1)θr – 1. Οπότε, 

 
(k – 1)qr – 1 ≥ (k – m1)θr – 1. 

 

∆ηλαδή, (qr – 1 – θr – 1)k ≥ qr – 1 – m1θr – 1. Από όπου προκύπτει k ≤ 1r
1r

1r
1r1

qθ
qθm
−

−

−
−

−
− .  

 
Οπότε, 
 

k ≤ m1q + 
1q

)1q)(qm(
1r

1r
1

−
−−

−

−

. 

 
Όµως για q ≠ 2, από το επαγωγικό βήµα, έχουµε ότι 
 

max3(5, q) ≤ q max3(4, q) – q + 1 = q (q2 + 1) – q + 1 = q3 + 1 
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και 
 

m1 ≤ qr – 2 + 1. 
Οπότε, 
 

k ≤ m1q + 
1q

)1q)(q1q(
1r

1r2r

−
−−+

−

−−

 = m1q – q + 1 + 
1q

)1q(q
1r

2r

−
−

−

−

. 

 
Από όπου προκύπτει 
 

max3(r, q) ≤ q max3(r – 1, q) – q + 1. 
 
Παρατήρηση 2.4.10.12 Θυµίζουµε ότι ισχύει max3(r, 2) = 2 max3(r – 1, 2). 
Ακριβείς τιµές για το max3(r, q) έχουµε επίσης για r = 3, 4. Εποµένως, 
ενδιαφερόµαστε για φράγµατα που ισχύουν για q ≠ 2 και r ≥ 5. 
 
Στη συνέχεια θα βελτιώσουµε το προηγούµενο θεώρηµα δείχνοντας ότι η ισότητα 
δεν ισχύει για κανένα r ≥ 5. 
 
Θεώρηµα 2.4.10.13 Για q ≠ 2 και r ≥ 5 ισχύει 
 

max3(r, q) ≤ q max3(r – 1, q) – q. 
 
Απόδειξη Όπως και πριν, θέτουµε m2 = max3(r, q) και m1 = max3(r – 1, q). Έστω Κ 
ένα k-cap στο PG(r – 1, q) µε k = m1q – q + 1 και C ένας κώδικας του K. Έστω C1 
ένα κατάλοιπος κώδικας του C µε κατανοµές βαρών (u11, u12, .., u1θ 1r− ). Τότε από τις 
δύο τελευταίες εξισώσεις του λήµµατος 2.4.10.7 έχουµε ότι 
 

∑
−

=

1rθ

1i
i1u  = m1 – 1         (Β3) 

 

∑
−

=

1rθ

1i

2
i1u  = (m1 – 1)[qr – 1 – (q – 1)(m1 – 1)].     (Β4) 

 

Επειδή ∑
−

=

1rθ

1i

2
i1u  ≤ 

2θ

1i
i1

1r

u ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

−

=

 έπεται ότι (m1 – 1)[qr – 1 – (q – 1)(m1 – 1)] ≤ (m1 – 1)2. 

Από όπου προκύπτει ότι qr – 1 – (q – 1)(m1 – 1) ≤ m1 – 1. Οπότε 
 

m1 ≥ qr – 2 + 1. 
 
Αυτός όµως, από το θεώρηµα 2.4.10.11, ισχύει µόνο αν 
 

max3(s, q) = qs – 1 + 1 για κάθε s < r. 
 
Για να αποδείξουµε το θεώρηµα αρκεί να δείξουµε ότι max3(5, q) ≠ q3 + 1. Έστω, 
µε σκοπό να καταλήξουµε σε άτοπο, ότι υπάρχει ένα (q3 + 1)-cap K στο 
PG(r – 1, q). Τότε από τις σχέσεις (Β3) και (Β4) έχουµε ότι 
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∑
−

=

1rθ

1i
i1u  = q3  και  ∑

−

=

1rθ

1i

2
i1u  = q3 [q4 – (q – 1)q3]. 

 
Οπότε,  

2θ

1i
i1

1r

u ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

−

=

 = ∑
−

=

1rθ

1i

2
i1u  = q6. 

 
 
Η τελευταία σχέση µας δείχνει ότι (u11, u12, …) = (q3, 0, 0, …, 0). Από τη σχέση που 
συνδέει τα βάρη µε τα διορθωµένα βάρη έχουµε ότι u1i = w1i – (m1q – q + 1 – m1) = 
w1i – (m1 – 1)(q – 1) = w1i – q3(q – 1) = w1i – q4 + q3. Από αυτό προκύπτει ότι για 
την κατανοµή βαρών του C ισχύει 
 

(w11, w12, w13, …) = (q4, q4 – q3, q4 – q3, … ). 
 
Άρα κάθε ένας από τους k κατάλοιπους του C περιέχει ένα διάνυσµα βάρους q4. 
Επειδή κάθε διάνυσµα βάρους q4 περιέχεται σε (q4 + 1) – q4 = 1 κατάλοιπους, 
υπάρχουν k διαφορετικά διανύσµατα βάρους q4 στον C. Πιο συγκεκριµένα, 
 
w1 + w2 = 2q4. 
 
Αλλά, από την πρώτη σχέση του θεωρήµατος 2.4.10.9 έχουµε ότι 
 
w1 + w2 ≤ m1(q – 1) + k = m1(q – 1) + (m1q – q + 1) = 2(q3 + 1)q – q3 – 1 – q + 1 = 
2q4 – q3 + q < 2q4, 
 
και φτάσαµε σε άτοπο. 
 
Θα κάνουµε µια ακόµα βελτίωση του άνω φράγµατος µε την βοήθεια του επόµενου 
λήµµατος το οποίο αποτελεί το πρώτο µέρος του λήµµατος 5.4 του [Hil3]. 
 
Λήµµα 2.4.10.14 Έστω ότι u1, …, un είναι πραγµατικοί αριθµοί µε 
 

u1 ≥ u2 ≥ … ≥ un ≥ 0. 
 

 Αν u1 + u2 ≤ d και u1 < ∑
=

n

1i
iu

2
1 , τότε ∑

=

n

1i

2
iu ≤ ∑

=

n

1i
iud

2
1 , µε την ισότητα να ισχύει 

αν και µόνο αν ui ∈ {
2
1 d, 0} για κάθε i µε 1 ≤ i ≤ n. 

Απόδειξη Έστω u1 + u2 ≤ d και u1 < 
2
1 ∑

=

n

1i
iu . Αν u1 ≤ 

2
1 d, τότε ui ≤ 

2
1 d για κάθε i 

οπότε και αποτέλεσµα είναι αληθές µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνο αν 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n

1i
i

2
i du

2
1u  = 0 δηλαδή αν και µόνο αν u1 = u2 = … = ut = 

2
1 d και ut + 1 = … = 
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un = 0 για κάποιo 1 ≤ t ≤ n. Ας υποθέσουµε ότι u1 = 
2
1 d + x όπου x > 0. Τότε για 

κάθε i ≥ 2 ισχύει ui ≤ 
2
1 d – x. Εποµένως, 

 

∑
=

n

2i

2
iu ≤ ∑

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n

2i
iuxd

2
1 . 

 
Οπότε, 

∑
=

n

2i

2
iu + u 2

1  – (
2
1 d + x)2 ≤ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − xd

2
1 [∑

=

n

2i
iu + u1 – (

2
1 d + x)]. 

 
∆ηλαδή, 

∑
=

n

1i

2
iu – (

2
1 d + x)2 ≤ (

2
1 d – x) [∑

=

n

1i
iu – (

2
1 d + x)]. 

 
Συνεπώς, 
 

∑
=

n

1i

2
iu   ≤ 

2
1 d∑

=

n

1i
iu  + x (d + 2x – ∑

=

n

1i
iu ) 

 = 
2
1 d∑

=

n

1i
iu  + x (2u1 – ∑

=

n

1i
iu ) 

 < 
2
1 d∑

=

n

1i
iu  διότι u1 < 

2
1 ∑

=

n

1i
iu  και x > 0. 

 
Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε το βασικό θεώρηµα της παραγράφου 
 
Θεώρηµα 2.4.10.15 (Hill, 1978 στο [Hil3]) Για q ≠ 2 και r ≥ 5 ισχύει 
 

max3(r, q) ≤ q max3(r – 1, q) – q – 1. 
 
Απόδειξη Όπως και πριν ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα (qm1 – q)-cap Κ στο 
PG(r – 1, q) για να καταλήξουµε σε άτοπο. 
 
Από τις σχέσεις (B1), (B2) και (2.4.10.10) αντίστοιχα προκύπτει ότι τα διορθωµένα 
βάρη του C ικανοποιούν τις σχέσεις 
 

∑
=

rθ

1i
iu  = θr + m1 – 1,       (2.4.10.4b) 

 

∑
=

rθ

1i

2
iu  = – (q – 1)m 2

1  + (qr + 2q)m1 + θr – qr – q – 1,   (2.4.10.5b) 

 
u1 + u2 ≤ m1 + q       (2.4.10.10b) 
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Επειδή, u1 ≤ m1 + q ≤ qr – 2 + 1 + q < 
2
1 (θr + m1 – 1) = 

2
1 ∑

=

n

1i
iu , µπορούµε να 

εφαρµόσουµε το λήµµα 2.4.10.14 στην σχέση (2.4.10.10b) για να πάρουµε 
 

∑
=

n

1i

2
iu  ≤ 

2
1  (m1 + q)∑

=

n

1i
iu . 

 
Αντικαθιστώντας τα αθροίσµατα µε την βοήθεια των σχέσεων (2.4.10.4b) και 
(2.4.10.5b) έχουµε ότι 
 

– (q – 1)m 2
1  + (qr + 2q)m1 + θr – qr – q – 1 ≤ 

2
1  (m1 + q) (θr + m1 – 1) 

 
Απλοποιώντας, 
 

m 2
1 (2q – 1) + m1(θr – 1 – 2qr – 3q) + (qr + 1 – θr + 2qr + q + 1) ≥ 0, 

 
το οποίο µπορεί να ειδωθεί σαν πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς το m1. 
 
Από το θεώρηµα 2.4.10.11 προκύπτει ότι q2 + 1 ≤ m1 ≤ qr – 2 + 1. 
 
Θεωρούµε την πραγµατική συνάρτηση 
 

f(x) = x2 (2q – 1) + x(θr – 1 – 2qr – 3q) + (qr + 1 – θr + 2qr + q + 1). 
 
Θα αποδείξουµε ότι f(x) < 0 για κάθε x ∈ [q2 + 1, qr – 2 + 1] από το οποίο θα 
καταλήξουµε και στο επιθυµητό άτοπο. Παρατηρούµε ότι η δεύτερη παράγωγος της 
f(x) είναι f΄΄(x) = 2(2q – 1) > 0 άρα η f(x) γίνεται µέγιστη για x = q2 + 1 ή για 
x = qr – 2 + 1. Άρα αρκεί να δείξουµε ότι οι τιµές f(q2 + 1) και f(qr – 2 + 1) είναι 
αρνητικές. Έχουµε: 
 
f(q2 + 1) = 
 
= (q2 + 1)2 (2q – 1) + (q2 + 1) (θr – 1 – 2qr – 3q) + (qr + 1 – θr + 2qr + q + 1) 
 

= (q2 + 1)2(2q – 1)+(q2 + 1)(
1q

1q 1r

−
−+

 – 1 – 2qr – 3q) + (qr + 1 – 
1q

1q 1r

−
−+

 + 2qr + q + 1) 

 

= 
1q

1
−

 q4 (– qr – 1 + 3qr – 2 – qr – 3 – 1) + 2q5 – q4 + 2q3 – 2q2 – 1. 

 
Για να ισχύει f(q2 + 1) < 0 αρκεί να ισχύει 
 

q4 (– qr – 1 + 3qr – 2 – qr – 3 – 1) + (q – 1)(2q5 – q4 + 2q3 – 2q2 – 1) < 0. 
 
∆ηλαδή αρκεί, 
 

– qr + 3 + 3qr + 2 – qr + 1 + 2q6 – 3q5 + 2q4 – 4q3 + 2q2 – q + 1 < 0. 
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Επειδή στην τελευταία παράσταση τα πρόσηµα είναι εναλλάξ και ο µεγαλύτερος 
συντελεστής είναι 4 η παράσταση είναι µικρότερη του µηδενός για κάθε q ≥ 5 και 
r ≥ 5. 
 
Για q = 4 η παράσταση γράφεται – 4r + 3 + 3·4r + 2 – 4r + 1 + 5405 = –5· 4r + 1 + 5405 το 
οποίο είναι αρνητικό για κάθε r ≥ 6. 
 
Για q = 3 η παράσταση γράφεται –3r + 1 + 799 και είναι αρνητική για κάθε 
r ≥ 7. 
 
Εποµένως f(q2 + 1) < 0 για q ≠ 2 και r ≥ 5 µε µόνες εξαιρέσεις τα ζευγάρια 
(r, q) = (5, 3), (5, 4), (6, 3). 
 
Επίσης, 
 
f(qr – 2 + 1) = 
 
= (qr – 2 + 1)2 (2q – 1) + (qr – 2 + 1)(θr – 1 – 2qr – 3q) + (qr + 1 – θr + 2qr + q + 1) 
 

= (qr – 2 +1)2(2q–1)+(qr – 2+1)( 
1q

1q 1r

−
−+

 –1 –2qr – 3q)+(qr + 1 –
1q

1q 1r

−
−+

+2qr +q+1). 

Συνεπώς, 
(q – 1) f(qr – 2 + 1) = – q2r – 1 + 4q2r – 2 – 3q2r – 3 + q2r – 4 + qr + 2 – qr + 1 + qr – 4qr – 1 

+ 2qr – 2 – q + 1. 
 
Το οποίο είναι αρνητικό για q ≠ 2 και r ≥ 5 µε µόνες εξαιρέσεις τα ζευγάρια 
(r, q) = (5, 4) και (r, 3) για κάθε r. 
 
Ας εξετάσουµε τώρα τις εξαιρέσεις. 
 
(i) Για (r, q) = (5, 4). 
 
Έχουµε ότι max3(5, 4) = 41 και max3(4, 4) = 42 + 1 = 17 εποµένως, το θεώρηµα 
ισχύει αφού 41 ≤ 4 · 17 – 5 = 63. Την εποχή που ο Ηill δηµοσίευσε το αποτέλεσµα η 
τιµή του max3(5, 4) δεν ήταν γνωστή. Αν θεωρήσουµε την τιµή του max3(5, 4) 
άγνωστη µπορούµε να εργαστούµε ως εξής: 

Έστω ένα 64-cap στο PG(4, 4) µε κώδικα C. Τότε, ∑
=

4θ

1i
iu  = 357 και ∑

=

4θ

1i

2
iu  = 3701. 

Επίσης, u1 + u2 ≤ 21. Καταλήγουµε σε άτοπο λόγω του λήµµατος 5.4 του [Hil3]. 
 
(ii) Για (r, q) = (5, 3). 
 
Έχουµε ότι max3(5, 3) = 20 και max3(4, 3) = 32 + 1 = 10 εποµένως, το θεώρηµα 
ισχύει. 
 
(iii) Για (r, q) = (r, 3) µε r ≥ 6 (την περίπτωση για r = 5 Την εξετάσαµε 

προηγουµένως). 
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Από το θεώρηµα 2.4.10.13 για r ≥ 6 ισχύει max3(r – 1, 3) ≤ 20 · 3r – 6. Παρατηρούµε 
ότι f(20 · 3r – 6) = 2800 · 9r – 6 + (20 · 3r – 6)(3 – 2·3r) + (3r + 1 – 9 + 2·3r + q + 1) < 0 για 
r ≥ 6 (όχι όµως και για r = 5). Το αποτέλεσµα προκύπτει όπως και στην γενική 
περίπτωση, 
 
(iv) Για (r, q) = (6, 3). 
 
Έχουµε ότι max3(6, 3) = 56 και max3(5, 3) = 20 εποµένως, το θεώρηµα ισχύει. 
 
Άρα το θεώρηµα ισχύει σε κάθε περίπτωση. 
 
Το θεώρηµα 2.4.10.15 µπορεί να ξαναδιατυπωθεί ως εξής: 
 
 Θεώρηµα 2.4.10.16 (Hill, 1978 στο [Hil3]) Για q ≠ 2 και s ≥ 5 ισχύει 
 

max3(s + t, q) ≤ qt max3(s, q) – qt – 2θt – 1 +1. 
 
Απόδειξη Άµεση από το θεώρηµα 2.4.10.6 κάνοντας επαγωγή ως προς t. 
 
Παρατηρούµε ότι max3(6, 3) = 56 και max3(5, 3) = 20. Άρα ισχύει ότι 
 

max3(6, 3) = 3 · max3(5, 3) – 3 – 1. 
 
Αυτό µας δείχνει ότι στο φράγµα που δώσαµε δεν µπορούν να γίνουν περαιτέρω 
βελτιώσεις στην γενική περίπτωση. 
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2.4.11  112 ≤ max3(7, 3) ≤ 136 
 

Στην επόµενη διάσταση για q = 3 τα πιο γνωστά φράγµατα είναι τα 
 

112 ≤ max3(7, 3) ≤ 136 
 
τα οποία µας δείχνουν ότι το πρόβληµα εύρεσης βέλτιστων caps στο PG(6, 3) είναι 
πολύ µακριά από την λύση του. 
 
max3(7, 3) ≥ 112 
 
Από το 56-cap του Hill στο PG(5, 3) προκύπτει ένα 112-cap στο PG(6, 3) µε τον 
ίδιο τρόπο όπου κατασκευάσαµε ένα 20-cap στο PG(4, 3) από ένα 10-cap στο PG(3, 
3) (βλέπε παράγραφο 2.4.7). Αυτό µας δείχνει ότι max3(7, 3) ≥ 112. 
 
max3(7, 3) ≤ 136 
 
Εφαρµόζοντας το φράγµα που αποδείξαµε για το max3(r, q) στην προηγούµενη 
παράγραφο για q = 3 και r = 7 έχουµε ότι max3(7, 3) ≤ 3 · max3(6, 3) – 4 = 3 · 56 – 
4. ∆ηλαδή ότι max3(7, 3) ≤ 164. 
 
Αρχικά, το 2000 στο [HLJSB] οι Hill, Landjev, Jones , Storme και Barát βελτίωσαν 
το άνω φράγµα στο 154 δείχνοντας ότι κάθε 53-cap στο PG(5, 3) περιέχεται σε ένα 
56-cap και ότι υπάρχουν πλήρη 48-caps στο PG(5, 3). 
 
To 2002 οι Edel και Bierbrauer βελτίωσαν στο [BE4] ένα άνω φράγµα που είχε 
δώσει ο Meshulam για αφινικούς κώδικες στο [Me]. Με χρήση αυτού του 
φράγµατος αποκλείστηκε η ύπαρξη ενός 149-cap στο PG(6, 3) και το άνω φράγµα 
για το max3(7, 3) έπεσε στο 148. Για περισσότερες λεπτοµέρειες για την απόδειξη 
ότι δεν υπάρχει 149-cap στο PG(6, 3) ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται 
στην εισαγωγή (σελίδα 2) του [Bar]. 
 
Η βελτίωση του άνω φράγµατος σε 136 έγινε το 2004, µε τη χρήση ηλεκτρονικών 
υπολογιστών από κοινού από τους J. Barát, Y. Edel, R. Hill και L. Storme στο [Bar]. 
Στην εργασία τους έδειξαν ότι κάθε 49-cap στο PG(5,3) και κάθε 48-cap, το οποίο 
έχει ένα 20-υπερεπίπεδο µε το πολύ 8-στερεά, περιέχονται σε ένα 56-cap. Αυτό 
βοήθησε να δώσουν µια γεωµετρική απόδειξη του ότι max3(7, 3) ≤ 137. Στη 
συνέχεια έδειξαν ότι αν υπάρχει ένα 137-cap Κ στο PG(5,3) τότε υπάρχει ένα 
quadric το οποίο περιέχει τουλάχιστον 113 σηµεία του Κ. Τέλος, παρατήρησαν ότι 
ένα quadric µπορεί να περιέχει το πολύ ένα 112-cap και έτσι κατέληξαν σε άτοπο. 
Αυτό ολοκλήρωσε και την απόδειξη. 
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2.4.12  126 ≤ max3(6, 4) ≤ 153 
 
max3(6, 4) ≤ 153 
 
Η εύρεση της ακριβούς τιµής του max3(5, 4) βοήθησε και στην βελτίωση των 
φραγµάτων για το max3(6, 4). Σύµφωνα µε το αναδροµικό τύπο του Hill (θεώρηµα 
2.4.10.15) ισχύει max3(6, 4) ≤ 4 · 41 – 5. ∆ηλαδή max3(6, 4) ≤ 159. Από τον πίνακα 
4.4(i) του [Hir4] φαίνεται ότι αυτό ήταν και το µικρότερο γνωστό άνω φράγµα µέχρι 
το 2001. Ωστόσο, σε επικοινωνία που είχε ο D. Glynn µε τον T.A. Gulliver ο 
τελευταίος ανέφερε ότι κάνοντας απλή χρήση της Θεωρίας Κωδικοποίησης το άνω 
φράγµα µπορεί να µειωθεί σε 153. 
 
 Η απόδειξη είναι απλή. Ένα άνω φράγµα για την ελάχιστη απόσταση ενός 
[153,147]4-κώδικα είναι το 3 το οποίο προκύπτει µε την διαγραφή (το πολύ) 112 
στηλών ενός γεννήτορα πίνακα του δυϊκού του. (Βλ. [Br]). Εποµένως, δεν υπάρχει 
[154, 148, 4]4-κώδικας. 
 
Αν υπήρχε ένα 154-cap στο PG(5, 4) θα υπήρχε και ο αντίστοιχος [153, 147, 4]4-
κώδικας. Από εκεί προκύπτει ένας [154, 148, 4]4-κώδικας το οποίο είναι άτοπο. 
 
max3(6, 4) ≥ 126 
 
Χρησιµοποιώντας την απλή µέθοδο του διπλασιασµού µπορούν να προκύψουν δύο 
82-caps στο PG(5, 4) από τα 41-caps στο PG(4, 4). Χρησιµοποιώντας την 
αναδροµική κατασκευή των Bierbrauer και Edel από το [BE2], η οποία αποτελεί µια 
βελτίωση της µεθόδου διπλασιασµού, µπορεί να προκύψει ένα 95-cap στο 
PG(5, 4). 
 
Ο D. Glynn (στο [Gly]) έδειξε το 1999 την ύπαρξη ενός πλήρους 126-cap στο PG(5, 
4) και του αντίστοιχου [126, 6, 88]-κώδικα. Στο ίδιο αποτέλεσµα κατέληξε και µια 
οµάδα ερευνητών αποτελούµενη από τους R.D. Baker, J.M. Dover, K.L. Wantz, G. 
Ebert (στο [Bak]) την ίδια χρονιά. Οι δύο µέθοδοι διαφέρουν στον τρόπο 
κατασκευής αλλά τα cap τα οποία κατασκεύασαν είναι ισόµορφα. 
 
Ο Glynn χρησιµοποίησε ιδιότητες των κωνικών τοµών του PG(2, 4). Τα βάρη των 
κωδικών λέξεων του κώδικα, που κατασκεύασε είναι 88, 96 και 120. Είναι δηλαδή 
ένας κώδικας 3 βαρών. Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι d = 88 η οποία 
είναι η καλύτερη γνωστή ελάχιστη απόσταση ενός [126, 6]4-κώδικα. Η µόνη δυνατή 
άλλη ελάχιστη απόσταση είναι 92 η οποία προκύπτει από το φράγµα του Griesmer. 
Μέχρι σήµερα δεν έχει βρεθεί [126, 6]4-κώδικας που να ικανοποιεί το φράγµα του 
Griesmer. 
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2.4.13 Γνωστά κάτω φράγµατα για το max3(r, q) για 
5 ≤ r ≤ 12 και q ≤ 9 
 
Θυµίζουµε ότι το πρόβληµα της εύρεσης του max3(r, q) έχει λυθεί πλήρως για q = 2 
και για όλα τα r όπως επίσης έχει λυθεί για r = 3 και 4 για όλα τα q. 
 
Μέχρι στιγµής τα γνωστά κάτω φράγµατα για το max3(r, q) για 5 ≤ r ≤ 12 και q ≤ 9 
είναι τα εξής: 
 

r\q 3 4 5 7 8 9 
5 20* 41* 66 132 208 212 
6 56* 126 186 434 695 840 
7 112 288 675 2499 4224 6723 
8 248 756 1715 6472 13520 17220 
9 532 2110 4700 21555 45174 68070 
10 1216 4938 17124 122500 270400 544644 
11 2744 15423 43876 323318 878800 1411830 
12 6464 34566 120740 1067080 2812160 5580100 

 
 
Οι τιµές µε αστερίσκο (*) είναι οι ακριβείς τιµές. 
 
Στο [BE3] δείχνεται η κατασκευή ενός 66-cap στο PG(4, 5): 
 
010000000414232314142323141423234141323232321414000023414132321400 
001003204410032003200140441133222413432111442233142314233214234100 
000102021101020224244343333311110303232344440000244324431241211442 
111144441111444411114444111144442222333322223333114411442233223340 
111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111101 
 
Στο [BE2] δείχνεται η κατασκευή (q4 + 2q2)-caps στο PG(6, q), καθώς και 
q2(q2+1)2-caps στο PG(9, q). Αυτή η κατασκευή µας δίνει τα κάτω φράγµατα για το 
max3(7, q) και max3(10, q). Για τα υπόλοιπα κάτω φράγµατα βλ. [Ede]. 
 
2.4.14 Οι τιµές του B3(n, 4), για 5 ≤ n ≤ 112 
 
Κάνοντας χρήση των µέχρι σήµερα γνωστών αποτελεσµάτων για το max3(r, 3) 
µπορούµε να πάρουµε κάποιες επιπλέον τιµές για το Βq(n, 4). 
 
Θεώρηµα 2.4.14.1 
 

3n – 4 για 5 ≤ n ≤ 10 
3n – 5 για 11 ≤ n ≤ 20 
3n – 6 για 21 ≤ n ≤ 56 B3(n, 4) =  

⎩
⎨
⎧

 
3n – 7 για 57 ≤ n ≤ 112 
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2.4.15 Τελικές παρατηρήσεις 
 
(1) Αναφέραµε στην αρχή του κεφαλαίου ότι το πρόβληµα προσδιορισµού του maxs 

(r, q) πρώτη φορά απασχόλησε τον Bose (1947). ∆ευτερεύουσας σηµασία 
δουλειά έγινε από την Ιταλική Σχολή των γεωµετρών µε πρωτοστάτες τους 
Segre, Barlotti και Tallini. 

 
Για µια παρουσίαση των γνωστών αποτελεσµάτων που αφορούν στο maxs (r, q) 
και άλλες σχετικές συναρτήσεις, δείτε το [Hir1]. Για µια κατανοητή κάλυψη της 
θεωρίας των προβολικών γεωµετριών πάνω από πεπερασµένά σώµατα δείτε το 
[Hir2]. 

 
(2) Για αποτελέσµατα που αφορούν στο maxs (r, q) για q = 3 και s ≤ r ≤ 15 

παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στο [Ga]. 
 
(3) ∆εν φαίνεται να υπάρχει κάποιος γενικός τύπος που να ακολουθούν τα 

αποτελέσµατα του maxs (r, q) για συγκεκριµένες τιµές του d µεγαλύτερες από 4. 
Ωστόσο, όταν το d παίρνει τη µέγιστη τιµή του για δοσµένο r, δηλαδή όταν 
d = r + 1 εµφανίζεται ένα ενδιαφέρον pattern. Αυτή η περίπτωση είναι το 
αντικείµενο της επόµενης παραγράφου όπου θα δούµε συνοπτικά τα γνωστά 
αποτελέσµατα µέχρι σήµερα. 

 
(4) Μια άλλη εκδοχή του MLCT προβλήµατος είναι η εύρεση, για δοσµένα q, n και 

k, η µέγιστη τιµή του d για την οποία υπάρχει ένας [n, k, d]q-κώδικας. Αυτό θα 
είναι το αντικείµενο του επόµενου κεφαλαίου. Στην περίπτωση των δυαδικών 
γραµµικών κωδίκων οι Helgert και Stinaff (1973) δίνουν ένα πίνακα µε τέτοιες 
τιµές (ή φράγµατα όπου οι τιµές είναι άγνωστες) για k ≤ n ≤ 127. Για µια 
ανανεωµένη έκδοση αυτού του πίνακα, η οποία περιλαµβάνει πολλές βελτιώσεις 
από διάφορους συγγραφείς, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να δει τα 
[Ve], [Ve2] και [Bro]. 
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2.5 Το MLCT πρόβληµα για d = r + 1 
 
Όπως είδαµε από το φράγµα του Singleton η µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να πάρει 
το d είναι r + 1. Θυµίζουµε ξανά ότι ένας [n , n – r, r + 1]q-κώδικας ονοµάζεται 
MDS. Τα µέχρι σήµερα γνωστά αποτελέσµατα για τους MDS κώδικες υπαγορεύουν 
την διατύπωση της παρακάτω εικασίας η οποία είναι γνωστή ως η βασική εικασία 
για τους MDS κώδικες (main conjecture on MDS codes). 
 
Εικασία 2.5.1 (Η βασική εικασία για τους MDS κώδικες) Αν 2 ≤ r ≤ q τότε 
 

maxr(r, q) = q + 1. 
 
Μόνη εξαίρεση η περίπτωση όπου το q = 2h και r = 3 ή q – 1. Τότε ισχύει 
 

max3(3, q) = maxq – 1(q – 1, q) = q + 2. 
 
 
Στην περίπτωση όπου r > q ισχύει το ακόλουθο 
 
Θεώρηµα 2.5.2 Αν r ≥ q τότε 
 

maxr(r, q) = r + 1. 
 
Επιπλέον, κάθε MDS κώδικας µε r ≥ q είναι ισοδύναµος µε έναν κώδικα 
επανάληψης µήκους r + 1. 
 
Απόδειξη Ο κώδικας επανάληψης µήκους r + 1 είναι ένας [r + 1, 1, r + 1]-κώδικας 
µε γεννήτορα πίνακα [11...1]. Οπότε, 
 

maxr(r, q) ≥ r + 1. 
 
Είναι προφανές ότι κάθε [r + 1, 1, r + 1]-κώδικας είναι ισοδύναµος µε έναν κώδικα 
επανάληψης. Έστω r ≥ q και maxr(r, q) ≥ r + 2. Τότε υπάρχει ένας [r + 2, 2, r + 1]q-
κώδικας C. Για να έχει κάθε κωδική λέξη του C βάρος τουλάχιστον r + 1 πρέπει ο C 
να είναι ισοδύναµος µε έναν κώδικα µε γεννήτορα πίνακα 
 

G = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

r21 a...aa10
1...1101

, 

 
όπου τα ai είναι ανά δύο διαφορετικά µη-µηδενικά στοιχεία του Fq. Συνεπώς, 
r ≤ q – 1 και καταλήξαµε σε άτοπο. 
 
Κάποιες βασικές προτάσεις σχετικά µε την εικασία που διατυπώσαµε είναι οι εξής: 
 
Πρόταση 2.5.3 Αν 2 ≤ r ≤ q τότε 
 

maxr(r, q) ≥ q + 1. 
 
Απόδειξη Βλ. πρόταση 15.5 του [Hil1]. 
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Πρόταση 2.5.4 Ο δυαδικός ενός MDS κώδικα είναι MDS. Επιπλέον, υπάρχει MDS 
[n, k]q-κώδικας αν και µόνο αν υπάρχει MDS [n, n – k]q-κώδικας. 
 
Απόδειξη 
 
Ο κώδικας C µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας [ΑΤ | Ιr ] είναι MDS ⇔ 
 
Κάθε τετραγωνικός υποπίνακας του ΑΤ έχει µη-µηδενική ορίζουσα (βλ. θεώρηµα 
15.6 του [Hil1]) ⇔ 
 
Κάθε τετραγωνικός υποπίνακας του Α έχει µη-µηδενική ορίζουσα ⇔ 
 
Ο κώδικας C┴ µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας [In – r | A ] είναι MDS. 
 
Πρόταση 2.5.5 Αν maxr(r, q) = q + 1 τότε maxq + 2 – r(q + 2 – r, q) = q + 1. 
 
Απόδειξη Έστω, για να καταλήξουµε σε άτοπο, ότι maxq + 2 – r(q + 2 – r, q) ≥ q + 2. 
Τότε υπάρχει ένας [q +2, r, q + 3 – r]q-κώδικας του οποίου ο δυϊκός είναι ένας 
[q +2, q + 2 – r, r + 1]q-κώδικας. Το οποίο είναι άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι 
maxr(r, q) = q + 1. 
 
Πρόταση 2.5.6 Αν q = 2h και r = q – 1 τότε 
 

maxr(r, q) ≥ q + 2. 
 
Απόδειξη Βλ. πρόταση 15.9 του [Hil1]. 
 
Θυµίζουµε επίσης ότι για q = 2h ισχύει max3(3, q) = q + 2 (βλ .Θεώρηµα 2.4.3.5). 
 
 
Γνωστά αποτελέσµατα που αφορούν στην εικασία 2.5.1 
 
Η εικασία έχει αποδειχθεί για r = 2 (βλ. παράγραφο 2.3) και r = 3 (βλ. παράγραφο 
2.4.2). Με γεωµετρικές µεθόδους αποδείχθηκε για r = 4 ([Se3]) και r = 5 ([Ca]) για 
όλα τα q. Λόγω της δυϊκότητας των MDS κωδίκων που αποδείξαµε παραπάνω η 
εικασία ισχύει για όλα τα r όπου q – 3 ≤ r ≤ q. 
 
Με εξαντλητικό έλεγχο οι Maneri και Silverman (1966 στο [MaS]) και Jurick (1968 
στο [Ju]) επιβεβαίωσαν την εικασία για q ≤ 11 για όλα τα r. Στο [Hil5] αναφέρεται 
ότι καµία πρόοδος δεν έγινε από τότε µέχρι το 1989. Οι A.H. Ali, J.W.P. Hirschfeld, 
H. Kaneta το 1995 επιβεβαίωσαν την εικασία για q = 13 (στο [Ali]). 
 
Τέλος, οι J. M. Chao και H. Kaneta, κάνοντας εξαντλητικό έλεγχο µε την χρήση 
ηλεκτρονικών υπολογιστών, έδωσαν την απόδειξη της εικασίας για q ≤ 27 για όλα 
τα r (1997 στο [CK1] και 2001 στο [CK2]). 
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Κεφάλαιο 3 
 
Εύρεση και κατασκευή βέλτιστων 
γραµµικών κωδίκων δοσµένου µήκους 
 
 

3.1 Εισαγωγή 
 
Όπως αναφέραµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο ένα κεντρικό πρόβληµα της 
θεωρίας κωδικοποίησης είναι η βελτιστοποίηση µιας εκ των παραµέτρων n, k και d 
για δοσµένες τιµές των άλλων δύο. ∆ύο εκδοχές, διαφορετικές από αυτές που 
είδαµε προηγουµένως, είναι οι ακόλουθες. 
 
Πρόβληµα 1 Να βρεθεί το dq(n, k), η µεγαλύτερη τιµή του d για την οποία υπάρχει 
ένας [n, k, d]q-κώδικας. 
 
Πρόβληµα 2 Να βρεθεί το nq(k, d), η µικρότερη τιµή του n για την οποία υπάρχει 
ένας [n, k, d]q-κώδικας. 
 
Φυσικά, για δοσµένο q, η επίλύση του προβλήµατος 1 για όλα τα n και k είναι 
ισοδύναµη µε την επίλυση του προβλήµατος 2 για όλα τα k και d. 
 
Βασικό εργαλείο µας για την προσέγγιση του προβλήµατος θα είναι το φράγµα του 
Griesmer (βλ. θεώρηµα 1.1.2.11). 
 
Μια µεγάλη κλάση κωδίκων που αγγίζουν το φράγµα του Griesmer είναι η κλάση 
των κωδίκων που ονοµάζονται κώδικες τύπου BV. Τέτοιοι κώδικες δίνονται µε 
συγκεκριµένο puncturing από πλεξίµατα simplex κωδίκων και δείχνουν ότι, για 
δοσµένα q και k, το φράγµα του Griesmer επιτυγχάνεται για όλα τα επαρκώς 
µεγάλα d. Το επόµενο θεώρηµα µας δίνει µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για την 
ύπαρξη ενός κώδικα τύπου BV. Μια απόδειξη και αναλυτικά παραδείγµατα 
υπάρχουν στα [Hil92], [MS]. 
 
Θεώρηµα 3.1.1 (Belov, 1972) Για δοσµένα q, k και d γράφουµε 
 

d = sqk – 1 – ∑
=

−
p

1i

1uiq  

 

όπου s = ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
−1kq

d , k > u1 ≥ … ≥ up ≥ 1, και το πολύ q – 1 ui παίρνουν κάποια 

δοσµένη τιµή. Τότε υπάρχει ένας [gq(k, d), k, d]-κώδικας τύπου BV αν και µόνο αν 
 

∑
+

=

)p,1smin(

1i
iu  ≤ sk. 
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Από το θεώρηµα συµπεραίνουµε ότι το πρόβληµα 2 είναι µάλλον η πιο φυσική 
εκδοχή από τις δύο διότι το φράγµα του Griesmer µας εξασφαλίζει έναν σηµαντικό 
κάτω φράγµα για το nq(k, d) το οποίο, για δοσµένες τιµές των q και k, επιτυγχάνεται 
για όλες τις αρκετά µεγάλες τιµές του d (βλ. παρακάτω). Οπότε, για δοσµένα q και 
k, η επίλυση του προβλήµατος 2 για όλα τα d (ή η επίλυση του προβλήµατος 1 για 
όλα τα n) είναι ένα πεπερασµένο πρόβληµα. 
 
Στις επόµενες παραγράφους θα ασχοληθούµε µε την επίλυση του προβλήµατος 2 
στις περιπτώσεις q = 2 και q = 4. Θα παρουσιάσουµε τα µέχρι σήµερα γνωστά 
αποτελέσµατα. 
 

3.2 Βέλτιστοι γραµµικοί κώδικες δοσµένης 
απόστασης στο GF(2) 
 
Για δυαδικούς κώδικες το n2(k, d) είναι γνωστό για k ≤ 8 και όλα τα d (Βλ. [Til3], 
[Bouy]). Ένας αναλυτικός πίνακας µε φράγµατα για το d2(n, k) δίνεται στο [Bro]. 
 
Θυµίζουµε ότι αν d περιττός τότε υπάρχει [n, k, d]2-κώδικας αν και µόνο αν υπάρχει 
[n + 1, k, d + 1]2-κώδικας (θεώρηµα 2.4.1.1). Εποµένως, στην περίπτωση των 
δυαδικών κωδίκων δοσµένου ενός k αρκεί να λύσουµε το πρόβληµα για όλα τα 
άρτια d. 
 
∆ύο ακόµα αποτελέσµατα µας βοηθάνε να αποκλείσουµε αρκετές περιπτώσεις. 
Συγκεκριµένα, 
 
Θεώρηµα 3.2.1 (Logačev, 1974 στο [Log]) Αν 3 ≤ d ≤ 2k – 2 – 2, τότε 
 

n2(k, d) ≥ g2(k, d) + 1. 
 
Θεώρηµα 3.2.2 (van Tilborg, 1980 στο [Til2]) Αν 2k – 2 + 3 ≤ d ≤ 2k – 2 + 2k – 3 – 4, 
τότε 
 

n2(k, d) ≥ g2(k, d) + 1. 
 
3.2.1 Βέλτιστοι δυαδικοί κώδικες διάστασης ≤ 6 
 
Από το θεώρηµα 3.1.1 στη περίπτωση όπου q = 2 έχουµε το ακόλουθο 
 
Θεώρηµα 3.2.1.1  (van Tilborg, 1980 στο [Til2]) Για κάθε k ≤ 7 και για κάθε d 
ισχύει 
 

n2(k, d) = g2(k, d) 
 
εκτός πιθανόν από 
 
k = 5 και 3 ≤ d ≤ 6, 
k = 6 και 3 ≤ d ≤ 14 και 19 ≤ d ≤ 20, 
k = 7 και 3 ≤ d ≤ 30, 35 ≤ d ≤ 44, 67 ≤ d ≤ 72. 
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Από το θεωρήµατα 3.2.1, 3.2.2 και 3.2.1.1 αλλά και µε χρήση του [Br] έχουµε τους 
ακόλουθους πίνακες: 
 
d (άρτιος) n2(5, d) – g2(5, d)  d (άρτιος) n2(6, d) – g2(6, d) 

2 0  2 0 
4 – 6 1  4 – 14 1 
≥8 0  16 – 18 0 

   20 – 30 1 
   ≥ 32 0 

 
3.2.2 Βέλτιστοι δυαδικοί κώδικες διάστασης 7 
 
Θεώρηµα 3.2.2.1 (i) n2(7, 4) = 12, (ii) n2(7, 6) = 16, (iii) n2(7, 4) = 12, 
(iv) n2(7, 8) = 19, (v) n2(7, 12) = 27, (vi) n2(7, 24) = 50, (vii) n2(7, 30) = 62. 
 
Απόδειξη Συνδυάζουµε τα θεωρήµατα 3.2.1, 3.2.2 και 3.2.1.1 και κάνουµε χρήση 
του [Br]. 
 
Ισχύουν, επίσης τα επόµενα θεωρήµατα: 
 
Θεώρηµα 3.2.2.2 (Alltop, 1976 στο [All]) (i) n2(7, 42) = 87, (ii) n2(7, 44) = 90. 
 
Θεώρηµα 3.2.2.3 (Farrell, 1978 στο [Far]) (i) n2(7, 36) = 75, (ii) n2(7, 38) = 79, 
(iii) n2(7, 40) = 82. 
 
Θεώρηµα 3.2.2.4 (van Tilborg, 1978 στο [Til1]) n2(7, 20) = 43. 
 
Θεώρηµα 3.2.2.5 (van Tilborg, 1981 στο [Til3]) (i) n2(7, 10) = 24, (ii) n2(7, 14) = 
32, (iii) n2(7, 16) = 35, (iv) n2(7, 18) = 40, (v) n2(7, 22) = 47, (vi) n2(7, 26) = 56, 
(vii) n2(7, 28) = 59, (iix) n2(7, 68) = 138, (ix) n2(7, 70) = 142, (x) n2(7, 72) = 145. 
 
Το τελευταίο θεώρηµα ολοκλήρωσε και την καταγραφή των βέλτιστων δυαδικών 
κωδίκων διάστασης 7. Έχουµε τον παρακάτω πίνακα: 
 

d  g2(7, d) n2(7, d)  d  g2(7, d) n2(7, d) 
4 11 12  26 54 56 
6 15 16  28 57 59 
8 18 19  30 61 62 
10 23 24  36 74 75 
12 26 27  38 78 79 
14 30 32  40 81 82 
16 33 35  42 86 87 
18 39 40  44 89 90 
20 42 43  68 138 138 
22 46 47  70 142 142 
24 49 50  72 145 145 
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3.2.3 Βέλτιστοι δυαδικοί κώδικες διάστασης 8 
 
Τον Ιούλιο του 2000 ολοκληρώθηκε και η καταγραφή των βέλτιστων δυαδικών 
κωδίκων διάστασης 8. 
 
Μερικές πρόσφατες γνωστές τιµές του n2(8, d) φαίνονται στα ακόλουθα θεωρήµατα 
 
Θεώρηµα 3.2.3.1 (Helleseth, Ytrehus, 1989 στο [Helle1]) n2(8, 14) = 33. 
 
Θεώρηµα 3.2.3.2 (Helleseth, Ytrehus, 1990 στο [Helle2]) n2(8, 10) = 26. 
 
Θεώρηµα 3.2.3.3 (Boukliev, Dodunekov, Helleseth, 1997 στο [Bouk]) 
(i) n2(8, 78) = 159, (ii) n2(8, 80) = 162. 
 
Θεώρηµα 3.2.3.4 (Bouyukliev, Jaffe, Vavrek, 2000 στο [Bouy]) (i) n2(8, 18) = 42, 
(ii) n2(8, 26) = 58, (iii) n2(8, 28) = 61, (iv) n2(8, 30) = 65, (v) n2(8, 34) = 74, (vi) 
n2(8, 36) = 77, (vii) n2(8, 38) = 81, (iix) n2(8, 42) = 89, (ix) n2(8, 60) = 124. 
 
Η απόδειξη του τελευταίου θεωρήµατος έγινε µε τη βοήθεια ηλεκτρονικών 
υπολογιστών µε τη χρήση των προγραµµάτων Extension και Split που 
δηµιούργησαν οι Bouyukliev και Jaffe αντίστοιχα. 
 
Προέκυψε ο παρακάτω πίνακας: 
 
d (άρτιος) n2(8, d) – g2(8, d)  d (άρτιος) n2(8, d) – g2(8, d) 

2 0  62 1 
4 – 8 1  64-66 0 

10 – 20 2  68 – 92 1 
22 – 24 1  94 – 98 0 
26 – 32 3  100 – 104 1 
34 – 58 2  ≥ 106 0 

60 3    
 
Το πρόβληµα στις περιπτώσεις όπου k ≥ 9 παραµένει ανοικτό µέχρι σήµερα. 
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3.3 Βέλτιστοι γραµµικοί κώδικες δοσµένης 
απόστασης στο GF(4) 
 
Με το πρόβληµα για τετραδικούς κώδικες έχει καταπιαστεί κυρίως ο Hill. Στο 
[HN2] δίνονται οι τιµές του n3(k, d) για k ≤ 4 για όλα τα d, και οι τιµές του n3(5, d) 
για όλες τις τιµές του d εκτός από 30. 
 
Θα θεωρήσουµε το πρόβληµα για την περίπτωση των τετραδικών κωδίκων (q = 4). 
Στην παράγραφο 3.3.1 δίνουµε τα απαραίτητα προκαταρκτικά αποτελέσµατα. Στην 
παράγραφο 3.3.2 λύνουµε το πρόβληµα της εύρεσης του n4(k, d) για k ≤ 3 για όλα 
τα d και καθορίζουµε τις τιµές του n4(4, d), για όλες εκτός από 10, τις τιµές του d. 
Στην παράγραφο 3.3.3 δίνουµε, χωρίς αποδείξεις, τις υπόλοιπες 10 τιµές και στην 
παράγραφο 3.3.4 δίνουµε πίνακες για τα µέχρι τώρα γνωστά αποτελέσµατα για το 
n4(5, d). 
 
3.3.1 Προκαταρτικά αποτελέσµατα 
 
Όπου δεν αναφέρεται, αποδείξεις ή αναφορές για τα αποτελέσµατα µπορούν να 
βρεθούν στην παράγραφο 2 του [HN2]. 
 
Το βάρος Hamming ενός διανύσµατος x, το οποίο συµβολίζεται µε w(x), είναι ο 
αριθµός των µη-µηδενικών συντεταγµένων του x. Για έναν γραµµικό κώδικα, η 
ελάχιστη απόσταση είναι ίση µε το ελάχιστο από τα βάρη των µη-µηδενικών 
κωδικών λέξεών του. Αν C είναι ένας [n, k]-κώδικας µε Ai και Bi θα συµβολίζουµε 
το πλήθος των κωδικών λέξεων µε βάρος i στον C και τον δυϊκό κώδικα C ⊥ , 
αντίστοιχα. 
 
Θεώρηµα 3.3.1.1 (Οι ταυτότητες του MacWilliams) Έστω C ένας [n, k]q-κώδικας. 
Τότε τα Ai και Bi ικανοποιούν τις σχέσεις 
 

∑∑
=

−
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − t

0j

tk
j

tn

0j tn
jn

qA
t

jn
Bj  (2.1) 

 
για t = 0, 1, …, n. 
 
Λήµµα 3.3.1.2 Για έναν [n, k, d]q-κώδικα ισχύει Bi = 0 για κάθε τιµή του i, όπου 1 ≤ 
i ≤ k, τέτοια ώστε δεν υπάρχει ένας [n – i, k – i + 1, d]q-κώδικας. 
 
Λήµµα 3.3.1.3 Έστω x και y δύο γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του V(n, q). 
Τότε 
 

w(x) + w(y) + ∑
∈

+
}0\{)q(GFλ

)yλx(w  = q(n – z(x, y)),  (2.2) 

 
όπου z(x, y) συµβολίζει το πλήθος των συντεταγµένων που είναι µηδέν ταυτόχρονα 
στο x και στο y. 
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Απόδειξη Θεωρούµε τον (q + 1) × n πίνακα Μ του οποίου γραµµές είναι τα 
διανύσµατα του συνόλου {x, y, x + λy | λ ∈ Fq \ {0}}. ∆ηλαδή 
 

Μ = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−+−+

+++
+++

nn2211

nn2211

nn2211

n21

n21

y)1q(x...y)1q(xy)1q(x
...

y2x...y2xy2x
yx...yxyx

y...yy
x...xx

MMM

 

 
Παρατηρούµε ότι η i-οστή στήλη του πίνακα έχει µόνο µηδενικά αν xi = yi = 0 και 
ακριβώς ένα µηδενικό διαφορετικά. Μετρώντας το πλήθος των µηδενικών κατά 
στήλες και ύστερα κατά γραµµές προκύπτει το επιθυµητό αποτέλεσµα. 
 
 
Πόρισµα 3.3.1.4 Έστω C ένας [n, k, d]q-κώδικας µε k ≥ 2. Ισχύει: 
 

Ai = 0 για i > q(n – d). 
 
Απόδειξη Έστω x µια µη-µηδενική κωδική λέξη του C. Επειδή k ≥ 2 υπάρχει 
κωδική λέξη y η οποία δεν είναι βαθµωτό πολλαπλάσιο της x. Επειδή w(y) ≥ d από 
το προηγούµενο λήµµα έχουµε ότι w(x) ≤ qn – qd = q(n – d). 
 
Πόρισµα 3.3.1.5 Έστω C ένας [n, k, d]4-κώδικας µε k ≥ 2. Τότε 
(i) Αν x και y είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο ζευγάρι κωδικών λέξεων του C 

τότε w(x) + w(y) ≤ 4n – 3d, 
(ii) Ai = 0 για i > 4(n – d), 

(iii) Ai = 0 ή 3 για i > 
2
1 (4n – 3d), 

(iv) Αν Αi > 0 τότε Aj = 0 για j > 4n – 3d – i και i ≠ j. 
(v) Έστω ότι ισχύει κάποιο από τα 

(a) w(x) ≡ 0 ή 1 (mod 4) για όλα τα x ∈ C 
(b) w(x) ≡ 0 ή 3 (mod 4) για όλα τα x ∈ C 

 
Τότε το σύνολο D = {x ∈ C : w(x) ≡ 0 (mod 4)} είναι γραµµικός υποκώδικας του C. 
 
Απόδειξη Τα (i)-(iv) είναι αποτελέσµατα ανάλογα µε αυτά που δίνονται για κώδικες 
πάνω από το F3 στο [HN1] (πρόταση 2.14). 
 
(i) Από το προηγούµενο λήµµα: w(x) + w(y) = qn – qz(x, y) – ∑

∈

+
}0\{)q(GFλ

)yλx(w . 

Συνεπώς, w(x) + w(y) ≤ 4n – 4d + d = 4n – 3d. 
 
(ii) Άµεσο από το προηγούµενο πόρισµα. 
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(iii) Έστω i > 
2
1 (4n – 3d). Από το (i) προκύπτει ότι δεν µπορούν να υπάρχουν δύο 

γραµµικά ανεξάρτητες κωδικές λέξεις βάρους i εποµένως είτε δεν υπάρχει καµία 
κωδική λέξη βάρους είτε υπάρχουν 3 (οι x, 2x, 3x για κάποιο x ∈ C. 
 
(iv) Άµεσο από το (i). 
 
(v) Έστω x, y ∈ D. Τότε από την εξίσωση (2.2), 
 

∑
=

+
3

1i

)iyx(w ≡ 0 (mod 4). 

Και στις δύο περιπτώσεις, (a) και (b), η µόνη περίπτωση να ισχύει η σχέση είναι 
w(x + iy) ≡ 0 (mod 4) για i = 1, 2 και 3. Εποµένως ο D είναι γραµµικός. 
 
Λήµµα 3.3.1.6 (i) nq(k, d) ≤ nq(k, d + 1) – 1 
(ii) nq(k, d) ≥ nq(k, d – 1) + 1. 
 
Απόδειξη 
(i) Έστω C ένας [n, k, d + 1]-κώδικας µε n = nq(k, d + 1). Τότε µε puncturing στον 
κώδικα (δηλαδή σβήνοντας µια συντεταγµένη) παίρνουµε έναν 
[n, k – 1, d]-κώδικα. 
 
(ii) Άµεσο από το (i) αν θέσουµε όπου d το d – 1. 
 
Λήµµα 3.3.1.7 Θεωρούµε C1 έναν [n1, k, d1]q-κώδικα και C2 έναν [n2, k, d2]q-
κώδικα. Αν οι C1 και C2 έχουν γεννήτορες πίνακες G1 και G2 αντίστοιχα ο πίνακας 
[G1 | G2] παράγει έναν [n1 + n2, k, d1 + d2]-κώδικα ο οποίος ονοµάζεται συναρµογή 
(concatenation) των C1 και C2. 
 
Ορισµός 3.3.1.8 Έστω G ένας γεννήτορας πίνακας ενός γραµµικού [n, k, d]q-
κώδικα C. Ο κατάλοιπος κώδικας (residual code) του C µε βάση την κωδική λέξη 
c, ο οποίος συµβολίζεται µε Res(C, c) είναι ο κώδικας που παράγεται από τον 
περιορισµό του G στις στήλες όπου η c είναι µηδέν. 
 
Λήµµα 3.3.1.9 Έστω C ένας [n, k, d]q-κώδικας και έστω κωδική λέξη c ∈ C βάρους 

w, όπου d > w
q

1q − . Τότε o Res(C, c) είναι ένας [n – w, k – 1, d0]-κώδικας µε 

d0 ≥ d – w + ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
q
w . 

 
(Με ⎡ ⎤x  συµβολίζουµε τον µικρότερο ακέραιο που είναι µεγαλύτερος ή ίσος από το 
x). 
 
Πόρισµα 3.3.1.10 Έστω C ένας [n, k, d]q-κώδικας και έστω κωδική λέξη c ∈ C 

βάρους w. Τότε το Res(C, c) είναι ένας [n – d, k – 1, ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
q
d ]-κώδικας. 
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3.3.2 Βέλτιστοι τετραδικοί κώδικες διάστασης ≤ 4 
 
Για ευκολία θα ονοµάσουµε τα στοιχεία του σώµατος F4 µε 0, 1, 2, 3. Οι πράξεις θα 
γίνονται µε βάση τους ακόλουθους πίνακες: 
 

+ 0 1 2 3  × 0 1 2 3 
0 0 1 2 3  0 0 0 0 0 
1 1 0 3 2  1 0 1 2 3 
2 2 3 0 1  2 0 2 3 1 
3 3 2 1 0  3 0 3 1 2 

 
Για k ≤ 2 έπεται, από το θεώρηµα 3.1.1, ότι n4(k, d) = g4(k, d) για όλα τα d. Οπότε 
 

n4(1, d) = d και n4(2, d) = d + ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡
4
d  για όλα τα d. 

 
Για k = 3 και k = 4 το θεώρηµα 3.1.1 µας δίνει ότι n4(3, d) = g4(3, d) για d ≥ 9, και 
ότι n4(4, d) = g4(4, d) για 45 ≤ d ≤ 64 και για d ≥ 81. Οι εναποµένουσες τιµές του d 
βρίσκονται στους πίνακες 1 και 2, µαζί µε τα µέχρι τώρα καλύτερα φράγµατα για τις 
τιµές του n4(k, d) για k =3 και 4 αντίστοιχα. Για σύγκριση, συµπεριλαµβάνουµε και 
τις αντίστοιχες τιµές του φράγµατος του Griesmer. 
 
Σε αυτούς τους πίνακες η ένδειξη i αναφέρεται στο θεώρηµα 3.3.2.i των επόµενων 
σελίδων. Τα άνω φράγµατα χωρίς ένδειξη δίνονται από puncturing κάποιου κώδικα 
(λήµµα 3.3.1.5(i)). Τα κάτω φράγµατα χωρίς ένδειξη δίνονται ή από το φράγµα του 
Griesmer (θεώρηµα 1.1.2.11) ή από το λήµµα 3.3.1.5(ii). 
 
Πίνακας 1 – Τιµές για το n4(3, d) 
 

d  g4(3, d) n4(3, d) 
1 3 3 
2 4 4 
3 5 5 
4 6 6 1 
5 8 8 
6 9 9 1 
7 10 11 2 
8 11 12 1 

 
Πίνακας 1 – άνω φράγµατα (κατασκευές) 
 
Θεώρηµα 3.3.2.1 (i) n4 (3, 4) ≤ 6, (ii) n4 (3, 6) ≤ 9, (iii) n4 (3, 8) ≤ 12. 
 

Απόδειξη (i) Ο πίνακας 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

231100
321010
111001

 

 
παράγει έναν [6, 3, 4]4-κώδικα. 
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(ii) Ένας [9, 3, 6]-κώδικας δίνεται από shortening του [10, 4, 6]-κώδικα που δίνεται 
στον πίνακα 2. 
(iii) Ένας [12, 3, 8]-κώδικας δίνεται από shortening του [13, 4, 8]-κώδικα που 
δίνεται στον πίνακα 2. 
 
Πίνακας 1 – κάτω φράγµα (µη-ύπαρξη) 
 
Θεώρηµα 3.3.2.2 n4 (3, 7) > 10. 
 
Απόδειξη Έστω, µε σκοπό να φτάσουµε σε άτοπο, ότι υπάρχει κάποιος [10, 3, 7]4-
κώδικας C. Επειδή δεν υπάρχουν [9, 3, 7] και [8, 2, 7] κώδικες στο F4 (για d = 7, 
από το φράγµα, του Griesmer το ελάχιστο n για το οποίο υπάρχει κώδικας µε k = 3 
και k = 2 είναι 11 και 9 αντίστοιχα) από το λήµµα 3.3.2 έπεται ότι B1 = B2 = 0. Οι 
πρώτες τρεις ταυτότητες του MacWilliams (θεώρηµα 3.3.1) για n = 10 και k = 3 
γίνονται ως εξής: 
 

Για t = 0: ∑
=

10

0j
jA  = 43. 

Για t = 1: ∑∑
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − 1

0j
j

9

0j 9
j10

16A
1

j10
 

Για t = 2: ∑∑
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − 2

0j
j

8

0j 8
j10

4A
2

j10
 

 
Προκύπτει το σύστηµα 
 
Α7 + Α8 + Α9 + Α10 = 63 
Α8 + 2Α9 + 3Α10 = 39 
Α9 + 3 Α10 = 24 
 
Έχοντας υπ’ όψιν ότι κάθε Ai πρέπει να είναι µη-αρνητικό πολλαπλάσιο του 3 
(επειδή αν το x είναι µια µη-µηδενική κωδική λέξη τότε είναι επίσης και το 2x και 
το 3x και όλες έχουν το ίδιο βάρος) οι µόνες λύσεις είναι 
 
Α10 = 6, Α9 = 6, Α8 = 9,  Α7 = 42 
 
και 
 
Α10 = 3, Α9 = 15, Α8 = 0,  Α7 = 45 
 
Η πρώτη περίπτωση αποκλείεται από το πόρισµα 3.3.1.4(iii) αφού για i > 9 πρέπει 
Ai = 0 ή 3 αλλά στην πρώτη περίπτωση έχουµε Α10 = 6. Αν υπάρχει εποµένως 
[10, 3, 7]4-κώδικας C τα βάρη των κωδικών του λέξεων του θα πρέπει να 
ικανοποιούν την δεύτερη περίπτωση. Έστω λοιπόν δύο κωδικές λέξεις x και y του C 
γραµµικά ανεξάρτητες και βάρους 9 (υπάρχουν τέτοιες αφού A9 > 3). Από το λήµµα 

3.3.1.3 έχουµε ότι 9 + 9 + ∑
=λ

3

1

w (x + λy) = 4(10 – z). ∆ηλαδή ∑
=λ

3

1

w (x + λy) = 

22 – 4z. Η τελευταία σχέση είναι αδύνατη αφού τα µόνα δυνατά βάρη είναι 7, 9 και 
10. 
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Παρατήρηση Το τελευταίο αποτέλεσµα µπορεί να προκύψει και εναλλακτικά ως 
εξής. Επειδή B2 = 0, οι στήλες του γεννήτορα πίνακα του C µπορεί να θεωρηθούν 
σαν ένα σύνολο K από 10 προβολικά διακεκριµένα σηµεία του προβολικού 
επιπέδου PG(2, 4). Επειδή κάθε κωδική λέξη έχει το πολύ 3 µηδενικά, το Κ τέµνει 
κάθε ευθεία του PG(2, 4) το πολύ σε 3 σηµεία. Με άλλα λόγια το Κ είναι ένα 10-cap 
στο PG(2, 4) το οποίο είναι άτοπο αφού max3(3, 4) = 6 (βλ. θεώρηµα 2.4.2.6 στην 
παράγραφο 2.4 αλλά και [10, πόρισµα 1 του θεωρήµατος 12.2.3]). 
 
Στην πραγµατικότητα, στην 3-διάστατη περίπτωση τα γνωστά αποτελέσµατα για τα 
(n, t)-caps µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εύρεση του nq(3, d) για όλα τα d, 
για όλα τα σώµατα µέχρι q = 8. Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορείτε να βρείτε στο 
[Hil92]. 
 
Πίνακας 2 – Τιµές και φράγµατα για το n4(4, d) 
 

d  g4(4, d) n4(4, d) d  g4(4, d) n4(4, d) 
1 4 4 33 46 46 
2 5 5 3 34 47 47 
3 6 7 6 35 48 48 
4 7 8 36 49 49 3 
5 9 9 37 51 51 – 52 
6 10 10 38 52 52 – 53 
7 11 12 39 53 54 11 
8 12 13 40 54 55 3 
9 14 14 41 56 56 – 57 
10 15 15 42 57 57 – 58 
11 16 16 43 58 59 12 
12 17 17 3 44 59 60 3 
13 19 20 8    
14 20 21    
15 21 22    
16 22 23 3    
17 25 25 65 89 89 
18 26 26 66 90 90 
19 27 27 67 91 91 
20 28 28 3 68 92 92 5 
21 30 30 69 94 94 
22 31 31 3 70 95 95 5 
23 32 33 9 71 96 96 – 97 
24 33 34 5 72 97 97 – 98 
25 35 36 10 73 99 99 
26 36 37 74 100 100 
27 37 38 75 101 101 
28 38 39 3 76 102 102 5 
29 40 41 10 77 104 104 – 105 
30 41 42 78 105 105 – 106 
31 42 43 79 106 106 – 107 
32 43 44 4 80 107 107 – 108 5 
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Πίνακας 2 – άνω φράγµατα (κατασκευές) 
 
Αρχικά δίνουµε κάποιες σποραδικές κατασκευές [n, 4, d]-κωδίκων στο F4. 
 
Θεώρηµα 3.3.2.3 (i) n4 (4, 2) ≤ 5, (ii) n4 (4, 6) ≤ 10, (iii) n4 (4, 12) ≤ 17, (iv) n4 (4, 
16) ≤ 23, (v) n4 (4, 20) ≤ 28, (vi) n4 (4, 22) ≤ 31, (vii) n4 (4, 28) ≤ 39, (viii) n4 (4, 36) 
≤ 49, (ix) n4 (4, 40) ≤ 55, (x) n4 (4, 44) ≤ 60. 
 
Απόδειξη 

(i) Ο κώδικας {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ V(5, 4) | ∑
=

5

1i
ix  = 0} είναι ένας [5, 4, 2]4-

κώδικας. 
 
(ii) Στο [As] δείχνεται ότι ο εκτεταµένος QR [12, 6]4-κώδικας έχει ελάχιστη 
απόσταση 6. Εφαρµόζοντας shortening δύο φορές παίρνουµε έναν [10, 4, 6]4-
κώδικα. 
 
(iii) Τα σηµεία ενός ελλειπτικού quadric στο PG(3, q) σχηµατίζουν ένα (q2 + 1)-
σύνολο Κ το οποίο τέµνει κάθε επίπεδο σε 1 ή q + 1 σηµεία. Οπότε ο πίνακας του 
οποίου οι στήλες είναι τα σηµεία του Κ παράγει έναν [q2 + 1, 4, q2 – q]-κώδικα του 
οποίου οι µη-µηδενικές κωδικές λέξεις έχουν βάρος 2. Αυτός ο κώδικας δίνεται ως 
το παράδειγµα TF3 στο [Cald]. Επειδή gq(4, q2 – q) = (q2 – q) + (q – 1) + 1 + 1 = q2 
+ 1 αυτός ο κώδικας ικανοποιεί το φράγµα του Griesmer για κάθε q. Συγκεκριµένα, 
υπάρχει [17, 4, 12]4-κώδικας. 
 
(iv) Έστω G1 ένας γεννήτορα πίνακας ενός [17, 4, 12]-κώδικα, όπως τον 
περιγράψαµε στο (iii), ο οποίος έχει µια κωδική λέξη βάρους 16 ως τελευταία 
γραµµή. Έστω G2 ο γεννήτορα πίνακας ενός [6, 3, 4]-κώδικα. Τότε ο πίνακας 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

000000
GG 2

1  

 
προφανώς παράγει έναν [23, 4, 16]-κώδικα. 
 
(v) Μπορεί να αποδειχτεί (µε µεθόδους οι οποίες θα χρησιµοποιηθούν αργότερα για 
την απόδειξη της µη-ύπαρξης κάποιων κωδίκων) ότι αν υπάρχει ένας [28, 4, 20]4-
κώδικας τότε η µοναδική πιθανή κατανοµή των βαρών των λέξεών του είναι 
Α20 = 189, Α24 = 63, Α28 = 3. Με τη χρήση υπολογιστή αναζητήσαµε κώδικα µε 
αυτή την κατανοµή και βρήκαµε έναν [28, 4, 20]-κώδικα µε γεννήτορα πίνακα 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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Κεφάλαιο 3 

 74  

(vi) Ένας [31, 4, 22]-κώδικας κατασκευάζεται στο [Hil78]. Ο γεννήτορας πίνακάς 
του είναι 
 

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 
0 1 0 0 1 1 2 2 3 3 1 0 0 3 3 2 2 3 2 2 1 1 0 0 2 3 3 0 0 1 1 
0 0 1 0 0 1 2 3 1 2 3 0 2 0 1 1 3 2 0 1 2 3 1 3 0 0 3 2 3 1 2 

 
και η κατανοµή των βαρών του είναι Α22 = 141, Α24 = 87, Α28 = 24, Α30 = 30. 
 
(vii) Ένας [39, 4, 28]-κώδικας δίνεται µε shortening του [40, 5, 28]-κώδικα που 
παρουσιάζουµε στο θεώρηµα 3.3.2.4. 
 
(viii) Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν υπάρχει ένας [49, 4, 36]-κώδικας τότε έχει µια 
από τις δύο ακόλουθες κατανοµές βαρών: 
 

Α36 = 204, Α40 = 48, Α48 = 3, 
 
ή 
 

Α36 = 207, Α40 = 39, Α44 = 9, 
 
Με την υπόθεση ότι ο κώδικας έχει την πρώτη κατανοµή βαρών, ο ακόλουθος 
γεννήτορας πίνακας κατασκευάστηκε µε το χέρι. Στη συνέχεια ελέγχθηκε από 
υπολογιστή ότι πράγµατι αυτός ο πίνακας παράγει τον κώδικα που θέλουµε. 
 

1111111111111111111111111111111111111111111111110 
1111111111111222222222222233333333333330000000001 
1112223330000111222333000011122233300001112223330 
0130230120123012013032012302302103101231231231230 

 
(xi), (x) Υπάρχει µια κλάση κωδίκων στο Fq µε όλες τις µη-µηδενικές λέξεις να 
έχουν βάρους 2 και µε παραµέτρους [i(q + 1), 4, (i – 1)q] για i = 2, 3, …, q2. Αυτά 
είναι τα παραδείγµατα SU2 στο [Cald]. Παίρνοντας q = 4, i = 10 και 11 προκύπτει 
ένας [55, 4, 40]-κώδικας και ένας [60, 4, 44]-κώδικας, αντίστοιχα, στο F4. 
 
Θεώρηµα 3.3.2.4 Υπάρχουν κώδικες πάνω από το F4 µε παραµέτρους [44, 4, 32] 
και [40, 5, 28]. 
 
Απόδειξη Ένας πίνακας της µορφής 
 

[G1 | G2 | … | Gt], 
 
όπου κάθε Gi είναι ένας κυκλοτερής (circulant)2 k × k πίνακας, µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για να παράγουµε ένα [kt, k]-κώδικα ο οποίος είναι γνωστός σαν 
σχεδόν-κυκλικός κώδικας (quasi-cyclic code). Εξαντλητικές έρευνες µε 
υπολογιστή για τέτοιους [4t, 4]-κώδικες στο F4 οι οποίοι να έχουν τη µέγιστη 
δυνατή ελάχιστη απόσταση έγιναν από τον Greenough [Gre1], ο οποίος βρήκε 
                                                           
2 Ένας πίνακας είναι κυκλοτερής αν οι γραµµές του προκύπτουν από κυκλική µετάθεση της πρώτης 
γραµµής. 
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κώδικες µε παραµέτρους [8, 4, 4], [12, 4, 7], [16, 4, 11], [20, 4, 13], [24, 4, 16], [28, 
4, 19], [32, 4, 22], [36, 4, 25], [40, 4, 28], [44, 4, 32] και [48, 4, 35]. Πολλοί από 
αυτούς του κώδικες έπιασαν ήδη γνωστά άνω φράγµατα του πίνακα 2 και ο [44, 4, 
32]-κώδικας έδωσε ένα νέο φράγµα. Σχεδόν-κυκλικοί κώδικες µε τις ίδιες 
παραµέτρους βρέθηκαν όµοια και ανεξάρτητα από τους Gulliver και Bhargava 
[Gul]. Επιπλέον, το [Gul] δίνει επίσης αποτελέσµατα ερευνών σε µεγαλύτερες 
διαστάσεις, συµπεριλαµβανοµένης και της κατασκευής ενός [40, 5, 28]-κώδικα τον 
οποίο χρησιµοποιούµε στην απόδειξη του θεωρήµατος 3.3.2.3(vii). 
 
Οι κώδικες τύπου [44, 4, 32] και [40, 5, 28] παράγονται από πίνακες τις παραπάνω 
µορφής των οποίων οι πρώτες γραµµές είναι αντίστοιχα 
 
(1000 1100 2100 1010 2110 1210 2210 2111 2211 2311 3121), 
 
(1000 10120 11020 11230 12220 13130 13210 11312). 
 
 
Πίνακας 3 
 
C1 C2 C 
[17, 4, 12] [17, 4, 12] [34, 4, 24] 
[28, 4, 20] [64, 4, 48] [92, 4, 68] 
[10, 4, 6] [85, 4,64] [95, 4, 70] 
[17, 4, 12] [85, 4, 64] [102, 4, 76] 
[44, 4, 32] [64, 4, 48] [108, 4, 80] 
 
Θεώρηµα 3.3.2.5 n4 (4, 24) ≤ 34, n4 (4, 68) ≤ 92, n4 (4, 70) ≤ 95, n4 (4, 76) ≤ 102, 
n4 (4, 80) ≤ 108. 
 
Απόδειξη Οι παραπάνω κώδικες C µπορούν να κατασκευαστούν µε συναρµογή 
(concatenation) (λήµµα 3.3.1.7) όπως φαίνεται στον πίνακα 3. Όλοι οι κώδικες C1 
και C2 που χρειαζόµαστε είτε έχουν κατασκευαστεί παραπάνω είτε είναι τύπου BV 
(θεώρηµα 3.1.1). 
 
Θεώρηµα 3.3.2.6 n4 (4, 3) > 6. 
 
Απόδειξη Έστω ότι υπάρχει ένας [6, 4, 3]4-κώδικας C . Τότε ο C είναι ισοδύναµος 
µε ένα κώδικα που έχει γεννήτορα πίνακα 
 

G = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4

3

2

1

a11000
a10100
a10010
a10001

 

 
όπου τα a1, a2, a3, a4 είναι µη-µηδενικά αλλιώς ο κώδικας θα είχε ελάχιστη 
απόσταση µικρότερη από 3. Τουλάχιστον δύο από τα ai πρέπει να ταυτίζονται. 
Οπότε έχουµε απόσταση 2 µεταξύ των αντίστοιχων στηλών του G, το οποίο είναι 
άτοπο. 
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Θεώρηµα 3.3.2.7 n4 (4, 7) > 11. 
 
Απόδειξη Έστω ότι υπάρχει ένας [11, 4, 7]4-κώδικας C. Τότε ένας shortened 
κώδικας του C είναι ένας [10, 3, 7]4-κώδικας. Τέτοιος κώδικας δεν υπάρχει 
σύµφωνα µε τον πίνακα 1. 
 
Θεώρηµα 3.3.2.8 n4 (4, 13) > 19. 
 
Απόδειξη Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας [19, 4, 14]4-κώδικας C. Από το λήµµα 
3.3.1.2 έχουµε ότι B1 = B2 = B3 = 0 (επειδή δεν υπάρχουν κώδικες µε παραµέτρους 
[18, 4, 13]4, [17, 3, 13]4 ή [16, 2, 13]4 λόγω του φράγµατος του Griesmer). Από το 
λήµµα 3.3.1.9 ο κατάλοιπος κώδικας του C µε βάση µια κωδική λέξη βάρους 17 θα 
είναι ένας [2, 3, 1]4-κώδικας ο οποίος προφανώς δεν υπάρχει. Εποµένως Α17 = 0. Οι 
πρώτες τέσσερις ταυτότητες του MacWilliams (θεώρηµα 3.3.1.1), µετά από 
αναγωγή οµοίων όρων, γίνονται ως εξής: 
 
Α13 + Α14 + Α15 + Α16 + Α18 + Α19 = 255, 
Α14 + 2Α15 + 3Α16 + 5Α18 + 6Α19 = 333, 
Α15 + 3Α16 + 10Α18 + 15Α19 = 405, 
Α16 + 10Α18 + 20Α19 = 483. 
 
Οι τελευταίες δύο εξισώσεις δίνουν 
 
Α15 + 2Α16 = 5Α19 – 78, 
 
Το οποίο είναι αδύνατο επειδή Α19 = 0 ή 3 από το πόρισµα 3.3.1.5(iii). 
 
Θεώρηµα 3.3.2.9 n4 (4, 23) > 32. 
 
Απόδειξη (Η µη ύπαρξη ενός [32, 4, 23]4-κώδικα αποδείχτηκε στο [Hil78], η 
απόδειξη καλύπτει τρεις σελίδες. Μια ελαφρώς µικρότερη γεωµετρική απόδειξη 
δόθηκε στο [Bram]. Η ακόλουθη απόδειξη, η οποία δίνεται µε όρους της θεωρίας 
κωδικοποίησης, είναι και αυτή µε τη σειρά της ελαφρώς µικρότερη). 
 
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας [32, 4, 23]4-κώδικας C. 
 
Από το λήµµα 3.3.1.2 επειδή δεν υπάρχουν [31, 4, 23]q και [30, 3, 23]q-κώδικες για 
οποιοδήποτε q (για d = 23 το ελάχιστο n για το οποίο υπάρχει κώδικας µε k = 4 και 
k =3 είναι 33 και 31 αντίστοιχα) έπεται ότι Β1 = Β2 = 0. 
 
Από το λήµµα 3.3.1.9 έχουµε ότι Α25 = Α29 = Α30 = 0. Οι ταυτότητες του 
MacWilliams, µετά από αναγωγές, γίνονται 
 
(a) A23 + A24 + A26 + A27 + A28 + A31 + A32 = 255, 
(b) A24 + 3A26 + 4A27 + 5A28 + 8A31 + 9A32 = 279, 
(c) 3A26 + 6A27 + 10A28 + 28A31 + 36A32 = 492, 
(d) 3A27 + 10A28 + 70A31 + 108A32 = 3012 – 6B2, 
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Από το πόρισµα 3.3.1.5(iii) για κάθε i > 30 > 
2
1 (4 · 32 – 3 · 23) ισχύει Ai = 0 ή 3. 

Οπότε A32 = 0 ή 3 . Έστω ότι Α32 = 3. τότε από το πόρισµα 3.3.1.5(iv) για i = 32 
έχουµε ότι Αj = 0 για κάθε j > 128 – 69 – 32 = 27. Οπότε, Α28 = Α31 = 0. Η εξίσωση 
(c) γίνεται 
 
Α26 + 2Α27 = 128. 
 
Όµως κάθε Ai (i ≠ 0) είναι πολλαπλάσιο του 3 (αφού τα πολλαπλάσια µιας κωδικής 
λέξης είναι πάλι κωδικές λέξεις) όµως το 128 δεν διαιρείται µε 3, άρα άτοπο. Οπότε 
αναγκαστικά Α32 = 0. Από το πόρισµα 3.3.1.5(iii) έχουµε ότι Α31 = 0 ή 3. Στην 
εξίσωση (2.2) αν τα x και y είναι κωδικές λέξεις βάρους τουλάχιστον 28 έχουµε ότι 
 

∑
=

3

1i

w (x + iy) ≤ 128 – 56 – 4z = 72 – 4z, 

 
όπου z συµβολίζει το πλήθος των συντεταγµένων που είναι µηδέν ταυτόχρονα στο x 
και στο y. Οπότε, επειδή w(x + iy) ≥ 23 για κάθε i, πρέπει z = 0. Αυτό σηµαίνει ότι 
οι γραµµικά ανεξάρτητες κωδικές λέξεις δεν έχουν κοινά µηδενικά. Οπότε 
υπάρχουν το πολύ 8 προβολικά διακεκριµένες κωδικές λέξεις µήκους 28, και το 
πολύ 7 αν υπάρχει λέξη µε βάρος 31, δηλαδή αν Α31 > 0. 
 
Αν Α31 = 0 η εξίσωση 3(b) – 2(c) µας δίνει την σχέση 
 
3Α24 + 3Α26 = 5Α28 – 147, 
 
η οποία είναι αδύνατη επειδή Α28 ≤ 28 και οπότε το δεξί µέλος είναι αρνητικό. 
 
Οπότε αναγκαστικά Α31 = 3. Τότε έχουµε Α24 ≤ 24 και Α24 ≤ 21. Οι µόνες πιθανές 
λύσεις (έχοντας υπ όψην ότι πρέπει να είναι µη-αρνητικά πολλαπλάσια του 3) είναι 
αυτές που φαίνονται στον πίνακα 4. 
 
Πίνακας 4 
 
 A31 A28 A27 A26 A24 A23 
(1) 3 21 33 0 18 180 
(2) 3 21 30 6 12 183 
(3) 3 21 27 12 6 186 
(4) 3 21 24 18 0 189 
(5) 3 12 48 0 3 189 
 
Οι κατανοµές (1) και (3) δεν µπορεί να συµβαίνουν διότι τότε από την εξίσωση (d) 
θα προέκυπτε µη-ακέραια τιµή για το Β3. Στην µεν πρώτη περίπτωση έχουµε 
99 + 210 + 210 = 3012 – 6B2. ∆ηλαδή 6Β2 = 2493. Στην δε δεύτερη περίπτωση 
81 + 210 + 210 = 3012 – 6B2. ∆ηλαδή 6Β2 = 2511. Οι υπόλοιπες περιπτώσεις 
απορρίπτονται µε το ακόλουθο επιχείρηµα. Επειδή ο C περιέχει µια λέξη βάρους 31, 
µπορούµε να υποθέσουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι ο C έχει γεννήτορα 
πίνακα της µορφής 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0
0

A

01...11

 

 
Ο πίνακας Α είναι ένα 2 × 31 πίνακας. Ας υποθέσουµε ότι ένα διατεταγµένο ζευγάρι 

στοιχείων εµφανίζεται τρεις φορές σαν στήλη του Α, έστω ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a

. Τότε, στον πίνακα 

G, αφαιρώντας κατάλληλα πολλαπλάσια της γραµµής 1 από τις γραµµές 2 και 3 
ώστε να µηδενίσουµε το εµφανιζόµενο ζευγάρι στον πίνακα Α (a και b 
πολλαπλάσια της γραµµής 1 από τις γραµµές 2 και 3 αντίστοιχα) µπορούµε να 
υποθέσουµε ότι ο Α έχει τρεις µηδενικές στήλες. Αυτό σηµαίνει ότι, σβήνοντας 
αυτές τις τρεις στήλες, ο Α παράγει έναν [28, 2, 23]-κώδικα, ο οποίος όµως δεν 

υπάρχει από το φράγµα του Griesmer (g4(2, 23) = ∑
=

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡1

0i
i4

23  = 23 + 6 = 29). 

Εποµένως, από τα 16 διακεκριµένα διατεταγµένα ζευγάρια στοιχείων του F4, 15 
εµφανίζονται δύο φορές και ένα ακριβώς µια φορά σαν στήλες του πίνακα Α. Οπότε 
ο υποκώδικας C ο οποίος παράγεται από τις πρώτες τρεις γραµµές του G είναι 
µοναδικός, µέχρι ισοδυναµίας, και έχει κατανοµή βαρών Α23 = 45, Α24 = 15, Α31 = 
3. Αλλά Α24 ≤ 12 για όλο των κώδικα C µε κατανοµή βαρών (2), (4) ή (5). Αυτό µας 
οδηγεί στο συµπέρασµα ότι δεν υπάρχει [32, 4, 23]4-κώδικας. 
 
Θεώρηµα 3.3.2.10 n4 (4, 25) > 35 και n4 (4, 29) > 40. 
 
Απόδειξη Αν υπήρχε ένας [35, 4, 25]4 ή ένας [40, 4, 29]4-κώδικας τότε, από το 
πόρισµα 3.3.1.10, θα υπήρχε ένας [10, 3, 7]4 ή ένας [11, 3, 8]4-κώδικας αντίστοιχα. 
Σε κάθε περίπτωση αυτό έρχεται σε αντίθεση µε τον πίνακα 1. 
 
Θεώρηµα 3.3.2.11 n4 (4, 39) > 53. 
 
Απόδειξη Έστω ότι υπάρχει ένας [53, 4, 39]4-κώδικας. Από το λήµµα 3.3.1.2, 
έχουµε ότι B1 = B2 = 0 αφού δεν υπάρχουν [52, 4, 39]4 και [51, 3, 39]4-κώδικες διότι 
για [n, 4, 39]4 και [n, 3, 39]4-κώδικες το ελάχιστο δυνατό είναι n = 54 και 52 
αντίστοιχα. 
 
Από το λήµµα 3.3.1.9, Ai = 0 για κάθε i ∈ {41, 42, 43, 45, 46, 49, 50, 51}. Οι 
ταυτότητες MacWilliams γίνονται µετά από αναγωγή οµοίων όρων, 
 

(a) A39 + A40 + A44 + A47 + A48 + A52 + A53 = 255, 
(b) A40 + 5A44 + 8A47 + 9A48 + 13A52 + 14A53 = 231, 
(c) 10A44 + 28A47 + 36A48 + 78A52 + 91A53 = 468. 

 
Από το πόρισµα 3.3.1.5, έχουµε ότι A53 = 0 ή 3. Αν A53 = 3 τότε Ai = 0 για κάθε i > 
42, σε αντίθεση µε την ισότητα (c). Οπότε, Α53 = 0. Οµοίως, A52 = 0. 
 
Επίσης, από το πόρισµα 3.3.1.5, έχουµε ότι A48 = 0 ή 3. Είναι άµεσο ότι οι µόνες 
λύσεις των ισοτήτων (a), (c) είναι τα µη αρνητικά πολλαπλάσια του 3: 
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(1) A48 = 3, A44 = 36, A40 = 24, A39 = 192, A0 = 1, 
(2) A47 = 6, A44 = 30, A40 = 33, A39 = 186, A0 = 1. 

 
Από το πόρισµα 3.3.1.5(v), οι 64 κωδικές λέξεις βάρους 0, 40, 44 και 48 
σχηµατίζουν έναν [53, 3, 40]-κώδικα. Από το λήµµα 2.2, παίρνουµε ότι ένας 
[53, 3, 40]- κώδικας έχει B1 = 0 (καθώς ένας [52, 3, 40]-κώδικας δεν µπορεί να 

υπάρχει από το φράγµα του Griesmer διότι g4(3, 40) = ∑
=

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡2

0i
i4

40  = 40 + 10 + 3 = 43). 

Συνεπώς, αν εφαρµόσουµε τη δεύτερη ταυτότητα του MacWilliams σε αυτόν τον 
υποκώδικα, τότε δίνει: 
 

5A48 + 9A44 + 13A40 = 795, 
 
αλλά δεν ικανοποιείται από κανένα από τις παραπάνω κατανοµές βαρών. 
 
Θεώρηµα 3.3.2.12 n4 (4, 43) > 58. 
 
Απόδειξη Έστω ότι υπάρχει ένας [58, 4, 43]4-κώδικας. Από το λήµµα 2.2, έχουµε 
ότι B1 = B2 = 0, καθώς δεν υπάρχουν ούτε [57, 4, 43]4-κώδικες αλλά ούτε και 

[56, 3, 43]4-κώδικες λόγω του φράγµατος του Griesmer διότι g4(4, 43) = ∑
=

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡3

0i
i4

43  = 

43 + 11 + 3 + 1 = 58 και g4(3, 43) = ∑
=

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡2

0i
i4

43  = 43 + 11 + 3 = 57. 

 
Από το λήµµα 3.3.1.9, έχουµε ότι Ai = 0 για κάθε i ∈ {45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 53, 
54, 55, 56, 57}. Οι πρώτες τρεις ταυτότητες του MacWilliams γίνονται µετά από 
αναγωγή οµοίων όρων ως εξής 
 
A43 + A44 + A52 + A58 = 255, 
A44 + 9A52 + 15A58 = 171,  
12A52 + 35A58 = 138. 
 
Από το πόρισµα 3.3.1.5, έχουµε ότι A58 = 0 ή 3. Καθεµιά από αυτές τις περιπτώσεις 
δίνει µια µη ακέραια τιµή για το Α52 , οπότε ο κώδικας δεν υπάρχει.  
 
Στο [Gre2] οι P.P. Greenough and R. Hill γράφουν: «Θα ενδιαφερόµασταν να 
µάθουµε για την επίλυση µερικών από τις υπόλοιπες 10 περιπτώσεις του πίνακα 2. 
Ενδιαφερόµαστε ιδιαίτερα για την ύπαρξη ή διαφορετικά την κατασκευή ενός 
[57, 4, 42]-κώδικα, για τον οποίο έχουµε δείξει ότι για τα βάρη των κωδικών λέξεων 
ενός τέτοιου κώδικα πρέπει να ισχύει: 
 

A0 = 1, A42 = 192, A44 = 36, A48= 27». 
 
Το πρόβληµα για d = 42, και συνολικά για 8 από τις 10 υπόλοιπες περιπτώσεις, 
λύθηκε τελικά από τον ίδιο τον R. Hill, µαζί µε τον I. Landgev [HL], λίγους µήνες 
αργότερα. 
 



Κεφάλαιο 3 

 80  

3.3.3 Οι υπόλοιπες δέκα τιµές του n4(4, d) 
 
Στο [HL] µπορείτε να βρείτε την απόδειξη για d = 41, 42, 71, 72, 77, 78, 79 και 80. 
 
Συγκεκριµένα, n4(4, 41) = 57, n4(4, 42) = 58, n4(4, 71) = 96, n4(4, 72) = 97, n4(4, 77) 
= 105, n4(4, 78) = 106, n4(4, 79) = 107, n4(4, 80) = 108. 
 
Στο [Lan1] µπορείτε να βρείτε την απόδειξη για d = 37 και 38. 
 
Συγκεκριµένα, n4(4, 37) = 52 και n4(4, 38) = 53 
 
Ο ολοκληρωµένος πίνακας για k = 4 έχει ως εξής 
 

Οι τιµές του n4(4, d) 
 

d  g4(4, d) n4(4, d) απόκλιση d  g4(4, d) n4(4, d) απόκλιση
1 4 4 0 33 46 46 0 
2 5 5 0 34 47 47 0 
3 6 7 1 35 48 48 0 
4 7 8 1 36 49 49 0 
5 9 9 0 37 51 52 1 
6 10 10 0 38 52 53 1 
7 11 12 1 39 53 54 1 
8 12 13 1 40 54 55 1 
9 14 14 0 41 56 57 1 
10 15 15 0 42 57 58 1 
11 16 16 0 43 58 59 1 
12 17 17 0 44 59 60 1 
13 19 20 1     
14 20 21 1     
15 21 22 1     
16 22 23 1     
17 25 25 0 65 89 89 0 
18 26 26 0 66 90 90 0 
19 27 27 0 67 91 91 0 
20 28 28 0 68 92 92 0 
21 30 30 0 69 94 94 0 
22 31 31 0 70 95 95 0 
23 32 33 1 71 96 96 0 
24 33 34 1 72 97 97 0 
25 35 36 1 73 99 99 0 
26 36 37 1 74 100 100 0 
27 37 38 1 75 101 101 0 
28 38 39 1 76 102 102 0 
29 40 41 1 77 104 105 1 
30 41 42 1 78 105 106 1 
31 42 43 1 79 106 107 1 
32 43 44 1 80 107 108 1 
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3.3.4 Βέλτιστοι τετραδικοί κώδικες διάστασης 5 
 
Από το φράγµα του Griesmer προκύπτει ότι n4(5, d) = g4(5, d) για d ≥ 369. 
 
Υπάρχουν πολλοί µαθηµατικοί που προσπάθησαν να λύσουν το πρόβληµα της 
εύρεσης του n4(5, d). 
 
Η σηµαντικότερη προσφορά στην επίλυση του προβλήµατος έχει γίνει από τον 
Tatsuya Maruta. Το 2001 (στο [Mar2]) απέδειξε την µη ύπαρξη κωδίικων µε 
παραµέτρους [400, 5, 299]4, [401, 5, 300]4, [405, 5, 303]4, [406, 5, 304]4, 
[485, 5, 363]4, [486, 6, 364]4 οι οποίοι θα ικανοποιούσαν το φράγµα του Griesmer. 
Για την απόδειξη έδωσε µια ταξινόµηση των κωδίκων µε παραµέτρους [86, 4, 64]4, 
[101, 4, 75]4, [102, 4, 76]4, [122, 4, 91]4. 
 
Για παράδειγµα, έδειξε ότι ένας [102, 4, 76]4 είναι µοναδικός, µέχρι ισοδυναµίας. 
Ένας τέτοιος κώδικας προκύπτει από πλέξιµο (concatenation) ενός [17, 4, 12]4-
κώδικα µε έναν [85, 4, 64]4-κώδικα. Επιπλέον κάθε [101, 4, 75]4 µπορεί να 
επεκταθεί σε έναν [102, 4, 76]4-κώδικα.  
 
Στο [Lan2] αποδείχθηκε ότι g4(5, d) ≤ n4(5, d) ≤ g4(5, d) + 2 για d = 299, 300, 303, 
304, 363, 364. Πρόσφατα αποδείχθηκε ότι n4(5, d) ≤ g4(5, d) + 1 για d = 299, 300, 
303, 304, 363, 364. Οπότε, τώρα γνωρίζουµε ότι για αυτές τις τιµές του d ισχύει 
n4(5, d) ≤ g4(5, d) + 1. 
 
Οι γνωστές τιµές µέχρι σήµερα υπάρχουν στον πίνακα 5. Ο πίνακας υπάρχει στο 
διαδίκτυο: http://www.geocities.com/mars39.geo/griesmer.htm και ενηµερώνεται 
κάθε φορά που προκύπτει ένα νέο αποτέλεσµα. 
 
Πίνακας 5 – Τιµές και φράγµατα για το n4(5, d) 
 
d  g4(5,d) n4(5,d) d  g4(5,d) n4(5,d) 
1 5 5 57 78 79-81 
2 6 6 58 79 80-82 
3 7 8 59 80 81-83 
4 8 9 60 81 82-84 
5 10 10 61 83 84-85 
6 11 11 62 84 85-86 
7 12 13 63 85 87 
8 13 14 64 86 88 
9 15 16 65 90 90-91 
10 16 17 66 91 91-92 
11 17 19 67 92 92-93 
12 18 20 68 93 93-94 
13 20 21 69 95 95-96 
14 21 22 70 96 96-97 
15 22 23 71 97 98 
16 23 24 72 98 99 
17 26 27 73 100 101 
18 27 28 74 101 102 
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19 28 29 75 102 103-104 
20 29 30 76 103 104-105 
21 31 32 77 105 106 
22 32 33 78 106 107 
23 33 34 79 107 108 
24 34 35 80 108 109 
25 36 37 81 111 111-112 
26 37 38 82 112 112-113 
27 38 39 83 113 113-114 
28 39 40 84 114 114-115 
29 41 42 85 116 117 
30 42 43 86 117 118 
31 43 44-45 87 118 119 
32 44 46 88 119 120 
33 47 48 89 121 122-123 
34 48 49 90 122 123-124 
35 49 50 91 123 124-125 
36 50 51 92 124 125-126 
37 52 53-54 93 126 127-128 
38 53 54-55 94 127 128-129 
39 54 55-56 95 128 129-130 
40 55 56-57 96 129 130-131 
41 57 58-59 97 132 133-134 
42 58 59-60 98 133 134-135 
43 59 60-61 99 134 135-136 
44 60 61-62 100 135 136-137 
45 62 63-64 101 137 138 
46 63 64-65 102 138 139 
47 64 65-66 103 139 140-141 
48 65 66-67 104 140 141-142 
49 68 69 105 142 143-144 
50 69 70 106 143 144-145 
51 70 71-72 107 144 145-146 
52 71 72-73 108 145 146-147 
53 73 74 109 147 148-149 
54 74 75 110 148 149-150 
55 75 76 111 149 150-151 
56 76 77 112 150 151-152 
113 153 154-155 169 227 228 
114 154 155-156 170 228 229 
115 155 156-157 171 229 230 
116 156 157-158 172 230 231 
117 158 159-160 173 232 233 
118 159 160-161 174 233 234 
119 160 161-162 175 234 235 
120 161 162-163 176 235 236 
121 163 164 177 238 239 
122 164 165 178 239 240 
123 165 166-167 179 240 241 
124 166 167-168 180 241 242 
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125 168 169 181 243 244 
126 169 170 182 244 245 
127 170 171 183 245 246 
128 171 172 184 246 247 
129 175 175-176 185 248 249 
130 176 176-177 186 249 250 
131 177 177-178 187 250 251 
132 178 178-179 188 251 252 
133 180 180-181 189 253 253 
134 181 181-182 190 254 254 
135 182 182-183 191 255 255 
136 183 183-184 192 256 256 
137 185 185-186 193 260 260 
138 186 186-187 194 261 261 
139 187 188 195 262 262 
140 188 189 196 263 263 
141 190 191 197 265 265 
142 191 192 198 266 266 
143 192 193 199 267 267 
144 193 194 200 268 268 
145 196 197 201 270 270 
146 197 198 202 271 271 
147 198 199 203 272 272 
148 199 200 204 273 273 
149 201 202 205 275 276 
150 202 203 206 276 277 
151 203 204 207 277 278 
152 204 205 208 278 279 
153 206 207 209 281 281 
154 207 208 210 282 282 
155 208 209 211 283 283 
156 209 210 212 284 284 
157 211 212 213 286 286 
158 212 213 214 287 287 
159 213 214 215 288 289 
160 214 215 216 289 290 
161 217 218 217 291 292 
162 218 219 218 292 293 
163 219 220 219 293 294 
164 220 221 220 294 295 
165 222 223 221 296 297 
166 223 224 222 297 298 
167 224 225 223 298 299 
168 225 226 224 299 300 
257 346 346 313 419 420 
258 347 347 314 420 421 
259 348 348 315 421 422 
260 349 349 316 422 423 
261 351 351 317 424 425 
262 352 352 318 425 426 
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263 353 353 319 426 427 
264 354 354 320 427 428 
265 356 356 321 431 431-432 
266 357 357 322 432 432-433 
267 358 358 323 433 433-434 
268 359 359 324 434 434-435 
269 361 361 325 436 436-437 
270 362 362 326 437 437-438 
271 363 363 327 438 438-439 
272 364 364 328 439 439-440 
273 367 367-368 329 441 441-442 
274 368 368-369 330 442 442-443 
275 369 369-370 331 443 443-444 
276 370 370-371 332 444 444-445 
277 372 372-373 333 446 446-447 
278 373 373-374 334 447 447-448 
279 374 374-375 335 448 448-449 
280 375 375-376 336 449 449-450 
281 377 377-378 337 452 452-453 
282 378 378-379 338 453 453-454 
283 379 379-380 339 454 454-455 
284 380 380-381 340 455 455-456 
285 382 382-383 341 457 457-458 
286 383 383-384 342 458 458-459 
287 384 384-385 343 459 459-460 
288 385 385-386 344 460 460-461 
289 388 388-389 345 462 462-463 
290 389 389-390 346 463 463-464 
291 390 390-391 347 464 465 
292 391 391-392 348 465 466 
293 393 393-394 349 467 468 
294 394 394-395 350 468 469 
295 395 395-396 351 469 470 
296 396 396-397 352 470 471 
297 398 398-400 353 473 473-474 
298 399 399-401 354 474 474-475 
299 400 401 355 475 476 
300 401 402 356 476 477 
301 403 403-404 357 478 479 
302 404 404-405 358 479 480 
303 405 406 359 480 481 
304 406 407 360 481 482 
305 409 410 361 483 484 
306 410 411 362 484 485 
307 411 412 363 485 486 
308 412 413 364 486 487 
309 414 415 365 488 489 
310 415 416 366 489 490 
311 416 417 367 490 491 
312 417 418 368 491 492 
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Κεφάλαιο 4 
 
Αποκωδικοποίηση κωδίκων µε τη χρήση 
βάσεων Gröbner 
 
 

4.1 Εισαγωγή 
 
∆ιαβάζοντας τα προηγούµενα κεφάλαια ο αναγνώστης µπορεί να έβγαλε το 
συµπέρασµα ότι η θεωρία κωδικοποιήσης είναι ισοδύναµη µε την θεωρία της 
πεπερασµένης γεωµετρίας. Αυτό από πρακτική άποψη δεν είναι αλήθεια. Ένας 
κώδικας είναι άχρηστος χωρίς έναν αλγόριθµο αποκωδικοποίησης. Για τους 
µηχανικούς η πλήρης, σωστή και γρήγορη λειτουργία της διαδικασίας 
κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης είναι σηµαντική. 
 
Θα δώσουµε µια µέθοδο αποκωδικοποίησης κυκλικών κωδίκων όπου το σύστηµα 
των εξισώσεων των συνδρόµων µπορεί να λυθεί επακριβώς µε βάσεις Gröbner. Την 
µέθοδο αυτή στη συνέχεια θα τη γενικεύσουµε για όλους τους γραµµικούς κώδικες. 

Αν και ο αλγόριθµος διορθώνει το πολύ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
1d λάθη, όπου d η ελάχιστη απόσταση 

του κώδικα, η πολυπλοκότητα του δεν είναι πολυωνυµική. Αυτό οφείλεται στο 
γεγονός ότι δεν υπάρχει αλγόριθµος που να υπολογίζει βάσεις Gröbner σε 
πολυωνυµικό χρόνο. Οι αλγόριθµοι του Ευκλείδη και Sugiyama και των Berlkamp-
Massey µας δίνουν έναν ικανοποιητικό τρόπο να αποκωδικοποιήσουµε κυκλικούς 
κώδικες λύνοντας την εξίσωση κλειδί. 
 
 
4.2 Στοιχεία της Θεωρίας των Βάσεων Gröbner 
 
Έστω Κ ένα σώµα. Με Κ[Χ1, ..., Χn] θα συµβολίζουµε τον δακτύλιο των 
πολυωνύµων µε µεταβλητές Χ1, ..., Χn και συντελεστές από το σώµα Κ. 
 
Ταξινόµηση µονωνύµων στο Κ[Χ1, …, Χn] 
 
Αρχικά θα χρειαστεί να ορίσουµε ένα είδος ταξινόµησης των µονωνυµικών όρων 
ενός πολυωνύµου. Για παράδειγµα για να εκτελέσουµε τη διαίρεση δυο 
πολυωνύµων στο Κ[Χ] πρέπει να γράψουµε τους µονωνυµικούς όρους τους σε 
φθίνουσα σειρά µε βάση τη δύναµη του Χ που περιέχει κάθε όρος. Αντίστοιχα για 
την απαλοιφή του Gauss πρέπει να τοποθετήσουµε τους συντελεστές των αγνώστων 
σε ένα πίνακα εποµένως χρειάζεται να γνωρίζουµε ποιον όρο θα βάλουµε πρώτο, 
ποιόν δεύτερο, κλπ. 
 
Παρατηρούµε, ότι µπορούµε να αντιστοιχίσουµε κάθε µονώνυµο του Κ[Χ] : = 
Κ[Χ1, …, Χn] µε µοναδικό τρόπο σε µια διατεταγµένη n-άδα του Ζ n

0≥  ως εξής: 
 

Χα = Χ 1
1
α  Χ 2

2
α … Χ n

n
α  ↔ α = (α1, α2, …, αn). 
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Ορισµός 4.2.1 Μια µονωνυµική ταξινόµηση του Κ[Χ1, …, Χn] είναι µια σχέση 
> στο Ζ n

0≥ , ή ισοδύναµα στο σύνολο των µονωνύµων Χα, α ∈ Ζ n
0≥  η οποία 

ικανοποιεί τα εξής: 
(i) Η > είναι ολική (ή γραµµική) ταξινόµηση του Ζ n

0≥ . ∆ηλαδή αν α, β ∈ Ζ n
0≥  

ισχύει ακριβώς ένα από τα εξής α > β ή β > α ή α =β. 
(ii) Αν α , β, γ ∈ Ζ n

0≥  µε α > β τότε α + γ > β + γ 
(iii) Η > είναι καλή ταξινόµηση δηλαδή κάθε µη-κενό υποσύνολο του Ζ n

0≥  έχει 
ελάχιστο στοιχείο ως προς την >. 

 
Αναφέρουµε το παρακάτω 
 
Λήµµα 4.2.2 Μια σχέση ταξινόµησης > είναι καλή αν και µόνο αν κάθε γνησίως 
φθίνουσα ακολουθία του Ζ n

0≥  
 

α(1) > α(2) > α(3) > … 
 
τελικά τερµατίζει. 
 
Στη συνέχεια θα δώσουµε κάποιους ορισµούς µονωνυµικών ταξινοµήσεων 
 
Ορισµός 4.2.3 (Λεξικογραφική ταξινόµηση) Έστω α = (α1, …, αn) και 
β = (β1, …, βn) στοιχεία του Ζ n

0≥ . Θα λέµε ότι α >lex β αν στο διάνυσµα α – β ∈ Ζn, 
το πρώτο από τα αριστερά µη-µηδενικό στοιχείο είναι θετικό. Θα γράφουµε 
Xα >lex Xβ αν α >lex β. 
 
 
Παραδείγµατα 4.2.4 
 
a. (1, 2, 0) >lex (0, 3, 4) αφού (1, 2, 0) – (0, 3, 4) = (1, –1, –4). 
b. (3, 2, 4) >lex (3, 2, 1) αφού (3, 2, 4) – (3, 2, 1) = (0, 0, 3). 
c. Οι µεταβλητές X1, X2, …, Xn ταξινοµούνται φυσιολογικά µε την λεξικογραφική 

ταξινόµηση 
 

(1, 0, …, 0) >lex (0, 1, 0, …, 0) >lex … >lex (0, …, 0, 1) 
 
εποµένως X1 >lex X2 >lex … >lex Xn. 
 
Ορισµός 4.2.5 (Βαθµωτή Λεξικογραφική ταξινόµηση) Έστω α = (α1, …, αn) και 
β = (β1, …, βn) στοιχεία του Ζ n

0≥ . Θα λέµε ότι α >grlex β αν |α| > |β| είτε |α| = |β| και 

α >lex β. Όπου |α| = ∑
=

n

1i
iα  και |β| = ∑

=

n

1i
iβ  

 
 
Παραδείγµατα 4.2.6 
 
a. (1, 2, 3) >grlex (3, 2, 0) αφού |(1, 2, 3)| = 6 > |(3, 2, 0)| = 5. 
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b. (1, 2, 4) >grlex (1, 1, 5) αφού |(1, 2, 4)| = 7 = |(1, 1, 5)| και (1, 2, 4) >lex (1, 1, 5). 
c.  Οι µεταβλητές X1, X2, …, Xn ταξινοµούνται µε βάση την λεξικογραφική 

ταξινόµηση. 
 
Ορισµός 4.2.7 (Βαθµωτή Αντίστροφη Λεξικογραφική ταξινόµηση) Έστω α και β 
στοιχεία του Ζ n

0≥ . Θα λέµε ότι α >grevlex β αν |α| > |β| είτε |α| = |β| και στο διάνυσµα α 
– β ∈  Ζn, το πρώτο από τα δεξιά µη-µηδενικό στοιχείο είναι αρνητικό. 
  
Παραδείγµατα 4.2.8 
 
a. (4, 7, 1) >grevlex (4, 2, 3) αφού |(4, 7, 1)| > |(4, 2, 3)| = 9. 
b. (1, 5, 2) >grevlex (4, 1, 3) αφού |(1, 5, 2)| = 8 = |(4, 1, 3)| και (1, 5, 2) – (4, 1, 3) 

= (–3, 4, –1). 
c. Οι µεταβλητές X1, X2, …, Xn ταξινοµούνται φυσιολογικά όπως και στην 

λεξικογραφική ταξινόµηση.  
 
Ας πάρουµε το πολυώνυµο f = 4XY2Z + 4Z2 – 5X3 + 7X2Z2 ∈ K[X, Y, Z]. Θα το 
ταξινοµήσουµε µε τους τρεις τρόπους ταξινόµησης που αναφέραµε παραπάνω. Θα 
θεωρήσουµε Χ > Υ >Ζ. 
 
a. Με την λεξικογραφική ταξινόµηση 
 

f = – 5X3 + 7X2Z2 + 4XY2Z + 4Z2 
 
b. Με την βαθµωτή λεξικογραφική ταξινόµηση 
 

f = 7X2Z2 + 4XY2Z – 5X3 + 4Z2 
 
c. Με την βαθµωτή αντίστροφη λεξικογραφική ταξινόµηση 
 

f = 4XY2Z + 7X2Z2 – 5X3 + 4Z2 
 
 
Στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε την παρακάτω ορολογία 
 
Ορισµοί 4.2.9 Έστω f = ∑α

α
αλ x  ένα µη-µηδενικό πολυώνυµο του K[X1, …, Xn] 

και έστω > µια µονωνυµική ταξινόµηση. 
 
(i) Ο πολυβαθµός (multideg) του f είναι 
 

multideg(f) = max{α ∈ Ζ n
0≥  : λα ≠ 0} 

 
(ii) Η οδηγός συντεταγµένη (leading coefficient) του f είναι 
 

LC(f) = λmultideg(f) ∈ Κ 
 
(iii) Το οδηγό µονώνυµο (leading monomial) του f είναι 
 

LM(f) = X multideg(f) 
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(iv) Ο οδηγός όρος (leading term) του f είναι 
 

LT(f) = LC(f) · LM(f) 
 
Για παράδειγµα, αν f = 4XY2Z + 4Z2 – 5X3 + 7X2Z2 ∈ K[X, Y, Z] όπως και πριν και 
µε > συµβολίσουµε την λεξικογραφική ταξινόµηση τότε  
 

multideg(f) = (3, 0, 0) 
LC(f) = –5 
LM(f) = X3 

LT(f) = –5 X3 
 
Ο πολυβαθµός του f έχει τις ακόλουθες χρήσιµες ιδιότητες 
 
Λήµµα 4.2.10 Έστω f, g ∈ K[X1, …, Xn] δυο µη-µηδενικά πολυώνυµα. Τότε: 
 
(i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g). 
(ii) Αν f + g ≠ 0 τότε multideg(f + g) ≤ max{multideg(f), multideg(f)}. 

Αν, επιπλέον, ισχύει multideg(f) ≠ multideg(g) τότε στην παραπάνω σχέση 
ισχύει η ταυτότητα. 

 
Μονωνυµικά ιδεώδη και το λήµµα του Dickson 
 
Σε αυτή την ενότητα θα µελετήσουµε το πρόβληµα της περιγραφής ενός ιδεώδους 
για µονωνυµικά ιδεώδη. Θα ξεκινήσουµε ορίζοντάς τα στο Κ[Χ1, …, Χn]. 
 
Ορισµός 4.2.11 Ένα ιδεώδες Ι του Κ[Χ1, …, Χn] θα λέγεται µονωνυµικό αν 
υπάρχει υποσύνολο Α του Ζ n

0≥  (µπορεί και άπειρο) τέτοιο ώστε το Ι να αποτελείται 
από όλα τα πολυώνυµα τα οποία είναι πεπερασµένα αθροίσµατα της µορφής 
∑ Α∈

Χ
α

α
αh ,όπου hα ∈ Κ[Χ1, …, Χn]. Τότε γράφουµε Ι = <Χα : α ∈ A>. 

 
Για παράδειγµα το Ι = <Χ4Υ2, Χ3Υ4, Χ2Υ5> είναι µονωνυµικό ιδεώδες του Κ[Χ, Υ]. 
 
Στη συνέχεια θα χαρακτηρίσουµε όλα τα µονώνυµα τα οποία βρίσκονται σε ένα 
µονωνυµικό ιδεώδες. 
 
Λήµµα 4.2.12 Έστω Ι = <Χα : α ∈ A> ένα µονωνυµικό ιδεώδες. Το µονώνυµο Χβ 
ανήκει στο Ι αν και µόνο αν το Χβ διαιρείται από το Χα για κάποιο α ∈ A. 
 
Από αυτό το λήµµα προκύπτει και το επόµενο. 
 
Λήµµα 4.2.13 Έστω Ι ένα µονωνυµικό ιδεώδες και έστω f ∈ Κ[Χ1, …, Χn]. Τότε οι 
ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: 
 
(i) f ∈ I. 
(ii) Κάθε όρος του f ανήκει στο Ι. 
(iii) Το f είναι Κ-γραµµικός συνδυασµός µονωνύµων του Ι. 
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Σαν άµεση συνέπεια του (iii) του λήµµατος 4.2.12 είναι το γεγονός ότι κάθε 
µονωνυµικό ιδεώδες ορίζεται µονοσήµαντα από τα µονώνυµα που περιέχει. 
Εποµένως, προκύπτει η ακόλουθη πρόταση. 
 
Πρόταση 4.2.14 ∆ύο µονωνυµικά ιδεώδη ταυτίζονται αν και µόνο αν περιέχουν τα 
ίδια µονώνυµα. 
 
Το βασικό αποτέλεσµα αυτής της ενότητας είναι ότι όλα τα µονωνυµικά ιδεώδη του 
Κ[Χ1, …, Χn] είναι πεπερασµένα παραγόµενα. 
 
Θεώρηµα 4.2.15 (Λήµµα του Dickson) Ένα µονωνυµικό ιδεώδες Ι = <Χα : α ∈ A> 
του Κ[Χ1, …, Χn] µπορεί να γραφεί στη µορφή 
 

Ι = <Χα(1), …, Χα(s)>, 
 
όπου α(1), …, α(s) ∈ A. Πιο συγκεκριµένα το Ι έχει πεπερασµένη βάση. 
 
Η απόδειξη του θεωρήµατος γίνεται µε επαγωγή ως προς τον αριθµό των 
µεταβλητών. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το λήµµα του Dickson για να 
αποδείξουµε την παρακάτω 
 
Πρόταση 4.2.16 Έστω > µια σχέση στο Ζ n

0≥  η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω 
προτάσεις: 
(i) Η > είναι ολική (ή γραµµική) ταξινόµηση του Ζ n

0≥ . ∆ηλαδή αν α, β ∈ Ζ n
0≥  

ισχύει ακριβώς ένα από τα εξής α > β ή β > α ή α = β. 
(ii) Αν α , β, γ ∈ Ζ n

0≥  µε α > β τότε α + γ > β + γ 
Τότε η > είναι καλή ταξινόµηση αν και µόνο αν α ≥  0 για κάθε α ∈ Ζ n

0≥ . 
 
Άµεσο αποτέλεσµα της πρότασης 4.2.16 είναι η απλοποίηση του ορισµού της 
µονωνυµικής ταξινόµησης µε την αντικατάσταση της συνθήκης (iii) µε την 
ισοδύναµή της. Με αυτό τον τρόπο µπορούµε να εξετάζουµε πολύ πιο εύκολα αν 
µια ταξινόµηση είναι µονωνυµική ταξινόµηση. 
 
Το θεώρηµα βάσης του Hilbert και βάσεις Gröbner 
 
Από τη στιγµή που έχουµε ορίζει µια µονωνυµική ταξινόµηση κάθε πολυώνυµο του 
Κ[Χ1, …, Χn] έχει µοναδικό οδηγό όρο. Εποµένως, για κάθε ιδεώδες Ι, µπορούµε να 
ορίσουµε το ιδεώδες των οδηγών όρων του ως εξής: 
 
Ορισµός 4.2.17 Έστω Ι ένα µη-µηδενικό ιδεώδες του Κ[Χ1, …, Χn]. 
 
(i) Θα συµβολίζουµε µε LT(I) το σύνολο των οδηγών όρων του Ι. Με άλλα 

λόγια 
 

LT(Ι) = {cXα : υπάρχει f ∈ I µε LT(f) = cXα} 
 
(ii) Θα συµβολίζουµε µε <LT(I)> το ιδεώδες που παράγεται από τα στοιχεία του 

LT(I).  



Βιβλιογραφία 

 90  

 
Ας πάρουµε Ι = <f1, f2, …, fs>. Τότε θα θέλαµε τα ιδεώδη 
<LT(f1), LT(f2), …, LT(fs)> και <LT(I)> να ταυτίζονται. Από τον ορισµό επειδή 
f1, f2, …, fs ∈ I έχουµε ότι LT(f1), LT(f2), …, LT(fs) ∈ LT(I) και εποµένως  
 

<LT(f1), LT(f2), …, LT(fs)> ⊆ <LT(I)>. 
 
Ωστόσο η ισότητα δεν ισχύει πάντοτε. Αυτό φαίνεται από το ακόλουθο παράδειγµα. 
 
Παράδειγµα 4.2.18 Έστω Ι = <f1, f2> όπου f1 = X3 – 2XY και f2 = X2Y – 2Y2 + X. 
Θα χρησιµοποιήσουµε την βαθµωτή λεξικογραφική ταξινόµηση στο Κ[Χ, Υ]. 
Ισχύει 
 

Χ (X2Y – 2Y2 + X) – Υ (X3 – 2XY) = Χ2 
 
εποµένως Χ2 ∈ I. Εποµένως Χ2 = LT(X2) ∈ LT(I). Ωστόσο το Χ2 δεν διαιρείται 
ούτε από το LT(f1) = X3 ούτε από το LT(f2) = X2Υ εποµένως δεν ανήκει στο 
µονωνυµικό ιδεώδες <LT(f1), LT(f2)>. (Βλ. λήµµα 4.2.12) 
 
Πρόταση 4.2.19 Έστω Ι ιδεώδες του Κ[Χ1, …, Χn]. 
 
(i) Το <LT(I)> είναι µονωνυµικό ιδεώδες. 
(ii) Υπάρχουν g1, …, gt ∈ I τέτοια ώστε <LT(I)> = <LT(g1), …, LT(gt)>. 
 
Απόδειξη (i) Το οδηγά µονώνυµα LM(g) των πολυωνύµων g ∈ I – {0} παράγουν το 
µονωνυµικό ιδεώδες <LM(g) : g ∈ I – {0}>. Επειδή τα LM(g) και LT(g) διαφέρουν 
µόνο κατά µη-µηδενική σταθερά έχουµε ότι 
 

<LM(g) : g ∈ I – {0}> = <LΤ(g) : g ∈ I – {0}>. 
 
Αποδεικνύεται ότι <LΤ(g) : g ∈ I – {0}> = <LT(Ι)>. ∆ηλαδή, <LT(I)> = 
<LM(g) : g ∈ I – {0}> και εποµένως το <LT(I)> είναι µονωνυµικό ιδεώδες. 
 
(ii) Επειδή <LT(I)> παράγεται από τα µονώνυµα LM(g) για g ∈ I – {0} το λήµµα 
του Dickson µας λεει ότι <LT(I)> = <LΜ(g1), …, LΜ(gt)> για πεπερασµένα σε 
πλήθος πολυώνυµα g1, …, gt ∈ I. Επειδή τα LM(gi) διαφέρουν από τα LT(gi) κατά 
µια µη-µηδενική σταθερά έπεται ότι <LT(I)> = <LT(g1), …, LT(gt)> το οποίο 
ολοκληρώνει την απόδειξη. 
 
Μπορούµε τώρα να χρησιµοποιήσουµε την πρόταση 4.2.19 και τον αλγόριθµο 
διαίρεσης για να αποδείξουµε ότι κάθε πολυωνυµικό ιδεώδες είναι πεπερασµένα 
παραγόµενο, δίνοντας έτσι θετική απάντηση στο πρόβληµα της περιγραφής ενός 
ιδεώδους. Έστω Ι ιδεώδες του Κ[Χ1, …, Χn] και ας θεωρήσουµε το αντίστοιχο 
ιδεώδες <LT(I)>. Επιλέγουµε µια µονωνυµική ταξινόµηση την οποία θα 
χρησιµοποιήσουµε στον αλγόριθµο διαίρεσης και στον υπολογισµό των οδηγών 
όρων. 
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Θεώρηµα 4.2.20 (Θεώρηµα βάσης του Hilbert) Κάθε ιδεώδες Ι του Κ[Χ1, …, Χn] 
είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ∆ηλαδή, υπάρχουν πολυώνυµα g1, …, gt ∈ I τέτοια 
ώστε I = <g1, …, gt>. 
 
Απόδειξη Αν Ι = {0} το θεώρηµα ισχύει. Αν Ι ≠ {0} τότε περιέχει κάποιο µη-
µηδενικό πολυώνυµο. Τότε ένα σύνολο από πολυώνυµα του I που να το παράγουν 
µπορεί να δηµιουργηθεί ως εξής: Από την πρόταση 3 (ii) υπάρχουν g1, …, gt ∈ I 
τέτοια ώστε <LT(I)> = <LT(g1), …, LT(gt)>. Ισχυριζόµαστε ότι Ι = <g1, …, gt>. 
 
Αρχικά παρατηρούµε ότι <g1, …, gt> ⊆ I, αφού g1, …, gt ∈ I. Αρκεί να δείξουµε ότι 
I ⊆ <g1, …, gt>. Έστω ένα πολυώνυµο f ∈ I. Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο διαίρεσης 
διαιρώντας το f µε τα g1, …, gt και παίρνουµε µια έκφραση της µορφής 
 

f = α1g1 + … + αtgt + r 
 
όπου κάθε όρος του r δεν διαιρείται µε κανένα από τα LT(g1), …, LT(gt). Αν 
δείξουµε ότι r = 0 θα έχουµε τελειώσει. Παρατηρούµε ότι 
 

r = f – α1g1 + … + αtgt ∈ I. 
 
Αν r ≠ 0 τότε LT(r) ∈ <LT(I)> = <LT(g1), …, LT(gt)> και από το λήµµα 4.2.12 
αυτό έπεται ότι το LT(r) διαιρείται από κάποιο LT(gi) το οποίο είναι άτοπο από τον 
τρόπο που έχουµε ορίσει το υπόλοιπο. Εποµένως, r = 0. Οπότε 
 

f = α1g1 + … + αtgt ∈  <g1, …, gt> 
 
και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
 
Η βάση <g1, …, gt> την οποία διαλέξαµε στο θεώρηµα για να λύσουµε το πρόβληµα 
της περιγραφής ενός ιδεώδους Ι είχε την παραπάνω ιδιότητα <LT(I)> = 
<LT(g1), …, LT(gt)>. Έχουµε δει ότι αυτό δεν ισχύει για όλες τις βάσεις ενός 
ιδεώδους. Θα δώσουµε στις βάσεις που ικανοποιούν αυτή την συνθήκη το 
παρακάτω όνοµα. 
 
Ορισµός 4.2.21 Σταθεροποιούµε µια µονωνυµική ταξινόµηση. Ένα πεπερασµένο 
υποσύνολο G = {g1, …, gt} ενός ιδεώδους Ι θα λέγεται βάση Gröbner (ή κανονική 
βάση) αν ισχύει 
 

<LT(I)> = <LT(g1), …, LT(gt)>. 
 
Από την απόδειξη του θεωρήµατος 4.2.20 προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσµα 
 
Πρόταση 4.2.22 Σταθεροποιούµε µια µονωνυµική ταξινόµηση. Κάθε µη-µηδενικό 
ιδεώδες Ι του Κ[Χ1, …, Χn] έχει βάση Gröbner. Επιπλέον, κάθε βάση Gröbner ενός 
ιδεώδους Ι είναι βάση του Ι. 
 
Απόδειξη Έστω Ι ένα µη-µηδενικό ιδεώδες του Κ[Χ1, …, Χn]. Στην απόδειξη του 
θεωρήµατος βάσης Hilbert δείξαµε ότι πάντα µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα 
σύνολο G = {g1, …, gt} το οποίο είναι βάση Gröbner. Για το δεύτερο µέρος της 
πρότασης παρατηρήστε ότι στην απόδειξη του θεωρήµατος βάσης Hilbert δείξαµε 
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ότι αν <LT(I)> = <LT(g1), …, LT(gt)> τότε Ι = <g1, …, gt> και εποµένως το G είναι 
βάση του I. 
 
Ας θεωρήσουµε το ιδεώδες Ι = <f1, f2> του δακτυλίου Κ[Χ, Υ] όπου f1 = X3 – 2XY 
και f2 = X2Y – 2Y2 + X. Το σύνολο {f1, f2} είναι βάση του Ι αλλά δεν είναι βάση 
Gröbner µε βάση την βαθµωτή λεξικογραφική ταξινόµηση αφού, όπως δείξαµε και 
στο παράδειγµα 4.2.18, το Χ2 δεν ανήκει στο ιδεώδες <LT(f1), LT(f2)>. 
 
Στη συνέχεια ας θεωρήσουµε το ιδεώδες J = <g1, g2> = <X + Z, Y – Z>. 
Ισχυριζόµαστε ότι τα g1, g2 σχηµατίζουν µια βάση Gröbner του J αν θεωρήσουµε 
την λεξικογραφική ταξινόµηση στο R[X, Y, Z]. Με άλλα λόγια θα δείξουµε ότι για 
κάθε µη-µηδενικό στοιχείο f του J το LT(f) βρίσκεται στο ιδεώδες <LT(g1), LT(g2)> 
= <X, Y>. Από το λήµµα 4.2.12 µπορούµε ισοδύναµα να δείξουµε ότι το LT(f) 
διαιρείται είτε µε Χ είτε µε Υ. 
 
Έστω λοιπόν, ένα µη-µηδενικό πολυώνυµο f = Ag1 + Bg2 ∈ J. Υποθέτουµε ότι το 
LT(f) δεν διαιρείται ούτε από το Χ ούτε από το Υ. Από τον ορισµό της 
λεξικογραφικής ταξινόµησης αυτό σηµαίνει ότι είναι πολυώνυµο του Ζ. Ωστόσο, 
επειδή f ∈ J το f µηδενίζεται στο γραµµικό υπόχωρο L = V(J) = 
V(X + Z, Y – Z) ⊂ R3. Επειδή οι λύσεις στον L παραµετρικοποιούνται ως εξής: 
(x, y, z) = (–t , t, t) ∈  L, για κάθε πραγµατικό αριθµό t το µόνο πολυώνυµο του Ζ το 
οποίο µηδενίζεται στον L είναι το µηδενικό πολυώνυµο και καταλήξαµε σε άτοπο. 
Εποµένως, το {g1, g2} είναι βάση Gröbner του J. 
 
4.3 Αποκωδικοποίηση κυκλικών κωδίκων µε τη χρήση 
βάσεων Gröbner 
 
Έστω C ένας κυκλικός [n, k, d]q-κώδικας µε πολυώνυµο-γεννήτορα g(X) και 
σύνολο ορισµού J = J(C) = {j1, …, jr}. 
 
Έστω Fq΄ µια επέκταση του Fq (q΄ = qe) η οποία περιέχει όλες τις ρίζες του g(X). 
Έστω α ∈ Fq΄ µια πρωταρχική n-ρίζα της µονάδας. Τότε ένας πίνακας ελέγχου 
ισοτιµίας του C είναι ο 
 

Η = 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

rrr

333

222

111

j)1n(j2j

j)1n(j2j

j2j2j

j2j2j

α...αα1

α...αα1
α...αα1
α...αα1

MMMMM

. 

 
Έστω e = e(X) το διάνυσµα λάθους µιας ληφθείσας λέξης y = y(X). Τότε, 
 

s = yHT = eHT 
 
και επιπλέον 
 

si = y(α ij ) = e(α ij ) 
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είναι το i-στό στοιχείο του διανύσµατος s για i = 1, …, r. Μπορούµε µάλιστα να 
θεωρήσουµε µια επέκταση Ĥ του πίνακα Η η οποία να είναι ένας n × n πίνακας µε i-
στή γραµµή 
 

[1 αi α2i ... α(n – 1)i] 
 
για i = 1, ..., n. Ορίζουµε ŝ = e Ĥ T. Το j-οστό στοιχείο του διανύσµατος ŝ είναι 
 

ŝj = e(αj) = ∑
−

=

1n

0i

ijα  

για j = 1, ..., n. Αν j ∈ J(C) τότε ŝj = e(αj) = y(αj), οπότε αυτά τα σύνδροµα είναι 
γνωστά. 
 
Για την υπόλοιπη παράγραφο θα συµβολίζουµε, για λόγους απλότητας, τα ŝj µε sj. 
Παρατηρήστε ότι τα αρχικά sj θα γράφονται τώρα ως s

ij
. 

 
Έστω e = e(X) ένα διάνυσµα λάθους µε θέσεις λάθους i1, i2, …, it και τιµές λάθους 
e

1i
, e

2i
, …, e

ti . Τότε τα γνωστά σύνδροµα είναι 
 

sj = ∑
=

t

1m

ji
i )α(e m

m
, j ∈ J(C). 

 
 Θυµίζουµε ότι, ej = 0 για κάθε j ∉ J(C). 

 
Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων στον δακτύλιο 
Fq΄[X1, …, Xu, Υ1, ..., Υu]: 
 

S(s, u) = 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==
==

∈=∑
=

u,...,1mγια1X
u,...,1mγιαYY

JjγιαsXY

n
m

m
q
m

u

1m
j

j
mm

. 

  
Παρατηρούµε ότι Xm = miα  και Ym = e

mi
 για m = 1, …, t είναι λύση του S(u, t). 

 
Παράδειγµα 4.3.1 Έστω J = {1, 2}. Αν C είναι ένας κυκλικός κώδικας µε σύνολο 
ορισµού το J, τότε η ελάχιστη απόστασή του είναι τουλάχιστον 3 σύµφωνα µε το 
φράγµα για τους BCH κώδικες. Άρα µπορούµε να διορθώσουµε τουλάχιστον 1 
λάθος. Οι εξισώσεις 
 

⎩
⎨
⎧

=
=

2
2
11

111

sXY
sXY
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µας δείχνουν ότι, αν υπάρχει ακριβώς ένα λάθος, η θέση λάθους είναι x1 = s2s 1
1
− . 

Επίσης, αν q = 2 τότε s2 = s 2
1 . Οπότε, x1 = s1. 

 
Χωρίς απόδειξη παραθέτουµε την ακόλουθη πρόταση: 
 
Πρόταση 4.3.2 Έστω ότι κατά τη µετάδοση µιας κωδικής λέξης προέκυψαν t λάθη 

και t ≤ 
2
1 (d – 1). Τότε το σύστηµα S(s, u) πάνω από το Fq΄ δεν έχει λύσεις όταν u < 

t. Το σύστηµα έχει µοναδική λύση (µέχρι µεταθέσεων) -η οποία αντιστοιχεί στο 
διάνυσµα λάθους µε ελάχιστο βάρος το οποίο ικανοποιεί τις εξισώσεις του 
συνδρόµου- όταν u = t. Τα Xi της λύσης αντιστοιχούν στις θέσεις λάθους και τα Yi 
στις αντίστοιχες τιµές λάθους. Τέλος, όταν u > t τότε για κάθε j το σύστηµα έχει µια 
λύση µε X1 = αj. 
 
Το σύστηµα S(s, u) που δώσαµε παραπάνω ορίζει ένα ιδεώδες του δακτυλίου 
Fq΄[X1, …, Xu, Υ1, ..., Υu]. Θα συµβολίζουµε αυτό το ιδεώδες επίσης µε S(s, u) για 
λόγους απλότητας στους συµβολισµούς. 
 
Το σύνολο λύσεων του ιδεώδους µας δίνει το διάνυσµα λάθους που δηµιουργήθηκε 
κατά την µετάδοση. Θα χρησιµοποιήσουµε τεχνικές της θεωρίας των βάσεων 
Gröbner για να βρούµε το σύνολο λύσεων. 
 
Θα συµβολίζουµε µε < την λεξικογραφική διάταξη – την οποία πολλές φορές 
ονοµάζουµε και διάταξη απαλοιφής (elimination order). 
 
Θυµίζουµε ότι ισχύει η ακόλουθη 
 
Πρόταση 4.3.3 Έστω Ι ένας ιδεώδες του δακτυλίου K[Z1¸Z2, …, Zw]. Έστω G µια 
βάση Gröbner του Ι µε βάση την <. Τότε το G ∩ K[Z1¸Z2, …, Zi] είναι µια βάση 
Gröbner του Ι ∩ K[Z1¸Z2, …, Zi]. 
 
Έστω Ι ένα ιδεώδες του Κ[Ζ1, Ζ2, ..., Ζw] µε πεπερασµένες το πλήθος ρίζες πάνω 
από την αλγεβρική κλειστότητα του Κ που όλες ορίζονται στο Κ. Έστω V το 
σύνολο των ριζών του ιδεώδους Ι στο Kw. Τότε το σύνολο των ριζών του Ι ∩ 
K[Z1¸Z2, …, Zi] είναι η προβολή του V στις πρώτες i συντεταγµένες. Αυτή η 
παρατήρηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να πάρουµε επαγωγικά κάθε ανιχνευτή 
λάθους (error-locator) ως την πρώτη συντεταγµένη µιας λύσης του S(s, u). 
 
Αναφέρουµε την ακόλουθη 
 
Πρόταση 4.3.4 Έστω ότι κατά τη µετάδοση µιας κωδικής λέξης προέκυψαν t λάθη 

και t ≤ 
2
1 (d – 1). Έστω g(X1) το µονικό πολυώνυµο - γεννήτορας του ιδεώδους 

S(s, t) ∩ Fq΄[X1]. Τότε οι ρίζες του g είναι οι ανιχνευτές λάθους. 
 
Πριν δώσουµε τον τελικό αλγόριθµο αποκωδικοποίησης πρέπει να εξετάσουµε 
ακόµα κάτι. Υποθέσαµε ότι γνωρίζουµε πόσα λάθη θα συµβούν κατά την µετάδοση 
(το u του συστήµατος S(s, u)). Παρατηρήστε ότι είναι πιο χρονοβόρο να λύσουµε το 
σύστηµα S(s, u) για µεγάλο u από ότι για µικρό. Παρατηρήστε ωστόσο ότι γενικά 
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µια λέξη µε πολλά λάθη είναι λιγότερο πιθανό να προκύψει από ότι µια λέξη µε λίγα 
λάθη. 
 
Θεώρηµα 4.3.5 Έστω ότι κατά τη µετάδοση µιας κωδικής λέξης προέκυψαν t λάθη 

και t ≤ 
2
1 (d – 1). Θα συµβολίζουµε µε l(X1) το µονικό πολυώνυµο εύρεσης λάθους, 

δηλαδή l(x) = 0 αν και µόνο αν x είναι ανιχνευτής λάθους. Έστω S(s, u) ιδεώδες στο 
Fq΄[X1, …, Xu, Y1, …, Yu]. Έστω g(X1) το µονικό πολυώνυµο - γεννήτορας του 
ιδεώδους S(s, t) ∩ Fq΄[X1]. Τότε 
 

g(X1) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
<

tuαν1X
tuαν)X(l
tuαν1

n
1

1 . 

 
 
Παρατήρηση 4.3.6 Μπορούµε να αντικαταστήσουµε στην πρόταση 4.3.4 και στο 

θεώρηµα 4.3.5 την υπόθεση «t ≤ 
2
1 (d – 1)» µε την ασθενέστερη «η ληφθείσα λέξη 

έχει µοναδική πλησιέστερη κωδική λέξη». 
 
Ας δώσουµε τώρα τον αλγόριθµο αποκωδικοποίησης κυκλικών κωδίκων. 
 
Αλγόριθµος 
 
Είσοδος: y 
 
s := yHT 
 
IF sj = 0 για κάθε j ∈ J THEN δώσε έξοδο y και ΣΤΑΜΑΤΗΣΕ {∆εν προέκυψαν 
λάθη} 
 
ELSE 
 

u := 1 
G := {1}; 
WHILE 1∈ G DO 

S := {} 
FOR j in J DO 

S := S∪ {∑
=

u

1m

j
mmXY – sj)} 

OD; 
FOR m from 1 to u DO 

S := S∪ {Y q
m – Ym, X n

m  – 1} 
OD; 
G:=Gröbner(S); 
u := u + 1; 

OD; 
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{1 ∉ G οπότε δεν υπάρχουν λύσεις} 
g(X1) := το µοναδικό στοιχείο του G ∩ Fq΄[X1]; 
IF deg(g(X1)) > u THEN output{ΠΟΛΛΑ ΛΑΘΗ}; stop; 
ELSE error-locators := {ρίζες του g(X1)} 
Βρες το διάνυσµα λάθους e λύνοντας το γραµµικό σύστηµα 
 
Εξοδος: y – e. 
 
 
Ο αλγόριθµος που δίνουµε έχει το πλεονέκτηµα ότι γενικεύεται για όλους τους 
γραµµικούς κώδικες. Έχει όµως και ένα µεγάλο µειονέκτηµα, δεν υπάρχει 
αλγόριθµος πολυωνικού χρόνου ο οποίος να υπολογίζει βάσεις Gröbner. Αυτό έχει 
ως αποτέλεσµα ο αλγόριθµος να είναι πολύ αργός. 
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