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Πρόλογος

Υπερβατικός αριθµός είναι ένας µιγαδικός αριθµός, ο οποίος δεν είναι αλ-
γεβρικός, δηλαδή, δεν είναι ϱίζα µη µηδενικού πολυωνύµου µε ακέραιους
συντελεστές. Ο πρώτος υπερβατικός αριθµός κατασκευάστηκε το 1844 από
τον J. Liouville, ο οποίος απέδειξε πρώτα ότι κάθε αλγεβρικός αριθµός α
ικανοποιεί την εξής ιδιότητα (ϑεώρηµα του Liouville):

Αν ο ϐαθµός του αλγεβρικού αριθµού α είναι d, τότε υπάρχει
ϑετική σταθερά C, εξαρτώµενη µόνο από τον α, τέτοια ώστε

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ ≥
C

qd
,

για οποιουσδήποτε ακεραίους p, q µε q > 0.

Ο αριθµός που κατασκεύσε ο Liouville ήταν ο

ξ =
∞∑

n=1

10−n! ,

ο οποίος και ονοµάστηκε αριθµός του Liouville. ΄Υστερα, το 1873 ο C. Hermite
απέδειξε ότι ο e είναι υπερβατικός· το ότι είναι άρρητος είχε αποδειχθεί από
τον L. Euler πολύ ενωρίτερα, το 1744. Το 1874 ο G. Cantor απέδειξε µε
συνολοθεωρητικά επιχειρήµατα το ότι ‘‘σχεδόν όλοι’’ οι µιγαδικοί αριθµοί είναι
υπερβατικοί. Πρόκειται για ϑεώρηµα ύπαρξης, όχι κατασκευαστικό ϑεώρηµα.
Λίγο αργότερα, το 1882, ο F. von Lindemann απέδειξε την υπερβατικότητα
του π, δίνοντας και την τελειωτική -αρνητική- απάντηση στο ερώτηµα, που
έθεσαν πρώτοι οι αρχαίοι ΄Ελληνες, περί του τετραγωνισµού του κύκλου.

Το 1900, ο D. Hilbert, στο διεθνές συνέδριο Μαθηµατικών στο Παρίσι,
έθεσε τα 23 διάσηµα έκτοτε προβλήµατα, το έβδοµο εκ των οποίων είναι το
εξής :

Πότε ο αβ, για α αλγεβρικό 6= 0, 1 και β άρρητο, είναι υπερ-
ϐατικός ;
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Το παραπάνω ερώτηµα µπορεί να διατυπωθεί µε πολλούς ισοδύναµους τρόπους.
Μπορούµε λοιπόν, να ϑέσουµε την παραπάνω ερώτηση και ως εξής : πότε ένας
άρρητος λογάριθµος αλγεβρικού αριθµού µε ϐάση αλγεβρικό αριθµό είναι υπερ-
ϐατικός ; ή αλλιώς, πότε ένα πηλίκο ϕυσικών λογάριθµων αλγεβρικών αριθµών
είναι υπερβατικός ; Σχολιάζοντας τότε το 7ο πρόβληµα, ο D. Hilbert εξεφρασε
την πεποίθηση του ότι δεν ϑα λυνόταν πριν την υπόθεση του Riemann ή πριν
την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Fermat.

Το 7ο πρόβληµα όµως δεν άργησε να λυθεί. Το 1934, οι A.O. Gelfond και
Th. Schneider, ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, απέδειξαν το εξής ϑεώρηµα:

Για κάθε µη µηδενικούς αλγεβρικούς αριθµούς α1, α2, β1, β2 µε
log α1, log α2 γραµµικώς ανεξάρτητους υπέρ τοQ, ισχύει ότι β1 log α1+
β2 log α2 6= 0.

Το ϑεώρηµα αυτό λύνει το 7ο πρόβληµα του Hilbert. Εκείνη τη χρονική
περίοδο διατυπώθηκε και η εικασία ότι το ϑεώρηµα των Gelfond-Schneider
ισχύει για περισσότερους από δύο λογάριθµους, η οποία και αποδείχθηκε το
1966 από τον A. Baker. Συγκεκριµένα, ο Baker απέδειξε αυτό που σήµερα
είναι γνωστό ως Θεώρηµα του Baker (οµογενής περίπτωση):

Η γραµµική ανεξαρτησία των log α1, . . . , log αn υπέρ τοQ συνεπάγε-
ται τη γραµµική ανεξαρτησία τους υπέρ το Q̄.

Λίγο αργότερα, ο A. Baker απέδειξε και τη µη οµογενή περίπτωση:

Η γραµµική ανεξαρτησία των log α1, . . . , log αn υπέρ τοQ συνεπάγε-
ται τη γραµµική ανεξαρτησία των 1, log α1, . . . , log αn υπέρ το Q̄.

Περαιτέρω, ο A. Baker πέτυχε να δώσει µη τετριµµένα κάτω ϕράγµατα για τις
απόλυτες τιµές µη µηδενικών οµογενών και µη οµογενών γραµµικών µορφών
λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών. Η µέθοδός του κάνει χρήση ϐοηθητικής
συνάρτησης πολλών µεταβλητών, η οποία έχει µηδενικές ϑέσεις σε κάποια
προδιαγεγραµµένα σηµεία και µάλιστα µε κατάλληλα µεγάλη πολλαπλότητα.
΄Ετσι υπεισέρχονται υπολογισµοί και εκτιµήσεις των παραγώγων κατάλληλα
µεγάλης τάξεως της ϐοηθητικής συνάρτησης.

Σε αυτή την εργασία :

1. Αποδεικνύεται η οµογενής περίπτωση του ϑεωρήµατος του A. Baker.

2. Αποδεικνύεται συγκεκριµένο κάτω ϕράγµα για την απόλυτη τιµή των
οµογενών γραµµικών µορφών β1 log α1 + . . . + βn log αn, µε αi, βi αλ-
γεβρικούς αριθµούς, όταν αυτή δεν είναι µηδέν.
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3. Εφαρµόζεται το προηγούµενο ϕράγµα στην επίλυση της εξίσωσης Thue.
Η απόδειξη που ϑα παρουσιάσουµε (κεφάλαια 2 έως 6), διαφέρει σηµαν-

τικά από εκείνη του Baker. Βασίζεται στην ιδέα του M. Laurent να χρησι-
µοποιήσει, αντί της ϐοηθητικής συνάρτησης, µια ορίζουσα κατάλληλα µεγάλου
µεγέθους, της οποίας τα στοιχεία είναι τιµές κάποιων συναρτήσεων σε προ-
διαγεγραµµένα σηµεία. Συγκεκριµένα, προκύπτει ότι η απόλυτη τιµή της
ορίζουσας ‘‘δεν είναι πολύ µεγάλη’’ (κεφάλαιο 4). Αλλά από την άλλη, η
γενίκευση της κλασικής ανισότητας του Liouville (κεφάλαιο 3) συνεπάγεται ότι,
η αν η ορίζουσα δεν είναι µηδέν, τότε ‘‘δεν µπορεί να είναι πολύ µικρή’’. Για
κατάλληλες τιµές των παραµέτρων οι οποίες υπεισέρχονται στην ορίζουσα, τα
προαναφερθέντα άνω και κάτω ϕράγµατα είναι αντιφατικά, οπότε προκύπτει
το συµπέρασµα ότι η ορίζουσα είναι µηδέν. Ο µηδενισµός της ορίζουσας
χρησιµοποιείται κατάλληλα στο κεφάλαιο 5 για την κατασκευή πολυωνύµου
n µεταβλητών, ‘‘ελεγχόµενου ϐαθµού’’, το οποίο µηδενίζεται σε προδιαγεγραµ-
µένα σηµεία. Από αυτό έπεται το συµπέρασµα ότι στον διανυσµατικό χώρο
Kn, όπου K = Q(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn), υπάρχει ένα διανυσµατικός υπό-
χωρος µε συγκεκριµένες ιδιότητες, αρκετά τεχνικές για να περιγραφούν εδώ.
Στο κεφάλαιο 6 αποδεικνύεται ότι η ύπαρξη αυτού του διανυσµατικού υπο-
χώρου οδηγεί στο συµπέρασµα του ϑεωρήµατος του A. Baker.
Για την µετάβαση από τον µηδενισµό της ορίζουσας στην ύπαρξη του συγ-
κεκριµένου πολυωνύµου και από αυτό στην ύπαρξη του διανυσµατικού υπο-
χώρου απαιτούνται κάποια ϐασικά εργαλεία της κλασικής Αλγεβρικής Γεωµετρί-
ας, µε χαρακτηριστικότερο, µια εκδοχή του ϑεωρήµατος του Bézout.

Στο κεφάλαιο 7 ϑα επαναλάµβουµε κάποια σηµεία της απόδειξης του
ϑεωρήµατος του Baker πιο σχολαστικά ως προς τις υπολογιστικές ‘‘λεπτοµέρειες’’,
για να άποδείξουµε ένα συγκεκριµένο κάτω ϕράγµα γραµµικών µορφών λογ-
αρίθµων αλγεβρικών αριθµών. Το ϕράγµα που ϑα παρουσιάσουµε δεν είναι
το καλύτερο δυνατό από τα ήδη γνωστά ϕράγµατα, αλλά είναι αρκετά χρήσιµο
για την (υπολογιστική) λύση αρκετών διοφαντικών εξισώσεων. Μια εφαρµογή
του συγκεκριµένου ϕράγµατος ϑα παρουσιάσουµε στο τελευταίο (8ο) κεφάλαιο
αυτής της εργασίας, όπου ϑα υπολογίσουµε ένα άνω ϕράγµα για της ακέραιες
λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης του Thue.

Ευχαριστώ τον καθηγητή Νικόλαο Τζανάκη για το αµέριστο ενδιαφέρον
και την πολύτιµη καθοδήγηση που µου παρείχε καθ’ όλη τη διάρκεια της
συγγραφής αυτής της εργασίας.

Ευχαριστώ, επίσης, τους γονείς µου που µε στήριξαν µε κάθε τρόπο όλα
αυτά τα χρόνια σε κάθε µου προσπάθεια.

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
Ηράκλειο, Οκτώβριος 2007



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Συµβολίζουµε µε Q̄ την αλγεβρική κλειστότητα του Q στο C. Οπότε το Q̄ είναι
το σώµα των αλγεβρικών αριθµών. Επίσης, έστω L το σώµα των λογαρίθµων
των µη µηδενικών αριθµών, το οποίο είναι η αντίστροφη εικόνα της εκθετικής
συνάρτησης από την πολλαπλασιαστική οµάδα Q̄∗.

L = {` ∈ C : e` ∈ Q̄∗}.

Είναι συχνά ϐολικότερο να γράφουµε ` = log α, α αλγεβρικός αριθµός, αλλά
για α ∈ Q̄∗ το σύνολο των ` µε α = e` είναι µια κλάση του C modulo 2πıZ.
Το L είναιQ−διανυσµατικός υπόχωρος τουC. ∆εν είναι όµως Q̄∗−διανυσµατικός
υπόχωρος, αφού αν `1 ∈ L και α ∈ Q̄ το α · ` δεν ανήκει εν γένει στο L.

Θεώρηµα του Baker (Οµογενής περίπτωση1)Η γραµµική ανεξαρτη-
σία των `1, . . . , `n ∈ L υπέρ το Q συνεπάγεται τη γραµµική τους
ανεξαρτησία υπέρ το Q̄.

Το ϑεώρηµα αυτό αποδείχθηκε το 1966 από τον Alan Baker, [3], [4], [5], [6].

1.1 Ιστορική επισκόπηση

Ο Euler στο ϐιβλίο του «Introductio to analysin infinitorum» [14], όρισε την
εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση και είπε :

«Από αυτά που ήδη γνωρίζουµε, έχουµε ότι ο λογάριθµος ενός αριθµού δεν
είναι ϱητός αριθµός εκτός και αν ο αριθµός αυτός είναι δύναµη της ϐάσης του
λογαρίθµου. Οπότε, ο λογάριθµος ενός αριθµού b δεν µπορεί να εκφραστεί ως
ϱητός αριθµός, εκτός αν ο b είναι δύναµη της ϐάσης a του λογαρίθµου. Στην

1Ο Baker απέδειξε και τη µη οµογενή περίπτωση· ϐλ. πρόλογο.

1



2 1 Εισαγωγή

περίπτωση που ο b είναι δύναµη της ϐάσης a του λογαρίθµου, τότε ο λογάριθµος
του b δεν µπορεί να είναι άρρητος. Αν ακόµα loga b =

√
n, τότε a

√
n = b, το

οποίο είναι αδύνατο αν οι a, b είναι ϱητοί. Επιθυµούµε λοιπόν, να γνωρίζουµε
λογαρίθµους ϱητών αριθµών, αφού έτσι µπορούµε να ϐρίσκουµε λογάριθµους
κλασµάτων και άρρητων. Αφού οι λογάριθµοι αριθµών, οι οποίοι δεν είναι
δύναµη της ϐάσης του λογαρίθµου, δεν είναι ούτε ϱητοί ούτε άρρητοι, είναι αυτό
που ονοµάζουµε υπερβατικοί αριθµοί. Γι’ αυτό το λόγο οι λογάριθµοι λέγεται ότι
είναι υπερβατικοί αριθµοί.»

Αργότερα, το 1900, στο διεθνές συνέδρειο Μαθηµατικών στο Παρίσι, ο D.
Hilbert έθεσε την παρακάτω ερώτηση ως το έβδοµο πρόβληµα Hilbert:
Η έκφραση αβ , όπου α αλγεβρικός αριθµός και β άρρητος αλγεβρικός αριθµός

(για παράδειγµα 2
√

2, eπ = ı−2ı) πάντα παριστάνει ένα υπερβατικό αριθµό ή
τουλάχιστον ένα άρρητο αριθµό.
Το πρόβληµα αυτό λύθηκε το 1934 από τους A.O. Gelfond και Th. Schneider:

Θεώρηµα 1.1.1. Αν `1, `2 είναι Q− γραµµικά ανεξάρτητα στοιχεία του L, τότε
αυτά είναι και Q̄− γραµµικά ανεξάρτητα.

Αυτό σηµαίνει ότι το πηλίκο `1
`2
, `1, `2 ∈ L, `1, `2 6= 0, είναι είτε ϱητός είτε

υπερβατικός αριθµός. ∆εν µπορεί να είναι ένας άρρητος αλγεβρικός αριθµός,
όπως για παράδειγµα ο

√
2. Αυτό διότι :

Αν `1
`2

δεν είναι ϱητός αριθµός τότε προφανώς, `1, `2 είναι Q− γραµµικά
ανεξάρτητα, άρα (Gelfond - Schneider) είναι Q̄− γραµµικά ανεξάρτητα. Αλλά
τότε αποκλείεται να είναι `1

`2
∈ Q̄, δηλαδή `1

`2
είναι υπερβατικός.

Η σύνδεση του ϑεωρήµατος 1.1.1 µε το 7ο πρόβληµα του Hilbert, µπορεί
να διαπιστωθεί πιο εύκολα, αν διατυπώσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα το οποίο
είναι ισοδύναµο µε το 1.1.1.

Θεώρηµα 1.1.2. Αν ` και β είναι δύο µιγαδικοί αριθµοί µε ` 6= 0 και β όχι
ϱητός, τότε ένας από τους e`, β και eβ·` είναι υπερβατικός.

• Θεώρηµα 1.1.1 ⇒ Θεώρηµα 1.1.2:
Αν e` ∈ Q̄ τότε ` ∈ L. Αν β ∈ Q̄ ϑα δείξουµε ότι ο eβ·` είναι υπερ-
ϐατικός. Πράγµατι, αν δεν ήταν, τότε β · ` ∈ L. Αλλά τα β · `, ` είναι Q̄−
γραµµικά εξαρτηµένα. ΄Αρα από ϑεώρηµα 1.1.1 είναι και Q− γραµµικά
εξαρτηµένα. ΄Αρα β ∈ Q. ΄Ατοπο.

• Θεώρηµα 1.1.2 ⇒ Θεώρηµα 1.1.1:
΄Εστω `1, `2 ∈ L και α1 · `1 + α2 · `2 = 0, α1, α2 ∈ Q̄. Τότε `1 = β · `2,
όπου β ∈ Q̄. ΄Εχουµε ότι :
e`2 ∈ Q̄ (αφού `2 ∈ L), β ∈ Q̄ και eβ·`2 = e`1 ∈ Q̄ (αφού `1 ∈ L). ΄Αρα
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από το ϑεώρηµα 1.1.2 έχουµε αναγκαστικά ότι ο β ∈ Q. ΄Αρα οι `1, `2

είναι Q− γραµµικά εξαρτηµένοι.

Η υπερβατικότητα του eπ έπεται από το ϑεώρηµα 1.1.2 αν πάρουµε ` = 2πı
και β = −ı

2 .
Ο Gelfond στο ϐιβλίο του [15], αναφέρεται στη σηµασία που ϑα είχε µια

γενίκευση του ϑεωρήµατος 1.1.1 για περισσότερους από δύο λογαρίθµους.
Αυτό το πρόβληµα, όπως αναφέραµε, λύθηκε το 1966 από τον Alan Baker.
Από το ϑεώρηµα του Baker µπορούµε να συµπεράνουµε το εξής :
Αν ένας αριθµός της µορφής :

αβ1
1 · . . . · αβn

n = e(β1·log α1+...+βn·log αn),

( αi 6= 0, βi αλγεβρικοί αριθµοί), είναι αλγεβρικός, τότε είτε οι αριθµοί log α1, . . . , log αn

είναι όλοι µηδέν, είτε οι αριθµοί 1, β1, . . . , βn είναι γραµµικά εξαρτηµένοι πάνω
από το Q.
Η παραπάνω παρατήρηση προκύπτει χρησιµοποιώντας τα παρακάτω τρία ϑεω-
ϱήµατα (συγκεκριµένα το ϑεώρηµα 1.1.5 ).

Θεώρηµα 1.1.3. Κάθε µη µηδενικός γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του L µε
αλγεβρικούς συντελεστές είναι υπερβατικός. Με άλλα λόγια, για οποιαδήποτε
`1, . . . , `n ∈ L και οποιουσδήποτε αλγεβρικούς αριθµούς β0, . . . , βn µε β0 6= 0,
έχουµε

β0 + β1 · `1 + . . . + βn · `n 6= 0.

Απόδειξη. Για n = 0 ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για n < m, όπου n, m ∈ N και ϑα το αποδείξουµε για
n = m.
Εξετάζουµε δύο περιπτώσεις :

(i) `1, . . . , `m Q− γραµµικά ανεξάρτητα.

(ii) `1, . . . , `m Q− γραµµικά εξαρτηµένα.

Οπότε
(i) Αν `1, . . . , `m είναι Q− γραµµικά ανεξάρτητα τότε από το ϑεώρηµα του
Baker(µη οµογενής περίπτωση) είναι και Q̄− γραµµικά ανεξάρτητα, άρα έ-
χουµε το Ϲητούµενο.
(ii) Αν `1, . . . , `m είναι Q− γραµµικά εξαρτηµένα, τότε µπορούµε να υποθέ-
σουµε ότι υπάρχουν ρ1, . . . , ρm ∈ Q, όχι όλα µηδέν, τέτοια ώστε :

ρ1 · `1 + . . . + ρm · `m = 0.
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Αν, έστω, ρr 6= 0 (1 ≤ r ≤ m), τότε

ρr · (β0 + β1 · `1 + . . . + βm · `m) =

= ρr · (β0 + β1 · `1 + . . . + βm · `m)− (ρ1 · `1 + . . . + ρm · `m) =

= β
′
0 + β

′
1`1 + . . . + β

′
m · `m,

όπου β
′
0 = ρr · β0 6= 0, β

′
j = ρr · βj − ρj · βr, (1 ≤ j ≤ m).

Αλλά στην τελευταία γραµµική µορφή λογαρίθµων το πλήθος των λογαρίθµων
είναι, στην πραγµατικότητα, m − 1, διότι β

′
r = 0, άρα από την επαγωγική

υπόθεση, η γραµµική µορφή είναι 6= 0. Αλλά ρr 6= 0, οπότε

β0 + β1 · `1 + . . . + βm · `m 6= 0.

2

Θεώρηµα 1.1.4. (Πόρισµα του ϑεωρήµατος 1.1.3) Αν β0, . . . , βn ∈ Q̄∗ και
`1, . . . , `n ∈ L τότε

β0 + β1 · `1 + . . . + βn · `n /∈ L.

Απόδειξη. Σε αντίθετη περίπτωση, έστω:

β0 + β1 · `1 + . . . + βn · `n = `n+1 ∈ L.

β1 · `1 + . . . + βn · `n − `n+1 = −β0

Οπότε, β1 · `1 + . . . + βn · `n − `n+1 = µη µηδενικός αλγεβρικός αριθµός.
Αυτό όµως έρχεται σε αντίθεση µε το ϑεώρηµα 1.1.3.

2

Θεώρηµα 1.1.5. Αν `1, . . . , `n ∈ L και β1, . . . , βn ∈ Q̄ µε τους 1, β1, . . . , βn Q−
γραµµικά ανεξάρτητους, τότε

β1 · `1 + . . . + βn · `n /∈ L.

Απόδειξη. Αν β1 · `1 + . . . + βn · `n = `n+1 ∈ L, τότε β1 · `1 + . . . + βn · `n +
(−1)`n+1 = 0. ΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε `1, . . . , `k ∈ L και κάθε
β1, . . . , βk ∈ Q̄ Q− γραµµικά ανεξάρτητους, έχουµε ότι

β1 · `1 + . . . + βk · `k 6= 0.

Για k = 1 ισχύει.
Υποθέτουµε ότι ισχύει για k < m και ϑα δείξουµε ότι ισχύει και για k = m.
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Το αποτέλεσµα είναι συνέπεια του ϑεωρήµατος του Baker, αν οι `1, . . . , `n εί-
ναι γραµµικά ανεξάρτητοι πάνω από το Q.
΄Εστω ότι οι `1, . . . , `n είναι γραµµικά εξαρτηµένοι πάνω από το Q. ΄Αρα υπάρ-
χουν ρ1, . . . , ρm ∈ Q και β

′
j όπως στο ϑεώρηµα 1.1.3, αλλά τώρα β0 = β

′
0 = 0.

Είναι απλό να δούµε ότι αν β1, . . . , βm είναι γραµµικά ανεξάρτητοι πάνω από
το Q, το ίδιο συµβαίνει και για τους β

′
j µε j = 1, . . . , r− 1, r + 1, . . . , m και το

ϑεώρηµα προκύπτει µε επαγωγή.
2

Παραδείγµατα. Επειδή π = −2iLogi, όπου Log είναι πρωτεύον κλάδος
του λογαρίθµου, ϐλέπουµε αµέσως τα εξής :

• Με εφαρµογή του ϑεωρήµατος 1.1.3 έχουµε ότι ο π + log α είναι υπερ-
ϐατικός για οποιονδήποτε αλγεβρικό αριθµό α και οποιοδήποτε λογάρ-
ιθµο του α. Σηµειώνουµε εσώ ότι, για την εφαρµογή του ϑεωρήµατος
1.1.3 απαιτείται να ξέρουµε ότι π + log α 6= 0, το οποίο ισχύει διότι
έχουµε ήδη δείξει ότι eπ /∈ L.

• Με εφαρµογή του ϑεωρήµατος 1.1.4 έχουµε ότι e(α·π+β) είναι υπερ-
ϐατικός για οποιουσδήποτε αλγεβρικούς αριθµούς α, β µε β 6= 0.

1.2 Θεώρηµα του Baker. Ισοδύναµη διατύπωση

Οι µοναδικές σχέσεις γραµµικής εξάρτησης λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών,
µε αλγεβρικούς συντελαστές, είναι οι τετριµµένες, όπως για παράδειγµα

log 24 =
√

3 log 9 + (1− 2
√

3) log 3 +
√

2 log 4 + (3− 2
√

2) log 2.

Αν το ϑεώρηµα του Baker δεν ήταν αληθές, τότε από µια µη τετριµµένη µη-
δενική γραµµική σχέση στοιχείων ` του L, µε αλγεβρικούς συντελεστές β και
µε το ελάχιστο µήκος, ϑα προέκυπτε το συµπέρασµα ότι και τα βi και τα `i

είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα.

Λήµµα 1.2.1. ΄Εστω k ⊂ K δύο σώµατα, E ένας K− διανυσµατικός χώρος και
M είναι k− υποδιανυσµατικός χώρος στο E. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) ΄Εστω m ≥ 1 και `1, . . . , `m στοιχεία του M τα οποία είναι k− γραµµικώς
ανεξάρτητα. Τότε αυτά τα στοιχεία είναι επίσης γραµµικά ανεξάρτητα
πάνω από το K στο E.

(ii) ΄Εστω m ≥ 1, `1, . . . , `m στοιχεία του M, όχι όλα µηδέν, και έστω
β1, . . . , βm να είναι k− γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του K. Τότε

β1 · `1 + . . . + βm · `m 6= 0.
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(iii) ΄Εστω m ≥ 1, `1, . . . , `m k− γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του M και
β1, . . . , βm k− γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του K. Τότε :

β1 · `1 + . . . + βm · `m 6= 0.

(iv) ΄Εστω m ≥ 1, `1, . . . , `m k−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του M και
β1, . . . , βm στο K τέτοια ώστε :

β1`1 + . . . + βm`m = 0.

Τότε, τα β1, . . . , βm είναι k−γραµµικώς εξαρτηµένα.

Απόδειξη.
• (i)⇒ (iii): Προφανής απόδειξη.
• (iii)⇔ (iv): Προφανής απόδειξη.
• (ii)⇒ (i): Υποθέτουµε ότι για m ≥ 1 έχουµε την σχέση:

β1 · `1 + . . . + βm · `m = 0, µε βi ∈ K όχι όλα 0.

∆ήλαδή υποθέτουµε ότι τα `1, . . . , `m είναι γραµµικά εξαρτηµάνα πάνω από
το K στο E και ϑα δείξουµε ότι τα `1, . . . , `m είναι k− γραµµικώς εξαρτηµένα
(οπότε ϑα έχουµε το (i)).
΄Εστω β

′
1, . . . , β

′
s, µε 0 ≤ s ≤ m, µια ϐάση του k− διανυσµατικού χώρου, τον

οποίο παράγουν τα β1, . . . , βm. Τότε :

βi =
s∑

j=1

cij · β′j , cij ∈ k όχι όλα µηδέν, 1 ≤ i ≤ m.

Οπότε :
s∑

j=1

β
′
j

( m∑

i=1

cij · `i

)
= 0 2.

Αφού τα β
′
1, . . . , β

′
s είναι k− γραµµικώς ανεξάρτητα (αποτελούν ϐάση), συµπερ-

αίνουµε από το (ii) ότι

m∑

i=1

cij · `i = 0 1 ≤ j ≤ s.

Οπότε τα `1, . . . , `m είναι k− γραµµικώς εξαρτηµένα.
2Pm

i=1 cij · `i ∈ M, αφού cij ∈ k και M k− υποδιανυσµατικός χώρος στο E
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• (iii)⇒ (ii): Υποθέτουµε ότι β1 · `1 + . . . + βm · `m = 0, µε τα β1, . . . , βm

γραµµικώς ανεξάρτητα πάνω από το k στο K και τα `1, . . . , `m ∈ M. Θα
δείξουµε ότι :

`1 = `2 = . . . = `m = 0.

Αν τα `1, . . . , `m δεν είναι όλα µηδέν, τότε ϑεωρώ ένα maximal υποσύνο-
λο του L = {`1, . . . , `m} µεταξύ των υποσυνόλων του L που αποτελούνται
από k− γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας έστω
{`1, . . . , `r} ένα τέτοιο υποσύνολο, οπότε 1 ≤ r ≤ m. ΄Αρα:

`i =
r∑

j=1

cij · `j , όπου cij ∈ k, r + 1 ≤ i ≤ m

Συµπεραίνουµε ότι
r∑

j=1

γj · `j = 0, µε γj = βj +
m∑

i=r+1

cijβi, 1 ≤ j ≤ r

Χρησιµοποιώντας το (iii) ( αντικαθιστώντας το m µε το r ) συµπεραίνουµε
από την γραµµική ανεξαρτησία των `1, . . . , `r πάνω από το k, ότι τα r στοιχεία
γ1, . . . , γr είναι k− γραµµικώς εξαρτηµένα στο K. Αλλά αφού τα β1, . . . , βm

είναι k− γραµµικώς ανεξάρτητα και λόγω της σχέσης γj = βj +
∑m

i=r+1 cijβi

έχουµε ότι και τα γ1 . . . , γr είναι k− γραµµικώς ανεξάρτητα. ΄Ατοπο.
΄Αρα δεν γίνεται να έχουµε κανένα `i k− γραµµικώς ανεξάρτητο. ΄Αρα

`1 = `2 = . . . = `m = 0.

2

΄Οταν k = Q, K = Q̄, M = L και E = C η περίπτωση (i) είναι το
ϑεώρηµα του Baker.

Συνεπώς, το ϑεώρηµα του Baker, ϐάση του (iv), µπορεί να επαναδιατυπ-
ωθεί ισοδύναµα ως εξής :

Θεώρηµα 1.2.2. ΄Εστω `1, . . . , `n+1 Q−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του L

και β1, . . . , βn αλγεβρικοί αριθµοί µε

`n+1 = β1`1 + . . . + βn`n.

Τότε, τα 1, β1, . . . , βn είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα.
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1.3 Φράγµατα της απόστασης γινοµένου ακεραίων από
το 1

Το ϑεώρηµα του Baker µας δείχνει ότι αριθµοί της µορφής

β1 log α1 + . . . + βm log αm,

(µε βi, αi αλγεβρικοί αριθµοί για 1 ≤ i ≤ m) είναι µηδέν µόνο σε τετριµµένες
περιπτώσεις. Μέσω της απόδειξης του ϑεωρήµατος του Baker προκύπτουν
υπολογίσιµα κάτω ϕράγµατα για τέτοιου είδους αριθµούς. ΄Ενα τέτοιο ϕράγµα
ϑα παρουσιαστεί στο κεφάλαιο 7.

Θα παρουσιάσουµε την απλή περίπτωση, όπου βi ∈ Z και αi ∈ Z µε
αi ≥ 2, 1 ≤ i ≤ m.
΄Εστω λοιπόν, a1, . . . , am ϱητοί ακέραιοι, οι οποίοι είναι ≥ 2 και b1, . . . , bm

ϱητοί ακέραιοι. Υποθέτουµε

ab1
1 · · · abm

m 6= 1,

και αναζητούµε κάτω ϕράγµα για την απόσταση αυτών των αριθµών.
Μία τετριµµένη εκτίµηση είναι η εξής :

|ab1
1 · · · abm

m − 1| ≥
∏

bi<0

abi
i ≥ e−

Pm
i=1 |bi| log ai

≥ e−mB log A,

όπου B = max{|b1|, . . . , |bm|} και A = max{a1, . . . , am}. Η γενίκευση
της προηγούµενης εκτίµησης, όταν τα a είναι αλγεβρικοί αριθµοί, είναι το
ϑεώρηµα 3.5.1 (Ανισότητα Liouville).

Η σχέση αυτού του είδους ϕραγµάτων µε κάτω ϕράγµατα γρµµικών µορ-
ϕών λογαρίθµων, είναι η εξής :
Αν

|ab1
1 · · · abm

m − 1| ≤ 1
2

τότε
1
2
|b1 log a1+ . . .+bm log am| ≤ |ab1

1 · · · abm
m −1| ≤ 2|b1 log a1+ . . .+bm log am|,

(για z µιγαδικό αριθµό και για κάθε 0 ≤ θ < 1, αν |ez − 1| ≤ θ, τότε για τον
πρωταρχικό λογάριθµο, | log z| ≤ 1

1−θ |z − 1|).
΄Αρα, η εύρεση ενός κάτω ϕράγµατος της απόστασης του 1 και του γι-

νοµένου ab1
1 · · · abm

m , είναι ισοδύναµο µε την εύρεση κάτω ϕράγµατος για µη
µηδενικές γραµµικές µορφές b1 log a1 + . . . + bm log am.

Αποδεικνύεται, σχετικά εύκολα, το εξής
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Λήµµα 1.3.1. ΄Εστω m, a1, . . . , am ϱητοί ακέραιοι οι οποίοι είναι ≥ 2. Ορί-
Ϲουµε, A = max{a1, . . . , am}. Τότε, για κάθε ακέραιο B ≥ 4 log A, υπάρχουν
ϱητοί ακέραιοι b1, . . . , bm, µε

0 < max
1≤i≤m

|bi| < B,

τέτοιοι ώστε

|ab1
1 · · · abm

m − 1| ≤ 2m log A

Bm−1
.

Γενικά, λέµε ότι τα α1, . . . , αn ∈ K∗, K σώµα, είναι πολλαπλασιστικώς
εξαρτηµένα αν και µόνο αν υπάρχουν b1, . . . , bn ∈ Z \ {0}, τέτοια ώστε :
αb1

1 · · ·αbn
n = 1. ∆ιαφορετικά λέµε ότι τα α1, . . . , αn ∈ K∗ είναι πολλαπλασι-

αστικώς ανεξάρτητα.
Οπότε, αν τα a1, . . . , am είναι πολλαπλασιαστικώς ανεξάρτητα, τότε

ab1
1 · · · abm

m − 1 6= 0.
Το 1935, ο A. O. Gelfond (πρβλ. [15]), ένα χρόνο αργότερα αφού είχε

λύσει το 7ο πρόβληµα του D. Hilbert, εφάρµοσε την υπερβατική µέθοδο του
για να ϐρει ένα κάτω ϕράγµα για µη µηδενικές γραµµικές σχέσεις δύο λογα-
ϱίθµων αλγεβρικών αριθµών µε αλγεβρικούς συντελεστές.

΄Ενα απλό παράδειγµα τέτοιου είδους ϕράγµατος είναι το εξής

Λήµµα 1.3.2. Για a1, a2 πολλαπλασιαστικώς ανεξάρτητα ϑετικούς ϱητούς ακ-
εραίους, για κάθε ε > 0 υπάρχει υπολογίσιµη σταθερά C1 = C1(a1, a2, ε),
τέτοια ώστε, για κάθε (b1, b2) ∈ Z2, µε (b1, b2) 6= (0, 0),

|ab1
1 ab2

2 − 1| ≥ C1e−(log B)5+ε
,

όπου B = max{2, |b1|, |b2|}.
΄Υστερα από αρκετές ϐελτιώσεις του εκθέτη 5+ε, ο A. O. Gelfond το 1949

απέδειξε το (πρβλ. [15], ϑεώρηµα ΙΙΙ)

Θεώρηµα 1.3.3. (Μη υπολογίσιµη εκτίµηση) Για κάθε m−αδα (a1, . . . , am)
πολλαπλασιαστικώς ανεξάρτητων ϑετικών ϱητών ακεραίων, και για κάθε δ > 0,
υπάρχει ϑετική σταθερά C2 = C2(a1, . . . , am, δ), τέτοια ώστε, αν b1, . . . , bm

είναι ϱητοί ακέραιοι, όχι όλοι µηδέν, τότε

|ab1
1 ab2

2 − 1| ≥ C2e−δB,

όπου B = max{2, |b1|, |b2|}.
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Ο A. O. Gelfond χρησιµοποίησε το αποτέλεσµα του ϑεωρήµατος 1.3.3 σε
πολλές διοφαντικές ερωτήσεις. Συγκεκριµένα, το εφάρµοσε για να υπολογί-
σει (µαζί µε τον Y. V. Linnik) το πρόβληµα του Gauss για τον υπολογισµό
όλων των τετραγωνικών ϕανταστικών σωµάτων µε αριθµό κλάσεων ίσο µε ένα.
Επίσης, το ϕράγµα του το εφάρµοσε για να µελετήσει και διάφορες διοφαν-
τικές εξισώσεις. Στο ϐιβλίο του [15], αναφέρεται στη µεγάλη σηµασία που ϑα
είχε για την Θεωρία Αριθµών, η εύρεση κάτω ϕραγµάτων για γραµµικές µορ-
ϕές λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών µε ακέραιους συντελεστές. Το πρόβληµα
αυτό λύθηκε το 1966 από τον A. Baker (πρβλ. [2]), ο οποίος ανακάλυψε ένα
υπολογίσιµο ϕράγµα για γραµµικές µορφές λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών
µε αλγεβρικούς συντελεστές.



Κεφάλαιο 2

Περιγραφή της απόδειξης

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι η περιγραφή της απόδειξης του ϑεωρήµα-
τος 1.2.2, το οποίο, όπως αποδείξαµε στην παράγραφο 1.2, είναι ισοδύναµο
µε το ϑεώρηµα του Baker.

Οπότε, σε αυτό το κεφάλαιο τα `1, . . . , `n+1 είναιQ− γραµµικώς ανεξάρτη-
τα στοιχεία του L (το οποίο σηµαίνει ότι αi = e`i είναι αλγεβρικοί αριθµοί) και
οι β1, . . . , βn είναι αλγεβρικοί αριθµοί.
Υποθέτουµε ότι

`n+1 = β1 · `1 + . . . + βn · `n (2.1)

και ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι τα 1, β1, . . . , βn είναι Q− γραµµικώς εξαρτη-
µένα.

Θα γίνει πρώτα µια περιγραφή της απόδειξης του ϑεωρήµατος του Baker
(παράγραφος 2.1). ΄Υστερα, στην παράγραφο 2.2, ϑα γίνει η απόδειξη της
περίπτωσης n = 1 του ϑεωρήµατος του Baker, όπου log α1, β = β1 είναι
πραγµατικοί αριθµοί (πραγµατική περίπτωση του ϑεωρήµατος των Gelfond-
Schneider). Θα αποδείξουµε δηλαδή ότι αν β log α1 = log α2 ∈ L (το οποίο
σηµαίνει ότι α2 ∈ Q), τότε ο β είναι ϱητός. Για παράδειγµα, έτσι προκύπτει
ότι οι 2

√
2 και log 2

log 3 είναι υπερβατικοί.

2.1 Η ιδέα της απόδειξης

Θα δουλέψουµε µε τις εξής n + 1 συναρτήσεις n µεταβλητών:

z1, . . . , zn, αz1
1 · · ·αzn

n ,

όπου ϕυσικά αz1
1 · · ·αzn

n = ez1`1+...+zn`n (e`i = αi).

11
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Παρατηρούµε ότι λόγω της σχέσης (2.1), οι συναρτήσεις αυτές παίρνουν
αλγεβρικές τιµές σε όλα τα σηµεία της µορφής

(s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn), (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1.

Το σύνολο των σηµείων αυτών είναι µια πεπερασµένα παραγόµενη υποοµάδα
του Cn, την οποία ϑα γράφουµε

Y = Zn + Z(β1, . . . , βn).

Επίσης, παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι αλγεβρικώς ανεξάρτητες
υπέρ το C 1, δηλαδή για κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο P , n + 1 µεταβλητών
µε µιγαδικούς συντελεστές η συνάρτηση

F (z1, . . . , zn) = P (z1, . . . , zn, αz1
1 · · ·αzn

n )

δεν είναι ταυτοτικά µηδέν 2.
Επίσης, για συντοµία ϑα γράφουµε s για (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1. ΄Οταν ο

S είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός, ορίζουµε Zn+1(S) να είναι το σύνολο
των s µε |si| < S, (1 ≤ i ≤ n+1). Το σύνολο αυτό έχει (2[S]−1)n+1 στοιχεία.
Για κάθε λ = (λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1, ορίζουµε την συνάρτηση fλ:

fλ(z1, . . . , zn) = zλ1
1 · . . . · zλn

n · (αz1
1 · · ·αzn

n )λn+1 .

(Επειδή οι συναρτήσεις που ορίσαµε στην αρχή της παραγράφου είναι αλγε-
ϐρικά ανεξάρτητες, προκύπτει ότι οι fλ δεν είναι ταυτοτικά µηδέν).

∆ιαλέγουµε έναν αρκετά µεγάλο ακέραιο S. Το πόσο µεγάλο ϑα είναι
αυτό το S ϑα µπορούσε να υπολογιστεί ακριβώς, αλλά είναι αρκετό εδώ να
πούµε ότι πρέπει να είναι µεγάλο σε σχέση µε πεπερασµένες ποσότητες οι
οποίες προκύπτουν από τα `i και βi, (από τους ϐαθµούς και επίσης την
µεγαλύτερη από τις απόλυτες τιµές των συντελεστών των ελαχίστων πολυωνύµων
τους). Επίσης χρειαζόµαστε και δύο ακόµα παραµέτρους, L0 και L1 (L0, L1 ∈
N), τέτοιες ώστε : λ1 + . . . + λn ≤ L0 και λn+1 ≤ L1.
Θεωρούµε τον πίνακα

Π =
(
fλ(s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn)

)
λ,s

=
(
(s1 + sn+1β1)λ1 . . . (sn + sn+1βn)λn

(
α

s1+sn+1β1

1 · · ·αsn+sn+1βn
n

)λn+1
)

λ,s
(σχέση (2.1)) =

(
(s1 + sn+1β1)λ1 . . . (sn + sn+1βn)λn

(
αs1

1 · · ·αsn
n α

sn+1

n+1

)λn+1
)

λ,s
,

1Γενικά, οι αναλυτικές συναρτήσεις f1, . . . , fd n µεταβλητών είναι αλγεβρικώς ανεξάρτητες
υπέρ το C, αν και µόνο αν, για κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο P ∈ C[X1, . . . , Xd], η συνάρτηση
P (f1, . . . , fd) δεν είναι η µηδενική συνάρτηση.

2Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού είναι όµοια µε εκείνη του ϑεωρήµατος 2.2.2
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όπου ο δείκτης των γραµµών είναι λ και των στηλών s (Παρατηρούµε ότι ο
Π είναι µη µηδενικός πίνακας, αφού οι fλ δεν είναι ταυτοτικά µηδέν). Μας
ενδιαφέρει µόνο η τάξη του πίνακα Π. Επειδή το λ παίρνει όλες τις τιµές
(λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1 τέτοιες ώστε :

λ1 + . . . + λn ≤ L0 και λn+1 ≤ L1,

ο αριθµός των γραµµών είναι
(
L0+n

n

) · (L1 + 1) 3. Από την άλλη το s παίρνει
όλες τις τιµές (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1(S), οπότε έχουµε (2S − 1)n+1 στήλες.
∆ιαλέγουµε τις παραµέτρους έτσι ώστε να ικανοποιείται η εξής ανισότητα

(2S − 1)n+1 ≥
(

L0 + n

n

)
· (L1 + 1)

(αριθµός γραµµών µικρότερος από αριθµό στηλών).
Η απόδειξη χωρίζεται σε δύο µέρη.
Στο πρώτο µέρος (υπερβατικό µέρος της απόδειξης), ϑα αποδείξουµε ότι

η τάξη του παραπάνω πίνακα είναι µικρότερη του L :=
(
L0+n

n

) · (L1 + 1).
Στο δεύτερο µέρος (γεωµετρικό µέρος της απόδειξης), ϑα δείξουµε ότι ο

ισχυρισµός αυτός για την τάξη του πίνακα συνεπάγεται την γραµµική εξάρτηση
των 1, β1, . . . , βn.4

Στο πρώτο µέρος της απόδειξης, για να δείξουµε ότι η τάξη του πίνακα
είναι µικρότερη από L, αυτό που κάνουµε είναι το εξής :
Εξετάζουµε µία οποιαδήποτε L×L υποορίζουσα του παραπάνω πίνακα. Αυτό
σηµαίνει ότι έχουµε ένα υποσύνολο των s και γράφουµε

∆ = det
(
(s1 + sn+1β1)λ1 . . . (sn + sn+1βn)λn

(
αs1

1 · · ·αsn
n α

sn+1

n+1

)λn+1
)

λ,s
.

Αν δείξουµε ότι ∆ = 0, τότε η τάξη του πίνακα είναι < L, οπότε έχουµε
επιτύχει το στόχο του πρώτου µέρους της απόδειξης. Η απόδειξη του ότι
∆ = 0 συνίσταται στα εξής δύο ϐήµατα:
Πρώτα ϐρίσκουµε ένα άνω ϕράγµα για την ∆, συγκεκριµένα ϑα δείξουµε ότι

1
L

log |∆| ≤ −L1/n + c1(L0 log S + L1S),

όπου το c1 εξαρτάται από τα n, `i, βi
5.

΄Υστερα, µε την ϐοήθεια της ανισότητας του Liouville, ϑα δείξουµε ότι αν η ∆
3πρβλ. παράρτηµα Αʹ.1
4Το δεύτερο µέρος της απόδειξης παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 5
5Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού αποδεικνύεται στο κεφάλαιο 4 µε εφαρµογή του λήµµα-

τος του Schwarz
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δεν είναι µηδεν, τότε

1
L

log ∆ ≥ −c2(L0 log S + L1S),

όπου το c2 εξαρτάται από τα n, `i, βi
6.

΄Υστερα, αφού επιλέξουµε τα L0, L1, S ≥ 2, να ικανοποιούν κάποιες συν-
ϑήκες συναρτήσει ενός µεγάλου αριθµού c, (ο οποίος εξαρτάται µόνο από τα
n, `i, βi), εκτιµώντας κατάλληλα αυτόν το αριθµό c από τα c1, c2, (να είναι αρ-
κετά µεγάλος από τα c1, c2), δείχνουµε ότι οι παραπάνω δύο ανισότητες είναι
αντιφατικές, οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ∆ = 0.

Ως ένα παράδειγµα εφαρµογής των ιδεών που αναφέρθηκαν, ϑα παρουσιά-
σουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Baker για n = 1 (Θεώρηµα των
Gelfond- Schneider ) στην περίπτωση που `1, β1 ∈ R.

2.2 Θεώρηµα Gelfond - Schneider για πραγµατικούς
αριθµούς

Ηπραγµατική περίπτωση του ϑεωρήµατος των Gelfond - Schneider διατυπώνε-
ται ισοδύναµα ως εξής :

Θεώρηµα 2.2.1. (Η πραγµατική περίπτωση των Gelfond -Schneider): Αν τα
`1, `2 ∈ L ∩ R είναι Q̄− γραµµικώς εξαρτηµένα τότε είναι και Q− γραµµικώς
εξαρτηµενα.

Πριν την απόδειξη ϑα χρειαστούµε τα παρακάτω δύο ϑεωρήµατα.

Θεώρηµα 2.2.2. ΄Εστω p1(t), . . . , pn(t) πολυώνυµα στον R[t] µε ϐαθµούς
d1, . . . , dn αντίστοιχα, και έστω w1, . . . , wn διαφορετικοί ανά δύο πραγµατικοί
αριθµοί. Τότε η πραγµατική συνάρτηση µιας µεταβλητής

F (t) =
n∑

i=1

pi(t)ewit,

έχει το πολύ d1 + . . . + dn + n− 1 πραγµατικές ϱίζες 7.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το λήµµα κάνοντας επαγωγή στον ακέραιο k :=
d1 + . . . + dn + n.

6Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού αποδεικνύεται στο κεφάλαιο 3
7Σε αυτό το λήµµα οι ϱίζες υπολογίζονται µε τις πολλαπλότητες (αυτό είναι σηµαντικό για

την απόδειξη η οποία ϑα γίνει µε επαγωγή)
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Για k = 1, έχουµε ότι n = 1 και d1 = 0 8.
Υποθέτουµε ότι k ≥ 2.
΄Εστω ότι η υπόθεση ισχύει για ` = 1, . . . , k−1. ∆ηλαδή αν n ≥ 1 και d1, . . . , dn

είναι µη αρνητικοί ακέραιοι, τέτοιοι ώστε d1 + . . . + dn + n = ` < k και
pi(t) ∈ R[t] έχει ϐαθµό di για i = 1, . . . , n τότε η συνάρτηση στην εκφώνηση
του λήµµατος έχει ` − 1, το πολύ πραγµατικές ϱίζες. Θα δείξουµε ότι ισχύει
αυτό και για ` = k.
Πολλαπλασιάζουµε την F µε e−wnt. Αφού το πλήθος των ϱιζών της F και της
e−wnt · F είναι το ίδιο, µπορούµε να υποθέσουµε ότι wn = 0. ΄Ετσι, επειδή τα
w1, . . . , wn είναι διαφορετικά ανά δύο, έχουµε ότι wi 6= 0 για 1 ≤ i ≤ n. Αν
η F έχει τουλάχιστον N πραγµατικές ϱίζες τότε, από το γνωστό ϑεώρηµα του
Rolle, η F ′ έχει τουλάχιστον N − 1 πραγµατικές ϱίζες. ΄Οµως, αφού wn = 0,
έχουµε ότι :

F ′(t) =
n−1∑

i=1

p̃i(t)ewit +
d

dt
pn(t),

όπου p̃i(t) = wipi(t) = d
dtpi(t) είναι πολυώνυµο ϐαθµού ακριβώς di για i =

1, . . . , n− 1 και ϐαθµού dn − 1 για i = n 9.
Οπότε για τους ϐαθµούς των πολυωνύµων p̃it της F ′ έχουµε ότι :

d1 + . . . + dn − 1 + n = d1 + . . . + dn + n− 1 = `′ < k.

΄Αρα από την επαγωγική υπόθεση η F ′ έχει το πολύ:

d1 + . . . + dn − 1 + n− 1

πραγµατικές ϱίζες.
΄Αρα N − 1 ≤ d1 + . . . + dn + n− 2. Οπότε :

N ≤ d1 + . . . + dn + n− 1.

(N = πλήθος πραγµατικών ϱιζών της F ).
2

Θεώρηµα 2.2.3. 10 ΄Εστω r,R δύο πραγµατικοί αριθµοί µε 0 ≤ r ≤ R,
f1, . . . , fL συναρτήσεις µιας µεταβλητής, οι οποίες είναι αναλυτικές στον∆(0, R)
και ζ1, . . . , ζL ∈ ∆(0, r). Τότε η ορίζουσα :

∆ = det




f1(ζ1) . . . fL(ζ1)
...

. . .
...

f1(ζL) . . . fL(ζL)




8∆ιότι di ∈ N
9Εδώ ϑεωρούµε ότι ο ϐαθµός του µηδενικού πολυωνύµου είναι -1

10πρβλ. Αʹ.2 για τους ορισµούς και τους συµβολισµούς
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έχει άνω ϕράγµα:

|∆| ≤
(R

r

)−L·L−1
2 · L! ·

L∏

λ=1

|fλ|R.

(Το συµπέρασµα είναι τετριµµένο στην περίπτωση R = r).

Απόδειξη. Η ορίζουσα Ψ(z) του πίνακα
(
fλ(ζµ · z)

)

είναι µια µιγαδική συνάρτηση µιας µεταβλητής η οποία είναι αναλυτική στον
∆(0, R). Παρακάτω ϑα αποδείξουµε ότι έχει στο 0 µηδενική ϑέση τάξεως
τουλάχιστον L · L−1

2 . Οπότε από το λήµµα Αʹ.2.1 11, έχουµε ότι αν στο 0 έχει
µηδενική ϑέση τάξεως N , τότε

|∆| = |Ψ(1)| ≤
(R

r

)−N
· |Ψ|R ≤

(R

r

)−L·L−1
2 · |Ψ|R.

Για το |Ψ|R έχουµε ότι :
|Ψ|R = 12

=
∣∣∣

∑

σ∈ SL

sgn(σ) · f1σ(1) · f2σ(2) · . . . · fLσ(L)

∣∣∣
R
≤

≤
∣∣∣f1σ1(1) · . . . · f1σ1(L)

∣∣∣ + . . . +
∣∣∣f1σL!(1) · . . . · f1σL!(L)

∣∣∣ ≤

≤ L! ·
L∏

i=1

|fi|R.

΄Αρα:

|∆| ≤
(R

r

)−L·L−1
2 · L! ·

L∏

i=1

|fi|R.

Για την τάξη του 0 :
Κάθε fλ µε κέντρο το 0 έχει ανάπτυγµα Taylor:

fλ(z) =
∞∑

nλ=0

αnλ
znλ , όπου αnλ

=
f (nλ)(0)

nλ!
.

11Εφαρµόζουµε το λήµµα αντικαθιστώντας το r µε 1 και το R µε R
r
.

12fij = fi(ζj) και SL : η οµάδα των µεταθέσεων των L στοιχείων
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΄Αρα,
Ψ(z) =

∑

σ∈SL

sgn(σ)f1σ(1) · . . . · fLσ(L) =

=
∑

σ∈SL

[
sgn(σ)

( ∞∑

n1=0

αn1z
n1ζn1

σ(1)

)
· . . . ·

( ∞∑

nL=0

αnLznLζnL

σ(L)

)]
=

=
∑

n1,...,nL

(
(αn1 · . . . · αnL)

∑

σ∈SL

sgn(σ) · zn1ζn1

σ(1) · . . . · znLζnL

σ(L)

)
=

=
∑

n1,...,nL

(
(αn1 · . . . · αnL) · det

(
znλ · ζnλ

µ

)
µ,λ

)
,

όπου 1 ≤ µ ≤ L.
Αρκεί, λοιπόν να εξεταστούν οι περιπτώσεις όπου fλ(z) = znλ . Σε µία τέτοια
περίπτωση

Ψ(z) = det




zn1ζn1
1 . . . znLζnL

1
... . . . ...

zn1ζn1
L . . . znLζnL

L


 =

= det
[(

ζnλ
µ

)
µ,λ
·




zn1 0 0 . . . 0
0 zn2 0 . . . 0
... . . . ...
0 0 . . . znL




]
=

= zn1+...+nL · det
(
ζnλ
µ

)
.

Η ορίζουσα Ψ(z) είναι ταυτοτικά µηδέν αν τα nj δεν είναι ανά δύο διαφορετικά.
΄Αρα, αν η Ψ(z) δεν είναι ταυτοτικά µηδέν, τότε τα nj είναι διαφορετικά ανά
δύο. ΄Αρα

n1 + n2 + . . . + nL ≥ 0 + 1 + . . . + (L− 1) =
L(L− 1)

2
.

΄Αρα, η Ψ(z) έχει στο 0 µηδενική ϑέση τουλάχιστον L(L−1)
2 .

2

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.1: ΄Εστω `1 ∈ L ∩ R και β ∈ Q̄ ∩ R,
τέτοια ώστε : `2 = β`1 ∈ L. Ορίζουµε αi = e`i , (i = 1, 2), οπότε αi ∈ Q̄∗ και
αβ

1 = α2.
Θέλουµε να δείξουµε ότι τα `1, `2 ειναι Q− γραµµικώς εξαρτηµένα, δηλαδή
ότι ο β είναι ϱητός.
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΄Εστω c ένας επαρκώς µεγάλος αριθµός. Μία κατάλληλη τιµή για τον c µπορεί
να υπολογιστεί µετά το τέλος της απόδειξης. Αυτή η τιµή ϑα εξαρτάται µόνο
από τα `1 και β (και ϑα περιέχει επίσης και τον αλγεβρικό αριθµό α2).
Στη συνέχεια διαλέγουµε τρεις ακέραιους αριθµούς L0, L1, S, οι οποίοι να
ικανοποιούν τα εξής :

L0 ≥ 2, L1 ≥ 2, S ≥ 2, (2.2)
L := (L0 + 1)(L1 + 1), (2.3)

cL0 log S ≤ L, cL1S ≤ L, L ≤ (2S − 1)2. (2.4)

Για παράδειγµα, ϑα µπορούσαµε να πάρουµε

L1 = blog Sc2 και L0 = bS2(log S)−3c,

µε το S επαρκώς µεγάλο.
Τώρα, αν τροποποιήσουµε λίγο τον συµβολισµό και γράψουµε (λ0, λ1) αντί
(λ1, λ2), για να προσαρµοστούµε στον συµβολισµό της ενότητας 2.1, ϐλέπουµε
ότι η ορίζουσα εκείνης της ενότητας παίρνει την µορφή

Π =
(
(s1 + s2β)λ0

(
αs1

1 αs2
2

)λ1
)

(λ0,λ1),(s1,s2)

(αφού α2 = αβ
1 ) =

(
(s1 + s2β)λ0

(
αs1+s2β

1

)λ1
)

(λ0,λ1),(s1,s2)
,

µε
0 ≤ λ0 ≤ L0, 0 ≤ λ1 ≤ L1, |s1| ≤ S, |s2| ≤ S.

Ο πίνακας αυτός έχει L := (L0 + 1)(L1 + 1) γραµµές και (2S − 1)2 στήλες.
΄Οπως είπαµε στην προηγούµενη ενότητα επιλέγουµε έτσι τα L0 και L1 ώστε :

L := (L0 + 1)(L1 + 1) ≤ (2S − 1)2.

΄Οπως αναφέραµε στην προηγούµενη ενότητα, η απόδειξη του ϑεωρήµατος του
Baker χωρίζεται σε δύο µέρη. ΄Ετσι και εδώ, στην πραγµατική περίπτωση για
n = 1, ϑα χωρίσουµε την απόδειξη σε δύο µέρη.

(i) Πρώτο µέρος της απόδειξης :
Θα δείξουµε ότι ο πίνακας που ορίστηκε παραπάνω έχει τάξη < L.
΄Εστω s(1), . . . , s(L) οποιαδήποτε στοιχεία του Z2(S). Παίρνουµε την L × L
ορίζουσα

∆ =
(
(s(µ)

1 + s
(µ)
2 β)λ0

(λ1α
s
(µ)
1 +s

(µ)
2 β

1

)`1
)

λ,µ
,

µε λ = (λ0, λ1) , 0 ≤ λ0 ≤ L0 , 0 ≤ λ1 ≤ L1 και 1 ≤ µ ≤ L.
Θα χρησιµοποιήσουµε το λήµµα 2.2.3 µε r = S(1 + |β|) και R = e2 · r, για
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την fλ(z) = zλ0 · eλ1·z·`1 , µε ζµ = s
(µ)
1 + s

(µ)
2 β.

΄Εχουµε λοιπόν ότι :

|∆| ≤
(R

r

)−L·L−1
2 · L! ·

L∏

λ=1

|fλ|R =

= e−L(L−1) · L! ·
L∏

λ=1

|fλ|R,

όπου:
|fλ|R = |zλ0·eλ1z`1 | ≤
≤ Rλ0 · eλ1R|`1| ≤
≤ Rλ0 · eL1R|`1|.

Οπότε :

log |∆| ≤ −L(L− 1) + log L! + LL0 log R + LL1R|`1|
≤ −L(L− 1) + L log L + LL0 log R + LL1R|`1|
≤ −L2 + L + L log L + LL0 log[e2S(1 + |β|)] + LL1R|`1|
≤ −L2 + L + L log(2S − 1)2 + LL0 log[e2S(1 + |β|)] + LL1R|`1|
≤ −L2 + L + L log 4S2 + LL0 log[e2S(1 + |β|)] + LL1R|`1|
≤ −L2 + L + 2L log 2S + LL0 log[e2S(1 + |β|)] + LL1R|`1|

(L0 ≥ 2) ≤ −L2 + L + L0L log 2S + LL0 log[e2S(1 + |β|)] + LL1R|`1|
≤ −L2 + LL0 log 2 + LL0 log S + 2LL0 + LL0 log[S(1 + |β|)] + LL1R|`1|

(L ≤ LL0 log S, 2LL0 ≤ 4LL0 log S και S ≥ 2)

≤ −L2 + 7LL0 log S + LL0 log S(1 + |β|) + LL1e
2S(1 + |β|)|`1|

≤ −L2 + 7LL0 log S + LL0 log[Se(1+|β|)] + LL1e
2S(1 + |β|)|`1|

≤ −L2 + LL0(10 + |β|) log S + LL1e
2S(1 + |β|)|`1|

≤ −L2 + c1L(L0 log S + L1S),

όπου c1 = max{10 + |β|, e2(1 + |β|)|`1|}.
Λόγω της επιλογής των L0, L1, S στην αρχή της απόδειξης καταλήγουµε στη
σχέση

log |∆| ≤ −L2

2
,



20 2 Περιγραφή της απόδειξης

αν c ≥ 4c1 (πρβλ. σχέση 2.4) και το L είναι αρκούντως µεγάλο.
(Αυτό διότι λόγω των ανισοτήτων, cL0 log S ≤ L και cL1S ≤ L, έχουµε ότι :
−L2 + c1L(L0 log S + L1S) ≤ −L2 + c1L(L

c + L
c ), οπότε για c ≥ 4c1 έχουµε

το Ϲητούµενο.)
Στο κεφάλαιο 3, µεσω της ανισότητας του Liouville, ϑα δείξουµε ότι, είτε

η |∆| είναι µηδέν, είτε

log |∆| ≥ −c2L(L0 log S + L1S),

όπου το c2 εξαρτάται µόνο από τα `1, β. Για c ≥ 3c2 (πρβλ. σχέση 2.4) η
προηγούµενη σχέση µας δίνει

log |∆| > −L2

2
.

(Η ανισότητα προκύπτει όπως και πριν στη περίπτωση του c1, χρησιµοποιώντας
την σχέση 2.4).

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι ∆ = 0, οπότε ο πίνακας Π έχει τάξη µικρότερη
του L.

(ii) ∆εύτερο µέρος της απόδειξης :
Θα δείξουµε ότι από το συµπέρασµα του πρώτου µέρους για την τάξη του
πίνακα Π έπεται ότι ο β είναι ϱητός.
΄Εχουµε ότι ο πίνακας

Π =
(
(s1 + s2β)λ0

(
αs1+s2β

1

)`1
)

(λ0,λ1),(s1,s2)
,

µε
0 ≤ λ0 ≤ L0, 0 ≤ λ1 ≤ L1, |s1| ≤ S, |s2| ≤ S,

έχει L := (L0 + 1)(L1 + 1)) γραµµές και (2S − 1)2 στήλες. Επίσης λόγω της
επιλογης των παραµέτρων στην αρχή της απόδειξης έχουµε ότι : L ≤ (2S−1)2.
Αν λοιπόν ο πίνακας έχει τάξη µικρότερη του L τότε υπάρχουν ci ∈ R τέτοια
ώστε :

c1γ1 + . . . + cLγL = 0 ∈ R(2S−1)2 ,

όπου γ1, . . . , γL οι γραµµές του παραπάνω πίνακα. ∆ηλαδή,

L∑

i=1

ciγi = 0,

ή ∑

(λ0,λ1)

c(λ0,λ1)γ(λ0,λ1) = 0.
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΄Αρα για κάθε z = s1 + s2β µε (s1, s2) ∈ Z2(S) έχουµε ότι
∑

(λ0,λ1)

c(λ0,λ1)(s1 + s2β)λ0
(
αs1+s2β

1

)`1 = 0.

Οπότε το
F (z) =

∑

(λ0,λ1)

c(λ0,λ1)z
λ0

(
αz

1

)λ1 13

µηδενίζεται για κάθε z = s1 + s2β όπου (s1, s2) ∈ Z2(S).
Το πλήθος αυτών των z για τα οποία η F (z) µηδενίζεται γνωρίζουµε όµως ότι
είναι (2S − 1)2. ΄Οµως αυτό είναι αδύνατο, διότι, λόγω του λήµµατος 2.2.2, η

F (z) =
∑

(λ0,λ1)

c(λ0,λ1)z
λ0ez·λ1·`1 =

=
∑

λ1

[
∑

λ0

c(λ0,λ1)z
λ0 ]ezλ1`1 ,

έχει το πολύ
(L1 + 1)L0 + L1 + 1− 1,

πραγµατικές ϱίζες το οποίο είναι µικρότερο του (2S − 1)2 14. ΄Αρα υπάρχουν
z = s1 + s2β, z′ = s′1 + s′2β µε (s1, s2), (s′1, s

′
2) ∈ Z2(S) και (s1, s2) 6= (s′1, s

′
2)

τέτοια ώστε : z = z′. ∆ηλαδή:

s1 + s2β = s′1 + s′2β,

δηλαδή ο β είναι ϱητός.
2

13F (z) = P (z, αz
1), όπου P (x, y) =

P
(λ0,λ1) xλ0yλ1

14Αφού (L1 + 1)L0 + L1 + 1− 1 = (L1 + 1)(L0 + 1)− 1 < L < (2S − 1)2.
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Κεφάλαιο 3

Ανισότητα Liouville - Κάτω
ϕράγµα της ορίζουσας

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα της ορίζουσας ∆ (παράγραφο
3.6), η οποία ορίστηκε στην παράγραφο 2.1. Για να το πετύχουµε αυτό ϑα
χρειαστούµε την ανισότητα του Liouville η οποία µας εξασφαλίζει κάτω ϕράγµα
για κάθε µη µηδενικό αλγεβρικό αριθµό. Πιο συγκεκριµένα, η ανισότητα του
Liouville µας δίνει ένα κάτω ϕράγµα για τον αλγεβρικό αριθµό P (γ1, . . . , γq),
όπου γ1, . . . , γq αλγεβρικοί αριθµοί και το πολυώνυµο P ∈ Z[x1, . . . , xq] δεν
µηδενίζεται στο σηµείο (γ1, . . . , γq). Το ϕράγµα αυτό εξαρτάται µόνο από το
ϐαθµό του P , από το άνω ϕράγµα των απόλυτων τιµών των συντελεστών του
και από τα µέτρα των γi.

Για να πετύχουµε τέτοια ϕράγµατα εισάγουµε την έννοια του ύψους αλ-
γεβρικού αριθµού. Για τον σκοπό αυτό προτάσσουµε κάποιες ϐασικές γνώσεις
από την αλγεβρική ϑεωρία αριθµών (πρβλ. και Αʹ.3).

3.1 p−αδικές απόλυτες τιµές υπέρ το Q

΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Για κάθε x ∈ Z∗ ορίζουµε νp(x) = η µέγιστη
δύναµη του p η οποία διαιρεί το x. Για x = a

b ∈ Q∗, a, b ∈ Z∗ ορίζουµε
νp(x) = νp(a)− νp(b).
Επίσης για x ∈ Q∗ γράφουµε την ανάλυση του x σε γινόµενο πρώτων παραγόν-
των ως εξής :

x = ±
∏
p

pνp(x).

23
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Για κάθε πρώτο p έχουµε λοιπόν µια απεικόνιση:

νp : Q∗ → Z,

η οποία επεκτείνεται στο 0, µε νp(0) = ∞.
Η απεικόνιση:

νp : Q→ Z ∪ {∞},
ονοµάζεται p−αδική αποτίµηση πάνω από το Q και ικανοποιεί τις παρακάτω
ιδιότητες :

1. Για κάθε x ∈ Q, νp(x) = ∞⇔ x = 0.

2. Για x, y ∈ Q, νp(xy) = νp(x) + νp(y).

3. Για x, y ∈ Q, νp(x + y) ≥ min{νp(x), νp(y)}.
Η νp σχετίζεται µε την απόλυτη τιµή | · |p (p−αδική απόλυτη τιµή) η οποία
είναι µια απεικόνιση από το Q στο Q που ορίζεται ως εξής : Επιλέγουµε % µε
0 < % < 1 και ϑέτουµε

|x|p =
{

%νp(x), x 6= 0
0, x = 0.

Η p−αδική απόλυτη τιµή ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες :

1. Για x ∈ Q, |x|p = 0 ⇔ x = 0.

2. Για x, y ∈ Q, |xy|p = |x|p|y|p.
3. Για x, y ∈ Q, |x + y|p ≤ max{|x|p, |y|p} (≤ |x|p + |y|p).

Μια τέτοια απόλυτη τιµή χαρακτηρίζεται µη αρχιµήδεια. Στο Q συνιθισµένη
απόλυτη τιµή (| · |) χαρακτηρίζεται αρχιµήδεια.

Επιλέγουµε δηλαδή % = 1
p < 1, οπότε |x|p = p−νp(x).

Η p−αδική απόλυτη τιµή ορίζει απόσταση στο Q, άρα τοπολογία. Η
µπάλα µε κέντρο a ∈ Q και ακτίνα p−r µε r ∈ Z είναι, συνεπώς, το σύνολο

D(a, r) := {x ∈ Q; |x− a|p ≤ p−r} = {x ∈ Q; νp(x− a) ≥ r}.

Σε τυχαίο σώµα έχουµε τον εξής :

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω K ένα τυχαίο σώµα. Μία συνάρτηση | · | από το σώµα K
στους πραγµατικούς αριθµούς καλείται απόλυτη τιµή του K, αν αυτή ικανοποιεί
τις παρακάτω συνθήκες :
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1. |a| > 0 για κάθε a 6= 0 και |0| = 0.

2. |a + b| ≤ |a|+ |b|.
3. |ab| = |a| · |b|.

Αν αντί της τρίτης ιδιότητας η απόλυτη τιµή ικανοποιεί την πιο ισχυρή
συνθήκη:

4. |a + b| ≤ max{|a|, |b|},
τότε ονοµάζουµε την απόλυτη τιµή µη αρχιµήδεια.

Η απόλυτη τιµή | · | για την οποία ισχύει : |x| = 1 για όλα τα x 6= 0
και |0| = 0, ονοµάζεται τετριµµένη απόλυτη τιµή. Αποδεικνύεται ότι οι µη
τετριµµένες απόλυτες τιµές είναι µη ϕραγµένες.

Η απόλυτη τιµή ορίζει απόσταση στο σώµα K και άρα τοπολογία στο
σώµα K. Η έννοια της σύγκλισης ορίζεται ως εξής :

Η ακολουθία {an} στοιχείων του K συγκλίνει στο στοιχείο a ∈ K αν
|an − a| → 0 καθώς n →∞.
Επίσης :
Μια ακολουθία {an} στοιχείων του K καλείται Cauchy αν |an − am| → 0
καθώς n,m → ∞. Προφανώς κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ακολουθία
Cauchy.

΄Ενα σώµα εφοδιασµένο µε µια απόλυτη τιµή καλείται πλήρες ως προς
αυτή την απόλυτη τιµή, αν κάθε ακολουθία Cauchy είναι συγκλίνουσα, µε
όριο που ανήκει στο σώµα αυτό.

Γνωρίζουµε ότι η πλήρωση του Q ως προς την συµηθισµένη απόλυτη τιµή
είναι το σώµα των πραγµατικών αριθµών. Επίσης η πλήρωση του Q ως προς
την p−αδική απόλυτη τιµή είναι το σώµα των p−αδικών αριθµών Qp. Κάθε
x ∈ Qp µπορεί να γραφεί :

x =
+∞∑

i=m

aip
i,

όπου ai ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, am 6= 0. Το m που µπορεί να είναι και αρνητικός
ακέραιος συµβολίζεται µε νp(x) και λέγεται p−αδική αποτίµηση του x ∈ Qp.
Επεκτείνοντας την p−αδική απόλυτη τιµή που ορίσαµε πριν για τους ϱητούς,
ορίζουµε

|x|p = p−νp(x).

∆ύο απόλυτες τιµές | · |1, | · |2 ενός σώµατος K λέγονται ισοδύναµες αν µια
ακολουθία είναι Cauchy ως προς την | · |1 αν και µόνο αν είναι Cauchy ως
προς την | · |2. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι οι | · |1, | · |2 ορίζουν
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την ίδια τοπολογία στο σώµα K.
Αποδεικνύεται [10] ότι κάθε µη τετριµµένη απόλυτη τιµή του Q είναι

ισοδύναµη είτε µε την p−αδική απόλυτη τιµή είτε µε την συνηθισµένη από-
λυτη τιµή στο Q (Θεώρηµα Ostrowski). ΄Αρα οι µόνες πληρώσεις του Q είναι
είτε το σώµα των πραγµατικών αριθµών είτε το σώµα των p−αδικών αριθµών
Qp.

Πρόταση 3.1.2. (Τύπος Γινοµένου υπέρ το Q)

|x| ·
∏
p

|x|p = 1,

για κάθε x ∈ Q \ {0}, όπου | · |, | · |p είναι αντίστοιχα η συνηθισµένη και η
απόλυτη τιµή του Q.

Απόδειξη. Αρκεί να το δείξουµε για x ∈ Z, x > 0. Η περίπτωση το x ∈ Q\{0}
µε x = a

b , a, b ∈ Z \ {0} ανάγεται στην περίπτωση των ακεραίων αφού:

|a
b
|
∏
p

|a
b
|p =

|a|∏p |a|p
|b|∏p |b|p

.

΄Εστω λοιπόν x ∈ Z, x > 0, µε x = pa1
1 · . . . ·pam

m , pi πρώτοι και ai ∈ Z, ai >
0. Τότε :

|x|q = 1, αν q 6= pi, i = 1, . . . , m

|x|pi = p−ai
i , για i = 1, . . . , m

|x| = pa1
1 · . . . · pam

m .

΄Αρα:
|x| ·

∏
p

|x|p = 1.

2

Ισοδύναµα από τον τύπο του γινοµένου έχουµε ότι :
∑

p

νp(x) log p = log |x|,

για κάθε x ∈ Q \ {0}.
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3.2 Απόλυτες τιµές σε αριθµητικό σώµα

Θα µελετήσουµε τις απόλυτες τιµές πάνω από αριθµητικό σώµα K. Για να το
κάνουµε αυτό ϑα πρέπει να εξετάσουµε πώς µπορεί να επεκταθεί µια απόλυτη
τιµή από το Q στο K. Κατ’ αρχάς, παρατηρούµε ότι ο περιορισµός στο Q
µιας µη τετριµµένης απόλυτης τιµής του σώµατος K είναι µη τετριµµένη
απόλυτη τιµή του Q. Πράγµατι, έστω | · |1 µια µη τετριµµένη απόλυτη τιµή
του αριθµητικού σώµατος K. Παίρνοντας τον περιορισµό της |·|1 στοQ έχουµε
την απόλυτη τιµή | · |0 του Q. Θα δείξουµε ότι η | · |0 είναι µη τετριµµένη.
΄Εστω η ϐάση ω1, . . . , ωn του K υπερ το Q. Για κάθε x ∈ K έχουµε ότι
x = q1ω1 + . . . + qnωn, µε qi ∈ Q, οπότε

|x|1 = |q1|0|ω|1 + . . . + |qn|0|ωn|1.

Αν η απόλυτη τιµή | · |0 είναι τετριµµένη τότε |qi|0 ≤ 1 και άρα:

|x|1 ≤
n∑

i=1

|ωi|1,

για όλα τα x ∈ K. ΄Ατοπο, αφού κάθε µη τετριµµένη απόλυτη τιµή δεν είναι
ϕραγµένη.

Από το ϑεώρηµα του Ostrowski συµπεραίνουµε ότι η |·|0 είναι ισοδύναµη
είτε µε την p−αδική απόλυτη τιµή (σε αυτή την περίπτωση η | · |1 είναι µη
αρχιµήδεια), είτε µε την συνηθισµένη απόλυτη τιµή (σε αυτή την περίπτωση η
| · |1 είναι αρχιµήδεια).

Συµβολίζουµε µε MK το σύνολο όλων των κλάσεων απολύτων τιµών του
σώµατος K ως προς την ισοδυναµία απολύτων τιµών και µε M∞

K το υποσύνολο
του MK , που αποτελείται από τις κλάσεις των αρχιµήδειων απολύτων τιµών.
Για κάθε ισοδύναµη κλάση υ ∈ MK συµβολίζουµε µε Kυ την πλήρωση του K
ως προς την υ. Τα στοιχεία (κλάσεις ισοδυναµίας) του MK λέγονται και ϑέσεις
του K και κάθε ϑέση χαρακτηρίζεται αρχιµήδεια ή µη αρχιµήδεια ανάλογα
µε το αν είναι κλάση ισοδυναµίας αρχιµήδειας ή µη αρχιµήδειας απόλυτης
τιµής, αντιστοίχως.

Το ϑεώρηµα του Ostrowski λέει, ουσιαστικά, ότι το MQ αποτελείται από
τη ϑέση της συνήθους απόλυτης τιµής και από τις ϑέσεις των p-αδικών απολύτων
τιµών, καθώς ο p διατρέχει όλους τους πρώτους. ΄Αρα, για υ0 ∈ MQ, το Qυ0

είναι το R είτε το Qp για κάποιον πρώτο p.
Αν το K είναι επέκταση του αριθµητικού σώµατος K0 και υ0 ∈ MK0 ,

υ ∈ MK , ο συµβολισµός υ|υ0 σηµαίνει ότι µία (άρα και κάθε) απόλυτη τιµή
στη ϑέση υ είναι επέκταση (ως συνάρτηση ορισµένη στο K) κάποιας απόλυτης
τιµής που ανήκει στη υ0.
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Αν υ ∈ MK και υ|υ0 µε υ0 ∈ MQ, τότε τον ϐαθµό dυ := [Kυ : Qυ0 ]
ορίζουµε ως ϐαθµό της υ ως προς τη συγκεκριµένη υ0 ή, απλώς, ϐαθµό της υ
αν είναι σαφές ποια είναι η ϑέση υ0.

3.2.1 Αρχιµήδειες απόλυτες τιµές

΄Εστω K = Q(α) αριθµητικό σώµα ϐαθµού n και f το ανάγωγο πολυώνυµο
του α υπέρ το Q, το οποίο γράφοµε ως

f(X) = a0X
n + · · · an−1X + an ∈ Z[X] , (a0, a1, . . . , an) = 1 .

΄Εστω r1 το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών και r2 το πλήθος των Ϲευγών των
συζυγών µιγαδικών ϱιζών του f , οπότε n = r1 + 2r2. Τις ϱίζες αυτές συµβολί-
Ϲουµε α(1), . . . , α(r1) (πραγµατικές), α(r1+1), α(r1+1), . . . , α(r1+r2), α(r1+r2) (µι-
γαδικές).
Υπάρχουν ακριβώς n µονοµορφικές εµφυτεύσεις σωµάτων K ↪→ C, συµ-
ϐολιζόµενες

σ1, . . . , σr1 , σr1+1, σr1+1, . . . σr1+r2 , σr1+r2 ,

οι οποίες χαρακτηρίζονται από τις τιµές τους στο α:

σj(α) = α(j) , 1 ≤ j ≤ r1 + r2 , σj(α) = α(j) , r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2 .

Σε κάθε εµφύτευση σ : K ↪→ C, αντιστοιχεί µια απόλυτη τιµή | · |σ η οποία
ορίζεται ως εξής : |x|σ = |σ(x)|,1 για x ∈ K. Αποδεικνύεται ότι, µε αυτόν
τον τρόπο παίρνουµε όλες (κατά προσέγγιση ισοδυναµίας απολύτων τιµών) τις
αρχιµήδειες απόλυτες τιµές του K (όλες είναι επεκτάσεις της συνηθισµένης
απόλυτης τιµής του Q στο K). Τη ϑέση της | · |σ συµβολίζουµε υσ ∈ MK και,
σύµφωνα µε τα παραπάνω, κάθε υ ∈ M∞

K ταυτίζεται µε κάποια υσ.
Κάνουµε τώρα την εξής σύµβαση: ΄Οταν για κάποια υ ∈ M∞

K γράφουµε
| · |υ, εννοούµε ότι αυτή η απόλυτη τιµή είναι µία από τις r1 + r2 απόλυτες
τιµές | · |σi για κάποιο i ∈ {1, . . . , r1 + r2}.

Αν σ = σj για κάποιο j ∈ {1, . . . , r1}, τότε σ(K) ⊂ R, άρα Kυσ = R. Η
εµφύτευση σ και η ϑέση υσ χαρακτηρίζονται τότε πραγµατικές. Αν σ = σj ή
σj για κάποιο j ∈ {r1 + 1, . . . , r1 + r2}, τότε Kυσ = C και η εµφύτευση σ,
καθώς και η ϑέση υσ χαρακτηρίζονται µιγαδικές.
Στην περίπτωση, που µελετούµε, είναι dυ = [Kυ : R], οπότε

dυ =
{

1, αν υ = υσ για κάποια πραγµατική εµφύτευση σ,
2, αν υ = υσ για κάποια µιγαδική εµφύτευση σ

1Με | · | εννούµε το συνηθισµένο µέτρο µιγαδικού αριθµού στο C του οποίου ο περιορισµός
στο R είναι η συνηθισµένη απόλυτη τιµή
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και, συνεπώς,
∑

υ∈MK ,υ|υ0

dυ = [K : Q] όταν υ0 είναι η συνήθης απόλυτη τιµή του Q. (3.1)

Επίσης, σύµφωνα µε τα παραπάνω,
∏

υ∈M∞
K

|α|dυ
υ =

n∏

i=1

|α(i)| =
∣∣∣an

a0

∣∣∣ ,

οπότε και ∏

υ∈M∞
K

max{1, |α|υ}dυ =
n∏

i=1

max{1, |α(i)|}.

3.2.2 Μη αρχιµήδειες απόλυτες τιµές

΄Εστω K, α, n, f,MK ,M∞
K όπως στην υποενότητα 3.2.1 και p ϱητός πρώ-

τος. Χρησιµοποιούµε, επίσης, τον εξής γενικό συµβολισµό. Για κάθε πρώτο
ιδεώδες ℘ του K και για κάθε x ∈ K∗ ορίζουµε την ℘-αδική αποτίµηση ν℘(x)
του x ως τον ακέραιο µε τον οποίον εµφανίζεται το ℘ στην κανονική ανάλυση σε
πρώτα ιδεώδη του ιδεώδους 〈x〉. Επεκτείνοντας την ℘-αδική αποτίµηση και στο
0, ορίζουµε ν℘(0) = ∞. Επίσης, µε e℘ και d℘ συµβολίζουµε, αντιστοίχως, τον
δείκτη διακλάδωσης και τον ϐαθµό αδρανείας του ℘. Η έννοια της ℘-αδικής
αποτίµησης στο K επεκτείνει την έννοια της p-αδικής αποτίµησης στο Q, που
ορίσθηκε στην ενότητα 3.1, και σχετίζεται µε αυτήν ως εξης : ν℘(x) = e℘ ·νp(x)
για x ∈ Q.

Το f , αν και ανάγωγο πάνω από το Q, δεν είναι, εν γένει, ανάγωγο πάνω
από το Qp. ΄Εστω, λοιπόν,

f(X) = g1(X) · · · gm(X) , gi(X) ∈ Qp[X] ανάγωγο (i = 1, . . . , m). (3.2)

Τα gi είναι διαφορετικά µεταξύ τους (µ’ άλλα λόγια, το f δεν έχει πολλαπλές
ϱίζες πάνω από το Qp) και έστω ότι di είναι ο ϐαθµός του gi (i = 1, . . . , m).
Θέτουµε, επίσης Ki = Qp(αi), όπου gi(αi) = 0. Κάθε x = c0 + c1α + · · · +
cn−1α

n−1 ∈ Q(α) = K αντιστοιχεί στο xi ∈ Ki, που προκύπτει όταν το α στην
έκφραση του x αντικατασταθεί από το αi. Ακόµη ακριβέστερα, η αντιστοιχία
αυτή είναι µονοµορφική εµφύτευση σωµάτων K ↪→ Ki, οπότε ϐλέπουµε στο
εξής τα Ki ως επεκτάσεις όχι µόνο του Qp, αλλά και του K.

Είναι πολύ σηµαντικό ότι η ανάλυση του f σε ανάγωγα πολυώνυµα του
Qp[X] έχει στενή σχέση µε την ανάλυση του ιδεώδους 〈p〉 σε πρώτα ιδεώδη του
K. Συγκεκριµένα, έχουµε µια κανονική ανάλυση σε πρώτα ιδεώδη

〈p〉 = ℘
e℘1
1 · · ·℘e℘m

m , (3.3)
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όπου η αρίθµηση των πρώτων ιδεωδών είναι τέτοια ώστε να ισχύει

νp(NKi/Qp
(xi)) = d℘iν℘i(x) για κάθε x ∈ K, και di = d℘ie℘i (i = 1, . . . , m).

(3.4)
Από την τελευταία σχέση, ειδικώτερα, έπεται ότι

n =
m∑

i=1

d℘ie℘i . (3.5)

Για κάθε πρώτο ιδεώδες ℘ πάνω από τον p ορίζεται η ℘-αδική απόλυτη
τιµή στο K:

|x|℘ = p
− 1

e℘
ν℘(x)

, x ∈ K, (3.6)

οπότε, ειδικώτερα, |x|℘i = |x|p για κάθε x ∈ Q. ΄Αρα, λόγω της (3.3) ϐλέπουµε
ότι έχουµε m ℘-αδικές απόλυτες τιµές | · |℘1 , . . . , | · |℘m , οι οποίες επεκτείνουν
την | · |p στο K. Οι απόλυτες τιµές αυτές είναι µη ισοδύναµες και κάθε άλλ-
η απόλυτη τιµή, που επεκτείνει στο K την απόλυτη τιµή | · |p του Qp, είναι
ισοδύναµη µε µία από αυτές τις m ℘-αδικές απόλυτες τιµές. Τις ϑέσεις (κ-
λάσεις ισοδυναµίας) αυτών των ℘-αδικών απολύτων τιµών συµβολίζουµε υ℘i ,
i = 1, . . . ,m. Κατ’ αναλογία µε τη σύµβαση που κάναµε στην υποενότητα
των αρχιµήδειων απολύτων τιµών, η ϑέση υ℘ ϑα αντιπροσωπεύεται σ’ αυτή την
εργασία αποκλειστικά από την απόλυτη τιµή που ορίζεται από τη σχέση (3.6).
Επίσης, όταν για κάποια ϑέση υ ∈ MK γράφουµε | · |υ µε υ|p εννοούµε ότι η
απόλυτη τιµή | · |υ του K είναι κάποια | · |℘i για κάποιο i ∈ {1, . . . , m}.

Προχωρούµε τώρα να δούµε πώς επεκτείνεται η p-αδική απόλυτη τιµή |·|p
του Qp σε µια οποιαδήποτε πεπερασµένη επέκταση, έστω L, του Qp ϐαθµού
d. Συµβολίζουµε µε Cp την πλήρωση της αλγεβρικής κλειστότητας του Qp. Η
p−αδική απόλυτη τιµή | · |p του Qp επεκτείνεται µε µοναδικό τρόπο στην L ως
εξής :

|x|p =
∣∣NL/Qp

(x)
∣∣ 1

d
p

, x ∈ L (3.7)

και το L είναι πλήρες ως προς αυτή την απόλυτη τιµή. Ο παραπάνω ορισµός
της απόλυτης τιµής δεν εξαρτάται από το L, οπότε αυτό επιτρέπει την επέκταση
της απόλυτης τιµής | · |p σε όλο το Cp.

Εφαρµόζουµε τα παραπάνω όταν L = Ki, i ∈ {1, . . . , m}. Η πρώτη σχέση
(3.4) σε συνδυασµό µε την (3.7) δίνουν

|xi|p = |x|℘i , (i = 1, . . . ,m).

Ακόµη ακριβέστερα, Ki είναι η πλήρωση του K ως προς την απόλυτη τιµή
| · |℘i . Συνεπώς, αν υ ∈ MK και υ|p, οπότε η υ είναι η ϑέση µιας ℘-αδικής
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απόλυτης τιµής για κάποιο πρώτο ℘ = ℘i που διαιρεί τον p, τότε η πλήρωση
Kυ του K ως προς τη υ είναι η Ki µε την απόλυτη τιµή που ορίζεται από την
(3.7) για L = Ki και για τον ϐαθµό dυ := [Kυ : Qp] της υ έχουµε dυ = d℘ie℘i

και η σχέση (3.5) γίνεται
∑

υ∈MK ,υ|υ0

dυ = [K : Q] όταν υ0 είναι p-αδική απόλυτη τιµή του Q. (3.8)

Αφ’ ετέρου, το gi(X) ∈ Qp[X] έχει di διαφορετικές ϱίζες στο Cp, που τις
συµβολίζουµε α

(j)
i , j = 1, . . . , di και η επέκταση Ki/Qp είναι ισόµορφη µε

την Qp(α
(j)
i ) για κάθε j. Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε την p-αδική απόλυτη τιµή

του α
(j)
i ∈ Cp, έχουµε |α(j)

i |p = |α|℘i για κάθε j = 1, . . . , di. ΄Αρα,

m∏

i=1

di∏

j=1

|α(j)
i |p =

m∏

i=1

|α|di
℘i

και επειδή τα α
(j)
i στο παραπάνω γινόµενο είναι, ακριβώς, οι ϱίζες του f(X) στο

Cp και το γινόµενό τους είναι (−1)nan/a0, καταλήγουµε τελικά στις σχέσεις
∏

υ ∈ MK
υ|p

|α|dυ
υ =

∏
β ∈ Cp
ϱίζα του f

|β|p =
∣∣an

a0

∣∣
p

και ∏
υ ∈ MK

υ|p

max{1, |α|dυ
υ } =

∏
β ∈ Cp
ϱίζα του f

max{1, |β|p} .

3.3 Ο τύπος του γινοµένου σε αριθµητικό σώµα

Ο τύπος του γινοµένου στο Q, τον οποίο αναφέραµε στην 3.1, γενικεύεται και
στα αριθµητικά σώµατα.

Θεώρηµα 3.3.1. (Τύπος γινοµένου σε αριθµητικό σώµα) ΄Εστω αριθµητικό σώ-
µα K. Για κάθε µη µηδενικό x ∈ K ισχύει

∏

υ∈MK

|x|dυ
υ = 1.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ K∗. ΄Εστω p ϱητός πρώτος και η ανάλυση του 〈p〉 σε
πρώτα ιδεώδη δίδεται από τη σχέση (3.3). Τότε, σύµφωνα µε όσα αναπτύξαµε
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στην υποενότητα 3.2.2, της οποίας διατηρούµε το συµβολισµό και εδώ, έχουµε

∏

υ|p
|x|dυ

υ =
m∏

i=1

|x|di
℘i

= 2
m∏

i=1

p−d℘iν℘i (x) =
m∏

i=1

N(℘i)−ν℘i (x) = N(
∏

℘|p
℘−ν℘(x)) .

όπου N συµβολίζει τη Norm ως προς την επέκταση K/Q. Επειδή, προφανώς,∏
p

∏
℘|p ℘ν℘(x) = 〈x〉, όπου στο πρώτο γινόµενο το p διατρέχει όλους τους

πρώτους, συµπεραίνοµε ότι
∏

υ∈MK\M∞
K

|x|dυ
υ = N(〈x〉)−1 = |N(x)|−1 .

Φυσικά, το υ στο πρώτο από τα παραπάνω γινόµενα διατρέχει όλες τις µη
αρχιµήδειες απόλυτες τιµές του K.

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος, µένει ν’ αποδείξουµε
ότι

∏
υ∈M∞

K
|x|υ = |N(x)|.

Αλλά, σύµφωνα µε την υποενότητα 3.2.1, της οποίας διατηρούµε και τον
συµβολισµό,

∏

υ∈M∞
K

|x|dυ
υ =

r1∏

i=1

|σi(x)|
r2∏

i=1

|σr1+i(x)|2

= |σ1(x)| · · · |σr1(x)||σr1+1(x)||σr1+1(x)| · · · |σr1+r2(x)||σr1+r2(x)|
= |N(x)| .

2

Τέλος, επανερχόµενοι στις σχέσεις (3.1) και (3.8), ϐλέπουµε ότι αυτές
µπορούµε να τις διατυπώσουµε υπό ενοποιηµένη µορφή ως εξής :

∑

υ∈MK ,υ|υ0

[Kυ : Qυ0 ] = [K : Q] για κάθε υ0 ∈ MQ.

Γενικεύοντας αυτή την πρόταση έχουµε:

Θεώρηµα 3.3.2. ΄Εστω L πεπερασµένη επέκταση του αριθµητικού σώµατος K
και υ ∈ MK . Τότε ∑

w∈ML,w|υ
[Lw : Kυ] = [L : K] .

2(ϐλέπε (3.6) και (3.4))
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3.4 Απόλυτο λογαριθµικό ύψος (Weil)

΄Εστω α ένας αλγεβρικός αριθµός. ΄Εστω K ένα αριθµητικό σώµα ϐαθµού n το
οποίο περιέχει τον α. Ορίζουµε το απόλυτο λογαριθµικό ύψος του α (Weil):

h(α) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{1, |α|υ}.

Από το ϑεώρηµα 3.3.2 έχουµε ότι το h(α) δεν εξαρτάται από την έπιλογή του
σώµατος K το οποίο περιέχει το α, αλλά µόνο από το α. Αυτό διότι :

΄Εστω α ∈ K και έστω K ′ µια πεπερασµένη επέκταση του K. ΄Εστω
επίσης : [K ′ : Q] = n′ και [K : Q] = n. Αφού α ∈ K, έχω ότι και α ∈ K ′.
Οπότε αν ϑεωρήσουµε το h(α) για το K ′ έχουµε

h(α) =
1
n′

∑

w∈MK′

dw log max{1, |α|ω}

(|α|w = |α|υ, αφού α ∈ K ⊂ K ′) =
1
n′

∑

υ∈MK

∑

w∈MK′
η επέκταση της υ στο K′

dw log max{1, |α|υ}

=
1

[K ′ : K] · n
∑

υ∈MK

∑

w∈MK′
η επέκταση της υ στο K′

dw log max{1, |α|υ}

(ϑεώρηµα 3.3.2) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{1, |α|υ}.

Παράδειγµα. Για δύο ϱητούς ακέραιους a, b οι οποίοι είναι πρώτοι
µεταξύ τους,

h(
a

b
) = log max{|a|, |b|}.

Λήµµα 3.4.1. ΄Εστω α1, α2 δύο αλγεβρικοί αριθµοί. Τότε

1. h(α1α2) ≤ h(α1) + h(α2).

2. h(α1 + α2) ≤ log 2 + h(α1) + h(α2).

Επίσης, για κάθε αλγεβρικό αριθµό α 6= 0 και για κάθε d ∈ Z,

3. h(αd) = |d|h(α).
Απόδειξη.

Η ανισότητα 1 ισχύει λόγω της

max{1, xy} ≤ max{1, x} · {1, y}, για κάθε x, y ≥ 0.
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Η ανισότητα 2 ισχύει λόγω της

max{1, x + y} ≤ 2max{1, x}max{1, y}, για κάθε x, y ≥ 0.

Θα αποδείξουµε την 3:
Ισχύει το εξής :

max{1, xn} = max{1, x}n για κάθε x ≥ 0, n ∈ Z.

Αν d ≥ 0 τότε για κάθε αλγεβρικό αριθµό α έχουµε ότι

h(αd) = d · h(α).

΄Εστω d < 0. Τότε,
|αd|υ =

1
|α|−d

υ

=
∣∣ 1
α

∣∣−d

υ
.

Οπότε για d < 0

h(αd) = −d · h(
1
α

).

Αν δείξουµε ότι h( 1
α) = h(α), τότε ϑα έχουµε δείξει ότι

h(αd) = |d| · h(α),

για κάθε αλγεβρικό αριθµό α 6= 0 και d ∈ Z.
Θα δείξουµε λοιπόν ότι h(α) = h( 1

α).
Ισχύει το εξής :

max{1, x} = x ·max{1,
1
x
}, x > 0.
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΄Αρα,

h(
1
α

) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{1,
∣∣ 1
α

∣∣
υ
}

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |α|υmax{1,
∣∣α∣∣

υ
}

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |max{1,
∣∣α∣∣

υ
}+

1
n

∑

υ∈MK

dυ log |α|υ

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |max{1,
∣∣α∣∣

υ
}+

1
n

∑

υ∈MK

log |α|dυ
υ

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |max{1,
∣∣α∣∣

υ
}+

1
n

log
( ∏

υ∈MK

|α|dυ
υ

)

(ϑεώρηµα 3.3.1) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |max{1,
∣∣α∣∣

υ
}+

1
n

log 1

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |max{1,
∣∣α∣∣

υ
} = h(α).

2

Σηµείωση. Στην ανισότητα 2 ο σταθερός όρος log 2 στο δεξιό µέλος δεν
µπορεί να αντικατασταθεί από µικρότερη σταθερά, αφού αν πάρουµε a1 =
a2 = 1, τότε,

h(a1 + a2) = h(2) =
∑

υ∈MQ

log max{1, |2|υ}

= log {1, |2|}+ log max{1, |2|2}+ log max{1, |2|3}+ log max{1, |2|5}+ . . .

= log 2 + log max{1,
1
2
}

= log 2.

(Στην ανισότητα 2: log 2 + h(α1) + h(α2) ≥ log 2, αφού h(α) ≥ 0).
2

Το επόµενο λήµµα µας δίνει ένα άνω ϕράγµα για το απόλυτο λογαριθµικό
ύψος αλγεβρικού αριθµού ο οποίος δίνεται ως η τιµή ενός πολυωνύµου στους
αλγεβρικούς αριθµούς γ1, . . . , γt.

΄Εστω f ∈ C[x1, . . . , xt] ένα πολυώνυµο µε t µεταβλητές και µε µι-
γαδικούς συντελεστές. Συµβολίζουµε µε L(f) το άθροισµα των µέτρων των
συντελεστών του f και το ονοµάζουµε µήκος του πολυωνύµου f . Το L(f)
ικανοποιεί τις εξής δύο ανισότητες
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• L(f + g) ≤ L(f) + L(g)

• L(fg) ≤ L(f)L(g).

Η απόδειξη της πρώτης ανισότητας δεν έχει καποια δυσκολία. Για την
δεύτερη ανισότητα,

΄Εστω f =
∑

i aiX
i και g =

∑
j bjX

j , όπου: i = (i1, . . . , it) ∈ Nt, X =

(x1, . . . , xt), Xi = xi1
1 · xi2

2 · . . . · xit
t .

fg =
∑

k

∑

i+j=k

aibjX
k.

Οπότε,

L(fg) =
∑

k

∣∣∣
∑

i+j=k

aibj

∣∣∣ ≤
∑

k

∑

i+j=k

|aibj | = L(f)L(g).

Εφαρµογή του λήµµατος 3.4.3, το οποίο ϑα αποδείξουµε παρακάτω, είναι
το εξής

Λήµµα 3.4.2. ΄Εστω f ∈ Z[x1, . . . , xt], είναι ένα µη µηδενικό πολυώνυµο t
µεταβλητών µε συντελεστές ϱητούς ακεραίους. ΄Εστω γ1, . . . , γt αλγεβρικοί
αριθµοί. Τότε :

h
(
f(γ1, . . . , γt)

) ≤ log L(f) +
t∑

i=1

(
degxi

f
)
h(γi).

Παρατηρήσεις.
(1) ΄Εστω p1

q1
και p2

q2
δύο ϱητοί αριθµοί µε qi > 0, i = 1, 2 και µκδ(p1, q1) =µκδ(p2, q2).

Αν εφαρµόσουµε το λήµµα 3.4.2 έχουµε

h(
p1

q1
+

p2

q2
) ≤ log 2 + log max{|p1|, q1}+ log max{|p2|, q2}

= log 2 + h(
p1

q1
) + h(

p1

q1
),

συµπίπτει δηλαδή µε την ιδιότητα 2 του λήµµατος 3.4.1 όταν a1, a2 είναι
ϱητοί.

Επίσης πιο χρήσιµο είναι το εξής :
Αν p1

q1
= a

c , p2

q2
= b

c µε µκδ(a, b, c) = 1, c > 0, τότε :

h(
a

c
+

b

c
) ≤ log max{|a + b|, c}
≤ log 2 + log max{|a|, |b|, c}.
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(2) Εφαρµόζοντας το λήµµα 3.4.2 µε f(x1, . . . , xn) = x1 + . . . , xn,
έπεται η γενίκευση της σχέσης 2 του λήµµατος 3.4.1,

h(α1 + . . . + αn) ≤ log n + h(α1) + . . . + h(αn).

΄Εστω K αλγεβρικό σώµα ϐαθµού n. Θυµίζουµε ότι το s−διάστατο προβο-
λικό επίπεδο Ps(K) πάνω από ένα σώµα K αποτελείται από τις κλάσεις ισο-
δυναµίας των (y0, . . . , ys), όπου yi όχι όλα µηδέν, όταν η σχέση ισοδυναµίας
είναι η εξής :

y0 : . . . : ys = y
′
0 : . . . : y

′
s αν και µόνο αν
∃ a ∈ K τέτοιο ώστε y

′
i = a · yi για κάθε i = 0, . . . , s.

(Αν K
′ ⊂ K τότε : Ps(K

′
) ⊆ Ps(K)).

΄Εστω ϑ0, . . . , ϑs και λ στοιχεία του K µε (ϑ0, . . . , ϑs) 6= (0, . . . , 0) και
λ 6= 0. Τότε :

1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|λϑ0|υ, . . . , |λϑs|υ}

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |λ|υmax{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ}

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ}+
1
n

∑

υ∈MK

dυ log |λ|dυ
υ

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ}+
1
n

log
∏

υ∈MK

|λ|dυ
υ

(ϑεώρηµα 3.3.1) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ}+
1
n

log 1

=
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ}.

Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε ότι ο αριθµός
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ},

εξαρτάται µόνο από την κλάση (ϑ0 : . . . : ϑs) του (ϑ0, . . . , ϑs) στο προβολικό
επίπεδο Ps(K). Τον παραπάνω αριθµό ϑα τον συµβολίζουµε µε h(ϑ0 : . . . :
ϑs), δηλαδή

h(ϑ0 : . . . : ϑs) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{|ϑ0|υ, . . . , |ϑs|υ}.
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Επίσης : h(α) = h(1 : α).

Λήµµα 3.4.3. ΄Εστω K ένα αριθµητικό σώµα και s1, . . . , st ϑετικοί ϱητοί ακέραιοι.
Για 1 ≤ i ≤ t, έστω γi1, . . . , γisi στοιχεία του K. Συµβολίζουµε µε γ το
σηµείο (γij) 1≤i≤t

1≤j≤si

στο Ks1+...+st . Επίσης έστω f ένα µη µηδενικό πολυώνυ-

µο s1 + . . . + st µεταβλητών, µε συντελεστές από το Z, συνολικού ϐαθµού το
πολύ Ni ως προς τις si µεταβλητές, οι οποίες αντιστοιχούν στα γi1, . . . , γisi . Τότε

h
(
f(γ)

) ≤ log L(f) +
t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi).

Για si = 1, i = 1, . . . , t έχουµε το λήµµα 3.4.2.

Απόδειξη. Γράφουµε, f =
∑

λ pλ
∏t

i=1

∏si
j=1 X

λij

ij , όπου pλ ∈ Z και το λ =
(λij) τρέχει σε ένα πεπερασµένο υποσύνολο τουNs1+...+st . Λόγω της υπόθεσης
έχουµε ότι

λi1 + . . . + λisi ≤ Ni, Ni ∈ N.

(ϐλ. επόµενη σελλίδα)
• Αν υ ∈ M0

K , τότε

log max{1, |f(γ)|υ} = log max
{
1,

∣∣ ∑

λ

pλ

t∏

i=1

si∏

j=1

γ
λij

ij

∣∣
υ

}

≤ log max
{

1, max
λ
{∣∣pλ

t∏

i=1

si∏

j=1

γ
λij

ij

∣∣
υ
}
}

= log max
{

1, max
λ
{|pλ|υ

∣∣
t∏

i=1

si∏

j=1

γ
λij

ij

∣∣
υ
}
}

(|pλ|υ℘ = p
−1
e℘

ν℘(pλ) ≤ 1, αφού pλ ∈ Z) ≤ log max
{

1, max
λ
{

t∏

i=1

si∏

j=1

∣∣γλij

ij

∣∣
υ
}
}

= log max
{

1, max
λ
{1,

t∏

i=1

si∏

j=1

∣∣γλij

ij

∣∣
υ
}
}

≤ log max
{

1,
t∏

i=1

max
λ
{1,

si∏

j=1

∣∣γλij

ij

∣∣
υ
}
}

≤
t∑

i=1

log max{1, max{1,

si∏

j=1

|γij |λij
υ }}.
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΄Οµως,

max
λ
{1, |γi1|λi1

υ · · · |γisi |
λisi
υ } ≤ max

λ
{1, |γi1|λi1

υ } · · ·max
λ
{|γisi |

λisi
υ }

≤ max
λ
{1, |γi1|υ}λi1 · · ·max

λ
{|γisi |υ}λisi

≤ max{1, |γi1|υ, . . . , |γisi |υ}λi1+...+λisi

≤ max{1, |γi1|υ, . . . , |γisi |υ}Ni .

΄Αρα, για υ ∈ M0
K

log max{1, |f(γ)|υ} ≤
t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|υ, . . . , |γisi |υ}.

• Αν υ ∈ M∞
K , τότε

log max{1, |f(γ)|υ} = log max
{
1,

∣∣∑

λ

pλ

t∏

i=1

si∏

j=1

γ
λij

ij

∣∣
υ

}

≤ log max
{
1,

∑

λ

|pλ|υ
t∏

i=1

si∏

j=1

|γλij

ij |υ
}

≤ log max
{

1,
∑

λ

|pλ|υ ·maxλ

{ t∏

i=1

si∏

j=1

|γλij

ij |υ
}}

(
∑

λ

|pλ|υ ≥ 1, διότι pλ ∈ Z) ≤ log
(
L(f) ·max

{
1, maxλ

{ t∏

i=1

si∏

j=1

|γλij

ij |υ
}})

= log L(f) + log max
{

1, maxλ

{ t∏

i=1

si∏

j=1

|γλij

ij |υ
}})

≤ log L(f) +
t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|υ, . . . , |γisi |υ}.

Οπότε, αφού

h
(
f(γ)

)
=

1
n

∑

υ∈MK

dυ log max
{
1,

∣∣f(γ)
∣∣
υ

}
,

h(1 : γi1 : . . . : γisi) =
1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{1, |γi1|υ . . . , |γisi |υ},
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και ∑

υ∈M∞
K

dυ = [K : Q] =
∑

υ∈M0
K

dυ,

έχουµε ότι

h
(
f(γ)

) ≤ log L(f) +
t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi).

2

3.5 Ανισότητες του Liouville

Η πιο απλή ανισότητα από την οποία προκύπτουν και οι υπόλοιπες είναι :
|x| ≥ 1 για κάθε x ∈ Z x 6= 0. Επίσης, για ένα ϱητό αριθµό p

q µε p, q πρώτοι
µεταξύ τους και q > 0 έχουµε |pq | ≥ 1

q .
Με όρους του λογαριθµοκού ύψους Weil του p

q (µε µκδ(p, q) = 1 και
q > 0) h(p

q ) = log max{|p|, q}, η προηγούµενη ανισότητα παίρνει την µορφή

log |x| ≥ −h(x),

για κάθε x ∈ Q∗.
Μια πολύ χρήσιµη ανισότητα είναι επίσης η εξής :

∣∣∣ log |α|υ
∣∣∣ ≤ [Q(α) : Q] · h(α), (3.9)

για κάθε µη µηδενικό αλγεβρικό αριθµό α και κάθε τα υ ∈ MQ(α).
Πράγµατι από την σχέση

h(α) =
1

[Q(α) : Q]

∑

υ∈MQ(α)

dυ log max{1, |α|υ},

προκύπτει ότι
log |α|υ ≤ [Q(α) : Q] · h(α).

Από την απόδειξη της 3.4.1 είδαµε ότι

h(α) = h(
1
α

), για α 6= 0.

΄Αρα,
log |α|υ ≥ −[Q(α) : Q] · h(α), για α 6= 0.
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Οπότε, ∣∣ log |α|υ
∣∣ ≤ [Q(α) : Q] · h(α),

για κάθε υ ∈ MQ(α).
Από το λήµµα 3.4.3 και λόγω της σχέσης 3.9 έχουµε ότι αν το f(γ) δεν

είναι µηδέν τότε

log
∣∣f(γ)

∣∣
υ
≥ −n log L(f)− n

t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi),

για κάθε υ ∈ MK , όπου n = [K : Q].
΄Οταν υ ∈ M∞

K , στην παραπάνω ανισότητα το −n log L(f) µπορεί ν’ αν-
τικατασταθεί από το −(n− 1) log L(f). Πράγµατι, έχουµε το εξής

Λήµµα 3.5.1. (Ανισότητα Liouville) ΄Εστω K αριθµητικό σώµα ϐαθµού n, υ ∈
M∞

K και s1, . . . , st ϑετικοί ακέραιοι. Για κάθε 1 ≤ i ≤ t, έστω τα γi1, . . . , γisi

στοιχεία του K. ΄Εστω επίσης πολυώνυµο f , s1 + . . . + st µεταβλητών µε
συντελεστές στο Z, το οποίο δεν µηδενίζεται στο γ = (γij) 1≤i≤t

1≤j≤si

. Υποθέτουµε

ότι ο συνολικός ϐαθµός του f ως προς τις µεταβλητές που αντιστοιχούν στα
γi1, . . . , γisi είναι το πολύ Ni. Τότε

log
∣∣f(γ)

∣∣
υ
≥ −(n− 1) log L(f)− n

t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi).

Για t = 1, s1 = 1, η παραπάνω πρόταση διατυπώνεται ως εξής :
Για πολυώνυµο f ∈ Z[x] ϐαθµού ≤ N και για έναν αλγεβρικό αριθµό

α ∈ C ϐαθµού n ο οποίος δεν είναι ϱίζα του f , έχουµε

|f(α)| ≥ L(f)1−n · e−n·N ·h(α).

(Εδώ µε | · | συµβολίζουµε την επέκταση της αρχιµήδειας απόλυτης τιµής του Q
στο Q(α) ⊆ C).

Απόδειξη. ΄Εστω υ ∈ M∞
K . Από την υπόθεση έχουµε ότι : f(γ) 6= 0. Οπότε,

από τον τύπο του γινοµένου έχουµε ότι

dυ log
∣∣f(γ)

∣∣
υ

= −
∑

ω 6=υ

dω log
∣∣f(γ)

∣∣
ω
.

Αν ω ∈ M∞
K , τότε από το λήµµα 3.4.3

log
∣∣f(γ)

∣∣
ω
≤

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|ω, . . . , |γisi |ω}+ log L(f).
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Επίσης, ∑

ω∈M∞
K

ω 6=υ

dω = n− dυ ≤ n− 1

Αν w ∈ M0
K , τότε επίσης από το λήµµα 3.4.3

log
∣∣f(γ)

∣∣
w
≤

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w}

Οπότε,

dυ log
∣∣f(γ)

∣∣
υ

= −
∑

w 6=υ

dw log
∣∣f(γ)

∣∣
w

= −
∑

w∈M0
K

dw log
∣∣f(w)

∣∣
w
−

∑

w∈M∞
K

w 6=υ

dw log
∣∣f(γ)

∣∣
w

≥ −
∑

w∈M0
K

(
dw

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w}
)

−
∑

w∈M∞
K

ω 6=υ

(
dw

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w}+ dw log L(f)
)

= −
∑

w∈MK
w 6=υ

dw

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w} −
∑

w∈M∞
K

w 6=υ

dw log L(f)

≥ −
∑

w∈MK
w 6=υ

dw

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w} − (n− 1) log L(f)

≥ −
∑

w∈MK

dw

t∑

i=1

Ni log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w} − (n− 1) log L(f)

= −(n− 1) log L(f)− n

t∑

i=1

Ni
1
n

∑

w∈MK

dw log max{1, |γi1|w, . . . , |γisi |w}

= −(n− 1) log L(f)− n
t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi).
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Οπότε, έχουµε

dυ log
∣∣f(γ)

∣∣
υ
≥ −(n− 1) log L(f)− n

t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi).

Γνωρίζουµε όµως ότι αφού υ ∈ M∞
K τότε dυ = 1 ή 2.

Επειδή −(n− 1) log L(f)− n
∑t

i=1 Nih(1 : γi1 : . . . : γisi) < 0 έχουµε σε
κάθε περίπτωση, (log

∣∣f(γ)
∣∣
υ

> 0 ή log
∣∣f(γ)

∣∣
υ

< 0), ότι

log
∣∣f(γ)

∣∣
υ
≥ −(n− 1) log L(f)− n

t∑

i=1

Nih(1 : γi1 : . . . : γisi).

2

΄Ενα επίσης πολύ σηµαντικό κάτω ϕράγµα, το οποίο είναι συνέπεια των
προηγούµενων, είναι το εξής

Θεώρηµα 3.5.2. (Θεώρηµα του Liouville)
Για κάθε α ∈ Q \Q ϐαθµού n > 1 υπάρχει c = c(α) τέτοιο ώστε :

∣∣∣α− p

q

∣∣∣
υ
≥ c

max{|p|, q}n
,

να ισχύει για κάθε p
q ∈ Q µε q > 0, όπου υ ∈ MQ(K) και K ένα αριθµητικό

σώµα το οποίο περιέχει το α.
Απόδειξη. Αν υ ∈ M∞

K το ϑεώρηµα προκύπτει από το λήµµα 3.5.1 µε f(x) =
qx − p. Εν τούτοις παρακάτω δίνουµε µια απόδειξη που ισχύει για κάθε
υ ∈ MK .

Από την σχέση 3.9 έχουµε ότι :

log
∣∣α− p

q

∣∣
υ
≥ −[Q(α− p

q
) : Q] · h(α− p

q
)

= −[Q(α) : Q] · h(α− p

q
)

≥ −n
(
h(α) + h

(p

q

)
+ log 2

)
.

Γνωρίζουµε όµως ότι : h
(p

q

)
= log max{|p|, q}.

΄Αρα:
∣∣α− p

q

∣∣
υ
≥ 1

en·h(α) ·max{|p|, q}n · 2n

=
c(α)

max{|p|, q}n
,

όπου c(α) = 1
en·h(α)·2n .

2
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3.6 Κάτω ϕράγµα για την ορίζουσα

Για S ∈ R+, Zn+1(S) συµβολίζει (όπως έχουµε ήδη αναφέρει) το σύνολο των
s = (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1 µε |sj | < S για j = 1, . . . , n + 1.

΄Εστω τώρα S1, . . . , Sn+1 ∈ R+. Θέτουµε S = (S1, . . . , Sn+1) και συµ-
ϐολίζουµε Zn+1(S) το σύνολο των s = (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1 µε |si| < Si, 1 ≤
i ≤ n + 1.

Πρόταση 3.6.1. ΄Εστω α1, . . . , αn+1 ∈ Q∗, β1, . . . , βn ∈ Q και
D := [Q(α1, . . . , αn+1, β1, . . . , βn) : Q]. ΄Εστω επίσης, L0, L1, S1, . . . , Sn+1 ∈

Z+. Ορίζουµε :

L :=
(

L0 + n

n

)
· (L1 + 1)

και
S := max{S1, . . . , Sn+1}.

΄Εστω s(1), . . . , s(L), οποιαδήποτε στοιχεία του Zn+1(S) και

∆ = det
(
(s(µ)

1 + s
(µ)
n+1β1)λ1 . . . (s(µ)

n + s
(µ)
n+1βn)λn(αs

(µ)
1

1 . . . α
s
(µ)
n+1

n+1 )λn+1

)
λ,µ

,

µε λ = (λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1, λ1+. . .+λn ≤ L0, λn+1 ≤ L1 και 1 ≤ µ ≤ L.
Τότε, είτε

∆ = 0

είτε

1
L

log |∆| ≥ −(D−1)(L0 log 2S+log L)−DL1

n+1∑

i=1

Sih(αi)−DL0h(1 : β1 : . . . : βn).

(3.10)
Απόδειξη.

Ορίζουµε το πολυώνυµο P ∈ Z[X1 . . . , Xn+1, Y1, . . . , Yn+1, Z1, . . . , Zn],
ως εξής :

P
(
X,Y , Z

)
= det

(
Pλ,µ

(
X,Y , Z

))
λ,µ

,

όπου

Pλ,µ

(
X,Y , Z

)
=

n∏

j=1

(s(µ)
j + s

(µ)
n+1Zj)λj

n∏

i=1

(
X

max{s(µ)
i ,0}

i Y
max{−s

(µ)
i ,0}

i

)λn+1 .

΄Εχουµε λοιπόν ότι :

∆ = P (α1, . . . , αn+1, α
−1
1 , . . . , α−1

n+1, β1, . . . , βn).

Για κάθε i, λ, µ για το πολυώνυµο Pλ,µ ισχύουν τα εξής :
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• degXi
≤ λn+1 ·max{s(µ)

i , 0}

• degYi
≤ λn+1 ·max{−s

(µ)
i , 0}

και

• degZ
3 ≤ L0.

Επίσης :

L(Pλ,µ) ≤
n∏

j=1

(|s(µ)
j |+ |s(µ)

n+1|
)λj ≤

n∏

j=1

(
S + S

)λj ≤ (2S)λ1+...+λn ≤ (2S)L0 .

Από τον ορισµό της ορίζουσας έχουµε ότι :

P =
∑

σ∈SL

sgn(σ) ·
L∏

µ=1

Pσ(µ),µ
4.

Ο ϐαθµός της µεταβλητής Xi, (καθώς και της Yi), του πολυωνύµου P είναι :

max{sµ
i , 0} ·

∑

λ

λn+1 ≤ Si

∑

λ

λn+1 = Si

((
L0 + n

n

)
· 0 + . . . +

(
L0 + n

n

)
· L1

)

= Si

(
L0 + n

n

)(
1 + 2 + . . . + L1

)

= Si

(
L0 + n

n

)
1 + L1

2
L1 =

1
2
LL1Si.

Ο συνολικός ϐαθµός των µεταβλητών Z1, . . . , Zn του πολυωνύµου P είναι :

Lλ1 + Lλ2 + . . . + Lλn = L(λ1 + . . . + λn) ≤ LL0.

Επίσης :

L(P ) ≤
∣∣∣

L∏

µ=1

L(Pσ1(µ),µ)
∣∣∣ + . . . +

∣∣∣
L∏

µ=1

L(PσL!(µ),µ)
∣∣∣

≤ L!
L∏

µ=1

(2S)L0 = L!(2S)LL0 .

Θα εφαρµόσουµε το λήµµα 3.5.1, όπου:
3∆ηλαδή συνολικού ϐαθµού στα Z1, . . . , Zn
4Συγκεκριµένα το σ είναι από το {1, . . . , L} 1-1 και επί στο σύνολο των λ =

(λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1 το οποίο έχει πλήθος ίσο µε
`

L0+n
n

´ · (L1 + 1)
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• t = 2n + 3,

• s1 = . . . = s2n+2 = 1, s2n+3 = n,

• γi1 = αi για i = 1, . . . , n+1, γi1 = α−1
i−n−1 για i = n+2, . . . , 2n+2 και

γ2n+3,j = βj για j = 1, . . . , n,

• Ni = Nn+i+1 = LL1Si
2 , i = 1, . . . , n + 1, N2n+3 = LL0

και για αρχιµήδεια απόλυτη τιµή υ ϑα πάρουµε την αρχιµήδεια απόλυτη τιµή
| · | του C.

΄Αρα:

log |∆| = log
∣∣∣P (α1, . . . , αn+1, α

−1
1 , . . . , α−1

n+1, β1, . . . , βn)
∣∣∣

≥ −(D − 1) log L(P )−

−D
2n+3∑

i=1

Nih(1 : α1 : . . . : αn+1 : α−1
1 : . . . : α−1

n+1 : β1 : . . . : βn)

= −(D − 1) log
[
L!(2S)LL0

]−

−D
2n+3∑

i=1

Nih(1 : α1 : . . . : αn+1 : α−1
1 : . . . : α−1

n+1 : β1 : . . . : βn)

≥ −(D − 1)(L log L + LL0 log 2S)−

−D
2n+3∑

i=1

Nih(1 : α1 : . . . : αn+1 : α−1
1 : . . . : α−1

n+1 : β1 : . . . : βn).

Λόγω του λήµµατος Αʹ.5.1,

h(1 : α1 : . . . : αn+1 : α−1
1 : . . . : α−1

n+1 : β1 : . . . : βn)

≤ h(α1) + . . . + h(αn) + h(α−1
1 ) + . . . + h(α−n

n ) + h(β1 : . . . : βn)

(h(α) = h(α−1)) = 2h(α1) + . . . + 2h(αn) + h(β1 : . . . : βn),

έχουµε ότι

log |∆| ≥ −(D − 1)(L log L + LL0 log S)− 2D

n+1∑

i=1

Nih(αi)−DN2n+3h(1 : β1 : . . . : βn)

≥ −(D − 1) · L(log L + L0 log S)− 2D
LL1

2

n+1∑

i=1

Sih(αi)−DLL0h(1 : β1 : . . . : βn),
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δηλαδή,

1
L

log |∆| ≥ −(D−1)(L0 log 2S+log L)−DL1

n+1∑

i=1

Sih(αi)−DL0h(1 : β1 : . . . : βn).

2

Από την πρόταση 3.6.1 έπεται το ακόλουθο

Πόρισµα 3.6.2. Με τις ίδιες υποθέσεις της πρότασης 3.6.1, αν ∆ 6= 0, τότε η
ανισότητα 3.10 µπορεί να πάρει την εξής µορφή

1
L

log |∆| ≥ −c2(L0 log S + L1S),

όπου c2 := c2(n, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn) ϑετική σταθερά.

Απόδειξη. Πράγµατι, λόγω ορισµού του L, έχουµε ότι

L ≤ Ln
0 (n + 1)(L1 + 1)

άρα, log L ≤ c′(L0 +L1), όπου c′ ϑετική σταθερά η οποία εξαρτάται από το n.
Επίσης,

Si ≤ S

D ≤ c′′

h(αi), h(1 : β1 : . . . : βn) ≤ c′′′,

όπου c′′, c′′′ ϑετικές σταθερές οι οποίες εξαρτώνται από τα α1, . . . , αn, β1, . . . , βn.
Οπότε, προκύπτει η ανισότητα

1
L

log |∆| ≥ −c2(L0 log S + L1S),

όπου το c2 είναι ϑετική σταθερα και εξαρτάται από τα n, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn.
2

3.7 Κάτω ϕράγµα για το ύψος

Είναι γνωστό από την Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών, (πρβλ. [26], [32]) ότι ένας
αλγεβρικός ακέραιος του οποίου όλοι οι συζυγείς έχουν µέτρο ≤ 1 είναι ϱίζα
της µονάδας. Η γενίκευση αυτού, η οποία οφείλεται στον Kronecker, είναι η
εξής :

Αν ένας µη µηδενικός αλγεβρικός αριθµός α ∈ K, K αριθµητικό σώµα,
ικανοποιεί |α|υ ≤ 1, για όλα τα υ ∈ MK , τότε ο α είναι ϱίζα της µονάδας.
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Από αυτό λοιπόν συµπεραίνουµε ότι οι µόνοι αλγεβρικοί αριθµοί α οι
οποίοι ικανοποιούν την σχέση: h(α) = 0, είναι το 0 και οι ϱίζες της µονάδας
5. ΄Ολοι οι υπόλοιποι αλγεβρικοί αριθµοί ικανοποιούν την σχέση: h(α) > 0.
Ενδιαφέρον αλλά συγχρόνως δύσκολο πρόβληµα, είναι η εύρεση ενός καλού
κάτω ϕράγµατος (όταν h(α) > 0) το οποίο ϑα εξαρτάται µόνο από το ϐαθµό
του του αλγεβρικού αριθµού α.

Αν για ένα µη µηδενικό αλγεβρικό αριθµό α, ισχύει ότι M(α) < 2
(πρβλ. παράγραφο Αʹ.4) τότε ο α είναι αλγεβρικός ακέραιος (από τον ορισ-
µό προκύπτει ότι M(α) ≥ 1). Οµοίως και ο α−1. Οπότε ο α είναι µονάδα.
Με άλλα λόγια, το (απόλυτο λογαριθµικό) ύψος ενός αλγεβρικού αριθµού, ο
οποίος δεν είναι µονάδα είναι το λιγότερο log 2/d.

Το πρόβληµα είναι λοιπόν, η εύρεση κάτω ϕράγµατος για το ύψος αλγε-
ϐρικών αριθµών, οι οποίοι είναι µονάδες, αλλά όχι ϱίζες της µονάδας.

Σηµειώνουµε ότι λόγω της σχέσης, h(α) = 1
d log M(α), (πρβλ. λήµµα

Αʹ.4.2), οι συνθήκες h(α) > 0 και M(α) > 1 είναι ισοδύναµες. ΄Αρα, λόγω των
παραπάνω, προκύπτει ότι για α αλγεβρικό ακέραιο, M(α) = 1, αν και µόνο
αν, ο α είναι µηδέν ή ϱίζα της µονάδας 6.

Το πρόβληµα είναι λοιπόν, η εύρεση κάτω ϕράγµατος για το ύψος αλγε-
ϐρικών αριθµών, οι οποίοι είναι µονάδες, αλλά όχι ϱίζες της µονάδας.

Αποδεικνύεται ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n υπάρχει ϑετική σταθερά
c(n), τέτοια ώστε, για κάθε αλγεβρικό αριθµό α, ο οποίος δεν είναι ϱίζα της
µονάδας και είναι ϐαθµού ≤ n, να ισχύει η ανισότητα: h(α) > c(n). Για
παράδειγµα, αν α = 21/n, τότε ϑα πρέπει c(n) ≤ log 2/n. Ο Lehmer διατύπ-
ωσε το εξής πρόβληµα (πρόβληµα Lehmer): υπάρχει ϑετική σταθερά c0, τέτοια
ώστε c(n) = c0/n;

Το πρώτο αποτέλεσµα προς αυτή την κατεύθυνση ήρθε το 1965, όταν οι
Schinzel και Zassenhauss [23], απέδειξαν το εξής :

Για κάθε µη µηδενικό αλγεβρικό αριθµό α ϐαθµού n ≥ 2, ο οποίος δεν
είναι ϱίζα της µονάδας, ισχύει ότι : h(α) > c

2n , για κάποια ϑετική σταθερά c.
Το 1971, οι Blanksby και Montgomery [9], ϐελτίωσαν το προηγούµενο

αποτέλεσµα και απέδειξαν ότι : h(α) > 1
52n2 log(6n)

. Το 1978, ο Stewart
[25], παρουσίασε µια µέθοδο της υπερβατικής ϑεωρίας αριθµών και απέδειξε :
h(α) > 1

104n2 log n
. Το αποτέλεσµα αυτό είναι προφανώς ασθενέστερο από το

προηγούµενο, αλλά η µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε είναι πολύ σηµαντική.
Το 1979, ο Dobrowolski [13], επεκτείνοντας την µέθοδο του Stewart απέδειξε
το εξής :

5Αφού: h(α) = 1
n

P
υ∈MK

dυ log max{1, |α|υ}, όπου n = [K : Q].
6Η υπόθεση εδώ για τον α, δηλαδή ότι είναι ακέραιος αλγεβρικός αριθµός, δεν µπορεί να

παραληφθεί. Αντιπαράδειγµα αποτελεί ο αριθµός 3+4i
5
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Για κάθε ε > 0 υπάρχει ένας ακέραιος n0(ε), (ο οποίος είναι υπολογίσιµος),
τέτοιος ώστε : για κάθε n > n0(ε) και κάθε αλγεβρικό αριθµό α ϐαθµού n, ο
οποίος δεν είναι ϱίζα της µονάδας, ισχύει ότι

h(α) >
1− ε

n
·
( log log n

log n

)3
.

Ακολούθησαν ύστερα και κάποιες ϐελτιώσεις αυτού του αποτελέσµατος, όπου
το 1− ε αντικαταστάθηκε από το 9

4 − ε.
Σε αυτή την παράγραφο ϑα δώσουµε ένα ϕράγµα για το ύψος ακολουθών-

τας την υπερβατική µέθοδο του Stewart. Το απότέλεσµα αυτό ϑα το χρειασ-
τούµε στο κεφάλαιο 7.

Θεώρηµα 3.7.1. ΄Εστω α ένας µη µηδενικός αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού n ≥
2. Υποθέτουµε ότι :

h(α) ≤ 1
2200n2 log n

.

Τότε ο α είναι ϱίζα της µονάδας.

Από το ϑεώρηµα 3.7.1 έπεται το εξής :
Αν α είναι ένας µη µηδενικός αλγεβρικός αριθµός, ο οποίος δεν είναι ϱίζα

της µονάδας, τότε :

h(α) >
1

103n3
.

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.7.1 χωρίζεται σε δύο µέρη, το υπερβατικό
επιχείρηµα και την επιλογή των παραµέτρων. Για το πρώτο µέρος χρειαζό-
µαστε το εξής

Λήµµα 3.7.2. ΄Εστω α ∈ C ένας αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού n µε |α| ≥ 1.
Αν υπάρχουν αριθµοί L,A,C, µε L άρτιο ϑετικό ακέραιο, A ≥ 2 ακέραιο και
C > 1 πραγµατικό, τέτοιοι ώστε :

1.
(

π
A

)2 +
(
AL log |α|)2 ≤ 1

C2 και

2.
(
1− 1

L

)
log C > 1 + 2n

L log L + n
2 ALh(α).

Τότε ο α είναι ϱίζα της µονάδας.

Απόδειξη. Θα συµβολίζουµε µε Log την πρωτεύουσα ή κύρια τιµή του λογ-
αρίθµου. ∆ηλαδή για z ∈ C \ {0} έχουµε ότι : Logz = log |z| + ıΘ, όπου
−π < Θ ≤ π.

΄Εστω οι αριθµοί L,A, C, L άρτιος ϑετικός ακέραιος, A ≥ 2 ακέραιος
και C > 1 πραγµατικός, οι οποίοι ικανοποιούν τις υποθέσεις 1 και 2 του
ϑεωρήµατος.
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Θεωρούµε τους AL αριθµούς, (όχι απαραίτητα διαφορετικούς),

Im Logαs, (0 ≤ s < AL),

οι οποίοι είναι στο διάστηµα (−π, π]. ΄Εστω

(−π, π] =
A−1⋃

j=0

Ij ,

όπου Ij = (−π + 2πj
A ,−π + 2π(j+1)

A ], 0 ≤ j ≤ A − 1. Από την Αρχή του
Περιστερώνα συµπεραίνουµε ότι κάποιο j µε 0 ≤ j ≤ A− 1 τέτοιο ώστε το Ij

περιέχει τουλάχιστον L από τους AL αριθµούς Im Logαs. Για αυτό λοιπόν το
Ij έστω ϑ = −π + π(2j+1)

A , το κέντρο του. Τότε υπάρχουν L ϱητοί ακέραιοι sλ,
1 ≤ λ ≤ L, µε 0 ≤ s1 < s2 < . . . < sL < AL, τέτοιοι ώστε

∣∣Im Log(αsλ)− ϑ
∣∣ ≤ π

A
, 1 ≤ λ ≤ L.

Από την υπόθεση 1 και από την εκτίµηση

0 ≤ log|αsλ | < ALlog|α| 7,

έχουµε ότι
∣∣Log(αsλ)− iϑ

∣∣ =
∣∣ log |α|sλ + i(Im Log(αsλ)− ϑ)

∣∣
≤ log |αsλ |+ |Im Log(αsλ)− ϑ|
< AL log |α|+ π

A
<

1
C

, 1 ≤ λ ≤ L.

Θεωρούµε την L× L ορίζουσα

∆ = det
(
αsλl

)
1≤λ≤L, −L

2
<l≤L

2

= det




αs1(−L
2

+1) αs1(−L
2

+2) . . . αs1
L
2

αs2(−L
2

+1) αs2(−L
2

+2) . . . αs2
L
2

... . . . ...
αsL(−L

2
+1) αsL(−L

2
+2) . . . αsL

L
2




.

7Από υπόθεση |α| ≥ 1, άρα log |αsλ | = log |α|sλ ≥ 0
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Αν πολλαπλασιάσουµε την πρώτη γραµµή µε αs1(L−2
2

), την δεύτερη γραµµή
µε αs2(L−2

2
) και συνεχίζοντας όµοια την L γραµµή µε αsL(L−2

2
), ϑα έχουµε την

ορίζουσα Vandermonde

det




1 αs1 . . . (αs1)L

1 αs2 . . . (αs2)L

... . . . . . .
1 αsL . . . (αsL)L


 =

∏

1≤λ<µ≤L

(αsµ − αsλ).

∆ηλαδή,

∆ ·
L∏

λ=1

αsλ
L−2

2 =
∏

1≤λ<µ≤L

(αsµ − αsλ).

Αν για sλ 6= sµ έχουµε αsλ = αsµ τότε (έστω sλ > sµ) αsλ−sµ = 1, δηλαδή ο α
είναι ϱίζα της µονάδας. ΄Αρα αν ο α δεν είναι ϱίζα της µονάδας τότε ∆ 6= 0.

Από την άλλη, όµως, µπορούµε να γράψουµε την ∆, ως εξής :

∆ = f(α, α−1),

όπου:

f ∈ Z[X, Y ] µε f(X, Y ) =
∑

σ∈SL

sgn(σ)
∏

−L
2

<l≤L
2

Xσ(l)max{l, 0}Y σ(l)max{−l, 0} 8.

Επίσης το µήκος του f , L(f), είναι το πολύ ίσο µε
∑

σ 1 = L!.
Ο ϐαθµός του f που αντιστοιχεί :

• στην µεταβλητη X είναι το πολύ ίσος µε

∑

l

σ(l)max{l, 0} < AL

l
2∑

l=0

l =
1
8
AL2(L + 2),

• στην µεταβλητη Y είναι το πολύ ίσος µε

∑

l

σ(l)max{−l, 0} < AL

l
2
−1∑

l=0

l =
1
8
AL2(L− 2).

8Συγκεκριµένα το σ είναι µια 1-1 και επί απεικόνιση από το {(−L
2

+ 1), . . . , L
2
} στο

{s1, . . . , sL} και sgn(σ) είναι το πρόσιµο της µετάθεσης σ
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Από το λήµµα 3.5.1 για το πολυώνυµο f όπου εδώ γ = (α, α−1) και K =
Q(α), έχουµε ότι όταν ∆ = f(α, α−1) 6= 0, δηλαδή όταν ο α δεν είναι ϱίζα της
µονάδας,

1
L

log |∆| > −(n− 1) log L− n

4
AL2h(α).

Θα προσπαθήσουµε τώρα να ϐρούµε ένα άνω ϕράγµα της ορίζουσας ∆.
Θα εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα 2.2.3 µε τις εξής υποθέσεις,

fλ(z) = ez(Logαsλ−iϑ), (1 ≤ λ ≤ L),

ζl = l, (
−L

2
< l ≤ L

2
), r =

L

2
, R = C

L

2
.

Αφού |eliϑ| = 1, ισχύει ότι

|∆| =
∣∣∣det

(
fλ(ζλ)

)
1≤λ≤L, −L

2
<l≤L

2

∣∣∣.

Λόγω της σχέσης
∣∣Log(αsλ)− iϑ

∣∣ < 1
C , (1 ≤ λ ≤ L), έχουµε ότι

log |fλ|R <
R

C
=

L

2
.

Οπότε µε εφαρµογή του ϑεωρήµατος 2.2.3, έπεται ότι

|∆| ≤
(R

r

)−L·L−1
2 · L! ·

L∏

λ=1

|fλ|R,

άρα,
1
L

log |∆| ≤ −L− 1
2

log C + log L +
L

2
.

Συγκρίνοντας τα δύο ϕράγµατα της ∆, το άνω και το κάτω, συµπεραίνουµε
εύκολα ότι

n

4
AL2h(α) + n log L +

L

2
>

L− 1
2

log C,

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση 2. Οπότε ο α, είναι ϱίζα της
µονάδας.

2

Απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.7.1. Το µόνο που µένει για την απόδειξη
του ϑεωρήµατος 3.7.1 είναι η κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων A,L,C του
ϑεωρήµατος 3.7.2.

΄Εστω α ∈ C ένας µη µηδενικός αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού n ο οποίος
ικανοποιεί την ανισότητα,

h(α) ≤ 1
2200n2 log n

.
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Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ο α είναι ϱίζα της µονάδας. Η περίπτωση n = 2
έπεται από το πόρισµα Αʹ.4.4. Υποθέτουµε λοιπόν ότι n ≥ 3.

Από την ανισότητα έπεται αµέσως ότι h(α) < log 2
n . Αυτό σηµαίνει ότι ο α

είναι αλγεβρικός ακέραιος 9. Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τον α από ένα
συζυγή του, οπότε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι
|α| ≥ 1. Από την ανισότητα,

log |α| ≤ nh(α),

συµπεραίνουµε ότι
log |α| < 1

2200n log n
.

Αν για κάθε n ≥ 2 ϐρούµε δύο ακέραιους L ≥ 2 και A ≥ 2 µε L άρτιο,
τέτοιους ώστε ο αριθµός C > 0 που ορίζεται από την σχέση

1
C2

=
( π

A

)2
+

( AL

2200n log n

)2
,

να ικανοποιεί την ανισότητα
(
1− 1

L

)
log C > 1 +

2n

L
log L +

AL

2 · 2200n log n
,

τότε το λήµµα 3.7.2 ϑα ικανοποιείται και άρα ϑα έχουµε το Ϲητούµενο.
Οι Ϲητούµενοι ακέραιοι είναι οι

A = 30 και L = 2[2n log(2n)].

2

Η απόδειξη του παραπάνω ισχυρισµού:
Με δεδοµένη την

1
C2

=
( π

A

)2
+

( AL

2200n log n

)2
(3.11)

πρέπει να αποδείξουµε την
(
1− 1

L

)
log C > 1 + 2n

log L

L
+

1
2

√
1

C2
−

( π

A

)2
.

Αρκεί να απολδείξουµε την
(
1− 1

L

)
log C > 1 + 2n

log L

L
+

1
2C

,

9Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει από το ύψος του Mahler και από την σχέση του µε το ύψος
του Weil (πρβλ παράγραφο Αʹ.4).
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που ισοδύναµα γράφεται

L− 1
log L

log C − L

log L
·
(
1 +

1
2C

)
> 2n. (3.12)

Για L = 2[2n log(2n)] και A = 30 έχω από την (3.11):

1
C2

≤
( π

30

)2
+

( 3
55
· log(2n)

log(n)

)2
,

(
π
30

)2
+

(
3
55 · log(2n)

log(n)

)2
γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση, άρα

C ≥ b(n0) :=

(
π

30

)2
+

( 3
55
· log(2n0)

log(n0)

)2
)−1/2

για n ≥ n0.

Επίσης, L−1
log L = L

log L

(
1− 1

L

)
. Εύκολα ϐλέπουµε ότι :

1− 1
L

> 1− 1
4n log(2n)− 2

.

Η 1− 1
4n log(2n)−2 είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση. ΄Αρα, για n ≥ n0,

L− 1
log L

> u(n0) · L

log L
,

όπου u(n0) := 1− 1
4n0 log(2n0)−2 . ΄Αρα, για την (3.12) αρκεί,

(
u(n0) · log(b(n0))−

(
1 +

1
2b(n0)

))
· [2n log(2n)] > n log

(
2[2n log(2n)]

)
.

Για n ≥ 4(= n0) ελέγχω στο Maple ότι ισχύει αυτή η ανισότητα.
Για n = 3, L = 24 και A = 30 η τιµή του C που προκύπτει από τη (3.11)

ικανοποιεί την (3.12).
2



Κεφάλαιο 4

΄Ανω ϕράγµα της ορίζουσας

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι η εύρεση ενός άνω ϕράγµατος της ορί-
Ϲουσας όπως αυτή ορίστηκε στην παράγραφο 2.1.

Σε αυτό το κεφάλαιο συµβολίζουµε µε f1, . . . , fL αναλυτικές συναρτήσεις
στο Cn και µε ζ1, . . . , ζL σηµεία του Cn. Επίσης αν f είναι µια αναλυτική
συνάρτηση στο Cn, τότα ορίζουµε : |f |R := sup{|f(z)|, z ∈ ∆(0, R)} (∆(0, R)
πολυδίσκος κέντρου (0, . . . , 0) ∈ Cn και ακτίνας R = (R1, . . . , Rn) ∈ Nn).
Περισσότερες λεπτοµέρειες για την ϑεωρία που ϑα χρειασθούµε σε αυτό το
κεφάλαιο ϐρίσκονται στο παράρτηµα Αʹ.6.

Θα προσπαθήσουµε να ϐρούµε ένα άνω ϕράγµα της ορίζουσας :

∆ = det
(
fλ(ζµ)

)
1≤λ,µ≤L

,

ακολουθώντας την ιδέα του Michel Laurent [17], [18], [19]. Θα δείξουµε ότι η
συνάρτηση µιας µιγαδικής µεταβλητής z,

Ψ(z) = det
(
fλ(zζµ)

)
1≤λ,µ≤L

,

έχει ϱίζα στο µηδέν µεγάλης πολλαπλότητας. ΄Υστερα το λήµµµα του Schwarz
ϑα µας εξασφαλίσει το άνω ϕράγµα της ορίζουσας ∆ (∆ = Ψ(1)). Τέλος, το
άνω ϕράγµα της ορίζουσας της παραγράφου 2.1, εξασφαλίζεται µε κατάλληλη
επιλογή των συνσρτήσεων f1. . . . , fL και των σηµείων ζ1, . . . , ζL.

4.1 Εφαρµογή του λήµµατος του Schwarz

Λήµµα 4.1.1. ΄Εστω r > 0 και R > 0 δύο πραγµατικοί αριθµοί µε 0 < r ≤ R,
τέτοιοι ώστε :

max
1≤µ≤L

|ζµ| ≤ r.

55
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΄Εστω ότι η συνάρτηση

Ψ(z) = det
(
fλ(zζµ)

)
1≤λ,µ≤L

.

έχει στη ϑέση z = 0 ϱίζα µε πολλαπλότητα Τ. Τότε

|∆| = |Ψ(1)| ≤
(R

r

)−T
L!

L∏

λ=1

|fλ|R.

Απόδειξη. Ορίζουµε E = R
r ≥ 1. Εφαρµόζουµε το λήµµα Αʹ.2.1 για την

συνάρτηση Ψ(z) και αντικαθιστούµε όπου r το 1 και όπου R το E. ΄Εχουµε
λοιπόν για z = 1 (το οποίο προφανώς ανήκει στο ∆(0, E)),

|Ψ(1)| ≤
(R

r

)−T
|Ψ|E .

΄Οµως, όπως και στην απόδειξη του λήµµατος 2.2.3, έχουµε ότι

|Ψ|E ≤ L!
L∏

λ=1

|fλ|R.

Οπότε,

|∆| = |Ψ(1)| ≤
(R

r

)−T
L!

L∏

λ=1

|fλ|R.

2

4.2 Πολλαπλότητα της ϱίζας z = 0 της συνάρτησης Ψ

Στη µια διάσταση, δηλαδή όταν οι fi, i = 1, . . . , L είναι συναρτήσεις µιας µι-
γαδικής µεταβλητής απόδείξαµε, λήµµα 2.2.3, ότι η πολλαπλότητα της ϱίζας
z = 0 της Ψ(z) είναι το λιγότερο L(L−1)

2 . Σε αυτή την παράγραφο ϑα προσπα-
ϑήσουµε να εκτιµήσουµε την πολλαπλότητα της ϱίζας z = 0 της συνάρτησης
Ψ(z) στην n−διάστατη περίπτωση.

Αν k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn ορίζουµε µε ||k|| τον αριθµό k1 + . . . + kn.
Επίσης για n ≥ 1 και L ≥ 1 ορίζουµε τον αριθµό,

Θn(L) = min{||k(1)||, . . . , ||k(L)||},

όπου το ελάχιστο διατρέχει τις L−άδες (k(1), . . . , k(L)) στοιχείων του Nn τα
οποία είναι διαφορετικά ανα δύο.
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Στην µονοδιάστατη περίπτωση, όπως αναφέραµε στην αρχή της παρα-
γράφου, η πολλαπλότητα της ϱίζας ήταν το λιγότερο Θ1(L) = min{||k(1)||, . . . , ||k(L)||} =
1min{k(1), . . . , k(L)} = L(L−1)

2 , αφού η ελάχιστη τιµή του αθροίσµατος L µη
αρνητικών ακεραίων πετυχαίνεται αν επιλέξουµε τους 0, 1, . . . , L− 1.

Στην n−διάστατη περίπτωση ισχύει το εξής

Λήµµα 4.2.1. Η συνάρτηση µιας µιγαδικής µεταβλητης,

Ψ(z) = det
(
fλ(zζµ)

)
1≤λ,µ≤L

,

(fi, i = 1, . . . , L αναλυτικές στο Cn, ζi ∈ Cn, i = 1, . . . , L), έχει ϱίζα στο
z = 0 µε πολλαπλότητα ≥ Θn(L).

Απόδειξη. Κάθε fλ, λ = 1, . . . , L, είναι αναλυτική στον πολυδίσκο ∆(0, ρ), ρ >
0 πραγµατικός αριθµός, άρα ,για ζ ∈ ∆(0, ρ), έχει ανάπτυγµα Taylor,2

fλ(ζ) =
∑

k(λ)∈Nn

ck(λ)ζk(λ)
.

Χρησιµοποιώντας το επιχείρηµα της απόδειξης του λήµµατος 2.2.3, αρκεί να
εξετάσουµε τις περιπτώσεις, όπου

fλ(ζ) = ζk(λ)
, k(λ) ∈ Nn.

Σε µια τέτοια περίπτωση, fλ(zζ) = ζk(λ)
z||k(λ)||, z ∈ C.

΄Αρα στην ορίζουσα Ψ(z) = det
(
fλ(zζµ)

)
1≤λ,µ≤L

, στην γραµµή λ έχουµε

κοινό παράγοντα το z||k(λ)||. Οπότε,

Ψ(z) = det
(
fλ(zζµ)

)
1≤λ,µ≤L

= det
(
fλ(ζµ)

)
1≤λ,µ≤L

· z||k(1)||+...+||k(L)||.

Η ορίζουσα Ψ(z) είναι ταυτοτικά µηδέν αν τα k(i) ∈ Nn δεν είναι διαφορετικά
ανά δύο. ΄Αρα, αν η Ψ(z) δεν είναι ταυτοτικά µηδέν τότε τα k(i) ∈ Nn είναι
διαφορετικά ανά δύο. ΄Αρα, όπως και στο λήµµα 2.2.3, έχουµε ότι η Ψ(z) έχει
ϱίζα στο µηδέν µε πολλαπλότητα τουλάχιστον, Θn(L).

2

1Εδώ τα k(i), i = 1 . . . , L είναι στοιχεία του N
2Πρβλ παράρτηµα Αʹ.6
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4.3 Κάτω ϕράγµα για το Θn(L)

΄Εχουµε το εξής κάτω ϕράγµα για το Θn(L):

Λήµµα 4.3.1. Για κάθε n ∈ Nn και για κάθε L ≥ 2nen+1, έχουµε ότι :

Θn(L) ≥ n

6e
L

n+1
n .

Απόδειξη. ΄Εστω L ≥ 2.
Η ελάχιστη τιµή του αθροίσµατος ||k(1)||+. . .+||k(L)|| πετυχαίνεται επιλέ-

γοντας τα k(µ) διαδοχικά ως εξής :

• το ένα στοιχείο, (0, 0, . . . , 0) ∈ Nn,

• τα n στοιχεία του Nn µήκους 1,
(1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)

• τα
(
n+1

2

)
=

(
n+1
n−1

)
στοιχεία του Nn µήκους 2,

(2, 0, . . . , 0), (0, 2, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 2)
(1, 1, 0, . . . , 0), (1, 0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 1)

• και ούτω καθεξής.

Γενικά, για ένα µη αρνητικό ακέραιο a, το πλήθος των στοιχείων k ∈ Nn µε
µήκος ||k|| = a είναι ίσο µε το πλήθος των διαφορετικών λύσεων (k1, . . . , kn)
της εξίσωσης

k1 + . . . + kn = a.

Το πλήθος αυτό είναι ίσο µε :
(
n+a−1

a

)
=

(
n+a−1

n−1

) 3.
Για κάθε ϑετικό ακέραιο A έχουµε την σχέση

A−1∑

k=0

(
n + k

n

)
=

(
n + A

n + 1

)
.

Αυτό διότι, από τον τύπο
(

n + k − 1
n + 1

)
+

(
n + k − 1

n

)
=

(
n + k

n + 1

)
, έχουµε ότι

3πρβλ παράρτηµα Αʹ.1
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(
n + A

n + 1

)
=

(
n + A− 1

n

)
+

(
n + A− 1

n + 1

)
=

=
(

n + A− 1
n

)
+

(
n + A− 2

n

)
+

(
n + A− 2

n + 1

)
=

=
(

n + A− 1
n

)
+

(
n + A− 2

n

)
+

(
n + A− 3

n

)
+

(
n + A− 3

n + 1

)

= . . . =
(

n + A− 1
n

)
+ . . . +

(
n

n

)
=

A−1∑

k=0

(
n + k

n

)
.

΄Εστω A ϑετικός ακέραιος τέτοιος ώστε :

A∑

a=0

(
n + a− 1

n− 1

)
=

(
n + A

n

)
≤ L <

(
n + A + 1

n

)
4.

Αν ορίσω f(x) = (x+n)···(x+1)
n! : R+ → R+, τότε έχω ότι η f(x) είναι συνεχής

ως πολυωνυµική και f(A) ≤ L < f(A+1). ΄Αρα από το Θεώρηµα ενδιαµέσων
τιµών έχω ότι υπάρχει α ∈ R+ µε A ≤ α < A + 1, τέτοιο ώστε : f(α) = L.
∆ηλαδή (α+n)···(α+1)

n! = L.
Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι ο A είναι το ακέραιο µέρος του

α ∈ R+.
΄Εχουµε ότι :

||k(1)||+ . . . + ||k(L)|| ≥
A∑

a=0

a

(
n + a− 1

n− 1

)

= n

A∑

a=1

(
n + a− 1

n

)
= n

A−1∑

a=0

(
n + a

n

)

= n

(
n + A

n + 1

)
.

Οπότε,
Θn(L) ≥ n

(
n + A

n + 1

)
.

΄Εχουµε ότι α− 1 ≤ A. ΄Αρα:

(n + A)(n + A− 1) · · · (1 + A)A ≥ (α + n− 1) · · ·αA

=
α

α + n
(α + n) · · · (α + 1)A =

α

α + n
n!AL.

4`n+A
n

´
= (A+n)···(A+1)

n!
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΄Αρα:

Θn(L) ≥ n

(
n + A

n + 1

)
=

A(A + 1) · · · (A + n)
n!

· n

n + 1
≥ α

α + n
· n

n + 1
AL.

Από τα προηγούµενα έχουµε ότι :

(α + n) · · · (α + 1) = n!L.

΄Αρα,
(α + n)n ≥ n!L,

δηλαδή,
(α + n) ≥ (n!L)1/n.

∆ιαλέγω ένα δ ∈ R+ µε:

(n!L)1/n ≤ δ ≤ (α + n)

΄Αρα,
δ − n ≤ α

και συνεπώς,
δ − n− 1 ≤ A.

Οπότε,

Θn(L) ≥ α

α + n
· n

n + 1
AL

≥ n

n + 1
δ − n

δ
(δ − n− 1)L

=
n

n + 1
δL

(
1− n

δ

)(
1− n + 1

δ

)
, για κάθε n ≥ 1, L ≥ 1.

Επίσης,
δ ≥ (n!L)1/n 5 ≥ n

e
L1/n.

΄Εστω L ≥ 2nen+1.
Τότε, δ ≥ 2(n + 1), άρα,

1− n + 1
δ

≥ 1
2

και 1− n

δ
≥ 1

2
.

Οπότε,
Θn(L) ≥ n + 1

n
· n

e
L1L · 1

2
· 1
2

=
n

4e(n + 1)
nL

n+1
n .

5∆ιότι, n! >
`

n
e

´n
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Για n ≥ 2, ισχύει ότι n
4e(n+1) ≥ 1

6e .
΄Αρα,

Θn(L) ≥ n

6e
L

n+1
n , για n ≥ 2 και L ≥ 2nen+1.

Επίσης, για n = 1 έχουµε ότι :

Θ1(L) =
L(L− 1

2
≥ 1

6e
L2,

δηλαδή η ανισότητα ισχύει και για n = 1.
΄Αρα, για κάθε n ∈ N και για κάθε L > 2nen+1,

Θn(L) ≥ n

6e
L

n+1
n .

2

4.4 ΄Ανω ϕράγµα της ορίζουσας

Πρόταση 4.4.1. ΄Εστω `1, . . . , `n ∈ L και β1, . . . , βn µιγαδικοί αριθµοί. ΄Εστω
L0, L1, S ακέραιοι αριθµοί ≥ 2 και L :=

(
L0+n

n

)
(L1 + 1), µε L ≤ (2S − 1)n+1.

Θεωρούµε την ορίζουσα, όπως ορίστηκε στην παράγραφο 2.1,

∆ = det
(
(s(µ)

1 +s
(µ)
n+1β1)λ1 . . . (s(µ)

n +s
(µ)
n+1βn)λn

(
α

s(µ)+s
(µ)
n+1β1

1 · · ·αs
(µ)
n +s

(µ)
n+1βn

n

)λn+1
)

λ,µ
,

όπου,

λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Nn µε λ1 + . . . + λn ≤ L0, λn+1 ≤ L1,

1 ≤ µ ≤ L και s(1), . . . , s(L) στοιχεία του Zn+1(S).

Τότε υπάρχει σταθερά c1 = c1(n, `1, . . . , `n, β1, . . . , βn) > 0, τέτοια ώστε :

1
L

log |∆| ≤ −L
1
n + c1

(
L0 log S + L1S

)
.

Απόδειξη. Κάνουµε την εξής επιλογή συναρτήσεων και σηµείων,

fλ(z) = zλ1
1 · · · zλn

n · (αz1
1 · · ·αzn

n

)λn+1 ,

όπου z = (z1, . . . , zn), και

ζµ = (s(µ)
1 + s

(µ)
n+1β1, . . . , s

(µ)
n + s

(µ)
n+1βn) ∈ Cn.



62 4 ΄Ανω ϕράγµα της ορίζουσας

Για R > 0 πραγµατικό αριθµό,

|fλ|R = |zλ1
1 · · · zλn

n · (αz1
1 · · ·αzn

n

)λn+1 |R
≤ Rλ1 · · ·Rλn · e|λn+1(`1z1+...+`nzn)|R

≤ RL0 · eL1·R
Pn

i=1 |`i|.

Οπότε,

log |fλ|R ≤ L0 log R + L1R

n∑

i=1

|`i|.

Επιλέγουµε,

r = S(1 + max1≤j≤n|βj |) και R = r · e 6e
n .

Θεωρούµε την συνάρτηση µιας µιγαδικής µεταβλητής

Ψ(z) = det
(
fλ(zζµ)

)
λ,µ

.

Από τα λήµµατα 4.1.1, 4.2.1, για την συνάρτηση Ψ(z), έχουµε ότι :

|∆| = |Ψ(1)| ≤
(R

r

)−Θn(L)
L!

L∏

i=1

|fi|R.

Οπότε,

log |∆| ≤ −6e
n

Θn(L) + log L! + LL0 log R + LL1R
n∑

i=1

|`i|. (4.1)

• ΄Εστω L ≥ 2nen+1.
Λόγω του λήµµατος 4.3.1 έχουµε ότι :

6e
n

Θn(L) > L
n+1

n .

΄Αρα,

log |∆| ≤ −L
n+1

n + log L! + LL0 log R + LL1R
n∑

i=1

|`i|

≤ −L
n+1

n + L log L + LL0 log R + LL1R

n∑

i=1

|`i|

≤ −L
n+1

n + c1
′L(L0 log S + L1S),
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όπου το c′1 είναι ϑετικός πραγµατικός και εξαρτάται αποκλειστικά από τα
n, `i, βi

6.
• ΄Εστω L < 2nen+1.
Από την σχέση 4.1 έχουµε ότι :

log |∆| ≤ log L! + LL0 log R + LL1R

n∑

i=1

|`i|,

αν χρησιµοποιήσουµε την τετριµµένη ανισότητα, Θn(L) ≥ 0, για κάθε L ≥ 1
και n ∈ N. Για το ίδιο c1

′, έχουµε λοιπόν ότι

log |∆| ≤ c1
′L(L0 log S + L1S),

δηλαδή,
1
L

log |∆| ≤ c1
′(L0 log S + L1S).

΄Οµως, αφού L < 2nen+1 έχουµε ότι

L1/n < 4SL1,
7

άρα,
1
L

log |∆|+ L1/n ≤ c1
′(L0 log S + L1S) + 4SL1,

δηλαδή,
1
L

log |∆|+ L1/n ≤ (c1
′ + 4)(L0 log S + L1S).

΄Αρα, για c1 := c1
′ + 4, έχουµε ότι για κάθε L ≥ 2,

1
L

log |∆| ≤ −L
1
n + c1

(
L0 log S + L1S

)
.

6Συγκεκριµένη τιµή για το c′1 υπολογίζεται εύκολα (πρβλ. υπολογισµό του c1 στην απόδειξη
του ϑεωρήµατος 2.2.1)

7S, L1 ≥ 2
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Κεφάλαιο 5

Γραµµική εξάρτηση των
1, β1, . . . , βn

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε ότι αν η τάξη του πίνακα Π, που ορίστηκε
στην παράγραφο 2.1, είναι < L, τότε τα 1, β1, . . . , βn είναι Q− γραµµικώς
εξαρτηµένα.

Συµβολίζουµε µε K οποιοδήποτε σώµα χαρακτηριστικής µηδέν.
Με K∗

tors συµβολίζουµε την οµάδα των ϱιζών της µονάδας που ανήκουν
στο K, η οποία είναι υποοµάδα του K∗. Με σ : K∗ → K∗/K∗

tors, συµβολί-
Ϲουµε την κανονική απεικόνιση του K∗ επί του K∗/K∗

tors.
Για x ∈ R συµβολίζουµε µε dxe τον µικρότερο ακέραιο ≥ x. ∆ηλαδή,

x ≤ dxe < x + 1.

5.1 Το κύριο αποτέλεσµα

Συγκεκριµένα, έχουµε την εξής

Πρόταση 5.1.1. ΄Εστω α1, . . . , αn+1 µη µηδενικά στοιχεία του K τα οποία
παράγουν µια πολλαπλασιαστική υποοµάδα του K∗ µε rank ≥ n 1. ΄Εστ-
ω β1, . . . , βn στοιχεία του K. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν τρεις ϑετικοί ϱητοί
ακέραιοι L0, L1 και S οι οποίοι ικανοποιούν τις εξής ανισότητες :

( S

2n

)n+1
≥ (L0L1)n, S > 2n(n + 1) και Sn > L1.

Ο δείκτης λ = (λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1 είναι τέτοιος ώστε λ1 + . . . + λn ≤
L0 και λn+1 ≤ L1. ΄Εχουµε δείξει, (πρβλ. Αʹ.1), ότι ο δείκτης λ διατρέχει

1∆ηλαδή, το πολύ ένα εξ αυτών εκφράζεται πολλαπλασιαστικά συναρτήσει των υπολοίπων

65
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L :=
(
L0+n

n

)
(L1 + 1) τιµές. Ο δείκτης s διατρέχει το Zn+1(S), δηλαδή s =

(s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1 : |si| < S, i = 1, . . . , n + 1, άρα ο s διατρέχει (2S −
1)n+1 τιµές.

Υποθέτουµε ότι ο πίνακας
(
L0+n

n

)
(L1 + 1)× (2S − 1)n+1,

Π :=
(
(s1 + sn+1β1)λ1 . . . (sn + sn+1βn)λn

(
αs1

1 · · ·αsn+1

n+1

)λn+1
)

λ,s
,

διάστασης L × (2S − 1)n+1, έχει τάξη αυστηρά µικρότερη του πλήθους των
γραµµών Λ.

Τότε οι αριθµοί 1, β1, . . . , βn είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένοι.

Παρατήρηση: Βάσει των υποθέσεων, προκύπτει εύκολα ότι οι γραµµές
του πίνακα Π είναι λιγότερες από τις στήλες, άρα έχει νόηµα η υπόθεση για
την τάξη του πίνακα 2.

Απόδειξη. Θα γίνει µια περιγραφή της απόδειξης. Οι περισσότερες λεπ-
τοµέρειες ϑα αποδειχθούν στις επόµενες παραγράφους παρακάτω.

Χωρίζουµε την απόδειξη σε ϐήµατα.
• Βήµα 1ο.

Βάσει του λήµµατος 5.2.1, το οποίο ϑα αποδείξουµε παρακάτω στην
ενότητα 5.2, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει µη µηδενικό Q ∈ K[X1, . . . , Xn]
ϐαθµού ≤ 2L0L1 που να µηδενίζεται στο σύνολο

Y (S′′) := Zn(S′′) + Z(S′′) · (β1, . . . , βn)

= {(s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s
′′
n + s′′n+1βn), (s′′1, . . . , s

′′
n+1) ∈ Zn+1(S′′)},

όπου S′′ = dS
2 e.

Κάποια σχόλια για το πρώτο ϐήµα. Για την εφαρµογή του λήµµατος
5.2.1 απαιτείται να ισχύει,

(
2S′′
n − 1

)n+1
> (2L0L1)n. ∆ιαπιστώνουµε ότι η

ανισότητα αυτή όντως ισχύει. Πράγµατι,
Λόγω των υποθέσεων της πρότασης 5.1.1 έχουµε ότι, (2L0L1)n ≤ 2n

(
S
2n

)n+1
.

Αρκεί 2n
(

S
2n

)n+1
<

(
2S′′
n − 1

)n+1
. Ισοδύναµα, 1

2

(
S
n

)n+1
< 2

(
S
n − 1

)n+1
.

Ισοδύναµα,
(

S
n

)n+1
< 2

(
2S′′
n − 1

)n+1
. Αλλά, S′′ > S

2 , άρα αρκεί,
(

S
n

)n+1
<

2
(

S
n − 1

)n+1
. Αρκεί,

(
S
n

)n+1
<

(
2S

n − 2
)n+1

. Ισοδύναµα αρκεί, S
n > 2,

δηλαδή, S > 2n, το οποίο ισχύει αφού λόγω υπόθεσης έχουµε ότι S >

2Λόγω των ανισοτήτων
`

L0+n
n

´ ≤ (n + 1)Ln
0 και

`
S
2n

´n+1 ≥ (L0L1)
n, προκύπτει ότι`

L0+n
n

´
(L1 + 1) ≤ Sn+1 < (2S − 1)n+1
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2n(n + 1).
• Βήµα 2ο.

Την ύπαρξη του πολυωνύµου Q του ϐήµατος 1 µας εξασφαλίζει το λή-
µµα 5.3.1. Οπότε, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει P ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ] µε
degXP ≤ L0, (όπου X = (X1, . . . , Xn)), degY ≤ L1, που να µηδενίζεται στο :

{(s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn, αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ) ∈ Kn ×K∗, s ∈ Zn+1(S)}.

Κάποια σχόλια για το δεύτερο ϐήµα.
Για την εφαρµογή του λήµµατος 5.3.1, πρέπει να ισχύει η συνθήκη

card{σ(αs′1
1 · · ·αs′n+1

n+1 ), s′ ∈ Zn+1(S′)} > L1, µε S′ = S − dS
2 e+ 1,

η οποία όµως ικανοποιείται, αφού λόγω του λήµµατος Αʹ.10.3 έχουµε ότι

card{σ(αs′1
1 · · ·αs′n+1

n+1 ), s′ ∈ Zn+1(S′)} ≥ (2S′ − 1)n.

΄Οµως, λόγω της σχέσης S +1 < 2S′ < 2S +2, προκύπτει ότι (2S′−1)n > Sn,
το οποίο είναι > L1 λόγω των ανισοτικών σχέσεων της υπόθεσης στην πρόταση
5.1.1.
• Βήµα 3ο.

Η ύπαρξη του P εξασφαλίζεται από τις υποθέσεις της πρότασης 5.1.1
σχετικά µε την τάξη του πίνακα.

Αυτό γίνεται ως εξής :
αφού η τάξη του πίνακα είναι < L :=

(
L0+n

n

)
(L1 + 1), υπάρχουν ci ∈ K

τέτοια ώστε :
c1γ1 + . . . + cLγL = 0 ∈ K(2S−1)n+1

,

όπου γ1, . . . , γL οι γραµµές του πίνακα Π. ∆ηλαδή,

L∑

i=1

ciγi = 0,

ή, τροποποιώντας τον συµβολισµό ως προς τον δείκτη,
∑

λ

cλγλ = 0.

Στο αριστερό µέλος έχουµε ένα διάνυσµα του K(2S−1)n+1 , του οποίου η τυπική
συντεταγµένη είναι

∑

λ

cλ

(
(s1 + sn+1β1)λ1 · · · (sn + sn+1βn)λn(αs1

1 · · ·αsn+1

n+1 )
)
,
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και λόγω της τελευταίας ισότητας αυτή πρέπει να είναι µηδέν.
΄Αρα, το πολυώνυµο

P (X1, . . . , Xn, Y ) =
∑

λ

cλXλ1 · · ·Xλn
n Y λn+1 ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ],

µηδενίζεται σε κάθε σηµείο

(s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn, αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ) ∈ Kn ×K∗, s ∈ Zn+1(S).

2

5.2 Εκτίµηση του συνόλου ϱιζών

Σε αυτή την ενότητα ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε τον ισχυρισµό
του 1ου ϐήµατος της απόδειξης της πρότασης 5.1.1. Θα κάνουµε χρήση των
παρακάτω συµβολισµών.

Αν V είναι ένας διανυσµατικός υπόχωρος του Kn και F ένα πεπερασµένο
υποσύνολο του Kn, συµβολίζουµε µε (F + V)/V την εικόνα του F µέσω της
κανονικής απεικόνισης $ του Kn επί του Kn/V.

Αν E είναι ένα υποσύνολο του Kn το οποίο περιέχει το 0 και d ένας µη
αρνητικός ακέραιος, ορίζουµε :

E[d] := {x1 + . . . + xd, xi ∈ E, i = 1, . . . , d}.

Για παράδειγµα, E[0] = {0}, E[1] = E και E[0] ⊂ E[1] ⊂ E[2] ⊂ . . ..

Λήµµα 5.2.1. ΄Εστω β1, . . . , βn ∈ K. ΄Εστω ένα πολυώνυµοQ ∈ K[X1, . . . , Xn]
µε degXQ ≤ D, το οποίο µηδενίζεται στο

Y (S′′) := {(s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s
′′
n + s′′n+1βn), s ∈ Zn+1(S′′)},

όπου S′′ ∈ Z+.
΄Εστω επίσης, (2S′′

n
− 1

)
> Dn.

Τότε τα 1, β1, . . . , βn είναι γραµµικώς εξαρτηµένα πάνω από το Q.

Παρατήρηση: Από µια αλγεβρική εξάρτηση των 1, β1, . . . , βn στο K µε
ϕράγµα στους εκθέτες οδηγούµαστε σε µια γραµµική εξάρτηση αυτών στο Q.
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Απόδειξη. Θα παρουσιάσουµε ένα σχεδιάγραµµα της απόδειξης, όπου κάποια
πράγµατα ϑα αποδειχθούν παρακάτω στις προτάσεις 5.2.4 και 5.2.5.

Ορίζουµε S1 = dS′′
n e. ΄Αρα,

S′′ ≤ nS1 ≤ S′′ + n− 1.

Αν k1, . . . , kn ϱητοί ακέραιοι µε ki < S1, i = 1, . . . , n, τότε :

k1 + . . . + kn < S′′.

Οπότε για E = Y (S1), έχουµε ότι :

E[n] ⊂ Y (S′′).

΄Αρα, αφού το Q µηδενίζεται στο Y (S′′), ϑα µηδενίζεται στο E[n] για E =
Y (S1). Ο µηδενισµός του πολυωνύµου Q σε τέτοιας µορφής σύνολο µας δίνει
το δικαίωµα να συµπεράνουµε (πρόταση 5.2.4) την ύπαρξη διανυσµατικού
χώρου V του Kn, µε συνδιάσταση r ≥ 1, όπου:

Card
(
(Y (S1) + V)/V

)
≤ Dr.

Επειδή

Dn <
(2S′′

n
− 1

)n+1
,

έχουµε ότι :
Dr < (2S1 − 1)r+1.

Οπότε :
Card

(
(Y (S1) + V)/V

)
< (2S1 − 1)r+1.

Το ϕράγµα αυτό για τον πληθάριθµο των διαφορετικών κλάσεων y + V, y ∈
Y (S1), εξασφαλίζει (πρόταση 5.2.5) την γραµµική εξάρτηση υπερ το Q των
1, β1, . . . , βn.

2

Για την απόδειξη των συµπερασµάτων που χρησιµοποιήθηκαν στην απόδειξ-
η του λήµµατος 5.2.1 ϑα χρειαστούµε κάποια εργαλεία από την αλγεβρική
γεωµετρία. Συγκεκριµένα, χρειαζόµαστε το Θεώρηµα του Bézout,

Θεώρηµα 5.2.2. (Bézout)
Υποθέτουµε ότι το K είναι αλγεβρικά κλειστό. ΄Εστω {Pi}i∈I µια οικογένεια

πολυωνύµων στο K[X1, . . . , Xn], όπου κάθε ένα από αυτά είναι συνολικού ϐα-
ϑµού ≤ D. Υποθέτουµε ότι το σύνολο F των κοινών ϱιζών των Pi στο Kn είναι
πεπερασµένο. Τότε,

CardF ≤ Dn.
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Μία γενίκευση του ϑεωρήµατος του Bézout 5.2.2, είναι το παρακάτω
λήµµα.

Λήµµα 5.2.3. ΄Εστω V διανυσµατικός υπόχωρος του Kn διαστάσεως n− r, F
πεπερασµένο υποσύνολο του Kn τέτοιο ώστε το F + V είναι αλγεβρικό σύνολο
από πολυώνυµα (συνολικού) ϐαθµού (ως προς τις n µεταβλητές) ≤ D. Τότε :

Card
(
(F + V)/V

)
≤ Dr.

Απόδειξη. Η περίπτωση V = 0, r = n, είναι το ϑεώρηµα 5.2.2.
Στην γενική περίπτωση, µπορούµε να δούµε το V, ύστερα από µια αλλαγή

ϐάσης του Kn αν χρειαστεί, ως εξής :

V ' Kn−r × {0}r.

Οπότε, µπορούµε να ταυτίσουµε το kn/V µε το {0}n−r × Kr. Το τυπικό
στοιχείο του V είναι της µορφής v = (v1, . . . , vn−r, 0, . . . , 0) ∈ Kn. Θεωρούµε
τα πολυώνυµα,

Pi,v := Pi(v, Xn−r+1, . . . , Xn), (i ∈ I, v ∈ V).

Το (xn−r+1, . . . , xn) ∈ Kn/V είναι κοινή λύση των Pi,v αν και µόνο αν υπάρ-
χουν f ∈ F, u ∈ V τέτοια ώστε :

(v1, . . . , vn−r, xn−r+1, . . . , xn) = f + u.

∆ηλαδή,αν και µόνο αν, για κάθε v ∈ V,

(0, . . . , 0, xn−r+1, . . . , xn) = f + u− v,

ή
(0, . . . , 0, xn−r+1, . . . , xn) = f + V.

΄Αρα υπάρχει µια ένα προς ένα αντιστοιχία των κοινών ϱιζών µε τις κλάσεις του
(F + V)/V. Στην κοινή λύση (xn−r+1, . . . , xn) αντιστοιχώ την κλάση
(0, . . . , 0, xn−r+1, . . . , xn) + V 3. Οπότε, λόγω του ϑεωρήµατος 5.2.2 για τα
πολυώνυµα Pi,v έχουµε το Ϲητούµενο.

2

Στην αµέσως παρακάτω πρόταση ϑα δούµε πως ο µηδενισµός ενός πολυωνύ-
µου σε σύνολο της µορφής E[n], E ⊆ Kn το οποίο περιέχει το µηδέν, µας
εξασφαλίζει την ύπαρξη υποχώρου του Kn ο οποίος ικανοποιεί κάποια συν-
ϑήκη.

3Η απεικόνιση είναι καλά ορισµένη. Είναι και ένα προς ένα, αφού αν
(0, . . . , 0, xn−r+1, . . . , xn) + V = (0, . . . , 0, x′n−r+1, . . . , x

′
n) + V, τότε (0, . . . , 0, xn−r+1 −

x′n−r+1, . . . , xn − x′n) ∈ V. Αφού V ' Kn−r × {0}r, τότε (xn−r+1, . . . , xn) =
(x′n−r+1, . . . , x

′
n)
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Πρόταση 5.2.4. ΄Εστω n και D δύο ϑετικοί ακέραιοι και E ένα υποσύνολο
του Kn το οποίο περιέχει το µηδέν. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα µη µηδενικό
πολυώνυµο Q ∈ K[X1, . . . , Xn], συνολικού ϐαθµού ≤ D, το οποίο µηδενίζεται
στο E[n]. Τότε υπάρχει ένας διανυσµατικός υπόχωρος V του Kn, µε συνδιάσ-
ταση r ≥ 1, τέτοιος ώστε :

Card
(
(E + V)/V

)
≤ Dr.

Απόδειξη.
• Υποθέσουµε ότι το K είναι αλγεβρικά κλειστό.
΄Εστω Z = Z(Q) η υπερεπιφάνεια που ορίζεται από το Q στο Kn. ΄Εχουµε

τα εξής αλγεβρικά σύνολα του Kn 4:

Z0 = Z, Z1 =
⋂

γ∈E

(Z0 − γ),

Zs =
⋂

γ∈E

(Zs−1 − γ), 1 ≤ s ≤ n.

΄Επεται λοιπόν ότι :
Zs =

⋂

γ∈E[s]

(Z0 − γ),

(αφού, x ∈ Zs, αν και µόνο αν, x ∈ ⋂
γ∈E(Zs−1 − γ), δηλαδή αν και µόνο αν,

∀γ1 ∈ E υπάρχει zs−1 ∈ Zs−1 : x = zs−1− γ. Ισοδύναµα, λόγω ορισµού του
Zs−1, ∀γ1, γ2 ∈ E υπάρχει zs−2 ∈ Zs−2 : x = zs−2−(γ1+γ2). Καταλήγουµε,
λοιπόν, x ∈ Zs, αν και µόνο αν, ∀γ1, . . . , γs ∈ E υπάρχει z0 ∈ Z0 : x =
z0 − (γ1 + . . . + γs). Αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι x ∈ ⋂

γ∈E[s](Z0 − γ).)
Λόγω της υπόθεσης ότι E[n] ⊆ Z έχουµε ότι 5:

E[n− s] ⊆ Zs για 1 ≤ s ≤ n,

άρα το Zn περιέχει το E[0] = {0}.
Επίσης, εύκολα έχουµε ότι : Z0 ⊃ Z1 ⊃ . . . ⊃ Zn

6.
Το σύνολο T :=

{
t ∈ {1, . . . , n} : dimZt−1 ≤ n−t

}
, είναι µη κενό, αφού

1 ∈ T , (dimZ0 ≤ n − 1). Επιλέγουµε το µεγαλύτερο t ∈ T . Επειδή, λοιπόν,
t + 1 /∈ T , έχουµε ότι dimZ(t+1)−1 > n− (t + 1), δηλαδή, dimZt > n− t− 1.
Επίσης, αφού Zt−1 ⊂ Zt, έχουµε ότι dimZt ≤ dimZt−1. ΄Αρα,

n− t− 1 < dimZt ≤ dimZt−1 ≤ n− t.

4Τοµή αλγεβρικών συνόλων είναι αλγεβρικό σύνολο
5Προκύπτει µε επαγωγή, χρησιµοποιώντας τον τύπο Zs =

T
γ∈E[s](Z0 − γ). Για s = 1,

Z1 =
T

γ∈E(Z0 − γ) ⊇ Tγ∈E(E[n]− γ) = E[n− 1], αφού E[n] ⊆ Z0
6Αφού 0 ∈ E, έχουµε για παράδειγµα, ότι : Z1 = Z0

T
γ∈E\{0}(Z0 − γ), άρα Z0 ⊃ Z1.

΄Οµοια για τα υπόλοιπα.
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Οπότε,
dimZt−1 = dimZt = n− t.

Οπότε, τα Zt−1, Zt έχουν κοινή ανάγωγη συνιστώσα Y µε dimY = n− t.
Ορίζουµε :

S = {x ∈ Kn : x + Y ⊂ Zt−1}.
(Προφανώς S 6= ∅). Για κάθε γ ∈ E έχουµε ότι 7:

γ + Zt ⊂ Zt−1.

Αυτό δείχνει ότι :
E ⊆ S.

Ορίζουµε, επίσης,
V = {x ∈ Kn : x + Y = Y }.

(Προφανώς V 6= ∅).
Το Y είναι αλγεβρικό σύνολο (συγκεκριµένα ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο).

΄Εστω λοιπόν, {Pj}j∈J µια οικογένεια πολυωνύµων των οποίων το σύνολο των
κοινών ϱιζών είναι το Y . ΄Εχουµε ότι :

V = {x ∈ Kn : x + y ∈ Y για όλα τα y ∈ Y }
= {x ∈ Kn : Pj(x + y) = 0 για όλα τα j ∈ J και y ∈ Y }.

(Η ισότητα V = {x ∈ Kn : x + y ∈ Y για όλα τα y ∈ Y }, ισχύει διότι :
προγανώς ισχύει ότι V ⊆ {x ∈ Kn : x + y ∈ Y για όλα τα y ∈ Y }.

Επίσης, {x ∈ Kn : x + y ∈ Y για όλα τα y ∈ Y } ⊆ V, αφού αν x ∈ {x ∈
Kn : x + y ∈ Y για όλα τα y ∈ Y }, τότε : x + Y ⊆ Y και επειδή Y ανάγωγο
αλγεβρικό σύνολο8 τότε x + Y = Y ).

∆ηλαδή, το V είναι το σύνολο των κοινών ϱιζών στο Kn των πολυωνύµων
PJ(x+y) µε j ∈ J και y ∈ Y (εδώ το x είναι µεταβλητη και x = (x1, . . . , xn) ∈
Kn).

΄Αρα, το V είναι αλγεβρικό σύνολο του Kn.
Επίσης, εύκολα ϕαίνεται ότι το V είναι προσθετική οµάδα του Kn.
΄Αρα, λόγω του λήµµατος Αʹ.7.1 (πρβλ. ενότητα Αʹ.7), έχουµε ότι V είναι

διανυσµατικός υπόχωρος του Kn.
Επίσης,

S =
⋂

y∈Y

(Zt−1 − y),

7Λόγω ορισµού του Zt
8Ισχύει ότι αν Y ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο, τότε και το x + Y για x ∈ Kn είναι ανάγωγο

αλγεβρικό σύνολο
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αφού,
• Αν

x ∈
⋂

y∈Y

(Zt−1 − y),

τότε ∀y ∈ Y : x ∈ Zt−1 − y.
Οπότε, αφού 0 ∈ Y , έχουµε ότι x ∈ Zy−1 ⊂ S.
΄Αρα, ⋂

y∈Y

(Zt−1 − y) ⊆ S.

• Αν x ∈ S, τότε x + Y ⊂ Zt−1.
∆ηλαδή, για κάθε y ∈ Y , x + y ∈ Zt−1. ∆ηλαδή,

x ∈
⋂

y∈Y

(Zt−1 − y).

΄Αρα,
S ⊆

⋂

y∈Y

(Zt−1 − y).

Οπότε, εύκολα συµπεραίνουµε,

S =
⋂

y∈Y

(Zt−1 − y) =
⋂

y∈Y

⋂

γ1∈E

. . .
⋂

γt−1∈E

(Z − y − γ1 − . . .− γt−1),

το οποίο µας δείχνει ότι το S είναι αλγεβρικό σύνολο (τοµή αλγεβρικών συνόλων
µε ϐαθµό ≤ D, δηλαδή το σύνολο των κοινών ϱιζών πολυωνύµων µε ϐαθµούς
≤ D), µε dimS ≤ dimZt−1 = dimZt.

Επίσης, V ⊆ S, αφού:
εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε x ∈ S: x + V ⊂ S. Το 0 ∈ E ⊆ S, άρα

για x = 0, έχουµε το συµπέρασµα.
Για x′ και x′′ στοιχεία του Kn, αν x′+Y = x′′+Y , τότε : x′+V = x′′+V

9.
Αφού το Zt−1 µπορεί να γραφεί ως ένωση πεπερασµένου πλήθους συνιστ-

ωσών και το x+Y για x ∈ S είναι⊂ Zt−1 (είναι και ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο
αφού το Y είναι ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο), έχουµε ότι τα x + Y για x ∈ S
είναι πεπερασµένα και άρα και οι κλάσεις x + V, x ∈ S είναι πεπερασµένες.

∆ιαλέγουµε ένα πεπερασµένο σύνολο F = {x1, . . . , xm} του Kn τέτοιο
ώστε :

S/V = (F + V)/V.

9 ΄Εστω x′ + Y = x′′ + Y . Τότε x′ − x′′ + Y = Y , άρα, x′ − x′′ ∈ V. Επειδή V προσθετική
υποοµάδα του Kn έχουµε ότι : x′ + V = x′′ + V
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Τα S και V έχουν την ίδια διάσταση, αφού,

S = (x1 + V ) ∪ . . . ∪ (xm + V),

οπότε,
dimS = dim(xi + V) = dim(V) = 10n− r.

Το r είναι ≥ 1 αφού,

n− r = dimS ≤ dimZt = n− t,

άρα, 1 ≤ t ≤ r. Εφαρµόζουµε το λήµµα 5.2.3,

Card
(
(F + V)/V)

= Card
(
S/V) ≤ Dr,

άρα,
Card

(
(E + V)/V) ≤ Card

(
S/V) ≤ Dr.

• ΄Εστω K τυχαίο σώµα (χαρακτηριστικής µηδέν, όχι απαραίτητα αλγε-
ϐρικά κλειστό).

΄Εστω λοιπόν K η αλγεβρική κλειστότητα του Kn.
΄Εχουµε ότι E ⊂ Kn ⊂ K.
Επίσης, P ∈ K[X1, . . . , Xn] ⊂ K[X1, . . . , Xn] και degP ≤ D.
΄Εχοντας ήδη αποδείξει, την πρόταση για αλγεβρικά κλειστό σώµα, συµπερ-

αίνουµε ότι υπάρχει V διανυσµατικός υπόχωρος του K
n, διαστάσεως n − r,

όπου r ≥ 1, τέτοιος ώστε :

Card
(
(E + V)/V

)
≤ Dr.

Θέλουµε να συµπεράνουµε την ύπαρξη ενός διανυσµατικού υπόχωρου V0 του
Kn διάστασης n− r0, r0 ≥ 1, τέτοιου ώστε :

Card
(
(E + V0)/V0

)
≤ Dr0 .

΄Εστω V0 = V⋂
Kn. Εύκολα ϕαίνεται ότι το V0 είναι διανυσµατικός υπόχωρος

του Kn.
Ορίζουµε την απεικόνιση:

(E + V)/V 3 e + V 7−→
επί

e + V0 ∈ (E + V0)/V0.

10Επειδή V γραµµικός χώρος η διάσταση του V ως αλγεβρικό σύνολο ταυτίζεται µε την
διάσταση του V ως γραµµικό χώρο
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(Η απεικόνιση είναι καλά ορισµένη)
΄Αρα,

Card
(
(E + V0)/V0

)
≤ Card

(
(E + V)/V

)
≤ Dr.

Αρκεί τώρα να δείξουµε ότι : Dr ≤ Dr0 .
∆ηλαδή αρκεί, r0 ≥ r, ή n− r0 ≤ n− r.
Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι :

dimK(V0) ≤ dimK(V).

΄Εστω, v1, . . . , vm, m ≤ n, στοιχεία του V′ K−γραµµικώς ανεξάρτητα.
Θα δείξουµε ότι v1, . . . , vm, (προφανώς ανήκουν στο V ), είναι K−γραµµικώς

ανεξάρτητα.
Σε αντίθετη περίπτωση, υπάρχουν λ1, . . . , λm ∈ K, όχι όλα µηδέν, τέτοια

ώστε :
λ1v1 + . . . + λmvm = 0.

(Τα vi, i = 1, . . . , m, έχουν συντεταγµένες στο K).
΄Αρα, έχω ένα σύστηµα µε συντεταγµένες από το K το οποίο έχει λύση

στο K. ∆ηλαδή ο πίνακας των συντελεστών (ο οποίος έχει στοιχεία στο K) έχει
τάξη ≤ m.

΄Αρα το σύστηµα έχει λύση στο K.
΄Ατοπο, αφού τα v1, . . . , vm έχουµε υποθέσει ότι είναι K−γραµµικώς

ανεξάρτητα.
΄Αρα, τα v1, . . . , vm είναι K− γραµµικώς ανεξάρτητα.

2

Στην αµέσως παρακάτω πρόταση ϑα δούµε πως εξασφαλίζεται η γραµµική
εξάρτηση των 1, β1, . . . , βn έχοντας ως υπόθεση την σχέση

Card
(
(Y (S1 + V)

)
< (2S1 − 1)r+1.

Πρόταση 5.2.5. ΄Εστω β1, . . . , βn στοιχεία του K. Ορίζουµε

Y : = Zn + Z(β1, . . . , βn) ⊂ Kn

= {(s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn), (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1}.
Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. Τα 1, β1, . . . , βn είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα.

2. (αʹ) Για κάθε διανυσµατικό υπόχωρο V του Kn µε συνδιάσταση r ≥ 1,
έχουµε ότι :

rankZ
(
(Y + V)/V

)
≥ r + 1.
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(ϐʹ) Για κάθε διανυσµατικό υπόχωροW του Kn+1 µε συνδιάσταση r ≥ 1,
ο οποίος περιέχει το (β1, . . . , βn,−1), έχουµε ότι :

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
≥ r + 1.

3. (αʹ) Για κάθε S ≥ 1 και για κάθε διανυσµατικό υπόχωρο V του Kn µε
συνδιάσταση r ≥ 1, έχουµε ότι :

Card
(
(Y (S) + V)/V

)
≥ (2S − 1)r+1.

(ϐʹ) Για κάθε S ≥ 1 και για κάθε διανυσµατικό υπόχωρο W του Kn+1

µε συνδιάσταση r ≥ 1, ο οποίος περιέχει το (β1, . . . , βn,−1), έχουµε
ότι :

Card
(
(Zn+1(S) +W)/W

)
≥ (2S − 1)r+1.

Απόδειξη.
Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση:

τ : Kn+1 7−→
επί

Kn

(z1, . . . , zn) 7−→ (z1 + zn+1β1, . . . , zn + zn+1βn).

(Είναι επί, αφού το γραµµικό σύστηµα xi = zi + zn+1βi, i = 1, . . . , n έχει
πάντα λύση στο Kn+1, διότι (τάξη πίνακα συντελεστών)≤ (πλήθος αγνώστων).

΄Εχουµε επίσης ότι : ker(τ) = K · (β1, . . . , βn,−1).
• 2αʹ ⇒ 2βʹ.
΄Εστω V διανυσµατικός υπόχωρος του Kn µε συνδιάσταση r ≥ 1 και

rankZ
(
(Y + V)/V

)
≥ r + 1.

΄Εχουµε ότι υπάρχειW διανυσµατικός υπόχωρος του Kn+1 µε τ(W) = V,
όπου:

dimW = dimV + dimker(τ) = (n + 1)− r.

Λόγω του rankZ
(
(Y + V)/V

)
≥ r + 1, έχουµε ότι τα

(z(1) + λβ), . . . , (z(r+1) + λβ),

όπου z(i) = (z(i)
1 , . . . , z

(i)
n ) ∈ Kn, i = 1 . . . , r + 1, λ ∈ Z, β = (β1, . . . , βn) ∈

Kn, είναι Z−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του (Y + V)/V.
Παίρνουµε τα

ζ(1) := (z(1)
1 , . . . , z(1)

n , λ), . . . , ζ(r+1) := (z(r+1)
1 , . . . , z(r+1)

n , λ).
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Θα δείξουµε ότι αυτά είναι Z−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του
(Zn+1 +W)/W.

Σε αντίθετη περίπτωση υπήρχαν a1, . . . , ar+1 ∈ Z τέτοια ώστε :

a1ζ
(1) + . . . + ar+1ζ

(r+1) ∈ W,

δηλαδή,
τ(a1ζ

(1) + . . . + ar+1ζ
(r+1)) ∈ τ(W) = V.

΄Οµως,

V 3 τ(a1ζ
(1) + . . . + ar+1ζ

(r+1)) = a1τ(ζ(1)) + . . . + ar+1τ(ζ(r+1))

= a1(z(1) + λβ) + . . . + ar+1(z(r+1) + λβ).

΄Ατοπο, αφού τα (z(1) +λβ), . . . , (z(r+1) +λβ) είναι Z−γραµµικώς ανεξάρτητα
στοιχεία του (Y + V)/V.

• 2βʹ ⇒ 2αʹ.
΄Εστω W διανυσµατικός υπόχωρος του Kn+1 µε συνδιάσταση r ≥ 1 και

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
≥ r + 1.

Ορίζουµε V = τ(W). Τότε το V είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Kn µε
συνδιάσταση r ≥ 1 (dimV = n− r). Θα δείξουµε επίσης ότι

rankZ
(
(Y + V)/V

)
≥ r + 1.

΄Εστω τα στοιχεία η(1), . . . , η(ρ) ∈ Zn+1, ρ ≥ r +1, τα οποία moduloW δίνουν
µια ϐάση του (Zn+1 + W)/W. Αν δείξουµε ότι τα τ(η(1)), . . . , τ(η(ρ)) είναι
Z−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του (Y + V)/V τότε ϑα έχουµε αποδείξει
το Ϲητούµενο.

΄Εστω λοιπόν ότι τα τ(η(1)), . . . , τ(η(ρ)) είναι Z−γραµµικώς εξαρτηµένα
στοιχεία του (Y + V)/V. Τότε υπάρχουν a1, . . . , aρ ∈ Z τέτοια ώστε :

a1τ(η(1)) + . . . + aρτ(η(ρ)) ∈ V.

∆ηλαδή,
τ(a1η

(1) + . . . + aρη
(ρ)) = τ(w),

για κάποιο w ∈ W.
Οπότε,

(a1η
(1) + . . . + aρη

(ρ) − w) ∈ ker τ.
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΄Αρα,
a1η

(1) + . . . + aρη
(ρ) + w = K · (β1, . . . , βn,−1) ∈ W,

αφού (β1, . . . , βn,−1) ∈ W. ΄Αρα,

a1η
(1) + . . . + aρη

(ρ) ∈ W,

το οποίο είναι άτοπο.
• Η απόδειξη του 3αʹ⇐⇒3βʹ αποδεικνύεται µε όµοιο τρόπο όπως το

2αʹ⇐⇒2βʹ
• 3αʹ ⇒ 2αʹ.
΄Εστω e(1), . . . , e(n) ∈ Zn τα στοιχεία της κανονικής ϐάσης του Zn.
΄Εχουµε ότι :

Y = Z · e(1) + . . . + Z · e(n) + Z · (β1, . . . , βn),

όπου β = (β1, . . . , βn), και για S ≥ 1

Y (S) = s1e
(1) + . . . + sne(n) + sn+1β,

όπου (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1(S).
΄Εστω V διανυσµατικός υπόχωρος του Kn µε codim(V) = r ≥ 1 και για

τυχαίο S ≥ 1 υποθέτουµε ότι

Card
(
(Y (S) + V)/V

)
≥ (2S − 1)r+1.

΄Εστω
rankZ

(
(Y + V)/V

)
= m.

Υπάρχουν λοιπόν, y
1
+ V, . . . , y

m
+ V στοιχεία του (Y + V)/V, τα οποία είναι

Z−ϐάση του (Y + V)/V (Για j = 1, . . . , m, y
j

= s1,je
(1) + . . . + sn,je

(n) +
sn+1,jβ).

Παίρνουµε τα στοιχεία

(λ1y1
+ . . . + λmy

m
) + V, λi ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m.

Θα µετρήσουµε τις m−άδες (λ1, . . . , λm) τέτοιες ώστε το λ1y1
+ . . .+λmy

m
∈

Y (S) 11. ΄Ετσι ϑα έχουµε µετρήσει το πλήθος των κλάσεων του (Y (S) + V)/V
11Οι κλάσεις αυτές είναι διαφορετικές για διαφορετικά (λ1, . . . , λm) ∈ Zm, λόγω της ιδιότη-

τας των yi + V
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12. ΄Εχουµε ότι :

λ1y1
+ . . . + λmy

m
=

= λ1(s1,1 + sn+1,1e
(1) + . . . + sn+1,1β) + . . . + λm(s1,m + sn+1,me(1) + . . . + sn+1,mβ)

= (s1,1λ1 + . . . + s1,mλm)e(1) + . . . + (sn,1λ1 + . . . + sn,mλm)e(n)

+ (sn+1,1λ1 + . . . + sn+1,mλm)β.

Αναζητούµε τις µη µηδενικές λύσεις του συστήµατος :



s1,1 . . . s1,m
... . . . ...

sn+1,1 . . . sn+1,m


 ·




λ1
...

λm


 =




z1
...

zn+1


 ,

όπου (z1, . . . , zn+1) ∈ Zn+1(S).
Αν η τάξη του πίνακα είναι < m, τότε το αντίστοιχο οµογενές σύστηµα

έχει µη µηδενικές λύσεις (λ1, . . . , λm). Οπότε,

λ1(y1
+ V) + . . . + λm(y

m
+ V)

= (λ1y1
+ . . . + λmy

m
) + V = 0 + V,

το οποίο είναι άτοπο, αφού τα y
1
+V, . . . , y

m
+V είναι Z−γραµµικώς ανεξάρτη-

τα στοιχεία του (Y + V)/V.
΄Αρα, η τάξη του πίνακα είναι m. ΄Αρα, υπάρχει ένας m×m υποπίνακας




si1,1 . . . si1,m
... . . . . . .

sim,1 . . . sim,m




του οποίου η ορίζουσα δεν είναι µηδέν.
Το σύστηµα




si1,1 . . . si1,m
... . . . . . .

sim,1 . . . sim,m


 ·




λ1
...

λm


 =




z1
...

zm


 ,

έχει µοναδική λύση, η οποία αντιστοιχεί σε µία η σε καµία λύση του αρχικού
συστήµατος. Το πλήθος των (z1, . . . , zm) ∈ Zm(S) είναι ίσο µε (2S − 1)m.
΄Αρα έχουµε (2S − 1)m τουλάχιστον λύσεις. ∆ηλαδή, (2S − 1)m τουλάχιστον,
κλάσεις του (Y (S) + V)/V.

12Αφού, τα στοιχεία του (Y (S) + V)/V είναι της µορφής y + V µε y ∈ Y (S) και Y (S) ⊂ Y
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Αφού, λόγω υπόθεσης, Card
(
(Y (S) + V)/V

)
≥ (2S − 1)r+1, συµπεραί-

νουµε ότι m ≥ r + 1.
• 2βʹ ⇐⇒ 1.
΄Εστω W διανυσµατικός υπόχωρος του Kn+1 µε συνδιάσταση r ≥ 1 και

(β1, . . . , βn,−1) ∈ W. Θα αποδείξουµε τα εξής :
(i) Γενικά:

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
≥ r.

(ii) Ο W είναι ϱητός πάνω από το Q, αν και µόνο αν,

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
= r.

Λόγω του ότι (β1, . . . , βn,−1) ∈ W, χρησιµοποιώντας τα (i), (ii), έχουµε
την ισοδυναµία 2βʹ ⇐⇒ 1.

Η απόδειξη του (i):
΄Εστω e(1), . . . , e(n) η κανονική ϐάση του Kn+1.
Ορίζουµε

τW : Kn+1 7−→
επί

Kn+1/W

x 7−→ x +W.

΄Εχουµε ότι
dim

(
Kn+1/W)

= dimKn+1 − dimW = r.

΄Εστω, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι τα e(1), . . . , e(r) είναι ϐάση του Kn+1/W.
Τα e(1), . . . , e(r) είναι επίσηςZ−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του (Zn+1+

W)/W. Αυτό διότι αν

λ1e
(1) + . . . + λre

(r) ∈ W, λi ∈ Z, i = 1, . . . , r,

τότε :
λ1e

(1) + . . . + λre
(r) = 0 +W ∈ Kn+1/W.

΄Ατοπο.
΄Αρα,

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
≥ r.

Η απόδειξη του (ii):
Υποθέτουµε ότιW είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Kn+1 µε codim(W) =

r ≥ 1.
΄Εστω e(1), . . . , e(n) η κανονική ϐάση του Kn+1 και e(1), . . . , e(r), η ϐάση του
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Kn+1/W.
΄Εστω

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
= r.

Τότε, για κάθε r + 1 ≤ j ≤ n υπάρχουν α1j , . . . , αrj ∈ Q, τέτοια ώστε :

α1je
(1) + . . . + αrje

(r) + e(j) ∈ W, r + 1 ≤ j ≤ n.

∆ηλαδή, το W παράγεται από τα n + 1− r στοιχεία :

(α1j , . . . , αrj , 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Qn+1, r + 1 ≤ j ≤ n.

∆ηλαδή, ο W είναι ϱητός πάνω από το Q.
Αντίστροφα, έστω ότι W είναι ϱητός πάνω από το Q. Τότε (λόγω του

λήµµατος Αʹ.7.2) ο W είναι ο χώρος λύσεων του οµογενούς συστήµατος :

a11x1 + . . .+ a1,n+1xn+1 = 0
...

...
am1x1 + . . .+ am,n+1 = 0,

όπου aij ∈ Z.
Αφού codim(W) = r ≥ 1, έχουµε ότι r ≤ m,n + 1. Υπάρχουν λοιπόν,

α1, . . . , αr Z−γραµµικώς ανεξάρτητες γραµµές (του πίνακα συντελεστών του
συστήµατος) οι οποίες παράγουν το χώρο γραµµών Ω του συστήµατος. Κάθε
x ∈ Zn+1 γράφεται ως εξής (γνωστό από την Γραµµική Αλγεβρα):

x = w + ω, όπου w ∈ W και ω ∈ Ω.

Συµπεραίνεται λοιπόν, ότι :

rankZ
(
(Zn+1 +W)/W

)
= r.

• 1 ⇒ 3βʹ.
Υποθέτουµε ότι

Card
(
(Zn+1(S) +W)/W

)
< (2S − 1)r+1.

΄Εστω η κανονική απεικόνιση,

σW : Kn+1 −→
επί

Kn+1/W.

΄Εστω επίσης, {e(1), . . . , e(n+1)} η κανονική ϐάση του Kn+1. Υπάρχει ένα υπ-
οσύνολο {i1, . . . , ir} του {1, . . . , n+1}, τέτοιο ώστε το {σW(e(i1)), . . . , σW(e(ir))}
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να είναι ϐάση του Kn+1/W. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υπ-
οθέσουµε ότι {i1, . . . , ir} = {1, . . . , r}.

΄Εστω j, µε r + 1 ≤ j ≤ n + 1. Θεωρούµε τα s ∈ Zn+1(S), όπου si = 0
για r + 1 ≤ i ≤ n + 1 και i 6= j.
Τα στοιχεία :

σW(s1e
(1) + . . . + sre

(r) + sje
(j)), (s1, . . . , sr, sj) ∈ Zr+1(S),

ανήκουν στο (Zn+1(S) +W)/W.
Επειδή Card

(
Zr+1(S)

)
= (2S − 1)r+1 > Card

(
(Zn+1(S) + W)/W

)
,

έχουµε ότι τα στοιχεία αυτά δεν είναι διαφορετικά ανα δύο. Οπότε (Αρχή του
Περιστερώνα) υπάρχει µια σχέση της µορφής:

α1je
(1) + . . . + αrje

(r) + e(j) ∈ W,

µε αij ∈ Q. Αυτό σηµαίνει ότι το W παράγεται από τα n + 1− r στοιχεία :

(α1j , . . . , αrj , 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Qn+1, r + 1 ≤ j ≤ n + 1.

Αφού n + 1− r = dimW < n + 1, ο (n + 1− r)× (n + 1) πίνακας:



α1,r+1 . . . αr,r+1 1 0 . . . 0
α1,r+2 . . . αr,r+2 0 1 . . . 0

... . . . . . .
...

... . . . ...
α1,n+1 . . . αr,n+1 0 0 . . . 1




είναι τάξης n+1− r < n+1. ΄Αρα, υπάρχουν (b1, . . . , bn+1) 6= 0, τέτοια ώστε :

b1z1 + . . . + bn+1zn+1 = 0, για όλα τα z ∈ W.

∆ηλαδή ο W είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Kn+1 ο οποίος παράγεται
από στοιχεία του Qn+1. ΄Αρα, ο W είναι ϱητός πάνω από το Q (πρβλ. Αʹ.7.2).
Επειδή το (β1, . . . , βn,−1) ∈ W, έπεται η (µη τετριµµένη) γραµµική εξάρτηση
των 1, β1, . . . , βn υπερ το Q. 2

5.3 Απαλοιφή της µεταβλητής Y

Σε αυτή την ενότητα ϑα δείξουµε ότι η ύπαρξη πολυωνύµου P ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ],
το οποίο µηδενίζεται στο Y (S), για S = S′ + S′′ − 1, 13 συνεπάγεται την ύ-
παρξη ενός πολυωνύµου Q ∈ K[X1, . . . , Xn] (απαλοιφή της µεταβλητής Y ),

13ϑα δείξουµε ακριβώς ποια είναι η σχέση των S, S′, S′′ και ποιες συνθήκες πρέπει να
ικανοποιούν
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το οποίο µηδενίζεται στο Y (S′′) (ϑα αποδείξουµε, δηλαδή, τον ισχυρισµό του
2ου ϐήµατος).

Συγκεκριµένα έχουµε το εξής

Λήµµα 5.3.1. ΄Εστω α1, . . . , αn+1 µη µηδενικά στοιχεία του K και β1, . . . , βn

στοιχεία του K. ΄Εστω επίσης L0, L1, S
′, S′′ ϑετικοί ϱητοί ακέραιοι. Ορίζουµε

S = S′ + S′′ − 1, µε S′′ = dS
2 e (άρα S′ = S − dS

2 e+ 1), και υποθέτουµε ότι

Card
{
σ(αs′1

1 · · ·αs′n+1

n+1 ), s′ ∈ Zn+1(S′)
}

> L1.

Υποιθέτουµε επίσης ότι υπάρχει µη µηδενικό πολυώνυµοP ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ],
µε degX(P ) ≤ L0 και degY (P ) ≤ L1, τέτοιο ώστε :

P (s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn, αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ) = 0 για κάθε s ∈ Zn+1(S).

Τότε υπάρχει µη µηδενικό πολυώνυµο Q ∈ K[X1, . . . , Xn] µε degX(Q) ≤
2L0L1, τέτοιο ώστε :

Q(s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s
′′
n + s′′n+1βn) = 0, για κάθε s′′ ∈ Zn+1(S′′).

Παρατήρηση: Το λήµµα 5.3.1 ολοκληρώνει την απόδειξη της πρότασης
5.1.1 στην περίπτωση n = 1 (ϑεώρηµα Gelfond-Schneider).

Πριν την απόδειξη ϑα χρειαστούµε δύο λήµµατα. Το λήµµα 5.3.2 αναφέρε-
ται στην απαλείφουσα πολυωνύµων και µέσω αυτού προκύπτει το αποτέλεσµα
του λήµµατος 5.3.1. Το λήµµα 5.3.3 χρειάζεται για τις τεχνικές λεπτοµέρειες
της απόδειξης του λήµµατος 5.3.1.

Λήµµα 5.3.2. ΄Εστω πολυώνυµαP1, . . . , Pr ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ], µε degX(Pi) ≤
L0 και degY (Pi) ≤ L1. Υποθέτουµε επίσης ότι τα Pi, i = 1, . . . , r, δεν έχουν
κοινό ανάγωγο παράγοντα στο K[X1, . . . , Xn, Y ] µε ϐαθµό≥ 1 στην µεταβλητή
Y .

΄Εστω (ξj , ηj) ∈ Kn ×K, j ∈ J , οι κοινές ϱίζες των Pi, i = 1, . . . , r.
Τότε υπάρχει ένα µη µηδενικό πολυώνυµο στο K[X1, . . . , Xn] µε degX ≤

2L0L1, το οποίο µηδενίζεται σε όλα τα σηµεία ξj ∈ Kn, j ∈ J .

Απόδειξη. Εισάγουµε 2r νέες µεταβλητές

U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr.

Ορίζουµε δύο νέα πολυώνυµα G και H στον δακτύλιο

A = K[U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, X1, . . . , Xn, Y ],
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ως εξής :

G =
r∑

i=1

UiPi(X1, . . . , Xn, Y ), H =
r∑

i=1

ViPi(X1, . . . , Xn, Y ).

΄Εστω
R ∈ K[U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, X1, . . . , Xn],

η απαλείφουσα των πολυωνύµων G και H που αντιστοιχεί στην µεταβλητή Y .
΄Εχουµε τα εξής :
(1) Το R 6= 0.
∆ιαφορετικά, δηλαδή αν R = 0, τα G και H έχουν κοινό παράγοντα F

στον δακτύλιο A µε ϐαθµό ≥ 1 ως προς την µεταβλητή Y .
Επειδή Q|G, το Q δεν εξαρτάται από τα Vi

14. Επίσης, αφού Q|H, το Q δεν
εξαρτάται από τα Ui.
Το Q λοιπόν δεν εξαρτάται από τα Vi, Ui, άρα αφού Q|G, H έπεται ότι Q|Pi

στο K[X1, . . . , Xn, Y ], για κάθε i = 1, . . . , r.
΄Ατοπο, λόγω υπόθεσης.

(2) ΄Εχουµε ότι : degX(R) ≤ 2L0L1.
Στον δακτύλιο K[U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, X1, . . . , Xn][Y ] γράφουµε τα πολυώνυ-

µα G και H ως εξής :

G = g0 + g1Y + . . . + gkY
k, H = h0 + h1Y + . . . + glY

l,

όπου gi, hj ∈ K[U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, X1, . . . , Xn], i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , j
και k, l ≤ L1.

Γνωρίζουµε ότι :

R = det




g0 g1 . . . gk 0 . . . 0
0 g0 . . . gk−1 gk . . . 0
...

...
0 0 . . . g0 g1 . . . gk

h0 h1 . . . hl 0 . . . 0
0 h0 . . . hl−1 hl . . . 0
...

...
0 . . . 0 h0 . . . hl−1 hl




∈ K[U, V ,X](l+k)×(l+k),

U = (U1, . . . , Ur), V = (V1, . . . , Vr), X = (X1, . . . , Xr).
14Είναι γνωστό το εξής : Αν h ∈ D[X], D ακέραια περιοχή, και h = fg, f, g ∈ D[X], µε

degXh = 0, τότε και degXf = degXg = 0
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Αν αναπτύξουµε την ορίζουσα R, ϑα έχουµε:

R =
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ) r1σ(1) · · · r(k+l)σ(k+l)︸ ︷︷ ︸
degX≤2L0L1

15,

άρα και degX(R) ≤ 2L0L1.
(3) Για κάθε j ∈ J έχουµε ότι R(U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, ξj) = 0, (ξj ∈

Kn).
Είναι γνωστό ότι υπάρχουν πολυώνυµα

F1, F2 ∈ K[U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, X1, . . . , Xn][Y ] µε R = F1G + F2H.

Οπότε συµπεραίνουµε ότι

R(U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr, ξj) = 0.

Εκφράζουµε το R στον δακτύλιο K[X1, . . . , Xn][U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vr].
Αν διαλέξουµε ένα από τους συντελεστές του µονωνύµου U i1

1 · · ·U ir
r ·V j1

1 · · ·V jr
r ,

έχουµε το Ϲητούµενο πολυώνυµο του λήµµατος.
2

Λήµµα 5.3.3. ΄Εστω Q ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ] ένα ανάγωγο πολυώνυµο µε
degY (Q) ≥ 1. ΄Εστω u1, . . . , un, v, λ στοιχεία του K µε λ 6= 0 και το v δεν
είναι ϱίζα της µονάδας. Υποθέτουµε ότι :

Q(X1 + u1, . . . , Xn + un, vY ) = λQ(X1, . . . , Xn, Y ).

Τότε Q = cY, c ∈ K, c 6= 0.
Απόδειξη. Γράφουµε το Q στο K[X1, . . . , Xn][Y ], ως εξής :

Q(X1, . . . , Xn, Y ) =
d∑

i=0

αi(X1, . . . , Xn)Y i,

όπου αi(X1, . . . , Xn) ∈ K[X1, . . . , Xn], i = 1, . . . , d.
Από την υπόθεση έχουµε ότι

d∑

i=0

αi(X1 + u1, . . . , Xn + un)viY i = λ
d∑

i=0

αi(X1, . . . , Xn)Y i.

∆ηλαδή,

αi(X1 + u1, . . . , Xn + un)vi = λαi(X1, . . . , Xn), για κάθε i = 1, . . . , d.

15αφού k + l ≤ 2L1 και degXG, degXH ≤ L0
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Αν επικεντρωθούµε στον οµογενή όρο µε τον µεγαλύτερο ϐαθµό, ϐλέπουµε ότι
για κάθε i = 1, . . . , d, µε αi(X1, . . . , Xn) 6= 0, vi = λ.

Επειδή όµως το v δεν είναι ϱίζα της µονάδας, δεν γίνεται για i 6= j (έστω
i > j) να έχουµε ότι : vi = λ και vj = λ. Αυτό διότι τότε vi−j = 1, άτοπο.

΄Αρα, υπάρχει ένα και µόνο i για το οποίο vi = λ και αi(X1, . . . , Xn) 6= 0.
Επίσης, το i δεν είναι 0, διότι το Q είναι ϐαθµού≥ 1 στο Y .
΄Αρα,

Q(X1, . . . , Xn, Y ) = αi(X1, . . . , Xn)Y i,

όπου αi(X1, . . . , Xn) ∈ K[X1, . . . , Xn].
Επειδή όµως το Q είναι ανάγωγο έχουµε ότι

Q(X1, . . . , Xn, Y ) = cY, µε c ∈ K, c 6= 0.

2

Απόδειξη του λήµµατος 5.3.1.
Προφανώς µπορούµε να υποθέσουµε ότι το Y δεν διαιρεί το P και ότι

degY (P ) ≥ 1.16
Για s = (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1, ορίζουµε τον αυτοµορφισµό δακτυλίων

Ts : K[X1, . . . , Xn, Y ] −→ K[X1, . . . , Xn, Y ]
F (X1, . . . , Xn, Y ) 7−→ F (X1 + s1 + sn+1β1, . . . , Xn + sn + sn+1βn, αs1

1 · · ·αsn+1

n+1 Y ),

µε T−1
s = T−s.
Συνεπώς, η εικόνα, µέσω του Ts, ενός ανάγωγου πολυωνύµου είναι ανάγ-

ωγο πολυώνυµο και οι ϐαθµοί των F και Ts(F ) είναι ίδιοι.
1. Θα δείξουµε ότι τα πολυώνυµα Ts′(P ), για s′ ∈ Zn+1(S′)17, δεν έχουν

κοινό ανάγωγο παράγοντα µε degY ≥ 1.
΄Εστω

P = F0

k∏

i=1

F ri
i ,

η ανάλυση του P σε ανάγωγα στον δακτύλιο K[X1, . . . , Xn][Y ] (η ανάλυση εί-
ναι µοναδική κατά προσέγγιση σταθερών παραγόντων) , όπου F0 ∈ K[X1, . . . , Xn]
(δεν εξαρτάται από το Y ) και για 1 ≤ i ≤ k το Fi είναι ανάγωγο πολυώνυµο
στο K[X1, . . . , Xn, Y ] µε degY ≥ 1. Επίσης, λόγω ορισµού του P , έχουµε ότι

16Αν degY (P ) = 0, τότε το Ϲητούµενο πολυώνυµο Q είναι το ίδιο το P
17Το S′ είναι εκείνο για το οποίο ισχύει από την υπόθεση του λήµµατος ότι :

Card
˘
σ(α

s′1
1 · · ·αs′n+1

n+1 ), s′ ∈ Zn+1(S′)
¯

> L1
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1 ≤ k ≤ L1.
Επίσης, λόγω του οµοµορφισµού,

Ts′(P ) = Ts′(F0) ·
k∏

i=1

(Ts′(Fi))ri ,

όπου Ts′(F0) ∈ K[X1, . . . , Xn] (δεν εξαρτάται από το Y ) και επίσης, για
1 ≤ i ≤ k το Ts′(Fi) είναι ανάγωγο πολυώνυµο στο K[X1, . . . , Xn, Y ] µε
degY (Ts′) ≥ 1.

Θα δείξουµε ότι δεν υπάρχει ανάγωγο πολυώνυµο F ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ],
µε degY(F) > 0, που να διαιρεί όλα τα Ts′(P ), µε s′ ∈ Zn+1(S′). Πράγµατι,
ας υποθέσουµε το αντίθετο.

Τότε για κάθε τέτοιο s′ υπάρχει δείκτης i(s′) µε 1 ≤ i(s′) ≤ k και ένα µη
µηδενικό στοιχείο cs′ του K, τέτοια ώστε :

F = cs′ · Ts′(Fi(s′)).

Θεωρούµε την απεικόνιση

% : Zn+1(S′) −→ {1, . . . , k} ×K∗/K∗
tors

s′ 7−→ (
i(s′), σ(αs′1

1 · · ·αs′n+1

n+1 )
)
.

Είναι γνωστό ότι το πλήθος των s′ είναι (2S′ − 1)n, το οποίο είναι µεγαλύτερο
του L1 (λόγω της υπόθεσης ότι Sn > L1 και S + 1 < 2S′ < 2S + 2). Το
πλήθος των i(s′) είναι k ≤ L1, ενώ ο πληθος των στοιχείων του συνόλου
{σ(αs′1

1 · · ·αs′n+1

n+1 ), s′ ∈ Zn+1(S′)} είναι, λόγω υπόθεσης, > L1. ΄Αρα, από την
αρχή του περιστερώνα, έχουµε ότι υπάρχουν δύο διαφορετικά s′ ∈ Zn+1(S′),
έστω s′(1), s′(2) για τα οποία ισχύουν τα εξής :

(α) Οι δείκτες i(s′(1)), i(s′(2)) είναι ίσοι, έστω i0 η κοινή τιµή,
και

(ϐ) Τα στοιχεία σ(αs
′(1)
1

1 , . . . , α
s
′(1)
n+1

n+1 ), σ(αs
′(2)
1

1 , . . . , α
s
′(2)
n+1

n+1 ), είνα διαφορετικά.

Η διαφορά, s′ = s′(1) − s′(2), είναι ένα µη µηδενικό στοιχείο του Zn+1.
Επίσης, αφού F = cs′(1)Ts′(1)(Fi0) και F = cs′(2)Ts′(2)(Fi0), έχουµε ότι :

cs′(1)Ts′(1)(Fi0) = cs′(2)Ts′(2)(Fi0).

΄Αρα,
T−s′(1)

(
cs′(1)Ts′(1)(Fi0)

)
= T−s′(1)

(
cs′(2)Ts′(2)(Fi0)

)
,



88 5 Γραµµική εξάρτηση των 1, β1, . . . , βn

ή,
cs′(1)T−s′(1)

(
Ts′(1)(Fi0)

)
= cs′(2)T−s′(1)

(
Ts′(2)(Fi0)

)
,

δηλαδή,
Ts′ =

cs′(2)

cs′(1)
Fi0 ,

όπου,
c
s′(2)

c
s′(1)

= λ ∈ K∗.

Επίσης, επειδή τα σ(αs
′(1)
1

1 , . . . , α
s
′(1)
n+1

n+1 ), σ(αs
′(2)
1

1 , . . . , α
s
′(2)
n+1

n+1 ), είναι διαφορε-
τικά έχουµε ότι

α
s
′(1)
1

1 , . . . , α
s
′(1)
n+1

n+1 K∗
tors 6= α

s
′(2)
1

1 , . . . , α
s
′(2)
n+1

n+1 )K∗
tors,

δηλαδή το
α

s′1
1 , . . . , α

s′n+1

n+1

δεν είναι ϱίζα της µονάδας.
Εφαρµόζουµε το λήµµα 5.3.3 για το Fi0 µε

ui = si + sn+1βi, i = 1, . . . , n

v = α
s′1
1 , . . . , α

s′n+1

n+1 .

΄Επεται λοιπόν, ότι Fi0 = c · Y , c ∈ K∗.
∆ηλαδή, το P = F0

∏k
i=1 F ri

i διαιρείται µε Y .
΄Ατοπο, λόγω υπόθεσης.
΄Αρα, τα πολυώνυµα Ts′(P ), για s′ ∈ Zn+1(S′), δεν έχουν κοινό ανάγωγο
παράγοντα µε degY ≥ 1.

2. Εδώ, ϑα δείξουµε την ύπαρξη του πολυωνύµου Q ∈ K[X1, . . . , Xn],
µε degX ≤ 2L0L1, το οποίο µηδενίζεται στο σύνολο:

{
(s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s

′′
n + s′′n+1βn, α

s′′1
1 · · ·αs′′n+1

n+1 ), s′′ ∈ Zn+1(S′′)
}
.

Αυτό µας το εξασφαλίζει το λήµµα 5.3.2, όπου

{P1, . . . , Pr} = {Ts′(P ), s′ ∈ Zn+1(S′)}
και

{(ξj , ηj), j ∈ J} =
{
(s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s

′′
n + s′′n+1βn, α

s′′1
1 · · ·αs′′n+1

n+1 ), s′′ ∈ Zn+1(S′′)
}

⊂ Kn ×K∗.
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(Το τυχαίο Pi είναι της µορφής

Pi = Ts′(P ) = P (X1 + s′1 + s′n+1β1, . . . , Xn + s′n + s′n+1βn, α
s′1
1 · · ·αs′n+1

n+1 Y ).

Οπότε,

Pi(s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s
′′
n + s′′n+1βn, α

s′′1
1 · · ·αs′′n+1

n+1 )

= P
(
(s′1 + s′′1) + (s′n+1 + s′′n+1)β1, . . . , (s′n + s′′n) + (s′n+1 + s′′n+1)βn, α

s′1+s′′1
1 · · ·αs′n+1+s′′n+1

)

= 0,

αφού s′ + s′′ ∈ Zn+1(S) για s′ ∈ Zn+1(S′), s′′ ∈ Zn+1(S′′), διότι S = S′ +
S′′ − 1).

2
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Κεφάλαιο 6

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος
του Baker

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Baker. Συγκεκριµένα
ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα 1.2.2, το οποίο, όπως αποδείξαµε στο κεφάλαιο
1, είναι ισοδύναµο µε το ϑεώρηµα του Baker. ∆ηλαδή, ϑα αποδείξουµε το
εξής :

Αν `1, . . . , `n+1, Q−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία τουL και β1, . . . , βn ∈
Q µε

`n+1 = β1`1 + . . . + βn`n, (6.1)
τότε 1, β1, . . . , βn είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα.

• Βήµα 1ο. Υποθέσεις.
΄Εστω, `1, . . . , `n+1, Q−γραµµικώς ανεξάρτητα στοιχεία του L και β1, . . . , βn ∈

Q. Υποθέτουµε επίσης,

`n+1 = β1`1 + . . . + βn`n.

Για 1 ≤ i ≤ n + 1, ορίζουµε αi = e`i .
• Βήµα 2ο. Επιλογή των παραµέτρων.
Θα συµβολίζουµε µε c ένα αρκετά µεγάλο πραγµατικό αριθµό, ο οποίος

εξαρτάται µόνο από τα n, `1, . . . , `n+1, β1, . . . , βn
1.

Επιλέγουµε τρεις ϑετικούς ϱητούς ακεραίους L0, L1 και S, οι οποίοι
ικανοποιούν τις σχέσεις

L0 ≥ 2, L1 ≥ 2, S ≥ 2

cL0 log S ≤ L1/n, cL1S ≤ L1/n, c(L0L1)n ≤ Sn+1,

1Η εξάρτηση του c από τα n, `1, . . . , `n+1, β1, . . . , βn, ϑα ϕανεί στην απόδειξη παρακάτω
όταν ϑα προσδιορισθεί το c σε σχέση µε τα c1, c2
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µε L :=
(
L0+n

n

)
(L1 + 1).

(Μπορούµε να επιλέξουµε το S όσο µεγάλο ϑέλουµε. Για n σταθερό και
c αρκετά µεγάλο µπορούµε να ϐρούµε L0 και L1 τα οποία να ικανοποιούν τις
παραπάνω ανισότητες.
Για παράδειγµα, µπορούµε να πάρουµε:

L0 = [S1+1/n(log S)−3n] και L1 = [log S]2n.

Οι τρεις πρώτες ανισότητες (L0 ≥ 2, L1 ≥ 2, S ≥ 2) ικανοποιούνται για S
αρκούντως µεγάλο.
Για να ικανοποιείται η ανισότητα (cL0 log S ≤ L) αρκεί c ≤ log S, το οποίο για
αρκούντως µεγάλο S ισχύει.
Για να ικανοποιείται η ανισότητα c(L0L1)n ≤ Sn+1 αρκεί c

(log S)2
≤ Sn−1, το

οποίο για αρκούντως µεγάλο S ισχύει.
΄Οµοια ισχύει και η άλλη ανισότητα για ακούντως µεγάλο S.)

• Βήµα 3ο. Καθορισµός της ορίζουσας ∆.
Θεωρούµε τον L× (2S − 1)n+1 πίνακα Π, (πρβλ. ενότητα 2.1),

Π =
(
(s1 + sn+1β1)λ1 · · · (sn + sn+1βn)λn(αs1

1 · · ·αsn+1

n+1 )λn+1

)
λ,s

,

όπου ο δείκτης των γραµµών είναι λ και ο δείκτης των στηλών είναι s. Το λ
διατρέχει τις (n + 1)−άδες (λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1, όπου λ1 + . . . + λn ≤ L0

και λn+1 ≤ L1. Το s διατρέχει όλα τα στοιχεία του Zn+1(S).
΄Εστω s(1), . . . , s(L) 2 τυχαία στοιχεία του Zn+1(S).

Θεωρούµε την L× L υποορίζουσα του πίνακα Π:

∆ = det
(
(s(µ)

1 + s
(µ)
n+1β1)λ1 · · · (s(µ)

n + s
(µ)
n+1βn)λn

(
α

s
(µ)
1

1 · · ·αs
(µ)
n+1

n+1

)λn+1
)

λ,µ
,

όπου 1 ≤ µ ≤ L.
• Βήµα 4ο. ΄Ανω ϕράγµα για την |∆|.
Από την υπόθεση (6.1) έχουµε ότι :

α
s1+sn+1β1

1 · · ·αsn+sn+1βn
n = αs1

1 · · ·αsn+1

n+1 ,

(εδώ είναι το µόνο σηµείο της απόδειξης στο οποίο χρησιµοποιείται η υπόθεση
(6.1) )

οπότε,

∆ = det
(
(s(µ)

1 +s
(µ)
n+1β1)λ1 . . . (s(µ)

n +s
(µ)
n+1βn)λn

(
α

s(µ)+s
(µ)
n+1β1

1 · · ·αs
(µ)
n +s

(µ)
n+1βn

n

)λn+1
)

λ,µ
.

2Η ανισότητα L ≤ (2S − 1)n+1 προκύπτει από την ανισότητα c(L0L1)
n ≤ Sn+1, όπως

ακριβώς προέκυψε στην πρόταση 5.1.1
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και από την πρόταση 4.4.1, έχουµε ότι υπάρχει σταθερά c1 > 0 3 τέτοια ώστε :

1
L

log |∆| ≤ −L1/n + c1(L0 log S + L1S).

Για c ≥ 4c1, έχουµε ότι :
1
L

log |∆| ≤ −L1/n

2
. (6.2)

(αφού, λόγω των ανισοτικών σχέσεων στο 2ο ϐήµα, έχουµε ότι : −L1/n +
c1(L0 log S +L1S) ≤ −L1/n + c1

(
L1/n

c + L1/n

c

)
, οπότε για c ≥ 4c1 έχουµε την

παραπάνω ανισότητα).
• Βήµα 5ο. Κάτω ϕράγµα για την |∆|.
Η υπόθεση µας ότι οι αριθµοί α1, . . . , αn+1, β1, . . . , βn είναι αλγεβρικοί,

µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε το πόρισµα 3.6.2 και να συµπεράνουµε
ότι :

- είτε :
∆ = 0

- είτε :
1
L

log |∆| ≥ −c2(L0 log S + L1S).

Για c ≥ 8c2 έχουµε ότι αν ∆ 6= 0 τότε :

1
L

log |∆| > −L1/n

2
. (6.3)

(αφού, c2(L0 log S + L1S) ≤ 2c2
c L1/n, έχουµε ότι για c ≥ 8c2, c2(L0 log S +

L1S) ≤ L1/n

4 , άρα για c ≥ 8c2 έχουµε την (6.3) ).
Οπότε, για c ≥ max{4c1, 8c2}, έπεται, µέσω των ανισοτήτων (6.2), (6.3),

ότι ∆ = 0.
• Βήµα 6ο. Το συµπέρασµα.
Αφού ∆ = 0, από 5ο το ϐήµα συµπεραίνουµε ότι η τάξη του πίνακα Π

είναι µικρότερη του L.
Από την υπόθεση ότι τα `1, . . . , `n+1 είναιQ−γραµµικώς ανεξάρτητα πάνω από
το Q έπεται ότι τα α1, . . . , αn+1, παράγουν µια πολλαπλασιαστική υποοµάδα
του C∗ µε rank ≥ n 4. Από την επιλογή των παραµέτρων στο 2ο ϐήµα εύκολα

3Στην πρόταση 4.4.1 δείξαµε ότι το c1 εξαρτάται µόνο από τα n, `1, . . . , `n+1, β1, . . . , βn
4Πρβλ. παράρτηµα Αʹ.8



94 6 Η απόδειξη του ϑεωρήµατος του Baker

συµπεραίνεται ότι οι ανισότητες τις υπόθεσης της πρότασης 5.1.1 ικανοποιούν-
ται 5. ΄Αρα, εφαρµόζοντας την πρόταση 5.1.1 έχουµε ότι τα 1, β1, . . . , βn είναι
Q−γραµµικώς εξαρτηµένα, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

5Λόγω της ελευθερίας που έχουµε για την επιλογή του S µπορούµε να επιλέξουµε το S ≥
2n(n + 1). Οι άλλες δύο ανισότητες της υπόθεσης της πρότασης 5.1.1 συµπεραίνονται εύκολα
λόγω της επιλογής των παραµέτρων στο 2ο ϐήµα



Κεφάλαιο 7

Κάτω ϕράγµα για οµογενείς
γραµµικές µορφές λογαρίθµων

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε και ϑα αποδείξουµε ένα κάτω ϕράγµα
για µη µηδενικές γραµµικές µορφές λογαρίθµων,

Λ := β1 log α1 + . . . + βm log αm,

µε αi, βi, 1 ≤ i ≤ n, αλγεβρικοί αριθµοί.
Η µέθοδος που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι ίδια µε το πρώτο µέρος (υπ-

ερβατικό µέρος) της απόδειξης του ϑεωρήµατος του Baker. Το ϕράγµα που
ϑα παρουσιάσουµε δεν είναι το καλύτερο γνωστό, αλλά δεν είναι τετριµµένο.
Είναι χρήσιµο σε πολλά διοφαντικά προβλήµατα. Το ϕράγµα το οποίο ϑα
αποδείξουµε έχει την µορφή

|Λ| > e−c1(log H)κ(m)
,

όπου, κ(m) = 2m(m!)2, το log H είναι ένα άνω ϕράγµα των υψών των α1, . . . , αm, β1, . . . , βm

και c1 ϑετική υπολογίσιµη σταθερά, εξαρτώµενη από το πλήθος των λογαρί-
ϑµων και το ϐαθµό του σώµατος Q(α1, . . . , αm, β1, . . . , βm).

Τα νέα ϐελτιωµένα ϕράγµατα, τα οποία είναι γνωστά σήµερα (πρβλ. [30],
[20] και [8]), είναι της µορφής:

|Λ| > e−(c1 log B+c2)κ
, µε κ = 1 ή 2,

όπου το log B είναι άνω ϕράγµα των υψών των β1, . . . , βn, c1 > 0 και c2 ≥ 0
υπολογίσιµες σταθερές, εξαρτώµενες από τα ύψη των α1, . . . , αm, το πλήθος
των λογαρίθµων και το ϐαθµό του σώµατος Q(α1, . . . , αm, β1, . . . , βm).
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Εύκολα προκύπτει, ότι και το ϕράγµα που ϑα παρουσιάσουµε έρχεται
στην µορφή:

|Λ| > e−(c1 log B+c2)κ
, µε κ = 2m(m!)2,

όπου, το log B είναι άνω ϕράγµα των υψών των β1, . . . , βm και c1, c2 υπ-
ολογίσιµες σταθερές, εξαρτώµενες από τα ύψη των α1, . . . , αm, το πλήθος των
λογαρίθµων και το ϐαθµό του σώµατος Q(α1, . . . , αm, β1, . . . , βm).

Κάνουµε µια παρατήρηση η οποία ϑα µας χρειαστεί σε αυτό το κεφάλαιο.
Παρατήρηση: Για οποιοδήποτε m ∈ N και οποιουσδήποτε `1, . . . , `m ∈

L (e`1 = α1, . . . , e`m = αm ∈ Q) και β1, . . . , βm ∈ Q υπάρχουν ϑετικοί D και
H τέτοιοι ώστε

[Q(α1, . . . , αm, β1, . . . , βm) : Q] ≤ D,

log H ≥ max{h(α1), . . . , h(αm), h(β1), . . . , h(βm), 1}
και
emax{|`1|, . . . , |`m|}

log H
≤ D ≤ H.

΄Ενα τέτοιο Ϲεύγος (D, H) ϑα το λέµε αποδεκτό Ϲεύγος ϕραγµάτων του (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈
L×Qm.

7.1 Παρουσίαση του ϕράγµατος - Περιγραφή της απόδειξ-
ης

Το συµπέρασµα αυτού του κεφαλαίου είναι το εξής

Θεώρηµα 7.1.1. ΄Εστω `1, . . . , `m ∈ L, m ≥ 2, (e`1 = α1, . . . , e`m = αm ∈ Q)
και β1, . . . , βm ∈ Q. Υποθέτουµε ότι ο αριθµός

Λ = β1`1 + . . . + βm`m

δεν είναι µηδέν. Υποθέτουµε επίσης ότι το Ϲεύγος ϕυσικών αριθµών (D, H) είναι
ένα αποδεκτό Ϲεύγος ϕραγµάτων του (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ L×Qm

. Τότε

|Λ| ≥ e−(103m3D log H)k(m)
,

όπου κ(m) = 2m(m!)2.

Θα κάνουµε τώρα µια περιγραφή της απόδειξης.
Στην παράγραφο 7.2 (υπερβατικό µέρος της απόδειξης) υποθέτοντας ότι

τα `1, . . . , `m είναιQ−γραµµικώς εξαρτηµένα και ότι τα β1, . . . , βm ικανοποιούν
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µια συνθήκη «ασθενούς γραµµικής ανεξαρτησίας» ϑα αποδείξουµε ένα ισχυρότερο
ϕράγµα (ϑεώρηµα 7.2.1) για το |Λ|, µε το 2m3 στη ϑέση του κ(m). ΄Υστερα,
στην παράγραφο 7.3 ϑα αποδείξουµε ότι µπορούµε πάλι να πετύχουµε ένα
ϕράγµα για το |Λ| (πρόταση 7.3.2) χωρίς να υποθέσουµε ότι τα β1, . . . , βm

ικανοποιούν την συνθήκη «ασθενούς γραµµικής ανεξαρτησίας». Σε αυτή την
περίπτωση, το ϕράγµα που ϑα εξασφαλίσουµε για το |Λ| ϑα είναι εκείνο του
ϑεωρήµατος 7.1.1 (ασθενέστερο από την πρόταση 7.2.1, αφού στη ϑέση του
2m3 έχουµε το k(m)). Στην παράγραφο 7.4, ϑα αποδείξουµε το προηγού-
µενο ϕράγµα (δηλαδή της πρότασης 7.3.2) ικανοποιείται ακόµα και όταν τα
`1, . . . , `m είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα (και τότε ϑα έχουµε αποδείξει την
γενική περίπτωση, δηλαδή το ϑεώρηµα 7.1.1).

7.2 Υπερβατικό µέρος της απόδειξης

Θεώρηµα 7.2.1. ΄Εστω, `1, . . . , `m ∈ L τα οποία είναιQ−γραµµικώς ανεξάρτη-
τα (e`1 = α1, . . . , e`m = αm ∈ Q), β1, . . . , βm ∈ Q και ο αριθµός

Λ = β1`1 + . . . + βm`m

δεν είναι µηδέν. Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος ϕυσικών αριθµών (D,H) είναι ένα
αποδεκτό Ϲεύγος ϕραγµάτων του (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ L × Qm

. Υποθέ-
τουµε επίσης ότι τα β1, . . . , βm ικανοποιούν την εξής συνθήκη «ασθενούς γραµ-
µικής ανεξαρτησίας»

∆εν υπάρχει γραµµική σχέση της µορφής b1β1 + . . . + bmβm = 0,
όπου bi ∈ Z και

0 < max
1≤i≤m

|bi| < 2T 2(m−1)2 , όπου T = [103m3D log H].

Τότε

|Λ| ≥ e−(103m3D log H)2m3

.

Το ϑεώρηµα 7.2.1 είναι άµεση συνέπεια της πρότασης 7.2.2. Με κατάλληλη
επιλογή των παραµέτρων (L0, L1, S, A, B, και E) της πρότασης 7.2.2 πετυχαί-
νουµε το Ϲητούµενο ϕράγµα του ϑεωρήµατος 7.2.1. Επίσης, ϑα χρειαστούµε
και δύο ακόµα λήµµατα (7.2.3, 7.2.4) τα οποία ϑα µας εξασφαλίσουν κάποιες
τεχνικές λεπτοµέρειες της απόδειξης του ϑεωρήµατος 7.2.1.

Πρόταση 7.2.2. ΄Εστω `1, . . . , `n+1 ∈ L (e`i = αi, 1 ≤ i ≤ n + 1, αλγεβρικοί)
και β1, . . . , βn ∈ Q µε max{|β1|, . . . , |βn|} ≤ 1. ΄Εστω [Q(α1, . . . , αn+1, β1, . . . , βn) :
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Q] = D και έστω A,B και E πραγµατικοί αριθµοί, οι οποίοι είναι ≥ e και
ικανοποιούν τις εξής ανισότητες :

max
1≤i≤n+1

h(αi) ≤ log A, h(1 : β1 : . . . : βn) ≤ B. (7.1)

E max
1≤i≤n+1

|`i| ≤ D log A (7.2)

Υποθέτουµε ότι υπάρχουν τρεις ϑετικοί ϱητοί ακέραιοι S,L0, L1 ≥ 2, οι οποίοι
ικανοποιούν την εξής συνθήκη
(όπου L :=

(
L0+n

n

)
(L1 + 1) και Θn(L) όπως ορίστηκε στην παράγραφο 4.2)

1
L

Θn(L) log E ≥ D log(2L)+DL0 log(2BS)+L0 log E+(3n+1)DL1S log A.

(7.3)
Υποθέτουµε επίσης ότι ο παρακάτω πίνακας είναι τάξης L,

(
(s1 + sn+1β1)λ1 · · · (sn + sn+1βn)λn

(
αs1

1 · · ·αsn+1

n+1

)λn+1
)

λ,s
,

όπου ο δείκτης γραµµών λ = (λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1, µε λ1 + . . .+λn ≤ L0 και
0 ≤ λn+1 ≤ L1 και ο δείκτης των στηλών s ∈ Zn+1(S).

Τότε ο αριθµός
Λ = β1`1 + . . . + βn`n − `n+1,

δεν είναι µηδέν, και αν γράψουµε |Λ| = e−U , έχουµε ότι

U

L
≤ D log L + DL0 log(2BS) + 2(n + 1)DL1S log A. (7.4)

(Από την υπόθεση για την τάξη του πίνακα συµπεραίνουµε ότι L ≤ (2S −
1)n+1).

Απόδειξη.
Εισάγουµε δύο πίνακες, Π1, Π2,

Π1 =
(
(s1 + sn+1β1)λ1 · · · (sn + sn+1βn)λn

(
αs1

1 · · ·αsn+1

n+1

)λn+1
)

λ,s
,

Π2 =
(
(s1 + sn+1β1)λ1 · · · (sn + sn+1βn)λn

(
α

s1+sn+1β1

1 · · ·αsn+sn+1βn
n

)λn+1
)

λ,s
.

Λόγω της υπόθεσης ότι η τάξη του πίνακα Π1 είναι L, έχουµε ότι υπάρχουν
s(1), . . . , s(L) ∈ Zn+1(S), τέτοια ώστε η ορίζουσα

∆1 = det
(
(s(µ)

1 + s
(µ)
n+1β1) · · · (s(µ)

n + s
(µ)
n+1βn)

(
α

s
(µ)
1

1 · · ·αs
(µ)

λn+1

n+1

n+1

))
λ,µ
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(1 ≤ µ ≤ L) δεν είναι µηδέν.
Ορίζουµε επίσης,

∆2 = det
(
(s(µ)

1 +s
(µ)
n+1β1)λ1 · · · (s(µ)

n +s
(µ)
n+1βn)λn

(
α

s
(µ)
1 +s

(µ)
n+1β1

1 · · ·αs
(µ)
n +s

(µ)
n+1βn

n

)λn+1
)

λ,µ

µια L× L υποορίζουσα του Π2.
Την ∆2 την λαµβάνουµε από την ∆1, αν αντικαταστήσουµε το αn+1 µε το

αβ1
1 · · ·αβn

n .
Επειδή ∆1 6= 0 από την ανισότητα του Liouville ϑα πετύχουµε ένα κάτω

ϕράγµα για την |∆1|. Επίσης, µε ϐάση όσων αναφέραµε στο κεφάλαιο 4, ϑα
πετύχουµε και ένα άνω ϕράγµα της |∆2|. ΄Υστερα, ϑα δείξουµε ότι η διαφορά
|∆1−∆2| είναι άνω ϕραγµένη από ένα µικρό πολλαπλάσιο του |Λ|. Από αυτό
ϑα συµπεράνουµε το κάτω ϕράγµα για το |Λ| 1.

• Βήµα 1ο. Κάτω ϕράγµα για την |∆1|.
Αφού ∆1 6= 0, από την πρόταση 3.6.1, έχουµε ότι :

1
L

log |∆1| ≥ −U1,

όπου U1 = (D − 1)(L0 log(2S) + log L) + DL0 log B + (n + 1)DL1S log A.
(Το U1 δεν προκύπτει µε αυτή την µορφή άµεσα από την πρόταση 3.6.1.

Χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε και τις ανισότητες της (7.1) ).
• Βήµα 2ο. ΄Ανω ϕράγµα για την |∆2|.
Θα εφαρµόσουµε τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου 4 στις συναρτήσεις

fλ(z1, . . . , zn) = zλ1
1 · · · zλn

n

(
αz1

1 · · ·αzn
n

)λn+1

και στα σηµεία

ζµ =
(
s
(µ)
1 + s

(µ)
n+1β1, . . . , s

(µ)
n + s

(µ)
n+1βn

) ∈ Cn, (1 ≤ µ ≤ L)

µε r = 2S και R = Er (max1≤µ≤L |ζµ| ≤ r, αφού έχουµε υποθέσει ότι |βj | ≤
1). Επαναλαµβάνοντας την απόδειξη της πρότασης 4.4.1 και χρησιµοποιώντας
τις ανισότητες (7.1) και (7.2), συµπεραίνουµε το εξής :

1
L

log |∆2| ≤ −U2,

όπου U2 = 1
LΘn(L) log E − log L− L0 log(2ES)− 2nDL1S log A.

• Βήµα 3ο. ΄Ανω ϕράγµα για την διαφορά |∆1 −∆2|.
1Η διαφορά στην απόδειξη του του ϑεωρήµατος του Baker ήταν ότι Λ = 0 και τότε οι πίνακες

ήταν ίδιοι (παρακάτω στην απόδειξη ϑα δείξουµε ότι εδώ Λ 6= 0)
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΄Οπως και στην απόδειξη της πρότασης 3.6.1, µπορούµε να γράψουµε την
ορίζουσα ∆1 ως την τιµή ενός πολυωνύµου στα α1, . . . , αn+1 και α−1

1 , . . . , α−1
n+1

µε συντελεστές από το σώµα Q(β1, . . . , βn):

∆1 =
∑

t

qtα
t1
1 · · ·αtn+1

n+1 , (qt ∈ Q(β1, . . . , βn))

όπου t = (t1, . . . , tn+1) µε |ti| ≤ LL1S.
Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι |βi| ≤ 1, συµπεραίνουµε εύκολα ότι :

∑
t

|qt| ≤ L!(2S)LL0 .

Θέτουµε x = αn+1 και y = αβ1
1 · · ·αβn

n . Τότε :

∆1 −∆2 =
∑

t

qtα
t1
1 · · ·αtn

n (xtn+1 − ytn+1).

Αφού |`i| ≤ D log A
E (χρησιµοποιούµε επίσης και την ανισότητα L! ≤ LL),

έχουµε ότι :

log |∆1−∆2| ≤ L log L+LL0 log(2S)+
nD

E
LL1S log A+log max

|t|≤LL1S
|xt−yt|.

Για κάθε ακέραιο t µε −LL1 ≤ t ≤ LL1S, έχουµε:

|xt − yt| ≤ |αt
n+1||1− etΛ| ≤ 2 e|t`n+1||tΛ|e|tΛ|.

Μπορούµε επίσης, (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας), να υποθέσουµε ότι
|Λ|LL1S ≤ 1 3.

Οπότε,
|xt − yt| ≤ eLL1S|`n+1|LL1S|Λ|e

και, συνεπώς,

log |xt − yt| ≤ log(eLL1S|`n+1|LL1S|Λ|e)
= LL1S|`n+1|+ log(LL1S)− U + 1

≤ D

E
LL1S log A + log(LL1S) + 1− U.

2 ΄Εστω z ∈ C. Για κάθε δ > 0, µε Re(z) ≤ δ, έχουµε ότι |ez−1| ≤ eδ−1
δ
|z|, οπότε |ez−1| ≤

|z|eδ
`
Η απόδειξη προκύπτει από την σχέση: για x = Re(z),

˛̨
˛
R 1

0
etzdt

˛̨
˛ ≤

R 1

0

˛̨
etz
˛̨
dt =

R 1

0
etxdt

´
.

3Αφού, αν |Λ|LL1S ≥ 1, τότε e−ULL1S ≥ 1, δηλαδή U ≤ log(LL1S). ΄Ετσι, ϑα είχαµε το
συµπέρασµα της πρότασης, σχετικά µε το άνω ϕράγµα του U
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Επίσης ισχύει ότι

1 + log(2LL1S) +
D

E
(n + 1)LL1S log A ≤ (n + 1)DLL1S log A.

(1+log(2LL1S)+ D
E (n+1)LL1S log A = log(2eLL1S)+ D

E (n+1)LL1S log A.
Χρησιµοποιούµε τις υποθέσεις, A ≥ e, E ≥ e, D ≥ 1, n ≥ 1, S ≥ 2, L1 ≥ 2.
Επίσης,
L :=

(
L0+n

n

)
(L1+1) = (L0+n)!

L0!n! (L1+1) = (L0+1)···(L0+1)
n! (L1+1) ≥ (n+2)···(1+2)

n! ·
3 ≥ 9, άρα x = 2eLL1S ≥ 72e και log x ≤ 1

e2
(e− 1)x).

΄Αρα, τελικά,
|∆1 −∆2| ≤ e−LU3 ,

όπου

U3 =
U

L
− L0 log(2S)− (n + 1)DL1S log A− log L +

log 2
L

.

• Βήµα 4ο. Συµπεράσµατα.
(1) Ο αριθµός Λ δεν είναι µηδέν.
∆ιαφορετικά, αν Λ = 0, τότε `n+1 = β1`1 + . . . + βn`n, δηλαδή x =

αn+1 = e`1 είναι ίσο µε το y = αβ1
1 · · ·αβn

n = eβ1`1+...+βn`n .
΄Οµως τότε, από το 3ο ϐήµα,

∆1 = ∆2 =: ∆.

Τότε, από το 1ο ϐήµα και από το 2ο ϐήµα, έπεται

−U1 ≤ 1
L

log |∆| ≤ −U2.

Συγκρίνοντας τα ϕράγµατα U1 και U2, καταλήγουµε σε άτοπο, λόγω της
ανισότητας (7.3).

(2)
U

L
≤ D log L + DL0 log(2BS) + 2(n + 1)DL1S log A.

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα, συµπεραίνουµε ότι

|∆1| ≤ |∆2|+ |∆1 −∆2|,
άρα, από τα ϐήµατα 1, 2 και 3,

e−LU1 ≤ e−LU2 + e−LU3 .
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Από την ανισότητα (7.3), έπεται εύκολα ότι

U1 +
1
L

log 2 ≤ U2,

άρα,
U3 ≤ U1 +

1
L

log 2.

Από αυτή την ανισότητα (χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του ϐήµατος 3),
έπεται το Ϲητούµενο άνω ϕράγµα για το U .

2

Το επόµενο λήµµα 7.2.3 είναι η πιο αναλυτική έκφραση της συνεπαγωγής
1 ⇒ 3βʹ του λήµµατος 5.2.5. ΄Εχουµε λοιπόν,

Λήµµα 7.2.3. ΄Εστω K ένα σώµα χαρακτηριστικής µηδέν, S1 ένας ϑετικός
ϱητός ακέραιος και V ένας διανυσµατικός υπόχωρος του Km µε codimV = r ≥
1, τέτοια ώστε :

Card
(
(Zm(S1) + V)/V

)
< (2S1 − 1)r+1.

Τότε :

1. υπάρχει µια ϐάση {v1, . . . , vm−r} του V µε vj ∈ Zm(2S1 − 1), για κάθε
1 ≤ j ≤ m− r.

2. ο διανυσµατικός υπόχωρος V του Kn είναι τοµή r αλγεβρικών συνόλων,
τα οποία ορίζονται από τις εξισώσεις :

bi1z1 + . . . + bimzm = 0, 1 ≤ i ≤ r,

όπου, για 1 ≤ i ≤ r, bi = (bi1, . . . , bir) ∈ Zm(2S1 − 1).
Απόδειξη.

1. ΄Εστω η κανονική απεικόνιση

σV : Km −→
επί

Km/V

και {e(1), . . . , e(m)} η κανονική ϐάση του Km. Αφού dim(V) = m−r, υπάρχει
ένα υποσύνολο {i1, . . . , ir} του {1, . . . , r} τέτοιο ώστε το σύνολο

{σV(e(i1)), . . . , σV(e(ir))}

είναι ϐάση του Km/V.
Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι {i1, . . . , ir} = {1, . . . , m}.
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Για j µε r + 1 ≤ j ≤ m, ϑεωρούµε s = (s1, . . . , sm) ∈ Zm(S1) µε si = 0
για r + 1 ≤ i ≤ m και i 6= j. ΄Εστω το σύνολο των στοιχείων :

ΣV = {σV(s1e
(1) + . . . + sre

(r) + sje
(j)), (s1, . . . , sr, sj) ∈ Zr+1(S1)},

(είναι στοιχεία του (Zm(S1) + V)/V ).
΄Οµως,

Card
(
Zr+1(S1)

)
= (2S1 − 1)r+1 > Card

(
Zm(S1 + V)/V

)
4,

άρα δύο τουλάχιστον στοιχεία του συνόλου ΣV συµπίπτουν του (Zm(S1) +
V)/V.

Οπότε, για κάθε j µε r + 1 ≤ j ≤ m, υπάρχουν s(j), s′(j) ∈ Zr+1(S1),
τέτοια ώστε :

s
(j)
1 e(1) + . . . + s(j)

r e(r) + s
(j)
j e(j) + V

= s
′(j)
1 e(1) + . . . + s

′(j)
r e(r) + s

′(j)
j e(j) + V,

δηλαδή,

(s(j)
1 − s

′(j)
1 )e(1) + . . . + (s(j)

r − s
′(j)
r )e(r) + (s(j)

j − s
′(j)
j )e(j) ∈ V.

΄Αρα, τα m− r στοιχεία

(s(j)
1 − s

′(j)
1 , . . . , s(j)

r − s
′(j)
r , 0, . . . , 0, s

(j)
j − s

′(j)
j , 0, . . . , 0),

(είναι K−γραµµικώς ανεξάρτητα), αποτελούν ϐάση του V.
Επίσης, για κάθε i = 1, . . . , m,

∣∣s(j)
i − s

′(j)
i

∣∣ ≤ |s(j)
i |+ |s′(j)i | ≤ (S1 − 1) + (S1 − 1) = 2S1 − 2.

2. Από το 1 και από το λήµµα Αʹ.7.2 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει γραµ-
µική απεικόνιση f : Km → Kr(∼= Km/V), µε ker f = V, της οποίας ο
πίνακας ως προς τις κανονικές ϐάσεις έχει συντελεστές στο Q. Χωρίς ϐλάβ-
η της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι αυτοί οι συντελεστές είναι
ακέραιοι.

(α) Υποθέτουµε ότι r = 1.
Σε αυτή την περίπτωση ο V είναι ο πυρήνας της γραµµικής απεικόνισης :

f : Km −→
επί

Km/V ∼= K

4Από την υπόθεση ότι Card
“
Zm(S1 + V)/V

”
< (2S1 − 1)r+1, έπεται επίσης ότι V 6= 0 και

άρα m > r
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µε f(x1, . . . , xn) = a1x1 + . . . + amxm, a1, . . . , am ∈ Z (πρβλ. λήµµα Αʹ.7.2),
και µπορούµε να υποθέσουµε ότι a1, . . . , am είναι πρώτοι µεταξύ τους. ΄Υστερα
από µετάθεση των συντεταγµένων και αντικατάσταση του f από το −f αν
χρειαστεί, µπορούµε να υποθέσουµε ότι a1 = max{|a1|, . . . , |am|}.

΄Εχουµε ότι Card(f(Zm(S1))) ≤ Card(σV(Zm(S1))), αφού ισχύει ότι αν
f(s′) 6= f(s′′), για s′, s′′ ∈ Zm(S1), τότε και σV(s′) 6= σV(s′′).

Πράγµατι, σε αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε ότι s′ − s′′ ∈ ker(σV) = V.
΄Οµως και ker f = V, άρα s′ − s′′ ∈ ker(f). Οπότε, f(s′) = f(s′′), το οποίο
είναι αδύνατο.

΄Αρα, Card(f(Zm(S1))) < (2S1− 1)2. Με την ϐοήθεια της προηγούµενης
ανισότητας ϑα αποδείξουµε, αµέσως παρακάτω, ότι a1 < (2S1 − 1).

Ορίζουµε,
di = µκδ(a1, . . . , ai), 1 ≤ i ≤ m,

(ειδικώτερα, d1 = b1 και dm = 1), και ϑεωρούµε το σύνολο

E = {(x1, . . . , xm) ∈ Zm, −S1 < xi ≤ −S1 +
di−1

di
, 2 ≤ i ≤ m}.

Αν περιορίσουµε την f στο E, τότε αυτή είναι ένα προς ένα, διότι, αν δύο
διαφορετικά στοιχεία του E έχουν την ίδια εικόνα µέσω της f , τότε η διαφορά
τους (y1, . . . , ym) ανήκει στον πυρήνα της f και ικανοποιεί

|yi| < di−1

di
, 2 ≤ i ≤ m.

΄Εστω i ≥ 2 ο µεγαλύτερος ϕυσικός τέτοιος ώστε yi 6= 0. Τότε λόγω της σχέσης

aiyi = −a1y1 − . . .− ai−1yi−1,

συµπεραίνουµε ότι το di−1 διαιρεί το µκδ(ai, di−1) = di. ΄Αρα, το di−1/diδιαιρεί
το |yi|. ΄Ατοπο, λόγω της σχέσης |yi| < di−1/di. ΄Αρα, η f είναι 1-1 στο
E

⋂
Zm(S1).
Οπότε, (το αριστερό µέλος στην παρακάτω ανισότητα είναι ο πληθάριθµος

του E ∩ Zm(S1))

(2S1 − 1)
m∏

i=2

min{2S1 − 1, di−1/di} < (2S1 − 1)2.

΄Αρα, αναγκαστικά για κάθε i = 2 ≤ i ≤ m, είναι min{2S1 − 1, di−1

di
} = di−1

di
.

Οπότε,

2S1 − 1 >
m∏

i=2

di−1/di = d1/dm = a1.
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(ϐ) Υποθέτουµε τώρα ότι r ≥ 1.
΄Εστω

A =




a11 . . . a1m
... . . . ...

ar1 . . . arm


 , aij ∈ Z

ο πίνακας της f . ΄Εχουµε ότι V = N (A) (=ο χώρος λύσεων του οµογενούς
AX = 0).

Από την ϐασική Γραµµική ΄Αλγεβρα,

N (A)⊥ (ορθογώνιο συµπλήρωµα του N (A)) = χώρος γραµµών του A,

άρα, r = codim(V) = dim(V⊥) = dim(N (A)⊥) =διάσταση του χώρου γραµ-
µών του A. Με άλλα λόγια, η τάξη του A είναι r. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
ϑεωρώ ότι οι r τελευταίες γραµµές του πίνακα A είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

΄Εστω i ∈ {m− r + 1, . . . , m}, αυθαίρετο, αλλά σταθερό παρακάτω.

πi : Km → Km−r+1,

όπου πi(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm−r, xi).
• V ∩ kerπi = {0}. ∆ιότι, αν x ∈ V ∩ kerπi, τότε x1 = . . . = xm−r =

xi = 0 και, επιπλέον, AX = 0. Αλλά τότε,




a1,m−r+1 . . . a1m
... . . . ...

ar,m−r+1 . . . arm


 ·




xm−r+1
...

xi−1

0
xi+1
...

xm




= 0.

Η ορίζουσα του πίνακα είναι 6= 0 (είναι οι τελευταίες r στήλες του A), άρα όλα
τα xj είναι 0.

• Εφαρµόζουµε το λήµµα Αʹ.10.2, µε C =
(
Zm(S1 + V)

)
/V,

C ′ =
(
Zm−r+1(S1 + πi(V)

)
/πi(V) και f : C → C ′, (προσωρινά χρησι-

µοποιούµε το σύµβολο f µε άλλη σηµασία), οριζόµενη: f(x + V) = πi(x) +
πi(V). Η f είναι καλά ορισµένη (συµπεραίνεται εύκολα). Η f είναι επί,
άρα Card

(
f(C)

)
= Card(C ′). Επίσης, για να εκτιµήσουµε (κάτω ϕράγµα)

το min f−1(c′), c′ ∈ C ′, ϑεωρώ το τυπικό στοιχείο του C ′, που είναι της
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µορφής πi(x) + πi(V ), για κάποιο x ∈ Zm(S1). Παρατηρώ ότι, για κάθε
y ∈ Zm(S1) ∩ kerπi, είναι f(x + y + V) = πi(x) + πi(V), άρα

Card
(
f−1

(
πi(x) + πi(V)

)) ≥ Card
(
x + y + V : y ∈ Zm(S1) ∩ kerπi

)

= Card
(
Zm(S1) ∩ kerπi

)
.

Η τελευταία ισότητα ισχύει διότι, διαφορετικά y ∈ kerπi, αντιστοιχούν σε
διαφορετικές κλάσεις x + y + V. Αλλά εύκολα, ο τελευταίος πληθάριθµος
είναι (2S1 − 1)r−1. Οπότε, συµπεραίνουµε ότι Card

(
f−1(c′)

)
≥ (2S1 −

1)r−1, ∀c′ ∈ C ′. Τώρα, από το λήµµα Αʹ.10.2 συµπεραίνουµε ότι :

Card
(
Zm−r+1(S1 + πi(V)

)
/πi(V) < (2S1 − 1)2.

• Ισχύει codim
(
πi(V)

)
. Πράγµατι, η γραµµική απεικόνιση πi : V → Km−r+1,

είναι 1− 1, λόγω της V ∩ kerπi = {0}. ΄Αρα, dim
(
πi(V)

)
= dim(V) = m− r,

οπότε, codim
(
πi(V)

)
= (m− r + 1)− (m− r) = 1.

• Εφαρµόζοντας το (2α′), συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν bij ∈ Z(2S1 −
1), j = 1, . . . , m− r, i, έτσι ώστε :

πi(V) = {(y1, . . . , ym−r+1) : bi1y1 + . . . + bi,m−rym−r + biiym−r+1 = 0}.

• Αν εφαρµόσουµε το παραπάνω συµπέρασµα για i = m− r + 1, . . . ,m
ϐλέπουµε ότι κάθε x = (x1, . . . , xm) ∈ V ικανοποιεί το οµογενές γραµµικό
σύστηµα µε πίνακα:

B =




bm−r+1,1 . . . bm−r+1,m−r bm−r+1,m−r+1 0 . . . 0
bm−r+2,1 . . . bm−r+2,m−r 0 bm−r+2,m−r+2 . . . 0

...
...

bm1 . . . bm,m−r 0 0 . . . bmm


 .

∆ηλαδή, V ⊆ N (B). Βέβαια, στην περίπτωση µας χρειάζεται µία µόνο γραµµή
του πίνακα B, αλλά εδώ το αναφέρουµε ακριβέστερα, χωρίς περισσότερο κόπο.

2

Το λήµµα 7.2.4 είναι η πρόταση 5.1.1 σε πιο αναλυτική έκφραση.

Λήµµα 7.2.4. Αν ισχύουν οι υποθέσεις της πρότασης 5.1.1, τότε υπάρχει µια
γραµµική σχέση της µορφής

b1β1 + . . . + bnβn = bn+1,
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µε (b1, . . . , bn+1) ∈ Zn+1 και

0 < max
1≤i≤n+1

|bi| < S

n
.

Απόδειξη.
(Η απόδειξη είναι σχεδόν ίδια µε την απόδειξη της πρότασης 5.1.1. Η δι-

αφορά είναι στην εφαρµογή του λήµµατος 5.2.5. Εδώ εφαρµόζουµε το λήµµα
7.2.3 το οποίο είναι η αναλυτικότερη έκφραση της συνεπαγωγής 1 ⇒ 3βʹ του
λήµµατος 5.2.5.)

Λόγω της υπόθεσης έχουµε ότι S ≥ 2n(n + 1), άρα,
(S

n

)n+1
< 2

(S

n
− 1

)n+1
,

αφού
(
1 + 1

2n+1

)
< 2, για n ≥ 1.

Θέτουµε
S′′ = dS

2
e και S′ = S − S′′ + 1.

΄Εχουµε λοιπόν ότι :

S′ = S′′ =
S + 1

2
, αν S = περιττός,

S′ =
S

2
+ 1, S′′ =

S

2
, αν S = άρτιος

Από την υπόθεση ότι Sn > L1, συµπεραίνουµε επίσης ότι

(2S′ − 1)n > L1 και
(2S′′

n
− 1

)
> (2L0L1)n.

Αφού η τάξη του πίνακα της υπόθεσης είναι < L, συµπεραίνουµε (όπως και
στην απόδειξη της πρότασης 5.1.1) ότι υπάρχει πολυώνυµο P ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ],

P (X1, . . . , Xn, Y ) =
∑

λ

cλXλ1
1 · · ·Xλn

n Y λn+1 ,

το οποίο µηδενίζεται σε κάθε σηµείο

(s1 + sn+1β1, . . . , sn + sn+1βn, αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ) ∈ Kn ×K∗,

s = (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1(S).
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Λόγω της υπόθεσης ότι τα α1, . . . , αn+1 παράγουν µια πολλαπλασιαστική υπ-
οοµάδα του C∗, µπορούµε να συµπεράνουµε (όπως και στην απόδειξη της
πρότασης 5.1.1) ότι

Card
{

σ(αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ), s′ = (s′1, . . . , s
′
n+1) ∈ Zn+1(S′)

}
> L1.

5

Εφαρµόζοντας λοιπόν το λήµµα 5.3.1, συµπεραίνουµε ότι υπάρχει Q ∈ K[X], X =
(X1, . . . , Xn) µε degX ≤ 2L0L1, τέτοιο ώστε το Q να µηδενίζεται σε κάθε
σηµείο του

Y (S′′) = (s′′1 + s′′n+1β1, . . . , s
′′
n + s′′n+1βn),

όπου s = (s′′1, . . . , s
′′
n+1) ∈ Zn+1(S′′).

Ορίζουµε, S1 = dS′′
n e. Τότε, για E = Y (S1), έχουµε ότι E[n] ⊂ Y (S′′) 6.

Εφαρµόζοντας την πρόταση 5.2.4, για το πολυώνυµο Q και για E =
Y (S1), συµπεραίνουµε ότι υπάρχει διανυσµατικός υπόχωρος V του Kn, µε
codim(V) = r ≥ 1, τέτοιος ώστε :

Card
(
E + V/V

)
≤ (2L0L1)r < (2S1 − 1)r+1.

Από το λήµµα 5.2.5 έπεται ότι υπάρχει διανυσµατικός χώροςW του Kn+1 µε
codim(W) = r ≥ 1, ο οποίος περιέχει το (β1, . . . , βn,−1) και

Card
(
(Zn+1(S1) +W)/W

)
< (2S1 − 1)r+1.

Οπότε, από το λήµµα 7.2.3, συµπεραίνουµε ότι ο W περιέχεται σε ένα αλγε-
ϐρικό υποσύνολο του Kn το οποίο δίνεται από την

b1z1 + . . . + bn+1zn+1 = 0,

όπου |bi| < 2S1 − 2, για κάθε i = 1, . . . , n + 1. Αφού το (β1, . . . , βn,−1)
ανήκει στο W, έχουµε οτι

b1β1 + . . . + bnβn = bn+1.

2

Απόδειξη του ϑεωρήµατος 7.2.1.

• ∆ιαιρούµε µε το µεγαλύτερο |βi|.
5σ : K∗ −→

επί
K∗/K∗

tors, η κανονική απεικόνιση
6E[n], όπως ορίστηκε στην παράγραφο 5.2
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΄Εστω |βm| = max{|β1|, . . . , |βm|}. ∆ιαιρώντας µε το βm έχουµε ότι (µ-
πορούµε να υποθέσουµε ότι βm

βm
= −1):

Λ′ =
Λ
βm

=
β1

βm
`1 + . . . +

βm−1

βm
`m−1 − `m

= β′1`1 + . . . + β′m−1`m−1 − `m,

όπου |βi| ≤ 1, για κάθε 1 ≤ i ≤ m− 1.
Θα αποδείξουµε ότι

|Λ′| ≥ e−(10m3D log H)2m3−1
.

Η γενική περίπτωση, δηλαδή ότι

|Λ| ≥ e−(103m3D log H)2m3

,

έπεται από την ανισότητα 7

|βm| ≥ e−D log H

και από την ανισότητα

(103m3D log H)2m3−1 + D log H ≤ (103m3D log H)2m3
,

(έχουµε ότι :

|Λ| = |βm| · |Λ′| ≥ e−D log H · e−(10m3D log H)2m3−1

= e−
(
(103m3D log H)2m3−1+D log H≤(103m3D log H)2m3

)

≥ e−(103m3D log H)2m3

).

Θα εφαρµόσουµε την πρόταση 7.2.2 µε

n = m− 1, E = e, A = H, B = Hm.

(Το H επιλέγεται έτσι ώστε να ικνοποιούνται οι εξής ανισότητες της πρότασης
7.2.2

max
1≤i≤n

h(αi) ≤ log H και e max
1≤i≤n+1

|`i| ≤ D log H.

7Από την ανισότητα του Liouville 3.9, για υ την αρχιµήδεια απόλυτη τιµή του C,
log |βm| ≥ −Dh(βm), άρα, |βm| ≥ e−Dh(βm) ≥ e−D log H .
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΄Υστερα, για B = Hm η ανισότητα h(1 : β1 : . . . : βn) ≤ log B ϑα ικανοποιείται
λόγω του λήµµατος Αʹ.5.2)

• Σχόλια για την επιλογή των παραµέτρων L0, L1 και S.

Θα εξηγήσουµε την διαδικασία επιλογής κατάλληλων τιµών για τις παραµέτρους
L0, L1 και S.

Για την εφαρµογή της πρότασης 7.2.2 πρέπει να επιλέξουµε κατάλληλες
τιµές ( ϑετικές ακέραιες τιµές) για τα L0, L1 και S, έτσι ώστε να ικανοποιούνται
η εξής συνθήκες :

1. να ισχύει η ανισότητα (7.3),

2. Ο πίνακας της πρότασης 7.2.2 να έχει την µέγιστη τάξη, δηλαδή να έχει
τάξη L

Η δεύτερη συνθήκη ϑα επιτευχθεί µε την ϐοήθεια του λήµµατος 7.2.4 σε
συνδυασµό µε την «ασθενή γραµµική ανεξαρτησία» των β1, . . . , βm (ϑεώρηµα
7.2.1). ΄Αρα, για την εφαρµογή του λήµµατος 7.2.4, απαιτείται επιπλέον :

(2n)n+1(L0L1)n ≤ Sn+1, (7.5)

S ≥ 2n(n + 1) και Sn > L1. (7.6)

Η επιλογή των παραµέτρων L0, L1 και S γίνεται ευκολότερα, (για λόγους
που ϑα ϕανούν παρακάτω), αν απαιτήσουµε να ικανοποιούνται επιπλέον των
παραπάνω συνθηκών και οι εξής :

- L :=
(
L0+n

n

)
(L1 + 1) > 2nen+1, (οπότε από το λήµµα 4.3.1, Θn(L) ≥

n
6eL

n+1
n )

-
D log(2L) + DL0 log(2Hn+1S) + L0 < 25n3DL0 log H. (7.7)

Οπότε, µε ϐάση τις προηγούµενες σχέσεις, για να ικανοποιείται η ανισότητα
(7.3),

1
L

Θn(L) log E ≥ D log(2L)+DL0 log(2BS)+L0 log E+(3n+1)DL1S log A,

αρκεί να ικανοποιείται η

L1/n ≥ 150en2DL0 log H +
6e
n

(3n + 1)DL1S log H.
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• Επιλογή των παραµέτρων L0, L1 και S.

Θυµίζουµε ότι n = m−1. ΄Αρα, ο αριθµός T στην υπόθεσης της πρότασης
7.2.1 γίνεται

T = [103(n + 1)3D log H].

Θέτουµε
S = 2nT 2n2

, L0 = T 2n2+n και L1 = Tn.

΄Εχουµε ότι
L ≥ Ln

0L1

nn
= n−nT 2n3+n2+n 8. (7.8)

Επίσης,

L =
(

L0 + n

n

)
(L1 + 1) ≤ 2T 2n3+n2+n 9. (7.9)

• Επαλήθευση της συνθήκης 1.

Θα εξετάσουµε αν ικανοποιείται η ανισότητα (7.3) της πρότασης 7.2.2,
για τις τιµές των L0, L1 και S που επιλέξαµε παραπάνω.

Λόγω της (7.8) έπεται ότι

L > 2nen+1.

Επίσης, ισχύουν και οι παρακάτω ανισότητες,

log(2L) < L0 log
3
2

και log(3S) ≤ log(6n)+2n2 log T < (25n3−n−2) log H.

(Εδώ χρησιµοποιούµε την υπόθεση ότι H ≥ D).
Οπότε,

D log(2L) + DL0 log(2Hn+1S) + L0 < (n + 2)DL0 log H + DL0 log(3S)

< 25n3DL0 log H <
1

12e
T 2n2+n+1,

και αφού T > 103n3D log H και L0 = T 2n2+n, έπεται ότι

D log(2L) + DL0 log(2Hn+1S) + L0 <
1

12e
T 2n2+n+1. (7.10)

Αποδείξαµε λοιπόν την (7.7).
8Η ανισότητα αυτή έχει αποδειχθεί στο κεφάλαιο 5
9Η σχέση αυτή είναι ισοδύναµη µε την σχέση L < 2Ln

0 L1, η οποία αποδεικνύεται επαγωγικά
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Επίσης,

(3n + 1)DL1S log H ≤ 4nDL1S log H <
8

103n
T 2n2+n+1 <

1
12e

T 2n2+n+1.

(7.11)
Από την (7.8) και από το λήµµα 4.3.1, συµπεραίνουµε ότι (E = e)

1
L

Θn(L) log E =
1
L

Θn(L) ≥ 1
L

6n

e
L1+1/n

=
L1/nn

6e
>

1
6e

T 2n2+n+1.

Από τα παραπάνω έπεται ότι η ανισότητα (7.3) είναι αληθής.
• Επαλήθευση της συνθήκης 2.
Θα δείξουµε ότι ο πίνακας στην υπόθεση της πρότασης 7.2.2 έχει τάξη

L. Αυτό ϑα το πετύχουµε µέσω του λήµµατος 7.2.4. Θα δείξουµε λοιπόν ότι
οι υποθέσεις του λήµµατος 7.2.4 ικανοποιούνται, δηλαδή ότι αληθεύουν οι
ανισότητες (7.5), (7.6).

΄Εχουµε ότι :
L0L1 = T 2n(n+1),

οπότε,
Sn+1 = (2n)n+1T 2n2(n+1) = (2n)n+1(L0L1)n.

Οι δύο ανισότητες της (7.6), είναι άµεση συνέπεια του ορισµού των L1, S.
Η υπόθεση ότι τα α1, . . . , αn+1 παράγουν µια πολλαπλασιαστική υποοµά-

δα του C∗ τάξης τουλάχιστον n, έπεται από την γραµµική ανεξαρτησία των
`1, . . . , `n+1 υπέρ το Q (πρβλ. Αʹ.8.1) 10.

Λόγω της υπόθεσης ότι τα β1, . . . , βn,−1 δεν ικανοποιούν την συνθήκη
της «ασθενούς γραµµικής ανεξαρτησίας» (υπόθεση ϑεωρήµατος 7.2.1) µε συν-
τελεστές < 2T 2n2

(= S
n ), το συµπέρασµα του λήµµατος 7.2.4 δεν είναι αληθές.

΄Αρα, ο πίνακας της πρότασης 7.2.2 έχει τάξη L.
• Συµπέρασµα.

Τώρα από την (7.4) µπορούµε να πετύχουµε ένα άνω ϕράγµα για το U .
΄Εχουµε λοιπόν,

1
L

U ≤ D log L + DL0 log(2BS) + 2(n + 1)DL1S log A

≤ D log L + DL0 log(2Hn+1S) + 2(n + 1)DL1S log H

(λόγω των (7.10), (7.11) ) ≤ 1
12e

T 2n2+n+1 +
1

12e
T 2n2+n+1 =

1
6e

T 2n2+n+1.

10Η υπόθεση ότι τα `1, . . . , `n+1 είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα χρειάζεται σε αυτό µόνο το
σηµείο της απόδειξης
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Οπότε, λόγω της (7.9),

U <
L

6e
T 2n2+n+1 < T (n+1)3+n3−n

Ισχύει ότι (n + 1)3 + n3 − n < 2(n + 1)3 − 1. ΄Αρα,

U < T 2(n+1)3−1.

Οπότε,
|Λ′| ≥ e−(10m3D log H)2m3−1

.

(n = m− 1)
2

7.3 Γραµµική ανεξαρτησία των συντελεστών

Σε αυτή την ενότητα ϑα αποδείξουµε ότι µπορούµε να πετύχουµε ένα ϕράγµα
για το |Λ|, χωρίς την υπόθεση της «ασθενούς γραµµικής ανεξαρτησίας» των
β1, . . . , βm. Για την επίτευξη αυτού του στόχου ϑα χρειαστούµε το επόµενο
λήµµα.

Λήµµα 7.3.1. ΄Εστω m0 ακέραιος≥ 1 και συναρτήσεις U, T0, µε πεδίο ορισµού
τοN×R≥1 και τιµές στοR>0, οι οποίες στην περίπτωση που m0 ≥ 2, ικανοποιούν
την εξής συνθήκη:

U(x− 1, 2yT0(x, y)) + log T0(x, y) ≤ U(x, y), ∀(x, y) ∈ {2, . . . , m0} × R≥1.
(7.12)

Για κάθε m ∈ {1, . . . , m0}, έστω η εξής πρόταση Πm:

Αν (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ (Lm×Qm)∗ := {(`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈
Lm ×Qm : β1`1 + . . . + βm`m 6= 0}
και (D,H) αποδεκτό Ϲεύγος ϕραγµάτων για το (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm),

τότε
|Λ := β1`1 + . . . + βm`m| > e−U(m,D log H).

Για κάθε m ∈ {1, . . . , m0} έστω επίσης, η εξής πρόταση Π′m:

Αν (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ (Lm×Qm)∗ := {(`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈
Lm ×Qm : β1`1 + . . . + βm`m 6= 0}
και (D,H) αποδεκτό Ϲεύγος ϕραγµάτων για το (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm),
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και b1β1 + . . . + bmβm 6= 0, για κάθε (b1, . . . , bm) ∈ Zm µε 0 <
max1≤j≤m |bj | < T0(m, log H),

τότε
|Λ := β1`1 + . . . + βm`m| > e−U(m,D log H).

Τότε, η αλήθεια της πρότασης Π′m για κάθε m ∈ {1, . . . ,m0} συνεπάγεται την
αλήθεια της Πm για κάθε m ∈ {1, . . . , m0}.
Απόδειξη.

Θα δείξουµε ότι για κάθε 1 ≤ m ≤ m0, η (Πm) ισχύει ανεξάρτητα από το
αν τα β1, . . . , βm ικανοποιούν, ή όχι, την συνθήκη γραµµικής ανεξαρτησίας
(προφανώς, λόγω της υπόθεσης, αν τα β1, . . . , βm ικανοποιούν την συνθήκη
γραµµικής ανεξαρτησίας, τότε η (Πm) ισχύει).

Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο m0.
Για m0 = 1 το αποτέλεσµα είναι προφανές.
Παίρνουµε τυχαίο m µε 2 ≤ m ≤ m0 και υποθέτουµε ότι η πρόταση

(Πm−1) ισχύει ακόµα και όταν τα β1, . . . , βm−1 δεν ικανοποιούν την συνθήκη
γραµµικής ανεξαρτησίας. Θα δείξουµε ότι αυτό ισχύει και για την (Πm).

΄Εστω ότι υπάρχουν (b1, . . . , bm) ∈ Zm µε 0 < max{|b1, . . . , |bm|} <
T0(m, D log H), τέτοια ώστε :

b1β1 + . . . + bmβm = 0.

΄Ενα τουλάχιστον από τα bi δεν είναι µηδέν, έστω το bm. Θα απαλείψουµε το
βm,

0 6= bmΛ = bm(β1`1 + . . . + βm`m)− bm (b1β1 + . . . + bmβm)︸ ︷︷ ︸
=0

=
m−1∑

i=1

βi
˜̀
i,

όπου, ˜̀
i = bm`i − bi`m, για 1 ≤ i ≤ m− 1 11.

Αν ϑέσουµε αi = e`i και α̃i = eèi , (αi, α̃i αλγεβρικοί αριθµοί), έχουµε ότι
α̃i = αbm

i

α
bi
i

. Οπότε,

h(α̃i) ≤ |bm|h(αi) + |bi|h(αm) ≤ log H ′,

όπου log H ′ = 2(log H)T0(m,D log H).
11Σηµειώνουµε ότι αν τα `1, . . . , `m είναιQ−γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε και τα è1, . . . , èm−1

είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα.
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Αν τα β1, . . . , βm−1 δεν ικανοποιούν την συνθήκη γραµµικής ανεξαρτη-
σίας, τότε λόγω της επαγωγικής υπόθεσης έχουµε ότι :

|bmΛ| ≥ e−U(m−1,D log H′).

Αν τα β1, . . . , βm−1 ικανοποιούν την συνθήκη γραµµικής ανεξαρτησίας, τότε
λόγω του ότι ισχύει η Πm−1, έχουµε πάλι ότι :

|bmΛ| ≥ e−U(m−1,D log H′).

΄Αρα, σε κάθε περίπτωση,

|Λ| ≥ e−U(m−1,D log H′)

|bm|
≥ e−U(m−1,D log H′)−log T0(m,D log H)

(λόγω της 7.12) ≥ e−U(m,D log H).

2

Εφαρµόζουµε το λήµµα 7.3.1, για τις συναρτήσεις :

U(x, y) = (103x3y)κ(x), T0(x, y) = 2[103x3y]2(x−1)2 , x ∈ N, y ∈ R≥1.

στο (x, y) = (m,D log H), m ≥ 2.
Λόγω των ανισοτήτων : (όπου T0 = T0(m,D log H))

U(m− 1, 2D(log H)T0) ≤
(
4(103m3D log H)2(m−1)2+1

)κ(m−1)

και(
2(m− 1)2 + 1

)
κ(m− 1) ≤ (2m2 −m)κ(m− 1) ≤ κ(m)−mκ(m− 1),

συµπεραίνουµε την αλήθεια της ανισότητας (7.12).
΄Αρα, µέσω του λήµµατος 7.3.1, συµπεραίνουµε από το ϑεώρηµα 7.2.1,

την εξής 12

Πρόταση 7.3.2. ΄Εστω, `1, . . . , `m ∈ L τα οποία είναιQ−γραµµικώς ανεξάρτη-
τα (e`1 = α1, . . . , e`m = αm ∈ Q), β1, . . . , βm ∈ Q και ο αριθµός

Λ = β1`1 + . . . + βm`m

12Στο ϑεώρηµα 7.2.1 έχουµε |Λ| ≥ e−(103m3D log H)2m3

≥ e−(103m3D log H)k(m)
, για κάθε

m ∈ N
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δεν είναι µηδέν. Υποθέτουµε ότι το Ϲεύγος ϕυσικών αριθµών (D, H) είναι ένα
αποδεκτό Ϲεύγος ϕραγµάτων του (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ L×Qm

.
Τότε

|Λ| ≥ e−(103m3D log H)κ(m)
,

όπου κ(m) = 2m(m!)2.

2

Παρατήρηση:
Στην πρόταση 7.3.2 το ϕράγµα που πετυχαίνουµε για το |Λ| είναι ασ-

ϑενέστερο από αυτό του ϑεωρήµατος 7.2.1. Θα πετυχαίναµε το ίδιο ϕράγµα
αν η ανισότητα (7.12) ήταν αληθής για τις συναρτήσεις :

U(x, y) = (103x3y)2x3
, T0(x, y) = 2[103x3y]2(x−1)2 , x ∈ N, y ∈ R≥1.

για (x, y) = (m,D log H).
΄Οµως για (x, y) = (3, 1 log e), µε απλούς υπολογισµούς συµπεραίνουµε

ότι η ανισότητα 7.12 δεν είναι αληθής για τις

U(x, y) = (103x3y)2x3
, T0(x, y) = 2[103x3y]2(x−1)2 .

7.4 Γραµµική εξάρτηση των λογαρίθµων

Σε αυτή την ενότητα ϑα δείξουµε ότι το συµπέρασµα της πρότασης 7.3.2 ισχύει
και στην περίπτωση που τα `1, . . . , `m ∈ L είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα
(ϑα αποδείξουµε δηλαδή την γενική περίπτωση, δηλαδή το ϑεώρηµα 7.1.1).
Θα χρειαστούµε το επόµενο λήµµα,

Λήµµα 7.4.1. ΄Εστω `1, . . . , `m ∈ L Q−γραµµικώς εξαρτηµένα. Για j =
1, . . . , m, ϑέτουµε e`j = αj ∈ Q και D = [Q(α1, . . . , αm) : Q]. ΄Εστω, log H ≥
1, τέτοιο ώστε :

max
1≤j≤m

h(αj) ≤ log H και max
1≤j≤m

|`j |/D ≤ log H.

Τότε υπάρχουν (t1, . . . , tm) ∈ Zm \ (0, . . . , 0), τέτοια ώστε :

t1`1 + . . . + tm`m = 0,

µε max{|t1|, . . . , |tm|} ≤ (103mD3 log H)m−1.
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Απόδειξη.
(΄Ενα σχόλιο που ϑα µας χρειαστεί στην απόδειξη :
Για κάθε n ∈ Z+ µε ϕ(n) συµβολίζουµε την συνάρτηση του Euler, οπότε

ϕ(n) = n
∏

p|n(1− 1
p). ΄Εχουµε ότι :

ϕ(n)2 = n2
∏

p|n
(1− 1

p
)2 = n ·

(
n∏

p|n
( p

p−1

)2

)
.

΄Οµως, ∏

p|n

( p

p− 1
)2 ≤

∏

p|n
p

∏

p|n

p

(p− 1)2
≤ 2n.

Οπότε, ϕ(n)2 ≥ n
2 .

΄Αρα, αν ϕ(n) = D, τότε n ≤ 2D2.)

Για m = 1 το λήµµα είναι τετριµµένο, οπότε υποθέτουµε ότι m ≥ 2.
Μπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι οποιοιδήποτε

m − 1 από τους `1, . . . , `m είναι γραµµικώς ανεξάρτητοι. Οπότε, υπάρχει
µοναδικό (κατά προσέγγιση προσήµου) σύνολο πρώτων µεταξύ τους ακεραίων
t1, . . . , tm, µε

t1`1 + . . . + tm`m = 0.

Οπότε,
αt1

1 · · ·αtm
m = 1.

΄Εστω k ακέραιος µε 1 ≤ k ≤ m. Ορίζουµε :

cj = c = (103mD3 log H)−1, 1 ≤ j ≤ m, j 6= k,

και

ck =
1

cm−1
,

(Παρατηρούµε ότι c1 · · · cm = 1).
Με κατάλληλη εφαρµογή του ϑεωρήµατος των γραµµικών µορφών του

Minkowski Αʹ.11.2,
(Εδώ, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m,

B = (βij) =




1 0 . . . 0 − t1
tk

0 . . . 0
0 1 . . . 0 − t2

tk
0 . . . 0

... . . .
0 0 . . . 0 − tk

tk
0 . . . 0

... . . .
0 0 . . . 0 − tm

tk
0 . . . 1




,



118 7 Κάτω ϕράγµα για οµογενείς γραµµικές µορφές λογαρίθµων

ο οποίος έχει ορίζουσα −1. )
συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν s1, . . . , sm ∈ Z, όχι όλοι µηδέν, τέτοιοι

ώστε :
∣∣∣sj − sk

tj
tk

∣∣∣ < cj , 1 ≤ j ≤ m, j 6= m,

και

|sk| ≤ 1
cm−1

.

Θα δείξουµε ότι s1`1 + . . . + sm`m = 0.
(Τότε, αφού t1, . . . , tm είναι πρώτοι µεταξύ τους, έχουµε ότι (s1, . . . , sm) =
λ(t1, . . . , tm), όπου λ ∈ Z. ΄Αρα, για το τυχαίο k µε 1 ≤ k ≤ m, έχουµε ότι
|tk| ≤ |sk| ≤ c1−m = (103mD3 log H)m−1).

Θα δείξουµε πρώτα ότι α = αs1
1 · · ·αsm

m είναι ϱίζα της µονάδας.
΄Εχουµε λοιπόν,

αtk =
m∏

j=1

α
sjtk
j =

∏m
j=1 α

sjtk
j

1sk

=

∏m
j=1 α

sjtk
j

αt1sk
1 · · ·αtmsk

m

=
∏

1≤j≤m

α
sjtk−sktj
j .

Οπότε,
h(αtk) = h

( ∏

1≤j≤m

α
sjtk−sktj
j

)
.

Λόγω του λήµµατος 3.4.1, έχουµε ότι :

|tk| · h(α) ≤
∑

1≤j≤m
j 6=k

|sjtk − sktj | · h(αj).

΄Αρα,
h(α) ≤ cm log H ≤ (10D)−3.

Οπότε, από το ϑεώρηµα 3.7.1 έπεται ότι το α είναι ϱίζα της µονάδας.
΄Εστω n η τάξη του α. Τότε το ελάχιστο πολυώνυµο του α υπέρ το Q

είναι το n−οστό κυκλοτοµικό πολυώνυµο, άρα [Q(α) : Q] = ϕ(n). ΄Οµως
α ∈ Q(α1, . . . , αn), άρα ϕ(n) ≤ D. Οπότε, n ≤ 2D2 ≤ 2π

cm|`j | , για κάθε
j = 1, . . . , m. Από την άλλη, λόγω της 1 = αn = αns1

1 · αnsm
m , έχουµε

n

m∑

j=1

sj`j ∈ 2πiZ.
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Επίσης,

∣∣∣n
m∑

j=1

sj`j

∣∣∣ =
∣∣∣n

m∑

j=1

(
sj − sktj

tk

)
`j

∣∣∣

< n
∑

1≤j≤m
j 6=k

c|`j | ≤ (m− 1) · 2π

m
< 2π.

΄Αρα,
s1`1 + . . . + sm`m = 0.

2

Από το λήµµα 7.4.1 συµπεραίνουµε το κύριο συµπέρασµα της παρα-
γράφου:

Λήµµα 7.4.2. ΄Εστω m0 ακέραιος ≥ 1 και U : N × R≥1→R>0 , η οποία, στην
περίπτωση που m0 ≥ 2, ικανοποιεί την εξής συνθήκη για κάθε m ∈ {2, . . . , m0}:

U
(
m−1, D log(2TH2)

)
+log T ≤ U(m,D log H), όπου T = (103mD3 log H)m−1

(7.13)
για κάθε D ≥ 1 και κάθε H ≥ 1.
Για κάθε m ∈ {1, . . . , m0} έστω (Lm × Qm)∗ := {(`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈
Lm ×Qm : β1`1 + . . . + βm`m 6= 0}.
΄Εστω ότι, για κάθε m ∈ {1, . . . ,m0}, για κάθε (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ Lm×
Qm

, µε τα `1, . . . , `m Q−γραµµικώς ανεξάρτητα, και κάθε Ϲεύγος ϕραγµάτων
(D,H), αποδεκτό για το (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ισχύει η ανισότητα :

|Λ := β1`1 + . . . + βm`m| > e−U(m,D log H) (7.14)

Τότε, για κάθε m ∈ {1, . . . , m0}, κάθε (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm) ∈ Lm×Qm
και

κάθε Ϲεύγος ϕραγµάτων (D, H) αποδεκτό για το (`1, . . . , `m, β1, . . . , βm), ισχύει
η (7.14).

Απόδειξη.
Θα δείξουµε ότι για κάθε 1 ≤ m ≤ m0, η (Πm) ισχύει ανεξάρτητα από

το αν τα `1, . . . , `m είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, ή όχι, υπέρ το Q (προφανώς,
λόγω της υπόθεσης, αν τα `1, . . . , `m είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε η
(Πm) ισχύει).

Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο m0.
Για m0 = 1 έχουµε το Ϲητούµενο. Αφού ο Λ = β1`1 δεν είναι µηδέν,

συµπεραίνουµε ότι ο `1 είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητος. Οπότε, η Π1 ισχύει
λόγω της υπόθεσης.
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΄Εστω m0 ≥ 2. Επιλέγουµε τυχαίο m ∈ {2, . . . , m0}. Υποθέτουµε ότι η
πρόταση (Πm−1) ισχύει ακόµα και όταν οι `1, . . . , `m−1 είναι Q−γραµµικώς
εξαρτηµένοι. Θα δείξουµε ότι το ίδιο συµβαίνει και για την (Πm).

΄Εστω,
0 6= Λ = β1`1 + . . . + βm`m,

και έστω ότι οι `1, . . . , `m είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένοι.
Από το λήµµα 7.4.1, συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν t1, . . . , tm ∈ Z, όχι

όλοι µηδέν, τέτοιοι ώστε :

t1`1 + . . . + tm`m = 0,

και 0 < max{|t1|, . . . , |tm|} ≤ T , όπου T = (103mD3 log H)m−1.
Τουλάχιστον ένα από τα ti δεν είναι µηδέν, έστω το tm.
Θα απαλείψουµε το `m ως εξής :

0 6= tmΛ = tm(β1`1 + . . . + βm`m)− βm (t1`1 + . . . + tm`m)︸ ︷︷ ︸
=0

= β̃1`1 + . . . + β̃m−1`m−1,

όπου β̃j = tmβj − βmtj , 1 ≤ j ≤ m− 1.
Από το λήµµα 3.4.2, για fj(x1, x2) = tmx1 − tjx2, 1 ≤ j ≤ m − 1,

έχουµε ότι :

h(β̃j) ≤ log(2T ) + h(βj) + h(βm)
≤ log(2T ) + log H + log H ≤ log H,

όπου H = 2TH2.
Αν τα `1, . . . , `m−1 είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα, τότε από επαγωγική

υπόθεση,
|tmΛ| ≥ e−U(m−1,log H′).

Αν τα `1, . . . , `m−1 είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα τότε από την αλήθεια της
Πm−1 έπεται ότι :

|tmΛ| ≥ e−U(m−1,log H′).

΄Αρα, σε κάθε περίπτωση,

|Λ| ≥ e−U(m−1,log H′)

|tm|
≥ e−U(m−1,log H′)−log T

(λόγω της 7.13) ≥ e−U(m,D log H).
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2

Εφαρµόζουµε το λήµµα 7.4.2 για την συνάρτηση

U(x, y) = (103x3y)κ(x), x ∈ N, y ∈ R≥1 , κ(x) = 2x(x!)2 ,

στο (x, y) = (m,D log H), m ≥ 2.
Η ανισότητα 7.13 του λήµµατος 7.4.2 είναι αληθής.
(Θέλουµε να αποδείξουµε ότι :

U
(
m− 1, D log(2TH2)

)
+ log T ≤ U(m,D log H).

Αρκεί να αποδείξουµε ότι :

2
(
103m3D log(2TH2)

)κ(m−1)
≤

(
103m3D log H

)κ(m)
.

Αρκεί δηλαδή,

2
(
3 · 103m3D log H + 103m3D log T

)κ(m−1)
≤

(
103m3D log H

)κ(m)
.

Για c = 12m2, (όχι το ϐέλτιστο c) έχουµε ότι :

log T ≤ log Hc.

΄Αρα, αρκεί

2
(
(3 + 12m2) · 103m3D log H

)κ(m−1)
≤

(
103m3D log H

)κ(m)
.

Σηµειώνουµε επίσης ότι κ(m) = 2m2κ(m− 1).
Το συµπέρασµα έπεται τώρα εύκολα.)
΄Αρα, µέσω του λήµµατος 7.4.2, συµπεραίνουµε από την πρόταση 7.3.2

το ϑεώρηµα 7.1.1.
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Κεφάλαιο 8

Η εξίσωση του Thue

8.1 Ιστορικά σχόλια

Το 1909 ο A. Thue [27], ϐελτίωσε το αποτέλεσµα του Liouville (πρβλ. ϑεώρηµα
3.5.2, όπου | · |υ αρχιµήδεια απόλυτη τιµή, συγκεκριµένα η συνηθισµένη
απόλυτη τιµή του C):

Αν α είναι αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού n, τότε υπάρχει σταθερά c(α),
τέτοια ώστε :

για κάθε
p

q
∈ Q ,

∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ c(α)
q

n
2
+1

.

Στο ίδιο άρθρο, χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα, απέδειξε το εξής
:

Αν F (X, Y ) ∈ Z[X, Y ] είναι ένα ανάγωγο οµογενές πολυώνυµο ϐαθµού
τουλάχιστον 3 και m ένας µη µηδενικός ϱητός ακέραιος, τότε η εξίσωση

F (X, Y ) = m, (8.1)

έχει πεπερασµένου πλήθους ακέραιες λύσεις (x, y).

Πράγµατι, έστω ότι η F (X, Y ) = m έχει άπειρες ακέραιες λύσεις και έστω
(x, y) µια τέτοια ακέραια λύση. Τότε,

F (X, Y ) =
n∏

i=1

(x− ξ(i)y) = m,

όπου ξ(i) (αλγεβρικοί αριθµοί µε ϐαθµό≥ 3) οι ϱίζες του g(X) = F (X, 1) = 0,
i = 1, . . . , n.

123
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Υποθέτουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι :
∣∣∣x
y
− ξ(1)

∣∣∣ ≤
∣∣∣x
y
− ξ(i)

∣∣∣, i = 2, . . . , n.

Από την τριγωνική ανισότητα προκύπτει ότι :
∣∣∣x
y
− ξ(i)

∣∣∣ ≥ 1
2

(∣∣∣x
y
− ξ(i)

∣∣∣ +
∣∣∣x
y
− ξ(1)

∣∣∣
)

≥ 1
2
|ξ(i) − ξ(1)|, για κάθε i = 2, . . . , n.

Οπότε,
|F (x, y)| = |yn|

∣∣∣x
y
− ξ(1)

∣∣∣ · · ·
∣∣∣x
y
− ξ(n)

∣∣∣,

ή
|m| ≥ k · |yn| ·

∣∣∣x
y
− ξ(1)

∣∣∣,

όπου k = 1
2n−1

∏n
i=2 |ξ(i) − ξ(1)|.

Από αυτό έχουµε ότι :

m

k|y|n ≥
∣∣∣x
y
− ξ(1)

∣∣∣.

Οπότε, από το ϑεώρηµα του Thue,

c

y
n
2
+1

≤ m

kyn
,

δηλαδή,
1

y
n
2
+1

≤ m(ck)−1

yn
.

΄Οµως, για n ≥ 3, η παραπάνω ανισότητα ισχύει για πεπερασµένο πλήθος
Ϲευγάρια (x, y), το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε την υπόθεση. ΄Αρα, η F (X, Y ) =
m έχει πεπερασµένο πλήθος ακέραιες λύσεις.

Παρατηρούµε ότι η απόδειξη του Thue είναι µη κατασκευαστική.
Η πρώτη κατασκευαστική απόδειξη του ϑεωρήµατος του Thue δόθηκε το

1968 από τον Alan Baker [7], ως συνέπεια της µελέτης που έκανε στις γραµ-
µικές µορφές λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών. Το αποτέλεσµα του Bak-
er εξασφαλίζει ένα ϕράγµα, το οποίο υπολογίζεται, για το max{|x|, |y|} των
ακέραιων λύσεων (x, y) της (8.1).



8.2 Η κατασκευαστική απόδειξη 125

8.2 Η κατασκευαστική απόδειξη

΄Εστω

F (X,Y ) =
n∑

i=0

fiX
n−iY i ∈ Z[X,Y ],

µε deg(F ) ≥ 3 και έστω m ένας µη αρνητικός ακέραιος. Θεωρούµε την
εξίσωση του Thue

F (X, Y ) = m, (8.2)

µε αγνώστους X, Y ∈ Z. Αν το F δεν είναι ανάγωγο πάνω από τοQ, τότε η (8.2)
ανάγεται σε ένα σύστηµα πεπερασµένου πλήθους εξισώσεων της ίδιας µορφής
µε οµογενή ανάγωγα πολυώνυµα 1. Για τις εξισώσεις ϐαθµού 1 και 2 (εξισώσεις
του Pell) γνωρίζουµε την διαδικασία επίλυσης τους. Οπότε, µπορούµε να
υποθέσουµε από τώρα ότι το F είναι ανάγωγο οµογενές πολυώνυµο πάνω από
το Q ϐαθµού n ≥ 3.

Θεώρηµα 8.2.1. ΄Εστω F (X, Y ) ένα ανάγωγο οµογενές πολυώνυµο µε ακέραιους
συντελεστές και ϐαθµό ≥ 3. ΄Εστω m ένας µη µηδενικός ακέραιος. Υπάρχει
µια ϑετική σταθερά c, η οποία είναι υπολογίσιµη (σε όρους του F ), τέτοια ώστε
για όλες τις ακέραιες λύσεις (x, y) της διοφαντικής εξίσωσης F (X, Y ) = m να
ισχύει το εξής :

max{|x|, |y|} < c.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα κάνουµε µια περιγραφή της απόδειξης και ύστερα ϑα
παρουσιάσουµε σε ϐήµατα τις λεπτοµέρειες.

΄Εστω F (X, Y ) = f0X
n + . . . + fn−1XY n−1 + fnUn, µε n ≥ 3 και

F (X,Y ) = m. Στόχος µας είναι η απόδειξη ύπαρξης υπολογίσιµης σταθεράς
c, τέτοια ώστε για κάθε ακέραια λύση (x, y) της εξίσωσης F (X, Y ) = m,
να ισχύει max{|x|, |y|} < c. Θεωρώντας το fn−1

0 F (X, Y ) = fn−1
0 m και

fn−1
0 F (X, Y ) = F ′(X, Y ) µε x = f0X, παρατηρούµε ότι µπορούµε να υπο-

ϑέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι f0 = 1.
΄Εστω

g(X) = F (X, 1).

Από τις n ϱίζες, έχει s πραγµατικές και 2t συζυγείς µιγαδικές. Αν s = 0
τότε η επίλυση της εξίσωσης Thue είναι τετριµµένη (πρβλ. πρόταση 8.2.2).
Υποθέτουµε λοιπόν, ότι έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα. Αριθµούµε τις
ϱίζες της g(X) = 0, ως εξής :

ξ(1), . . . , ξ(s), (s ≥ 1), οι πραγµατικές ϱίζες
1Αν ένα πολυώνυµο διαιρεί ένα οµογενές πολυώνυµο είναι και αυτό οµογενές πολυώνυµο
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και
ξ(s+1), ξ(s+1), . . . , ξ(s+t), ξ(s+t), οι µιγαδικές ϱίζες ,

οπότε, έχουµε t ≥ 0 Ϲευγάρια συζυγών µιγαδικών ϱιζών, και s + 2t = n.
∆ουλεύουµε στο σώµα K = Q(ξ), όπου g(ξ) = 0. Το σύνολο των αλγε-

ϐρικών ακεραίων του σώµατος K είναι δακτύλιος, του οποίου τα αντιστρέψιµα
στοιχεία (µονάδες) είναι πεπερασµένα παραγόµενα και µάλιστα, οι γεννήτορες
άπειρης τάξης είναι r το πλήθος, όπου r = s+t−1 (Θεώρηµα Αʹ.3.2, Dirichlet).

΄Εστω (x, y) µια ακέραια λύση της εξίσωσης Thue. Τότε

m = F (x, y) =
(
x− ξ(1)y

)
· · ·

(
x− ξ(n)y

)
= β(1) · · ·β(n),

όπου β(i) := x− ξ(i)y, i = 1, . . . , m.
Η σχέση

∏n
i=1 β(i) = m, είναι ισοδύναµη µε την σχέση Norm(β) = m,

(β = x − ξy). Από την Αλγεβρική ϑεωρία Αριθµών, είναι γνωστό ότι υπάρχει
πεπερασµένο πλήθος αλγεβρικών ακεραίων µ ∈ K, όπου για κάθε αλγεβρικό
ακέραιο α του K µε Norm(α) = m, να είναι α =(κάποιο µ)·(κάποια µονάδα).
΄Αρα,

x− ξy = β = µ · εa1
1 · · · εar

r ,

και µεταφέραµε το πρόβληµα σε άγνωστους εκθέτες.
Στο ξ µπορώ να δώσω n διαφορετικές τιµές (µέσω των n εµφυτεύσεων του

K στο C. Οι εκθέτες παραµένουν ίδιοι λόγω ισοµορφισµού). ΄Εστω λοιπόν,

x− ξ(i)y = µ(i)(ε(i)
1 )a1 · · · (ε(i)

r )ar . (8.3)

Επανερχόµαστε στην σχέση
∏n

i=1 β(i) = m. Από αυτή την σχέση προκύπτει
(πρβλ. 1ο ϐήµα) ότι αν η λύση (x, y) δεν είναι πολύ «µικρή», τότε αναγκαστικά,
ένα ακριβώς από αυτά τα β(i) είναι πολύ µικρό σε σχέση µε το y και όλα τα
άλλα β(i) είναι «µεγάλα».

Συγκεκριµένα, υπάρχει i0 τέτοιο ώστε :

|β(i0)| < c2|y|−(n−1)

και για κάθε i 6= i0,
|β(i)| > c1|y|,

µε c1, c2 ϑετικές σταθερές. Επίσης, αποδεικνύεται ότι ξ(i0) ∈ R.
Για τρία διαφορετικά i, έστω i0, j, k, ϑεωρούµε τις σχέσεις 2

β(i) = x− ξ(i)y

β(j) = x− ξ(j)y

β(k) = x− ξ(k)y,

2µόνο σε αυτό το σηµείο γίνεται χρήση του n ≥ 3
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και από τις τρεις σχέσεις απαλείφουµε τα x, y και οδηγούµαστε (πρβλ. 2ο
ϐήµα) στην σχέση

ξ(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· β(k)

β(j)
− 1 =

ξ(k) − ξ(j)

ξ(k) − ξ(i0)
· β(i0)

β(j)
.

Στην παραπάνω σχέση, παρατηρούµε ότι το δεξιό µέλος είναι αρκετά µικρό.
΄Αρα, το αριστερό µέλος µπορεί να προσεγγιστεί πολύ ικανοποιητικά από το

Λ := log
∣∣∣ ξ

(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· β(k)

β(j)

∣∣∣.

΄Αρα, λόγω της σχέσης (8.3), καταλήγουµε στην σχέση

Λ = log
∣∣∣ ξ

(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· µ(k)

µ(j)

∣∣∣ +
r∑

i=1

ai log
∣∣∣ε

(k)
i

ε
(k)
i

∣∣∣.

Από αυτή την σχέση, αποδεικνύται σχετικά εύκολα (3ο ϐήµα) ότι το |Λ| είναι
πολύ «µικρό» σε σχέση µε το |y|. Συγκεκριµένα,

|Λ| < (σταθερά) · |y|−n.

Με διάφορους τεχνικούς χειρισµούς (5ο ϐήµα), εισάγουµε στο παραπάνω
ϕράγµα το A = max{|a1|, . . . , |ar|},

|Λ| < K1e−K2A, (8.4)

όπου K1, K2, υπολογίσιµες ϑετικές σταθερές.
Αφού Λ 6= 0, από το ϕράγµα για τις γραµµικές µορφές λογαρίθµων (πρβλ.

κεφάλαιο 7), προκύπτει (7ο ϐήµα) η εξής ανίσωση

|Λ| > e−K3(log A+K4)κ
, (8.5)

όπου K3, K4, κ, υπολογίσιµες ϑετικές σταθερές.
Από τις (8.4) και (8.5) προκύπτει (8ο ϐήµα) ότι

A < C1 + C2(log A + K4)κ,

όπου C1, C2 υπολογίσιµες ϑετικές σταθερές. Οπότε, προκύπτει ένα άνω ϕράγ-
µα για το A.

Από το άνω ϕράγµα για το A, προκύπτει ένα άνω ϕράγµα για τα β(i) (9ο
ϐήµα).
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Από τις σχέσεις, (οι οποίες προκύπτουν από την διαδικασία της απαλοιφής)

y =
β(j) − β(i)

ξ(i) − ξ(j)

και
x = ξ(i) β

(j) − β(i)

ξ(i) − ξ(j)
+ β(i),

ϐρίσκουµε ϕράγµα για τα x και y (10ο ϐήµα).
Θα παρουσιάσουµε τώρα τις λεπτοµέρειες τις απόδειξης στα παρακάτω

ϐήµατα.
Με c, c1, c2, . . . , c16 συµβολίζουµε ϑετικές σταθερές οι οποίες µπορούν να

υπολογιστούν µε ακριβή υπολογισµό (στις περισσότερες από αυτές ο ακριβής
υπολογισµός παραλείπεται).

• Βήµα 1ο. Φράγµατα των βi.

΄Εστω i0 ∈ {1, . . . , n}, τέτοιο ώστε :

|β(i0)| = min
1≤i≤n

|β(i)|.

΄Εχουµε ότι :
n∏

i=1

|β(i)| = |m|.

Από την ελαχιστότητα του |β(i0)|, έχουµε ότι για κάθε i 6= i0:

|y||ξ(i) − ξ(i0)| = |β(i) − β(i0)|
≤ |β(i)|+ |β(i0)| ≤ 2|β(i)|.

΄Αρα,
|β(i)| ≥ c1|y|, για κάθε i 6= i0. (8.6)
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Επίσης,

|β(i0)| = |m|
∏

i 6=i0

|β(i)|−1

≤ |m|
∏

i 6=i0

(1
2
|y||ξ(i) − ξ(i0)|−1

)

=
2n−1|m|∣∣∣∏

i6=i0

(
ξ(i) − ξ(i0)

)∣∣∣|y|n−1

=
2n−1|m|

|g′(ξ(i0))||y|n−1

= c2|y|−(n−1).

(Γενικά: Αν f(t) ∈ Q(x) ένα µονικό πολυώνυµο µε ϱίζες τα t1, . . . , tn ∈ C, τότε
|f(t)| = |(t− t1) · · · (t− tn)|. Οπότε, για κάθε t 6= ti,

(
log f(t)

)′ = 1
f(t)f

′(t).
΄Αρα,

(
log(|t− t1|+ . . .+log |t− tn|)

)′ = 1
f(t)f

′(t), δηλαδή
∑n

i=1
f(t)
t−ti

= f ′(t).)
Αν i0 > s, (t ≥ 1), τότε

∣∣∣x
y
− ξ(i0)

∣∣∣ =
β(i0)

|y|
≤ 2n−1|m|
|g′(ξ(i0))| · |y|

n,

το οποίο είναι αδύνατο για αρκετά µεγάλο |y|. ΄Αρα, i0 ∈ {1, . . . , s}.
Για

|y| > y1 = d(4c2)1/(n−2)e (8.7)

προκύπτει ότι
∣∣∣x
y
− ξ(i0)

∣∣∣ = |β(i0)||y|−1 ≤ c2|y|−n ≤ 1
4
yn−2
1 |y|−n

≤ 1
2
|y|−2

και άρα
∣∣∣x
y − ξ(i0)

∣∣∣ < 1
2 |y|−2, αφού το ξ(i0) είναι άρρητος.
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Οπότε, για κάθε i = 1, . . . , n και για y > y1,

|β(i)| = |x− ξ(i)y| = |x− ξ(i)y + yξ(i0) − yξ(i0)|
≤ |x− yξ(i0)|+ |y||ξ(i) − ξξ(i0) |
≤ 1

2|y| + |y||ξ(i0) − ξ(i)|

<
(1

2
+ max

1≤i1<i2≤n
|ξi1 − ξi2 |

)
|y|.

Αν η (8.7) δεν ικανοποιείται, τότε έχουµε ένα άνω ϕράγµα για το |y| και οπότε
και για το |x|.

• Βήµα 2ο. Ορισµός του Λ.

΄Εστω y > y1 και i0 ∈ {1, . . . , s} όπως ορίστηκε στο (8.2). Επιλέγουµε, j, k ∈
{1, . . . , n} τέτοια ώστε τα i0, j, k να είναι διαφορετικά (µόνο σε αυτό το σηµείο
γίνεται χρήση του n ≥ 3) και είτε j, k ∈ {1, . . . , s}, είτε j + t = k (άρα,
ξ(k) = ξ(j)). Αφού β(i) = x − yξ(i) για i = i0, j, k, απαλοίφοντας τα x και y
(αυτό γίνεται αφού έχουµε δύο µεταβλητές), προκύπτει

β(i0)(ξ(j) − ξ(k)) + β(j)(ξ(k) − ξ(i0)) + β(k)(ξ(i0) − ξ(j)) = 0

και ισοδύναµα,

ξ(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· β(k)

β(j)
− 1 =

ξ(k) − ξ(j)

ξ(k) − ξ(i0)
· β(i0)

β(j)
. (8.8)

Λόγω της (8.2), το δεξί µέλος είναι αρκετά µικρό.
Αν τα j, k ∈ {1, . . . , s}, ϑέτουµε

Λ = log
∣∣∣ ξ

(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· β(k)

β(j)

∣∣∣,

( και την ονοµάζουµε πραγµατική περίπτωση)
και αν j, k ∈ {s + 1, . . . , s + 2t}, ϑέτουµε

Λ =
1
i
Log

( ξ(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· β(k)

β(j)

)
,

(και την ονοµάζουµε µιγαδική περίπτωση),
όπου γενικά για z ∈ C, µε Log(z) συµβολίζουµε την πρωταρχική τιµή του

λογαρίθµου του z (οπότε −π < ImLog(z) ≤ π). Αφού ξ(k) = ξ(j), προκύπτει
ότι Λ ∈ R και |Λ| ≤ π.
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• Βήµα 3ο. ΄Ανω ϕράγµα (ως προς το |y|) για το |Λ|.
΄Εστω

c3 = max
i1 6=i2 6=i3 6=i1

∣∣∣ξ
(i1) − ξ(i2)

ξ(i1) − ξ(i3)

∣∣∣.

Πραγµατική περίπτωση:
Για αρκετά µεγάλο y (έστω |y| > y2, ο ακριβής υπλολογισµός του y2

παραλείπεται)3, προκύπτει µέσω του (8.2) ότι :

ξ(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· β(k)

β(j)
> 0.

Το δεξί µέλος της (8.8) ισούται µε :

eΛ − 1.

Μέσω του (8.2) και του ορισµού της σταθεράς c3, από την σχέση (8.8) προκύπτει
ότι :

|eΛ − 1| < c3
c2|y|−(n−1)

c1|y| = c4|y|−n.

Επίσης, από το |eΛ − 1| < 1
2 , έπεται ότι :

|Λ| ≤ 2 log 2|eΛ − 1| ≤ c5|eΛ − 1| < c5c4|y|−n.

Μιγαδική περίπτωση:
Το δεξί µέλος της (8.8) ισούται µε :

eiΛ − 1.

Συµπεραίνουµε ότι για αρκετά µεγάλο |y|, (έστω |y| > y∗2, ο ακριβής
υπολογισµός του y∗2 παραλείπεται) 4:

|eiΛ − 1| < c4|y|−n <
1
2
.

΄Οµως,
|eiΛ − 1| = 2| sin Λ

2
|,

οπότε, | sin Λ
2 | < 1

4 και άρα:

|Λ| < 2
1/4
sin 1

4

| sin Λ
2
| ≤ c6|eiΛ − 1|,

3Αν |y| < y2, τότε έχουµε ένα άνω ϕράγµα για το |y| και οπότε και για το |x|.
4Αν |y| < y2, τότε έχουµε ένα άνω ϕράγµα για το |y| και οπότε και για το |y|.
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(η συνάρτηση 2 sin( 1
2
t)

t είναι ϑετική, άρτια και γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση
στο διάστηµα 0 ≤ t ≤ π. Επίσης, γνωρίζουµε ότι Λ ≤ π).

Οπότε,
|Λ| ≤ c6c4|y|−n.

΄Αρα, σε κάθε περίπτωση,

|Λ| < c7|y|−n. (8.9)

• Βήµα 4ο. Η αναγωγή στις γραµµικές µορφές λογαρίθµων.

Στο δακτύλιο των ακεραίων του σώµατος K, υπάρχει ένα σύστηµα ϑεµελι-
ωδών µονάδων ε1, . . . , εr, όπου r = s + t − 1 (Θεώρηµα Dirichlet Αʹ.3.2).
Αφού F είναι ανάγωγο και s > 0, είναι γνωστό (Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών)
ότι οι µόνες ϱίζες της µονάδας που ανήκουν στο K είναι οι ±1. Σήµερα, ο
πρακτικός αυπολογισµός ϑεµελιωδών µονάδων, είναι εν-γέννει πολύ εύκολα
εφικτός µε τα υπολογιστικά πακέτα, όπως τα PARI, KASH, MAGMA, τα οποία
έχουν στηριχθεί στις σηµαντικές εργασίες των Buchmann, Pohst και Zassen-
hauss (πρβλ. [11], [12] και [22]).

Υποθέτουµε λοιπόν ότι είναι γνωστό ένα τέτοιο σύστηµα ϑεµελιωδών µονάδ-
ων. Από την άλλη, υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους µη συνεταιρικά µ1, . . . , µr

του K, τέτοια ώστε :
N(µi) = m, i = 1, . . . , r.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι είναι γνωστό ένα τέτοιο σύστηµα από µi. ΄Εστω M το
σύνολο των ±µi (στην περίπτωση που |m| = 1, έπεται ότι M = {−1, +1}).

Για κάθε ακέραια λύση (x, y) της F (X,Y ) = m υπάρχει κάποιο µ ∈ M
και a1, . . . , ar, τέτοια ώστε :

β = µεa1
1 · · · εar

r .

Η 8.8 λοιπόν γίνεται,

ξ(i0)−ξ(j)

ξi0 − ξ(k)
· µ(k)

µ(j)
·

r∏

i=1

(ε
(k)
i

ε
(j)
i

)ai − 1

=− ξ(k) − ξ(j)

ξ(k) − ξ(i0)
· µ(i0)

µ(j)
·

r∏

i=1

(ε
(i0)
i

ε
(j)
i

)ai

.

Οπότε, στην πραγµατική περίπτωση, προκύπτει ότι :

Λ = log
∣∣∣ ξ

(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· µ(k)

µ(j)

∣∣∣ +
r∑

i=1

ai log
∣∣∣ε

(k)
i

ε
(k)
i

∣∣∣, (8.10)
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και στην µιγαδική περίπτωση,

Λ = Arg
( ξ(i0) − ξ(j)

ξ(i0) − ξ(k)
· µ(k)

µ(j)

)
+

r∑

i=1

aiArg
(ε

(k)
i

ε
(j)
i

)
+ a0 · 2π, (8.11)

όπου a0 ∈ Z και −π < Arg(z) ≤ π για κάθε z ∈ C.
Παρατηρούµε ότι το iΛ στην µιγαδική περίπτωση, είναι γραµµική µορφή

(πρωταρχικών) λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών, µε ακέραιους συντελεστές.

• Βήµα 5ο. ΄Ανω ϕράγµα για τα |ai| ως προς το |y|.

΄Εστω A = max1≤i≤r |ai|. ΄Εστω επίσης, I = {h1, . . . , hr} ⊂ {1, . . . , n}.
΄Εχουµε ότι :



log |ε(h1)
1 | . . . log |ε(h1)

r |
log |ε(h2)

1 | . . . log |ε(h2)
r |

...
...

log |ε(hr)
1 | . . . log |ε(hr)

r |




︸ ︷︷ ︸
=:UI

·




a1
...
ar


 =




log
∣∣∣β(h1)

µ(h1)

∣∣∣
...

log
∣∣∣β(hr)

µ(hr)

∣∣∣


 . (8.12)

Για κάθε h ∈ {1, . . . , n} έχουµε από την (8.2) ότι :

|β(h)| <
(1

2
+ max

1≤i1<i2≤n
|ξ(i1) − ξ(i2)|

)
|y|,

άρα, ∣∣∣β
(h)

µ(h)

∣∣∣ < c8|y|, για h = 1, . . . , n.

Προκύπτει ότι c8|y| > 1, για αρκετά µεγάλο |y| (παραλείπεται ο υπολογισµός)
έστω |y| > y3

5 (y3 µεγαλύτερο από y1, y2 και y∗2 ).
Οπότε,

log
∣∣∣β

(h)

µ(h)

∣∣∣ < log(c8|y|), h = 1, . . . , n (log(c8|y|) > 0, αφού c8|y| > 1).

(8.13)
Θα δείξουµε ότι

∣∣∣ log
∣∣∣β

(i)

µ(i)

∣∣∣
∣∣∣ < (n− 1) log(c8|y|), για i = 1, . . . , n. (8.14)

5Αν |y| < y3, τότε έχουµε ένα άνω ϕράγµα για το |y| και οπότε και για το |x|.
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Αν
∣∣∣β(i)

µ(i)

∣∣∣ ≥ 1, τότε από την (8.13) έχουµε το Ϲητούµενο.

Αν
∣∣∣β(i)

µ(i)

∣∣∣ < 1, τότε από την σχέση

n∏

h=1

∣∣∣β
(h)

µ(h)

∣∣∣ = 1,

προκύπτει ότι
∣∣∣ log

∣∣∣β
(i)

µ(i)

∣∣∣
∣∣∣ = − log

∣∣∣β
(i)

µ(i)

∣∣∣

=
n∑

h=1
h6=i

log
∣∣∣β

(h)

µ(h)

∣∣∣ < (n− 1) log(c8|y|),

λόγω της (8.13).
Από τις (8.12), (8.14), προκύπτει ότι :

|A| < c9 log(c8|y|). (8.15)

(Συγκεκριµένα από τις (8.12), (8.14) προκύπτει ότι :

A < (n− 1) ·min
I
{max
1≤i≤r

r∑

i=1

|uil|},

όπου τα uil είναι τα στοιχεία του πίνακα U−1
I ).

• Βήµα 6ο. ΄Ανω ϕράγµα (ως προς το A) για το |Λ|.
Από την (8.15), έπεται ότι :

|y| > eA/c9

c8
.

Οπότε, από την (8.9) προκύπτει ότι :

|Λ| < c7

c8
e−nA/c9 . (8.16)

• Βήµα 7ο. Κάτω ϕράγµα για το |Λ| (Γραµµικές µορφές λογαρίθµων).

Αφού Λ 6= 0 (λόγω ορισµού του Λ και ότι ξ(k)−ξ(j)

ξ(k)−ξ(i0) · β(i0)

β(j) 6= 0), τότε από το
ϑεώρηµα 7.1.1, προκύπτει ότι,

|Λ| > e−c10(log A+c11)κ
, (8.17)

(κ ϑετική σταθερά, εξαρτώµενη µόνο από το πλήθος των λογαρίθµων).
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• Βήµα 8ο. ΄Ανω ϕράγµα για το A (ανεξάρτητο από το |y|).

Από τις (8.16) και (8.17) συµπεραίνουµε το εξής :

|A| < c12(log |A|+ c11)κ + c13.

Οπότε,6
|A| < c14.

• Βήµα 9ο. ΄Ανω ϕράγµα για τα βi.

Θα δείξουµε ότι τα β(i), i = 1, . . . , n είναι άνω ϕραγµένα από µια σταθερά η
οποία δεν εξαρτάται από τα |y| και το |x|. Για τυχαίο i ∈ {1, . . . , n}, έχουµε:

β(i) = µ · (ε(i)
1 )a1 · · · (ε(i)

r )ar

οπότε λόγω του άνω ϕράγµατος των ai, έχουµε ότι :

max
1≤i≤n

|β(i)| ≤ c15. (8.18)

• Βήµα 10ο. ΄Ανω ϕράγµα για τις ακέραιες λύσεις.

΄Εχουµε ότι :

y =
β(j) − β(i)

ξ(i) − ξ(j)

και
x = ξ(i) β

(j) − β(i)

ξ(i) − ξ(j)
+ β(i).

Οπότε,
|y| ≤ 1

2c1

(
|β(j)|+ |β(i)|

)
≤ 7 c15

c1
,

και
|x| ≤ |ξ(i)||y|+ |β(i)| ≤ c16

΄Αρα,
max{|x|, |y|} < c.

2

Επίσης, αναφέρουµε την απόδειξη της (τετριµµένης) περίπτωσης για την
εξίσωση Thue, όπου οι ϱίζες της g(X) = F (X, 1) = 0 είναι όλες µιγαδικές.

6Γενικά είναι γνωστό ότι αν 0 < x < d1 + d2 log x, d1, d2 ϑετικές σταθερές, τότε έπεται άνω
ϕράγµα για το x

7Λόγω της 8.18
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Πρόταση 8.2.2. Αν όλες οι ϱίζες της g(x) = F (X, 1) = 0 είναι µιγαδικές τότε
το πλήθος των (ακέραιων) λύσεων (x, y) της F (X, Y ) = m είναι πεπερασµένο.

Απόδειξη.
΄Εστω deg(g(X)) = n ≥ 3 και η g(X) = 0 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες.

΄Εστω οι ϱίζες της g(X) = 0,

ξ(k) = αk + iγk, αk, γk ∈ R, γk 6= 0 για κάθε k = 1, . . . , n.

Αν (x, y) ακέραια λύση της F (X, Y ) = m, τότε

|x− ξ(k)y| =
√

(x− yαk)2 + y2γ2
k ≥ |γk|.

οπότε,

|m| =
n∏

k=1

|x− ξ(k)y| ≥ |x− ξ(1)y| · |γ2| · · · |γn|

και

|m| =
n∏

k=1

|x− ξ(k)y| ≥ |x− ξ(2)y| · |γ1||γ3| · · · |γn|.

Οπότε, υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1, c2, τέτοιες ώστε :

−c1 ≤ |x| − |ξ(1)||y| ≤ c1

και
−c2 ≤ −|x|+ |ξ(2)||y| ≤ c2.

΄Αρα,
|y| ≤ c1 + c2∣∣|ξ(2)| − |ξ(1)

∣∣ .

Παίρνουµε όλους τους δυνατούς συνδιασµούς των
∣∣|ξ(j)| − |ξ(i)|∣∣ και διαλέ-

γουµε αυτό µε την µικρότερη τιµή. Οπότε έχουµε ένα άνω ϕράγµα για το |y|.
Από τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει και ένα άνω ϕράγµα για το |x|.

2



Παράρτηµα Αʹ

Παράρτηµα

Αʹ.1 Συνδυαστικό επιχείρηµα

΄Εστω ο πίνακας Π της ενότητας 2.1,

Π =
(
(s1 + sn+1β1)λ1 . . . (sn + sn+1βn)λn(αs1

1 · · ·αsn+1

n+1 )λn+1

)
λ,s

,

µε s ∈ Zn+1(S) και το λ ∈ Nn+1 τρέχει πάνω απο τα (λ1, . . . , λn+1) ∈ Nn+1

όπου λ1 + . . . + λn ≤ L0 και λn+1 ≤ L1. Ο αριθµός των γραµµών του
παραπάνω πίνακα είναι

(
L0+n

n

)
(L1 + 1), διότι :

(1) Το πλήθος των (λ1, . . . , λn) µε λ1 + . . . + λn ≤ L0 είναι ίσο µε το
άθροισµα του πλήθους των λύσεων των :

λ1 + . . . + λn = k,

για όλα τα k µε 0 ≤ k ≤ L0. Το πλήθος των λύσεων της λ1 + . . . + λn = k
είναι :

(
k+n−1

k

)
=

(
k+n−1

n−1

)
. Η απόδειξη του ισχυρισµού αυτού είναι :

ϑεωρούµε τον αριθµό n σαν n µπάλες στην σειρά και την τυχούσα διαµέριση
του n, δηλαδή τον τυχόντα τρόπο να γράψουµε n = x1 + . . . + xk σαν ένα
χωρισµό της σειράς από µπάλες µε k − 1 τοιχώµατα. Για παράδειγµα :

ooo||oo|o|oo . . .,

έχουµε x1 = 3, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 1, x5 = 2, . . . ΄Αρα για να ϐρούµε
το πλήθος των λύσεων της n = x1 + . . . + xk αρκεί να µετρήσουµε πόσα
διαφορετικά σχήµατα, σαν αυτό παραπάνω, υπάρχουν, αφού είναι ϕανερό
ότι σε κάθε τέτοιο σχήµα αντιστοιχεί και µία λύση της n = x1 + . . . + xk

και αντίστροφα. ΄Ενα τέτοιο σχήµα κατασκευάζεται µονοσήµαντα ως εξής :

137
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Βάζουµε στη σειρά n + k − 1 αντικείµενα και κατόπιν ονοµάζουµε τα n από
αυτά µπάλες και τα υπόλοιπα k − 1 τοιχωµατα. Αυτό µπορεί να γίνει µε(
k+n−1

k

)
=

(
k+n−1

n−1

)
τρόπους.

Οπότε το πλήθος των (λ1, . . . , λn) µε λ1 + . . . + λn ≤ L0 είναι :

L0∑

k=0

(
k + n− 1

k

)
=

=
L0∑

k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
=

(
L0 + n

n

)
,

αφού από τον γνωστό τύπο
(
n
r

)
=

(
n−1
r−1

)
+

(
n−1

r

)
έχω ότι :

(
L0 + n

n

)
=

(
L0 + n− 1

n− 1

)
+

(
L0 + n− 1

n

)
=

=
(

L0 + n− 1
n− 1

)
+

(
L0 + n− 2

n− 1

)
+

(
L0 + n− 2

n

)
=

=
(

L0 + n− 1
n− 1

)
+ . . . +

(
n− 1
n− 1

)
.

(2) Για το λn+1 έχουµε L1 + 1 επιλογές.
Οπότε έχουµε ότι το πλήθος των γραµµών είναι

(
L0+n

n

) · (L1 + 1).

Αʹ.2 Μιγαδικές συναρτήσεις µιας µεταβλητής

Γενικός συµβολισµός, ∆(0, R), όπου z0 ∈ C, R ∈ R+: κλειστός δίσκος ακτίνας
R και κέντρου z0.
Επίσης, λέµε ότι µια µιγαδική συνάρτηση f µιας µιγαδικής µεταβλητής έιναι
αναλυτική στο ∆(0, R) αν είναι συνεχής στον ∆(0, R) και αναλυτική στον
ανοικτό δίσκο |z| < R.
Συµβολίζουµε µε |f |R τον αριθµό sup{|f(z)|, z ∈ ∆(0, R)}.
Από την Αρχή του Μεγίστου έχουµε ότι |f |R = sup{|f(z)|, |z| = R}.
Λήµµα Αʹ.2.1. (Εφαρµογή του Λήµµατος του Schwarz): ΄Εστω f αναλυτική
στο ∆(0, R) η οποία έχει στο 0 µηδενική ϑέση τάξεως N . Αν 0 < r < R και
α ∈ ∆(0, R), τότε

|f(α)|r <
(R

r

)−N
· |f |R

.



Αʹ.3 Σχόλια στα Αριθµητικά Σώµατα 139

Απόδειξη. Θέτω f(z) = zNg(z), όπου g αναλυτική στο ∆(0, R). Αφού r ≤ R
έχουµε ότι

|g(α)| ≤ |g|R.

Από την Αρχή του Μεγίστου για την g έχουµε ότι :

|g|r = r−N |f |r
και

|g|R = R−N |f |R.

Οπότε,

|f(α)|r = rN |g|r ≤ rN |g|R = rNR−N |f |R =
(R

r

)−N
· |f |R.

2

Αʹ.3 Σχόλια στα Αριθµητικά Σώµατα

΄Εστω α ∈ C ένας αλγεβρικός αριθµός. Η εικόνα του οµοµορφισµού Q[X] →
C, η οποία απεικονίζει το f ∈ Q[X] στο f(α), είναι το αριθµητικό σώµα Q(α),
το οποίο παράγεται από το α υπέρ το Q. Ο πυρήνας του προηγούµενου ο-
µοµορφισµού είναι πρώτο (άρα και maximal) ιδεώδες του Q[X], το οποίο έχει
ένα µοναδικό µονικό γεννήτορα. Αυτός ο γεννήτορας f καλείται το ανάγωγο
πολυώνυµο του α υπέρ το Q. Ο ϐαθµός του f ονοµάζεται ϐαθµός του αλγε-
ϐρικού αριθµού α. ∆ύο αλγεβρικοί αριθµοί ονοµάζονται συζυγείς αν αυτοί
έχουν το ίδιο ανάγωγο πολυώνυµο υπέρ το Q.

΄Εστω a0 ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος τέτοιος ώστε το g = a0f , να έχει
ακέραιους συντελεστές. Το g = a0f ,

g(X) = a0X
n + . . . + an ∈ Z[X],

ονοµάζεται το ελάχιστο πολυώνυµο του α υπέρ το Z. Το πολυώνυµο g είναι
ανάγωγο στο δακτύλιο πολυωνύµων Z[X], το οποίο σηµαίνει ότι το g είναι
ανάγωγο στο Q[X] και οι a0, . . . , an είναι πρώτοι µεταξύ τους. Ο αριθµός α
ονοµάζεται αλγεβρικός ακέραιος αν a0 = 1 και ονοµάζεται µονάδα αν a0 = 1
και an = ±1. Το σύνολο των αλγεβρικών ακεραίων στο σώµα Q των αλγε-
ϐρικών αριθµών είναι δακτύλιος και συµβολίζεται µε A.

΄Ενα αριθµητικό σώµα είναι ένα υπόσωµα K του C, το οποίο αν ϑεωρηθεί
ως διανυσµατικός χώρος πάνω απο τοQ, είναι πεπερασµένης διάστασης. Συµ-
ϐολίζουµε την διάσταση του K υπέρ το Q µε [K : Q] και ονοµάζουµε ϐαθµό
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του K υπέρ τοQ. Ο ϐαθµός του αλγεβρικού αριθµού α είναι ίσος µε [Q(α) : Q]
και ο α ονοµάζεται γεννήτορας του σώµατος Q(α).

Αν K1, K2, K3 αριθµητικά σώµατα µε K1 ⊂ K2 ⊂ K3 τότε ισχύει ότι :
(πολλαπλασιαστικότητα ϐαθµών)

[K3 : K2] · [K2 : K1] = [K3 : K1].

Από την πολλαπλασιαστικότητα των ϐαθµών συµπεραίνουµε ότι για κάθε αρι-
ϑµητικό σώµα K ισχύει ότι : K = Q(α1, α2, . . . , αn), όπου α1, α2, . . . , αn ∈ K.
Αποδεικνύεται όµως ότι :

Θεώρηµα Αʹ.3.1. (Θεώρηµα πρωταρχικού στοιχείου)
Σε κάθε αριθµητικό σώµα K υπάρχει γ ∈ K τέτοιο ώστε :

K = Q(γ).

΄Εστω K = Q(α) ένα αριθµητικό σώµα ϐαθµού n. ΄Εστω επίσης f το
ελάχιστο πολυώνυµο του α υπέρ τοQ και α1, . . . , αn, οι ϱίζες του f (οι συζυγείς
του α). Γνωρίζουµε ότι υπάρχουν ακριβώς n εµφυτεύσεις του K στο C και
αυτές δίνονται από:

σi : K −→ C
α 7−→ αi,

1 ≤ i ≤ n. Αν σi(α) ∈ R τότε σi(K) ⊂ R και η εµφύτευση σi ονοµάζεται
πραγµατική. Αν σi(α) ∈ C τότε σi(K) ⊂ C και η εµφύτευση σi ονοµάζεται
µιγαδική.

Επίσης ϑυµίζουµε ότι η norm του σώµατος K συµβολίζεται µε N =
NK/Q : K → Q. Για α ∈ K έχουµε ότι N(α) := η ορίζουσα του ενδο-
µορφισµού x → αx του Q− διανυσµατικού χώρου K.

Αν [K : Q] = n, τότε :

N(α) =
n∏

i=1

σi(α).

Για τις µονάδες ενός αριθµητικού σώµατος σηµειώνουµε επίσης τα εξής :
΄Ενας ακέραιος αριθµός ε λέγεται µονάδα αν ο αντίστροφος αυτού αριθµός ε−1

είναι επίσης ακέραιος αλγεβρικός αριθµός.
Επίσης, ισχύει ότι ο αλγεβρικός αριθµός ε του αριθµητικού σώµατος αρι-

ϑµών K είναι µονάδα αν είναι ακέραιος αλγεβρικός αριθµός και αν NK/Q(ε) =
±1.

΄Εχει αποδειχθεί το εξής ϑεώρηµα για τις µονάδες ενός αριθµητικού σώ-
µατος αριθµών K,
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Θεώρηµα Αʹ.3.2. (Dirichlet)
΄Εστω K ένα αριθµητικό σώµα αριθµών. Υπάρχει αλγεβρικός αριθµός α

τέτοιος ώστε K = Q(α). Υποθέτουµε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο το α υπερ το
Q έχει s πραγµατικές ϱίζες και 2t µιγαδικές ϱίζες. Θέτουµε r = s + t− 1. Τότε
υπάρχουν r µονάδες ε1, . . . , εr του K, οι λεγόµενες ϑεµελιώδεις µονάδες του
K, και µια ϱίζα της µονάδας ζ του K µέγιστης τάξης m έτσι ώστε κάθε µονάδα
ε του K να έχει µονοσήµαντη παράσταση της µορφής :

ε = ζn0εn1
1 · · · εnr

r ,

όπου 1 ≤ n0 ≤ m και ni ακέραιοι.

Αν συµβολίσουµε µε EK το σύνολο των µονάδων του αριθµητικού σώµα-
τος K, τότε αυτό αποτελει πολλαπλασιαστική οµάδα και ισχύει :

EK =< ζ > ⊗ < ε1 > ⊗ . . .⊗ < εr >,

όπου < ζ > κυκλική οµάδα τάξης m και < εi >, i = 1, . . . , r, κυκλικές
οµάδες άπειρης τάξης.

΄Ενα ιδεώδες I του K λέγεται κλασµατικό ιδεώδες αν υπάρχει d ∈ A\{0},
τέτοιο ώστε το d · I είναι ιδεώδες του δακτυλίου A µε την συνήθη έννοια.

Τα ακέραια ιδεώδη είναι τα ιδεώδη του δακτυλίου A.
Αν I είναι ένα κλασµατικό ιδεώδες του αριθµητικού σώµατος K, τότε

υπάρχει ένας ακέραιος αλγεβρικός αριθµός d, τέτοιος ώστε : dI = J ⊂ A.
Το J είναι ακέραιο ιδεώδες και ισχύει I = d−1J . Αντίστροφα, αν J είναι
ένα ακέραιο ιδεώδες του αριθµητικού σώµατος αριθµών K και d 6= 0 ένας
ακέραιος αλγεβρικός αριθµός του K, τότε το σύνολο I = d−1J , είναι ένα
κλασµατικό ιδεώδες του K.

Αν α ∈ K µε α 6= 0, τότε το σύνολο:

< α >= α · A = {aα, a ∈ A},

λέγεται κύριο ιδεώδες του K που παράγεται από το α.
΄Εστω I,J δύο ιδεώδη του K. Το ιδεώδες I διαιρεί το ιδεώδες J αν

J ⊂ I. Επίσης το ιδεώδες I διαιρεί τον α ∈ K αν I| < α >.
Ορίζουµε norm του ιδεώδους I, να είναι το πλήθος των στοιχείων του

δακτυλίου A/I και συµβολίζεται NK(I).
΄Ενα ιδεώδες ℘ του αριθµητικού σώµατος αριθµών K, λέγεται πρώτο αν

είναι ακέραιο ιδεώδες διάφορο του A και ισχύει :

℘|αβ, α, β ∈ A =⇒ ℘|α ή ℘|β.
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Αν ℘ είναι πρώτο ιδεώδες του K τότε το ℘ ∩ Z είναι µη µηδενικό ιδεώδες
του Z και ισχύει ότι ℘ ∩ Z = pZ, για κάποιο πρώτο p ∈ Z.

Ισχύει ότι κάθε πρώτο ιδεώδες ℘ του K είναι και maximal. ΄Αρα το A/℘
είναι σώµα. Αποδεικνύεται ότι :

∣∣∣A/℘
∣∣∣ = NK(℘) = pf ,

όπου p ∈ Z πρώτος µε PZ = ℘∩Z και f ≥ 1 ϕυσικός (ο f ονοµάζεται ϐαθµός
του ℘ και είναι f = [A/℘ : Fp]).

Ισχύει το εξής :
Κάθε ιδεώδες I του αριθµητικού σώµατος K, αναλύεται µονοσήµαντα σε

γινόµενο πρώτων ιδεωδών του K,

I = ℘e1
1 · · ·℘er

n ,

όπου ei ∈ Z, i = 1, . . . , r.
Ισχύει το εξής ϑεµελιώδες

Θεώρηµα Αʹ.3.3. Αν p ∈ Z πρώτος µε

< p >= ℘e1
1 · · ·℘er

r ,

είναι η ανάλυση του ιδεώδους < p >= pA σε γινόµενο πρώτων ιδεωδών του K
και f1, . . . , fr οι ϐαθµοί των ℘1, . . . , ℘r αντίστοιχα, τότε :

e1f1 + . . . + erfr = n.

όπου n = [K : Q].

(Βιβλιογραφία: [1], [32])

Αʹ.4 Μέτρο του Mahler

΄Εστω f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an ∈ C[x] ένα µη µηδενικό
πολυώνυµο ϐαθµού n µε a0 > 0 και :

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an = a0

n∏

i=1

(x− αi),

(αi οι ϱίζες του f στο C).
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Το µέτρο Mahler του f είναι ο αριθµός :

M(f) = a0

n∏

i=1

max{1, |αi|}.

Ισχύει ότι :
M(f1f2) = M(f1)M(f2),

για f1, f2 ∈ C[x].
Επίσης, αποδεικνύεται ότι :

M(f) = M(f∗),

όπου f ∈ C[x] και f∗ = xdeg(f)f( 1
x) (αντίστροφο πολυώνυµο του f ).

΄Οταν α είναι ένας αλγεβρικός αριθµός µε ελάχιστο πολυώνυµο f ∈ Z[x],
ορίζουµε :

M(α) = M(f),

να είναι το µέτρο Mahler του α.
Από τον ορισµό, προκύπτει ότι M(α) ≥ 1, για κάθε αλγεβρικό αριθµό α.
Μία ακόµα ιδιότητα του µέτρου Mahler είναι το :

Λήµµα Αʹ.4.1. ΄Εστω f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an ∈ Z[x]. Τότε,
για κάθε 0 < j ≤ n,

|aj | ≤
(

n

j

)
M(f).

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του ορισµού του M(f) και των τύπων του
Vietta (για το πολυώνυµο f ):

aj = (−1)n−ja0

∑
s1,...,si

αs1,...,αsn
,

όπου αsi για i = 1, . . . , n, είναι οι ϱίζες του f στο C.
2

Στο παρακάτω λήµµα, δίνεται η σχέση του µέτρου Mahler και του λογα-
ϱιθµικού ύψους (Weil),

Λήµµα Αʹ.4.2. ΄Εστω α ένας αλγεβρικός µιγαδικός αριθµός ϐαθµού n. Τότε :

h(α) =
1
n

log M(α).



144 Αʹ Παράρτηµα

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε a0 > 0 τον συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου
του ελαχίστου πολυωνύµου του α. Επίσης, έστω K = Q(α).
Γνωρίζουµε ότι :

M(α) = a0

n∏

i=1

max{1, |αi|}

= a0

∏

υ∈M∞
K

max 1, |α|dυ
υ

= a0

∏

υ∈M∞
K

max{1, |α|υ}dυ .

Επίσης,
h(α) =

1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{1, |α|υ}.

΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι :

a0 =
∏

υ∈M0
K

max{1, |α|υ}dυ .

Από τον τύπο του γινοµένου στο Q:

|a0|
∏
p

|a0|p = 1,

έχουµε ότι :
a0 =

∏
p

|a0|−1
p .

΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι αν (p) = ℘e1
1 · · ·℘em

m , η ανάλυση του (p) στο K,
τότε :

|a0|−1
p =

∏
υ℘i

max{1, |α|υ℘i
}dυ℘i .

Αυτό αποδεικνύεται µέσω του επόµενου λήµµατος :

Λήµµα Αʹ.4.3. ΄Εστω p πρώτος αριθµός. ΄Εστω f(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an

πολυώνυµο ϐαθµού n και µκδ(a0, . . . , an) = 1.
΄Εστω α1, . . . , αn οι ϱίζες του στο Cp:

f(x) = a0

n∏

i=1

(x− αi).
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Τότε :

|a0|p =
n∏

i=1

max{1, |αi|p} = 1.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι :

|a1|p ≤ . . . ≤ |an|p.

Αφού τα ai είναι πρώτα µεταξύ τους, ισχύει ότι :1

max{|a0|p, . . . , |an|p} = 1.

Από τους τύπους του Vieta έχουµε ότι :
ai

a0
= (−1)i

∑
s1,...,si

αs1 · · ·αsi , 1 ≤ i ≤ n.

• Αν |αi|p ≤ 1 2 για κάθε 1 ≤ i ≤ n, τότε :
∣∣∣ ai

a0

∣∣∣
p

=
∣∣(−1)i

∑
s1,...,si

αs1 · · · αsi

∣∣
p

≤ max{|αs1 |p, . . . , |αsi |p} ≤ 1,

δηλαδή,
|ai|p ≤ |a0|p, ∀i = 1, . . . , n,

οπότε,
max |a0|p, . . . , |an|p = |a0|p = 1,

από το οποίο προκύπτει το Ϲητούµενο.
• Αν υπάρχει j, 1 ≤ j ≤ n, τέτοιο ώστε :

|α1|p ≤ . . . ≤ |αj−1|p ≤ 1 ≤ |αj |p ≤ |αn|p,

τότε :

max{
∣∣∣ ai

a0

∣∣∣
p
, 1 ≤ i ≤ n} = max{∣∣(−1)i

∑
s1,...,si

αs1 · · · αsi

∣∣
p
} = |αj · · ·αn|p

=
n∏

i=1

max{1, |αi|p}.

1κάποιο από αυτά δεν έχει το p στην ανάλυση του σε πρώτους, άρα | · |p = 1
2εδώ µε | · |p συµβολίζουµε την επέκταση της p−αδικής απόλυτης τιµής από το Qp στο Cp

(πρβλ. παράγραφο 3.2.2). Για a ∈ Q αυτή συµπίπτει µε την p−αδική απόλυτη τιµή του Qp
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΄Αρα,

max{|a1|p, . . . , |an|p} = |a0|p
n∏

i=1

max{1, |αi|p}.

Αφού, |a0|p ≤ max{|a1|p, . . . , |an|p}, έχουµε ότι :

max{|a0|p, |a1|p, . . . , |an|p} = |a0|p
n∏

i=1

max{1, |αi|p}.

2

΄Οπως αναφέραµε στην παράγραφο 3.7, έχουµε ότι :
Για α αλγεβρικό ακέραιο, M(α) = 1, αν και µόνο αν, ο α είναι 0 ή ϱίζα

της µονάδας.

΄Εστω α αλγεβρικός ακέραιος ϐαθµού n και f ∈ Z[x] το ελάχιστο πολυώνυ-
µο του. Παρουσιάζουν λοιπόν ενδιαφέρον, οι εξής αριθµοί :

Mn = inf{M(f) : f ∈ Z[x],deg(f) = n, µε M(f) > 1},
(M(f) = M(α)).

Για δοσµένο ϕυσικό n είναι εύκολο να υπολογιστούν όλα αυτά τα ελάχιστα
πολυώνυµα. Συγκεκριµένα, µας ενδιαφέρουν τα πολυώνυµα f ∈ Z[x], deg(f) =
n, µε M(f) ≤ 2. Τα πολυώνυµα αυτά, υπολογίζονται µε την ϐοήθεια του λή-
µµατος Αʹ.4.1. ∆ηλαδή, οι συντελεστές των πολυωνύµων αυτών, για 0 < j ≤ n
ικανοποιούν την ανισότητα:

|aj | ≤ 2
(

n

j

)
.

΄Εχοντας λοιπόν, την συγκεκριµένη λίστα µε τα πολυώνυµα (µε δοσµένο ϐα-
ϑµό n), υπολογίζουµε (µε τη ϐοήθεια της Maple) τις ϱίζες τους και ύστερα τα
µέτρα Mahler των πολυωνύµων, (λόγω των σχέσεων ±M(f(±x)) = M(f)
και M(f∗) = M(f), δεν χρειάζεται να υπολογίσουµε τις ϱίζες όλων των
πολυωνύµων της λίστας).

΄Ετσι, ϐρίσκεται ο αριθµός Mn, για δοσµένο n. ΄Εχουµε λοιπόν, για
παράδειγµα, ότι :

για n = 1, M1 = 2 και το πολυώνυµο είναι το f = x− 2, (µε ϱίζα α = 2)

για n = 2, M2 = 1.618... και το πολυώνυµο είναι το f = x2 − x− 1, (µε ϱίζα α =
1 +

√
5

2
)

για n = 3, M3 = 1.324... και το πολυώνυµο είναι το f = x3 − x + 1.(µε ϱίζα α = 1.324717957...).

Λόγω των παραπάνω και µέσω της σχέσης h(α) = 1
n log M(α) του λήµ-

µατος Αʹ.4.2, προκύπτουν, άµεσα, κάτω ϕράγµατα για το λογαριθµικό ύψος.
Συµπεραίνεται λοιπόν, το
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Πόρισµα Αʹ.4.4. ΄Εστω α αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού n. Τότε :

Για n = 1, h(a) ≥ log 2 = 0.6931...,

Για n = 2, 2h(a) ≥ log
(1 +

√
5

2

)
= 0.4812...,

Για n = 3, 3h(a) ≥ log(1.324717957...) = 0.2811....

Αʹ.5 Μια σχέση µεταξύ υψών

Λήµµα Αʹ.5.1. ΄Εστω K ένα αριθµητικό σώµα. Αν x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ K,
(όχι όλα µηδέν), τότε :

h(1 : x1 : . . . : xn : y1 : . . . : yn) ≤ h(x1) + . . . + h(xn) + h(1 : y1 : . . . : yn).

Απόδειξη. Από τον ορισµό του ύψους h αρκεί να δείξουµε ότι :

1
n

∑

υ∈MK

dυ log max{1, |x1|υ, . . . , |xn|υ, |y1|υ, . . . , |yn|υ}

≤ 1
n

∑

υ∈MK

dυ

(
log max{1, |x1|υ}+ . . . + log max{1, |xn|υ}+ log max{1, |y1|υ, . . . , |yn|υ}

)
.

∆ηλαδή, αρκεί

log max{1, |x1|υ, . . . , |xn|υ, |y1|υ, . . . , |yn|υ}
≤(

log max{1, |x1|υ}+ . . . + log max{1, |xn|υ}+ log max{1, |y1|υ, . . . , |yn|υ}
)
,

ή

max{1, |x1|υ, . . . , |xn|υ, |y1|υ, . . . , |yn|υ}
≤max{1, |x1|υ} · · ·max{1, |xn|υ} ·max{1, |y1|υ, . . . , |yn|υ}.

Αρκεί λοιπόν για οπουσδήποτε a1, . . . , an ∈ R>0, να ισχύει

max{1, a1, . . . , an} ≤ max{1, a1} · · ·max{1, ak} ·max{1, ak+1, . . . , an},

για κάθε k µε 1 ≤ k ≤ n.
Αυτό ισχύει διότι

• Αν όλα τα a1, . . . , an είναι < 1, τότε έχουµε ότι 1 ≤ 1, το οποίο ισχύει.

• Αν aj = max{1, a1, . . . , an}, (1 ≤ j ≤ n), µε aj > 1, τότε : aj ≤ aj · A,
όπου A ≥ 1, το οποίο ισχύει.
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2

΄Αµεση συνέπεια του προηγούµενου λήµµατος είναι το
Λήµµα Αʹ.5.2. ΄Εστω K ένα αριθµητικό σώµα. Αν x1, . . . , xn ∈ K (όχι όλα
µηδέν), τότε

h(x1 : . . . : xn) ≤
n∑

i=1

h(xi).

Αʹ.6 Συναρτήσεις πολλών µιγαδικών µεταβλητών

Για z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, συµβολίζουµε µε

|z| := max{|z1|, . . . , zn}.
Γενικά, αν a = (a1, . . . , an) ∈ Nn, τότε συµβολίζουµε

||a|| := a1 + . . . + an

a! := a1!a2! . . . an!.

Επίσης, για z ∈ Cn και a ∈ Nn,

za := za1
1 · · · zan .

Για α = (α1, . . . , αn) ∈ Cn και ρ = (ρ1, . . . , ρn) ∈ Rn, τότε ο πολυδίσκος µε
κέντρο α και µε (πολυ) ακτίνα ρ είναι το σύνολο

∆(α, ρ) = {z ∈ Cn |z1 − α1| < ρ1, . . . , |zn − αn| < ρn}.
Με D(α, ρ) συµβολίζουµε την κλειστότητα του ∆(α, ρ) στο Cn.

Επίσης, αν z ∈ Cn, τότε γράφουµε z = x + iy, όπου x, y ∈ Rn.
Για µια συνεχή και παραγωγίσιµη µιγαδική συνάρτηση g σε ένα ανοικτό

σύνολο Ω ⊂ Cn, ϑέτουµε
∂g

∂zj
=

1
2
(

∂g

∂xj
− i

∂g

∂yj
)

(Dag)(z) =
∂|a|

∂za1
1 . . . ∂zan

n
g(z).

Ορισµός Αʹ.6.1. ΄Εστω Ω ένα ανοικτό σύνολο του Cn και f µια µιγαδική
συνάρτηση η οποία ορίζεται στο Ω. Λέµε ότι η f είναι αναλυτική στο Ω αν
σε κάθε σηµείο α ∈ Ω αντιστοιχεί µια γειτονιά U και µια δυναµοσειρά

∑

a∈Nn

ca(z − α)a =
∑

a1,...,an≥0

ca1...an(z − α1)a1 . . . (z − αn)an ,

η οποία συγκλίνει στην f(z) για κάθε z ∈ U .
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Θεώρηµα Αʹ.6.2. ΄Εστω f αναλυτική στον πολυδίσκο ∆(α, ρ). Τότε για κάθε
z ∈ ∆(α, ρ), έχουµε ότι :

f(z) =
∑

a∈Nn

ca(z − α)a,

όπου, ca = 1
a!(D

af)(α).

(Βιβλιογραφία: [21])

Αʹ.7 Σχόλια στην Αλγεβρική Γεωµετρία

΄Εστω K ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα χαρακτηριστικής µηδέν και n ∈ N.
΄Ενα αλγεβρικό υποσύνολο (ή αλγεβρικό σύνολο) του Kn είναι ένα υπ-

οσύνολο του Kn το οποίο είναι το σύνολο ϱιζών µιας οικογένειας πολυωνύµων
του K[X1, . . . , Xn]. ∆ηλαδή, αν V είναι αλγεβρικό υποσύνολο του Kn, τότε :

V = {x ∈ Kn, f(x) = 0 καθώς f ∈ T ⊆ K[X1, . . . , Xn]},

όπου T µια οικογένεια πολυωνύµων του K[X1, . . . , Xn].
΄Εχει αποδειχθεί ότι για κάθε αλγεβρικό υποσύνολο V του Kn υπάρχει J
ιδεώδες του K[X1, . . . , Xn] τέτοιο ώστε :

V = {x ∈ Kn, f(x) = 0 για κάθε f ∈ J }.

Από τον ορισµό προκύπτει ότι τοµή µιας οικογένειας αλγεβρικών υπο-
συνόλων του Kn είναι αλγεβρικό υποσύνολο του Kn και επίσης, η πεπερασ-
µένη ένωση αλγεβρικών υποσυνόλων του Kn είναι αλγεβρικό υποσύνολο του
Kn.

Αν X είναι ένα υποσύνολο του Kn, συµβολίζουµε µε I(X):

I(X) = {f ∈ K[X1, . . . , Xn], f(x) = 0 για κάθε x ∈ X},

το ιδεώδες του X.
΄Ενα αλγεβρικό υποσύνολο του Kn λέγεται ανάγωγο αν είναι µη κενό και

δεν µπορεί να γραφεί ως ένωση δύο αλγεβρικών υποσυνόλων του Kn τα οποία
να περιέχονται γνησίως σε αυτό. ΄Ενα ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο λέγεται
αλγεβρική πολλαπλότητα του Kn ή πιο απλά πολλαπλότητα του Kn. Οπότε,
αν µια αλγεβρική πολλαπλότητα του Kn περιέχεται σε µια πεπερασµένη ένωση
αλγεβρικών συνόλων, τότε περιέχεται σε ένα από αυτά.
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Αποδεικνύεται ότι κάθε αλγεβρικό υποσύνολο V του Kn είναι πεπερασ-
µένη ένωση αλγεβρικών πολλαπλοτήτων U1, . . . ,Us του Kn του V ) (τις οποίες
ονοµάζουµε συνιστώσες του V ):

V = U1 ∪ . . . ∪ Us.

Ισχύει επίσης το εξής :
I(Ui) είναι πρώτο ιδεώδες του K[X1, . . . , Xn], αν και µόνο αν το Ui είναι

αλγεβρική πολλαπλότητα.
Αν, λοιπόν, U είναι αλγεβρική πολλαπλότητα, τότε το I(U) είναι πρώτο

ιδεώδες. ΄Αρα,
K[X1, . . . , Xn]/I(U),

είναι ακέραια περιοχή και συµβολίζεται µε K[U ].
΄Αρα, ορίζεται το σώµα πηλίκων της, το οποίο συµβολίζεται µε K(U), (σώµα
συναρτήσεων του U ).

Η διάσταση αλγεβρικής πολλαπλότητας U ορίζεται να είναι ο ϐαθµός υ-
περβατικότητας της επέκτασης K(U)/K, δηλαδή ίση µε το µέγιστο πλήθος
αλγεβρικά ανεξάρτητων στοιχείων 3 του K(U) υπέρ το K.

Αν µια αλγεβρική πολλαπλότητα U του Kn, δίνεται από γραµµικά πολυώνυ-
µα (σε αυτή την περίπτωση το U είναι µεταφορά ενός διανυσµατικού χώρου
W του Kn), η έννοια της διάστασης της πολλαπλότητας U ταυτίζεται µε την
έννοια της διάστασης του γραµµικού χώρου W.

Η διάσταση ενός αλγεβρικού υποσυνόλου του Kn είναι η µέγιστη διάσ-
ταση των συνιστωσών του αλγεβρικού υποσυνόλου (κάθε ένα από αυτά είναι
αλγεβρική πολλαπλότητα).

Αν V,V ′ είναι δύο µη κενά αλγεβρικά υποσύνολα του Kn µε V ′ ⊆ V,
τότε dim(V ′) ≤ dim(V), µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνο αν τα V και
V ′ έχουν κοινή συνιστώσα (αλγεβρική πολλαπλότητα) µε διάσταση dim(V).
Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι κάθε συνιστώσα του V ′ περιέχεται σε
µία συνιστώσα του V. Συγκεκριµένα, ένα αλγεβρικό υποσύνολο V του Kn

διάστασης d περιέχει πεπερασµένου πλήθους αλγεβρικές πολλαπλότητες διάσ-
τασης d.

(Βιβλιογραφία: [16])
Παρακάτω αναφέρουµε κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα.

Λήµµα Αʹ.7.1. ΄Ενα υποσύνολο V το οποίο είναι συγχρόνως προσθετική οµάδα
του Kn και αλγεβρικό σύνολο του Kn, είναι διανυσµατικός υπόχωρος του Kn.

3 ΄Εστω ένας (µεταθετικός) δακτύλιος A και ένας υποδακτύλιος k του A ο οποίος είναι σώµα.
Τα στοιχεία a1, . . . , an ∈ A είναι αλγεβρικώς ανεξάρτητα υπέρ το k αν δεν υπάρχει µη µηδενικό
πολυώνυµο P ∈ k[X1, . . . , Xn], τέτοιο ώστε P (a1, . . . , an) = 0
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Απόδειξη. Αφού το V είναι προσθετική υποοµάδα του Kn έχουµε ότι το V
είναι προσθετικά κλειστο στο Kn. Οπότε, για να αποδείξουµε ότι είναι δι-
αωυσµατικός υπόχωρος του Kn αρκεί να δείξουµε ότι για τυχαίο α ∈ K το
α(x1, . . . , xn) ∈ V, για κάθε (x1, . . . , xn) ∈ V.

΄Εστω (x1, . . . , xn) στοιχείο του V και έστω P ∈ K[X1, . . . , Xn] µε P ∈
I(V) (I(V) είναι το ιδεώδες του αλγεβρικού συνόλου V ).

΄Εστω, f : K → K, µε f(k) = P (kX1, . . . , kXn).
΄Εχουµε ότι για αν x = (x1, . . . , xn) ∈ V και n ∈ Z, τότε και το nx ∈ V,

αφού V προσθετική υποοµάδα του Kn. ΄Αρα, αν P (x) = 0, τότε και P (nx) =
0, για κάθε n ∈ Z. Οπότε, το πολυώνυµο f(k) έχει ϱίζες όλα τα k ∈ Z. ΄Αρα,
το f είναι ταυτοτικά µηδέν. ∆ηλαδή, για κάθε x ∈ V το kx ∈ V, για κάθε
k ∈ K.

2

Λήµµα Αʹ.7.2. ΄Εστω k ⊂ K δύο σώµατα. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός υπό-
χωρος του Kn, µε dim = n− r, 1 ≤ r ≤ n.

Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Το V είναι τοµή αλγεβρικών συνόλων τα οποία ορίζονται από γραµµικές
µορφές µε συντελεστές από το k.

2. Το V έχει ϐάση της οποίας τα στοιχεία ανήκουν στο kn.

3. Υπάρχει µια επί γραµµική απεικόνιση από το Kn στο Kr µε πυρήνα τον
V , της οποίας ο πίνακας (ως προς τις κανονικές ϐάσεις) έχει συντελεστές
στο k.

΄Ενας τέτοιος διανυσµατικός υπόχωρος του Kn λέγεται ϱητός πάνω από το k.

Απόδειξη.
• 1 =⇒ 2.
΄Εστω V διανυσµατικός υπόχωρος του Kn, µε dimV = n− r, 1 ≤ r ≤ n,

(V 6= ∅), ο οποίος είναι τοµή αλγεβρικών συνόλων τα οποία ορίζονται από
γραµµικές µορφές µε συντελεστές από το k. ∆ηλαδή ο V είναι ο χώρος λύσεων
του συστήµατος :

a11x1+ . . . +a1nxn = 0
...

...
am1x1+ . . . +amnxn = 0,

όπου aij ∈ k i = 1, . . . m, j = 1, . . . n.
Αφού V 6= ∅, το σύστηµα έχει λύση. Επειδή aij ∈ k, έχουµε ότι V ⊆ kn.

΄Αρα ο V έχει ϐάση της οποίας τα στοιχεία ανήκουν στο kn.
• 2 =⇒ 3.
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΄Εστω V =< v(1), . . . , v(n−r) >, µε v(i) ∈ kn, i = 1, . . . , n− r.
΄Εστω επίσης η ϐάση του kn : v(1), . . . , v(n−r), w(1), . . . , w(r).
Αυτά είναι και ϐάση του Kn, διότι διαφορετικά ϑα υπήρχαν x1, . . . , xn ∈

K, τέτοια ώστε :

x1v
(1) + . . . + xn−rv

(n−r) + xn−r+1w
(1) + . . . + xnw(r) = 0.

∆ηλαδή, σύστηµα:

(v(1), . . . , v(n−r), w(1), . . . , w(r)) ·




x1
...

xn


 = 0,

έχει µη τετριµµένη λύση. ΄Οµως, v(1), . . . , v(n−r), w(1), . . . , w(r) ∈ kn. ΄Αρα, το
σύστηµα έχει µη τετριµµένη λύση στο kn. ΄Ατοπο.

΄Εστω η γραµµική απεικόνιση:

f : Kn 7−→
επί

< w(1), . . . , w(r) >

λ1v
(1) + . . . + λn−rv

(n−r) + µ1w
(1) + . . . + µrw

(r) 7−→ µ1w
(1) + . . . + µrw

(r),

λi, µj ∈ K, i = 1, . . . , n− r, j = 1, . . . , r.
Επίσης, ισχύει ότι :

< w(1), . . . , w(r) >∼= Kr,

µέσω της γραµµικής απεικόνισης :

g : < w(1), . . . , w(r) >
1−17−→
επί

Kr

(i = 1, . . . , r) w(i) 7−→ e(i),

(µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι τα e(1), . . . , e(r)

είναι αυτά τα οποία παράγουν το Kr).
΄Εστω η γραµµική απεικόνιση h = g ◦ f : Kn −→ Kr.
΄Εχουµε ότι kerh = V.
΄Εστω e(1), . . . , e(n) η κανονική ϐάση του Kn. ΄Οµως, e(1), . . . , e(n) ∈ kn,

άρα υπάρχουν λli, µlj ∈ k, τέτοια ώστε :

λl1v
(1) + . . . + µlrw

(r) = e(l), για κάθε l = 1, . . . , n.

΄Αρα, για κάθε l = 1, . . . , n

f(e(l)) = µljw
(1) + . . . + µlrw

(r), µlj ∈ k.
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Οπότε, για κάθε l = 1, . . . , n,

g(f(e(l))) = µ
(1)
lj + . . . + µlre

(r), µlj ∈ k.

΄Αρα, ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης (ως προς τις κανονικές ϐάσε-
ις) έχει στοιχεία στο k.

• 3 =⇒ 1.
΄Εστω µια γραµµική απεικόνιση,

f : Kn 7−→
επί

Kr,

µε πυρήνα V, µε πίνακα, (ως προς τις κανονικές ϐάσεις), A ∈ kn×n.
Γνωρίζουµε ότι ο V = ker f , είναι ο χώρος λύσεων του συστήµατος,

AX = 0.

∆ηλαδή, ο V είναι τοµή αλγεβρικών συνόλων που ορίζονται απο γραµµικές
µορφές µε συντελεστές στοιχεία του A ∈ kn×n.

2

Αʹ.8 ΄Ενα σχόλιο για την γραµµική ανεξαρτησία των
`1, . . . , `n+1 ∈ L

Λήµµα Αʹ.8.1. Αν τα `1, . . . , `n+1 ∈ L είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε
τα α1 = e`1 , . . . , αn+1 = e`n+1 (αi ∈ Q) παράγουν µια υποοµάδα του C∗ µε
rank = n + 1 ή n.

Απόδειξη.
∆ιακρίνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις :
είτε τα `1, . . . , `n+1, 2πi είναιQ−γραµµικώς ανεξάρτητα, είτε τα `1, . . . , `n+1, 2πi

είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα.
Εξετάζουµε χωριστά την κάθε περίπτωση.
• ΄Εστω ότι τα `1, . . . , `n+1, 2πi είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα.
Από αυτή την υπόθεση εύκολα έπεται ότι (ικάνη και αναγκαία συνθήκη)

τα α1, . . . , αn+1 είναι πολλαπλασιαστικώς ανεξάρτητα. ΄Αρα, παράγουν µια
πολλαπλασιαστική οµάδα του C∗ µε rank = n + 1.

• ΄Εστω ότι τα `1, . . . , `n+1, 2πi είναι Q−γραµµικώς εξαρτηµένα.
Υπάρχουν δηλαδή b1, . . . , bn+1 ∈ Z, όχι όλα µηδέν, τέτοια ώστε :

b1`1 + . . . + bn+1`n+1 = k2πi, k ∈ Z.
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Επειδή τα `1, . . . , `n+1 είναι Q−γραµµικώς ανεξάρτητα, έπεται ότι |k| ≥ 1.
Μπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι k ≥ 1.

΄Εστω k ≥ 1, το ελάχιστο τέτοιο k, για το οποίο υπάρχουν b1, . . . , bn+1 ∈ Z,
όχι όλα µηδέν, έστω bn+1 6= 0, τέτοια ώστε :

b1`1 + . . . + bn+1`n+1 = k2πi.

Αν υπάρχουν c1, . . . , cn+1 ∈ Z, µε

c1`1 + . . . + cn+1`n+1 = r2πi και r 6= 0,

τότε εύκολα συµπεραίνεται ότι (c1, . . . , cn+1) = s(b1, . . . , bn+1), για κάποιο
s ∈ Z (διαιρούµε το r µε το k, έστω r = sk+v, 0 ≤ v < k, και χρησιµοποιούµε
την ιδιότητα που έχει το k).

Συµπεραίνουµε ότι τα α1, . . . , αn είναι πολλαπλασιαστικώς ανεξάρτητα,
αφού αν

αx1
1 · · ·αxn

n = 1,

τότε
x1`1 + . . . + xn`n + 0`n+1 = µ2πi, µ ∈ Z, µ 6= 0

και λόγω των όσο είπαµε παραπάνω έχουµε ότι

(x1, . . . , xn, 0) = ρ(b1, . . . , bn, bn+1), ρ ∈ Z.

Επειδή όµως έχουµε υποθέσει ότι bn+1 6= 0 έπεται ότι ρ = 0. ΄Αρα (x1, . . . , xn, 0) =
(0, . . . , 0).

΄Αρα τα α1, . . . , αn+1 παράγουν µια υποοµάδα του C∗ µε rank = n.
2

Αʹ.9 Απαλείφουσα δύο πολυωνύµων

΄Εστω A ένας δακτύλιος µε µοναδική παραγοντοποίηση και

f = a0 + a1X + . . . + apX
p, g = b0 + b1X + . . . + bqX

q

δύο πολυώνυµα του A[X], ϑετικού ϐαθµού.

Πρόταση Αʹ.9.1. Τα πολυώνυµα f και g ένα κοινό παράγοντα ϑετικού ϐαθµού,
αν και µόνο αν υπάρχουν πολυώνυµα α, β ∈ A[X] µε deg(α) < p και deg(β) <
q, έτσι ώστε :

fβ = gα
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Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι f = φα και g = φβ όπου α, β και φ είναι
πολυώνυµα του A[X] µε deg(φ) ≥ 1. Τότε

fβ = φαβ = gα,

όπου deg(α) < p και deg(β) < q.
Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι υπάρχουν πολυώνυµα α, β ∈ A[Q] µε deg(α) <

p και deg(β) < q, έτσι ώστε :
fβ = gα.

Τότε, κάθε παράγοντας του f ϑετικού ϐαθµού είναι και παράγοντας του gα.
Καθώς όµως deg(α) < p, ένας τουλάχιστον τέτοιος παράγοντας του f είναι
και παράγοντας του g. ΄Ετσι, τα f και g έχουν ένα κοινό παράγοντα ϑετικού
ϐαθµού.

2

Θεωρούµε τον τετραγωνικό πίνακα

M(f, g) =




a0 a1 . . . ap 0 . . . 0
0 a0 . . . ap−1 ap . . . 0
...

...
0 0 . . . a0 a1 . . . ap

b0 b1 . . . bq 0 . . . 0
0 b0 . . . bq−1 bq . . . 0
...

...
0 . . . 0 b0 . . . bq−1 bq




.

Ο M(f, g) έχει τα ai στις πρώτες q γραµµές και τα bi στις υπόλοιπες p γραµµές.
Καλούµε απαλείφουσα των πολυωνύµων f και g την ορίζουσα του πίνακα
M(f, g) και την συµβολίζουµε µε R(f, g).

Αποδεικνύεται ότι η απαλείφουσα R(f, g) είναι οµογενές πολυώνυµο ϐα-
ϑµού q ως προς τους συντελεστές a0, . . . , ap και οµογενές πολυώνυµο ϐαθµού
q ως προς τους συντελεστές b0, . . . , bq.

Πρόταση Αʹ.9.2. Τα πολυώνυµα f και g έχουν ένα κοινό παράγοντα ϑετικού
ϐαθµού, αν και µόνο αν R(f, g) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω τα πολυώνυµα,

α(X) = α0+α1X + . . . αp−1X
p−1, β(X) = β0+β1X + . . . βq−1X

q−1 ∈ A[X]

Τότε
fα = gβ,
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αν και µόνο αν

a0β0 = b0α0

a1β0 + a0β1 = b1α0 + b0α1

...
apβq−1 = bqαp−1.

Το παραπάνω σύστηµα µε αγνώστους τα α0, . . . , αp−1, β0, . . . , βq−1, έχει µη
µηδενική λύση, αν και µόνο αν η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων
είναι µηδέν. ΄Οµως, η ορίζουσα αυτή ισούται µε την R(f, g), κατά προσέγγιση
προσήµου. ΄Αρα, υπάρχουν πολυώνυµα α, β ∈ A[X], µε deg(α) < p και
deg(β) < q, τέτοια ώστε fα = gβ, αν και µόνο αν R(f, g) = 0. Σύµφωνα µε
την πρόταση Αʹ.9.1, τα f και g έχουν ένα κοινό παράγοντα ϑετικού ϐαθµού,
αν και µόνο αν R(f, g) = 0.

2

Πρόταση Αʹ.9.3. Υπάρχουν πολυώνυµα α και β ϐαθµού ≤ q − 1 και p − 1
αντίστοιχα, τέτοια ώστε :

R(f, g) = αf + βg.

Απόδειξη. ΄Εστω, A1, . . . , Ap+q οι συµπαράγοντες των στοιχείων της πρώτης
στήλης του πίνακα M(f, g). Τότε

a0A1 + b0Aq+1 = R(f, g),
a1A1 + a0A2 + b1Aq+1 + b0Aq+2 = 0,

...
apAq + bqAp+q = 0.

Από την άλλη πλευρά έχουµε

f = a0 + a1X + . . . + apX
p,

Xf = a0X + a1X
2 + . . . + apX

p+1,

...
Xq−1f = a0X

q−1 + a1X
q + . . . + apX

p+q−1,

g = b0 + b1X + . . . + bqX
q,

Xg = b0X + b1X
2 + . . . + bqX

q+1,

...
Xp−1g = b0X

p−1 + b1X
p + . . . + bqX

p+q−1.
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Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την i−οστή εξίσωση µε το Ai και προσθέ-
τουµε τους αντίστοιχους όρους για i = 1, . . . , p + q. ΄Ετσι, παίρνουµε

(A1 + . . . + AqX
q−1)f + (Aq+1 + . . . + Ap+qX

p−1)g = R(f, g).

2

(Βιβλιογραφία: [33])

Αʹ.10 Υπολογιστικά επιχειρήµατα

Λήµµα Αʹ.10.1. ΄Εστω C ένα πεπερασµένο σύνολο και f : C −→ C ′ µια
απεικόνιση. Τότε :

Card(C) =
∑

c′∈f(C)

Card(f−1(c′)).

Απόδειξη.
Η απεικόνιση f ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας ” ∼ ” στα στοιχεία του C:

c1, c2 ∈ C, c1 ∼ c2 αν και µόνο αν f(c1) = f(c2).

Το πλήθος των κλάσεων είναι Card(f(C)). Οι κλάσεις είναι της µορφής:

{f−1(c′), c′ ∈ f(C)}.
Οπότε,

Card(C) =
∑

c′∈ f(C)

Card(f−1(c′)).

2

΄Αµεση συνέπεια του λήµµατος Αʹ.10.1 είναι το
Πόρισµα Αʹ.10.2. ΄Εστω C ένα πεπερασµένο σύνολο και f : C −→ C ′ µια
απεικόνιση. Τότε :

Card(f(C))· min
c′∈f(C)

Card(f−1(c′)) ≤ Card(C) ≤ Card(f(C))· max
c′∈f(C)

Card(f−1(c′)).

2

Μια εφαρµογή των παραπάνω είναι το
Λήµµα Αʹ.10.3. ΄Εστω K ένα σώµα χαρακτηριστικής µηδέν.

Υποθέτουµε ότι τα α1, . . . , αn+1 ∈ K∗ παράγουν µια υποοµάδα του C∗ µε
rank ≥ n. ΄Εστω επίσης, η κανονική απεικόνιση,

σ : K∗ −→
επί

K∗/K∗
tors.

Τότε, για κάθε S ≥ 1,

Card{σ(αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ), s = (s1, . . . , sn+1) ∈ Zn+1(S)} ≥ (2S − 1)n.
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Απόδειξη.
Αν τα α1, . . . , αn+1 είναι πολλαπλασιαστικώς ανεξάρτητα, τότε :

Card{σ(αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ) = (2S − 1)n+1 ≥ (2S − 1)n.

∆ιαφορετικά, η απεικόνιση,

h : Zn+1 −→ K∗/K∗
tors

(s1, . . . , sn+1) 7−→ αs1
1 · · ·αsn+1

n+1 ,

έχει πυρήνα της µορφής aZ, όπου a = (a1, . . . , an+1) ∈ Zn+1.
Εφαρµόζουµε το πόρισµα Αʹ.10.2 του λήµµατος Αʹ.10.1 για C = Zn+1(S),

C ′ = K∗/K∗
tors και f τον περιορισµό της h στο C = Zn+1(S). ΄Εστω c′ =

f(s(0)) ∈ f(C), τέτοιο ώστε το Card(f−1(c′)) να είναι το µέγιστο. Οπότε,

Card(C) ≤ Card(f(C)) · Card(f−1(c′)).

Για κάθε s ∈ f−1(c′), υπάρχει λs ∈ Z µε

s− s(0) = λsa.

΄Εστω i ∈ {1, . . . , n + 1} τέτοιο ώστε ai 6= 0. ΄Αρα, όλα τα λs = si−s
(0)
i

ai
και

ισχύει ότι

|λs| =
∣∣∣si − s

(0)
i

ai

∣∣∣ ≤ 2S − 2
|ai| ≤ 2S − 2.

Οπότε, Card(f−1(c′)) ≤ 2S − 2 και άρα

Card(f(C)) ≥ (2S − 1)n+1

2S − 2
≥ (2S − 1)n+1

2S − 1
= (2S − 1)n.

2

Αʹ.11 Θεώρηµα Γραµµικών µορφών Minkowski

Θεώρηµα Αʹ.11.1. ΄Εστω A ένα σύνολο του Rn το οποίο είναι κυρτό, ϕραγµένο
και συµµετρικό ως προς την αρχή των αξόνων, µε όγκο υ(A) 4.

Αν υ(A) > 2n τότε το A περιέχει ένα ακέραιο σηµείο διαφορετικό από το
µηδέν.

4Ο όγκος ενός συνόλου του Rn είναι το ολοκλήρωµα Riemann της χαρακτηριστικής
συνάρτησης του συνόλου
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Απόδειξη.
Συµβολίζουµε µε Am το σύνολο των ϱητών σηµείων του A των οποίων οι

συντεταγµένες έχουν παρανοµαστή m. Οπότε,

Am = {( t1
m

, . . . ,
tn
m

) ∈ A, ti ∈ Z, i = 1, . . . , n}.

΄Εστω |Am| ο πληθάριθµος του συνόλου Am. Τότε, καθώς m → ∞ ο αριθµός
των σηµείων του Am είναι ασυµπτωτικά ίσος µε υ(A)mn. Οπότε, για αρκρτά
µεγάλο m, έχουµε ότι :

|Am| > (2m)n.

Οπότε, υπάρχουν δύο διαφορετικά σηµεία, a = (a1
m , . . . , an

m ), b = ( b1
m , . . . , bn

m ) ∈
Am, τέτοια ώστε :

ai ≡ bi (mod 2m), για κάθε i = 1, . . . , n.

΄Αρα, το 1
2(a− b) είναι ακέραιο σηµείο, διαφορετικό του (0, . . . , 0).

Τα a, b ∈ Am, άρα ανήκουν στο A. Επίσης, −b ∈ A, αφού το A είναι
συµµετρικό ως προς το (0, . . . , 0). Το 1

2a + 1
2(−b) = 1

2(a − b) ∈ A, αφού A
είναι κυρτό.

2

Σχόλιο : Η προϋπόθεση υ(A) > 2n είναι αυστηρή, διότι για A = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn, |xi| < 1} έχουµε ότι υ(A) = 2n, αλλά δεν περιέχει κανένα ακέραιο
σηµείο διαφορετικό του (0, . . . , 0).

Θεώρηµα Αʹ.11.2. (Θεώρηµα γραµµικών µορφών του Minkowski)
΄Εστω B = (βij), ένας n × n πίνακας πραγµατικών αριθµών µε ορίζουσα

±1. Υποθέτουµε ότι c1, . . . , cn είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε c1 · · · cn = 1.
Τότε υπάρχει ένα µη µηδενικό ακέραιο σηµείο (x1, . . . , xn), τέτοιο ώστε :

|βi1x1 + . . . + βinxn| < ci, i = 1, . . . , n− 1,

και

|βn1x1 + . . . + βnnxn| ≤ cn.

Απόδειξη.
Γράφουµε

Li(x) = βi1x1 + . . . + βinxn, 1 ≤ i ≤ n.

Θέτουµε
L′i(x) =

1
ci

Li(x), 1 ≤ i ≤ n.
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΄Αρα, αρκεί να αποδείξουµε ότι

|L′i(x)| < 1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

και
L′n(x) ≤ 1.

Η ορίζουσα των L′1, . . . , L
′
n είναι ίση µε την det(B) = ±1. Οπότε, µπορούµε

να υποθέσουµε ότι c1 = . . . = cn = 1.
Για κάθε ε > 0, ορίζουµε Aε να είναι το σύνολο των x ∈ Rn για τα οποία

Li(x) < 1, i = 1, . . . , n− 1 και Ln(x) < 1 + ε.
Το Aε είναι συµµετρικό και ϕραγµένο. Επίσης είναι και κυρτό, αφού αν

x, y ∈ Aε και λ ∈ R µε 0 ≤ λ ≤ 1, τότε
∣∣Li

(
λx + (1− λ)y

)∣∣ ≤ λ
∣∣Li(x)

∣∣ + (1− λ)
∣∣Li(y)

∣∣

<

{
λ + 1− λ = 1, για i = 1, . . . , n− 1,
λ(1 + ε) + (1− λ)(1 + ε) = 1 + ε, για i = n.

Αφού, υ(A) = (1 + ε)2n > 2n, συµπεραίνουµε από το ϑεώρηµα Αʹ.11.1, ότι
υπάρχει µη µηδενικό ακέραιο σηµείο xε στο Aε.

Θεωρούµε τα A1/k, για k ∈ N. Ισχύει ότι A1 ⊇ A1/2 ⊇ · · · . ΄Ετσι
παίρνουµε µια ακολουθία ακέραιων σηµείων x1/k των A1/k, για k ∈ N. Αφού
το A1 είναι ϕραγµένο και περιέχει πεπερασµένο το πλήθος ακέραια σηµεία,
υπάρχει ένα ακέραιο σηµείο y της µορφής x1/k για άπειρα το πλήθος k. Τότε,

Li(y) < 1, i = 1, . . . , n− 1,

και
Ln(y) ≤ 1.

2

(Βιβλιογραφία: [24])



161



162 Αʹ Βιβλιογραφία



Βιβλιογραφία

[1] E. Artin Algebraic Numbers and Algebraic functions, Lectures Notes by
I. Adamson. Princenton and New York University, 1951

[2] A. Baker, Transcendental Number Theory, Cambridge University Press,
Cambridge 1975.

[3] A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers I, Math-
ematika 13, 204-216, 1966.

[4] A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers II, Math-
ematika 14, 102-107, 1967.

[5] A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers III, Math-
ematika 14, 220-228, 1967.

[6] A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers IV, Math-
ematika 15, 204-216, 1968.

[7] A. Baker, Contributions to the theory of Diophantine equations. I. On
the representation of integers by binary forms, Philos. Trans. Roy. Soc.
London Ser. A 263, 173-191, 1968.
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