
To Prìblhma Kakeya

Metaptuqiak  Diplwmatik  ErgasÐa EidÐkeushs

Miq�lhc B. Gi�nnaroc

Tm ma Majhmatik¸n - Panepist mio Kr thc



Thn trimel  epitrìph apotèlesan oi kÔrioi Jèmhc M tshc, Miq�lhc Papadhmhtr�khc
kai Gi¸rgoc Kwst�khc . Euqarist¸ pìlÔ ton epiblèponta kajhght  mou kÔrio Jèmh
M tsh gia thn polÔtimh bo jei� tou.

Aut  h ergasÐa eÐnai afierwmènh sthn mn mh tou patèra mou BasÐlh, sthn mhtèra
mou EudokÐa, oi opoÐoi mou èdwsan ìla ta aparaÐthta efìdia gia na oloklhr¸sw
tic spoudèc mou kai sthn gunaÐka thc zw c mou, thn AntwnÐa. EpÐshc thn afier¸nw
stouc suggeneic mou kai stouc fÐlouc mou.
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KEF�ALAIO 1

Eisagwg 

To 1917 o Besicovitch douleÔontac p�nw se probl mata olokl rwshc Rie-
mann, prospajoÔse na brei ap�nthsh sto ex c er¸thma: an h f eÐnai Riemann
oloklhr¸simh orismènh p�nw sto epÐpedo, eÐnai p�nta dunatì na broÔme èna or-
jog¸nio sÔsthma suntetagmènwn ¸ste to

∫
f(x, y)dx na up�rqei wc Riemann olok-

l rwma gia k�je y ∈ R kai h sun�rthsh tou y pou paÐrnoume wc apotèlesma na eÐ-
nai Riemann oloklhr¸simh; O Besicovitch parat rhse ìti an èbriske èna sumpagèc
sÔnolo F sto epÐpedo mhdenikoÔ mètrou Lebesgue to opoÐo perièqei èna eujÔgrammo
tm ma se k�je dieÔjunsh, ja ton odhgoÔse se èna antipar�deigma: Ac jewr soume,
metafèrontac to F an eÐnai aparaÐthto, ìti to F den perièqei tm ma par�llhlo kai me
rht  apìstash apì k�je èna �xona ap'to stajeropoihmèno zeÔgoc axìnwn. 'Estw f
h qarakthristik  sun�rthsh tou sunìlou F0 apoteloÔmeno apì ta shmeÐa tou F pou
èqoun toul�qiston mÐa rht  suntetagmènh. AfoÔ to F perièqei se k�je kateÔjunsh
(toul�qiston) èna eujÔgrammo tm ma sthn opoÐa ta F0 kai to sumpl rwm� tou eÐnai
pukn� kai ta dÔo, tìte se k�je kateÔjunsh up�rqei tm ma sto opoÐo h f den eÐnai
Riemann oloklhr¸simh. Ap'thn �llh meri� to sÔnolo twn shmeÐwn asunèqeiac thc
f eÐnai mètrou mhdèn, diìti aut� brÐskontai sto F to opoÐo einai mètrou mhdèn, kai
�ra ap'to krit rio tou Lebesgue h f eÐnai Riemann oloklhr¸simh sto epÐpedo. To
1919 o Besicovitch kat�fere na kataskeu�sei èna sÔnolo me tic epijumhtèc idiìtht-
ec, gnwstì wc {sÔnolo Besicovitch}. O tupikìc orismìc enìc tètoiou sunìlou eÐnai
o akìloujoc.

Orismìs 1.1. 'Ena sumpagèc uposÔnolo E tou Rn lègetai sÔnolo Besicovitch
an perièqei ena eujÔgrammo tm ma se k�je kateÔjunsh dhlad 

∀e ∈ Sn−1 ∃x ∈ Rn : x+ te ∈ E ∀t ∈ [−a, b], 0 < a, b <∞.

PerÐpou thn Ðdia perÐodo oi Kakeya (1917) kai Fujiwara & Kakeya (1917) prospa-
joÔsan na broun to mikrìtero kurtì sÔnolo tou epipèdou mèsa sto opoÐo èna eu-
jÔgrammo tm ma monadiaÐou m kouc mporeÐ na kineÐtai suneq¸c ¸ste na xanabrejeÐ
sthn arqik  tou jèsh afoÔ èqei peristrafeÐ kat� 180 moÐrec kai qwrÐc na èqei egk-
taleÐyei to sÔnolo. Upèjesan loipìn ìti to isìpleuro trÐgwno monadiaÐou Ôyouc
eÐnai to mikrìtero tètoio sÔnolo. QwrÐc thn upìjesh thc kurtìthtac, o Kubota
eÐqe apodeÐxei ìti up�rqei mikrìtero sÔnolo, to opoÐo onom�zetai “three-cusped-
hypercycloid”. Thn kurt  perÐptwsh thn apìdeixe o Pál(1921), o opoÐoc èjese to
Ðdio er¸thma qwrÐc thn upìjesh thc kurtìthtac. Autì egine gnwstì wc to prìblhma
Kakeya, dhlad  pio eÐnai to mikrìtero sÔnolo tou epipèdou mèsa sto opoÐo mporeÐ
na peristrafeÐ èna eujÔgrammo tm ma monadiaÐou m kouc.

LÐgo argìtera o Besicovitch feÔgontac ap'thn RwsÐa to 1924, skèfthke ìti
mia apl  anagwg  sto sÔnolo Besicovitch ja èdine lÔsh sto prìblhma Kakeya
osod pote mikroÔ mètrou (Besicovitch (1928) kai Perron (1928) ) kai to prìblhma
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lÔjhke me anap�nteqo trìpo. Lìgw tou ìti o Kakeya èjese to arqikì gewmetrikì
er¸thma, ta sÔnola Besicovitch onom�zontai kai sÔnola Kakeya.

Pijan¸c h pio axioshmeÐwth sunèpeia pou anaptÔqjhke eÐqe na k�nei me ton
Besicovitch (1964) pou br ke mia jemeli¸dh sqèsh an�mesa sta sÔnola Besicov-
itch kai sthn gewmetrik  jewrÐa mètrou. Qrhsimopoi¸ntac thn teqnik  thc polik c
amoibaiìthtac, apìdeixe thn Ôparxh sunìlwn Besicovitch wc duðkì apotèlesma twn
jewrhm�twn probol c gia an¸mala grammik� metr sima sÔnola (1-sÔnola). To
aprìsmeno eÐnai ìti aut  h duðkìthta den eÐqe parathrhjeÐ oÔte ap'ton Ðdio ton Besi-
covitch, o opoÐoc eÐqe asqolhjeÐ gia poll� qrìnia kai me ta dÔo jèmata, oÔte apo
k�poion �llo ereunht .

Se aut n thn ergasÐa ja parousi�stoun duo apodeÐxeic tou probl matoc Kakeya
sto epÐpedo kai ja doÔme ti gÐnetai me thn di�stash Hausdorff twn sunìlwn Kakeya
ston Rn, n > 2. Sto kef�laio 2 ja paratejoÔn orismoÐ kai ja apodeiqjoÔn jewr -
mata kai l mmata pou ja qrhsimopoi soume sthn sunèqeia sta kef�laia 3 kai 4 gia
na apodeÐxoume ta basik� apotelèsmata thc ergasÐac.
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LÐsta Sumbolism¸n

• x . y : x ≤ Cy gia mia kat�llhlh stajer� C
• Ln(E): to n-di�stato mètro Lebesgue tou sunìlou E
• |E|: to mètro aparÐjmhshc tou sunìlou E
• T δ

e (a) = {x ∈ Rn : |(x − a) · e| ≤ 1
2 , | (x − a) − ((x − a) · e)e| ≤ δ},

ìpou e ∈ Sn−1 kai a ∈ Rn. Ousiastik� to T δ
e (a) eÐnai mia δ-perioq  tou

monadiaÐou eujÔgrammou tm matoc dieÔjunshc e kai kèntrou a
• Hs(E): to s-di�stato mètro Hausdorff tou sunìlou E
• dimE: h di�stash Hausdorff tou sunìlou E
• Br(x): kleist  mp�la   diskoc kèntrou x kai aktÐnac r
• Dn(a, r):anoiqt  mp�la kèntrou a kai aktÐnac r tou Rn

• Lθ: h eujeÐa pou pern�ei apì thn arqh twn axìnwn me klÐsh θ
• projθE, projΠE: h k�jeth probol  tou sunìlou E sthn eujeÐa Lθ kai h
k�jeth probol  ston upìqwro Π tou Rn antÐstoiqa.

• L(Γ): to m koc thc kampÔlhc Γ
• Sn−1: h monadiaÐa sfaÐra ston Rn

• δ(E): h di�metroc tou E
• [x, y]: to eujÔgrammo tm ma pou orÐzoun ta x, y
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KEF�ALAIO 2

Prokatarktik�

Se autì to kef�laio ja apodeÐxoume k�poia jewr mata pou ja mac odhg soun
sthn lÔsh tou probl matoc Kakeya me touc dÔo trìpouc pou proeÐpame.

1. G-sÔnola

Orismìs 2.1. 'Ena sumpagèc uposÔnolo tou epipèdou E lègetai G-sÔnolo an
eÐnai uposÔnolo thc lwrÐdac {(x, y) : y ∈ R, 0 6 x 6 1} kai gia k�je m ∈ [0, 1],
up�rqei eujÔgrammo tm ma pou en¸nei tic eujeÐec x = 0, x = 1 me klÐsh m kai na
perièqetai sto E, dhlad 

∀m ∈ [0, 1] ∃a ∈ R : mx+ a ∈ E ∀x ∈ [0, 1].

An ` = {(x, y) : y = mx+ b} den eÐnai k�jeth eujeÐa kai δ > 0 tìte orÐzoume

Sδ
` = {(x, y) : 0 6 x 6 1, |y − (mx+ b)| 6 δ}.

Parat rhsh 2.1. EÔkola blèpoume ìti an h eujeÐa ` èqei klÐshm,to Sδ
` perièqei

eujÔgramma tm mata me klÐseic apì m− 2δ wc m+ 2δ.

Me thn bo jeia thc kataskeu c pou akoloujeÐ ja deÐxoume ìti up�rqei G-
sÔnolo mètrou Lebesgue < ε gia k�je ε > 0. Ac jewr soume to orjog¸nio trÐgwno
me korufèc ta shmeÐa A = (0, 0), B = (1, 0), Γ = (0,−1) . Profan¸c to trÐgwno
autì eÐnai G-sÔnolo. 'Estw N ènac fusikìc arijmìc. Sto pr¸to b ma qwrÐzoume
thn pleur� AΓ se N Ðsa tm mata kai en¸noume ta �kra twn tmhm�twn me thn koruf 
B. 'Etsi dhmiourgoÔme N Ðsa trÐgwna. Af noume to pr¸to apì p�nw trÐgwno ek
twn N stajerì kai metakinoÔme ta upìloipa proc ta p�nw ¸spou ìla ta N trÐgwna
na èqoun thn Ðdia tom  me thn eujeÐa x = 0. Sto deÔtero b ma qwrÐzoume k�je
èna apì ta N trÐgwna tou pr¸tou b matoc se N upotrÐgwna ìpwc sto pr¸to b ma.
PaÐrnoume èna apì aut� ta trÐgwna tou pr¸tou b matoc. Af noume to pr¸to apo
p�nw upotrÐgwno stajerì kai metakinoÔme ta upìloipa proc ta p�nw ¸spou ìla ta
upotrÐgwna na èqoun thn Ðdia tomh me thn eujeÐa x = 1

N . SuneqÐzoume me ton Ðdio

trìpo sta epìmena N − 2 b mata gia tic eujeÐec x = 2
N ,

3
N , . . . ,

N−1
N antÐstoiqa. Se

k�je b ma to sÔnolo pou prokÔptei eÐnai G-sÔnolo afoÔ ìlec oi klÐseic tou arqikoÔ
orjogwniou trig¸nou den q�nontai se kanèna b ma apì tic metaforèc trig¸nwn pou
gÐnontai.

Me �lla lìgia h prohgoÔmenh kataskeu , orÐzei to sÔnolo AN pou akoloujeÐ.
'Estw N arket� megalo, to opoÐo stajeropoioÔme. JewroÔme ìti to AN eÐnai to
sÔnolo ìlwn twn arijm¸n sto [0, 1) twn opoÐwn to an�ptugma me b�sh to N èqei
akrib¸c N yhfÐa, dhlad 

a ∈ AN ⇔ a =
N∑

=1

a

N 
, a ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1}.
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Se k�je a ∈ AN antistoiqoÔme to eujÔgrammo tm ma

`a = {(t, φt(a)) : 0 6 t 6 1}

me

φt(a) =
N∑

=1

(Nt− + 1)a

N +1
.

Dhlad  to `a eÐnai èna eujÔgrammo tm ma klÐshc a pou en¸nei tic eujeÐec x = 0 kai
x = 1 kai tèmnei ton �xona twn y sto shmeÐo

−
N∑

=1

(− 1)a

N +1
.

Ja kleÐsoume aut n thn enìthta me thn apìdeixh tri¸n qr simwn lhmm�twn.

L mma 2.1. Gia k�je t ∈ [0, 1] up�rqei ènac akèraioc arijmìc κ ∈ {1, 2, . . . , N}
kai èna sÔnolo Nκ−1 pl jouc diasthm�twn m kouc 2N−κ to kajèna, tou opoÐou h
ènwsh perièqei to sÔnolo {φt(a) : a ∈ AN}.

Apìdeixh. 'Estw t0 ∈ [0, 1] tuqaÐo kai N arket� meg�lo. Epilègoume èna κ
tètoio ¸ste na isqÔei κ−1

N 6 t0 6 κ
N . Lème ìti ta a, b ∈ AN eÐnai isodÔnama ìtan

a = b gia k�je  6 κ − 1. M� autìn ton trìpo dhmiourgoÔme Nκ−1 kl�seic
isodunamÐac. An ta a, b eÐnai isodÔnama tìte èqoume

|φt0(a)− φt0(b)| = |
∑
>κ

(Nt0 − + 1)(a − b)
N +1

| 6
∑
>κ

|Nt0 − + 1||a − b|
N +1

6
∑
>κ

|κ− + 1||a − b|
N +1

6
∑
>κ

max{− κ, 1}|a − b|
N +1

6
N − 1
Nκ+1

∑
>κ

max{− κ, 1}
N −κ

6 2
N − 1
Nκ+1

=
2
Nκ

− 2
Nκ+1

< 2N−κ.

AfoÔ to t0  tan tuqaÐo, to l mma apodeÐqjhke. �

L mma 2.2. Gia arket� meg�lo N up�rqei èna G-sÔnolo E ⊆ [0, 1]× [−1, 1] to
opoÐo tèmnei k�je k�jeth eujeÐa se mètro L1 6 4

N . IdiaÐtera èqoume ìti L2(E) 6 4
N .

Apìdeixh. Ac jewr soume to sÔnolo

E =
⋃

a∈AN

SN−N

`a
⊆ [0, 1]× [−1, 1] .

To AN eÐnai peperasmèno kai epeid  k�je SN−N

`a
eÐnai kleistì gia k�je a ∈ AN , to

E eÐnai kleistì. 'Ara to E eÐnai kleistì kai fragmèno, dhlad  sumpagèc. SÔmfwna
me thn parat rhsh 2.1 to E perièqei eujÔgramma tm mata pou en¸noun tic eujeÐec
x = 0, x = 1 me ìlec tic klÐseic apo 0 wc 1. Sunep¸c to E eÐnai G-sÔnolo.
Apì to prohgoÔmeno l mma gia tuqaÐo t ∈ [0, 1] up�rqei κ ∈ {1, 2, ..., N} ¸ste to
sÔnolo {φt(a) : a ∈ AN} na perièqetai se ènwsh Nκ−1 diasthm�twn m kouc 2N−κ
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to kajèna. Apì ton orismì tou E, èqoume ìti h tom  tou E me thn eujeÐa x = t
eÐnai mikrìterh   Ðsh apì

Nκ−1(2N−κ + 2N−N ) 6 Nκ−1(2N−κ + 2N−κ) = 4N−κNκ−1 =
4
N
.

IdiaÐtera, epeid  E ⊆ [0, 1]× [−1, 1] èqoume ìti

L2(E) 6 1 · 4
N

=
4
N
.

�

L mma 2.3. Gia k�je G-sÔnolo E kai k�je δ > 0, η > 0, up�rqei èna G-sÔnolo
H ¸ste na perièqetai se mia δ-perioq  tou E kai na èqei mètro < η.

Apìdeixh. 'Estw E èna G-sÔnolo, δ > 0 arket� mikrì, kai {m} = {δ}[
1
δ ]

=0.
Gia k�je , stajeropoioÔme èna eujÔgrammo tm ma

` = {(x, y) : 0 6 x 6 1, y = mx+ b} ⊆ E.

JewroÔme thn affinik  apeikìnish

A : [0, 1]× [−1, 1] → Sδ
`

me tÔpo A(x, y) = (x,mx+ b + δy). An y = λx+ b, tìte èqoume ìti

A(x, λx+ b) = (x,mx+ b + (λx+ b)δ) = (x, (m + δλ)x+ b + λb).

Autì shmaÐnei ìti h A stèlnei eujeÐec klÐshc λ se eujeÐec klÐshc (m + δλ). 'Estw

EN =
⋃

a∈AN

SN−N

`a

kai orÐzoume

F =
[ 1δ ]⋃
=0

A(EN )

ìpou to N eÐnai arket� meg�lo. K�je affinik  apeikìnish eÐnai suneq c kai k�je
EN eÐnai G-sÔnolo. SÔmfwna me thn prohgoÔmenh idiìthta thc A kai epeid  to F
eÐnai peperasmènh ènwsh G-sunìlwn eÐnai kai autì èna G-sÔnolo. Profan¸c to F
perièqetai se mia δ- perioq  tou E. Apì ton orismì thc A kai to l mma 2.2 èqoume
ìti

L2(A(EN )) 6 4
δ

N

gia k�je . Sunep¸c

L2(F ) = L2(
[ 1δ ]⋃
=0

(A(EN )) 6

[ 1δ ]∑
=0

L2(A(EN )) 6 ([
1
δ
] + 1)

4δ
N

.
1
N
.

Wc ek toÔtou gia k�je η > 0 mporoÔme na metab�loume to N tìso ¸ste na èqoume
L2(F ) < η. �
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2. Jewr mata Probol¸n

Ta jewr mata probol¸n sqetÐzontai me to mètro Lebesgue thc probol c k�poi-
wn eidik¸n sunìlwn (pou ja doÔme sthn pr¸th upoenìthta) se upoq¸rouc tou Rn.
Pio sugkekrimèna ja asqolhjoÔme me thn perÐptwsh n = 2. Me thn bo jeia twn
jewrhm�twn probol¸n ja doÔme sto epìmeno kef�laio thn duðk  prosèggish tou
probl matoc Kakeya.

2.1. Grammik¸c metr sima sÔnola kai kampÔlec. 'Ena sÔnolo E ⊆ Rn

lègetai grammik¸c metr simo   1-sÔnolo an eÐnai H1-metr simo kai isqÔei ìti 0 <
H1(E) < ∞. Aut� ta sÔnola qwrÐzontai se kanonik� kai mh-kanonik�. 'Estw E
1-sÔnolo kai x ∈ Rn. Tìte orÐzoume thn an¸terh kai kat¸terh puknìthta na eÐnai
antÐstoiqa

D(E, x) = lim sup
r→0

Hs(E ∩Br(x))
2r

kai

D(E, x) = lim inf
r→0

Hs(E ∩Br(x))
2r

.

Lème ìti h puknìthta tou E sto x up�rqei ìtan D(E, x) = D(E, x). To x ∈ E
lègetai kanonikì ìtan D(E, x) = D(E, x) = 1, alli¸c lègetai mh-kanonikì. Kat�
epèktash to E eÐnai kanonikì ìtan sqedìn k�je shmeÐo tou eÐnai kanonikì kai mh-
kanonikì ìtan sqedìn k�je shmeÐo tou eÐnai mh-kanonikì.

'Estw Γ to Ðqnoc miac suneqoÔc kampÔlhc. H Γ lègetai rectifiable an èqei
peperasmèno m koc. 'Ena 1-sÔnolo lègetai Y -sÔnolo an perièqetai se arijm simh
ènwsh rectifiable kampul¸n kai lègetai Z-sÔnolo ìtan h tom  tou me k�je rectifiable
kampÔlh eÐnai mhdenikoÔ H1 mètrou.

Met� touc orismoÔc autoÔc, ja suneqÐsoume me trÐa qr sima l mmata.

L mma 2.4. 'Estw mia apeikìnish ψ : E −→ F h opoÐa eÐnai epÐ tètoia ¸ste

| ψ(x)− ψ(y) |6 c | x− y |,
gia k�je x, y ∈ E, ìpou c > 0 stajer�. Tìte Hs(F ) 6 csHs(E).

Apìdeixh. 'Estw U ⊆ E. Apì thn upìjesh èpetai ìti

|ψ(x)− ψ(y)| 6 c|x− y|, x, y ∈ U ⇒ sup
x,y∈U

|ψ(x)− ψ(y)| 6 sup
x,y∈U

c|x− y|

⇒ δ(ψ(U)) 6 cδ(U).

An {Uı}ı∈N mia k�luyh tou E, me 0 < δ(Uı) 6 ε, ε > 0, gia k�je ı, tìte kai
h {Vı = Uı ∩ E}ı∈N eÐnai k�luyh tou E me 0 < δ(Vı) 6 ε. Epeid  h ψ eÐnai epÐ,
h oikogèneia {ψ(Vı)}ı∈N eÐnai mia k�luyh tou F me 0 < δ(ψ(Vı)) 6 cδ(Vı) 6 cε.
Epomènwc

∞∑
ı=1

δs(ψ(Vı)) 6
∞∑

ı=1

csδs(Vı) ⇒ Hs
cε(F ) 6 csHs

ε(E) ⇒ Hs(F ) 6 csHs(E).

�

Me thn bo jeia tou prohgoÔmenou l mmatoc ja deÐxoume to epìmeno l mma
pou sundèei to mètro Hausdorff miac kampÔlhc me to m koc thc. Sthn apìdeixh
ja qrhsimopoi soume thn sqèsh metaxÔ tou mètrou Hausdorff kai mètrou Lebesgue.

Ld(E) = cdHd(E),

12



ìpou cd o ìgkoc thc mp�lac diamètrou èna ston Rd kai E ⊆ Rd.

L mma 2.5. An Γ eÐnai mia suneq c kampÔlh ston Rn tìte H1(Γ) = L(Γ).

Apìdeixh. 'Estw α to arqikì shmeÐo thc Γ kai β to telikì thc shmeÐo. An proj
eÐnai h orjog¸nia probol  tou Rn sthn eujeÐa pou orÐzei to [α, β], tìte profan¸c

|proj x− proj y| 6 |x− y|, x, y ∈ Rn

Epeid  h proj eÐnai epÐ, to l mma 2.4 mac dÐnei

H1(Γ) ≥ H1(projΓ) ≥ H1([α, β]) = L1([α, β]) = |α− β|.

Upojètoume ìti h G orÐzetai apì thn ψ : [c, d] → Rn. Apì tic prohgoÔmenec anisìtht-
ec prokÔptei ìti gia k�je t < u sto [c, d] èqoume

H1(ψ([t, u])) ≥ |ψ(t)− ψ(u)|.

An {α = t1 < t2 < . . . < tm−1 < tm = β} eÐnai mia diamèrish tou [α, β],tìte
m∑

=1

|ψ(t)− ψ(t−1)| 6
m∑

=1

H1(ψ([t−1, t]) = H1(
m⋃

=1

ψ([t−1, t])) = H1(Γ).

PaÐrnontac supremum wc proc k�je diamèrish, katal goume sto ìti

L(Γ) 6 H1(Γ).

An t¸ra L(Γ) = ∞ tìte L(Γ) = H1(Γ). 'Estw loipìn ìti L(Γ) <∞. Parmetrikopoi¸n-
tac thn G wc proc to m koc thc, dhlad  sto di�sthma [0,L(Γ)], èqoume ìti ψ :
[0,L(Γ)] → Γ epÐ, kai |ψ(t1)−ψ(t2)| = |t1− t2|. 'Ara apì to l mma 2.4 sunep�getai
ìti

H1(Γ) 6 H1([0,L(Γ)]) = 1 · L1([0,L(Γ)]) = L(Γ).
Sunep¸c L(Γ) = H1(Γ). �

To epìmeno l mma eÐnai mia pio �mesh sunèpeia tou l mmatoc 2.4.

L mma 2.6. 'Estw E ⊆ Rn kai Π ènac upìqwroc. Tìte

Hs(projΠE) 6 Hs(E).

Apìdeixh. Epeid  h apeikìnish probol c projΠ : E → projΠE eÐnai epÐ kai
profan¸c isqÔei |projΠx − projΠy| 6 |x − y|, x, y ∈ E, to l mma 2.4 mac dÐnei
apeujeÐac ìti

Hs(projΠE) 6 Hs(E).
�

KleÐnontac thn upoenìthta ja doÔme thn Ôparxh enìc mh-kanonikoÔ uposunìlou
tou R2, èna apotèlesma to opoÐo den eÐnai kajìlou profanèc.

Je¸rhma 2.1. Up�rqei èna mh kanonikì 1-sÔnolo ston R2.

Apìdeixh. 'Estw f : [0, 1) → [0, 1) me tÔpo

f(0.x1x2 . . .) = 0.y1y2 . . . ,

ìpou 0.x1x2 . . ., 0.y1y2 . . . eÐnai anaptÔgmata me b�sh to 4, ta yhfÐa tou 0.x1x2 . . .
den eÐnai telik� Ðsa me 3 kai isqÔei yı = 5− xı (mod 4). 'Estw

E = {(x, f(x)) : 0 6 x < 1} .
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To E eÐnai Borel-metr simo kai profan¸c proj0E = [0, 1). An p�roume to [0, 1) wc
Ðqnoc kampÔlhc, èqoume ìti L([0, 1)) = 1 kai apì ta l mmata 2.5 kai 2.6 èpetai

1 = L(proj0E) = H1(proj0E) 6 H1(E).

Ap� thn �llh, to E mporoÔme na to kalÔyoume me 4κ tetr�gwna pleur�c 4−κ gia

k�je κ ∈ N. Gia k�je κ to k�je tetr�gwno èqei di�metro
√

2 1
42κ = 4−κ

√
2. Sunep¸c

H1(E) 6
4κ∑
=1

4−κ
√

2 =
√

2.

Dhlad  to E èqei peperasmèno kai jetikì mètro H1, �ra eÐnai 1-sÔnolo. To E eÐnai
kai Z-sÔnolo afoÔ k�je rectifiable kampÔlh tèmnei to E se H1-mètro 0. �

2.2. Jewr mata Probol¸n gia 1-sÔnola sto R2. To shmantikìtero apotè-
lesma aut c thc upoenìthtac eÐnai to pìrisma 1, to opoÐo ja mac d¸sei thn ap�nthsh
sto prìblhma Kakeya mèsw thc duðk c prosèggishc ìpwc ja doÔme sto epìmeno
kef�laio. Se autì to shmeÐo thc ergasÐac ja perioristoÔme ston R2.

To epìmeno apotèlesma qrei�zetai sthn apìdeixh tou jewr matoc 2.3. H apìdeix 
tou paraleÐpetai.

Je¸rhma 2.2. K�je kanonikì 1-sÔnolo apoteleÐtai apì èna Y -sÔnolo kai èna
sÔnolo H1-mètrou mhdèn.

Je¸rhma 2.3. 'Estw E èna kanonikì 1-sÔnolo ston R2. Tìte L1(projE) > 0
gia ìlec ektìc apì to polÔ mia dieÔjunsh θ.

Apìdeixh. Apì to je¸rhma 2.2, mporoÔme na upojèsoume ìti E ⊆ Γ, ìpou
G eÐnai mia rectifiable. 'Estw x èna kanonikì shmeÐo tou E kai tou Γ. Lìgw thc
kanonikìthtac tou x gia k�je dedomèno ε > 0 mporoÔme na broÔme èna r > 0 ¸ste
na isqÔoun tautìqrona

H1(E ∩Br(x)) > (1− ε2)2r

kai
H1(Γ ∩Br(x)) < (1 + ε)2r.

Tìte
H1(E ∩Br(x)) > (1 + ε)2r(1− ε) ⇒

H1(E ∩Br(x)) > H1(Γ ∩Br(x))(1− ε) ⇒
H1(E ∩Br(x)) > H1(Γ ∩Br(x))− εH1(Γ ∩Br(x)) ⇒

H1((Γ \ E) ∩Br(x)) < εH1(Γ ∩Br(x)).
AfoÔ h G èqei peperasmèno m koc, to sÔnolo Γ∩Br(x) perièqei to polÔ arijm simo
pl joc xènwn tìxwn (tm mata thc G). •Etsi mporoÔme na epilèxoume èna tìxo Γ0 ⊆
Γ ∩Br(x) tètoio ¸ste

H1(Γ0 \ E) < εH1(Γ0) < cε|z − y|
ìpou c > 1 stajer� kai z, y to arqikì kai telikì shmeÐo tou Γ0 antÐstoiqa. Epilè-
goume èna θ ∈ [0, π) ¸ste h eujeÐa Lθ na sqhmatÐzei me thn eujeÐa pou orÐzei to
[z, y] gwnÐa ϕ kai cosϕ > cε. 'Opwc xèroume apì to l mma 2.5 isqÔei H1(Γ) = L(Γ),
ìpou G mia kampÔlh. Epeid  h projθE eÐnai probol  se eujeÐa, h projθE ja eÐnai
ènwsh kampul¸n (eujÔgramma tm mata), ètsi èqoume ìti

L1(projθE) = L(projθE) = H1(projθE) (∗).
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T¸ra

H1(projθΓ0) = H1(projθE) +H1(projθ(Γ0 \ E)) = |x− y| cosϕ.

'Ara

L1(projθE) = H1(projθE) = |x− y| cosϕ−H1(projθ(Γ0 \ E))

≥ |x− y| cosϕ−H1(Γ0 \ E)

> |x− y|(cosϕ− cε).

Sunep¸c èqoume ìti L1(projθE) > 0 gia ìla ta θ, ektìc apì aut� gia ta opoÐa
isqÔei ìti

cosϕ− cε 6 0 ⇔ cos(θ − π

2
)− cε 6 0 ⇔ sin θ − cε 6 0 ⇔ θ 6 sin−1 cε.

Opìte stèlnontac to ε sto mhdèn paÐrnoume ìti L1(projθE) > 0 gia ìlec ektìc apì
to polÔ mia dieÔjunsh. �

To epìmeno je¸rhma pou ja doÔme sqetÐzetai me ta mh-kanonik� 1-sÔnola ston
R2. Mac lèei ìti to mètro Lebesgue thc probol c enìc mh-kanonikoÔ 1-sunìlou eÐnai
mhdèn sqedìn gia ìlec tic kateujÔnseic. Gia thn apìdeixh qreiazìmaste èna endi�me-
so apotelèsma to opoÐo parajètoume me thn apìdeix  tou met� touc akìloujouc
orismoÔc.

Orismìs 2.2. Mia kateÔjunsh θ lègetai kateÔjunsh sumpÔknwshc pr¸tou eÐ-
douc sto x ∈ E an h eujeÐa Lθ(x) pou pern�ei apo to x me klÐsh θ, tèmnei to E
�peirec forèc se k�je perioq  tou x.

'Estw x ∈ E kai ε, ρ,m > 0. OrÐzoume to T (x, ρ, ε,m) ⊆ [0, π) wc ex c:
θ ∈ T (x, ρ, ε,m) an kai mìnon an up�rqei r me 0 < r < ρ, k�poio anoiqtì di�sthma
I me θ ∈ I ⊆ [0, π) kai L1(I) < ε gia to opoÐo isqÔei

H1(E ∩ Cr(x, I))
r

≥ mL1(I),

ìpou to Cr(x, I) eÐnai o diplìc tomèac pou apoteleÐtai apì ìla ta shmeÐa tou Br(x)
pou brÐskontai p�nw stic Lθ(x) gia k�je θ ∈ I.

Parat rhsh 2.2. An to E eÐnai mh-kanonikì 1-sÔnolo, tìte to T (x, ε, ρ,m)
eÐnai Lebesgue-metr simo uposÔnolo tou [0, π]

Orismìs 2.3. Mia kateÔjunsh θ lègetai kateÔjunsh sumpÔknwshc deÔterou
eÐdouc sto x ∈ E an

θ ∈ T =
⋂
ρ>0

⋂
ε>0

⋂
0<m<∞

T (x, ρ, ε,m).

Orismìs 2.4. 'Ena shmeÐo x lègetai radiation point tou E an sqedìn ìlec ( L1)
oi kateujÔnseic θ ∈ [0, π) eÐnai kateujÔnseic sumpÔknwshc tou E sto x.

L mma 2.7. 'Estw E èna kleistì mh-kanonikì 1-sÔnolo sto epÐpedo. Tìte
sqedìn ìla (wc proc to H1) ta shmeÐa tou E eÐnai radiation points.

Apìdeixh. H idèa thc apìdeixhc ègkeitai sto na deÐxoume ìti an S eÐnai to
sÔnolo twn kateujÔnsewn sumpÔknwshc pr¸tou eÐdouc enìc tuqaÐou x ∈ E, tìte
L1-sqedìn ìla ta θ /∈ S eÐnai kateujÔnseic sumpÔknwshc deÔterou eÐdouc gia to Ðdio
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x. EÐnai gnwstì ìti gia H1-sqedìn ìla ta x ∈ E kai gia k�je di�sthma I ⊆ [0, π)
isqÔei ìti

(1) lim sup
r→0

H1(E ∩ Cr(x, I))
2r

>
1
20
L1(I).

StajeropoioÔme èna tètoio x. Jètoume S(r) na eÐnai to sÔnolo olwn twn θ ∈ [0, π),
gia ta opoÐa to Lθ(x) ∩Br(x) perièqei kai �lla stoiqeÐa tou E diaforetik� apì to
x. Dhlad 

S(r) = {θ : y ∈ E \ {x}, y ∈ Lθ(x) ∩Br(x)}

=
⋃
∈N

{
θ : ∃y ∈ E \ {x} ∩ Lθ(x)τ.ω.

1


6 |x− y| 6 r

}
.

Epeid  ta sÔnola
{
θ : ∃y ∈ E \ {x} ∩ Lθ(x)τ.ω. 1 6 |x− y| 6 r

}
eÐnai kleist� gia

k�je , to S(r) eÐnai Borel metr simo. Ja deÐxoume ìti S =
⋂

∈N S( 1
 ) kai �ra ìti

to S eÐnai Lebesgue metr simo, to opoÐo ja mac qreiasteÐ gia na efarmìsoume to
je¸rhma puknìthtac tou Lebesgue. O egkleismìc ” ⊆ ” eÐnai profan c. Gia ton
egkleismì ” ⊇ ” èqoume

θ ∈
⋂
∈N

S(
1

) ⇒ θ ∈ S(

1

),∀⇒ ∃y ∈ E \ {x}, y ∈ Lθ(x) ∩B 1


(x),∀.

Sunep¸c θ ∈ S. Mènei na deÐxoume ìti gia L1-sqedìn ìla ta θ /∈ S, to θ eÐnai
kateÔjunsh sumpÔknwshc deÔterou eÐdouc. Dhlad  gia tuqaÐa m, ρ, ε jetik� θ ∈
T (x, ρ, ε,m) gia sqedìn ìla ta θ /∈ S. Epilègoume m, ρ, ε jetik�, tuqaÐa. 'Estw
θ ∈ [0, π) ¸ste h puknìthta Lebesgue tou S na eÐnai mhdèn, dhlad 

(2) lim
r→0

L1(S ∩ [θ − r, θ + r])
2r

= 0.

Apì to je¸rhma tou Lebesgue èqoume ìti to prohgoÔmeno apotèlesma isqÔei gia
L1-sqedìn ìla ta θ /∈ S. Epomènwc up�rqei èna di�sthma I ⊆ [0, π) tètoio ¸ste
θ ∈ I, 0 < L1(I) < ε kai na isqÔei ìti

(3) L1(S ∩ I) < L1(I)
20m

.

Prohgoumènwc deÐxame ìti S =
⋂

∈N S( 1
 ), dhlad  S(r) ↘ S kaj¸c r → 0. Opìte

up�rqei ρ1 6 ρ ¸ste an r < ρ1 na isqÔei

(4) L1(S(r) ∩ I) < L1(I)
20m

.

Apì thn sqèsh (1) gia r < ρ1 èqoume ìti

(5) H1(E ∩ Cr(x, I)) >
2rL1(I)

20
.

Basizìmenoi ston orismì, an H1(E ∩ Cr(x, I)) > mrL1(I), tìte θ ∈ T (x, ρ, ε,m),
afoÔ èqoume upojèsei ìti θ ∈ I. Upojètoume t¸ra ìti den isqÔei h prohgoÔmenh
sqèsh. MporoÔme na broÔme mia xènh oikogèneia diasthm�twn {Iı : ı ∈ N} ¸ste

(6) S(r) ∩ I ⊆
∞⋃

ı=1

Iı
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kai

(7)
∞∑

ı=1

L1(Iı) = L1(
∞⋃

ı=1

Iı) <
L1(I)
20m

.

Onom�zoume Q to sÔnolo ekeÐnwn twn ı gia ta opoÐa

(8) H1(E ∩ Cr(x, Iı)) > mrL1(Iı).

K�nontac qr sh twn sqèsewn (6) kai (7) paÐrnoume ìti

(9)
∑
ı/∈Q

H1(E ∩ Cr(x, Iı)) 6
∑
ı/∈Q

mrL1(Iı) = mrL1(
⋃
ı/∈Q

Iı) <
rL1(I)

20
.

'Estw y ∈ E ∩ Cr(x, I). Tìte y ∈ E ∩ Lθ(x) ∩ Br(x) gia k�poio θ ∈ S(r) ∩ I.
Sunep¸c

(10) E ∩ Cr(x, I) ⊆ E ∩ Cr(x, S(r) ∩ I) ⊆ E ∩ Cr(x,
∞⋃

ı=1

Iı) ⊆
∞⋃

ı=1

(E ∩ Cr(x, Iı)).

Epomènwc∑
ı∈Q

H1(E ∩ Cr(x, Iı)) =
∞∑

ı=1

H1(E ∩ Cr(x, Iı))−
∑
ı/∈Q

H1(E ∩ Cr(x, Iı))

(9), (10) > H1(E ∩ Cr(x, I))−
rL1(I)

20

(5) >
rL1(I)

20
.

Megal¸nontac kai sundu�zontac ta diast mata {Iı : ı ∈ Q} kai lamb�nontac up-
ìyhn mac thn sqèsh (8), eÐmaste se jèsh na kataskeu�soume mia xènh oikogèneia
diasthm�twn {J}∈N me tic akìloujec idiìthtec.

(11) J =
⋃
∈N

J ⊇
⋃
ı∈Q

Iı

kai

(12) H1(E ∩ Cr(x, J)) = mrL1(J),  ∈ N.

Apì thn stigm  pou isqÔei h sqèsh H1(E ∩ Cr(x, I) 6 mrL1(I), mporoÔme na
tropopoi soume thn {J}∈N ¸ste J ⊆ I,∀ kai �ra J ⊆ I. EÐnai t¸ra

∞∑
=1

L1(J) = L1(J) =
1
mr

∞∑
=1

H1(E ∩ Cr(x, J))

(11) >
1
mr

∑
ı∈Q

H1(E ∩ Cr(x, Iı))

>
1
mr

rL1(I)
20

apì ìpou telik� èqoume

(13) L1(J) >
L1(I)
20m

.
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An θ́ ∈ J , tìte θ́ ∈ J gia k�poio  kai sunep¸c apì thn sqèsh (12) èpetai ìti

θ́ ∈ T (x, ρ, ε,m). Epomènwc J ⊆ T (x, ρ, ε,m) ∩ I kai apì thn (13) paÐrnoume

(14) L1(T (x, ρ, ε,m) ∩ I) > L1(I)
20m

.

To di�sthma I to epilèxame na eÐnai osod pote mikrì kai na perièqei to θ. 'Ara h
amèswc prohgoÔmenh sqèsh isqÔei gia ìla ta diast mata osod pote mikroÔ m kouc
pou perièqoun to θ. ApodeÐxame telik� ìti gia L1-sqedìn ìla ta θ /∈ S, eÐte θ ∈
T (x, ρ, ε,m) ìtan isqÔei h H1(E ∩ Cr(x, I)) > mrL1(I), eÐte apì thn sqèsh (14)
ìti h puknìthta Lebesgue tou T (x, ρ, ε,m) eÐnai megalÔterh apo 1

20m . Apì thn
parat rhsh 2.2 èpetai ìti mporoÔme na efarmìsoume to je¸rhma puknìthtac tou
Lebesgue gia to sÔnolo T (x, ρ, ε,m), to opoÐo mac lèei ìti se L1 sqedìn ìla ta
θ ∈ [0, π) h puknìthta tou T (x, ρ, ε,m) eÐnai 0   1. Sunep¸c to L1 mètro twn θ
pou den an koun sto sÔnolo T (x, ρ, ε,m)∪S eÐnai mhdèn. Me �lla logia L1-sqedìn
ìla ta θ /∈ S, an koun sto T (x, ρ, ε,m). Afou ta m, ε, ρ  tan tuqaÐa èpetai ìti gia
L1-sqedìn ìla ta θ /∈ S

θ ∈ T =
⋂
ρ>0

⋂
ε>0

⋂
0<m<∞

T (x, ρ, ε,m).

�

JewroÔme ta uposÔnola tou E × [0, π)

G1 = {(x, θ) : θ eÐnai kateÔjunsh sumpÔknwshc 1ou eÐdouc sto x},

G2 = {(x, θ) : θ eÐnai kateÔjunsh sumpÔknwshc 2ou eÐdouc sto x}.

Je¸rhma 2.4. An to E eÐnai èna mh-kanonikì 1-sÔnolo tou epipèdou, tìte

L1(projθE) = 0

gia sqedìn ìla ta θ ∈ [0, π).

Apìdeixh. Pr¸ta ja deÐxoume to je¸rhma sthn perÐptwsh pou to E eÐnai
sumpagèc. Jètoume

G = G1 ∪G2.

Apì to l mma 2.7 èqoume ìti H1-sqedìn ìla ta x ∈ E eÐnai radiation points, dhlad 
gia H1-sqedìn ìla ta x ∈ E, L1-sqedìn ìla ta θ ∈ [0, π) eÐnai kateujÔnseic pr¸tou
  deÔterou eidouc gia to ek�stote x. Sunep¸c

L1({θ ∈ [0, π) : (x, θ) ∈ G}) = π,

gia H1-sqedìn ìla ta x ∈ E. Apì to jèwrhma Fubini èqoume ìti L1-sqedìn ìla ta
θ ∈ [0, π) eÐnai kateujÔnseic sumpÔknwshc pr¸tou   deÔterou gia H1-sqedìn ìla ta
x ∈ E. Gia ìlh thn upìloiph apìdeixh ìtan lème {sqedon ìla} gia stoiqeÐa tou E
ja ennooÔme wc proc to mètro Hausdorff kai ìtan lème {sqedìn ìla} gia stoiqeÐa
tou [0, π) ja ennooÔme wc proc to mètro Lebesgue.

'Estw θ ∈ [0, π) mia dieÔjunsh sumpÔknwshc gia sqedìn ìla ta x ∈ E kai Lφ mia
k�jeth eujeÐa sthn Lθ, dhlad  φ−θ = π

2 (mod π). An deÐxoume ìti L1(projφE) = 0
gia autì to φ pou ikanopoieÐ thn prohgoÔmenh isotimÐa, tìte èqoume deÐxei to je¸rhma
gia E sumpagèc.

To E gr�fetai sthn morf  E = E0 ∪ E1 ∪ E2, ìpou E0 perièqei ta shmeÐa tou
E pou den eÐnai radiation points kai �ra H1(E0) = 0, kai Eı eÐnai ta shmeÐa tou
E gia ta opoÐa h dieÔjunsh θ eÐnai dieÔjunsh sumpÔknwshc ı-stoÔ eÐdouc. P�me
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na deÐxoume t¸ra ìti L1(projφE) = 0, deÐqnontac pwc k�je {komm�ti} tou E èqei
mhdenikoÔ mètrou Lebesgue probol  p�nw sthn Lφ. Me thn bo jeia tou l mmatoc
2.6 paÐrnoume ìti

0 = H1(E0) ≥ H1(projφE0) = L1(projφE0) = 0.

Apì ton orismì tou E1, an x ∈ E1 tìte H0(Lθ(x)∩E) = ∞ > c,∀c > 0. Jewr¸ntac
ìti R2 ∼= Lθ × Lφ paÐrnoume ìti

∞ > H1(E) ≥ bcH1(projφE) ≥ bcH1(projφE1).

Epeid  b 6= 0 kai to c mporoÔme na to p�roume aujaÐreta meg�lo, apì thn prohgoÔ-
menh anisìthta èpetai ìti

L1(projφE1) = H1(projφE1) = 0.

Mènei na apodeÐxoume ìti L1(projφE2) = 0. Epilègoume m > 0 kai jewroÔme thn
kl�sh upodiasthm�twn thc Lφ

V =
{
J : H1({x ∈ E : projφx ∈ J}) > mL1(J)

}
.

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac upojètoume ta J kleist�. 'Estw t¸ra θ ∈ I ⊆ [0, π).
O diplìc tomèac Cr(x, I) orÐzei dÔo tìxa m kouc L1(I)r to kajèna. Epomènwc me
kat�llhlh epilog  tou I (osod pote mikroÔ m kouc) mporoÔme na perikleÐsoume
ton Cr(x, I) se èna orjog¸nio parallhlìgrammo pl�touc mikrìterou apì L1(I)r
to opoÐo èqei dÔo par�llhlec pleurèc sthn dieÔjunsh θ. Ac p�roume t¸ra èna
y ∈ projφE2. Tìte up�rqei x ∈ E2 ¸ste y = projφx. Epeid  to E2 apoteleÐtai
ap�ola ta x tou E pou èqoun thn θ wc kateÔjunsh sumpÔknwshc deÔterou eÐdouc,
gia thn kat�llhlh epilog  tou I èqoume ìti

H1(E ∩ Cr(x, I))
r

≥ mL1(I) ⇔ H1(E ∩ Cr(x, I)) ≥ mL1(I)r.

Epeid  h Lφ eÐnai k�jeth sthn dieÔjunsh θ kai o Cr(x, I) perièqetai se èna orjog¸nio
parallhlìgrammo pl�touc mikrìterou apì L1(I)r to opoÐo èqei dÔo par�llhlec
pleurèc sthn dieÔjunsh θ, èqoume ìti projφ(E ∩Cr(x, I)) ⊆ J καιL1(J) < L1(I)r,
ìpou J kleistì upodi�sthma thc Lφ. 'Eqoume

H1({z ∈ E : projφz ∈ J}) ≥ H1({z ∈ E ∩ Cr(x, I) : projφz ∈ J})
≥ mL1(I)r > mL1(J).

Sunep¸c J ∈ V. Apì ta prohgoÔmena èqoume to ex c

y ∈ projφE2 ⊆ projφ(E ∩ Cr(x, I)) ⊆ J ∈ V.

To L1(I) mporoÔme na to p�roume ìso mikrì jèloume kai �ra kai to L1(J). AfoÔ
to y ∈ projφE2  tan tuqaÐo, h kl�sh V eÐnai mia k�luyh Vitali gia to projφE2.
PaÐrnontac ε > 0,apì to je¸rhma k�luyhc Vitali up�rqei mia oikogèneia xènwn
upodiasthm�twn {Jı}ı∈N thc V ¸ste

L1(projφE2) = H1(projφE2) 6
∞∑

ı=1

L1(Jı) + ε.

Apì ton orismì thc V èqoume ìti

H1(E) ≥ H1({x ∈ E : projφx ∈ J}) > mL1(J) ⇒ L1(J) <
1
m
H1(E).
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Epeid  ta m, ε  tan tuqaÐa, osod pote mikr�, èqoume

L1(projφE2) <
1
m
H1(E) + ε⇒ L1(projφE2) = 0.

Sunep¸c deÐxame ìti

L1(projφE) 6 L1(projφE0) + L1(projφE1) + L1(projφE2) = 0,

dhlad  to je¸rhma gia E sumpagèc.
PaÐrnoume t¸ra to E na eÐnai èna opoiod pote 1-sÔnolo. Lìgw thc kanonikìth-

tac tou mètrou Hausdorff to E = F ∪K ìpou F sumpagèc kai H1(K) < δ, δ > 0.
Gia to F èqoume ìti L1(projθF ) = 0, gia sqedìn ìla ta θ ∈ [0, π). EÐnai t¸ra:

L1(projφE) = L1(projθF ) + L1(projθK) 6 H1(K) < δ.

Stèlnontac to δ sto mhdèn paÐrnoume to je¸rhma sth genik  morf  tou, dhlad 
L1(projφE) = 0 gia sqedìn ìla ta θ ∈ [0, π). �

Telei¸noume authn thn enìthta me èna pìrisma twn jewrhm�twn 2.3 kai 2.4
to opoÐo qrhsimopoieÐtai wc krit rio gia to an èna 1-sÔnolo E tou epipèdou eÐnai
mh-kanonikì.

Pìrisma 2.1. 'Ena 1-sÔnolo E ston Rn eÐnai mh-kanonikì an kai monon an h
probol  tou se dÔo diaforetikèc dieujÔnseic èqei mètro Lebesgue mhdèn.

Apìdeixh. 'Estw E mh-kanonikì 1-sÔnolo. 'Amesa apo to je¸rhma 2.4 èqoume
ìti mporoÔme na broÔme dÔo dieujÔnseic pou h probol  tou E na èqei mètro Lebesgue
mhdèn. AntÐstrofa, èstw ìti to E èqei probol  me mètro Lebesgue mhdèn se dÔo
diaforetikèc dieujÔnseic alla den eÐnai mh-kanonikì. Autì shmaÐnei ìti to E èqei
kai èna kanonikì {komm�ti}. Apì to je¸rhma 2.3 katal goume se �topo afoÔ
autì to {komm�ti} èqei probol  jetikoÔ mètrou Lebesgue se ìlec tic dieujÔnseic
ektìc apì to polÔ mÐa. Epomènwc to E eÐnai mh-kanonikì 1-sÔnolo kai to pìrisma
apodeÐqjhke. �
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KEF�ALAIO 3

'Uparxh sunìlwn Kakeya mhdenikoÔ mètrou

Lebesgue

To prìblhma Kakeya ègkeitai sthn eÔresh enìc sunìlou Kakeya to opoÐo na
èqei mhdenikì mètro Lebesgue. 'Opwc eÐpame kai sthn eisagwg  se autì to kef�laio
ja d¸soume ap�nthsh me dÔo trìpouc. O pr¸toc trìpoc eÐnai kataskeuastikìc, kai
to prìblhma ja lujeÐ me thn bo jeia twn G-sunìlwn. H prosèggish aut  ofeÐletai
ston Wolff [5]. O deÔteroc trìpoc sqetÐzetai me thn jewrÐa twn grammik� metr -
simwn sunìlwn kai pio sugkekrimèna me ta jewr mata probol¸n pou apodeÐxame
sto prohgoÔmeno kef�laio. H apìdeixh aut  ofeÐletai ston Ðdio ton Besicovitch
kai dìjhke sqedìn misì ai¸na met� thn pr¸th tou kataskeu . Oi apodeÐxeic ja gÐ-
noun arqik� sto epÐpedo. PolÔ eÔkola met�, to apotèlesma pou isqÔei sto epÐpedo
genikeÔetai ston Rn. Autì sumbaÐnei diìti mporoÔme na kataskeu�soume sÔnola
Kakeya ston Rn wc to kartesianì ginìmeno enìc sunìlou Kakeya sto epÐpedo me
ènan kleistì dÐsko aktÐnac 1

2 ston Rn−2. Ac doÔme thn pr¸th apìdeixh.

Pìrisma 3.1. Up�rqoun sÔnola Kakeya mhdenikoÔ mètrou Lebesgue sto epÐpedo.

Apìdeixh. An deÐxoume ìti up�rqoun G-sÔnola mhdenikoÔ mètrou,tìte paÐrnon-
tac thn ènwsh tess�rwn sunìlwn ek twn opoÐwn to èna eÐnai G-sÔnolo kai ta �lla
trÐa prokÔptoun apì thn peristrof  tou G-sÔnolou kata 45◦ wc proc to prohgoÔ-
meno k�je fora,katal goume se èna sÔnolo Kakeya mhdenikoÔ mètrou. An F eÐnai
èna G-sÔnolo,tìte orÐzoume F (ε) = {x : dist(x, F ) < ε} , ε > 0, dhlad  to F (ε)
eÐnai mia ε-perioq  tou sunìlou F . 'Estw εı > 0, ı ∈ N∪{0}. Epilègoume F0 èna G-
sÔnolo kai ε0 = 1. Apì to l mma 2.3 up�rqei èna �llo G-sÔnolo F1 to opoÐo periè-
qetai sthn F0(ε0) kai na èqei mètro Lebesgue mikrìtero apì opoiod pote η > 0. Apì
thn stigm  pou to sÔnolo F1 eÐnai sumpagèc mporoÔme na epilèxoume η = 2−1 = 1

2

kai ε1 arketa mikrì ¸ste na isqÔei F1(ε1) ⊆ F0(ε0) kai L1(F1(ε1)) < 2−1 = 1
2 .

Epagwgik� an èqoume brei ta Fı−1 kai εı−1 me L2(Fı−1(εı−1)) < 2−(ı−1), up�rqei
G-sÔnolo Fı kai εı ¸ste Fı(εı) ⊆ Fı−1(εı−1) kai L2(Fı(εı)) < 2−ı. Me autìn ton
trìpo èqoume kataskeu�sei mia akoloujÐa G-sunìlwn me tic ex c idiìthtec gia k�je
n ∈ N ∪ {0}.

• Fn(εn) ⊆ Fn−1(εn−1).
• L2(Fn(εn)) < 2−n.

Profan¸c to sÔnolo
⋂∞

n=0 Fn(εn) eÐnai sumpagèc. 'Estw m ∈ [0, 1]. Tìte to

Fn(εn), ∀n ∈ N ∪ {0} perièqei ena eujÔgrammo tm ma Mn klÐshc m pou en¸nei tic

eujeÐec x = 0 , x = 1 (dhlad  èqei m koc megalÔtero apì 1). AfoÔ ta Fn(εn)
eÐnai sumpag  kai isqÔei ìti Fn(εn) ⊆ Fn−1(εn−1) me gnwstì topologikì epiqeÐrhma

èpetai ìti to
⋂∞

n=0 Fn(εn) perièqei èna eujÔgrammo tm ma M klÐshc m pou en¸nei
tic eujeÐec x = 0 , x = 1, to opoÐo eÐnai to ìrio thc akoloujÐac {Mn}n∈N∪{0}   mia
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upakoloujÐa aut c an eÐnai anagkaÐo. Sunep¸c to
⋂∞

n=0 Fn(εn) eÐnai G-sÔnolo diìti
to m  tan tuqaÐo. Apì thn deÔterh idiìthta thc akoloujÐac pou kataskeu�same

paÐrnoume ìti L2(
⋂ı

n=0 Fn(εn)) < 1
2ı , ∀ı ∈ N ∪ {0}. Opìte stèlnontac to ı sto

�peiro èqoume ìti

L2(
∞⋂

n=0

Fn(εn)) = 0.

�

ShmeÐwsh 3.1. H kataskeu  pou perigr�fhke sthn prohgoÔmenh apìdeixh mac
odhgeÐ sthn akìloujh parallag . Epilègontac δ = 1

10N
−N , up�rqei mia xènh

oikogèneia
{
T δ

e
(x)

}M

=1
sto epÐpedo, ìpou M ≈ δ−1 kai isqÔei gia thn ènws  thc

to ex c

L2(
M⋃

=1

T δ
e

(x) + 2e) 6
1
N
.

Sto upìloipo tou kefalaÐou ja doÔme th deÔterh prosèggish gia thn opoÐa ja
qrhsimopoi soume thn akìloujh duðk  morf . 'Estw (a, b) ∈ R2. OrÐzoume to

L(a, b) = {(x, bx+ a) : x ∈ R} .

Me �lla lìgia to L(a, b) eÐnai h eujeÐa y = bx + a. 'Etsi an E ⊆ R2 orÐzetai to
sÔnolo

L(E) =
⋃

(a,b)∈E

L(a, b).

An c ∈ R eÐnai mia stajer�, tìte Lc eÐnai h eujeÐa x = c kai èqoume ìti

L(E) ∩ Lc = {(c, bc+ a) : (a, b) ∈ E} = {(c, (1, c) · (a, b)) : (a, b) ∈ E} .

Ta sÔnola L(E)∩Lc kai projθE eÐnai gewmetrik� ìmoia me lìgo omoiìthtac
√

1 + c2,
ìpou c = tan θ. Wc ek toÔtou isqÔei h shmantik  sqèsh

L1(L(E) ∩ Lc) = 0 ⇔ L1(projθE) = 0.

Met� apì ìla aut� ja deÐxoume to je¸rhma to opoÐo mazÐ me ta jewr mata probol¸n
ja mac d¸sei thn lÔsh tou probl matoc Kakeya me ton deÔtero trìpo.

Je¸rhma 3.1. 'Estw E èna 1-sÔnolo ston R2. Tìte to L(E) eÐnai L2-metr simo.
EpÐshc an to E eÐnai mh-kanonikì, tìte L2(L(E)) = 0 kai an to E eÐnai kanonikì,
tìte L2(L(E)) > 0.

Apìdeixh. Xekin�me me èna tuqaÐo uposÔnolo E tou epipèdou. An to E eÐnai
kleistì tìte kai to L(E) eÐnai kleisto. Pr�gmati. An (x, an + xbn) → (x, a+ xb),
tìte (x, a + xb) ∈ L(E), afoÔ to E eÐnai kleistì (ousiastik� ìlec oi akoloujièc
tou L(E) eÐnai authc thc morf c oi akoloujÐec). An t¸ra to E eÐnai anoiqtì tìte
kai to L(E) eÐnai anoiqtì. Pr�gmati. 'Estw (x0, a + x0b) ∈ L(E). AfoÔ to E
eÐnai anoiqto up�rqei mia perioq  U tou (a, b) pou perièqetai sto E. Tìte to L(U)
eÐnai perioq  tou (x0, a + x0b) pou perièqetai sto L(E). Wc ek toÔtou an to E
eÐnai Gδ (arijm simh tom  anoiqt¸n) tìte kai to L(E) eÐnai Gδ kai an to E eÐnai Fσ

(arijm simh ènwsh kleist¸n), tìte kai to L(E) eÐnai Fσ sÔnolo.
Ac upojèsoume t¸ra ìti H1(E) = 0. Apì thn kanonikìthta tou 1-mètrou

Hausdorff, up�rqei èna Gδ sÔnolo E0 , ¸ste E ⊆ E0 kai H1(E0) = 0.M�lista
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apì thn prohgoÔmenh par�grafo èqoume ìti to L(E0) eÐnai L2-metr simo wc Gδ.
Efarmìzontac to l mma 2.6 gia k�je θ ∈ [0, π) paÐrnoume ìti

H1(projθE0) = L1(projθE0) = 0 ⇒ L1(L(E0) ∩ Lc) = 0, ∀c.
Gia thn qarakthristik  sun�rthsh tou L(E0), χL(E0), profan¸c isqÔoun oi upojè-
seic tou jewr matoc Fubini, to opoÐo me thn bo jeia thc sqèshc L1(L(E0)∩Lc) =
0, ∀c mac dÐnei ìti L2(L(E0)) = 0. Epeid  L2(L(E0)) = 0,L(E) ⊆ L(E0) kai to
2-di�stato mètro Lebesgue eÐnai pl rec, èpetai ìti to L(E) eÐnai L2-metr simo.

'Estw ìti to E eÐnai 1-sÔnolo. Apì thn kanonikìthta tou H1 èpetai ìti up�rqei
èna Fσ sÔnolo F t.w. H1(E \ F ) = 0, isodÔnama E = F ∪ B, ìpou H1(B) = 0.
Sunep¸c L(E) = L(F ∪B) = L(F ) ∪ L(B), dhlad  to L(E) eÐnai L2-metr simo wc
ènwsh L2-metr simwn sunìlwn. Upojètoume ìti to E eÐnai mh-kanonikì 1-sÔnolo.
Apì to je¸rhma 2.4 eÐnai gnwstì ìti L1(projθE) = 0 gia sqedìn ìla ta θ ∈
[0, π)(wc proc to mètro Lebesgue). H isodunamÐa pou deÐxame akrib¸c prin thn
apìdeixh mac lèei pwc L1(L(E) ∩ Lc) = 0 gia sqedìn ìla ta c. 'Opwc eidame kai
prin sthn apìdeix  mac, to je¸rhma Fubini mazÐ me thn amèswc prohgoÔmen  mac
sqèsh mac dÐnei L2(L(E)) = 0. Sthn perÐptwsh pou to E eÐnai kanonikì 1-sÔnolo
ja doulèyoume me parìmoio trìpo. Gia kanonikì E, lìgw tou jewr matoc 2.3,
isqÔei L1(projθE) > 0 gia ìla ektìc apì to polÔ èna θ ∈ [0, π). Sunep¸c apì to
je¸rhma Fubini kai thn sqèsh L1(L(E) ∩ Lc) > 0 gia sqedìn ìla ta c paÐrnoume
ìti L2(L(E)) > 0. �

EÐmaste ètoimoi t¸ra na d¸soume ap�nthsh sto problhma Kakeya apodeiknÔon-
tac to akìloujo je¸rhma. H apìdeix  tou ja basisteÐ sto sÔnolo pou kataskeu�sthke
sto je¸rhma 2.1 kai sthn epìmenh parat rhsh.

Parat rhsh 3.1. An b ∈ projπ
2
E tìte profan¸c apì ton orismì tou to L(E)

perièqei mia eujeÐa me klÐsh b.

Je¸rhma 3.2. Up�rqei uposÔnolo tou epipèdou to opoÐo perièqei toul�qiston
mia eujeÐa proc k�je dieÔjunsh kai èqei mètro Lebesgue mhdèn.

Apìdeixh. Ac p�roume thn ènwsh tou sunìlou pou kataskeu�same sthn apìdeix-
h tou jewr matoc 2.1 me to antigrafì tou pou prokÔptei apì thn an�klas  tou wc
proc ton �xona twn x kai ac to onom�soume E. Profan¸c to E eÐnai èna mh-kanonikì
1-sÔnolo kai isqÔei {(0, y) : −1 6 y 6 1} ⊆ projθE. H parat rhsh 3.1 mac lèei ìti
to sÔnolo L(E) perièqei eujeÐec me ìlec tic klÐseic apì −1 wc 1. Me �lla logia an
θ ∈ [0, 2π) eÐnai h gwnÐa pou sqhmatÐzei mia eujeÐa tou L(E) me ton x-�xona, tìte
θ ∈ [−π

4 ,
π
4 ]∪ [ 3π

4 ,
5π
4 ]. Apì thn stigm  pou to E eÐnai mh-kanonikì, apì to je¸rhma

3.1 èqoume ìti L2(L(E)) = 0. H apìdeixh tou jewr matoc telei¸nei an paroume thn
ènwsh tou E me to antÐgrafì tou, pou prokÔptei apì thn peristof  tou E kata
π
2 . �

To ousiastikì shmeÐo ston teleutaÐo trìpo apìdeixhc tou probl matoc Kakeya
eÐnai h arq  duðkìthtac pou eÐdame kai parap�nw.

L1(L(E) ∩ Lc) = 0 ⇔ L1(projθE) = 0,

me thn opoÐa pern�me apì èna sÔnolo shmeÐwn se èna sÔnolo pou eÐnai ènwsh eujei¸n
kai antÐstrofa. Pio sugkekrimèna h prohgoÔmenh isodunamÐa sqetÐzei gewmetrik�
thn probol  enìc sunìlou E se mia dieÔjunsh me thn tom  enìc sunìlou eujei¸n,
pou sqetÐzetai �mesa me to E ìpwc eÐdame, me mia stajeropoihmènh k�jeth eujeÐa
ston �xona twn x.
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Mia �llh apìdeixh tou probl matoc Kakeya (parallag  thc arqik c kataskeu -
c tou Besicovitch) up�rqei sth monografÐa [4]. Aut  h apìdeixh eÐnai arket�
gewmetrik  kai eÐnai polÔ kont� san idèa me ton pr¸to trìpo pou eÐdame. Sunoptik�,
h apìdeixh xekina me èna isìpleuro trÐgwno monadiaÐou Ôyouc, to opoÐo qwrÐzoume
se Ðsa upotrÐgwna �rtiou pl jouc pou èqoun b�sh p�nw sthn b�sh tou arqikoÔ mac
trig¸nou. MetakinoÔme kat� zeÔgh ta upotrÐgwna, ¸ste to èna na epikalÔyei to
�llo kai me autìn ton trìpo na up�rxei meÐwsh tou arqikoÔ embadou. Me autìn
ton trìpo den q�netai kanèna eujÔgrammo tm ma pou xekin�ei apì thn apènanti thc
b�shc koruf  tou trig¸nou wc proc kamÐa dieÔjunsh apo aut� pou up�rqoun sto
arqikì mac trÐgwno. Ta sÔnola pou prokÔptoun apì tic epikalÔyeic èqoun an� zeÔgh
mia par�llhlh pleur�. TautÐzoume autec tic pleurèc kai èqoume ki �llh meÐwsh tou
embadou. SuneqÐzoume thn taÔtish ¸spou na katal xoume se èna sunektikì sÔnolo.
H mèiwsh tou embadoÔ eÐnai an�logh tou pl jouc twn upotrig¸nwn. Me teleÐwc
an�logo trìpo ìpwc sto pìrisma 3.1 paÐrnoume to zhtoÔmeno.
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KEF�ALAIO 4

H di�stash Hausdorff twn sunìlwn Kakeya

'Opwc eÐdame sto prohgoÔmeno kef�laio up�rqoun sÔnola Kakeya mhdenikoÔ
mètrou Lebesgue. Diaisjhtik� ìmwc ta sÔnola Kakeya eÐnai meg�la. Mia pio
sÔgqronh morf  tou probl matoc Kakeya h opoÐa apoteleÐ anoiqtì prìblhma eÐ-
nai to akìloujo eÔlogo er¸thma.

Anoiqtì Prìblhma 1. 'Eqoun ta sÔnola Kakeya tou Rn di�stash Hausdorff
Ðsh me n;

To 1971 o Davies [3] apèdeixe ìti to parap�nw prìblhma èqei katafatik 
ap�nthsh sthn perÐptwsh n = 2. Ja parajèsoume èna akìmh anoiqtì prìblhma
to opoÐo ìpwc ja doÔme argìtera sundèetai polÔ sten� me to anoiqtì prìblhma 1.
Prin apì autì ìmwc ja d¸soume ton orismì thc megistik c sun�rthshc tou Kakeya
o opoÐoc ofeÐletai ston Bourgain [1].

Orismìs 4.1. 'Estw mia sun�rthsh f : Rn → R, topik� oloklhr¸simh. OrÐ-
zoume thn megistik  sun�rthsh Kakeya(  megitstikì telest  Kakeya) na eÐnai h
f∗δ : Sn−1 → R me tÔpo

f∗δ (e) = sup
a∈Rn

1
Ln(T δ

e (a))

∫
T δ

e (a)

|f |.

.

Anoiqtì Prìblhma 2. Up�rqei mia jetik  stajer� ¸ste na isqÔei ston Rn

∀ε > 0∃Cε :‖ f∗δ ‖Ln(Sn−1)≤ Cεδ
−ε ‖ f ‖n, ∀f ;

Sthn sunèqeia ja apodeÐxoume mia prìtash kai èna l mma pou ja mac d¸soun
mia ektÐmhsh gia to anoiqtì prìblhma 1, thn apìdeix  tou sthn perÐptwsh n = 2
kai ja mac deÐxoun ton trìpo me ton opoÐo sqetÐzontai ta dÔo anoiqt� probl mata
pou eÐdame pio p�nw. Gia lìgouc eukolÐac antÐ gia thn sun jh nìrma stouc Rn ja
qrhsimopoi soume thn restricted weak type norm.

Orismìs 4.2. Lème ìti ènac telest c T èqei restricted weak type norm 6 A kai
sumbolÐzoume

‖ Tf ‖q,∞6 A ‖ f ‖p,1

ìtan gia k�je E peperasmènou mètrou Lebesgue kai gia k�je λ ∈ (0, 1] isqÔei

Ln({x ∈ E : TχE ≥ λ}) 6 (
A(Ln(E))

1
p

λ
)q.

L mma 4.1. Upojètoume pwc ston Rn èqoume thn ektÐmhsh

‖ f∗δ ‖q,∞6 Cδ−α ‖ f ‖p,1 .

Tìte, an E eÐnai èna sÔnolo Kakeya tou Rn, èqoume ìti dimE ≥ n− pα.
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Apìdeixh. 'Estw s < n − pα. Gia k�je e ∈ Sn−1 stajeropoioÔme èna xe

t.w. xe + te ∈ E, ∀t ∈ [− 1
2 ,

1
2 ]. Gia na broÔme èna k�tw fr�gma tou Hs(E),

stajeropoioÔme mia k�luyh tou E apì dÐskouc D = D(x, r), ìpou qwrÐc bl�bh
thc genikìthtac upojètoume ìti r 6 1, ∀. OrÐzoume ta akìlouja.

• Σκ =
{
 : 2−κ 6 r 6 2−(κ−1)

}
• νκ = |Σκ|
• Eκ = E ∩ (

⋃
∈Σκ

D)
• D̃ = D(x, 2r)

• Ẽκ =
⋃ {

D̃ :  ∈ Σκ

}
Profan¸c

⋃
κEκ = E. Apì thn arq  tou perister¸na èpetai ìti gia k�je e up�rqei

k�poio κ = κe tètoio ¸ste

L1(
{
t ∈ [− 1

2 ,
1
2 ] : xe + te ∈ Eκ

}
) ≥ c

κ2 , c = 6
π2

Pr�gmati. 'Estw ìti den isqÔei to prohgoÔmeno apotèlesma, dhlad  gia k�poio e
kai gia k�je κ èqoume

L1(
{
t ∈ [−1

2
,
1
2
] : xe + te ∈ Eκ

}
) <

c

κ2

Tìte

L1(
∞⋃

κ=1

{
t ∈ [−1

2
,
1
2
] : xe + te ∈ Eκ

}
) 6

∞∑
κ=1

L1(
{
t ∈ [−1

2
,
1
2
] : xe + te ∈ Eκ

}
)

< c

∞∑
κ=1

1
κ2

= 1

to opoÐo eÐnai �topo afoÔ ⋃
κ

Eκ = E,

xe + te ∈ E, t ∈ [− 1
2 ,

1
2 ] kai

L1(
{
xe + te : t ∈ [−1

2
,
1
2
]
}

) = 1.

'Etsi èqoume ìti

Sn−1 =
⋃
κ

{
e : L1(

{
t ∈ [−1

2
,
1
2
] : xe + te ∈ Eκ

}
) ≥ c

κ2

}
.

Qrhsimopoi¸ntac xan� thn arq  tou perister¸na, mporoÔme na broÔme èna sta-
jeropoihmèno κ tètoio ¸ste to sÔnolo

Ω =
{
e : L1(

{
t ∈ [−1

2
,
1
2
] : xe + te ∈ Eκ

}
) ≥ c

κ2

}
na èqei epifaneiakì mètro megalÔtero   Ðso apì c

κ2 . Me autì to κ, apì touc orismoÔc

twn sunìlwn Eκ, Ẽκ prokÔptei �mesa ìti to Ẽκ perièqei ènan dÐsko aktÐnac 2−κ me
kèntro opoid pote shmeÐo tou Eκ. An t¸ra e ∈ Ω, paÐrnoume prosèqontac pwc
orÐsthke to Ω, ìti

Ln(T 2−κ

e (xe) ∩ Ẽκ) ≥ Ln(T 2−κ

e (xe) ∩ Eκ) ≥ c

κ2
Ln(T 2−κ

e (xe))

& κ−2Ln(T 2−κ

e (xe)).
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'Estw f = χẼκ
. 'Eqoume

f∗2−κ(e) = sup
a∈Rn

1
Ln(T 2−κ

e (a))

∫
T 2−κ

e (a)

χẼκ

= sup
a∈Rn

1
Ln(T 2−κ

e (a))

∫
χẼκ∩T 2−κ

e (a)

= sup
a∈Rn

1
Ln(T 2−κ

e (a))
Ln(Ẽκ ∩ T 2−κ

e (a)).

Ac sumbolÐsoume to epifaneiakì mètro p�nw sthn monadiaÐa sfaÐra me σ. Autì pou
jèloume na deÐxoume t¸ra eÐnai ìti σ(A) & κ−2, ìpou A =

{
e : f∗2−κ(e) ≥ C−1κ−2

}
.

ArkeÐ na deÐxoume pwc Ω ⊆ A. An e ∈ Ω, tìte f∗2−κ(e) & κ−2, dhlad  e ∈ A. AfoÔ
Ω ⊆ A, èqoume

σ(A) ≥ σ(Ω) ≥ c

κ2
& κ−2.

SÔmfwna me thn ektÐmhsh thc upìjeshc èqoume

σ(A) 6 (
C2καLn(Ẽκ)

1
p

C−1κ−2
)q . (κ22καLn(Ẽκ)

1
p )q.

EpÐshc Ln(Ẽκ) 6 νκ·(ìgkoc thc megalÔterhc sfaÐrac tou Ẽκ). νκ2−kn.1 Apì ìla
ta prohgoÔmena èpetai ìti

κ−2 . (κ22καLn(Ẽκ)
1
p )q . (κ22καν

1
p
κ 2−κn 1

p )q ⇔

κ−2 1
q . κ22καν

1
p
κ 2−κn 1

p ⇔ κ−22−κα2κn 1
pκ−2 1

q . ν
1
p
κ ⇔

νκ & κ−2p2−κpα2κnκ−2 p
q ⇔ νκ & κ−2p(1+ 1

q )2κ(n−pα).

Jètoume ε = n− pα− s > 0. Tìte gia to κ pou èqoume stajeropoi sei èqoume ìti∑


rs
 & νκ2−κs & κ−2p(1+ 1

q )2κε > stajer�,

kai to l mma èqei apodeiqjeÐ. �

To prohgoÔmeno l mma mac lèei ìti mia katafatik  ap�nthsh sto er¸thma 2
sunep�getai katafatik  ap�nthsh sto er¸thma 1. H epìmenh prìtash me qr sh tou
l mmatoc 4.1 mac odhgeÐ sto je¸rhma tou Davies, pou lèei ìti ta sÔnola Kakeya
sto epÐpedo èqoun di�stash Hausdorff 2. 'Estw e, f ∈ Sn−1 dÔo kateujÔnseic sthn
sfaÐra. Jètoume ϑ(e, f) = arccos(e·f). Ston Rn up�rqoun dÔo sqèseic pou aforoÔn
thn tom  twn T δ

e (a), T δ
f (b) gia a, b ∈ Rn. ParathroÔme ìti

(1) δ(T δ
e (a)∩, T δ

f (b)) . δ
ϑ(e,f)+δ

(2) Ln(T δ
e (a)∩, T δ

f (b)) . δn

ϑ(e,f)+δ

Prìtash 4.1. H (2,2)-restricted weak type norm tou megistikoÔ telest  Kakeya
Tf = f∗δ eÐnai . (log 1

δ )
1
2 . Me �lla lìgia, an E⊆ R2 peperasmènou mètrou Lebesgue,

λ ∈ (0, 1], f = χE kai Ω =
{
e ∈ S1 : f∗δ = Tf = TχE > λ

}
, tìte

σ(Ω) . ((log
1
δ
)

1
2
L2(E)

1
2

λ
)2 = log

(
1
δ

)
L2(E)
λ2

.

1mègisth aktÐna Ðsh me 2−κ+2
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Apìdeixh. (Ousiastik� ofeÐletai ston Córdoba [2].) 'Estw Nδ(Ω) to el�qisto
pl joc mpal¸n aktÐnac δ pou kalÔptoun to Ω. Tìte, afoÔ to Ω eÐnai di�stashc n−1,
isqÔei

Nδ(Ω) &
σ(Ω)
δn−1

.

Gia n = 2, stajeropoioÔme èna δ-diaqwrÐsimo sÔnolo {e}M
=1 ⊆ Ω, dhlad  an� dÔo

ta stoiqeÐa autoÔ tou sunìlou apèqoun metaxÔ touc apìstash > 2δ, ìpouM & σ(Ω)
δ .

Gia k�je , mporoÔme na broÔme T = T δ
e

(a), a ∈ R2 t.w.

L2(T ∩ E) > λL2(T) & λδ

'Epetai loipìn ìti

Mλδ .
M∑

=1

L2(T ∩ E) =
M∑

=1

∫
T∩E

=
M∑

=1

∫
χT

χE =
∫
χE

M∑
=1

χT

6 (
∫
χ2

E)
1
2 (

∫
(

M∑
=1

χT)
2)

1
2 = L2(E)

1
2 (

M∑
,κ=1

∫
χTχTκ)

1
2

= L2(E)
1
2 (

M∑
,κ=1

L2(T ∩ Tκ))
1
2 . L2(E)

1
2 (

M∑
,κ=1

δ2

ϑ(e, eκ) + δ
)

1
2

. L2(E)
1
2 (

M∑
κ=1

δ
M∑

=1

δ

ϑ(e, eκ) + δ
)

1
2 .

Lamb�nontac upìyhn mac ìti to {e}M
=1 eÐnai δ-diaqwrÐsimo kai thn sumperifor� twn

merik¸n ajroism�twn thc armonik c seir�c, èqoume∑


δ

ϑ(e, eκ) + δ
.

∑
:|−κ|6 c

δ

δ

|− κ|δ + δ
=

∑
:|−κ|6 c

δ

1
|− κ|+ 1

. log
1
δ
.

'Epetai loipìn ìti

Mλδ . L2(E)
1
2 (Mδ log

1
δ
)

1
2 ⇒M1/2λδ1/2 ≤ L2(E)1/2

(
log

1
δ

)1/2

⇒ σ(Ω)
1
2λ . L2(E)1/2

(
log

1
δ

)1/2

,

to opoÐo eÐnai to zhtoÔmeno. �

Apì thn parap�nw prìtash kai to l mma 4.1 prokÔptei to je¸rhma tou Davies,
dhlad  ìti k�je sÔnolo Kakeya tou epipèdou èqei dim Ðsh me 2. Diìti h sun�rthsh
log èqei thn ex c idiìthta:∀ε > 0∃Cε : log x 6 Cεx

−ε. H apìdeixh pou èdwse o Ðdioc
o Davies, basÐzetai sth deÔterh prosèggish tou probl matoc Kakeya.

Je¸rhma 4.1. 'Estw E èna uposÔnolo tou epipèdou pou perièqei toul�qiston
mia eujeÐa se k�je kateÔjunsh. Tìte dimE = 2.

Apìdeixh. To E perièqetai se èna Gδ-sÔnolo to opoÐo èqei thn Ðdia di�stash
Hausdorff me to E. Opìte qwrÐc periorismì thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume
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ìti to E eÐnai Gδ-sÔnolo. JewroÔme to sÔnolo

A = {(a, b) : L(a, b) ⊆ E} =
∞⋂

r=1

{(a, b) : L(a, b) ∩Br(0) ⊆ E ∩Br(0)} .

Profan¸c to {(a, b) : L(a, b) ∩Br(0) ⊆ E ∩Br(0)} gia ìla ta r eÐnai anoiqtì kai
sunep¸c to A eÐnai Gδ. Apo thn upìjesh, to E perièqei mia eujeia se k�je kateÔ-
junsh. 'Ara apì thn parat rhsh 3.1 to projπ

2
A eÐnai olìklhroc o y-�xonac. Opìte

H1(projπ
2
A) = L1(y − αξoνα) = ∞

kai to l mma 2.6 mac dÐnei H1(A) = ∞ Epeid  to A eÐnai Borel metr simo wc
Gδ-sÔnolo tou epipèdou kai dimA = 1, èpetai ìti gia sqedìn ìla ta θ ∈ [0, π)
dim(projθA) = 1. Apì thn arq  duðkìthtac pou eÐdame sto prohgoÔmeno kef�laio
paÐrnoume ìti dim(L(A) ∩ Lc) = 1 gia sqedìn ìla ta c wc ex c

1 = dim(projθA) ⇔∞ = H1(projθA) = L1(projθA) ⇔
0 < L1(L(A) ∩ Lc) = H1(A) ⇔ dim(L(A) ∩ Lc) = 1

Sunep¸c to L(A) èqei di�stash Hausdorff 2. Epeid  t¸ra L(A) ⊆ E ⊆ R2,
sunep�getai ìti dimE = 2 �

Parat rhsh 4.1. O logarijmikìc par�gontac sthn prìtash 4.1 den mporeÐ na
paraleifjeÐ, diìti tìte den ja Ðsque h prohgoÔmenh prìtash. M�lista me prìsfatec
èreunec èqei apodeiqjeÐ ìti o ekjèthc 1/2 den mporeÐ na beltiwjeÐ.

KleÐnontac to kef�laio kai thn ergasÐa ja parajèsoume kai ja apodeÐxoume
mia prìtash h opoÐa ofeÐletai ston Bourgain kai eÐnai gnwst  wc “bush argument”.
Autì mac dÐnei mia ektÐmhsh ston Rn gia thn (n+1, n+1

2 ) restricted weak type norm
gia k�je f .

Prìtash 4.2. ‖ f∗δ ‖n+1,∞6 Cnδ
−( n

n+1
2
−1)

‖ f ‖n+1
2 ,1

Apìdeixh. Autì pou jèloume na deÐxoume eÐnai ìti gia èna tuqìn E peperas-
mènou mètrou Lebesgue kai gia tuqìn λ ∈ (0, 1] isqÔei

σ(Ω) = σ(
{
e ∈ Sn−1 : (χE)∗δ > λ

}
) 6 (Cn

Ln(E)
2

n+1 δ
−( n

n+1
2
−1)

λ
)n+1.

'Estw mia oikogèneia
{
T δ

e

}M

=1
me δ-diaqwrÐsimec kateujÔnseic {e}M

=1, ìpou M =

Nδ(Ω) kai L2(T δ
e
∩ E) > λL2(T δ

e
).

EÐnai:

Mδn−1 . (
Ln(E)

2
n+1 δ

−( n
n+1

2
−1)

λ
)n+1

⇔M
1

n+1 δ
n−1
n+1 .

Ln(E)
2

n+1 δ
−( n

n+1
2
−1)

λ

⇔ Ln(E)
2

n+1 & λM
1

n+1 δ
n−1
n+1 + 2n

n+1−1 & λM
1

n+1 δ2
n−1
n+1

⇔ Ln(E) & λ
n+1

2 δn−1
√
M

SÔmfwna me thn sqèshNδ(Ω) & σ(Ω)
δn−1 kai apì tic prohgoÔmenec isodunamÐec prokÔptei

ìti gia na apodeÐxoume thn prìtas  mac arkeÐ na deÐxoume ìti Ln(E) & λ
n+1

2 δn−1
√
M .
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Gia thn apìdeixh, stajeropoioÔme èna µ kai diakrÐnoume tic akìloujec dÔo peript¸-
seic.

(1) Qamhl  pollaplìthta: Kanèna shmeÐo tou E den an kei se perissìtera
apì µ to pl joc T δ

e
.

(2) Uyhl  pollaplìthta: Up�rqei toul�qiston èna stoiqeÐo a ∈ E pou an kei
se perissìtera apì µ to pl joc T δ

e
.

Pr¸th perÐptwsh. AfoÔ k�je stoiqeÐo tou E an kei sto polÔ µ to pl joc
T δ

e
prokÔptei ìti

Ln(E) > µ−1
M∑

=1

Ln(E ∩ T δ
e

) & λLn(T δ
e

) ≈ µ−1λMδn−1

'Ara sthn perÐptwsh (1) isqÔei Ln(E) & µ−1λMδn−1.

DeÔterh perÐptwsh. StajeropoioÔme èna a ∈ E t.w. na an kei sta T δ
e

gia

 6 µ + 1 (an qreiasteÐ, all�zoume thn arÐjmhsh twn T δ
e
). EpÐshc mporoÔme na

epilèxoume mia stajer� C0 arket� meg�lh ¸ste na isqÔei

Ln(T δ
e
∩Dn(a,C−1

0 λ)) 6
λ

2
Ln(T δ

e
) ⇒

Ln(E ∩ T δ
e
∩Dn(a,C−1

0 λ)) 6 Ln(T δ
e
∩Dn(a,C−1

0 λ)) 6
λ

2
Ln(T δ

e
)

Opìte gia  6 µ+ 1 èqoume

Ln(E ∩ T δ
e
∩Dn(a,C−1

0 λ)c) >
λ

2
Ln(T δ

e
) & λδn−1.

An t¸ra p�roume , κ 6 µ + 1, tìte profan¸c a ∈ T δ
e
∩ T δ

eκ
kai ìpwc einai  dh

gnwsto to sÔnolo T δ
e
∩ T δ

eκ
èqei di�metro . δ

ϑ(e,eκ)+δ < δ
ϑ(e,eκ) . An p�roume

ϑ(e, eκ) > C1
δ
λ , ìpou C1 mia stajer�, tìte diam(T δ

e
∩ T δ

eκ
) < λ

C1
. Epilègontac to

C1 arket� meg�lo, mporoÔme na {b�loume} to T δ
e
∩ T δ

eκ
mèsa sto Dn(a,C−1

0 λ) kai
kat� sunèpeia ta sÔnola E ∩ T δ

e
∩Dn(a,C−1

0 λ)c kai E ∩ T δ
eκ
∩Dn(a,C−1

0 λ)c eÐnai

xèna. An t¸raN eÐnai to mègisto dunatì pl joc enìc C1
δ
λ -diaqwrÐsimou uposunìlou

tou {e}µ+1
=1 , èqoume

Ln(E) > Ln(E ∩ (
N⋃

=1

T δ
e

) ∩Dn(a,C−1
0 λ)c) = Ln(

N⋃
=1

(E ∩ T δ
e
∩Dn(a,C−1

0 λ)c)

=
N∑

=1

Ln(E ∩ T δ
e
∩Dn(a,C−1

0 λ)c) &
N∑

=1

λδn−1 = Nλδn−1.

AfoÔ to uposÔnolo thc monadiaiac sfaÐrac {e}M
=1 eÐnai δ-diaqwrÐsimo, èqoume

N (C1
δ

λ
)n−1 & δn−1µ⇔ N & λn−1µ.

'Ara sthn deÔterh perÐptwsh paÐrnoume Ln(E) & λnδn−1µ.
'Opwc eÐdame parap�nw kai stic dÔo peript¸seic oi sqèseic pou prokÔptoun

eÐnai anex�rthtec apì thn epilog  tou µ. Opìte paÐrnontac µ ≈ λ−( n−1
2 )
√
M kai

k�nontac antikat�stash kai stic dÔo sqèseic, èqoume

Ln(E) & δn−1λ
n+1

2
√
M.
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Parat rhsh 4.2. Apì thn prohgoÔmenh prìtash kai to l mma 4.1 sunep�getai
ìti dim(sunìlou Kakeya ston Rn )> n− n+1

2 ( 2n
n+1 − 1) = n+1

2 .

H prohgoÔmenh ektÐmhsh belti¸jhke apì ton Wolff , o opoÐoc èdeixe ìti h di�s-
tash enìc sunìlou Kakeya eÐnai toul�qiston (n + 2)/2. Sthn perÐptwsh n = 3
autì eÐnai to kalÔtero apotèlesma mèqri s mera. Gia n > 3 èqoun gÐnei parapèra
belti¸seic apì touc Bourgain, Tao, Katz kai Laba. EpÐshc, oi treic teleutaÐoi sug-
grafeÐc èqoun deÐxei ìti h di�stash Minkowski enìc sunìlou Kakeya sto R3 eÐnai
toul�qiston 5/2 + 10−10.
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