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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
  
∆υο είναι οι κύριοι σκοποί της εργασίας αυτής: ο ένας είναι να γίνει µια 

σύντοµη παρουσίαση των δυόµιση χιλιάδων ετών ιστορίας των κωνικών 
τοµών. Ο άλλος είναι η µελέτη των καµπυλών αυτών, σύµφωνα µε  την θεωρία 
και τις µεθόδους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, δηλαδή µε την συνθετική 
λεγόµενη µέθοδο των αρχαίων Ελλήνων γεωµετρών. 

Για λόγους πληρότητας της εργασίας θα αναφέρουµε και µερικά στοιχεία 
από τις σύγχρονες αναλυτικές µεθόδους µελέτης των κωνικών τοµών, χωρίς 
όµως να τα χρησιµοποιήσουµε. 

Η µελέτη των κωνικών τοµών, όπως είναι γνωστό, γίνεται σήµερα στο 
Λύκειο και στα Πανεπιστήµια µε µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Από 
την εποχή της ανακάλυψης της Γεωµετρίας αυτής από  τον  Καρτέσιο  και τον 
Fermat, στις αρχές του 17ου αιώνα, όλο και περισσότερο η µελέτη των 
καµπυλών αυτών, και όχι µόνο,  γίνεται µε  αλγεβρικές και αναλυτικές  µεθό-
δους,  µε αποτέλεσµα σήµερα να αποτελούν ένα τµήµα της Αναλυτικής Γεω-
µετρίας. Έτσι έχει ξεχαστεί τελείως η µελέτη των κωνικών τοµών µε µεθό-
δους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας που ήταν, άλλωστε, ο πρωταρχικός τρόπος 
µελέτης τους όταν ανακαλύφτηκαν στην αρχαία Ελλάδα. 

Η σύντοµη ιστορική αναδροµή που επιχειρούµε, στα πλαίσια των υπαρχό-
ντων ιστορικών  πηγών και των δεδοµένων χρονικών ορίων, πιστεύουµε ότι 
υπηρετεί τους εξής στόχους:  

 
Ι. Να αναδείξει την επιστηµονική πορεία και εξέλιξη των κωνικών τοµών   
    και να βοηθήσει τους µελλοντικούς µελετητές της ιστορίας τους. 
 
ΙΙ. Να συνεισφέρει στην αποτελεσµατικότερη διδασκαλία των κωνικών  το-  
     µών  µέσα από την ιστορικοµαθηµατική τους προσέγγιση.   
 



  

Εξ’ άλλου η παρουσίαση και εν µέρει η αναστήλωση  της θεωρίας των 
κωνικών τοµών µε καθαρά Ευκλείδειες γεωµετρικές µεθόδους, πιστεύουµε ότι 
υπηρετεί τους παρακάτω στόχους: 

 
Α. Να αναδείξει το γεγονός ότι η µελέτη των κωνικών τοµών είναι φυσική 

συνέχεια της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και κυρίως αρχαία Ελληνική πνευµατι-
κή κατάκτηση και κληρονοµιά. 

 
Β. Να παρουσιάσει τις δυνατότητες και την δυναµική της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας σε θέµατα που δεν είναι γνωστά στους µαθητές και τους διδάσκο-
ντες στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

 
Γ. Να αναδείξει τις διαχρονικές διδακτικές αξίες των καθαρά γεωµετρικών 

µεθόδων, οι οποίες χαρακτηρίζονται από έναν λιτό και κοµψό παραγωγικό 
συλλογισµό. 

 
∆. Ιδιαίτερα στις µέρες µας, που ο αλγεβρικές και αναλυτικές µέθοδοι 

έχουν σχεδόν κυριαρχήσει σ’ όλες τις βαθµίδες της εκπαίδευσης, είναι επιβε-
βληµένο να υπάρξει µια ισόρροπη διδασκαλία των Μαθηµατικών κλάδων. Από 
καθαρά επιστηµονική άποψη πιστεύουµε ότι και οι Ευκλείδειες µέθοδοι και οι 
αναλυτικές πρέπει να συνυπάρχουν και κάθε φορά να επιλέγουµε εκείνη που 
δίνει σύντοµη και κοµψή λύση στο πρόβληµά µας.  
Ειδικά όµως στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση, πιστεύουµε ότι ο ρόλος της 
Ευκλείδειας Γεωµετρίας είναι αναντικατάστατος και θα ’πρεπε να έχει µεγα-
λύτερη βαρύτητα, απ’ ότι έχει σήµερα. Εξ’ άλλου, πάρα πολλοί έµπειροι δά-
σκαλοι, αλλά και πνευµατικοί άνθρωποι ανά τους αιώνες, υποστηρίζουν ότι η 
µελέτη της Γεωµετρίας αποτελεί ένα ισχυρό πεδίο καλλιέργειας και άσκησης 
της σκέψης των νέων ανθρώπων, ικανό να στηρίξει κάθε µετέπειτα µαθηµα-
τική και πνευµατική τους µόρφωση. Έτσι π.χ., ο  µεγάλος Γερµανός γεω-
µέτρης J. Steiner (1796-1863) είχε πει ότι, 
   «οι υπολογισµοί υποκαθιστούν την σκέψη, ενώ η γεωµετρία την διεγείρει».  
Ακόµη και αν δεν συµφωνήσουµε απόλυτα µαζί του, γεγονός είναι ότι όλοι οι 
µεγάλοι θετικοί επιστήµονες και δηµιουργοί από το 16ο αιώνα και µετά, ξεκί-
νησαν την µαθηµατική τους παιδεία από την Γεωµετρία και κυρίως τα 
Στοιχεία του Ευκλείδη. 
Επίσης, πολλοί σύγχρονοι ψυχολόγοι και νευροψυχολόγοι υποστηρίζουν ότι ο 
ανθρώπινος εγκέφαλος «χωρίζεται» σε δυο τµήµατα που αντιστοιχούν σε ένα 
«αριθµητικό - αναλυτικό» και ένα που σχετίζεται µε την αντίληψη του χώρου 
και των σχηµάτων, δηλαδή «γεωµετρικό». Η καλλιέργεια και των δύο είναι 
καθήκον της Μαθηµατικής παιδείας και αποτελεί  θεµέλιο της πνευµατικής 
ανάπτυξης. 
 



  

Η εργασία αυτή είναι εν µέρει µια επιστροφή στις απαρχές των Ελληνικών 
µαθηµατικών, όχι για  συναισθηµατικούς λόγους, αλλά για καθαρά επιστηµο-
νικούς και εκπαιδευτικούς: Πρόθεσή µας είναι να βάλουµε ένα λιθαράκι, 
συµµετέχοντας στην προσπάθεια της τοποθέτησης των Μαθηµατικών στη 
δευτεροβάθµια εκπαίδευση της χώρας µας σε δοκιµασµένα και στέρεα θεµέ-
λια.   

 
Θεωρώ καθήκον µου να ευχαριστήσω τον Καθηγητή του Πανεπιστηµίου 

Κρήτης κ. Μιχάλη Λάµπρου, που είχε την αρχική ιδέα και την επίβλεψη της 
εργασίας αυτής, για το ενδιαφέρον του, τον ακούραστο ζήλο του και  την εν 
γένει βοήθειά του. Επίσης ευχαριστώ τον Καθηγητή του Πανεπιστηµίου 
Κρήτης κ. Πάρη Πάµφιλο για την προσφορά του σχεδιαστικού (και όχι µόνο) 
προγράµµατος EucliDraw µε την βοήθεια του οποίου έγιναν τα σχήµατα.  
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 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η ιστορία των κωνικών τοµών χάνεται στα βάθη των αιώνων και η πλήρης 

παρουσίασή της, είναι έργο επίπονο και δύσκολο, αφού οι πηγές είναι ελάχι-
στες. Αναλαµβάνοντας όµως το θέµα της µελέτης των κωνικών τοµών µε Ευ-
κλείδεια µέσα, κρίναµε σκόπιµο να µην το προσπεράσουµε ή να µην του δώ-
σουµε µια απλή επιφανειακή περιγραφή. Γι’ αυτό, στο κεφάλαιο αυτό, θα 
παρουσιάσουµε εν συντοµία, αλλά τεκµηριωµένα, τις ουσιαστικότερες πτυχές 
της, πιστεύοντας ότι συµβάλουµε στην ανάπτυξη και µελέτη της  ιστορίας των 
Μαθηµατικών.  

Γενικά  µπορούµε να διακρίνουµε τρεις σηµαντικούς σταθµούς στην ιστο-
ρία των κωνικών τοµών. Ο πρώτος είναι η ανακάλυψή τους από τον Μέναιχµο, 
όπως πιστεύουµε, τον 4ο αιώνα π.Χ., ο δεύτερος η σε βάθος µελέτη τους από 
τον Απολλώνιο τον 3ο αιώνα π.Χ. και ο τρίτος η µελέτη τους υπό το πρίσµα 
της Προβολικής Γεωµετρίας τον 17ο αιώνα.  

Στο πρώτο µέρος του κεφαλαίου αυτού θα αναφερθούµε στις κωνικές τοµές 
κατά την αρχαιότητα, δηλαδή µέχρι τον 10ο µ.Χ. αιώνα, ενώ στο δεύτερο  θα 
δούµε πως ξανάρχισε η µελέτη τους στην ∆ύση από τον 16ο  µ.Χ. αιώνα και 
µετά, καθώς και ποιοι επιστήµονες ασχολήθηκαν µε αυτές. Ακόµη στο τρίτο 
µέρος θα δούµε ποιοι έγραψαν βιβλία ή δίδαξαν θέµατα κωνικών τοµών στην 
νεώτερη Ελλάδα και τέλος µια σύντοµη αναφορά στο περιεχόµενο των  
βιβλίων κωνικών τοµών, τα οποία εκδόθηκαν στην χώρα µας κατά τον 19ο  και 
20ο αιώνα. 
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Α. ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑ  

 
Αφετηρία για την ανακάλυψη και µελέτη των κωνικών τοµών, από τους 

αρχαίους Έλληνες γεωµέτρες, φαίνεται να ήταν ένα από τα τρία περίφηµα 
προβλήµατα της αρχαιότητας. To πρόβληµα αυτό  συνδέθηκε µάλιστα και µε 
ένα  µύθο, έναν χρησµό που λέγεται ότι έδωσε το µαντείο των ∆ελφών στους 
∆ήλιους. Προκειµένου να απαλλαγούν από τον λιµό που τους µάστιζε, έπρεπε 
να διπλασιάσουν τον βωµό του ∆ηλίου Απόλλωνα. Έτσι ονοµάστηκε και «∆ή-
λιον πρόβληµα»:   
Να κατασκευαστεί, µε κανόνα και διαβήτη, ακµή κύβου ο οποίος να έχει όγκο 
διπλάσιο του όγκου ενός δοσµένου κύβου,  
 
δηλαδή, µε σύγχρονο συµβολισµό, αν α η ακµή του δοσµένου κύβου, ζητείται 
να κατασκευαστεί µε κανόνα και διαβήτη τµήµα x ώστε x3 = 2α3. 

Το αντίστοιχο πρόβληµα στο επίπεδο είναι η κατασκευή, µε κανόνα και 
διαβήτη, τετραγώνου µε εµβαδόν διπλάσιο του εµβαδού δοσµένου τετραγώ-
νου. Ενώ το πρόβληµα αυτό ανάγεται στην κατασκευή µιας µέσης αναλόγου 
µεταξύ δυο δοθέντων τµηµάτων α, β (α/x = x/β) και είναι εύκολη (περιγρά-
φεται στα Στοιχεία του Ευκλείδη Βιβλίο VI, Πρόταση 13, [5], σελ. 446), η 
προηγούµενη κατασκευή «ταλαιπώρησε» δηµιουργικά επί αιώνες τους µαθη-
µατικούς, ώσπου αποδείχθηκε τελικά, το 1837 από τον Pierre Laurent 
Wantzell (1814-1848) ότι  είναι αδύνατη. Το αδύνατο του προβλήµατος αυτού, 
όπως και της τριχοτόµησης µιας γωνίας, αποδεικνύονται µε τη χρήση Θεωρίας 
Galois (βλ. π.χ. [13]).  

Σχετικά µε το «∆ήλιον πρόβληµα», που  παρέµενε άλυτο για πολλά χρόνια, 
ο Πρόκλος (450 περίπου µ.Χ., νεοπλατωνικός φιλόσοφος, τελευταίος διευθυ-
ντής της Ακαδηµίας Πλάτωνος), µας λέει: 

 
«ésper kaˆ toà diplasiasmoà toà kÚbou zhthqšntoj  
metšqesan t¾n z»thsin e„j ¥llo, ú toàto ›petai, t¾n  
eÛresin tîn dÚo mšswn, kaˆ tÕ loipÕn ™z»toun, pîj  
¨n dÚo doqeisîn eÙqeiîn dÚo mšsai ¢n£logon eØre- 
qe‹en. prîton dš fasi tîn ¢poroumšnwn diagram- 
m£twn t¾n ¢pagwg¾n poi»sasqai `Ippokr£thn tÕn  
C‹on, Öj kaˆ mhn…skon ™tetragènise ..» 

 
(Πρόκλος, Υπόµνηµα στο α΄  βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη, σελ. 213) 
 
Έτσι φαίνεται ότι πρώτος ο Ιπποκράτης ο Χίος (≈430 π.Χ.) έκανε ένα 

σηµαντικό βήµα: διαπίστωσε  ότι το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το να πα-
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ρεµβληθούν δυο µέσες ανάλογοι µεταξύ των τµηµάτων α και 2α, δηλαδή να 
κατασκευαστούν τµήµατα κ, λ που ικανοποιούν τις σχέσεις 

                                      2α
λ

λ
κ

κ
α ==         (1) 

Τότε εύκολα  προκύπτει  κ3 = 2α3, δηλαδή το ζητούµενο τµήµα είναι το κ. 
 

A1. Μέναιχµος  
 
 Μετά την διατύπωση του Ιπποκράτη του Χίου της ισοδύναµης µορφής του 

«∆ηλίου προβλήµατος», άρχισαν οι προσπάθειες των αρχαίων Ελλήνων γεω-
µετρών για την κατασκευή δυο µέσων αναλόγων τµηµάτων. Ο πρώτος ο 
οποίος συνέδεσε το πρόβληµα της παρεµβολής δυο µέσων αναλόγων µε τις το-
µές ενός κώνου, φαίνεται ότι ήταν ο γεωµέτρης και αστρονόµος Μέναιχµος 
(περίπου 375-325 π.Χ.), αδελφός του ∆εινοστράτου και µαθητής του Πλάτωνα 
και του Ευδόξου.  

Αυτό το συνάγουµε από δυο αναφορές του βυζαντινού µαθηµατικού και 
σχολιαστή Ευτόκιου (6ος αιώνας µ.Χ.) στα σχόλιά του,  στο έργο του Αρχιµή-
δη Περί Σφαίρας και Κυλίνδρου, σχετικές µε το διπλασιασµό του κύβου. Στην 
πρώτη αναφορά (σελ. 78)  περιγράφει και αποδίδει στον Μέναιχµο δυο λύσεις 
του προβλήµατος µε την βοήθεια κωνικών τοµών. Το σχετικό τµήµα  αρχίζει 
ως εξής:  

«`Wj Mšnaicmoj.  
 ”Estwsan aƒ doqe‹sai dÚo eÙqe‹ai aƒ A, E· de‹ d¾  
  tîn A, E dÚo mšsaj ¢n£logon eØre‹n. ..»  

 
Στην µια λύση, σε σύγχρονη ορολογία, ο Μέναιχµος θεώρησε τα τµήµατα κ, λ 
ως συντεταγµένες του σηµείου τοµής  της καµπύλης  x2 = αy (παραβολή) µε 
καµπύλη xy = 2α2 (υπερβολή), (Σχήµα 1(α)), ενώ στην δεύτερη ως συντετα-
γµένες του σηµείου τοµής  της καµπύλης  y2 = 2αx (παραβολή) µε την την κα-
µπύλη x2 = αy (παραβολή) (Σχήµα 1(β)). 
 

κ    κ  

y2 = 2αx 

x2 = αy 

x2 = αy 
xy=2α2 

Σχήµα 1 

λ 

y 

x x 
(β) 

λ 

y 

(α) 
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 Πραγµατικά, όπως εύκολα διαπιστώνουµε, η παραπάνω σχέση (1) είναι ισο-
δύναµη µε τις σχέσεις κ2 = αλ, λ2 = 2ακ  ή  µε τις σχέσεις  κ2 = αλ,  κλ = 2α2.  

 
Η δεύτερη αναφορά στον Μέναιχµο, είναι  σε µια επιστολή του Ερατοσθένη 

του Κυρηναίου (275-195 π.Χ., διευθυντή της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας) 
προς τον βασιλιά της Αιγύπτου Πτολεµαίο τον Ευεργέτη. Την επιστολή αυτή  
σώζει ο Ευτόκιος στο έργο του (σελ. 96)  που αναφέραµε παραπάνω, στην 
οποία υπάρχει ένα επίγραµµα  όπου µεταξύ άλλων λέει: 

 
 «mhd� σÚ g' 'ArcÚtew duσm»cana œrga kul…ndrwn, mhd� Menaicme…ouj 

kwnotome‹n tri£daj diz»σV, mhd' e‡ ti qeoudšoj EÙdÒxoio kampÚlon ™g 
gramma‹j e�doj ¢nagr£fetaι…».  

 
Έτσι και η φράση «mhd� Menaicme…ouj kwnotome‹n tri£daj» συνηγορεί 

στην άποψη ότι οι τρεις καµπύλες-τοµές κώνου ανακαλύφθηκαν από τον 
Μέναιχµο, στην προσπάθειά του να βρει τα τµήµατα κ, λ.  
Η άποψη αυτή είναι επικρατέστερη στη ιστορία των µαθηµατικών, αλλά 
διατυπώνεται τελευταία και η άποψη να  ανακαλύφθηκαν οι καµπύλες αυτές 
πριν τον Μέναιχµο. Επίσης υποστηρίζεται ότι µπορεί να ανακαλύφθηκαν 
πρώτα ως επίπεδες καµπύλες και µετά να διαπιστώθηκε ότι µπορούν να 
προκύψουν και ως τοµές κώνου (βλέπε π.χ. [22], σελ. 96). Ακόµη  ο ιστορικός  
Ο. Νeugebauer, στο έργο του Apollonius-Stydien (1932), υποστηρίζει ότι οι 
κωνικές τοµές ανακαλύφθηκαν από την µελέτη των ηλιακών ρολογιών.  

 
Αν και δεν είναι µε βεβαιότητα γνωστό πώς έφτασε ο Μέναιχµος να συ-

σχετίσει τις καµπύλες που ζητούσε µε τις τοµές κώνου µε επίπεδο, γεγονός 
είναι ότι αποτέλεσε ένα σπουδαίο επίτευγµα µε µεγάλες συνέπειες στην 
ανάπτυξη των θετικών επιστηµών.  

  

 
 
Σύµφωνα πάντως µε τις πηγές, ο Μέναιχµος θεώρησε τις  τοµές της παρά-

πλευρης επιφάνειας ενός  κώνου από ένα επίπεδο που ήταν κάθετο σε µια  

οξυγώνιος                ορθογώνιος     
αµβλυγώνιος 
    κώνος 
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γενέτειρά του. Ανάλογα µε τη γωνία της κορυφής του κώνου, οι καµπύλες 
αυτές είναι διαφορετικές και ονοµάζονται αντίστοιχα, οξυγωνίου, ορθογωνίου, 
και αµβλυγωνίου κώνου τοµές. 

 
Τα ονόµατα αυτά των κωνικών τοµών διατηρήθηκαν για πολλά χρόνια, 

µέχρι που ο Απολλώνιος (260 π.Χ.-170 π.Χ) όρισε τις ίδιες καµπύλες µε έναν 
κάπως διαφορετικό (αλλά ισοδύναµο) τρόπο  και τους έδωσε τα γνωστά σήµε-
ρα ονόµατα έλλειψη, παραβολή και υπερβολή αντίστοιχα.  

 
 

A2. Αρισταίος   και   Ευκλείδης  
 
Ο πρώτος ο οποίος φέρεται να ασχολήθηκε µε τις κωνικές τοµές µετά τον 

Μέναιχµο, ήταν ο Αρισταίος ο πρεσβύτερος (περίπου 320 µ.Χ), ο οποίος 
έγραψε  ένα βιβλίο για τις κωνικές τοµές και ως συνέχεια αυτού πέντε βιβλία 
«Περί στερεών τόπων» που ήταν σχετικά µε τις κωνικές τοµές. Ο όρος 
«στερεοί τόποι» χρησι-µοποιείται για να δηλώσει ότι οι κωνικές τοµές (που 
προκύπτουν από τοµές στερεών σχηµάτων-κώνων) θεωρούνται ως 
γεωµετρικοί τόποι και βάσει αυτών λύνονται τα λεγόµενα «µη επίπεδα» 
προβλήµατα, π.χ. ο διπλασιασµός του κύβου. Επίπεδα προβλήµατα 
θεωρούνταν αυτά που µπορούν να λυθούν χρησι-µοποιώντας ευθείες και 
κύκλους (ανάγονται σε εξισώσεις το πολύ δευτέρου βαθµού).  
Σχετικά ο Πάππος (περίπου 300 µ.Χ.) στην Συναγωγή του, βιβλίο ΙΙΙ, σελ. 54, 
αναφέρει: 

«…t¦ m�n oân di' eÙqe…aj kaˆ kÚklou perifere…aj  
dun£mena lÚesqai lšgoito ¨n e„kÒtwj ™p…peda·  
kaˆ g¦r aƒ grammaˆ di' ïn lÚetai t¦ toiaàta probl»mata  
t¾n gšnesin œcousin ™n ™pipšdJ. Ósa d� probl»mata lÚetai  
paralambanomšnhj e„j t¾n eÛresin mi©j tîn toà kènou  
tomîn À pleiÒnwn, taàta stere¦ kšklhtai· prÕj g¦r t¾n  
kataskeu¾n ¢nagka‹Òn ™sti cr»sasqai stereîn schm£twn  
™pifane…aij, lšgw d� ta‹j kwnika‹j…»  

 
  Μετά τον Αρισταίο, µε τις κωνικές τοµές ασχολήθηκε και ο Ευκλείδης, ο 

οποίος έγραψε τέσσερα σχετικά βιβλία. Τις πληροφορίες αυτές τις έχουµε από 
τον  Πάππο, ο οποίος γράφει σχετικά (Συναγωγή, βιβλίο VII, σελ. 672) : 

 
«…T¦ EÙkle…dou bibl…a d kwnikîn 'Apollènioj ¢na- 
plhrèσaj kaˆ proσqeˆj ›tera d paršdwken h kwnikîn 
teÚch. 'Ariσta‹oj dš, Öj gšgrafe t¦ mšcri toà nàn ¢na- 
didÒmena σtereîn tÒpwn teÚch e σunecÁ to‹j kwniko‹j, 
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™k£lei [kaˆ oƒ prÕ 'Apollwn…ou] tîn triîn kwnikîn gram- 
mîn t¾n m�n Ñxugwn…ou, t¾n d� Ñrqogwn…ou, t¾n d� ¢mblu- 
gwn…ou kènou tom»n…» 

 
Τα βιβλία αυτά του Αρισταίου  και του Ευκλείδη για τις κωνικές τοµές δεν 

σώθηκαν. Ίσως σ’ αυτό να συνέβαλε το ότι τα µεταγενέστερα Κωνικά  του 
Απολλωνίου ήταν πολύ πληρέστερα από αυτά. Τα βιβλία του Αρισταίου, όπως 
πιθανολογεί ο ιστορικός T. Heath ([6] τόµος Ι, σελ. 524), σωζόταν την εποχή 
του Πάππου, ενώ τα Κωνικά του  Ευκλείδη, ίσως να είχαν χαθεί από τότε. 
Ενδείξεις  για την  ύπαρξη των βιβλίων αυτών έχουµε και από την  συχνή 
αναφορά (µάλλον) σ’ αυτά από τον Αρχιµήδη (287-212 π.Χ.), οποίος, όπως θα 
δούµε παρακάτω, χρησιµοποιεί προτάσεις στις κωνικές τοµές χωρίς απόδειξη. 

Ο Πάππος αναφέρει ότι ο Ευκλείδης απέδιδε στον Αρισταίο την µελέτη των 
κωνικών τοµών. Λογικό είναι να υποθέσουµε ότι όπως και στην περίπτωση 
των Στοιχείων, ο Ευκλείδης συγκέντρωσε και τακτοποίησε όλα όσα είχαν µε-
χρι την εποχή του ανακαλυφθεί σχετικά µε τις κωνικές τοµές.  

 
Ένα άλλο αξιοσηµείωτο στοιχείο είναι ότι, ενώ ο Απολλώνιος στα Κωνικά 

του δεν αναφέρεται στην γενική ιδιότητα των κωνικών για την διευθετούσα 
και την εστία (βλέπε παρακάτω στον Απολλώνιο), στον  Ευκλείδη φαίνεται ότι 
ήταν γνωστή η σχετική ιδιότητα. Αυτός ο οποίος σώζει την πληροφορία για 
την εστία και διευθετούσα κωνικής είναι ο Πάππος, αποδίδοντάς την στον 
Ευκλείδη. Συγκεκριµένα, την αποδεικνύει σε ένα λήµµα του το οποίο έχει 
ληφθεί από το  (χαµένο) έργο του Ευκλείδη  Tόποι προς επιφανείαις. Η διατύ-
πωσή του είναι η εξής: 

 
 «…œstw qšsei eÙqe‹a ¹ AB, kaˆ doq�n tÕ G ™n tù aÙtù  
™pipšdJ, kaˆ di»cqw ¹ DG, k£qetoj ¹ DE, lÒgoj d� œstw  
tÁj GD prÕj DE· lšgw Óti tÕ D ¤ptetai kènou tomÁj,  
kaˆ ™¦n m�n Ð lÒgoj Ï ‡soj prÕj ‡son, parabolÁj, ™¦n d�   
™l£sswn prÕj me…zona, ™lle…yewj, ™¦n d� me…zwn prÕj  
™l£ssona, ØperbolÁj…».  

 
      (Συναγωγή, βιβλίο VII, σελ. l012):   
 

Πάντως την ιδιότητα για εστία-διευθετούσα χρησιµοποιεί ο ∆ιοκλής (180 
περίπου π.Χ.) στο έργο του Περί Πυρείων (βλέπε Κεφ.1, Α5). 

Επίσης ο Πάππος στην Συναγωγή του (βιβλίο VII, σελ.1004) παραθέτει την 
απόδειξη της παρακάτω σηµαντικής πρότασης, την οποία αποδίδει στον Ευ-
κλείδη. Η πρόταση αναφέρεται ως ένα ακόµη λήµµα από το έργο του Ευκλείδη 
Τόποι προς επιφανείαις: 
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«a. 'E¦n Ï eÙqe‹a ¹ AB, kaˆ par¦ qšσei ¹ GD, kaˆ Ï lÒgoj toà  
ØpÕ ADB prÕj tÕ ¢pÕ DG, tÕ G ¤ptetai kwnikÁj grammÁj...»  

 

∆ηλαδή, αν ΑΒ ένα δοσµένο  τµήµα  και Γ∆ έχει σταθερή διεύθυνση (π.χ. 
είναι παράλληλο µια δοθείσα ευθεία (ε))  σ’ένα επίπεδο, ο γεωµετρικός το-

πος των σηµείων Γ µε  =
∆
∆Β⋅∆
2Γ

A σταθερό, είναι κωνική τοµή. 

Τέλος να σηµειώσουµε ότι η έλλειψη ήταν γνωστή στον Ευκλείδη και ως 
τοµή κυλίνδρου µε επίπεδο µη παράλληλο στην βάση του. Στο έργο του Φαι-
νόµενα (πρόλογος, γραµµή 56) αναφέρει σχετικά  

«…™¦n g¦r kînoj À kÚlindroj ™pipšdJ tmhqÍ m¾ par¦ t¾n 
b£σin, ¹ tom¾ g…gnetai Ñxugwn…ou kènou tom», ¼tij 
™σtˆn Ðmo…a qureù…» 
 

Ας σηµειωθεί ότι ο θυρεός ήταν µια πέτρα σε σχήµα έλλειψης που υπήρχε 
στην κεντρική είσοδο των σπιτιών των αρχαίων Ελλήνων. 

 
 
                                    A3. Αρχιµήδης   
 
Ο µέγιστος των µαθηµατικών και µηχανικών της αρχαιότητας Αρχιµήδης 

(287-212 π.Χ.), αν και δεν φέρεται να έγραψε βιβλίο για τις κωνικές τοµές, 
απέδειξε και χρησιµοποίησε στα έργα του ιδιότητες των κωνικών τοµών. 
Ο Αρχιµήδης,  δείχνει γενικά να έχει βαθιά γνώση των σχετικών θεµάτων. 
Έτσι π.χ. στο έργο του Έφοδος (στην Πρόταση 
1, [2], σελ. 399) χρησιµοποιώντας µια σηµα-
ντική ιδιότητα της παραβολής (Πρόταση 5 του 
έργου του Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου 
τοµής, [2], τόµος β΄, σελ. 224, βλέπε και Πρό-
ταση 10, Κεφ. 4) ανακαλύπτει, µε την µέθοδο 
των µοχλών, ότι εµβαδόν του παραβολικού 
χωρίου ΑΜΒ (Σχήµα 1) είναι ίσο µε τα 4/3 του 
εµβαδού του τριγώνου ΑΜΒ, όπου Μ το σηµείο 
στο οποίο, η παράλληλη από το µέσο Κ του ΑΒ 
προς τον άξονα  

(ε)                         Γ 

 Α                           ∆              Β 

M

A

B

K

Σχήµα 1 
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της παραβολής τέµνει την παραβολή. 
Ο τρόπος που χρησιµοποιεί ο Αρχιµήδης, αναγνωρίζεται από τον ίδιο ότι 

δεν είναι αυστηρός. Γι’ αυτό στο έργο του Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου 
τοµής δίνει δυο αυστηρές αποδείξεις: η µια είναι µηχανική και µοιάζει µε 
αυτήν που χρησιµοποιεί στην Έφοδο αλλά χρησιµοποιώντας την µέθοδο της 
εξάντλησης την µετατρέπει σε αυστηρή και η άλλη είναι γεωµετρική. Πριν 
προχωρήσει στην εύρεση του εµβαδού παραθέτει πέντε  προτάσεις για την 
παραβολή,  τις οποίες πρόκειται να χρησιµοποιήσει. Οι τρεις πρώτες δίνονται 
χωρίς απόδειξη, γιατί όπως λέει, «αποδέδεικται δε ταύτα εν τοις κωνικοίς 
στοιχείοις», εννοώντας µάλλον το βιβλίο των Κωνικών του Ευκλείδη ή του 
Αρισταίου. Αυτό δείχνει ότι οι προτάσεις αυτές ήταν ήδη τότε γνωστές και 
χρησιµοποιούνταν χωρίς απόδειξη. 

Οι συγκεκριµένες τρεις προτάσεις, µε την αρίθµηση του Αρχιµήδη στο έργο 
του  Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής, ([2], τόµος β΄, σελ. 221-222), σε 
ελεύθερη απόδοση, είναι: 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Έστω παραβολή ΑΒΓ (όπου ΑΓ είναι χορδή της παραβολής) και ∆Β  παράλ-
ληλη στον άξονα της παραβολής (ή η ίδια είναι άξονας). Αν η εφαπτοµένη στο 
Β είναι παράλληλη στην ΑΓ, τότε το ∆ είναι µέσο της ΑΓ, και αντίστροφα 
(Σχήµα 2).  

 
Την πρόταση αυτή χρησιµοποιεί ο Αρχιµήδης και στο έργο του Περί Οχου-
µένων β΄ ([2], τόµος β΄, Πρόταση 2, σελ. 297). 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

Έστω παραβολή ΑΒΓ, ∆ σηµείο της χορδής ΑΓ και ∆Β παράλληλη στον 
άξονα της παραβολής (ή η ίδια είναι άξονας). Αν η εφαπτοµένη στο Β είναι 
παράλληλη στην ΑΓ και η εφαπτοµένη στο 
Α τέµνει την ∆Β στο Ε, τότε ΒΕ = Β∆ 
(Σχήµα 2). 
Σηµείωση: Αποδείξεις των προτάσεων 
αυτών δίνουµε στην §4.3, Πόρισµα 7.2  και 
Πόρισµα 8.1 αντίστοιχα. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3  

Έστω παραβολή ΑΒΓ, ∆Β παράλληλη στον 
άξονα της παραβολής (ή η ίδια είναι 
άξονας) και ΑΓ παράλληλη στην 
εφαπτοµένη στο Β.  Αν η  ΘΖ  είναι παράλ-

Σχήµα 2 

A

Γ

Β
∆Ζ

Θ

Ε
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ληλη στην ΑΓ, τότε 
ΒΖ
Β∆=2

2

ΘΖ
∆A   (Σχήµα 2). 

  
Στην συνέχεια αναφέρει τις ακόλουθες δυο προτάσεις, τις οποίες 

αποδεικνύει. Ας δούµε τις προτάσεις αυτές µε τις αποδείξεις  του Αρχιµήδη 
από το έργο του Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής, ([2], τόµος β΄, σελ. 
223-227): 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ (Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής, Πρόταση 4, [2]    

                           τόµος  β΄,  σελ. 222) 
Έστω παραβολή ΑΒΓ, ∆ µέσο του ΑΓ και  ∆Β παράλληλη στον άξονα της 
παραβολής (ή η ίδια είναι άξονας). Αν ΖΘ παράλληλη στην Β∆, τότε  

                                  
∆Ζ
∆=Θ A

ΘΗ
Z  (ή  και 

ΑΖ
Α=Θ ∆

ΗΖ
Z ) 

 
Απόδειξη (Αρχιµήδη) 
Έστω ΗΚ//ΑΓ  (Σχήµα 3(α)) που τέµνει την Β∆ στο Κ και την ΒΓ στο Ι. Από 

την Πρόταση 3 έχουµε  KHK
∆A

2

2

Β
Β∆=   (1). Αλλά ΙΚ//∆Γ, οπότε 

ΒΙ
ΒΓ=Β∆

ΒΚ  και 

λόγω των Β∆//ΘΖ, ΗΚ//∆Ζ, έχουµε 
∆Ζ
Γ∆=Α∆

ΗΚ = ΒΘ
ΒΓ . Άρα από την (1) 

παίρνουµε     2

2B
ΒΘ
Γ=

ΒΙ
ΒΓ   ή  

ΘΙ
ΘΓ=

ΒΘ+ΒΙ
ΒΓ+ΒΘ=

ΒΘ
Γ=

ΒΙ
ΒΘ B    (2) 

 

A

H

B
K
I

Γ

Θ

Ζ
Γ

ΚΙ

∆

Α

Ε

Λ

Β

Θ

∆

Ζ

                                                
                        (α)                Σχήµα 3                (β)                               
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Αλλά λόγω παραλληλίας είναι 
∆Ζ
Α∆==ΒΓ

∆Ζ
Γ∆

ΒΘ  και  
ΘΗ
ΘΖ=

ΘΙ
ΘΓ , οπότε από την 

(2) έχουµε   ΘΗ
ΘΖ=

∆Ζ
Α∆   (ή και ΗΖ

∆ ΘΖ=
ΑΖ
Α ),  ό.έ.δ. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ (Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής, Πρόταση 5, [2],    

                           τόµος  β΄,  σελ. 224) 
Έστω παραβολή ΑΒΓ, ΑΖ η εφαπτοµένη στο Α και ΓΖ παράλληλη στον άξονα 
της παραβολής. Αν η ευθεία ΚΛ είναι παράλληλη στην ΓΖ και τέµνει την 

παραβολή στο Θ, τότε  
ΑΚ
ΚΓ=ΘΚ

ΘΛ   (ή ΑΚ⋅ΘΚ = ΘΛ⋅ΚΓ). 

 
Απόδειξη (Αρχιµήδη) 
Από το µέσο ∆ (Σχήµα 3(β))  της ΑΓ φέρνουµε παράλληλη στην ΓΖ που 
τέµνει την παραβολή στο Β και την ΑΖ στο Ε. Τότε από την Πρόταση 2 είναι 
ΒΕ = Β∆. Αν η ΑΒ τέµνει την ΚΛ στο Ι, τότε από την Πρόταση 4 έχουµε 

∆Γ
ΘΚ ΚΓ=
ΙΚ

. Άλλά λόγω του ότι Ε∆//ΚΛ και ΒΕ = Β∆ είναι και ΛΙ = ΙΚ, οπότε 

2ΙΚ = ΛΚ, ΑΓ = 2∆Γ, οπότε ΑΓ
ΘΚ ΚΓ=
ΛΚ

 ή  ΑΚ
ΘΚ ΚΓ=
ΘΛ

. ό.έ.δ. 

 
Ενδιαφέρον παρουσιάζουν και οι Προτάσεις 18, 19 από το ίδιο έργο: 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ (Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής, Πρόταση 18, [2],    

                           τόµος  β΄,  σελ. 251) 
 Έστω  ένα τµήµα  παραβολής που ορίζεται 
από µια χορδή της ΑΓ. Αν  η παράλληλος από 
το µέσο ∆ του ΑΓ προς την διάµετρο της 
παραβολής τέµνει την παραβολή στο σηµείο 
Β, τότε, απ’ όλα τα σηµεία (του τµήµατος) 
της παραβολής αυτής, το  Β απέχει περισ-
σότερο από την ΑΓ. (Το Β ο Αρχιµήδης το 
ονοµάζει κορυφή του τµήµατος). 

 
Απόδειξη (Αρχιµήδη) 
                                         
Επειδή το ∆ είναι το µέσο του ΑΓ και η Β∆ 
παράλληλη στην διάµετρο, από την Πρόταση 
1 έχουµε ότι η εφαπτοµένη στο Β είναι πα-
ράλληλη στην ΑΓ. Είναι λοιπόν φανερό ότι το Β απέχει περισσότερο από την 

Σχήµα 4 A

Γ

Β ∆

Ζ

Θ

Ε

(ε)
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ΑΓ (αφού όλα τα άλλα σηµεία της παραβολής βρίσκονται µέσα στην ζώνη των 
παραλλήλων αυτών). 

                                                                          
 
ΠΡΟΤΑΣΗ (Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής, Πρόταση 19, [2]    

                           τόµος β΄, σελ. 252) 
Έστω  ΑΓ (Σχήµα 4) χορδή παραβολής, ∆ το µέσο της ΑΓ και Ε το µέσο του 
Α∆ και φέρνουµε την ΕΖ παράλληλη προς στον άξονα της παραβολής. Τότε  

ΖΕ = 4
3 Β∆. 

(Υπόδειξη: Φέρνουµε ΖΘ//ΑΓ και χρησιµοποιούµε την Πρόταση 3.) 
 
Επίσης στην Έφοδο, και µε  την µέθοδο των µοχλών, ο Αρχιµήδης  

προσδιόρισε  τον όγκο ελλειψοειδούς εκ περιστροφής, το κέντρο βάρους του  
καθώς και το κέντρο βάρους ενός υπερβολοειδούς κλπ. Έτσι ο Αρχιµήδης όχι 
µόνο συνέδεσε την θεωρία των κωνικών τοµών µε τον Απειροστικό Λογισµό 
(υπολογισµός εµβαδών κλπ) αλλά βρήκε και ένα  σηµείο επαφής των θεωριών 
αυτών µε την Φυσική. 

Ακόµη στο έργο του Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων ([5], τόµος α΄),  το 
οποίο µελετά τα σχήµατα που προκύπτουν από την περιστροφή κωνικών 
τοµών (παραβολοειδή, υπερβολοειδή (κωνοειδή) και ελλειψοειδή (σφαι-
ροειδή)) βρίσκει το εµβαδόν µιας έλλειψης. Συγκεκριµένα αποδεικνύει ότι,  ο 
λόγος του  εµβαδού µιας έλλειψης προς το εµβαδόν του κύκλου µε διάµετρο 
τον µεγάλο της άξονα είναι ίσος µε το λόγο του µικρού άξονα προς τον 
µεγάλο. Από αυτό προκύπτει ότι το εµβαδόν έλλειψης είναι ίσο µε  το εµβαδόν 
κύκλου του οποίου η ακτίνα είναι ίση µε τον γεωµετρικό µέσο των ηµιαξόνων 
της έλλειψης. 

Στο ίδιο έργο του ο Αρχιµήδης  χρησιµοποιεί ένα είδος συντεταγµένων. 
Συγκεκριµένα χρησιµοποιεί τον µεγάλο άξονα ως µοναδικό «άξονα 
συντεταγµένων» και καθορίζει την θέση ενός σηµείου Μ της κωνικής από µια 
«τεταγµένη»  και δυο «τετµηµένες» x, x1. Πιο συγκεκριµένα:  

 

Λ

Μ

Β Α
A B

M

Λ

 
 

x1

x1

x x

y 
y 

Σχήµα 5 
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Αν ΑΒ ο κύριος άξονας της κωνικής και ΜΛ η κάθετη από ένα σηµείο Μ 
της κωνικής στον άξονα αυτό, η κάθετη ΜΛ = y είναι η «τεταγµένη» και οι 
αποστάσεις ΑΛ = x,  ΒΛ = x1   «τετµηµένες». Στην περίπτωση της έλλειψης 
έχουµε x + x1 = 2α, ο µεγάλος άξονας, ενώ τη περίπτωση της υπερβολής  

x1 = 2α + x. Έτσι αποδεικνύεται ότι η σχέση 
1

2

xx
y = c, σταθερός, είναι  το 

«σύµπτωµα» της καµπύλης, η συνθήκη δηλαδή  που ικανοποιείται από κάθε 
σηµείο της. Η συνθήκη αυτή, αν c ≠ 1, αντιστοιχεί σε υπερβολή ή έλλειψη. Αν 
c = 1 έχουµε κύκλο. Από τα παραπάνω φαίνεται πόσο κοντά είχαν φτάσει οι 
αρχαίοι Έλληνες στην Αναλυτική Γεωµετρία, όµως επέµεναν να µελετούν την 
Γεωµετρία µε το συνθετικό πνεύµα, δηλαδή τις µεθόδους της Ευκλείδειας 
Γεωµετρίας. 

Να σηµειώσουµε ακόµη ότι πιθανώς ο Αρχιµήδης γνώριζε ότι οι κωνικές 
µπορούν να προκύψουν και από τοµή µη ορθού κώνου. Αυτό το πιθανολο-
γούµε από τις προτάσεις 7 και 8 στο Περί  Κωνοειδέων και σφαιροειδέων, ([2], 
τόµος α΄, σελ. 267-271) όπου αποδεικνύει ότι, όταν δοθεί µια οξυγωνίου κώ-
νου τοµή (έλλειψη), κατασκευάζεται κώνος,  που έχει την κορυφή του σε µια 
δοθείσα ευθεία η οποία διέρχεται από το κέντρο της και επίσης ανήκει σε 
επίπεδο κάθετο µε το επίπεδο της  έλλειψης. Μάλιστα εξετάζει χωριστά την 
περίπτωση η ευθεία να είναι κάθετη στο επίπεδο της έλλειψης, οπότε βέβαια ο 
κώνος δεν µπορεί να είναι ορθός. 

 
 

A4. Απολλώνιος   ο   Περγαίος  
 

A4.1. Γενικά 
 

Αποκορύφωµα της θεωρητικής µελέτης των τριών κωνικών τοµών κατά την 
αρχαιότητα, ήταν το έργο Κωνικά του Απολλωνίου του Περγαίου. Με τις 
κωνικές τοµές  ασχολήθηκαν πολλοί, αλλά ο τελευταίος έµελλε να  ταυτίσει 
για πάντα το όνοµά του µε αυτές. Ο Απολλώνιος γεννήθηκε στην Ελληνική 
πόλη Πέργη της Παµφυλίας, κοντά στην σηµερινή Αττάλεια της Μικράς Ασίας  
και σπούδασε στην Αλεξάνδρεια µε καθηγητές τους διαδόχους του Ευκλείδη. 
Έζησε την ένδοξη Αλεξανδρινή εποχή, περίπου το 260-180 π.Χ., δηλαδή ήταν 
κατά 30 περίπου χρόνια νεώτερος του Αρχιµήδη. Είναι και αυτός ένας από 
τους µεγάλους Αρχαίους Έλληνες Μαθηµατικούς, µετά τον Εύδοξο, τον Αρχι-
µήδη και τον Ευκλείδη. Αν και ο Απολλώνιος, όπως αναφέραµε, στηρίχθηκε 
σε προηγούµενα έργα του Αρισταίου και του Ευκλείδη, σχετικά µε τις 
κωνικές, τα οποία δεν σώθηκαν, το έργο του είναι και θα είναι αιώνια µέγιστο 
και αξιοθαύµαστο. 
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Το βάθος της γεωµετρικής σκέψης του, το ευρύ και εξαντλητικό πνεύµα του 
και η άψογη και χωρίς λάθη διατύπωση των προτάσεών του, εντυπωσιάζει εδώ 
και 2200 χρόνια, ώστε δίκαια τον αποκαλούσαν «Μέγα Γεωµέτρη». Πράγµατι, 
ο βυζαντινός µαθηµατικός και σχολιαστής Ευτόκιος ο Ασκαλωνίτης, ο οποίος 
εξέδωσε τα Κωνικά περίπου το 530 µ.Χ. στη Κωνσταντινούπολη, αναφέρει 
στα σχόλια του στα Κωνικά, ότι ο µαθηµατικός Γεµίνος (2ος - 1ος αιώνας π.Χ.) 
στην ιστορία των Μαθηµατικών του, λέει ότι, «…οι κατ’ αυτόν (δηλαδή τον 
Απολλώνιο) γενόµενοι δια το θαυµάσιον  των υπ’ αυτού δεδειγµένων κωνικών 
θεωρηµάτων µέγαν γεωµέτρην εκάλουν…»  ([1], τόµος δ΄,  σελ. 212).  

 
Ο Απολλώνιος ο οποίος απέκτησε την φήµη του και ως Αστρονόµος, 

έγραψε πολλά βιβλία, τα περισσότερα από τα οποία χάθηκαν. Ευτυχώς τα 
Κωνικά ήταν ένα από τα λίγα έργα του που διασώθηκαν, αν και όχι ολόκληρο. 
Επίσης σώθηκε το έργο του  Περί λόγου αποτοµής στα Αραβικά. Ακόµη το 
έργο του Εύρεση δύο µέσων αναλόγων, δηλαδή µια λύση του ∆ηλίου 
προβλήµατος, περιγράφεται από τον Ευτόκιο στα σχόλια του στο Περί 
Σφαίρας και Κυλίνδρου του Αρχιµήδη, ενώ το έργο του Σύγκριση ∆ωδεκαέδρου 
και Εικοσαέδρου αναφέρεται εκτενώς από τον  Υψικλή στο λεγόµενο και 14ο 
βιβλίο το Ευκλείδη. Τα έργα του Απολλωνίου που δεν σώθηκαν, όπως 
προκύπτει  από διάφορες µαρτυρίες, είναι 18 (βλέπε [1], τόµος α΄,  σελίδα 39). 
Εκτενείς περιγραφές έξι έργων του Απολλωνίου συµπεριέλαβε ο Πάππος στον 
Αναλυόµενο Τόπο, οποίος περιέχεται στο 7ο βιβλίο  της Συναγωγής του. Τα 
τρία από τα έργα αυτά ήταν το Περί Λόγου αποτοµής (2 βιβλία), το Περί χωρί-
ου αποτοµής (2 βιβλία) και το Περί διωρισµένης τοµής (2 βιβλία) τα οποία 
σχετίζονται άµεσα µε τα  Κωνικά ([6], τόµος ΙΙ,  σελ. 217). 

 
Μια σηµαντική καινοτοµία του Απολλωνίου ήταν να θεωρήσει τις τρεις 

κωνικές ως διαφορετικές τοµές ενός (µόνο) κυκλικού κώνου, όχι απαραίτητα 
ορθού, και χωρίς να είναι απαραίτητο το επίπεδο τοµής να είναι  κάθετο σε µια 
γενέτειρα του κώνου, όπως συνέβαινε πριν από αυτόν. Έτσι: 

 
• Αν το επίπεδο τοµής  είναι παράλληλο σε µια γενέτειρα του κώνου, η τοµή 

ονοµάζεται παραβολή, 
• αν το επίπεδο τοµής τέµνει όλες τις γενέτειρες του κώνου, η καµπύλη 

ονοµάζεται έλλειψη (εκτός µιας περίπτωσης που είναι κύκλος), και 
• αν το επίπεδο τοµής είναι παράλληλο στον άξονα του κώνου ή τέµνει και 

τον κατακορυφή κώνο, η καµπύλη ονοµάζεται υπερβολή. 
 
Συγκεκριµένα αποδεικνύει ότι οι καµπύλες  που προκύπτουν από  την τοµή 
επιπέδου κάθετου στην γενέτειρα ορθού κυκλικού κώνου (δηλαδή ακολου-
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θώντας τον παλιό ορισµό των κωνικών τοµών), είναι οι ίδιες ακριβώς µε αυτές 
που προκύπτουν ακολουθώντας  τον δικό του ορισµό (Απολλώνιες τοµές).  

Με σύγχρονη γλώσσα µπορούµε να πούµε ότι ο Απολλώνιος αντί να θεωρεί 
την εξίσωση της κωνικής ως προς το ορθογώνιο σύστηµα των αξόνων της, την 
θεωρεί ως προς ένα πλαγιογώνιο σύστηµα αξόνων που καθορίζεται από µια 
διάµετρό της και την εφαπτοµένη στο άκρο της.   

Προκαλεί πάντως εντύπωση το γεγονός ότι για την  διευθετούσα κωνικής 
δεν κάνει λόγο στο έργο του ο Απολλώνιος, ούτε για την εστία της παραβολής.  
Οι εστιακές ιδιότητες της έλλειψης και της υπερβολής αναφέρονται στο βιβλίο 
γ΄, Προτάσεις 45-52, αλλά οι εστίες προκύπτουν διαφορετικά.  
Οι εστίες αναφέρονται ως  «… t¦ ™k tÁj parabolÁj ginÒmena σhme‹a …».  
 

AE' 
A' 

E

 
Για την έλλειψη π.χ, τα σηµεία αυτά, έστω Ε, Ε′ (Σχήµα 6), τα θεωρεί πάνω 

στον µεγάλο άξονα ΑΑ′ ώστε να ισχύει  ΕΑ′⋅ΕΑ = 4
1 pΑΑ′ = Ε′Α′⋅ Ε′Α, 

όπου p η παράµετρος της έλλειψης (βλέπε παρακάτω Α4.3, Κεφ. 1). Ας 
σηµειωθεί ότι πάντοτε κατασκευάζονται δυο τέτοια σηµεία γιατί p < ΑΑ′. 
Αυτό ο Απολλώνιος το διατυπώνει  λέγοντας ότι, παραβάλλεται ορθογώνιο και 
προς τα δυο µέρη του άξονα ίσο µε το ένα τέταρτο του “σχήµατος” (δηλαδή του 
ορθογωνίου που έχει βάση τον άξονα και ύψος την παράµετρο της κωνικής ). 
Έτσι π.χ. η πρόταση για την ανακλαστική ιδιότητα έλλειψης και υπερβολής 
διατυπώνεται στην µορφή,  

 
«Tîn aÙtîn Ôntwn deiktšon, Óti aƒ ¢pÕ tÁj ¡fÁj ™pˆ t¦   
™k tÁj parabolÁj ginÒmena σhme‹a ‡σaj poioàσi gwn…aj 
prÕj tÍ ™faptomšnV»  (Κωνικά, βιβλίο γ΄, Πρόταση 48) 

 
 

A4.2. Τα Κωνικά του Απολλωνίου 
 
Το µεγαλειώδες αυτό έργο του Απολλωνίου ήταν χωρισµένο σε 8 βιβλία και 

περιείχε την γεωµετρική θεωρία των κωνικών τοµών µε πρωτότυπο τρόπο και 
µε αρκετά µεγάλο πλήθος νέων προτάσεων. Τα πρώτα 7 βιβλία  έχουν σωθεί, 
τα 4  στα Ελληνικά και τα υπόλοιπα 3 στα Αραβικά, ενώ το 8ο χάθηκε.  

Σχήµα 6 
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Η πρώτη έκδοση των Κωνικών φαίνεται ότι έγινε από τον βυζαντινό 
µαθηµατικό Ευτόκιο (6ος  αιώνας µ.Χ.) ο οποίος τα εξέδωσε στην Κωνσταντι-
νούπολη και έγραψε σχετικά σχόλια (βλ. [1], τόµος δ΄). Ακολούθησαν διάφο-
ρες µεταφράσεις στα Λατινικά και Αραβικά στις οποίες θα αναφερθούµε στην 
Ενότητα Β του κεφαλαίου αυτού. 

Ο Απολλώνιος σε αφιέρωσή του προς τον µαθηµατικό Εύδηµο από την 
Πέργαµο, η οποία υπάρχει στον πρόλογο του πρώτου βιβλίου των Κωνικών, 
οµιλεί γενικά για το περιεχόµενο των 8 βιβλίων του. Όπως λέει ο ίδιος, 

 
«… ¢pÕ d� tîn Ñktë bibl…wn t¦ prîta   
tšσσara pšptwken e„j ¢gwg¾n σtoiceièdh,…»  (Κωνικά, βιβλίο α΄) 

 
δηλαδή τα  4 πρώτα βιβλία αποτελούν µια στοιχειώδη εισαγωγή στις κωνικές 
τοµές, εννοώντας ότι περιέχουν τους ορισµούς των κωνικών τοµών και τις 
βασικές ιδιότητές τους. Τα υπόλοιπα βιβλία περιέχουν περισσότερο εξει-
δικευµένα θέµατα. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι ο Απολλώνιος εξετάζει τις 
ιδιότητες των κωνικών στην πλέον γενική τους µορφή και µε αναφορά και στις 
τρεις κωνικές  ταυτόχρονα, όπου είναι δυνατόν. 

 Όσον αφορά τώρα την πληροφορία του Πάππου, που είδαµε στην σελίδα 5 
(Κεφ. 1, Ενότητα Α2)  ότι ο Απολλώνιος συµπλήρωσε τα τέσσερα βιβλία του 
Ευκλείδη και έφτιαξε τα αντίστοιχα δικά του 8 βιβλία κωνικών, φαίνεται ότι 
είναι εν µέρει µόνο αληθινή.  
Ο T. Heath ([6], τόµος Ι, σελ. 525)  υποστηρίζει ότι η κωνική θεωρία του 
Ευκλείδη κάλυπτε τα τρία πρώτα βιβλία του Απολλωνίου. Άλλωστε ο Απολ-
λώνιος λέει ότι επεξεργάστηκε  τα  θέµατα των κωνικών τοµών γενικότερα σε 
σχέση µε τους προκατόχους του, 
 

«..tÕ m�n prîton t¦j genšσeij tîn triîn tomîn kaˆ tîn 
¢ntikeimšnwn kaˆ t¦ ™n aÙta‹j ¢rcik¦ σumptèmata ™pˆ 
plšon kaˆ kaqÒlou m©llon ™xeirgaσmšna par¦ t¦ ØpÕ 
tîn ¥llwn gegrammšna,…» 
 
(Απολλωνίου Κωνικά, πρόλογος στο βιβλίο α΄, [1], τόµος α΄, σελ. 194) 

 
Όπως όµως λέει στην συνέχεια, διεκδικεί την πρωτοτυπία ορισµένων µόνο 
προτάσεων σχετικών µε το πρόβληµα των «τριών ή τεσσάρων γραµµών» (που 
δεν είχε ολοκληρώσει ο Ευκλείδης). Επίσης λέει ότι κανείς πριν από αυτόν δεν 
είχε ασχοληθεί µε τα θέµατα του δ΄ βιβλίου  των Κωνικών του.  

 
Η αναλυτική παρουσίαση των Κωνικών ξεφεύγει από τους σκοπούς της 

εργασίας αυτής, εκτός του ότι θα απαιτούσε την συγγραφή ολόκληρου 
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βιβλίου. Εδώ θα κάνουµε µια εντελώς σύντοµη παρουσίαση του έργου αυτού. 
Πάντως  βιβλία σχετικά µε τα Κωνικά έχουν γραφτεί. Είναι τα (δυσεύρετα) βι-
βλία του  T. Heath: Apollonius of Perga, Treatise on Conic Sections (1896) και  
Η. G. Ζeuthen: Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum (Copenhagen 
1886) συµληρούµενο από το βιβλίο του Ο. Neugebauer: Apollonius- Studien 
(1932). Αντί για το πρώτο λάβαµε υπόψη το έργο της Ιστορίας  των Ελληνικών 
Μαθηµατικών του ίδιου συγγραφέα ([6]), ενώ αναφορές σε σηµαντικά θέµατα  
από το δεύτερο βιβλίο υπάρχουν στο  [20].  

 
 
ΒΙΒΛΙΟ 1ο  
 
Το βιβλίο αρχίζει από τον ορισµό ενός διπλού κώνου, ορθού και σκαληνού, 

µε βάση κύκλο και προχωρεί στους τρόπους που προκύπτουν οι  τρεις κωνικές 
τοµές  από αυτόν. ∆ίνει τα ονόµατα παραβολή, υπερβολή και έλλειψη στις 
τρεις κωνικές τοµές καθώς και το «σύµπτωµα»  για κάθε µια (βλέπε σχετικά 
παρακάτω Ενότητα Α4.3). Ας σηµειωθεί ότι ο Απολλώνιος ήταν ο πρώτος που 
µελέτησε πλήρως τις δυο «αντικείµενες τοµές», δηλαδή τους κλάδους που 
εµείς σήµερα λέµε ότι αποτελούν µαζί µια υπερβολή ([6], τόµος Ι,  σελ. 180).  
Στην συνέχεια ακολουθούν οι Προτάσεις 17-60 που αναφέρονται στις 
εφαπτοµένες και στις συζυγείς διαµέτρους των κωνικών τοµών.  Η πρώτη 
εµφάνιση των αξόνων γίνεται στις Προτάσεις 52-58, όπου αναφέρει τρόπους 
κατασκευής κωνικών τοµών. Το βιβλίο περιέχει συνολικά  60 προτάσεις και 7 
πορίσµατα 
Για το βιβλίο αυτό ο Καρτέσιος τον 17ο αιώνα, θα πει ότι, ο Απολλώνιος «γρά-
φει ό,τι του κατέβει στο µυαλό». Όπως όµως σηµειώνει ο ιστορικός Van de 
Waeden ([20], σελ. 292), ο µελετητής του έργου του Απολλωνίου Η. G. 
Zeuthen στο έργο του που προαναφέραµε, απέδειξε ότι ο Απολλώνιος συµπε-
ριέλαβε στο βιβλίο I όσες προτάσεις του ήταν αναγκαίες για ένα συγκε-
κριµένο σκοπό. Ο σκοπός του, ο οποίος πραγµατοποιείται στο τέλος του βιβλί-
ου αυτού, ήταν να αποδείξει ότι οι τοµές τις οποίες είχε ορίσει αρχικά µέσω 
ενός τυχαίου πλάγιου κώνου και τις οποίες είχε χαρακτηρίσει µε ένα 
«σύµπτωµα», είναι οι ίδιες µε τις τοµές ορθού κώνου, δηλαδή είχαν  ίδια µε τα 
παλαιά «συµπτώµατα».  

  
 
ΒΙΒΛΙΟ 2ο  
 
Το δεύτερο βιβλίο αναφέρεται τις ασύµπτωτες της υπερβολής και συνε-

χίζεται η µελέτη των εφαπτοµένων των κωνικών τοµών. Το βιβλίο περιέχει 
συνολικά 53 προτάσεις και προβλήµατα. 
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ΒΙΒΛΙΟ 3ο  
 
Στις  πρώτες προτάσεις µελετώνται οι σχέσεις των εµβαδών των τριγώνων 

και  τετραγώνων που σχηµατίζονται από τις εφαπτοµένες των κωνικών τοµών 
και τις διαµέτρους που άγονται από τα σηµεία επαφής. Τα επόµενα  θεω-
ρήµατα αναφέρονται στα ορθογώνια που σχηµατίζονται από τµήµατα χορδών 
κωνικών. Επίσης υπάρχουν προτάσεις που αναφέρονται στις ιδιότητες του 
πόλου και των πολικών στις κωνικές τοµές και γίνεται λόγος για τις εστιακές 
ιδιότητες των κωνικών, (χωρίς αναφορά στην διευθετούσα). 
 Στην Πρόταση 51 αναφέρεται η ιδιότητα της υπερβολής σχετικά µε τη 
σταθερή διαφορά, ενώ στην Πρόταση 52 βρίσκουµε την ανάλογη ιδιότητα της 
έλλειψης. Ο Απολλώνιος τον πρόλογο του α΄ βιβλίου αναφέρει ότι  µε τις προ-
τάσεις του γ΄ βιβλίου γίνεται δυνατή η λύση του προβλήµατος του «επί τρεις ή 
τέσσερις ευθείες τόπου» (βλέπε Κεφ.1, Α6). Το βιβλίο  περιέχει  συνολικά  56 
προτάσεις. 

  
 
ΒΙΒΛΙΟ 4ο  
 
 Στο βιβλίο αυτό εξετάζονται προβλήµατα σχετικά µε το πόσα κοινά σηµεία 

µπορούν να έχουν δυο κωνικές που τέµνονται µεταξύ των ή µε κύκλους. 
Συγκεκριµένα  αποδεικνύεται ότι δυο κωνικές (και η υπερβολή µε τους δυο 
κλάδους) δεν µπορούν να τέµνονται σε περισσότερα από 4 σηµεία, ότι µια 
παραβολή δεν µπορεί να εφάπτεται σε µια άλλη παραβολή σε περισσότερα του 
ενός σηµεία κ.ά. Συνολικά το βιβλίο περιέχει 57 προτάσεις. 

 
 
ΒΙΒΛΙΟ 5ο  
 
Το πέµπτο  βιβλίο είναι το πιο σπουδαίο από τα επτά βιβλία που σώθηκαν, 

όχι µόνο γιατί είναι εντελώς πρωτότυπο, αλλά και για τον µαθηµατικό  του 
πλούτο. Το βιβλίο αυτό αναφέρεται στην µελέτη µεγίστων και ελαχίστων 
αποστάσεων από σηµεία του άξονα προς τις κωνικές. Ο Απολλώνιος 
αποδεικνύει ότι η εφαπτοµένη της κωνικής στο άκρο ενός µεγίστου ή ελαχί-
στου τµήµατος είναι κάθετη στο τµήµα. Στο βιβλίο βρίσκουµε και στοιχεία 
από την θεωρία του κέντρου καµπυλότητας µιας καµπύλης καθώς και της 
θεωρίας της ενειλιγµένης καµπύλης. Περιέχει συνολικά 77 προτάσεις. 
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ΒΙΒΛΙΟ 6ο  
 
Το έκτο βιβλίο περιέχει 27 προτάσεις  και 6 προβλήµατα τα οποία αναφέρο-

νται στην ισότητα και οµοιότητα κωνικών τοµών ή τµηµάτων τους. Επίσης 
αναφέρεται σε προβλήµατα κατασκευών. Έτσι π.χ. µας λέει πως µπορούµε να 
βρούµε στην επιφάνεια  ενός δοσµένου  ορθού κώνου µια έλλειψη, παραβολή, 
υπερβολή  η οποία να είναι ίση µε µια δοσµένη έλλειψη, παραβολή, υπερβολή 
αντίστοιχα. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και το τελευταίο  πρόβληµα του βιβλίου, 
το οποίο ζητά: «Να βρεθεί ορθός κώνος όµοιος µε ένα δοσµένο κώνο ο οποίος 
να δέχεται (ως τοµή) δοθείσα έλλειψη». 

 
 
ΒΙΒΛΙΟ 7ο  
 
Το έβδοµο βιβλίο αναφέρεται κυρίως σε θέµατα συζυγών διαµέτρων ελλεί-

ψεων και υπερβολών. Παραδείγµατος χάριν, αποδεικνύεται ότι το άθροισµα 
(αντίστοιχα η διαφορά) των τετραγώνων δυο οποιωνδήποτε συζυγών 
διαµέτρων έλλειψης (αντίστοιχα υπερβολής) είναι σταθερό. Επίσης ότι το 
παραλληλόγραµµο που σχηµατίζεται από τις εφαπτοµένες στα άκρα δυο συζυ-
γών διαµέτρων έλλειψης (ή υπερβολής, αλλά στην περίπτωση αυτή η συζυγής 
διάµετρος βρίσκεται στην συζυγή της υπερβολή) έχει σταθερό εµβαδόν. 
Περιλαµβάνει συνολικά 51 προτάσεις. 

Το  όγδοο βιβλίο, όπως αναφέραµε, δεν έχει σωθεί. Ο ίδιος ο Απολλώνιος 
λέει γι’ αυτό, 

 «… tÕ d� problhm£twn kwnikîn diwrismšnwn….», 
  (Κωνικά, πρόλογος βιβλίου α΄),  

 
δηλαδή περιέχει συγκεκριµένα προβλήµατα κωνικών. Κατά µαρτυρία του 
Πάππου (Συναγωγή  βιβλίο 7, σελ. 682 και [1], τόµος α΄, σελ. 126) περιείχε 
100 προτάσεις, αλλά τα λήµµατα του Πάππου δεν δίνουν σαφή εικόνα για το 
περιεχόµενό του. Έγινε προσπάθεια από τον Άγγλο µαθηµατικό και 
αστρονόµο Edmund Halley (1656-1742) να ξαναγραφτεί το βιβλίο αυτό µε 
βάση τις πληροφορίες του Πάππου.  

Συνολικά λοιπόν τα Κωνικά περιείχαν 487 προτάσεις και προβλήµατα (473 
προτάσεις, 14 προβλήµατα)  και 10 πορίσµατα. 
Λεπτοµερέστερη παρουσίαση των Κωνικών υπάρχει στο [6], τόµος ΙΙ,  σελ. 
168-216).  
Θα δούµε τώρα µερικά αποσπάσµατα από τα Κωνικά, σε ελεύθερη απόδοση. 
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A4.3. ΑΠΟΣΠΑΣΜΑΤΑ  ΑΠΟ ΤΑ  ΚΩΝΙΚΑ 
 
 

I. ΑΠΟ ΤΟ  1ο  ΒΙΒΛΙΟ. 
 

Ονοµασία  των  κωνικών τοµών 
 

Ο Απολλώνιος, όχι µόνο µελέτησε σε βάθος τις κωνικές τοµές, αλλά υπήρξε 
και ο άνθρωπος που τους έδωσε τα ονόµατα που χρησιµοποιούµε ακόµη και 
σήµερα, δηλαδή «παραβολή», «έλλειψη» και «υπερβολή». Τα  ονόµατα αυτά 
σχετίζονται βέβαια µε τις ιδιότητές τους εκφρασµένες µε την ορολογία της 
παραβολής χωρίων και περιέχονται στην αρχή του α΄ βιβλίου των Κωνικών.  

Πριν δούµε όµως πως ο Απολλώνιος όρισε και ονόµασε τις καµπύλες αυτές,   
ας µας επιτραπεί εδώ να αναφερθούµε σε ένα σχετικό θέµα που υπήρχε πριν 
τον Απολλώνιο. 

H παραβολή χωρίων 
 
Ο Πρόκλος, αναφέρει ότι ο Εύδηµος ο Ρόδιος (έζησε τον 4ο αιώνα π.Χ. και 

έγραψε Ιστορία Μαθηµατικών) και οι µαθητές του απέδιδαν την «µέθοδο της 
παραβολής χωρίων» στους Πυθαγόρειους (βλέπε παρακάτω). Τι ήταν όµως η 
µέθοδος αυτή; 
Στα Στοιχεία του Ευκλείδη υπάρχουν οι παρακάτω τρεις προτάσεις, που ανα-
φέρονται στην µέθοδο αυτή (σε σύγχρονη και ελεύθερη απόδοση): 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ  (Στοιχεία, Βιβλίο 1, Πρόταση 44,  [5], σελ. 195) 

Να κατασκευαστεί παραλληλόγραµµο που µια του πλευρά να είναι δοσµένο 
ευθύγραµµο τµήµα και µια γωνία του δοσµένη, το οποίο να έχει εµβαδόν ίσο 
µε το εµβαδόν δοσµένου τριγώνου (Σχήµα 1). 

 
∆ηλαδή, αν ΑΒ είναι ένα δοσµένο τµήµα, φ µια δοσµένη γωνία και  Ε  το είναι 
το εµβαδόν ενός δοσµένου τριγώνου (και γενικά ενός ευθύγραµµου σχή-
µατος),  ζητείται να κατασκευαστεί παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε µια γωνία του  
ίση µε φ ώστε  (ΑΒΓ∆) = Ε. 
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A B

∆ Γ

Ε

φ

 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  (Στοιχεία, Βιβλίο VI, Πρόταση 28, [5], σελ. 474, [6], τόµος Ι,    

                           σελ. 479) 
Να κατασκευαστεί  παραλληλόγραµµο του οποίου µια  πλευρά να είναι πάνω 
στην ευθεία ενός δοσµένου τµήµατος, να είναι ισεµβαδικό µε δοσµένο ευθύ-
γραµµο σχήµα, και να έχει εµβαδόν µικρότερο (ελλείπον),  από το  εµβαδόν του 
παραλληλογράµµου που αντιστοιχεί στο δοσµένο τµήµα, κατά το εµβαδόν ενός 
παραλληλογράµµου  το οποίο είναι όµοιο µε ένα δοσµένο παραλληλόγραµµο. 
 
Συγκεκριµένα, ο  Ευκλείδης γράφει, 

 
«Par¦ t¾n doqe‹san eÙqe‹an tù doqšnti eÙqugr£mmJ 
‡son parallhlÒgrammon parabale‹n ™lle‹pon e‡dei parαλ- 
lhlogr£mmJ Ðmo…J tù doqšnti· de‹ d� tÕ didÒmenon 
eÙqÚgrammon [ú de‹ ‡son parabale‹n] m¾ me‹zon e�nai toà 
¢pÕ tÁj ¹mise…aj ¢nagrafomšnou Ðmo…ou tù ™lle…mmati 
[toà te ¢pÕ tÁj ¹mise…aj kaˆ ú de‹ Ómoion ™lle…pein]». 

 
∆ηλαδή, αν ΑΒ (Σχήµα 2) είναι ένα δοσµένο τµήµα, Ε το εµβαδόν ενός δοσµέ-
νου ευθυγράµµου σχήµατος και Π ένα δοσµένο παραλληλόγραµµο, ζητείται να 
κατασκευαστεί  παραλληλόγραµµο ΑΚΛ∆ («να παραβληθεί στο τµήµα ΑΒ»), 
ώστε  Ε = (ΑΚΛ∆) = (ΑΒΓ∆) - (ΒΚΛΓ)  και  µε το παραλληλόγραµµο ΒΚΛΓ 
να είναι όµοιο µε το δοσµένο παραλληλόγραµµο Π.  

A BK

∆ ΓΛ

Π

Ε
Ζ

Μ

H

 

Σχήµα 1 

Σχήµα 2 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο                           Ι Σ Τ Ο Ρ Ι Α 
 

21

ΠΡΟΤΑΣΗ  (Στοιχεία, βιβλίο VI, Πρόταση 29, [5], σελ. 476) 
Να κατασκευαστεί  παραλληλόγραµµο του οποίου µια  πλευρά να είναι πάνω 
στην ευθεία ενός δοσµένου τµήµατος, να είναι ισεµβαδικό µε δοσµένο ευθύ-
γραµµο σχήµα, και να έχει εµβαδόν µεγαλύτερο (υπερβάλλον)  από το  εµβαδόν 
του παραλληλόγραµµο που αντιστοιχεί στο δοσµένο τµήµα, κατά το εµβαδόν 
ενός παραλληλογράµµου  το οποίο είναι όµοιο µε ένα δοσµένο παραλληλόγραµ-
µο. 
Συγκεκριµένα, ο  Ευκλείδης γράφει, 
       «Par¦ t¾n doqe‹san eÙqe‹an tù doqšnti eÙqugr£mmJ  

‡son parallhlÒgrammon parabale‹n Øperb£llon e‡dei  
parallhlogr£mmJ Ðmo…J tù doqšnti.» 

 
∆ηλαδή, αν ΑΒ (Σχήµα 3) είναι το δοσµένο τµήµα, Ε το εµβαδόν ενός 

δοσµένου ευθυγράµµου σχήµατος, και Π ένα δοσµένο παραλληλόγραµµο, 
ζητείται να κατασκευαστεί  παραλληλόγραµµο ΑΚΛ∆ («να παραβληθεί στο 
τµήµα ΑΒ»), ώστε Ε = (ΑΚΛ∆) = (ΑΒΓ∆) + (ΒΚΛΓ), και  το παραλληλόγρα-
µµο ΒΚΛΓ να είναι όµοιο µε το δοσµένο παραλληλόγραµµο Π. 

 

A B K

∆
Γ Λ

Π

Ε

 
 
Στις παραπάνω προτάσεις υπάρχουν αντίστοιχα οι εκφράσεις «ίσο», «ελλεί-

πον», «υπερβάλλον» που παραπέµπουν, στην ονοµασία των κωνικών παρα-
βολή, έλλειψη, υπερβολή, αντίστοιχα, έχοντας βέβαια υπόψη τα «συµπτώµα-
τα» στα οποία κατάληξε και ερµήνευσε µε την γλώσσα της παραβολής των 
χωρίων ο Απολλώνιος, όπως θα δούµε στην συνέχεια. 
Υπάρχει όµως κάτι περισσότερο εδώ. Ο «τετραγωνισµός» των ήδη κατασκευ-
ασµένων παραλληλογράµµων οδηγεί στον σχηµατισµό παραβολής, έλλειψης 
και υπερβολής αντίστοιχα (βλ. [1], σελ. 26-37). 

Ο Πρόκλος πάντως, είναι κατηγορηµατικός ότι τα ονόµατα στις κωνικές 
τοµές δόθηκαν από τους µεταγενέστερους, µε αφορµή τις προτάσεις αυτές, 
εννοώντας µάλλον τον Απολλώνιο, αφού πριν απ’ αυτόν δεν αναφέρονται τα 
ονόµατα αυτά στις τοµές κώνου. Γράφει σχετικά, 

 

Σχήµα 3 
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 «…”Esti m�n ¢rca‹a, fasˆn oƒ perˆ tÕn EÜdhmon,  
kaˆ tÁj tîn Puqagore…wn moÚshj eØr»mata taàta,  
¼ te parabol¾ tîn cwr…wn kaˆ ¹ Øperbol¾ kaˆ ¹  
œlleiyij. ¢pÕ d� toÚtwn kaˆ oƒ neèteroi t¦ ÑnÒ- 
mata labÒntej met»gagon aÙt¦ kaˆ ™pˆ t¦j kwnik¦j  
legomšnaj gramm£j, kaˆ toÚtwn t¾n m�n parabol»n,  
t¾n d� Øperbol¾n kalšsantej, t¾n d� œlleiyin, ™ke…- 
nwn tîn palaiîn kaˆ qe…wn ¢ndrîn… Ótan g¦r   
eÙqe…aj ™kkeimšnhj tÕ doq�n cwr…on p£sV tÍ eÙqe…v  
sumparate…nVj, tÒte parab£llein ™ke‹no tÕ cwr…on  
fas…n, Ótan me‹zon d� poi»sVj toà cwr…ou tÕ mÁkoj  
aÙtÁj tÁj eÙqe…aj, tÒte Øperb£llein, Ótan d� œlasson,  
æj toà cwr…ou grafšntoj e�na… ti tÁj eÙqe…aj ™ktÒj,  
tÒte ™lle…pein. kaˆ oÛtwj ™n tù ›ktJ bibl…J kaˆ tÁj  
ØperbolÁj Ð EÙkle…dhj mnhmoneÚei…» 
(Πρόκλος, Υπόµνηµα στο α΄ βιβλίο των Στοιχείων, σελ. 419) 

 
Εξ’ άλλου ο ιστορικός Heath, για τις  Προτάσεις 44, 28, 29 των Στοιχείων, λέει 
ότι «συνιστούν τη βάση του βιβλίου X των Στοιχείων και ολόκληρης της 
διαπραγµάτευσης των κωνικών από τον Απολλώνιο» ([6], τόµος Ι, σελ. 478). 

 
Ας δούµε τώρα µε συντοµία  πώς  ακριβώς, µε σύγχρονους όρους, εργάστη-

κε ο Απολλώνιος (βλ. [1] τόµος α΄,  βιβλίο α′,  σελ. 231-245). 
 
 

I.1. ΠΑΡΑΒΟΛΗ  
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  (Κωνικά, βιβλίο α΄, Πρόταση 11, [1] τόµος α΄, σελ. 230) 

Έστω ένα κώνος (ορθός ή µη) µε βάση τον κύκλο (διαµέτρου) ΒΓ (Σχήµα 7) 
και µια τοµή του ΑΒΓ από επίπεδο που περιέχει τον άξονα του κώνου. 
Θεωρούµε ένα επίπεδο (S)  παράλληλο  προς µια µόνο γενέτειρα του κώνου, 
έστω την ΑΓ, ώστε να τέµνει την ΒΓ κατά ευθεία ∆Ρ κάθετη στην ΒΓ (δεν 
βλάπτεται η γενικότητα, γιατί για οποιαδήποτε επίπεδο τοµής (S), µπορούµε 
να πάρουµε το αξονικό τρίγωνο ΑΒΓ  έτσι ώστε η ΒΓ να είναι κάθετη στην 
∆Ρ). Το επίπεδο (S) ορίζεται από την κάθετη Ρ∆ στη ΒΓ και από την ΗΖ, όπου 
ΗΖ//ΑΓ. Έτσι ΖΗ είναι η τοµή του επιπέδου τοµής (S) µε το επίπεδο ΑΒΓ  και 
έστω  ∆ΖΡ η τοµή του (S) µε την επιφάνεια του κώνου.  
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Α
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Έστω τυχόν σηµείο Μ της τοµής ∆ΖΡ και ΜΛ παράλληλη στην ∆Ρ (στο 
επίπεδο τοµής (S)). Από το σηµείο Λ (και πάνω στο επίπεδο ΑΒΓ) φέρνουµε 
ευθεία ΠΛΝ παράλληλη στην ΒΓ, οπότε το επίπεδο των ΜΛ, ΠΜ είναι 
παράλληλο στην βάση του κώνου, άρα τέµνει τον κώνο κατά κύκλο διαµέτρου 
ΠΛΝ. Η ΜΛΣ είναι κάθετη στην ΠΝ εφ’ όσον οι παράλληλες προς αυτές ΒΓ, 
∆Ρ είναι κάθετες. Άρα το Λ είναι το µέσο της χορδής ΜΣ, οπότε από το 
θεώρηµα των τεµνοµένων χορδών κύκλου έχουµε  ΜΛ2 = ΠΛ⋅ΛΝ  (1).   
Πάνω στο επίπεδο (S) ορίζουµε ένα τµήµα ΖΘ κάθετο στο ΖΗ  ώστε   

                                      BΖΑ
ΘΖ

Α
ΒΓ⋅

ΑΓ
ΒΓ=      (2) 

Αυτό είναι πάντοτε δυνατό αφού τα τµήµατα ΒΓ, ΑΒ, ΑΓ, ΖΑ είναι σταθερά  
και εξαρτώνται από τον κώνο και το επίπεδο τοµής. 

Από τα όµοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΖΠΛ έχουµε 
ΖΛ

=
ΑΓ
ΒΓ ΠΛ .  

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα  ΑΒΓ, ΑΠΝ (ΖΛ//ΑΝ) έχουµε AB Π
ΠΝ=

Α
ΒΓ =

ΖΑ
ΛN , 

οπότε από την (2) προκύπτει 

          
ΖΑ⋅ΖΛ
Λ⋅= ΝΠΛ

ΖΑ
ΘΖ   ή   ΘΖ⋅ΖΛ = ΠΛ⋅ΛΝ     και  λόγω της (1) παίρνουµε 

 
                                          ΜΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ              (3) 
 

Το σταθερό τµήµα ΖΘ λέγεται παράµετρος (latus rectum) της καµπύλης  
παραβολής. Έτσι το τετράγωνο της ΜΛ («καταγόµενη τεταγµένως») (Σχήµα 7, 
8) είναι ισοδύναµο µε ορθογώνιο µε βάση την ΖΛ («αποτεµνοµένη») και ύψος 
την σταθερή παράµετρο ΖΘ, δηλαδή µε  το ορθογώνιο που παραβάλλεται στην 

Σχήµα 7 
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ΖΘ. Γι’ αυτό τον λόγο η καµπύλη αυτή ονοµάσθηκε από τον Απολλώνιο 
παραβολή (βλέπε γενικό σχόλιο 1, παρακάτω): 

 «Καλείσθω δε η µεν τοιαύτη τοµή παραβολή η δε ΖΘ παρ’ ήν δύνανται αι   
       καταγόµεναι τεταγµένως επί την ΖΗ διάµετρον, καλείσθω δε και ορθία» 
      (Κωνικά, βιβλίο α΄, Πρόταση 11, [1] τόµος α΄, σελ. 234)  

 
∆ηλαδή, ας καλείται µεν η τοµή αυτή παραβολή, η δε ΖΘ ας καλείται εκείνη 
κατά την οποία ρυθµίζεται το τετράγωνο των αγοµένων επί την διάµετρο 
τεταγµένων, ας καλείται δε και ορθία (κάθετος, παράµετρος) 

 
Σχόλια 
 

1. Η ΖΗ δεν είναι πάντα κάθετη στην ΜΛ ή την Ρ∆ (Σχήµα 7, 8). Αυτό 
συµβαίνει µόνο όταν το επίπεδο ΑΒΓ, που διέρχεται από τον άξονα του κώ-
νου, είναι κάθετο στην βάση του κώνου. Πράγµατι, τότε, επειδή Ρ∆ κάθετη 
στην ΒΓ, θα είναι και κάθετη στο επίπεδο ΑΒΓ, άρα και στην ΖΗ, άρα και 
στην παράλληλή της ΜΛ. Εύκολα προκύπτει και το αντίστροφο. Μια 
περίπτωση να συµβεί αυτό είναι ο κώνος να είναι ορθός, µπορεί όµως να είναι 
και πλάγιος (σκαληνός). Στην περίπτωση αυτή η ΖΗ είναι (εξ’ ορισµού) ο 
άξονας της παραβολής και το Ζ η κορυφή της. Στην περίπτωση αυτή εντάσ-
σεται και η προ Απολλωνίου, οριζόµενη (ίδια) καµπύλη µε το όνοµα ορθογω-
νίου κώνου τοµή. 
Αν το επίπεδο ΑΒΓ δεν είναι κάθετο στην βάση του κώνου τότε η ΖΗ είναι 
απλά µια διάµετρος της παραβολής. Βλέπουµε εποµένως ότι ο Απολλώνιος 
εξετάζει την παραβολή µε τον γενικότερο τρόπο γέννησής της. Η γενικότητα 
αυτή δηλώνεται και στο Σχήµα 8.  

 

Ζ

Μ

Λ

ΙΘ

Η

(ε)

Y

 

ΜΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ   
 p = ΖΘ, 
MΛ//(ε)             

Σχήµα 8 
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2. Το µέσο Λ της ΜΣ, όπου ΜΣ//Ρ∆ ανήκει στην ΖΗ. Το ίδιο συµβαίνει και 
για κάθε άλλη χορδή παράλληλη στην Ρ∆. ∆ηλαδή η ΖΗ είναι µια διάµετρος 
της παραβολής (κατά τον ορισµό του Απολλωνίου). Γενικά λοιπόν η ΖΗ είναι 
µια διάµετρος της παραβολής και είναι  άξονάς της όταν το επίπεδο ΑΒΓ  είναι 
κάθετο στην βάση του κώνου. 

 

3. Η σχέση (3) γράφεται         ΖΘ=ΖΛ
ΛM 2

   (4)   

 
και δηλώνει ότι ο λόγος ΜΛ2/ΖΛ είναι σταθερός, όπου ΖΗ διάµετρος (όχι 
πάντα άξονας) της παραβολής, για οποιαδήποτε χορδή ΜΣ που έχει το µέσο 
της στην ΖΗ. Η σχέση (4) χαρακτηρίζει την παραβολή του Απολλωνίου, 
δηλαδή ο  Απολλώνιος αποδεικνύει και το αντίστροφο: αν ισχύει η (4) τότε το 
σηµείο Μ είναι σηµείο της τοµής  του δοσµένου κώνου µε το δοσµένο κατά 
θέση επίπεδο τοµής (S). Η σχέση (4) είναι ιδιαίτερα σηµαντική γιατί αναφέ-
ρεται γενικά σε µια διάµετρο της παραβολής. 

 
 
Σηµείωση 

Aν θέσουµε ΜΛ = y , ΖΛ = x, ΖΘ = 2p, η (4) γράφεται, y2 = 2px, δηλαδή 
όπως λέµε σήµερα, πρόκειται για την εξίσωση της παραβολής ως προς το 
(πλαγιογώνιο) σύστηµα ΥΖΗ που καθορίζεται από την διάµετρο ΖΗ της 
παραβολής και την εφαπτοµένη της στο Ζ (που αποδεικνύεται παράλληλη 
στην ΜΛ). 

 
I.2. Υ Π Ε Ρ Β Ο Λ Η 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ  (Κωνικά, βιβλίο α΄, Πρόταση 12,  [1] τόµος α΄, σελ. 234) 

Έστω ένα κώνος µε βάση τον κύκλο (διαµέτρου) ΒΓ (Σχήµα 9) και µια τοµή 
του ΑΒΓ από επίπεδο που περιέχει τον άξονα του κώνου. Θεωρούµε ένα 
επίπεδο (S), που τέµνει την γενέτειρα ΑΒ σ’ ένα εσωτερικό σηµείο Ζ του τµή-
µατος ΑΒ και την αντικείµενη της ηµιευθείας ΑΓ σ’ ένα σηµείο Τ, ώστε να 
τέµνει το επίπεδο της βάσης του κώνου  κατά ευθεία Ν∆ κάθετη στην ΒΓ (δεν 
βλάπτεται η γενικότητα, βλέπε αντίστοιχη παρατήρηση στην παραβολή). 

Έστω ΗΖΤ η τοµή του επιπέδου τοµής (S) µε το επίπεδο ΑΒΓ.  
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Έστω τυχόν σηµείο Μ της τοµής του επιπέδου (S) µε την επιφάνεια του 

κώνου και ΜΛ//Ν∆. Από το σηµείο Λ (και πάνω στο επίπεδο ΑΒΓ) φέρνουµε 
ευθεία ΠΛΡ παράλληλη στην ΒΓ, οπότε το επίπεδο των ευθειών ΜΛ, ΠΡ είναι 
παράλληλο στην βάση του κώνου, άρα τέµνει τον κώνο κατά κύκλο διαµέτρου 
ΠΛΡ. Η ΜΛ είναι κάθετη στην ΠΡ εφ’ όσον οι παράλληλες προς αυτές, ∆Ν, 
ΒΓ είναι κάθετες. Άρα το Λ είναι το µέσο της χορδής ΜΛD, οπότε από το 
θεώρηµα των τεµνοµένων χορδών κύκλου έχουµε  ΜΛ2 = ΠΛ⋅ΛΡ  (1) .   
Έστω ΑΚ//ΤΗ (στο επίπεδο του τριγώνου ΑΒΓ). 
Πάνω στο επίπεδο (S) ορίζουµε ένα τµήµα ΖΘ κάθετο στο ΖΗ ώστε                             

                                           ΓKK
AK

ΖΘ
ΖT 2

⋅Β
=         (2) 

Αυτό είναι πάντοτε δυνατό αφού τα τµήµατα ΑΚ, ΒΚ, ΚΓ, ΖΘ  είναι σταθερά 
και εξαρτώνται από τον κώνο και το επίπεδο τοµής.  
Από τα όµοια τρίγωνα ΑΚΓ, ΤΗΓ, ΤΛΡ  παίρνουµε  

                                                
ΛΡ
ΤΛ=

Γ
=

Γ H
ΤH

K
AK . 

Σχήµα 9 
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Επίσης από τα όµοια τρίγωνα  ΑΚΒ, ΖΗΒ, ΖΛΠ έχουµε 
ΠΛ

=
Η
Η= ΛZ
B

Z
BK
AK , 

οπότε από την (2) προκύπτει 

                                               
ΠΛ⋅ΛΡ
ΖΛ⋅= ΤΛ

ΖΘ
ΖΤ    (3)   

Από το Λ φέρνουµε παράλληλη στην ΖΘ που τέµνει την ΤΘ στο Ξ. Έτσι 

έχουµε 
ΛΞ
ΤΛ=ΖΘ

ΖΤ  οπότε από την (3) παίρνουµε  ΖΛ⋅ΛΞ = ΛΡ⋅ΠΛ και  λόγω 

της (1) παίρνουµε 
                                          ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΞ        (4) 
 
Εποµένως το τετράγωνο πλευράς ΜΛ («καταγόµενη τεταγµένως») είναι 

ισοδύναµο µε το παραλληλόγραµµο (ορθογώνιο) ΖΙΞΛ, που έχει παραβληθεί 
στην ΖΘ, και  είναι µεγαλύτερο (υπερβάλλει, κατά την αρχαία ορολογία)  από το 
ορθογώνιο ΖΘΦΛ που ορίζει η ΖΛ («αποτεµνοµένη»)  και η σταθερή (παρά-
µετρος) ΖΘ,  κατά το ορθογώνιο ΙΘΦΞ που είναι όµοιο µε το ορθογώνιο ΤΖΘΣ. 

 Όπως χαρακτηριστικά σηµειώνει ο Απολλώνιος, «καλείσθω δε η µεν  τοιαύτη 
τοµή υπερβολή, η δε ΘΖ, παρ’ ήν δύνανται αι επί την ΖΗ καταγόµεναι τεταγµένως, 
καλείσθω δε η αυτή και ορθία, πλαγία δε η ΤΖ» (Κωνικά, βιβλίο α΄, Πρόταση 12, 
[1] τόµος α΄, σελ. 238). 
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ΜΛ//ΖΥ, p = ΖΘ 
MΛ2 = ΖΛ⋅ΛΞ 

Σχήµα 10 
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Σχόλια 
 

1. Για τον Απολλώνιο υπερβολή είναι µόνο η τοµή ∆ΖΝ (ο ένας κλάδος που 
λέµε σήµερα). Όµως το επίπεδο τοµής (S) τέµνει και τον κατά κορυφή κώνο 
και ορίζει µε αυτόν µια δεύτερη τοµή (τον δεύτερο κλάδο που λέµε σήµερα) 
για την οποία αποδεικνύει ότι είναι επίσης υπερβολή µε κορυφή το Τ (Σχήµα 
9) και η οποία έχει την ίδια διάµετρο ΤΖ και την ίδια παράµετρο µε την πρώτη 
υπερβολή (Πρόταση 14, βιβλίο α΄). Τις δυο αυτές τοµές, που για µας σήµερα 
αποτελούν µια υπερβολή, τις ονοµάζει «αντικείµενες τοµές». 
 
2. Η ΜΛ δεν είναι πάντα κάθετη στην ΖΗ (Σχήµα 10). Αυτό συµβαίνει µόνο 
όταν το επίπεδο ΑΒΓ (που διέρχεται από τον άξονα του κώνου) είναι κάθετο 
στο επίπεδο της βάσης του. Πράγµατι, τότε επειδή Ν∆ κάθετη στην ΒΓ, θα 
είναι και κάθετη και στο επίπεδο ΑΒΓ, άρα και στην  ΖΗ, άρα και στην 
παράλληλή της ΜΛD. Αντίστροφα: αν Ν∆ κάθετη στην ΖΗ, τότε  επειδή είναι 
κάθετη και στην ΒΓ, η Ν∆ είναι κάθετη στο επίπεδο ΑΒΓ, οπότε το επίπεδο 
της βάσης είναι κάθετο στο ΑΒΓ. Μια περίπτωση να συµβεί αυτό είναι ο 
κώνος να είναι ορθός, µπορεί όµως να είναι και πλάγιος. Στην περίπτωση αυτή 
η ΖH είναι (εξ’ ορισµού) ο κύριος άξονας της υπερβολής και το Ζ κορυφής της 
(η άλλη κορυφή της είναι το Τ). Εδώ εντάσσεται και η προ Απολλωνίου, 
οριζόµενη (ίδια) καµπύλη µε το όνοµα αµβλυγωνίου κώνου τοµή. 

 
3. Το µέσο Λ της ΜD//Ν∆ ανήκει στην ΖΗ, όπως και κάθε άλλης χορδής 
παράλληλης στην Ν∆. ∆ηλαδή η ΖΗ είναι µια διάµετρος της υπερβολής. Όταν 
λοιπόν το επίπεδο ΑΒΓ δεν είναι κάθετο στην βάση του κώνου, η ΖΗ είναι µια 
διάµετρος της τοµής-υπερβολής και όχι  άξονάς της. 
 

4. Επειδή ΛΞ//ΖΘ έχουµε 
ΤΛ

= ΛΞ
ΤΖ
ΖΘ , οπότε µε αντικατάσταση του ΛΞ στην 

σχέση  (4), ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΞ,  παίρνουµε  ΜΛ2 = ZΛT
Τ
ΖΘ⋅ΖΛ , άρα ο λόγος     

    

ΛTΖΛ
ΜΛ2

⋅
 = TZ

ΖΘ               (5) 

 
είναι σταθερός. Αυτό ισχύει για µια διάµετρο ΖΗ (όχι πάντα άξονα) της 
υπερβολής στην οποία ανήκει το  µέσο Λ µιας χορδής ΜD και p = ΖΘ την 
παράµετρο της υπερβολής. Η σχέση (5) χαρακτηρίζει την υπερβολή του 
Απολλωνίου, δηλαδή ο  Απολλώνιος αποδεικνύει και το αντίστροφο:αν ισχύει 
η (5) τότε το σηµείο Μ είναι σηµείο της τοµής  του δοσµένου κώνου µε το 
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δοσµένο κατά θέση επίπεδο τοµής. Η σχέση (5) είναι ιδιαίτερα σηµαντική, 
γιατί αναφέρεται γενικά σε µια διάµετρο της υπερβολής. 

 
Σηµείωση 

Aν θέσουµε ΜΛ = y, ΖΛ = x, ΖΘ = p, και ΤΖ = δ η διάµετρος η (5) γράφεται 

δ
=

+
p

δ)x(x
y2

  ή  y2 = 2xδ
p  + px, δηλαδή όπως λέµε σήµερα, πρόκειται για την 

εξίσωση της υπερβολής ως προς το (πλαγιογώνιο) σύστηµα ΥΖΗ που καθορί-
ζεται από την διάµετρο ΤΖΗ και την εφαπτοµένη στο Ζ (που αποδεικνύεται 
παράλληλη στην ΜΛ). Η µεταφορά του συστήµατος συντεταγµένων στο 
κέντρο Ο της υπερβολής θα δώσει την γνωστή κανονική εξίσωση  της υπερβο-
λής, αναφερόµενη στο σύστηµα δυο συζυγών διαµέτρων της. 

 
 

I.3. Ε  Λ  Λ  Ε  Ι  Ψ  Η  
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ (Κωνικά, βιβλίο α΄, Πρόταση 13, [1] τόµος α΄, σελ. 238) 

Έστω ένα κώνος µε βάση τον κύκλο διαµέτρου ΒΓ (Σχήµα 11) και µια τοµή 
του ΑΒΓ από επίπεδο που περιέχει τον άξονα του κώνου. Θεωρούµε ένα 
επίπεδο (S) που τέµνει όλες τις γενέτειρες του κώνου, ώστε να τέµνει το 
επίπεδο της βάσης του κώνου κατά ευθεία ΣΗ κάθετη (δεν βλάπτεται η γενικό-
τητα, βλέπε αντίστοιχη παρατήρηση στην παραβολή) στην ΒΓ. Επίσης η τοµή 
του (S) µε τον κώνο να µην είναι «υπεναντία» (βλέπε Σχόλιο 4). 

Έστω Ζ∆Η η τοµή του επιπέδου τοµής (S) µε το επίπεδο ΑΒΓ.  
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Σχήµα 11 
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Έστω τυχόν σηµείο Μ της τοµής του επιπέδου (S) µε την επιφάνεια του κώνου 
και ΜΛ//ΣΗ. Από το σηµείο Λ (και πάνω στο επίπεδο ΑΒΓ) φέρνουµε ευθεία 
ΠΛΡ παράλληλη στην ΒΓ, οπότε το επίπεδο των ευθειών ΜΛ, ΠP είναι 
παράλληλο στην βάση του κώνου και άρα τέµνει τον κώνο κατά κύκλο 
διαµέτρου ΠΛΡ. Η ΜΛD είναι κάθετη στην ΠΡ εφ’ όσον οι παράλληλες προς 
αυτές ΒΓ, ΣΗ είναι κάθετες. Άρα το Λ είναι το µέσο της χορδής ΜD, οπότε 
από το θεώρηµα των τεµνοµένων χορδών κύκλου έχουµε  ΜΛ2 = ΠΛ⋅ΛΡ  (1) . 
Φέρνουµε ΑΚ//ΖΗ. Πάνω στο επίπεδο (S) ορίζουµε ένα τµήµα ΖΘ κάθετο στο 
Ζ∆ ώστε                      

                                     ΓKK
AK

ΖΘ
Ζ∆ 2

⋅Β
=          (2) 

Αυτό είναι πάντοτε δυνατό αφού τα τµήµατα ΑΚ, ΒΚ, ΚΓ, Ζ∆ είναι σταθερά 
και εξαρτώνται από τον κώνο (δηλαδή την γωνία της κορυφής του) και την 
θέση του επιπέδου τοµής (S). Από το Λ φέρνουµε ΛΤ//ΖΘ που τέµνει την Θ∆ 
στο Ν.  

Από τα όµοια τρίγωνα ΑΚΒ, BZH, ZΠΛ έχουµε   
ΠΛ
ΖΛ== BH

ZH
BK
AK  (3) 

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα  ΑΚΓ, ∆ΓΗ, ΛΡ∆ έχουµε 
ΛΡ
Λ∆=

ΓΗ
∆Η=ΓK

AK  (4), 

οπότε από την (2), λόγω των (3), (4) προκύπτει ότι                     

                                              
ΛΡ⋅ΠΛ
Λ∆⋅= ΖΛ

ΖΘ
Ζ∆ .  

Όµως αφού ΛΝ//ΖΘ έχουµε 
ΛΝ
Λ∆=ΖΘ

Ζ∆ , οπότε ΖΛ⋅ΛΝ = ΠΛ⋅ΛΡ και  λόγω της 

(1) παίρνουµε 
 
                                          ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΝ         (5) 
 
Εποµένως το τετράγωνο πλευράς ΜΛ («καταγόµενη τεταγµένως») είναι 

ισοδύναµο µε το ορθογώνιο ΖΦΝΛ, που έχει παραβληθεί στην (παράµετρο) ΖΘ, 
και είναι µικρότερο (ελλείπει, κατά την αρχαία ορολογία)  από το ορθογώνιο 
ΖΘΤΛ που ορίζει η ΖΛ («αποτεµνοµένη»)  και η σταθερή (παράµετρος) ΖΘ,  
κατά το ορθογώνιο ΦΘΤΝ που είναι όµοιο µε το ορθογώνιο ΘΖxΖ∆ . 
Όπως χαρακτηριστικά σηµειώνει ο Απολλώνιος, 

 «καλείσθω δε η µεν  τοιαύτη τοµή έλλλειψις, η δε ΖΘ, παρ’ ήν δύνανται αι 
κατάγόµεναι επί την Ζ∆ τεταγµένως, η δε αυτή και ορθία, πλαγία δε η Ζ∆»  

(Κωνικά, βιβλίο α΄, Πρόταση 13, [1] τόµος α΄, σελ. 244). 
 
∆ηλαδή, ας ονοµάζεται η τοµή αυτή έλλειψη, η δε ΖΘ ας ονοµάζεται εκείνη κατά 
την οποία δύνανται οι καταγόµενες επί την Ζ∆ τεταγµένως (παράµετρος), η ίδια 
δε ας ονοµάζεται και ορθία, η δε Ζ∆ ας ονοµάζεται πλαγία. 
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Ζ

Μ

Λ

∆

Ν
Θ Τ

Ο

Φ

Y

(ε)

 
Σχόλια 
 

1. Η ΖΗ δεν είναι πάντα κάθετη στην ΜΛ (Σχήµα 12). Αυτό συµβαίνει µόνο 
όταν το επίπεδο τοµής  ΑΒΓ (που περιέχει τον άξονα του κώνου)  είναι κάθετο 
στην βάση του κώνου. Μια περίπτωση να συµβεί αυτό είναι όταν ο κώνος  
είναι ορθός, αλλά µπορεί και να  είναι πλάγιος (σκαληνός). Πράγµατι, αν το 
επίπεδο ΑΒΓ είναι κάθετο στην βάση του κώνου, τότε επειδή η ΣΗ είναι 
κάθετη στην ΒΓ, θα είναι κάθετη στο επίπεδο ΑΒΓ, άρα και στην  ΖΗ, και 
λόγω ΜΛ//ΣΗ, η  ΜΛ είναι κάθετη στην ΖΗ. Ισχύει και το αντίστροφο. Στην 
περίπτωση αυτή η Ζ∆ είναι  άξονας της έλλειψης και τα Ζ, ∆  κορυφές της. 
Εδώ εντάσσεται και η προ Απολλωνίου, οριζόµενη (ίδια) καµπύλη µε το όνο-
µα οξυγωνίου κώνου τοµή. 

 
2. Το µέσο Λ της ΜΝ µε ΜΝ//ΣΗ ανήκει στην ΖΗ, όπως και κάθε άλλης 
χορδής παράλληλης στην ΣΗ. ∆ηλαδή η ΖΗ είναι µια διάµετρος της έλλειψης 
(σύµφωνα µε τον ορισµό του Απολλωνίου για την  διάµετρο κωνικής). Γενικά 
λοιπόν η ΖΗ είναι µια διάµετρος της έλλειψης και αν η ΜΛ είναι κάθετη στην 
Ζ∆ τότε η Ζ∆ είναι άξονας της έλλειψης. 

 

3. Επειδή ΛΝ//ΖΘ έχουµε 
Λ∆

= ΛΝ
Ζ∆
ΖΘ , οπότε αντικατάσταση του ΛΝ στην 

σχέση   ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΝ  παίρνουµε  ΜΛ2 =
∆

ΖΘΛ∆⋅ΖΛ Z . Άρα ο λόγος      

                             Λ∆ΖΛ
ΜΛ2

⋅
 = ∆Z

ΖΘ              (6)         

 

Σχήµα 12 

ΖΥ//ΜΛ, ΖΘ : παράµετρος 
 
ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΝ 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                             
 

32

είναι σταθερός.   
Αυτό ισχύει για µια διάµετρο Ζ∆ (όχι πάντα άξονα) της έλλειψης  στην οποία 
ανήκει το  µέσο Λ µιας  χορδής ΜD µε p = ΖΘ την παράµετρο της έλλειψης.  
Η σχέση (6) χαρακτηρίζει την έλλειψη του Απολλωνίου, δηλαδή ο  Απολλώ-
νιος αποδεικνύει και το αντίστροφο: αν ισχύει η (6) τότε το σηµείο Μ είναι 
σηµείο της τοµής  του δοσµένου κώνου µε το δοσµένο κατά θέση επίπεδο 
τοµής. Η σχέση (6) είναι ιδιαίτερα σηµαντική, γιατί αναφέρεται γενικά σε µια 
διάµετρο της έλλειψης.  

 
Σηµείωση 

Aν θέσουµε ΜΛ = y , ΖΛ = x, ΖΘ = p, και Ζ∆ = δ η διάµετρος, η (6) γράφεται 

y2 = px - 2xδ
p , δηλαδή όπως λέµε σήµερα η εξίσωση της έλλειψης ως προς το 

(πλαγιογώνιο) σύστηµα ΥΖ∆ που καθορίζεται από την διάµετρο Ζ∆ της 
έλλειψης και την εφαπτοµένη στο Ζ (που αποδεικνύεται παράλληλη στην 
ΜΛ). Η µεταφορά στο κέντρο Ο της έλλειψης θα δώσει την γνωστή κανονική 
εξίσωση της έλλειψης αναφερόµενη στο σύστηµα δυο συζυγών διαµέτρων της. 

 
4. Η τοµή του (S) µε την κωνική επιφάνεια µπορεί να είναι κύκλος ακόµη και 
αν το επίπεδο (S) δεν είναι παράλληλο στην βάση του κώνου. Αυτό συµβαίνει 
γενικά µόνο όταν το επίπεδο ΑΒΓ είναι κάθετο στην βάση του κώνου, το επί-
πεδο τοµής  (S) είναι κάθετο στο επίπεδο ΑΒΓ και η γωνία Α∆Ζ είναι ίση µε 
την ΑΒΓ (Σχήµα 11). Την τοµή αυτή ο προσεκτικός Απολλώνιος την ονοµάζει 
«υπεναντία» και αποδεικνύει χωριστά  (Πρόταση 5, βιβλίο α΄,  [1] τόµος α΄, 
σελ. 211) ότι η τοµή είναι κύκλος. Για την περίπτωσή µας, που έχουµε υποθέ-
σει ότι η ΣΗ είναι κάθετη στην ΒΓ, αρκεί  το επίπεδο ΑΒΓ να είναι κάθετο 
στην βάση του κώνου. Πράγµατι, τότε η ΜΛ είναι κάθετη στην ΠΡ και ΖΗ, 
άρα και στο επίπεδο ΑΒΓ, δηλαδή το (S) είναι κάθετο στο επίπεδο ΑΒΓ.  

Το ότι η τοµή είναι κύκλος µπορούµε να το διαπιστώσουµε και ως εξής:  
Στην περίπτωση αυτή τα τρίγωνα ΛΡ∆, ΖΛΠ είναι όµοια (η γωνία ΑΒΓ είναι 

ίση µε την ΖΠΛ) οπότε 
Λ∆

= ΛΡ
ΠΛ
ΖΛ και λόγω των (3), (4) προκύπτει ΑΚ2 = 

ΒΚ⋅ΚΓ και λόγω της  (2), ΖΘ = Ζ∆. Έτσι από την (6) έχουµε  ΜΛ2 = ΖΛ⋅Λ∆ 
µε την  ΜΛ, ως παράλληλη της ΣΗ, να είναι  κάθετη στην Ζ∆, άρα η τοµή 
είναι κύκλος. Η υπεναντία τοµή στην περίπτωση ορθού κώνου, είναι 
παράλληλη στην βάση του, και άρα είναι πάλι κύκλος. 
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                                  ΓΕΝΙΚΑ  ΣΧΟΛΙΑ 
 
1. Ο Απολλώνιος, ερµηνεύει τις σχέσεις («συµπτώµατα», όπως τα έλεγαν οι 

αρχαίοι) που έβγαλε από τις τοµές κώνου µε την ορολογία και διατύπωση των  
προβληµάτων της Παραβολής χωρίων που υπάρχει στα Στοιχεία του Ευκλείδη 
και είδαµε προηγουµένως.  

2. Η απόδοση από τον Απολλώνιο σε κάθε µια από τις καµπύλες  παρα-
βολή, έλλειψη και υπερβολή των σχέσεων - «συµπωµάτων»,  ΜΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ, 
ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΞ, ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΝ, στην γενική τους µορφή, έδωσε σ’ αυτόν ένα 
δυναµικό εργαλείο για να ανακαλύψει και να µελετήσει πάρα πολλές ιδιότητες 
των κωνικών. Οι σχέσεις αυτές δεν προκύπτουν εύκολα, αν ορίσουµε τις 
κωνικές τοµές µε τους γνωστούς τρόπους (µέσω του λόγου ή των εστιακών 
ακτίνων). Ουσιαστικά πρόκειται για τις σηµερινές εξισώσεις των καµπυλών 
αυτών. Αυτό  δηµιούργησε την υπόνοια ότι ίσως ο Απολλώνιος διέθετε ένα  
«αλγεβρικό» τρόπο σκέψης, άσχετα αν δεν τον αναφέρει στα βιβλία του. Αυτό 
υποστηρίζεται π.χ. από τον ιστορικό Van der Waerden στο [17], σελ. 290: 

 «ο Απολλώνιος είναι ένας δεξιοτέχνης στον χειρισµό της γεωµετρικής 
άλγεβρας και επίσης ένας δεξιοτέχνης να κρύβει την αυθεντική γραµµή 
σκέψης του». 

3. Οι όροι «αποτεµνοµένη» και «καταγόµενη τεταγµένως» που χρησι-
µοποίησε ο Απολλώνιος µεταφράστηκαν στα Λατινικά  abscissa και ordinatum 
applicata (ή ordinata) αντίστοιχα και από αυτούς προήλθαν οι γνωστοί µας όροι 
«τετµηµένη» και «τεταγµένη». 

4. Ο Απολλώνιος ουσιαστικά αντικαθιστά το ορθογώνιο σύστηµα αξόνων, 
ως προς το οποίο αναφέρεται η κωνική που προέρχεται από ορθό κώνο, µε ένα 
πλαγιογώνιο σύστηµα, που ορίζεται από µια διάµετρο της κωνικής και την 
εφαπτοµένη στο άκρο της.   

5. Στην παράγραφο §2.1 θα αποδείξουµε πως από τις Απολλώνιες τοµές 
προκύπτουν οι γνωστές χαρακτηριστικές εστιακές ιδιότητες των κωνικών 
τοµών. 

 
 

II. ΑΠΟ ΤΟ  2ο  ΒΙΒΛΙΟ. 
 
Το βιβλίο αρχίζει µε  προτάσεις σχετικές µε τις ασύµπτωτες της υπερβολής 

([1], τόµος β΄, βιβλίο β′, Προτάσεις 1, 2, 3, σελ. 3-9) 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1 (Κωνικά, βιβλίο β΄, Πρόταση α΄) 

Έστω υπερβολή κέντρου Ο, ένα σηµείο της Α και Β το σηµείο που η ΟΑ 
τέµνει τον άλλο κλάδο της υπερβολής. Πάνω στην εφαπτοµένη της υπερβολής 
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στο Α θεωρούµε τµήµατα ΑΚ, ΑΛ µε ΑΚ2 = ΑΛ2 = 4
1 ΑΒ⋅p, όπου p η παρά-

µετρος της υπερβολής. Τότε η ευθεία ΟΚ δεν έχει κοινά σηµεία µε την υπερ-
βολή. 

 
Απόδειξη 
Έστω ότι η ευθεία ΟΚ (Σχήµα 13)  έχει κοινό σηµείο µε την υπερβολή το Η. 
Φέρνουµε  από το Η χορδή ΗΖ παράλληλη στην εφαπτοµένη ΚΛ που τέµνει 
την διάµετρο ΟΑ στο σηµείο Θ (µέσο της ΗΖ)  (βλέπε Πρόταση 10, §5.4). 
Επειδή ΑΒ = 2ΟΑ και ΗΘ//ΚΑ έχουµε 

                        2

2

2

22

ΗΘ
ΘO

AK
OA

pAB/4
4/AB

p
AB ===  

Αλλά για την υπερβολή ισχύει (βλ. Ενότητα Ι.2 (Α4.3) σχόλιο 4, σχέση (5))  

2ΗΘ
ΑΘΘB

p
AB ⋅= , οπότε ΟΘ2 = ΒΘ⋅ΑΘ  ή 

ΟΘ
ΘB

ΑΘ
ΘO =  ή ΟΘ

ΟΘ-ΘB
ΑΘ
ΑΘ-ΘO =  ή, λόγω της  ΟΑ = ΒΟ, ισχύει  ΑΘ = ΟΘ, 

 

 

O

K

A

H

Θ

Λ
Β

Z  
άτοπο. Άρα η ΟΚ δεν έχει κοινό σηµείο µε τον κλάδο αυτό της  υπερβολής. 
Όµοια και η ευθεία ΟΛ δεν έχει κοινό σηµείο µε την υπερβολή και ο 
Απολλώνιος καταλήγει «ασύµπωτοι άρα εισί τη τοµή οι ΟΚ, ΟΛ», ([1], τόµος 
β΄, σελ. 4) εννοώντας ότι (κατ’ αρχήν) δεν  έχουν κοινά σηµεία µε την υπερβο-
λή,  και συνεχίζει µε µια θαυµάσια πρόταση: 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2 (Κωνικά, βιβλίο β΄, Πρόταση β΄) 

Όπως στην προηγούµενη πρόταση, να δειχθεί ότι δεν υπάρχει άλλη ασύµπτωτη 
που να τέµνει την γωνία ΚΟΛ. 

Σχήµα 13 
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Απόδειξη 

Έστω ότι υπάρχει  ευθεία ΟΧ (Σχήµα 14) µέσα στην γωνία 
∧
ΛKO   που δεν τέ-

µνει την υπερβολή, δηλαδή έστω ότι η ΟΧ είναι ασύµπτωτη. Φέρνουµε 
ΑΤ//ΟΚ (που θα συναντήσει οπωσδήποτε την ΟΧ, έστω στο Τ) και παίρνουµε 
τµήµα ΚΗ = ΑΤ. Το ΚΗΤΑ είναι παραλληλόγραµµο, άρα ΑΚ = ΗΤ. Έστω ότι 
η ΗΤ τέµνει την υπερβολή στο Σ, την διάµετρο ΒΑ στο (µέσο της χορδής) Θ 
και την ευθεία ΟΛ στο Μ. 
Επειδή ΑΚ = ΑΛ και ΗΜ//ΚΛ, έχουµε ΗΘ = ΘΜ. Είναι ΗΤ = ΑΚ,  οπότε  
ΣΗ > ΑΚ. Επίσης ΜΣ > ΑΛ, γιατί ΜΘ > ΑΛ (είναι ΜΘ/ΑΛ = ΟΘ/ΟΑ, ΟΘ > 
ΟΑ). Άρα   ΜΣ⋅ΣΗ > ΑΛ⋅ΑΚ = ΑΚ2  (1) 

Όπως στην προηγούµενη πρόταση ισχύει 2

2

AK
OA

p
AB = , αλλά 2ΣΘ

ΑΘΘB
p

AB ⋅= , 

οπότε  2

2

2

2

2 ΑΚΣΘ
ΑΘΘB

ΗΘ
ΟΘ=ΟΑ=⋅ , αλλά (ΟΒ = ΟΑ)  ΒΘ⋅ΑΘ = ΟΘ2 - ΟΑ2, οπότε 

 

 

O

K

A

H

T

M

Σ

Θ

Λ
Β

Χ

 

2

2

ΑΚ
ΟΑ = 22

2

2

2

2

22

ΣΘ ΣΘ−ΗΘ
ΟΑ=

ΗΘ
ΟΘ=ΟΑ−ΟΘ .  Άρα ΑΚ2 = ΗΘ2 - ΣΘ2. 

 
Είναι όµως  ΜΣ⋅ΣΗ = (ΗΘ + ΘΣ)(ΗΘ - ΘΣ) = ΗΘ2 - ΣΘ2, άρα  

ΜΣ⋅ΣΗ = ΑΚ2, που είναι άτοπο λόγω της (1). Άρα κάθε ευθεία ΟΧ µέσα 
στην γωνία ΚΟΛ τέµνει την υπερβολή («άρα η ΟΤ ασύµπτωτη εστί τη τοµή»). 

Σχήµα 14 
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Σχόλιο 
Ο Απολλώνιος δεν δίνει ένα ορισµό στις ασύµπτωτες, αλλά µε τις δυο αυτές 

προτάσεις του δίνει το ουσιαστικό περιεχόµενό τους και συνάµα δηµιουργεί 
την υποδοµή για τις σχετικές προτάσεις που θα ακολουθήσουν. Έτσι κατ’ 
αρχήν δείχνει πως µπορούν να κατασκευαστούν (άρα και υπάρχουν) δυο 
ευθείες από το κέντρο Ο της υπερβολής που δεν έχουν κοινά σηµεία µε αυτήν. 
Ο Απολλώνιος εδώ, όπως και σε πολλά σηµεία του έργου του, δεν αναφέρει 
πώς σκέφτηκε να εργαστεί έτσι, λείπει δηλαδή η ανάλυση του προβλήµατος. 
Αυτό βέβαια το συναντάµε και σε άλλους αρχαίους και µη µαθηµατικούς. 
Με την Πρόταση 2 αποδεικνύει ότι οι ευθείες αυτές ΟΚ, ΟΛ  είναι  πιο 
«κοντά» στην υπερβολή (σχηµατίζουν την µικρότερη γωνία), απ’ όλες όσες 
δεν έχουν κοινά σηµεία µε αυτήν και διέρχονται από το κέντρο της. Ακόµη ότι 
είναι µοναδικές για την δεδοµένη υπερβολή και δεν εξαρτώνται από το σηµείο  
Α της υπερβολής µέσω του οποίου γίνεται η κατασκευή τους.  

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3 (Κωνικά, βιβλίο β΄, Πρόταση γ΄) 

Η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της υπερβολής  τέµνει τις ασύµπτωτες (του 
κλάδου της). Αν τα σηµεία τοµής είναι τα Α, Β τότε ΜΑ = ΜΒ και ΜΑ2 = 

2
1 ΟΜ.p, όπου Ο το κέντρο της υπερβολής και p η παράµετρός της. 

 
Απόδειξη 
Έστω ότι  η εφαπτοµένη στο Μ (Σχήµα 15)  δεν τέµνει τις ασύµπτωτες. 
Παίρνουµε  ΟΜ = ΟΚ, οπότε ΜΚ διάµετρος της υπερβολής.  

 

O

A

Θ

Β

Μ

Η

Κ

 

Σχήµα 15 
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Πάνω στην εφαπτοµένη της υπερβολής στο Μ παίρνουµε σηµεία Θ, Η ώστε 

ΜΘ2 = ΜΗ2 = 4
1 ΚΜ⋅p. Πρέπει Α≠Θ και Η≠Β, αφού η εφαπτοµένη στο Μ δεν 

τέµνει τις ασύµπτωτες. Τότε από την Πρόταση 1 έχουµε  ότι ΟΘ, ΟΗ είναι 
ασύµπτωτες της υπερβολής, αλλά  και οι ΟΑ, ΟΒ είναι από υπόθεση 
ασύµπτωτες (Πρόταση 2), άτοπο. Άρα η εφαπτοµένη τέµνει τις ασύµπτωτες, 

έστω στα σηµεία Α, Β. Έστω τώρα σηµείο Θ στην  ΜΑ µε ΜΘ2 =  4
1 ΚΜ⋅p.  

Από την Πρόταση 1, η ΟΘ είναι ασύµπτωτη, οπότε (Πρόταση 2) το Θ συµπί-

πτει µε το Α. Άρα ΜΑ2 = 4
1 ΚΜ⋅p. Όµοια ΒΜ2 = 4

1 ΚΜ⋅p , οπότε ΑΜ = ΒΜ. 

 
 
III. ΑΠΟ ΤΟ  3ο  ΒΙΒΛΙΟ 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 47 (Κωνικά, βιβλίο γ΄, Πρόταση 47, [1] τόµος β΄, σελ. 245) 

Μια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της έλλειψης τέµνει τον µεγάλο άξονα  στο 
σηµείο Κ και τις  εφαπτοµένες στα άκρα Α, Β του µεγάλου άξονα  στα σηµεία 
Γ, ∆ αντίστοιχα. Αν Ε, Ζ τα γενόµενα από την παραβολή σηµεία (εστίες) και Θ 
το σηµείο τοµής των ΓΕ, ∆Ζ τότε η ΘΜ είναι κάθετη στην εφαπτοµένη Γ∆. 

 
(Βλέπε απόδειξη στην Πρόταση 16, Κεφάλαιο 5) 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 51 (Εστιακή ιδιότητα υπερβολής, Κωνικά, βιβλίο γ΄, Πρόταση 

51,  [1], τόµος β΄, σελ. 226)   
                        

«E¦n ØperbolÁj À tîn ¢ntikeimšnwn par¦ tÕn ¥xona  
‡son ™f' ˜k£tera parablhqÍ tù tet£rtJ mšrei toà  
e‡douj Øperb£llon e‡dei tetragènJ, kaˆ ¢pÕ tîn geno- 
mšnwn ™k tÁj parabolÁj shme…wn klasqîsin eÙqe‹ai  
prÕj Ðpoteranoàn tîn tomîn, ¹ me…zwn tÁj ™l£ssonoj  
Øperšcei tù ¥xoni.»  

 
∆ηλαδή, αν στον άξονα υπερβολής ή των αντικειµένων, παραβληθεί ορθο-

γώνιο ίσο µε το ένα τέταρτο του σχήµατος (δηλ. ένα τέταρτο κύριου άξονα Χ 
παράµετρο) υπερβάλλον κατά σχήµα τετράγωνο, και από τα δυο µέρη του άξο-
να, και από τα γενόµενα από την παραβολή σηµεία φέρουµε ευθείες προς 
οποιοδήποτε σηµείο των τοµών, η µεγαλύτερη υπερέχει της µικρότερης κατά 
τον άξονα. 

 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                             
 

38

ΠΡΟΤΑΣΗ 52 (Εστιακή ιδιότητα έλλειψης, Κωνικά, βιβλίο γ΄, Πρόταση 52,   
                               [1], τόµος β΄, σελ. 255) 
Αν σε έλλειψη παραβληθεί στον µεγάλο άξονα και προς τα δυο του µέρη 
ορθογώνιο ίσο µε το ένα τέταρτο του σχήµατος, «ελλείπον σχήµα τετράγω-
νον» και από τα γενόµενα από την παραβολή σηµεία φέρουµε τµήµατα προς 
την έλλειψη, τότε το άθροισµα τους είναι ίσο µε τον  άξονα. 

 
Απόδειξη (Απολλωνίου) 
Έστω ΑΑ′ (Σχήµα 16) ο µεγάλος άξονας της έλλειψης και σηµεία Ε′, Ε ώστε 

Ε′Α⋅Ε′Α′ = ΕΑ⋅ΕΑ′ (= 4
1 pΑΑ′, όπου p = 2β2/α η παράµετρος της έλλειψης. Τα 

σηµεία Ε′, Ε - εστίες - είναι αυτά που ονοµάζει «τα γενόµενα από την παραβο-
λή»). Έστω Μ σηµείο της έλλειψης και η εφαπτοµένη στο Μ που τέµνει τον 
µεγάλο άξονα στο σηµείο Ζ. Θα δείξουµε ότι ΜΕ′ + ΜΕ = ΑΑ′. Από κέντρο Ο 
φέρνουµε ΟΘ//ΜΕ′ που τέµνει την ΜΕ στο Κ. Τότε από την Πρόταση 48 

(ανακλαστική ιδιότητα) έχουµε 
∧∧

=′ ΘKMEZM  και λόγω Ε′Μ//ΟΘ το τρίγωνο 
ΜΚΘ είναι ισοσκελές οπότε ΜΚ = ΚΘ. 

Z A'

M
K

Θ

ΑΕΟΕ'

 
Αλλά επειδή Ο µέσο της ΕΕ′ και ΟΘ//ΜΕ′, είναι και ΜΚ = ΚΕ, οπότε ΜΕ = 
2ΘΚ και ΜΕ′ = 2ΟΚ. Έτσι έχουµε  ΜΕ′ + ΜΕ = 2ΟΘ, αλλά (από Πρόταση 
50) ΟΘ = ΟΑ, εποµένως ΜΕ′ + ΜΕ = ΑΑ′. 

 
 

ΙV. ΑΠΟ ΤΟ  4ο  ΒΙΒΛΙΟ 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 34 (Κωνικά, βιβλίο δ΄, Πρόταση 34, [1], τόµος γ΄, σελ. 54) 

Εάν µια έλλειψη εφάπτεται σε δυο σηµεία µε µια άλλη έλλειψη ή κύκλο  που 
έχει το ίδιο κέντρο µε την πρώτη, τότε η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία 
επαφής θα διέρχεται από το κοινό κέντρο αυτών. 

 
Απόδειξη (Απολλωνίου) 

 

Σχήµα 16 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο                           Ι Σ Τ Ο Ρ Ι Α 
 

39

Έστω ότι οι δυο ελλείψεις εφάπτονται µεταξύ των (µόνο) στα σηµεία Α, Β 
(Σχήµα 17) και ας φέρουµε την ΑΒ και  έστω ότι οι εφαπτοµένες στα σηµεία 
Α, Β τέµνονται στο σηµείο Λ.  

 

O

A

B

MHΛ Ζ

 
Έστω Ζ το µέσο της ΑΒ , οπότε η ΛΖ (Κωνικά βιβλίο 2, Πρόταση 29, βλέπε 
και §5.4, Πρόταση 11) είναι διάµετρος των ελλείψεων, άρα διέρχεται από το 
κέντρο τους Ο. Εποµένως θα έχουµε ΟΛ⋅ΟΖ = ΟΗ2  για την  µια έλλειψη και 
ΟΛ⋅ΟΖ = ΟΜ2 για την άλλη έλλειψη (Κωνικά, βιβλίο 1, Πρόταση 37, βλέπε 
και §5.4, Πρόταση 12(α))  
Άρα ΟΗ = ΟΜ, αδύνατο. Εποµένως οι εφαπτόµενες στα σηµεία Α, Β είναι 
παράλληλες, οπότε η ΑΒ είναι διάµετρος (Κωνικά, βιβλίο β΄, Πρόταση 27, 
βλέπε και §5.4, Πόρισµα 10.2). 
 

 
Α5.  ∆ιοκλής 

 
Γύρω στο 1970 ανακαλύφθηκε σε βιβλιοθήκη του Ιράν, το βιβλίο του 

∆ιοκλή Περί Πυρείων µεταφρασµένο στα Αραβικά. Το έργο αυτό µεταφρά-
στηκε στ’ Αγγλικά το 1976 από τον G.  J. Toomer ([27]). Ο ∆ιοκλής έζησε µε-
τά τον Αρχιµήδη, περίπου το 180 π.Χ., και στο έργο του αυτό ασχολείται κατ’ 
αρχήν µε δυο προβλήµατα που αφορούν τα κάτοπτρα ανάφλεξης. Στο 
υπόλοιπο έργο δίνει λύσεις σε δυο περίφηµα προβλήµατα, αυτό του διπλα-
σιασµού του κύβου και της διαίρεσης σφαίρας µε ένα επίπεδο ώστε οι όγκοι 
των δυο τµηµάτων να έχουν δεδοµένο λόγο. Το πρώτο πρόβληµα το αντιµε-
τώπισε  µε δυο τρόπους: στον πρώτο χρησιµοποιεί την τοµή  δυο παραβολών, 
ενώ στον δεύτερο χρησιµοποιεί µια νέα καµπύλη, που ανακάλυψε ο ίδιος, την 
κισσοειδή (βλ.§4.3 Πρόταση 11, σηµείωση). Το δεύτερο πρόβληµα το έλυσε 
µε την βοήθεια δυο κωνικών τοµών, µιας έλλειψης και µιας ισοσκελούς υπερ-
βολής. 

 
Οι κωνικές στο έργο Περί Πυρείων 

 
Σχετικά µε  τις κωνικές τοµές  που χρησιµοποιεί ο ∆ιοκλής στο έργο του 

αυτό, παρατηρούµε τα εξής: 

Σχήµα 17 
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1. Εκτός από την Πρόταση 8, το έργο του ∆ιοκλή είναι γραµµένο σύµφωνα µε 
την προ Απολλώνια παράδοση, παρ’ όλο που, όπως υποθέτουµε, έζησε 
περίπου την ίδια εποχή µε τον Απολλώνιο. Ο ∆ιοκλής χρησιµοποιεί τον όρο 
«τοµή ορθογωνίου κώνου» για την παραβολή, αλλά για τις άλλες κωνικές στην 
Πρόταση 8 χρησιµοποιεί τα ονόµατα έλλειψη και υπερβολή αντί των παλαιών 
ονοµάτων που θα περίµενε κανείς.  

 
2. Υποθέτει χωρίς απόδειξη το θεώρηµα ότι, η υποκάθετος στην παραβολή εί- 
ναι σταθερή και ίση µε το µισό της παραµέτρου της παραβολής (βλ.§4.3,  
Πρόταση 5(v)). Αυτό το θεώρηµα δεν εµφανίζεται  στα Κωνικά του Απολ-
λωνίου, αλλά έχουµε µαρτυρίες ότι ήταν ένα θεώρηµα στα προ Aπολλώνια 
στοιχεία κωνικών ([27], σελ. 9).  

 
3. Ο ∆ιοκλής χρησιµοποιεί τον όρο «άξονα» µόνο για τον άξονα µιας κωνο-
ειδούς, και ποτέ για τον άξονα µια κωνικής. Για το τελευταίο χρησιµοποιεί τον 
όρο διχοτόµος που δεν συµφωνεί µε την πρακτική ούτε του Αρχιµήδη ούτε του 
Απολλωνίου.  

 
 

4. Η εστία της παραβολής 
Όπως αναφέραµε (Κεφ.1, [A2]), ο Απολλώνιος αναφέρεται στις ιδιότητες 

των εστιών της έλλειψης και της υπερβολής, χωρίς να αναφέρεται πουθενά 
στην εστία της παραβολής και στην ανακλαστική της ιδιότητα. Πριν την 
ανακάλυψη του έργου του ∆ιοκλή, ξέραµε ότι η ιδιότητα αυτή είχε χρησι-
µοποιηθεί στο Bobbio µαθηµατικό χειρόγραφο και από τον Ανθέµιο τον Τραλ-
λιανό (6ος αιών. µ.Χ).  Όµως τώρα διαπιστώνουµε ότι αυτή η ιδιότητα ανακα-
λύφθηκε πολύ πιο νωρίς από τον Απολλώνιο, αφού ο ∆ιοκλής µας πληροφορεί 
ότι το πρόβληµα της κατασκευής ενός κατόπτρου ανάφλεξης που συγκεντρώ-
νει όλες τις ακτίνες σε ένα σηµείο, λύθηκε από τον ∆οσίθεο. 

 
5. Κατασκευή της παραβολής από την εστία και την διευθετούσα. 

Στο Περί Πυρείων και στην Πρόταση 4 ([27], σελ. 62) ο ∆ιοκλής λύνει το 
πρόβληµα κατασκευής ενός κατόπτρου ανάφλεξης που έχει δοσµένο εστιακό 
µήκος, µε µια µέθοδο η οποία απαιτεί το σχεδιασµό παραβολής όταν είναι 
γνωστή η εστία και η διευθετούσα της.  Στην συνέχεια όµως (Πρόταση 5) 
αποδεικνύει ότι αυτή η καµπύλη που κατασκευάζεται µε αυτόν τον τρόπο είναι 
πράγµατι παραβολή, δηλαδή έχει το «σύµπτωµα» ορισµού της παραβολής 
([27], σελ. 17). Μπορούµε έτσι να υποθέσουµε ότι, δεν θα το έκανε αυτό, αν 
ήταν ήδη γνωστή από τα προηγούµενα χρόνια η ιδιότητα αυτή.  

Ίσως λοιπόν ο  ∆ιοκλής να ανακάλυψε την ιδιότητα εστίας-διευθετούσας 
για την παραβολή, αν και  όπως αναφέραµε (βλέπε Κεφ.1, Α2), ο Πάππος την 
αποδίδει στον Ευκλείδη.  Εκτός από τον ∆ιοκλή είναι γνωστό ότι και ο Ανθέ-
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µιος (6ος αιώνας µ.Χ.) χρησιµοποίησε την ιδιότητα αυτή για την κατασκευή  
παραβολής ([7]). 

Πάντως ένα όργανο για την χάραξη της παραβολής φαίνεται ότι 
δηµιουργήθηκε από τον Μηχανικό Ισίδωρο (6ος αιώνας µ.Χ.)  συνεργάτη του 
Ανθεµίου και δάσκαλο του Ευτοκίου.  
Το σχετικό απόσπασµα του Ευτοκίου, από τα σχόλιά του (σελ. 84) στο Περί 
σφαίρας και κυλίνδρου του Αρχιµήδη, είναι το εξής: 
 

[Gr£fetai d� ¹ parabol¾ di¦ toà eØreqšntoj dia- 
b»tou tù Milhs…J mhcanikù 'IsidèrJ tù ¹metšrJ di- 
dask£lJ, grafšntoj d� Øp' aÙtoà e„j tÕ genÒmenon aÙ- 
tù ØpÒmnhma tîn “Hrwnoj Kamarikîn].  

 
 

Α6.  Πάππος 
 

Μετά τον Απολλώνιο και τον ∆ιοκλή, µε τις κωνικές τοµές ασχολήθηκε  
και  ο τελευταίος των µεγάλων αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών, ο Πάππος ο 
Αλεξανδρινός (περίπου 300 µ.Χ.). Ο Πάππος, εκτός από τις χρήσιµες πληρο-
φορίες που µας διέσωσε και τα σπουδαία και θαυµαστά αποτελέσµατα και θε-
ωρήµατα  που ανακάλυψε,  διακρίθηκε για την συστηµατοποίηση και  συµπλή-
ρωση της Ελληνικής Γεωµετρίας. Το περίφηµο έργο του Συναγωγή, που 
αποτελείται από 8 βιβλία,  περιέχει εκτός από διάφορα  λήµµατα και σχολια-
σµούς σε έργα αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών και  πολλά  νέα θεωρήµατα.  

Στο 7ο βιβλίο της  Συναγωγής του  και µε τον  τίτλο Λήµµατα,  διατυπώνει 
διάφορες βοηθητικές προτάσεις στα Κωνικά του Απολλωνίου. Στα Λήµµατα 
υπάρχουν πολλές προτάσεις που αφορούν σχέσεις σε όµοια τρίγωνα, καθώς 
και µετρικές σχέσεις σε τρίγωνα και παραλληλόγραµµα. Πολλές από τις προ-
τάσεις που βρίσκουµε σήµερα σε βιβλία Ευκλείδειας Γεωµετρίας είναι δικές 
του. Ας πάρουµε ένα µικρό δείγµα από αυτές: 

 
1. Λήµµα 1 στο 1ο βιβλίο των Κωνικών, (Συναγωγή, βιβλίο 7, σελ. 918, [1], 
τόµος δ΄, σελ. 120). 

 
Έστω ένας  κυκλικός κώνος (ορθός ή πλάγιος). Να βρεθεί ποιο από τα 

τµήµατα που το ένα άκρο τους είναι η κορυφή του κώνου και το άλλο είναι 
ένα σηµείο του κύκλου της βάσης του  είναι το  µεγαλύτερο και ποιο το µικρό-
τερο. 

 
Ο Πάππος βρίσκει ότι τα τµήµατα αυτά ορίζονται από την τοµή της επιφάνειας 
του κώνου µε το επίπεδο που ορίζεται, από την κάθετη από την κορυφή του 
κώνου στο επίπεδο της βάσης του και από το κέντρο του κύκλου βάσης. 
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2. Λήµµα 2 στο 2ο βιβλίο των Κωνικών, (Συναγωγή, βιβλίο 7, [1] τόµος δ΄, 
σελ. 137). 

Έστω δυο τρίγωνα ΑΒΓ, ∆ΕΖ µε 
ΕΖ
∆=

ΒΓ
EAB  και ΑΒ//∆Ε, ΒΓ//ΕΖ. Τότε 

ΑΓ//∆Ζ. 
 

3. Λήµµα 2 στο 5ο βιβλίο των Κωνικών, (Συναγωγή, βιβλίο 7, [1], τόµος δ΄, 
σελ. 159). 
 
∆ίδεται γωνία ΒΑΓ και σηµείο ∆ εντός αυτής. Να γραφεί υπερβολή η οποία να 
διέρχεται από το σηµείο ∆ και να έχει ασύµπτωτες τις ευθείες ΑΒ, ΑΓ. 
 
4. Λήµµα 10 στο 6ο βιβλίο των Κωνικών (Συναγωγή, βιβλίο 7, σελ. 988, [1], 
τόµος δ΄, σελ. 192). 

«i. ”Estw dÚo tr…gwna t¦ ABG DEZ, Ñrq¦j œconta  
t¦j A D gwn…aj, kaˆ di»cqwsan aƒ AH DQ ™n ‡saij gw- 
n…aij ta‹j ØpÕ AHB DQE, œstw d� æj ¹ BH prÕj t¾n  
HG, oÛtwj ¹ EQ prÕj t¾n QZ· Óti ÓmoiÒn ™stin tÕ m�n  
ABH tr…gwnon tù DEQ trigènJ, tÕ d� AHG tù DQZ…»  

 
∆ηλαδή: Έστω δυο τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ που έχουν τις γωνίες Α, ∆ ορθές και 
έστω Η σηµείο της πλευράς ΒΓ και Θ σηµείο της πλευράς ΕΖ. Αν η γωνία 

ΑΗΒ είναι ίση µε την γωνία ∆ΘΕ και 
ΘΖ
Θ=Β E

ΓH
H , τότε το τρίγωνο ΑΒΗ είναι 

όµοιο µε το ∆ΕΘ και το ΑΗΓ όµοιο µε το ∆ΘΖ. 
 
Επίσης στην  Συναγωγή και στο 8ο βιβλίο της, που αναφέρεται σε θέµατα 

µηχανικής, ασχολείται µε το πρόβληµα της εύρεσης κωνικής τοµής όταν δίνο-
νται 5 σηµεία της και το χρησιµοποιεί στην λύση του εξής απίθανου προβλή-
µατος, 

«…proteinÒmenon ØpÕ tîn ¢rcitektÒnwn. ¢xioàsi g¦r mšrouj 
™pifane…aj Ñrqoà kul…ndrou doqšntoj, oá mhd�n mšroj  
Øgi�j ful£ssetai tîn ™n ta‹j b£sesi perifereiîn, eØre‹n  
tÕ p£coj toà kul…ndrou,…» 
  
(Συναγωγή, βιβλίο 8, ιγ, σελ. 1074) 

 
δηλαδή να βρεθεί το πάχος µιας σπασµένης κυλινδρικής κολώνας, της οποίας 
έχουµε ένα µόνο τµήµα της! Στο ίδιο βιβλίο περιέχεται επίσης η κατασκευή 
των κυρίων αξόνων µιας έλλειψης όταν δίνονται δυο συζυγείς διάµετροι, ενώ 
στο έκτο βιβλίο προσδιορίζει το κέντρο µιας έλλειψης η οποία είναι απεικόνι-
ση υπό προοπτική ενός κύκλου. 
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Σηµαντικός είναι ακόµη ο ενιαίος ορισµός των κωνικών τοµών που 
υπάρχει, όπως αναφέραµε και αλλού (Κεφ.1, Α2),  σε ένα λήµµα του στο έργο 
του Ευκλείδη  Περί τόπων προς επιφάνεια στην (Συναγωγή, βιβλίο 7, σελ. 
1012) :     

  
«Κωνική τοµή είναι ο γεωµετρικός  τόπος του σηµείου Σ ενός επιπέδου µε 

την ιδιότητα, ο λόγος των αποστάσεων του σηµείου Σ από ένα σταθερό σηµείο Ε 
και µια σταθερή ευθεία (δ) είναι σταθερός και ίσος µε ε». 

 
Ο σταθερός λόγος ε λέγεται εκκεντρότητα και στο ερώτηµα για ποιες τιµές του 
ε έχουµε παραβολή, έλλειψη ή υπερβολή, ο Πάππος απαντά: 

• Παραβολή, αν ε = 1 
• Έλλειψη, αν ε < 1 («ελλείπειν»)  
• Υπερβολή, αν ε > 1 («υπερβάλλειν») 

 
Ακόµη ο Πάππος έδωσε δυο λύσεις στο πρόβληµα της τριχοτόµησης µιας 

γωνίας στις οποίες χρησιµοποιεί κωνικές τοµές, χωρίς να χρησιµοποιεί νεύση 
 («… cwrˆj tÁj neÚσewj, di¦ σtereoà tÒpou toioÚtou….»,  Συναγωγή,  

βιβλίο 4, προτάσεις λη΄, µγ΄, σελ. 280, 282, 284). 
Στην  πρώτη λύση χρησιµοποιεί µια υπερβολή που κατασκευάζεται από τις 
ασύµπτωτες και ένα σηµείο της, ενώ στην δεύτερη χρησιµοποιεί την ιδιότητα 
εστίας και διευθετούσας µιας υπερβολής (µε εκκεντρότητα 2) ([15], σελ. 112 
και  [6], τόµος Ι, σελ. 299). Επίσης ο Πάππος στη Συναγωγή,  βιβλίο 4, σελ. 
302,  µε την βοήθεια µιας υπερβολής και µιας παραβολής, δίνει λύση σε ένα 
πρόβληµα που ο Αρχιµήδης είχε λύσει µε νεύση, στο έργο του Περί Ελίκων.  

Ο Πάππος ασχολήθηκε και µε το πρόβληµα των «τριών ή τεσσάρων 
ευθειών». Για το πρόβληµα αυτό, ο Απολλώνιος αναφέρει ότι δεν είχε πλήρως 
µελετηθεί στο βιβλίο των  Κωνικών του Ευκλείδη και ότι ο ίδιος το πέτυχε µε 
την βοήθεια Προτάσεων του γ΄ βιβλίου του. 
Το περίφηµο αυτό πρόβληµα αναφέρει ο Πάππος στην Συναγωγή του: 

 
«… ™¦n g£r, qšsei dedomšnwn triîn eÙqeiîn, ¢pÒ 
tinoj [toà aÙtoà] shme…ou katacqîsin ™pˆ t¦j tre‹j 
™n dedomšnaij gwn…aij eÙqe‹ai, kaˆ lÒgoj Ï doqeˆj toà ØpÕ 
dÚo kathgmšnwn periecomšnou Ñrqogwn…ou prÕj tÕ ¢pÕ tÁj 
loipÁj tetr£gwnon, tÕ shme‹on ¤yetai qšsei dedomšnou 
stereoà tÒpou, toutšstin mi©j tîn triîn kwnikîn gram- 
mîn. kaˆ ™¦n ™pˆ d eÙqe…aj qšsei dedomšnaj katacqîsin 
eÙqe‹ai ™n dedomšnaij gwn…aij, kaˆ lÒgoj Ï doqeˆj toà ØpÕ 
dÚo kathgmšnwn prÕj tÕ ØpÕ tîn loipîn dÚo kathgmšnwn, 
Ðmo…wj tÕ shme‹on ¤yetai qšsei dedomšnhj kènou tomÁj». 

    (Συναγωγή, βιβλίο 7, σελ.  678) 
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∆ηλαδή, αν δοθούν τρεις ευθείες σε δεδοµένη θέση και από ένα σηµείο φέρου-
µε ευθύγραµµα τµήµατα υπό δεδοµένες γωνίες προς τις τρεις αυτές ευθείες, 
ώστε ο λόγος του γινοµένου των δυο από αυτά, προς το τετράγωνο του τρίτου  
να είναι γνωστός, τότε το σηµείο ανήκει σε µια κωνική. 
Επίσης αν δοθούν τέσσερις ευθείες, και φέρουµε, υπό δεδοµένες γωνίες, 
τέσσερα τµήµατα  από ένα σηµείο προς τις ευθείες αυτές, ώστε ο λόγος του γι-
νοµένου δυο από αυτά, προς το γινόµενο των δυο άλλων να είναι σταθερός, 
τοτε το σηµείο ανήκει σε κωνική. Στο  επόµενο σχήµα έχουµε την παράσταση 
αυτού του θεωρήµατος για την ειδική περίπτωση που οι δεδοµένες γωνίες είναι 
ορθές, οπότε τα τµήµατα αντιστοιχούν σε αποστάσεις. 
Το θεώρηµα αυτό διατυπώθηκε, µε  λίγο διαφορετική µορφή, τον 19ο αιώνα 
από τον Chasles (βλέπε Κεφ.1, Β). 

 

M

A
B

∆

Μ

Γ

Α

Β

Γ

 
 
Να σηµειώσουµε ακόµη ότι ο Πάππος, στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της 

Συναγωγής, διατυπώνει δεκατρία Λήµµατα στο έργο του Ευκλείδη Πορίσµατα 
(βλ. [20], σελ. 338-341). Τα λήµµατα έπαιξαν σπουδαίο ρόλο στην ανάπτυξη 
της Προβολικής Γεωµετρίας τον 17ο και 18ο αιώνα, η οποία έδωσε νέα ώθηση 
στην µελέτη των κωνικών. Μεταξύ άλλων απέδειξε την σταθερότητα του 
αναρµονικού ή διπλού λόγου δέσµης ευθειών σε µια ειδική περίπτωση (βλέπε 
παρακάτω Κεφ.1, Ενότητα Β).  

 
Μετά τον Πάππο, µε τις κωνικές τοµές ασχολήθηκε ο Σερήνος (4ος αιώνας 

µ.Χ.) και στην συνέχεια µερικοί  Άραβες µαθηµατικοί, αλλά τα έργα των 
αρχαίων Ελλήνων γεωµετρών ξεπεράστηκαν µόνο τον 17ο  αιώνα. Έτσι, µέχρι 
τον 17ο αιώνα, που εµφανίσθηκαν µεγάλες µορφές των Μαθηµατικών και 
Φυσικών επιστηµών, έγιναν διάφοροι σχολιασµοί, µεταφράσεις και εκδόσεις 
των Κωνικών, γεγονός που δείχνει την αίγλη που ασκούσαν τα Κωνικά στον 

cΓMMB
2 =

ΜΑ
⋅  

cMBMA =
Μ∆⋅ΜΓ
⋅
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πνευµατικό κόσµο κάθε εποχής. Εκτός από την έκδοση και τα σχόλια του 
Ευτοκίου που αναφέραµε,  σχόλια στα Κωνικά έγραψε και η µαθηµατικός 
Υπατία (τέλος 4ου αιώνα µ.Χ.). Η Υπατία, η οποία ήταν κόρη του µαθηµατικού 
Θέωνα του Αλεξανδρινού (που εξέδωσε τα Στοιχεία του Ευκλείδη), βρήκε 
τραγικό θάνατο από τον όχλο το 415 µ.Χ. στην Αλεξάνδρεια. Τα σχόλια της 
Υπατίας  χάθηκαν όπως και τα σχόλια που έγραψε ο Σερήνος για τα Κωνικά 
του Απολλωνίου.  

 
Α7.  Σερήνος 

 
Ο µαθηµατικός Σερήνος  καταγόταν από την Αντινόνεια (ή Αντινοούπολη) 

της Μέσης Αιγύπτου, πόλη που ιδρύθηκε από τον Αδριανό (117-138 µ.Χ). 
Έζησε περίπου τον 4ο αιώνα µ.Χ.,  δηλαδή µεταξύ του Πάππου και του Θέωνα 
του Αλεξανδρινού ([6], τόµος Ι,  σελ. 602,  [1], τόµος α΄, σελ. 12). 

Εκτός από τα σχόλιά του στα Κωνικά, που δεν σώθηκαν, έγραψε δυο  
πραγµατείες: Περί τοµής Κυλίνδρου και Περί τοµής κώνου. Τα έργα αυτά µετα-
φράστηκαν στα Λατινικά από τον Commandinus το 1566. Το πρώτο Ελληνικό 
κείµενο των έργων αυτών εµφανίζεται µαζί µε την έκδοση των Κωνικών από 
τον Ηalley (Οξφόρδη 1710), ενώ σήµερα έχουµε το στερεότυπο κείµενο που 
εκδόθηκε από τον Heiberg (1896) ([6], τόµος ΙΙ, σελ. 602). Στο πρώτο έργο 
του, αφού ορίσει την κυκλική κυλινδρική επιφάνεια, αποδεικνύει ότι η τοµή 
της µε επίπεδο που δεν είναι παράλληλο στην βάση της, είναι έλλειψη, την 
οποία δίνει µε το «σύµπτωµα» του Απολλωνίου. (βλέπε ονοµασία κωνικών, 
Κεφ.1, Α4.3). Όπως λέει χαρακτηριστικά, 

 
«…ToÚtwn oÛtwj ™cÒntwn fanerÒn ™σtin, Óti ¹ ABG  
toà kul…ndrou tom¾ œlleiy…j ™σtin· Óσa g¦r ™ntaàqa  
tÍ tomÍ ™de…cqh Øp£rconta, p£nta Ðmo…wj kaˆ ™pˆ  
toà kènou tÍ ™lle…yei ØpÁrcen, æj ™n to‹j Kwniko‹j  
de…knutai qewr»maσi..» 
(Περί τοµής κυλίνδρου, Πρόταση ιζ΄, σελ. 52).   

 
Επίσης λύνει διάφορα σχετικά προβλήµατα, π.χ. δοσµένου ενός κώνου (ή ενός 
κυλίνδρου) και µιας έλλειψης επάνω σ’ αυτόν, να βρεθεί κύλινδρος (αντίστοι- 
χα κώνος) που να έχει την ίδια τοµή µε αυτήν του κώνου (κυλίνδρου). 

Στο έργο του Περί τοµής Κώνου, ο Σερήνος ασχολείται µε τα εµβαδά τοµών 
σε ορθούς ή σκαληνούς κώνους που σχηµατίζονται από επίπεδα που 
διέρχονται από την κορυφή του κώνου και είτε περιέχουν είτε όχι τον άξονά 
του κώνου. Σηµαντική είναι η ακόλουθη πρόταση που αποδεικνύει: 

 
 
 

 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                             
 

46

   Πρόταση nz΄.  
     «'E¦n kînoj σkalhnÕj di¦ toà ¥xonoj tmhqÍ, tîn  
genomšnwn trigènwn tÕ me‹zon me…zona per…metron  
œcei, kaˆ oá trigènou me…zwn ¹ per…metroj, kaˆ aÙtÕ  
me‹zÒn ™σti»  

       
       (Σερήνου: Περί τοµής κώνου, Πρόταση 57, σελ. 268)  
 
∆ηλαδή, το µεγαλύτερο σε (εµβαδόν) αξονικό τρίγωνο σε ένα σκαληνό κώνο 
έχει τη µεγαλύτερη περίµετρο και αντίστροφα.  
 
 
 
Α8. Οι Άραβες παίρνουν την   σκυτάλη - Οι µεταφράσεις  των     

           Κωνικών.  
          
Οι πρώτες µεταφράσεις  των Κωνικών στα Αραβικά έγιναν από τους 

Ahmad al-Hasan,  Αl-Isfahani το 983 µ.Χ. και τον Thabit ibn Qurra (826-901 
µ.Χ), οι οποίες πέρα από την ώθηση που έδωσαν στην επιστήµη, συνέβαλαν 
ώστε να σωθούν τα βιβλία V, VI, VII των Κωνικών των οποίων, όπως ανα-
φέραµε, χάθηκε το Ελληνικό πρωτότυπο. 

Ο Thabit υπήρξε σπουδαίος µαθηµατικός µε ελληνοµάθεια που του επέ-
τρεψε να µεταφράσει στα Αραβικά πολλά αρχαία Ελληνικά κείµενα. Σχετικά 
µε τις κωνικές βρήκε το εµβαδόν της έλλειψης (Ε = παβ) καθώς και το 
εµβαδόν της κυλινδρικής επιφάνειας  που περικλείεται από δυο τοµές (Ε1), 
(Ε2) ενός πλάγιου κυκλικού κυλίνδρου. Οι τοµές είναι ελλείψεις και ο Thabit 
βρήκε ότι η επιφάνεια αυτή είναι ίση µε το γινόµενο της απόστασης Γ∆ των 
κέντρων των δυο ελλείψεων επί την περίµετρο (Κ) της τοµής της κυλινδρικής 
επιφάνειας µε ένα επίπεδο κάθετο σ’ αυτήν (Σχήµα (α)). Επίσης, χρησιµο-
ποιώντας την µέθοδο εξάντλησης του Αρχιµήδη, βρήκε µε διαφορετικό τρόπο 
από αυτόν του Αρχιµήδη, ότι το εµβαδόν του παραβολικού χωρίου ΜΑΛ είναι 

ίσο µε 3
)M)(AB(2 Λ  (Σχήµα (β)). 
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Α

Β

Γ

∆

(Κ)
Α Β

Μ

Λ

(Ε1)

(Ε2)

 
Άλλος σπουδαίος Άραβας φυσικός και µαθηµατικός που ασχολήθηκε µε 

θέµατα κωνικών τοµών ήταν ο Ιbn Haitam, γνωστός ως Alhazen (965-1040 
µ.Χ). Συνέδεσε το όνοµά του µε το «Πρόβληµα του  Alhazen»:  

 
 
 

Β
Α

Γ

 
 

Αν δοθούν δυο σηµεία Α, Β (Σχήµα (γ)) να βρεθεί ένα σηµείο Γ πάνω σ’ ένα 
δοθέν κάτοπτρο (κοίλο ή κυρτό) ώστε µια ακτίνα από το Α ανακλώµενη να 

y = αx2(γ)  

(α) (β) 

(δ)  
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περάσει από το Β. Το πρόβληµα είναι αρκετά δύσκολο, ακόµη και για τον 
κύκλο. Ο Alhazen το έλυσε µε την αναγωγή του σε τοµή κύκλου και ορθογώ-
νιας υπερβολής. Επίσης, ακολουθώντας την µέθοδο της εξάντλησης του 
Αρχιµήδη, βρήκε ότι ο όγκος  του στερεού που δηµιουργείται από περιστρο-
φή µιας παραβολής  περί άξονα κάθετο στον άξονά της, είναι ίσος µε τα 8/15 
του αντίστοιχου περιγεγραµµένου σ’ αυτήν κυλίνδρου (Σχήµα (δ)). 

 
 
Β.  ΟΙ ΚΩΝΙΚΕΣ ΣΤΗΝ ∆ΥΣΗ ΑΠΟ ΤΟΝ  16ο  ΑΙΩΝΑ ΚΑΙ ΜΕΤΑ 

 
Η ∆ύση µετά από πολλούς αιώνες πνευµατικής απραξίας στις θετικές 

επιστήµες, γνώρισε τις κωνικές τοµές και γενικά τα έργα των αρχαίων 
Ελλήνων, είτε µέσα από τις µεταφράσεις των Ελληνικών πρωτότυπων κειµέ-
νων, είτε από τις αραβικές µεταφράσεις των κειµένων αυτών, στην Λατινική 
γλώσσα.  

Ένας από τους πιο σπουδαίους µεταφραστές και εκδότες των κλασικών 
µαθηµατικών χειρογράφων στην ∆ύση, ήταν ο Γερµανός Αστρονόµος 
Johannes Muller (ή Regiomontanus) (1436-1476). Μεταξύ άλλων µετάφρασε 
και εξέδωσε στην Νυρεµβέργη τα έργα  του Απολλωνίου και του Αρχιµήδη 
([26], σελ. 143). 

Το 1501 κυκλοφόρησε στην Βενετία το έργο του George Valla, De expe-
tendis et fugiendis rebus, το οποίο είναι ένα είδος εγκυκλοπαίδειας των επτά 
τεχνών. Στο βιβλίο ΧΙΙΙ, Κεφάλαιο ΙΙΙ µε τίτλο «De cοnica sectione» υπάρχει 
µια ιστορική αναδροµή στις κωνικές τοµές µε αναφορές στους Ευκλείδη, 
Απολλώνιο και Πάππο καθώς και στο πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου 
που λύνεται µε αυτές ([10], σελ. 216]. Ένα µέρος του βιβλίου αυτού είναι η 
λατινική µετάφραση του Ελληνικού κειµένου των Κωνικών που έφτασε στην 
Ιταλία από τον Francois Philephe (1398-1480),  γύρω στο 1425, ο οποίος  ήταν 
µαθητής στην Κωνσταντινούπολη και Φλωρεντία του Μανουήλ Χρυσολωρά 
([1], τόµος Α΄, σελ. 14). Στην συνέχεια έχουµε την έκδοση του βιβλίου του  
Johannes Werner (1468-1528), Super Vigintiduobus Elementis Conicis, το 
1522 στην Νυρεµβέργη, όπου γίνεται αναφορά στο πρόβληµα του διπλασια-
σµού του κύβου µε χρήση κωνικών τοµών. 
To 1537 δηµοσιεύθηκε µια λατινική µετάφραση των τεσσάρων πρώτων 
βιβλίων  των Κωνικών του Απολλωνίου (µόνο αυτά ήταν τότε γνωστά) από 
τον βενετό πατρίκιο G. B. Memo. Η έκδοση έγινε µετά τον θάνατόν του, από 
τον γιο του που δεν ήξερε Μαθηµατικά, µε αποτέλεσµα η έκδοση να είναι 
σχεδόν άχρηστη ([12], τόµος β΄, σελ. 95). Αυτό όµως έδωσε το ερέθισµα σε 
µεταγενέστερους µαθηµατικούς να επιχειρήσουν καλύτερες µεταφράσεις.  

Έτσι ο Φραγκίσκος  Μαυρόλυκος (1484-1575)  θέλησε να ανασυντάξει τα 
επόµενα δυο βιβλία του Απολλωνίου µε βάσει τις πληροφορίες του Πάππου. Ο 
Μαυρόλυκος γεννήθηκε στην Μεσσήνη της Σικελίας από οικογένεια  Κωνστα-
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ντινουπολιτών και ήταν σπουδαίος µαθηµατικός, αστρονόµος, ποιητής και 
ιστορικός ([12], τόµος β΄,  σελ. 96). 
Όταν αργότερα ανακαλύφθηκαν οι Αραβικές µεταφράσεις των δυο αυτών 
βιβλίων, έγινε φανερό ότι ο Μαυρόλυκος ως προς το βιβλίο V (µέγιστα και 
ελάχιστα στις κωνικές) είχε µεγάλες διαφορές, ενώ κάπως λιγότερες στο 
βιβλίο VI (ισότητα και  οµοιότητα κωνικών). Από τις µελέτες του στις κωνικές 
τοµές ανακάλυψε ένα νέο τρόπο για την µελέτη τους, να εξετάζει δηλαδή τις 
καµπύλες αυτές κατ’ ευθείαν πάνω στον κώνο. Η µέθοδος αυτή αποτελεί και 
την πρώτη πρόοδο που έγινε πάνω στις κωνικές τοµές από την εποχή του 
Απολλωνίου ([12], τόµος β΄,  σελ. 98). 

 
Ακολουθεί η λατινική µετάφραση των Κωνικών του Απολλωνίου από τον 

Federigo Cοmmandino (Μπολώνια 1566) που περιελάµβανε τα λήµµατα του 
Πάππου και τα σχόλια του Ευτοκίου. O Φρειδερίκος Κοµµαντίνος (1509-
1565) υπήρξε σπουδαία προσωπικότητα της εποχής του. Ανάλωσε την ζωή του 
σε σχολιασµούς και  µεταφράσεις των αρχαίων Ελλήνων γεωµετρών ([12], 
τόµος Β΄, σελ. 100). Πάντως η πρώτη σπουδαία έκδοση του Ελληνικού κειµέ-
νου των 7 βιβλίων των Κωνικών έγινε από τον Halley (Οξφόρδη 1710).  

Σήµερα το ελληνικό κείµενο των βιβλίων Ι-ΙV  και τα σχόλια του Ευτοκίου 
υπάρχουν στην έκδοση του Heiberg (Λειψία 1891-1893) ([12], τόµος γ΄, σελ.  
168). Από την έκδοση αυτή είναι η µετάφραση στα Ελληνικά (καθαρεύουσα) 
και η έκδοση των Κωνικών, το 1973, του τελευταίου µεγάλου µελετητή των 
Αρχαίων Ελληνικών Μαθηµατικών Ευάγγελου Σταµάτη (1898-1990). (Για τον 
βίο και το έργο του Ευάγγελου Σταµάτη, βλέπε το άρθρο του Γ. Κατσέλη στο 
τεύχος 26 του περιοδικού ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ Β΄, 1997-1998, έκδοση Ε.Μ.Ε.).  

 
Τα θέµατα των κωνικών τοµών και κύρια το έργο του Απολλωνίου, µαζί µε 

τα Στοιχεία του Ευκλείδη και τα έργα του Αρχιµήδη, κυριαρχούσαν στις 
µαθηµατικές και φυσικές έρευνες και στην διδασκαλία από τον 16ο µέχρι και 
τις αρχές του 19ου αιώνα. Ιδιαίτερα τον 17ο αιώνα, το ενδιαφέρον για τις κωνι-
κές ήταν µεγάλο στους µαθηµατικούς και φυσικούς µε συνέπεια να εµφανι-
στούν νέα αποτελέσµατα και νέοι τρόποι µελέτης τους (προβολές, πολικές, 
µετασχηµατισµοί κλπ). Στην συνέχεια η µελέτη και η διδασκαλία των κωνικών 
τοµών στην Ανώτατη Εκπαίδευση παραµερίστηκε, προς όφελος της Παρα-
στατικής και Προβολικής Γεωµετρίας. 

 Αναφέρουµε κατά χρονολογία γέννησης τους σπουδαιότερους µαθηµα-
τικούς και φυσικούς που ασχολήθηκαν λιγότερο ή περισσότερο µε τις κωνικές 
τοµές από τον 16ο µέχρι τον 19ο  αιώνα και µικρά δείγµατα από τα έργα τους.   
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1. Galileo Galilei (1564-1642), Ιταλός. 
 
Περίφηµος φυσικός, αστρονόµος και µαθηµατικός που συνέδεσε την 

θεωρία µε το πείραµα. Ο Γαλιλαίος, σε  σχέση µε τις κωνικές τοµές απέδειξε 
ότι η τροχιά ενός βλήµατος είναι παραβολή,  καθώς και  ότι το διάστηµα ως 
συνάρτηση του χρόνου, που διανύει ένα  υλικό σηµείο που κινείται ελεύθερα 
σε κεκλιµένο επίπεδο, περιγράφεται από µια δευτεροβάθµια εξίσωση που αντι-
στοιχεί σε παραβολή. Επίσης  υπέθεσε ότι η καµπύλη που σχηµατίζει ένα βαρύ 
και οµογενές νήµα που κρέµεται σε δυο σηµεία  είναι παραβολή, όµως ο 
Ηuyggens (1629-1695) απέδειξε πειραµατικά το 1669 ότι αυτό δεν είναι σω-
στό και ότι πρόκειται για µια νέα καµπύλη, την οποία ονόµασε αλυσοειδή. H 
αλυσοειδής µελετήθηκε κυρίως από τον  Jean Bernoulli (1667-1748) το 1691. 

 
 

2. Johannes  Kepler (1571-1630), Γερµανός. 
 
Υπήρξε µεγάλος αστρονόµος και στο έργο του Αstronomia Νova  (Νέα 

Αστρονοµία) διατύπωσε τους δυο πρώτους νόµους κίνησης των πλανητών: τον 
νόµο της ελλειπτικότητας των τροχιών τους και τον νόµο της αναλογίας των 
εµβαδών των χωρίων, που διαγράφονται από την επιβατική τους ακτίνα, και 
των χρόνων περιφοράς τους γύρω από τον ήλιο. Στο έργο του Harmonica 
Mundi (Αρµονία του Κόσµου, 1619) διατυπώνεται ο τρίτος νόµος: τα τετρά-
γωνα των περιόδων περιφοράς των πλανητών είναι ανάλογα µε τους κύβους 
των µεγάλων ηµιαξόνων των τροχιών τους. (Η απόδειξη των νόµων αυτών 
έγινε αργότερα από τον Νεύτωνα). Ήταν ο αυτός που εισήγαγε την λέξη focus 
(εστία) στις κωνικές τοµές ([27], σελ. 15) και προσδιόρισε µε προσέγγιση την 
περίµετρο της έλλειψης µε ηµιάξονες α, β ως ίση µε π(α+β). 
Οι νόµοι του Kepler  δυνάµωσαν το ενδιαφέρον για τις κωνικές τοµές και ήταν 
ένα ισχυρότατο κίνητρο για να αρχίσει εκ νέου η µελέτη τους. 

 Κύριο µαθηµατικό έργο του Kepler είναι η Stereometria  Doliorum 
Vinorum (Στερεοµετρία για τα βαρέλια κρασιού) που αποτελεί τη πρώτη 
εξέλιξη στο σχετικό έργο του Αρχιµήδη Περί Κωνοειδέων και Σφαιροειδέων. 
Εκεί µελετώνται τα στερεά σχήµατα  που δηµιουργούνται από την περιστροφή 
ενός κύκλου γύρω από µια ευθεία του επιπέδου του ή µιας από τις τρεις 
κωνικές  γύρω από ευθεία παράλληλη προς ένα άξονα της κωνικής. Επίσης 
υπολογίζει όγκους σχετικών στερεών. Ο Kepler, ενδιαφερόµενος κυρίως για 
πρακτικούς σκοπούς, δεν ακολουθούσε στις µεθόδους του την, αναγνωρισµένη 
από τον ίδιο, αυστηρότητα του Αρχιµήδη ([26], σελ. 160).  
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3. Gregory de Saint  Vincent (1584-1667), Βέλγος.  
 
Tο 1647 κυκλοφόρησε το έργο του  Opus quagraturαe circuli et sectionum 

coni  στο οποίο υπάρχει µια πρωτότυπη αναµόρφωση της αρχαίας θεωρίας των 
κωνικών τοµών, ο ορισµός και η µελέτη µιας νέα κατηγορίας καµπυλών τετάρ-
του βαθµού, οι λεγόµενες ισχυρές παραβολές, καθώς και η εισαγωγή µεθόδων 
µετασχηµατισµού επιπέδων σχηµάτων ([12], τόµος β΄, σελ. 308). Ας δούµε 
ένα µετασχηµατισµό, όπου ένα τµήµα ΑΓ µετασχηµατίζεται σε έλλειψη ([4], 
σελ. 36-37). 

 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΓ = β > α = ΒΓ  (Σχήµα (α)) και ∆ ένα µεταβλητό 
σηµείο της ΒΓ. Φέρνουµε ∆Ζ//ΑΒ και ΖΜ κάθετη στην ΑΓ ώστε ΖΜ2 = 
Β∆⋅∆Γ. Τότε το σηµείο Μ ανήκει σε έλλειψη. 
Πράγµατι, επειδή ∆Ζ//ΑΒ έχουµε,  

ΑΓ
ΒΓ=

Γ
∆Γ=

Α ZZ
∆B  οπότε  

Γ⋅Α
Μ=

Γ⋅Α
∆Γ⋅Β∆=

ΑΓ
ΒΓ

ZZ
Z

ZZ
2

2

2

 , άρα 2

22

ZZ
Z

β
α=

Γ⋅Α
Μ , 

δηλαδή το σηµείο Μ ανήκει σε έλλειψη µε µεγάλο άξονα ΑΓ = β  και µικρό 
α = ΒΓ. 

 

A

B

7

M

∆

Γ Σ (-2p,0)
O

M

A(x,0)

B(0,y)

Z

 
                Σχήµα (α)                                  Σχήµα (β) 
 
∆υο άλλους ενδιαφέροντες µετασχηµατισµούς γραµµής σε κωνική έχουµε 

στα παρακάτω προβλήµατα. 
 
1. Έστω ένας κύκλος διαµέτρου ΑΒ. Φέρνουµε από το Α ευθεία που 

σχηµατίζει γωνία 45ο µε την ΑΒ η οποία τέµνει, την εφαπτοµένη του κύκλου 
στο Β, στο σηµείο Γ. Έστω Σ τυχόν σηµείο του ΑΒ και η κάθετη στην ΑΒ στο 
Σ που τέµνει την ΑΓ στο Η και  τον κύκλο στο ∆. Πάνω στην Σ∆ παίρνουµε 
τµήµα ΗΜ = Σ∆. Τότε προκύπτει ότι ΗΜ2/ΑΗ⋅ΗΓ = 1/2, δηλαδή το σηµείο Μ 
ανήκει σε µια κωνική. Μάλιστα ο Vincent  διαπιστώνει ότι η κωνική  αυτή 
εφάπτεται του κύκλου στο Α, έχει κοινή εφαπτοµένη µε αυτόν στο Γ και 
συγχρόνως τέµνει τον κύκλο. 
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2. Έστω ορθή γωνία ΧΟΥ και  µια σταθερή ευθεία ΟΤ. Έστω  ακόµη Σ ένα  
σταθερό σηµείο της ΟΤ και Λ ένα µεταβλητό σηµείο της ΟΤ. Φέρνουµε ΛΚ 
και ΣΕ κάθετες στην ΟΧ και παίρνουµε σηµείο Μ στην ΛΚ ώστε ΜΕ = ΛΚ. 
Τότε το Μ ανήκει σε µια κωνική µε εστία το Ε και διευθετούσα την ΟΥ.   

 
Ενδιαφέρον είναι και ο τρόπος που κατασκευάζει την παραβολή µε 

παράµετρο p και κορυφή Ο: Από το σηµείο Σ(-2p, 0) του άξονα των x (Σχήµα 
(β)), φέρνει τυχαία ευθεία που τέµνει τον άξονα των y έστω στο σηµείο Β(0, 
y). Στην συνέχεια φέρνει από το Β κάθετη στην ΣΒ που τέµνει τον άξονα των 
x, έστω στο σηµείο Α(x, 0). Τότε οι παράλληλες από τα Α, Β προς τους άξονες 
τέµνονται στο σηµείο Μ το οποίο είναι σηµείο της παραβολής, γιατί από το 
ορθογώνιο τρίγωνο ΑΣΒ, µε ύψος ΒΟ,  έχουµε ΒΟ2  = ΣΟ⋅ΟΑ  ή y2 = 2px. 

 
Στον Vincent ακόµη οφείλεται η ανακάλυψη της ιδιότητας της ορθογώνιας 

υπερβολής (y = 1/x) να περικλείει ίσα εµβαδά µεταξύ των διαστηµάτων [α, β] 
και [λα, λβ], και κατ’ επέκταση η ανακάλυψη των φυσικών λογαρίθµων. 
Επίσης  βρήκε ότι η ορθογώνια υπερβολή περικλείει άπειρο εµβαδόν µεταξύ 
των ασυµπώτων της, ενώ ο όγκος που παράγεται από την περιστροφή της περί 
τον άξονα των x  είναι πεπερασµένος. Ακόµη έδωσε µια νέα απόδειξη  της 
ισότητας δυο τόξων που ανήκουν σε µια παραβολή και µια Αρχιµήδεια έλικα. 
Από την λέξη «exhaurire» (εξαντλώ) που χρησιµοποιούσε στον υπολογισµό 
εµβαδών και όγκων, προήλθε η σηµερινή ονοµασία “method of exhaustion” 
(«µέθοδος της εξάντλησης») του Απειροστικού Λογισµού ([12], σελ. 309).  

 
 

4. Claude Mydorge (1585-1647), Γάλλος. 
 
 Έγραψε µια πραγµατεία για τις κωνικές τοµές το 1631 σε δυο βιβλία (στην 

δεύτερη έκδοση το 1641 σε τέσσερα), στηριζόµενος στα έργα των αρχαίων 
Ελλήνων γεωµετρών αλλά έχει κάνει και σηµαντικές προσθήκες.  

Ας δούµε ένα µικρό δείγµα της εργασίας του Mydorge: Με δεδοµένη µια 
διάµετρο έλλειψης και µια αντίστοιχη τεταγµένη, να κατασκευαστούν διάφορα 
σηµεία της έλλειψης ([4], σελ. 34). 
(Λέγοντας αντίστοιχη τεταγµένη εννοεί µια τεταγµένη παράλληλη στην 
εφαπτοµένη στο άκρο της δοσµένης διαµέτρου). 
Έστω ΑΤ = 2α′ η  δοσµένη διάµετρος, β′ = ΟΒ αντίστοιχη συζυγής ηµιδιά-
µετρος (δηλαδή µε ΟΒ παράλληλη στην εφαπτοµένη στο Τ ή στο Α) και Γ∆ η 
δεδοµένη αντίστοιχη τεταγµένη, παράλληλη στην εφαπτοµένη στο σηµείο Τ. 
Κατασκευάζουµε κατ’ αρχήν ένα σηµείο Ε πάνω στην Γ∆ ώστε Γ∆2 = ΓΤ⋅ΓΕ. 

Επειδή το σηµείο ∆ ανήκει στην έλλειψη έχουµε Γ∆2 = T
α 2

2

Γ⋅ΑΓ
′
β′ , οπότε 
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ΓΕ = ΑΓ
′
β′

2

2

α
 (1). Έστω Ζ το σηµείο που η ΑΕ τέµνει την εφαπτοµένη στο Τ. 

A

T
O

EM

H

∆

Γ

Β Ζ

Λ

 
 Επειδή  Γ∆//ΤΖ έχουµε 

ΑΓ
α′=

ΓΕ
Ζ 2T  (2) και λόγω της (1) παίρνουµε 

                                     ΤΖ = ΓΕ
α′
β′=′

22
ΑΓ
α2   (3) 

δηλαδή το ΤΖ είναι η παράµετρος της έλλειψης. Για την εύρεση τώρα 
διαφόρων σηµείων εργαζόµαστε ως εξής: Έστω Η τυχόν σηµείο του τµήµατος 
ΑΤ. Φέρνουµε ΗΛ//Γ∆  και παίρνουµε σηµείο Μ στην ΗΛ τέτοιο ώστε  
ΗΜ2 = ΤΗ⋅ΗΛ, τότε το Μ είναι σηµείο της δοσµένης έλλειψης. Πράγµατι, 

επειδή ΗΛ//ΤΖ έχουµε 
α′
ΑΗ=

Ζ 2T
ΛH , οπότε, λόγω της  (3) έχουµε 

ΗΜ2 = ΤΗ⋅ΗΛ = ΤΗ⋅ΤΖ 2

2

α
AHTH2 ′

β′⋅⋅=
α′
ΑΗ  ή  2

22

αTHAH
M

′
β′=

⋅
Η , άρα το Μ 

ανήκει στην δοσµένη έλλειψη. Έτσι για κάθε σηµείο Η του ΑΤ  βρίσκουµε και 
ένα σηµείο του ενός µισού της έλλειψης, οπότε έχουµε και το συµµετρικό του 
ως προς το Ο. 

Γενικά η εργασία του Mydorge αποτελείται από πολλά θεωρήµατα, αλλά 
δεν περιέχει γενικές µεθόδους. Η δουλειά του διαφέρει από αυτήν των 
Desargues και Pascal που προσπαθούσαν να βγάλουν πολλά αποτελέσµατα 
από ένα θεώρηµα. Εκείνο τον καιρό, όπως λέει o ιστορικός των Μαθηµατικών 
Julian Cοοlidge, «σκοπός των ασχολουµένων µε τις κωνικές ήταν να 
ξεπεράσουν την αποδεικτική ικανότητα του Απολλωνίου. Συχνά τα κατά-
φερναν, µε την έννοια ότι έβρισκαν κάτι απλούστερο, αλλά σπάνια κατέληγαν 
σε αποδεικτική δεινότητα που θα µπορούσε να συγκριθεί µε αυτήν του 
Απολλωνίου, π.χ. εκείνη που αφορά την θεωρία των καθέτων στα µέγιστα και 
ελάχιστα στις κωνικές» ([4], σελ. 35). 

 
 

5. Rene Descartes (Καρτέσιος) (1596-1650). 
 
Με τον Γάλλο φιλόσοφο Καρτέσιο αρχίζει να ραγίζει το φράγµα που έβαζε 

η γεωµετρία στην ανάπτυξη των Μαθηµατικών. Η Άλγεβρα µπαίνει δυναµικά 
στην υπηρεσία της Γεωµετρίας και των Μαθηµατικών γενικότερα. Το 1637  



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                             
 

54

εκδίδει το µοναδικό µαθηµατικό έργο του La Geometrie (Γεωµετρία), που 
έµελλε να συµβάλλει στην δηµιουργία της Αναλυτικής Γεωµετρίας. ∆υο ήταν 
οι µεγάλες συνεισφορές του Καρτέσιου στα Μαθηµατικά: 
i) Ότι εφάρµοσε µε συνέπεια την αναπτυγµένη Άλγεβρα του 16ου αιώνα στη 
Γεωµετρία των αρχαίων Ελλήνων µε αποτέλεσµα την ανάπτυξη των δυνα-
τοτήτων εφαρµογής της Άλγεβρας, και ii) ότι απέρριψε τους περιορισµούς 
οµογένειας των προγενεστέρων του. Από τον Καρτέσιο και µετά τα x2, x3, xy 
λογίζονταν πλέον σαν γραµµικά τµήµατα ([26], σελ. 166) 

Το έργο του La Geometrie διαιρείται σε τρία βιβλία. Στο βιβλίο Ι υπάρχουν 
προβλήµατα που λύνονται µε κανόνα και διαβήτη καθώς  και οι µέθοδοι µε τις 
οποίες  ένα γεωµετρικό πρόβληµα µετασχηµατίζεται σε αλγεβρικό. Στο βιβλίο 
ΙΙ χρησιµοποιεί δυο συντεταγµένες και παριστάνει τις καµπύλες µε εξισώσεις. 
Γενικά το συµβολικό σύστηµα του Καρτέσιου µοιάζει πολύ µε αυτό που 
χρησιµοποιούµε σήµερα στην άλγεβρα. Πάντως, αν και όπως έγραψε  ο Κ. Κα-
ραθεοδωρή το 1924 ([23], πρόλογος στον α΄ τόµο), «αι σύγχρονοι µέθοδοι της 
αναλυτικής γεωµετρίας δεν έχουν παρά ελάχιστα κοινά σηµεία µετά της 
γεωµετρίας του Descarteς», η συµβολή του στην ανάπτυξη της Αναλυτικής 
Γεωµετρίας και των Μαθηµατικών γενικότερα υπήρξε τεράστια. 

Aς δούµε, µε σύγχρονη απόδοση, ένα µικρό δείγµα από το έργο του Καρτέ-
σιου, που αφορά τον προσεγγιστικό υπολογισµό ριζών (πολυωνυµικών) εξισώ-
σεων  3ου και 4ου βαθµού µε την βοήθεια κωνικών ([25], τεύχος 15) σε σύγχρο-
νη απόδοση. 
Κατ’ αρχήν κάθε εξίσωση 3ου βαθµού, δηλαδή  της µορφής  
x3 + αx2 + βx + γ = 0, µπορεί, µέσω της αντικατάστασης y = x - α/3, να έρθει 
στην µορφή 

                   y3 + Ay + B = 0   ή   y4 + Ay2 + By = 0  (y ≠ 0).  
Όµοια η εξίσωση  x4 + αx3 + βx2 + γx + δ = 0,  µε την  αντικατάσταση  
y = x - α/3, µετατρέπεται στην εξίσωση   y4 + Ay2 + By + Γ = 0.  
Άρα κάθε εξίσωση 3ου ή 4ου βαθµού παίρνει την µορφή 
                                    x4 + Ax2 + Bx + Γ = 0  (1) 
Οι ρίζες τώρα της (1) θα βρεθούν προσεγγιστικά ως τετµηµένες των 

σηµείων τοµής της παραβολής  y = x2  και ενός κύκλου  (x - κ)2 + (y - λ)2  = 
R2, που θα προσδιοριστεί κατάλληλα. 

Αντικαθιστώντας το y = x2  στην εξίσωση (x - κ)2 + (y - λ)2  = R2  παίρνουµε 
                         x4 + (1 - 2λ)x2 - 2κx + κ2 + λ2 - R2 = 0  (2) 
Έτσι αν θέσουµε Α = 1 - 2λ, Β = -2κ, Γ = κ2 + λ2 - R2, υπολογίζουµε 

2
Α-1λ,2

Β-κ == , R2 = 4
)A1(B 22 −+  - Γ  και αντί της (1)  θα έχουµε να 

λύσουµε την  (2). Αν  τώρα ισχύει Β2 + (1 - Α)2 ≥ 4Γ, η (2) έχει πραγµατικές 
ρίζες και οι ρίζες αυτές αντιστοιχούν στις τετµηµένες των σηµείων τοµής της 
παραβολής 
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   y = x2  και του κύκλου  Γ4
)A1(B

2
A1y2

Bx
2222
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Αν  όµως ισχύει Β2 + (1 - Α)2 < 4Γ  η εξίσωση (1) έχει µόνο µιγαδικές ρίζες 
και η µέθοδος αποτυγχάνει να τις βρει. 

 
                                     

6.  Girard Desargues (1591-1661), Γάλλος. 
 
Το 1639 δηµοσιεύθηκε στο Παρίσι  το σπουδαίο έργο του µε τίτλο  

Brouillon – Projet  d’ une Atteinte aux  Evenemens des Rencontres d’ un Cone 
avec un Plan (Σχεδίασµα για τα συµβαίνοντα κατά τις συναντήσεις ενός 
κώνου µ’ ένα επίπεδο). Στο έργο του εισάγει νέα ορολογία και αναφέρεται σε 
θέµατα σχετικά µε την µέθοδο προοπτικής απεικόνισης αντικειµένων. Το έργο 
αυτό είχε ξεχαστεί επί πολλά χρόνια, µέχρι που έπεσε στα χέρια του Γάλλου 
γεωµέτρη Michel Chasles (1793-1890) ένα αντίγραφο της πραγµατείας αυτής 
το οποίο είχε γραφεί από τον µαθητή του Desargues, Philippe de la Hire 
(1640-1718). Από τότε η συµβολή του αναγνωρίζεται ως µια από τις σπουδαι-
ότερες στην θεµελίωση του νέου κλάδου της συνθετικής Προβολικής Γεωµε-
τρίας, της Γεωµετρίας δηλαδή που είναι απαλλαγµένης µετρικών σχέσεων. 
Ανακάλυψε διάφορα νέα θεωρήµατα στις κωνικές τοµές. Εις τον Desargues 
αποδίδεται και το οµώνυµο θεώρηµα των προοπτικών τριγώνων, το οποίο 
κατέχει κεντρική σηµασία, µαζί µε το θεώρηµα του Πάππου, στην θεµελίωση 
της Προβολικής Γεωµετρίας. 
Επίσης σ’ αυτόν αποδίδεται και το  θεώρηµα της ενέλιξης  καθώς και το 
θεώρηµα των έξι  6 σηµείων ([4], σελ. 29) το οποίο  και αναφέρουµε:  

Έστω ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆  εγγεγραµµένο σε κύκλο ή σε µια κωνική. Αν 
µια τυχούσα ευθεία (διατέµνουσα) τέµνει τις απέναντι πλευρές ΑΒ, ∆Γ στα 
σηµεία Ρ, Σ  αντίστοιχα, καθώς και τις πλευρές ΒΓ, Α∆ στα σηµεία Μ, Λ 
αντίστοιχα,  και τον κύκλο στα σηµεία Κ, Ν, τότε ισχύει 

                                        ΣΚΣΝ
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∆ηλαδή κατά τον Desargues τα 6 σηµεία Ρ, Σ, Μ, Λ, Κ, Ν βρίσκονται «εν 

ενελίξει» (involution) ή ότι αποτελούν µια ενελικτική εξάδα. Μάλιστα η λέξη 
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involution είναι η µοναδική που έµεινε από το νεωτεριστικό λεξιλόγιο που 
χρησιµοποιούσε ([12], τόµος β΄, σελ. 282). 

 
 

7. Pierre de Fermat (1601-1665), Γάλλος. 
 
Με το έργο του Εισαγωγή στους επίπεδους και στερεούς τόπους (Ad locos 

planos et solidos isagoge) που γράφτηκε πριν το 1637, θεωρείται  ισάξιος του 
Καρτέσιου όσον αφορά την επινόηση της µεθόδου των  συντεταγµένων ([12], 
τόµος β΄, σελ. 256). Πράγµατι στην θεωρία του, υιοθετώντας τις αλγεβρικές 
µεθόδους του Viete, µετέτρεψε  ουσιαστικά την Γεωµετρία των αρχαίων 
Ελλήνων  σε αλγεβρική µορφή. Ενώ όµως ο Καρτέσιος ξεκινούσε από ένα 
γεωµετρικό τόπο και έφτανε στην εξίσωσή του, ο Fermat δούλευε αντίστροφα. 
Έτσι π.χ. ξεκινώντας από την εξίσωση xy = κ2 και χρησιµοποιώντας  σιωπηρά 
θεωρήµατα από τα Κωνικά, αποδεικνύει ότι παριστάνει υπερβολή. Μετά 
γενικεύει στην εξίσωση α2 + xy = βx + γy κλπ. Ο Fermat µαζί µε τον Καρτέσιο 
θεωρούνται οι ιδρυτές της Αναλυτικής Γεωµετρίας. 

 
 

8. Gilles Personnes de Roberval (1602-1675), Γάλλος. 
 
Υπήρξε µέλος της Ακαδηµίας των Παρισίων και ήταν καθαρός γεωµέτρης. 

Συνέδεσε το όνοµα του µε την «µέθοδο Roberval» για την κατασκευή  
εφαπτοµένης καµπύλης. Ας σηµειωθεί ότι ο Evangelista Torricelli (1608-1647) 
είχε ανακαλύψει παρόµοια µέθοδο, αλλά µόνο για την παραβολή. Ο Roberval 
εφάρµοσε την µέθοδό του σ’ όλες τις γνωστές τότε καµπύλες (κύκλος παρα-
βολή, έλλειψη, υπερβολή, κογχοειδής, τετραγωνίζουσα και Αρχιµήδεια έλικα, 
[12], σελ. 312). 

 
 

9. Jοhn  Wallis (1616 - 1703), Άγγλος  
 
Έγραψε το βιβλίο De sectionibus conicis nova methodo expositis tractatus 

(Πραγµατεία για τις κωνικές τοµές) (1655), το οποίο είναι άµεσα επηρεασµένο 
από τον Καρτέσιο. Στο πρώτο µέρος οι καµπύλες θεωρούνται στο χώρο µε 
εφαρµογές της αρχής του Cavalieri. Το δεύτερο µέρος του βιβλίου παρου-
σιάζει ενδιαφέρον αφού οι κωνικές µελετώνται µε περιορισµένη χρήση 
καρτεσιανών συντεταγµένων. Ο Wallis στην πραγµατικότητα αντικαθιστά µε 
γράµµατα τα µήκη του Απολλωνίου και αντί να έχει αναλογίες χειρίζεται εξι-
σώσεις. Τελικά, όπως σηµειώνει ο ιστορικός Loria ([12], τόµος β΄, σελ. 335) 
οι κωνικές τοµές του Wallis έχουν µόνο ιστορική αξία την οποία µεγαλώνει το 
γεγονός ότι για πρώτη φορά εισάγεται το σύµβολο ∞ του απείρου. 
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10. Vincenzo  Viviani (1622-1703), Ιταλός,  
 
  Ήταν ο τελευταίος µαθητής του  Γαλλιλαίου. Ο  Viviani, βλέποντας ότι η 

προσπάθεια του Μαυρόλυκου να αναπαράγει τα υπόλοιπα, εκτός των 
τεσσάρων πρώτων βιβλίων των Κωνικών του Απολλωνίου δεν ήταν καλή, 
προσπάθησε να τα αναπαραγάγει ο ίδιος. Την εποχή εκείνη ο Καθηγητής του 
Πανεπιστηµίου της Πίζας Gιacommo Alfonso Borelli (1608-1679) βρήκε στην 
βιβλιοθήκη του µεγάλου δουκάτου της Φλωρεντίας τα βιβλία V,VI,VII του 
Απολλωνίου στα Αραβικά (το όγδοο δεν υπήρχε) από την αραβική µετάφραση 
του Αl-Isfahani, και τα µετάφρασε στα Λατινικά το 1661 µε την βοήθεια του 
λογίου Abraham Ecchelensis (Αβραάµ του Εχελαίου, από την πόλη της 
Παλαιστίνης Έχελα). Τελικά φάνηκε ότι το έργο του Viviani είχε περισσότερα 
ως προς την έκταση  (µετά την µελέτη στο επίπεδο µεταβαίνει στο χώρο) αλλά 
λιγότερα ως προς το βάθος της µελέτης σε σχέση µε τα βιβλία V,VI,VII των 
Kωνικών  του Απολλωνίου ([12], τόµος β΄,  σελ. 199). 

 
11. Βlaise Pascal (1623- 1662), Γάλλος. 

 
∆ηµοσίευσε το 1640 ένα φυλλάδιο µε τίτλο Essay poyr les coniques 

(∆οκίµιο επί των Κωνικών). Πρόκειται, όπως ο ίδιος αναγνωρίζει, για 
εφαρµογές σε µεθόδους που είχε επινοήσει ο Desargues. Τα ευνοϊκά σχόλια 
που δέχτηκε για το έργο του αυτό, τον ενθάρρυναν να το συµπληρώσει και να 
δηµιουργήσει έτσι µια πραγµατεία για τις κωνικές τοµές, χωρίς όµως να την 
τελειώσει. Το έργο αυτό, από µια συνοδευτική επιστολή του Leibniz (1676) 
µαθαίνουµε ότι περιείχε: 

1. Γένεση των κωνικών τοµών, χορδές και εφαπτόµενες.  
ΙΙ. Μυστικόν εξάγραµµον.  
ΙΙΙ. Περί των τεσσάρων εφαπτοµένων και των ευθειών που ενώνουν τα 

σηµεία επαφής, από όπου προκύπτουν οι ιδιότητες των αρµονικών διαιρέσεων 
ευθειών.  

ΙV. Προτάσεις µεταξύ τµηµάτων οριζοµένων από εφαπτόµενες και χορδές.  
V. Επαφές κωνικών. 
VI. Περί του στερεού τόπου, δηλαδή για το πρόβληµα των τριών ή 

τεσσάρων ευθειών. 
Σύµφωνα µε τον Leibniz τα υπόλοιπα κείµενα του Pascal αφορούσαν τον 

προσδιορισµό µιας κωνικής µε δεδοµένα µια διάµετρο ή την παράµετρό της 
και θα έπρεπε σύντοµα να δηµοσιευθούν, κάτι το οποίο δεν έγινε τελικά. 
Έτσι, από το γεωµετρικό αυτό έργο του Pascal, σήµερα υπάρχει µόνο το 
αρχικό φυλλάδιο που αναφέραµε ([12], τόµος β΄, σελ. 291). Ο Pascal προτι-
µούσε τις µεθόδους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και δεν ασχολήθηκε µε τις 
συντεταγµένες του Καρτέσιου και του Fermat.  

Συνέδεσε το όνοµά του µε το  θεώρηµα Pascal («Μυστικό εξάγραµµο»):  
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Αν ένα κυρτό εξάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖ (ή µη κυρτό ΑΓΕΒΖ∆) είναι εγγεγραµµένο 
σε κύκλο ή κωνική τοµή, και  οι απέναντι πλευρές του (ΑΒ, ∆Ε), (ΒΓ, ΕΖ), 
(Γ∆, ΖΑ), (αντίστοιχα (ΑΓ, ΒΖ), (ΓΕ, Ζ∆), (ΕΒ, ∆Α)) τέµνονται, τότε τα 
σηµεία τοµής τους είναι συνευθειακά (Σχήµα 1(i)). 
Ας δούµε λίγο εκτενέστερα το θέµα αυτό. Το θεώρηµα του Pascal εκφράζει 
την αναγκαία και ικανή σχέση που πρέπει να πληρούν 6 σηµεία (που ανά τρία 
δεν είναι συγγραµµικά) για να ανήκουν σε µια κωνική, αφού ήταν γνωστό ήδη 
από τον Απολλώνιο, ότι από 5 σηµεία, που δεν βρίσκονται 3 από αυτά στην 
ίδια ευθεία, διέρχεται µια µόνη κωνική τοµή. 
 Το θεώρηµα αυτό είναι γενίκευση του θεωρήµατος του Πάππου, που 
αναφέρεται σε δυο τεµνόµενες ευθείες και τρία σηµεία σε κάθε µια, εφόσον οι 
δυο ευθείες µπορούν να θεωρηθούν, τετριµµένα, ως κωνικές (όταν το επίπεδο 
τοµής περιέχει τον άξονα του κώνου). Το θεώρηµα του Pascal χρησιµεύει στη 
λύση των παρακάτω προβληµάτων ([21], σελ. 273).  
Έστω η   κωνική τοµή η οποία διέρχεται από 5 δοσµένα σηµεία:  
 

α. Να κατασκευαστούν διάφορα  σηµεία της. 
β. Να βρεθεί το κέντρο της.  
γ. Να βρεθεί η εφαπτοµένη  σ’ ένα σηµείο της .  
δ. Να βρεθούν οι άξονές της, κατά θέση και µέγεθος. 
 

Το θεώρηµα του Pascal ισχύει και στις περιπτώσεις που, στα 6 σηµεία του, 
κάποια ζεύγη γειτονικών σηµείων συµπίπτουν, οπότε οι αντίστοιχες ευθείες 
τους θεωρούνται εφαπτοµένες της κωνικής. Έτσι έχουµε τα ενδιαφέροντα 
θεωρήµατα: 

Α. Αν ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµµένο σε κωνική, τότε  τα δυο 
σηµεία τοµής των απέναντι πλευρών (δηλαδή των ευθειών ΑΒ, Γ∆, και ΒΓ, 
Α∆)  και τα σηµεία τοµής των εφαπτοµένων στις απέναντι κορυφές του 
(δηλαδή το σηµείο τοµής των εφαπτοµένων στα σηµεία Α, Γ και το σηµείο 
τοµής των εφαπτοµένων στα σηµεία Β, ∆) είναι συνευθειακά. 
 

Β. Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ (Σχήµα 1(ii)) είναι εγγεγραµµένο σε κωνική, τότε  
τα σηµεία τοµής των πλευρών του µε τις εφαπτόµενες στις απέναντι κορυφές 
του  είναι σηµεία συνευθειακά ([21], σελ. 275). 

 
Γ. Αν τρία σηµεία Α, Β, Γ ανήκουν σε µια κωνική, τότε τα σηµεία Α, Γ 

είναι συζυγή αρµονικά των εξής σηµείων: το ένα είναι το σηµείο τοµής της 
εφαπτοµένης στο Β µε την ευθεία ΑΓ και το άλλο είναι το σηµείο τοµής 
επίσης της ΑΓ µε την ευθεία που διέρχεται από το Β και το σηµείο τοµής των 
εφαπτοµένων στα σηµεία Α, Γ.    
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 12. Johan De Witt (1625-1672). 
 
Ο Johan De Witt ήταν διάσηµος Ολλανδός πολιτικός αλλά αγαπούσε πολύ 

τα µαθηµατικά. Το 1659 έγραψε το βιβλίο Elementa curvarum linearum 
(Στοιχεία καµπύλων γραµµών) το οποίο δηµoσιεύτηκε από τον F. Van 
Schooten. Αυτό είναι το µόνο  µαθηµατικό του έργο, χωρισµένο σε δυο βιβλία 
και  επηρε-ασµένο από τον Καρτέσιο. To βιβλίο Ι περιέχει µια συνοπτική 
θεωρία των κωνικών τοµών οι οποίες προσεγγίζονται µε ένα ασυνήθιστο για 
την εποχή τρόπο: ως τόποι κινουµένων σηµείων. Αυτός ο τρόπος έγινε 
αργότερα ευρύ-τερα αποδεκτός, µάλιστα ο Νεύτωνας και ο Maclaurin  
βελτίωσαν την µέθοδο αυτή. O Vincent αλλά και ο Descartes είχαν παρόµοιες 
«κινηµατικές» ιδέες αλλά η µέθοδος του De Witt  ήταν διαφορετική από 
αυτούς ([4], σελ. 38). To βιβλίο Ι αποτελεί ένα προοίµιο για το βιβλίο ΙΙ, όπου 
µελετώνται οι κωνικές σε σχέση µε τις δευτεροβάθµιες εξισώσεις τους ([12], 
τόµος β΄, σελ. 333). 

 
 

Σχήµα 1 
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13. Philippe de la Hire (1640-1718), Γάλλος. 
 
Ένας ακόµη µεγάλος συνθετικός γεωµέτρης εµφανίστηκε στον 17ο αιώνα,  

τον αιώνα τον τόσο πλούσιο σε επιστήµονες µε ενδιαφέρον για τις κωνικές 
τοµές. Το 1673 έγραψε  ένα έργο σχετικά µε τις κωνικές τοµές (Nouvelle 
methode en geometrie pour les sections et les superficies coniques) στο οποίο  
οι καµπύλες αυτές µελετώνται µέσω ενός σηµαντικού επίπεδου µετα-
σχηµατισµού (οµολογίας) ο οποίος µετατρέπει τον κύκλο σε κωνική.  
Έτσι συνάγονται ιδιότητες µιας κωνικής τοµής από τις ιδιότητες του κύκλου. 
Αργότερα ο µετασχηµατισµός οµολογία µελετήθηκε και από τον Poncelet ([4], 
σελ. 41). Επίσης το 1679 δηµοσιεύθηκαν τρεις τόµοι µε έργα του. Στον πρώτο 
τόµο µελετώνται οι κωνικές τοµές στο επίπεδο µε γεωµετρικό τρόπο, µε βάση 
τις εστιακές τους ιδιότητες. Στους άλλους δυο τόµους ασχολείται µε γεωµε-
τρικά προβλήµατα που οδηγούν σε καρτεσιανές συντεταγµένες, ακολουθώντας 
έτσι τον Descartes, καθώς και µε λύσεις εξισώσεων µε γραφικές µεθόδους 
([12], τόµος β΄, σελ. 337). 

 Το σπουδαιότερο έργο του La Hire  είναι το Sectiones Conicae   που εκδό-
θηκε το 1685 και αποτελείται από 9 βιβλία. Το πρώτο περιέχει τον αρµονικό 
διαχωρισµό ευθείας, την προβολική αναλλοίωτη, την πολική σηµείου  και 
σχετικά καλυµµένες τις αρµονικές ιδιότητες του πλήρους τετραπλεύρου και 
τετρακόρυφου. Στο δεύτερο και τρίτο βιβλίο ο La Hire ασχολείται µε τον 
κώνο, τις Απολλώνιες τοµές και τις πολικές ιδιότητες των κωνικών. Το 
τέταρτο βιβλίο ασχολείται µε τις ασύµπτωτες, ενώ το πέµπτο περιέχει µετρικά 
θεωρήµατα για διαµέτρους και παραµέτρους. 
Το έκτο διαπραγµατεύεται το παλιό θέµα του Απολλωνίου, τις όµοιες κωνικές, 
ενώ στο 7ο βιβλίο, όπως σηµειώνει ο ιστορικός Cοolidge, o de la Hire 
αναµετριέται άµεσα µε τον «µέγα Γεωµέτρη». Βρίσκει πρώτα, όπως αυτός, τα 
σηµεία πάνω στην κωνική που είναι πιο κοντά σε σηµεία του άξονα και 
κατασκευάζει την γενική κάθετο µε ορθογώνια υπερβολή. 
Στο 8ο βιβλίο υπάρχει το ωραίο θεώρηµα: ο γεωµετρικός τόπος της κορυφής 
της ορθής γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου, του οποίου οι πλευρές εφά-
πτονται σε µια κωνική είναι ο πρωτεύον κύκλος ή η διευθετούσα αν πρόκειται 
για παραβολή. Το 9ο βιβλίο περιέχει προβλήµατα κατασκευών καθώς και ένα 
παράρτηµα, όπου δείχνει µε πόση λεπτοµέρεια έχει καλύψει τα αποτελέσµατα 
του Απολλωνίου. 

 Τελικά, όπως σηµειώνει ο  Cοolidge, µπορούµε να πούµε ότι ο de la Hire 
έγραψε ένα πολύ καλό βιβλίο, που σε ορισµένα σηµεία είναι πιο προωθηµένο 
από τα Κωνικά του Απολλωνίου. Η δεξιοτεχνία του στη χρήση της προβολής, 
της αρµονικής τοµής, των πόλων και πολικών αποτελούν σηµαντικές 
προόδους στην Γεωµετρία. Οι παραλείψεις του είναι ελάχιστες, αλλά πολύ 
χαρακτηριστικές: δεν κάνει καµία αναφορά στο θεώρηµα της ενέλιξης του 
Desargues, ούτε στο πρόβληµα  των 4 γραµµών (Απολλώνιος, Πάππος).  
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Τελικά δεν είναι τόσο πρωτότυπος όσο ο Απολλώνιος, υπολειπόµενος σε πρω-
τοτυπία και του  Desargues ([4], σελ. 44).  

 
 

14. Ιsaac Newton (1642-1727), Άγγλος. 
 
O Νεύτωνας υπήρξε διάσηµος µαθηµατικός και φυσικός και µεταξύ των 

πολλών και ποικίλων θεµάτων που ασχολήθηκε ήταν και οι κωνικές τοµές. 
Ήταν υπέρµαχος των µεθόδων των αρχαίων Ελλήνων γεωµετρών. Στο περίφη-
µο βιβλίο του Principia (Aρχές) (1687) ασχολείται µεταξύ των άλλων και µε 
τις κωνικές τοµές στα κεφάλαια IV  και V. Στο κεφάλαιο IV ασχολείται µε την 
γεωµετρική κατασκευή µιας κωνικής όταν δίνονται οι εστίες της (και ορισµένα 
άλλα δεδοµένα), ενώ στο κεφάλαιο V όταν δίνονται πέντε δεδοµένα, σηµεία ή 
εφαπτοµένες. Λύνοντας το πρόβληµα κατασκευής κωνικής από 5 δεδοµένα 
σηµεία, προσθέτει: «Έτσι δώσαµε λύση στο περίφηµο πρόβληµα των τριών ή 
τεσσάρων ευθειών, που πρώτος άρχισε να µελετά ο Ευκλείδης και έλυσε ο 
Απολλώνιος, χωρίς την χρήση λογισµού», υπαινιγµός µάλλον για τον Καρτέ-
σιο για τον οποίο λέγεται ότι χρειάσθηκε 6 βδοµάδες για να το λύση µε την µέ-
θοδο των συντεταγµένων του (12], σελ. 235). Επίσης στον Νεύτωνα οφείλεται 
η µέθοδος γέννησης  κωνικών µε περιβάλλουσες ευθείες καθώς και διάφοροι 
τρόποι γένεσης κωνικών. Σχετική µε τις κατασκευές του αυτές είναι και η  
επόµενη πρόταση.  

 
ΠΡΟΤΑΣΗ: 

«Αν δυο σταθερές  κατά µέτρο γωνίες  ΧΑΥ, ΖΒΤ (Σχήµα 2) στέφονται γύρω 
από τις σταθερές κορυφές των Α, Β, ώστε το σηµείο τοµής Μ των  πλευρών 
ΑΧ, ΒΖ να κινείται πάνω µια σταθερή ευθεία, τότε η τοµή Σ των άλλων πλευ-
ρών ΑΥ, ΒΤ γράφει κωνική που διέρχε-
ται από τα σηµεία Α, Β και αντίστροφα: 
αν το σηµείο Σ γράφει κωνική που 
διέρχεται από τα Α, Β τότε το Μ γράφει 
ευθεία» (Σχήµα 2). 
Μάλιστα έδωσε και µια γενίκευση αυτής 
της Πρότασης ([12], τόµος β΄,  σελ. 384, 
387, βλέπε και [20], σελ. 312). Οι κατά-
σκευές του Νεύτωνα στηρίζονται σε 
θεωρήµατα του Απολλωνίου, στο µεγα-
λύτερο όµως µέρος τους σε πρωτότυπες 
δικές του προτάσεις. 

 
 
 

A

B

Σ

Ζ
Μ

Χ

Υ

Τ

Σχήµα 2 
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15. De L’ Hopital (1661-1704), Γάλλος. 
 
Ήταν µαθητής του Ιωάννη Βernoulli. Ήταν περισσότερο ένα καλλιερ-

γηµένο άτοµο, παρά ένας αυτοδύναµος διανοούµενος, που η γνωριµία του µε 
πολλούς µεγάλους επιστήµονες της εποχής του, τον βοήθησε στο έργο του. Για 
να προπαρασκευάσει τους αναγνώστες του στην κατανόηση του διαφορικού 
λογισµού (το 1696 είχε γράψει το βιβλίο Analyse des infiniment petits 
(Ανάλυση των Απειροστών)) έγραψε το βιβλίο Traite analytique des sectionss 
coniqes (Αναλυτική πραγµατεία των κωνικών τοµών) (1707), το οποίο εκδό-
θηκε πολλές φορές. Στην καρτεσιανή µέθοδο µελέτης που υιοθέτησε, εισήγαγε 
και άξονες µη ορθογώνιους και για πρώτη φορά τον συµβολισµό +, - για τους 
άξονες. Επίσης ο de L’ Hopital εξετάζει τις κανονικές εξισώσεις των κωνικών 
τοµών και προσπαθεί να βρει κριτήρια αναγνώρισης κάθε καµπύλης από την 
γενική δευτεροβάθµια εξίσωση, χωρίς όµως να φτάσει στην τελειότητα των 
σηµερινών µας  συµπερασµάτων. Το βιβλίο αποτελείται από δέκα κεφάλαια µε 
τους εξής  τίτλους: Ι. Περί της παραβολής. ΙΙ. Περί της έλλειψης. ΙΙΙ. Περί της 
υπερβολής. ΙV. Περί των τριών κωνικών τοµών. V. Σύγκρισης των τριών 
κωνικών τοµών και των τµηµάτων τους. VΙ. Περί των τριών κωνικών τοµών, 
θεωρουµένων επί στερεού. VII. Περί γεωµετρικών τόπων. VIIΙ. Περί των 
αορίστων προβληµάτων. ΙΧ. Περί της κατακευής των εξισώσεων. Χ. Περί των 
ορισµένων προβληµάτων, όπως π.χ. κατασκευή κωνικής όταν δίνεται επαρκής 
αριθµός σηµείων και εφαπτοµένων, έρευνα στις κυκλικές τοµές κώνου  δευτέ-
ρου βαθµού, προβλήµατα σχετικά µε την γέννηση κωνικών κατά Νεύτωνα  κ.ά 
([12], τόµος β΄,  σελ. 443). 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι η πρόοδος στην Αναλυτική Γεωµετρία ήταν 
αργή.  Ακόµη και το βιβλίο του de L’ Hopital ήταν απλά µια µεταγραφή του 
έργου του Απολλωνίου σε αλγεβρική γλώσσα. Η πρώτη Αναλυτική Γεωµετρία 
για τις κωνικές τοµές που ήταν απόλυτα χειραφετηµένη από τον Απολλώνιο, 
ήταν το έργο του Euler,  Introductio (Εισαγωγή) που εκδόθηκε το 1748 ([26], 
σελ. 167). 

 
ΚΩΝΙΚΕΣ  ΚΑΙ  ΠΡΟΒΟΛΙΚΗ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

 
Παράλληλα µε την ανάπτυξη της Άλγεβρας τον 17ο και 18ο  αιώνα, έχουµε 

άνθηση και της Γεωµετρίας. Η άνθηση αυτή έχει τις  ρίζες της στην εποχή του 
Monge και ήταν προς την συνθετική αλλά και την αλγεβρική-αναλυτική 
κατεύθυνση. Η συνθετική εξελίχθηκε στην Προβολική Γεωµετρία, ενώ η 
αλγεβρική προς την σύγχρονη Αναλυτική Γεωµετρία. Ας σηµειωθεί ότι πολλές 
προτάσεις από τα έργα του Απολλωνίου και του Πάππου έχουν άµεση σχέση 
µε θέµατα της Προβολικής Γεωµετρίας. Η ανάπτυξη της  Γεωµετρίας αυτής, 
µε βασικούς µελετητές τους Desargues, Gergonne, Poncelet, Chasles, Steiner 
και  Von Staudt, έδωσε νέα ώθηση στην µελέτη των κωνικών τοµών.  
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Ανακαλύφθηκαν νέες και «βαθιές» ιδιότητες, όπως π.χ. οι λεγόµενες αναρµο-
νικές ιδιότητες των κωνικών. Πριν αναφερθούµε στους κύριους εκπρόσωπους 
της και σε µερικά από τα θεωρήµατά τους, κρίνουµε σκόπιµο να υπενθυµί-
σουµε µερικούς σχετικούς ορισµούς. 

 
1. Αναρµονικός λόγος τετράδας σηµείων. 
 
Έστω τέσσερα (διατεταγµένα) σηµεία Α, Β, Γ, ∆ σε µια ευθεία (άξονα) (ε). 

Καλούµε αναρµονικό λόγο (ή διπλό λόγο) των σηµείων αυτών το λόγο  

∆ΓΒ
∆ΒA
Α⋅
⋅Γ   και τον συµβολίζουµε µε (ΑΒΓ∆). Με το σύµβολο ΑΓ εννοούµε την 

αλγεβρική τιµή του διανύσµατος 
→

ΑΓ  (Σχήµα 3). 
 Αν (ΑΓΒ∆) = -1 τότε λέµε ότι  τα σηµεία Α, Γ είναι συζυγή αρµονικά των Β, 
∆. ή ότι τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ αποτελούν αρµονική τετράδα.  

O

A B ∆
Γ

(ε)

 
2. Αναρµονικός λόγος τεσσάρων ευθειών.  
 
Έστω µια δέσµη τεσσάρων ευθειών που διέρχονται από ένα σηµείο Ο και 

µια τυχαία ευθεία (ε) που τις τέµνει στα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ (Σχήµα 3). 
Σύµφωνα µε ένα Θεώρηµα του Πάππου, ο αναρµονικός λόγος (ΑΒΓ∆) είναι 
σταθερός, δηλαδή δεν εξαρτάται από την τέµνουσα (ε). Ο λόγος αυτός λέγεται 
αναρµονικός λόγος των τεσσάρων ευθειών ή της δέσµης των ευθειών ΟΑ, ΟΒ, 
ΟΓ, Ο∆,  και συµβολίζεται µε (Ο. ΑΒΓ∆). 

Αποδεικνύεται ότι  (Ο. ΑΒΓ∆) = ∧∧

∧∧

⋅

⋅=
Α⋅
⋅Γ

ΑΟ∆ηµΓΟΒηµ

∆ΟΒηµΑΟΓηµ
∆ΓΒ

∆ΒA = (ΟΓΒ)(ΟΑ∆)
Γ)(Ο∆Β)OA( , 

όπου (ΟΑΓ) το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΓ. 
 

3. Πλήρες τετράπλευρο 
 
Τέσσερις ευθείες ε1, ε2, ε3, ε4 που ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο 

σηµείο και κάθε µια τέµνει τις άλλες τρεις, ορίζουν  ένα πλήρες τετράπλευρο. 
Τα έξι σηµεία τοµής τους  Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ (Σχήµα 4) λέγονται κορυφές του 

Σχήµα 3 
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τετραπλεύρου, ενώ οι ευθείες αποτελούν τις πλευρές του. ∆υο κορυφές που 
δεν βρίσκονται στην ίδια πλευρά λέγονται αντικείµενες και µια ευθεία που 
συνδέει δυο αντικείµενες κορυφές λέγεται διαγώνιος του τετραπλεύρου. Οι 
τρεις διαγώνιοι σχηµατίζουν το διαγώνιο τρίγωνο ΚΛΜ του πλήρους 
τετραπλεύρου και κάθε µια τέµνεται από τις άλλες δυο σε σηµεία τα οποία 
είναι συζυγή αρµονικά των άκρων της.  
Αν θεωρούµε  µόνο τα 4 σηµεία τοµής των ευθειών ε1, ε2, ε3, ε4 µε ορισµένη 
κυκλική διάταξη, (ε1, ε2), (ε2, ε3), (ε3, ε4), (ε4, ε1), έστω  Α, Ζ, ∆, Β αντίστοιχα, 
τότε έχουµε το απλό τετράπλευρο. 
 

Α

Β

Γ
∆

Κ

Λ

Μ

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ Κ

Λ Μ
 

 
  
4. Πλήρες τετρακόρυφο. 
 
Τέσσερα συνεπίπεδα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ που ανά τρία δεν είναι συνευθειακά 

(Σχήµα 5) σχηµατίζουν ένα πλήρες τετρακόρυφο. Τα σηµεία αυτά είναι οι 
κορυφές του, ενώ οι έξι ευθείες που τα συνδέουν ανά δυο είναι οι πλευρές του. 
∆υο πλευρές που δεν περνούν από την ίδια κορυφή λέγονται αντικείµενες. Οι 
αντικείµενες πλευρές τεµνόµενες ανά δυο ορίζουν τρία σηµεία Κ, Λ, Μ που 
λέγονται διαγώνια σηµεία και ορίζουν το διαγώνιο τρίγωνο ΚΛΜ.  
Αν θεωρούµε  µόνο τις τέσσερις ευθείες–πλευρές που ορίζονται από τα 4 
σηµεία  µε ορισµένη κυκλική διάταξη ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α τότε έχουµε το απλό 
τετρακόρυφο. 

Οι δυο ορισµοί είναι δυϊκοί. Το πλήρες τετράπλευρο έχει 4 πλευρές και 6 
κορυφές, ενώ το πλήρες τετρακόρυφο 4 κορυφές και 6 πλευρές. Το απλό 
τετράπλευρο και το απλό τετρακόρυφο είναι ίδια σχήµατα, είναι το γνωστό 
µας  (απλό) τετράπλευρο (κυρτό ή µη κυρτό). 

 
5. Πολική  Σηµείου 
 

Έστω Σ  σηµείο του επιπέδου µιας κωνικής και µια µεταβλητή ευθεία που 
διέρχεται από το Σ και τέµνει την κωνική στα σηµεία Γ, ∆.  

Σχήµα 5 

Σχήµα 4 ε1 

ε2 ε4 

ε3
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Ονοµάζουµε πολική του σηµείου Σ ως προς την κωνική αυτή, το γεωµετρικό 
τόπο του σηµείου Ρ το οποίο είναι συζυγές αρµονικό του Σ ως προς τα σηµεία 
Γ, ∆. Αποδεικνύεται ότι η πολική του Σ είναι ευθεία και το  Σ λέγεται πόλος 
της ευθείας αυτής (Βλ. Σχήµα στην σελ. 114). 
Αν το σηµείο Σ είναι εκτός της κωνικής και ΣΑ, ΣΒ τα εφαπτόµενα τµήµατα 
προς αυτήν, τότε η ευθεία ΑΒ  είναι η πολική του Σ ως προς την κωνική αυτή. 
Η θεωρία των πόλων και  πολικών είναι ένα ενδιαφέρον κεφάλαιο της  Αναλυ-
τικής Γεωµετρίας και µε βάσει αυτή, πολλές ιδιότητες του κύκλου µετα-
φέρονται στις κωνικές και αντίστροφα (βλέπε π.χ. [14], σελ. 177, [21], σελ. 
234-249). 

6. Συζυγή σηµεία ως προς κωνική. 
Είναι δυο σηµεία που καθένα ανήκει στην πολική ευθεία του άλλου ως προς 
την κωνική. 
 

7. Συζυγείς ευθείες ως προς κωνική. 
Λέγονται δυο ευθείες όταν ο πόλος κάθε  µιας, ως προς την κωνική, ανήκει 
στην  άλλη.  

 
8. Οµογραφία ή προβολικότητα. 

Είναι ένας 1-1 µετασχηµατισµός του προβολικού επιπέδου και έχει 1 ή 3 στα-
θερά σηµεία. Απεικονίζει ευθείες σε ευθείες και διατηρεί τον αναρµονικό λό-
γο. 

 
 

16. Joseph-Diαz Gergone (1771-1859), Γάλλος. 
 
O Gergone δηµοσίευσε σηµαντικές µελέτες στην Προβολική Γεωµετρία. 

Από τις κύριες συνεισφορές του ήταν η καθιέρωση  του όρου «πολική» και της  
«αρχής του δυϊσµού», ταυτόχρονα µε τον Pοncelet,  στο επίπεδο και στο χώρο 
ως γενική αρχή. Επίσης  έδωσε δυο νέες αποδείξεις στα θεωρήµατα Pascal  και 
Brianchon που στηρίζονται στην ιδέα της προβολής κωνικής πάνω σε κύκλο 
και ανακάλυψε το σπουδαίο θεώρηµα:  

«Αν έχουµε  δυο καµπύλες τάξης  p+q και από τα (p+q)2 σηµεία τοµής 
τους, τα  p(q+p)  βρίσκονται πάνω σε µια καµπύλη τάξης p, τότε τα υπόλοιπα  
q(q+p) σηµεία ανήκουν σε µια καµπύλη τάξης q». Από το θεώρηµα αυτό προ-
κύπτει το ειδικότερο: «αν ένα 2ν-γωνο είναι εγγεγραµµένο σε µια κωνική, τα 
(υπόλοιπα) ν(ν-2) σηµεία τοµής των πλευρών του ανήκουν σε µια καµπύλη 
τάξης ν-2». Για ν = 3 προκύπτει το θεώρηµα Pascal ([12], τόµος γ΄, σελ. 264).  

Oι µελέτες του δηµοσιεύτηκαν στο περιοδικό Annales de mathematiques 
pures et appliqués (Xρονικά καθαρών και εφαρµοσµένων µαθηµατικών), 
([26], σελ. 267). Στους 21 τόµους του πολλοί διακεκριµένοι µαθηµατικοί δη-
µοσίευσαν άρθρα τους, όπως οι Poncelet, Servois, Bobillier, Steiner, Plόcker, 
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Chasles, Brianchon, Dupin, Lame, Galois. O ίδιος ο Gergonne δηµοσίευσε 
περίπου 200 άρθρα. Ο Gergonne έδωσε µια κοµψή λύση στο πρόβληµα του 
Απολλωνίου: να κατασκευαστεί κύκλος που να εφάπτεται σε τρεις δεδοµένους 
κύκλους.  

Ο Gergonne συνέδεσε το όνοµά του µε το λεγόµενο «σηµείο Gergonne». Αν 
έχουµε ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ο εγγεγραµµένος  κύκλος του εφάπτεται στις πλευ-
ρές του στα σηµεία Α′, Β′, Γ′, τότε οι ευθείες  ΑΑ′, ΒΒ′, ΓΓ′ (αποδεικνύεται ότι) 
τέµνονται σε ένα σηµείο που λέγεται σηµείο Gergonne του τριγώνου ΑΒΓ ή απλά 
σηµείο G.  

G

G'

A

B

A'

B'

A''

B''

Γ

Γ'

Γ''

 
 
Με το σηµείο G ενός τριγώνου συνδέεται και ένα ενδιαφέρον θέµα κωνικών: 

θεωρούµε µια οµογραφία στο επίπεδο που απεικονίζει τις κορυφές Α, Β, Γ 
(Σχήµα 6) στον εαυτό τους  και το σηµείο G  σε ένα άλλο (αυθαίρετο) σηµείο G′. 
Τότε  η εικόνα του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, µέσω αυτού του 
µετασχηµατισµού, είναι µια κωνική που εφάπτεται στις πλευρές του τριγώνου στα 
σηµεία Α′′, Β′′, Γ′′, στα οποία οι ευθείες που συνδέουν  τις κορυφές του τριγώνου 
µε το G′ τέµνουν τις απέναντι πλευρές του. Τα σηµεία αυτά είναι  οι εικόνες των 
Α′, Β′, Γ′ αντίστοιχα. Το αντίστροφο του θεωρήµατος εκφράζει την  καθολική  
ιδιότητα του σηµείου G: κάθε  κωνική που εφάπτεται στις πλευρές τριγώνου (εγγε-
γραµµένη) είναι η εικόνα µιας οµογραφίας που αφήνει σταθερές τις κορυφές του 
τριγώνου και απεικονίζει  το σηµείο G του τριγώνου σ’ ένα  σηµείο G′, το οποίο 
είναι  σηµείο τοµής των ευθειών που ενώνουν τις κορυφές µε τα σηµεία επαφής 
των απέναντι πλευρών. (βλ. [29], EUC_Examples /ΕUC_Transforma-tions/). 
 
          

 
 

Σχήµα 6 
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17. Charles-Julien Βrianchon (1783-1864), Γάλλος. 
 
Ο Βrianchon, ενώ ήταν φοιτητής το 1806, ανακάλυψε το οµώνυµο θεώρηµά 

του, το οποίο είναι δυϊκό του θεωρήµατος  Pascal: 
Αν τα 6 σηµεία του θεωρήµατος Pascal θεωρηθούν ως 6 ευθείες α, β, γ, δ, ε, ζ 
που «ανήκουν» στην κωνική, δηλαδή εφάπτονται αυτής, τότε τα τρία σηµεία 
τοµής του θεωρήµατος Pascal (που είναι συνευθειακά) «µετατρέπονται» σε  
τρεις ευθείες που συντρέχουν (Σχήµα 7(i)). Το θεώρηµα Βrianchon αποδει-
κνύεται µε την θεωρία των πολικών  ([21], σελ. 275) και χρησιµεύει στην λύση 
διαφόρων προβληµάτων, όπως π.χ., αν δίνονται 5 εφαπτοµένες κωνικής τοµής, 
να βρεθούν διάφορες άλλες εφαπτοµένης της. Από το θεώρηµα του Βrianchon 
θεωρώντας τις 6 εφαπτοµένες να συµπίπτουν ανά δυο, προκύπτει το θεώρηµα: 

• Αν ένα τρίγωνο είναι περιγεγραµµένο σε κωνική, τότε οι ευθείες που 
ενώνουν τις κορυφές του µε τα σηµεία επαφής των  εφαπτοµένων των 
απέναντι πλευρών του διέρχονται από το ίδιο σηµείο (Σχήµα 7(ii)). 
 

Α

Γ

Β
Ε

Η

Ζ
Σ

Κ

L

M
Q

P

R

Σ

α
β

γ

δ

ε

ζ

 
 
Ο Βrianchon µαζί µε τον Gaspard Μοnge (1746-1818), έγραψαν µια 

εργασία, που αναφέρεται σε ενδιαφέρουσες  ιδιότητες της ορθογώνιας 
(ισοσκελούς) υπερβολής. Μια από αυτές είναι η εξής: αν µια ισοσκελής 
υπερβολή είναι περιγεγραµµένη σ’ ένα τρίγωνο, τότε το ορθόκεντρο του 
τριγώνου είναι σηµείο της υπερβολής αυτής. (βλέπε § 6.5, Πρόταση 11(β) ) 
   
 
18. Jean-Victor Poncelet (1788-1867), Γάλλος. 

  
Εκτός από τις σπουδαίες εργασίες του στην  παραστατική γεωµετρία, µέσω 

του µετασχηµατισµού  «οµολογία» που όρισε και µελέτησε, ανακάλυψε ενδια-
φέρουσες ιδιότητες των κωνικών τοµών. Έτσι έδειξε ότι «οι εστίες µιας δευτε-
ροβάθµιας καµπύλης είναι τοµές των εφαπτοµένων που άγονται προς αυτή από 
τα κυκλικά σηµεία (που όρισε ο ίδιος) του επιπέδου της». Επίσης ανακάλυψε 

(i) (ii) 

Σχήµα 7 
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ένα σπουδαίο  θεώρηµα στις κωνικές µέσω του οποίου αποδεικνύεται η 
ύπαρξη πολυγώνων (πολύγωνα Poncelet) που είναι εγγεγραµµένα σε µια κωνι-
κή και περιγεγραµµένα σε µια άλλη ([12], τόµος γ΄, σελ. 268). Ακόµη 
διατύπωσε το θεώρηµα που αναφέρεται στην «κωνική των 11 σηµείων». Από 
το θεώρηµα αυτό προκύπτει το περίφηµο θεώρηµα  της  κωνικής των 9 σηµεί-
ων  του Feuerbach (1800-1834):  

«Ο γεωµετρικός τόπος του κέντρου της ορθογώνιας υπερβολής που 
διέρχεται από τις κορυφές και το ορθόκεντρο ενός δοσµένου τριγώνου, είναι 
ένας κύκλος που διέρχεται από τα ίχνη των υψών του, τα µέσα των πλευρών 
του και τα µέσα των τµηµάτων που ενώνουν το ορθόκεντρο µε τις κορυφές 
του». Τις ιδέες του Poncelet προώθησαν πολλοί Γερµανοί γεωµέτρες όπως, οι 
Steiner, Mobius, Plucher και Staudt. 

            
            

19. Michel Chasles (1793-1880), Γάλλος. 
 
Ο Chasles υπήρξε µαθητής του Μοnge και ήταν ο τελευταίος σπουδαίος 

συνθετικός γεωµέτρης της µεγάλης Γαλλικής σχολής των προβολικών 
γεωµετρών. Ασχολήθηκε µε θέµατα της Προβολικής Γεωµετρίας και βοήθησε 
πολύ στην ανάπτυξή της. Μέσω της θεωρίας των αναρµονικών λόγων και των 
συζυγών σηµείων  και ευθειών, ανακάλυψε πολλά νέα θεωρήµατα τις κωνικές 
τοµές. Το πλέον σηµαντικό είναι το λεγόµενο από µερικούς συγγραφείς, 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ Chasles- Steiner  

Έστω  δυο δέσµες από συνεπίπεδες ευθείες που κάθε µια αποτελείται από 4 
ευθείες, οι οποίες βρίσκονται σε µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ τους. Αν οι 
αναρµονικοί λόγοι των δυο δεσµών  είναι ίσοι, τότε οι τοµές των αντίστοιχων 
ευθειών είναι σηµεία µιας κωνικής που διέρχεται από τα κέντρα των δεσµών.  

Το θεώρηµα αυτό  το ανακάλυψε ο Chasles το 1837, ενώ ο Steiner το είχε 
δηµοσιεύσει το 1832. Όµως ο Chasles το 1828 είχε ανακαλύψει το δυϊκό του 
([4], σελ. 56): 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω  δυο ευθείες στο ίδιο επίπεδο και τέσσερα σηµεία σε κάθε µια ώστε να 
αντιστοιχούν 1-1 µεταξύ τους. Αν οι αντίστοιχοι αναρµονικοί λόγοι των δυο 
αυτών τετράδων είναι ίσοι, τότε οι ευθείες που συνδέουν τα αντίστοιχα σηµεία 
είναι εφαπτόµενες σε µια κωνική που εφάπτεται στις δυο δεδοµένες  ευθείες. 

 
 Ένα άλλο ενδιαφέρον θεώρηµα αφορά το πλήρες τετράπλευρο και το 

απέδειξε µε βάση το «θεώρηµα ενελίξεως» του Desargues: 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 
Αν οι κορυφές ενός πλήρους τετραπλεύρου βρίσκονται σε µια κωνική, τότε ο 
λόγος του γινοµένου των αποστάσεων ενός σηµείου της κωνικής από δυο 
απέναντι πλευρές του, προς το γινόµενο των αποστάσεων του σηµείου αυτού 
από τις άλλες δυο πλευρές είναι σταθερός. 

  
Το θεώρηµα αυτό είναι εν µέρει αντίστροφο του περίφηµου αρχαίου προβλή-
µατος, των «τριών ή τεσσάρων ευθειών», για το οποίο όπως είδαµε κάνουν 
λόγο ο Απολλώνιος και ο Πάππος (βλ. Κεφ. 1, Α6). 
Ακόµη ο Chasles συνέδεσε το όνοµά του µε το λεγόµενο  (βλ.[14], σελ. 184) 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ Chasles 

Αν το τρίγωνο ΑΒΓ και το πολικό του Α′Β′Γ′, ως προς µια κωνική, δεν συµπί-
πτουν, τότε οι ευθείες ΑΑ′, ΒΒ′, ΓΓ′ διέρχονται από ένα σηµείο Σ , αντίστοιχα  
τα τρία ζεύγη των πλευρών (ΑΒ, Α′Β′),  (ΒΓ Β′Γ′),  (ΓΑ, Γ′Α′), τέµνονται 
πάνω στην πολική του Σ. 

 
(Πολικό ενός τριγώνου ως προς µια κωνική, λέµε το τρίγωνο που έχει πλευρές  
τις πολικές των κορυφών του ΑΒΓ (και τότε οι κορυφές του είναι οι πόλοι των 
πλευρών του ΑΒΓ). Αν ένα τρίγωνο συµπίπτει µε το πολικό του, ως προς µια 
κωνική, λέγεται αυτοπολικό) 

 
 

20. Jacob Steiner (1796-1863), Γερµανός. 
 
Συνοµήλικος σχεδόν του Chasles, όπως και του  Von Staudt,  ήταν ο µεγά-

λος Γερµανός και (φανατικά) συνθετικός Γεωµέτρης J. Steiner. Πρόσφερε 
πολλά στην Προβολική Γεωµετρία και µέσω αυτής στην µελέτη των κωνικών 
τοµών. Μεταξύ άλλων ανακάλυψε την «επιφάνεια του Steiner» (ή Ρωµαϊκή 
επιφάνεια) που έχει πάνω της µια διπλή απειρία κωνικών τοµών. Ο Steiner 
θεµελίωσε την Προβολική Γεωµετρία του µε απόλυτα συστηµατικό τρόπο, 
περνώντας από την προοπτικότητα στην προβολικότητα και µετά στις κωνικές 
τοµές ([26], σελ. 269). Εκτός από το θεώρηµά του που αναφέραµε προηγου-
µένως (βλ. σελ. 68), ένα άλλο ενδιαφέρον θεώρηµά του είναι και το εξής: 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

Εάν οι κορυφές δυο τριγώνων βρίσκονται σε µια κωνική τοµή, τότε οι πλευρές 
τους εφάπτονται σε µια κωνική τοµή  και αντίστροφα. 
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Με το όνοµα του Steiner συνδέονται  δυο ελλείψεις και ένα σηµείο S. Η µια 
έλλειψη είναι η περιγεγραµµένη σ’ 
ένα δεδοµένο τρίγωνο  µε το ελάχι-
στον εµβαδόν (µεταξύ όλων των  
περιγεγραµµένων ελλείψεων) και η 
άλλη, η εγγεγραµµένη στο τρίγωνο 
µε το  µέγιστο εµβαδόν (έξω / έσω 
έλλειψη του τριγώνου). Και οι δυο 
έχουν ως κέντρο, το κέντρο βάρους 
του τριγώνου, είναι οµοιοθετικές 
µεταξύ τους και η εγγεγραµµένη 
εφάπτεται στα µέσα των πλευρών 
του τριγώνου. Το σηµείο Steiner, S, 
είναι το σηµείο της τοµής του περι-
γεγραµµένου κύκλου του τριγώνου 
µε την εξωτερική έλλειψη Steiner 
(Σχήµα 8).  

 
21. Georg Karl Von Staudt (1798-1867), Γερµανός. 

 
Ασχολήθηκε σε µεγαλύτερο βάθος  µε θέµατα της Προβολικής Γεωµετρίας  

και υπήρξε επίλεκτο µέλος της µεγάλης Γερµανικής γεωµετρικής σχολής. 
Το έργο του Geometrie de Lage (Γεωµετρία της θέσης, 1847) είναι το τελευ-
ταίο από τα µεγάλα πρωτοποριακά Γερµανικά έργα της ελεύθερης (από 
µετρικές σχέσεις) Προβολικής Γεωµετρίας. θεωρείται µαζί µε τον Steiner οι 
εκπρόσωποι της καθαρά συνθετικής Προβολικής Γεωµετρίας, σε αντίθεση µε 
την άλλη κατεύθυνση, την αναλυτική, µε αντιπροσώπους τους  A. F. Mobius, 
και J. Plucher. Αναφέρουµε µερικά από τα θεωρήµατα  του Von Staudt, αλλά 
όπως σηµειώνει ο ιστορικός  Coolidge ([4], σελ. 65), ίσως να µην είναι ο 
πρώτος που τα  ανακάλυψε. 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1 
Εάν δυο πλήρη τετρακόρυφα έχουν ίδια διαγώνια σηµεία, τότε έχουν ένα 

ζεύγoς κοινών πλευρών είτε οι οκτώ κορυφές τους βρίσκονται σε µια κωνική. 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2 

Αν δυο πλήρη τετράπλευρα έχουν το ίδιο διαγώνιο τρίγωνο, τότε έχουν δυο 
κοινές πλευρές είτε οι οκτώ πλευρές τους εφάπτονται σε µια κωνική. 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3 

Αν δυο κωνικές έχουν τέσσερις κοινές εφαπτοµένες, τα οκτώ σηµεία επαφής 
βρίσκονται σε µια κωνική (Σχήµα 9). 

S

Α

Β Γ

Σχήµα 8 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4 

Αν δυο κωνικές τοµές τέµνονται σε τέσσερα σηµεία, οι οκτώ εφαπτοµένες 
τους στα σηµεία  αυτά εφάπτονται σε µια κωνική. 
Η κωνική αυτή λέγεται κωνική του Salmon. 

 
 

22.  George Salmon (1819-1904), Ιρλανδός. 
 
Ήταν αλγεβριστής γεωµέτρης  και έγραψε πολλά διδακτικά βιβλία Γεωµε-

τρίας που αποτέλεσαν σταθµό στα εκπαίδευση. Όπως λέει χαρακτηριστικά ο 
ιστορικός D. Stuik ([26], σελ. 284), τα βιβλία αυτά δεν έχουν ξεπεραστεί ούτε 
και σήµερα. Μεταξύ αυτών και δυο πραγµατείες περί κωνικών τοµών: A 
treatise on conic sections (1848) και  A treatise on higher plane curves: 
Intended as a sequel to a treatise on conic sections (1852). 

 
 

Αξιοσηµείωτες   κωνικές 
                                      
1. Η Υπερβολή του Kiepert (1869). 

 
∆ίδεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα ισοσκελές τρίγωνο ΜΝΡ (Σχήµα 10). Στις 

πλευρές του ΑΒΓ σχηµατίζουµε ισοσκελή τρίγωνα όµοια µε το ΜΝΡ που οι 
κορυφές των  δεν συµπίπτουν µε τις κορυφές του τριγώνου και οµοίως τοποθε-
τηµένα. Οι ευθείες που ενώνουν τις κορυφές των ισοσκελών τριγώνων µε τις 
απέναντι κορυφές του  τριγώνου αποδεικνύεται ότι τέµνονται σε ένα σηµείο Κ. 
Αν πάρουµε άλλο ισοσκελές τρίγωνο ΜΝΡ θα βρούµε άλλο σηµείο Κ. Έτσι 
µεταβάλλοντας το ΜΝΡ παίρνουµε σηµεία Κ τα οποία αποδεικνύεται ότι 
ανήκουν σε µια ορθογώνια υπερβολή, που λέγεται υπερβολή Kiepert του 
τριγώνου ΑΒΓ. Η υπερβολή αυτή διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου 
ΑΒΓ και από το ορθόκεντρό του. Μπορεί να προκύψει µε αντιστροφή της 
ευθείας ΟL (O: κέντρο περιγεγραµµένου κύκλου, L: σηµείο Lemoine του 
τριγώνου). 

Σχήµα 9 
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2. Η Υπερβολή του Jerabek (1888). 

 
Είναι µια ορθογώνια υπερβολή που διέρχεται από τις κορυφές ενός τριγώ-

νου, το ορθόκεντρο και το κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου του. Επίσης 
διέρχεται και από το σηµείο Lemoine του τριγώνου. 
Η υπερβολή Jerabek είναι ο ισογώνιος µετασχηµατισµός της ευθείας Euler του 
τριγώνου. Όταν το σηµείο Σ (Σχήµα 11) κινείται πάνω στην ευθεία Euler, το ισο-

Υπερβολή  Kiepert 
(από το Euclidraw) 

Σχήµα 10 

ευθεία  Euler 

Υπερβολή  Jerabek 
(από το Euclidraw) 

Σχήµα 11 

κύκλος  Euler 
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γώνιο συζυγές του Σ′ κινείται πάνω στην υπερβολή Jerabek. Το κέντρο της υπερ-
βολής αυτής (και σηµείο τοµής των ασυµπτώτων της) ανήκει στον κύκλο των 
εννιά σηµείων του Feuerbach (βλ. [28], /ΕUC_Examples /ΕUC_Conics). 
 
 
3. Υπερβολή  και Κύκλος των 9 σηµείων Feuerbach (1800-1834, Γερµανός). 
 

Η ορθογώνια υπερβολή Feuerbach είναι ο ισογώνιος µετασχηµατισµός της 
ευθείας ΟΙ (Ο, Ι: κέντρο περιγεγραµµένου, εγγεγραµµένου κύκλου). O γεωµε-
τρικός τόπος του κέντρου της ορθογώνιας υπερβολής που διέρχεται από τις κορυ-
φές και το ορθόκεντρο ενός τριγώνου, είναι ο κύκλος των 9 σηµείων του τριγώ-
νου (που περνά από τα µέσα των πλευρών, τα ίχνη των υψών και τα µέσα των 
τµηµάτων που συνδέουν τις κορυφές και το ορθόκεντρο), που είναι γνωστός ως  
κύκλος του Euler, αλλά πρωτοαναφέρθηκε από τους Βrianchon και Poncelet.  
Ο Feuerbach απέδειξε ότι ο κύκλος αυτός εφάπτεται στον εγγεγραµµένο και 
στους 3 παρεγγεγραµµένους κύκλους του τριγώνου. Το σηµείο επαφής του εγγε-
γραµµένου κύκλου µε τον κύκλο αυτό λέγεται σηµείο F(euerbach) (Σχήµα 11). 
Το σηµείο F είναι το κέντρο της υπερβολής Feuerbach. 

Σηµείωση: περισσότερα για τις παραπάνω υπερβολές υπάρχουν στο έργο, 
Ασκήσεις Γεωµετρίας Ιησουϊτών, τόµος ΙΙ, σελ. 580-583, ΕΚ∆ΟΣΕΙΣ ΚΑΡΑΒΙΑ 
1952. 

4. Πρόβληµα του  Castillon (1704-1791, Γερµανός). 

Αν δοθεί µια κωνική και τέσσερα (ή περισσότερα) σηµεία Α, Β, Γ, ∆ του 
επιπέδου της, να εγγραφεί στην κωνική ένα πολύγωνο του οποίου οι πλευρές να 
περνούν από τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆. 
 
 

Γ.  ΟΙ ΚΩΝΙΚΕΣ  ΤΟΜΕΣ  ΣΤΗΝ  ΝΕΩΤΕΡΗ  ΕΛΛΑ∆Α 
       (18ος-19ος αιώνας) 
  
Την  Ευρωπαϊκή άνθηση στις θετικές επιστήµες τον 17ο και 18ο αιώνα, ήταν 

πολύ δύσκολο, αν όχι αδύνατο, να την παρακολουθήσει η Τουρκοκρατουµενη 
Ελλάδα. Τα µεγαλειώδη έργα των Αρχαίων Ελλήνων δηµιουργών, που µόρφω-
ναν, φώτιζαν και διαπαιδαγωγούσαν τους Ευρωπαίους, στην Ελλάδα ήταν 
σχεδόν άγνωστα και η εκπαίδευση υποτυπώδης, αν όχι ανύπαρκτη. Μικρές και 
µεµονωµένες οι πνευµατικές αναλαµπές στις θετικές επιστήµες στα χρόνια 
εκείνα (Βλ. [9], [11]). 

Με κάποια καθυστέρηση, οι νέες αλλά και οι παλιές γνώσεις στις φυσικο-
µαθηµατικές επιστήµες, µέσω φωτισµένων και θαρραλέων πνευµατικών 
ανθρώπων που σπούδασαν στην Ευρώπη, έφτασαν και στην χώρα µας.  
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Έτσι η Άλγεβρα, η Αναλυτική Γεωµετρία και ο Απειροστικός Λογισµός, 
νέες τότε µαθηµατικές επιστήµες, έκαναν σιγά σιγά την εµφάνισή τους και 
στην µαθηµατική εκπαίδευση της χώρας µας. Εδώ θα περιοριστούµε στα 
θέµατα των κωνικών τοµών και της Αναλυτικής Γεωµετρίας η οποία όπως 
είδαµε συνδέθηκε στενά µε αυτές, από την εποχή της γέννησή της.  

 
 

Ι. ΝΙΚΗΦΟΡΟΣ ΘΕΟΤΟΚΗΣ 
  
Ο κληρικός και διδάσκαλος του γένους Νικηφόρος Θεοτόκης (1731-1800), 

γεννήθηκε στην Κέρκυρα και σπούδασε στην Ιταλία. Ήταν ο πρώτος που    
εισήγαγε τις κωνικές τοµές στην µεταβυζαντινή Ελληνική παιδεία. 
Συγκεκριµένα, δίδαξε κωνικές τοµές στην Κέρκυρα το 1758-59  ([10], σελ. 
217). Μάλιστα ήταν ο πρώτος την περίοδο της νεοελληνικής Αναγέννησης που 
µεταξύ άλλων αναφέρεται στα βιβλία του σε θέµατα κωνικών  τοµών. Έτσι, 
στοιχεία κωνικών τοµών υπάρχουν στον δεύτερο και τρίτο τόµο του έργου του 
Στοιχεία Μαθηµατικών εκ παλαιών και νεωτέρων συνερανισθέντα (Μόσχα 
1798-1799) ([8]). 

Κατά το µεγαλύτερο µέρος ο δεύτερος τόµος του έργου αυτού αφιερώνεται 
στις κωνικές τοµές, οι οποίες και περιέχονται στις ενότητες: «Κωνικών τοµών 
συµπτώµατα τα κυριώτερα», «Περί των της παραβολής συµπτωµάτων», «Περί 
των της ελλείψεως συµπτωµάτων». 
Ο Θεοτόκης στο έργο του αυτό, ακολουθεί τις µεθόδους της αρχαίας Ελλη-
νικής γεωµετρίας, δηλαδή η παρουσίαση έχει καθαρά συνθετικό χαρακτήρα. 
Πρέπει να χρησιµοποίησε κάποια βιβλιογραφία της εποχής του, την οποία 
όµως δεν αναφέρει µέσα στο βιβλίο, πέρα από µερικές υποσηµειώσεις που 
αναφέρονται σε εφαρµογές των κωνικών και παραπέµπει σε έργα των 
Christian Wolff (1679-1754), Gregory de Saint Vincent (1584-1667) και στον 
Evangelista Toricelli (1608-1674). 

Στοιχεία όµως κωνικών τοµών υπάρχουν και στον τρίτο τόµο του έργου του  
Θεοτόκη που αναφέραµε παραπάνω, που περιέχει Άλγεβρα. Εκεί και στο κα΄ 
κεφάλαιο µε τίτλο «Περί της καλουµένης υψηλοτέρας Γεωµετρίας και πρώτον 
περί των εξισώσεων των εµφαινουσών τας του κώνου τοµάς» παράγονται οι 
εξισώσεις των κωνικών τοµών µέσα από διάφορα συστήµατα αναφοράς. 
Ο Θεοτόκης ορίζει την «Υψηλοτέραν Γεωµετρίαν», δηλαδή την Αναλυτική 
Γεωµετρία, λέγοντας: «Υψηλοτέραν ειώθασιν καλείν Γεωµετρίαν, την περί 
των κώνου τοµών και άλλων διαλαµβάνουσαν καµπύλων, περί ων ουδέν 
περιέχει η στοιχειώδης Γεωµετρία, και δι’ ών διάφορα επιλύεται προβλήµατα, 
δια των γεωµετρικών στοιχείων µηδαµινώς επιλυόµενα» ([11] σελ. 22). 

Στο επόµενο κβ΄ κεφάλαιο µε τίτλο «Περί των εν επιπέδω των κωνικών 
τοµών αναγραφής», κατασκευάζονται οι κωνικές καµπύλες και ο Θεοτόκης 
περιγράφει πρακτικές κατασκευές για την χάραξη των καµπυλών αυτών. Στο 
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επόµενο κεφάλαιο κγ΄ «Περί της µεθόδου του ευθείαν εφαπτοµένην άγειν από 
δοθέντος σηµείου της οποιασούν καµπύλης, ής δέδοται η εξίσωσις», βρίσκο-
νται οι εξισώσεις των εφαπτοµένων των κωνικών από τις εξισώσεις τους και 
µε την βοήθεια των διαφορικών, δηλαδή εδώ έχουµε για πρώτη φορά την 
χρησιµοποίηση παραγώγων σε έντυπο της εποχής της Τουρκοκρατίας. 

 Τέλος και το επόµενο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στις κωνικές όπου ανα-
φέρεται στα «Περί γεωµετρικών τόπων, και των δι’ αυτών επιλυοµένων αο-
ρίστων προβληµάτων». Και στο βιβλίο αυτό δεν υπάρχουν σαφείς  βιβλιογρα-
φικές αναφορές, εκτός από σχετικές  υποσηµειώσεις και παραποµπές ([10], 
σελ. 223). Στο τέλος του Κεφαλαίου υπάρχουν  φωτοτυπίες τριών σελίδων από 
το βιβλίο του Ν. Θεοτόκη. 

 
 

ΙΙ. ΙΩΣΗΠΟΣ  ΜΟΙΣΙΟ∆ΑΞ 
 
Ο  Ιώσηπος Μοισιόδαξ (1730-1800) υπήρξε παιδαγωγός και εκπρόπωπος 

του Ελληνικού διαφωτισµού. Γεννήθηκε στην Τσερναβόντα της Βλαχίας 
(Ρουµανία) και σπούδασε στην Ιταλία Φιλοσοφία, Μαθηµατικά και Φυσική. 
Υπήρξε διάδοχος του  Ν. Θεοτόκη στην Ακαδηµία του Ιασίου, όπου και δίδα-
ξε θέµατα κωνικών τοµών. Μάλιστα έγραψε και σχετικά κείµενα για τις κω-
νικές τοµές στα οποία στήριξε την διδασκαλία του ([10], σελ. 217). 
Στην συγγραφή των θεµάτων αυτών ο Μοιδιόδακας χρησιµοποίησε, κατά 
πάσα πιθανότητα ως βοήθηµα το βιβλίο των G. Grandi και O. Camettti, 
Σύνοψις των Κωνικών Τοµών (Sectionum Conicarum Synopsiς Φλωρεντία 
1750).  
 
 
ΙΙΙ. ΣΠΥΡΙ∆ΩΝ ΑΣΑΝΗΣ 

 
Ο Σπυρίδων Ασάνης (1749-1833) γεννήθηκε στην Κεφαλονιά και σπούδασε 

ιατρική στην Ιταλία. Μετά τον Μοιδιόδακα, ασχολήθηκε µε τις κωνικές τοµές 
και το 1802 µετάφρασε το βιβλίο κωνικών τοµών, Σύνοψις των Κωνικών 
Τοµών, των G. Grandi και O. Camettti  και το 1803 το βιβλίο των κωνικών 
τοµών του Nicolas Louis De la Caille (1713-1762)  Αναλυτική πραγµατεία 
κωνικών τοµών (Tractatus Analyticus de sectionibus Conicis), µε γλωσσική 
επιµέλεια Κ. Μ. Κούµα.   

   Το βιβλίο Σύνοψις των Κωνικών Τοµών, κατά το µεγαλύτερο µέρος του 
είναι µια επιλογή από τα θεωρήµατα των τριών πρώτων βιβλίων των Κωνικών 
του Απολλωνίου. Υπάρχουν πάντως και πολλές προσθήκες όπου χρησιµοποιεί 
σύγχρονο συµβολισµό, π.χ. δυνάµεις, και εκσυγχρονισµένο ύφος. Πάντως δεν 
υπάρχει οποιαδήποτε αναφορά στον Απολλώνιο ή σε άλλον αρχαίο Έλληνα 
γεωµέτρη.  
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Όσον αφορά το δεύτερο βιβλίο που  µετάφρασε ο Σπ. Ασάνης, στην έκδοση 
του οποίου βοήθησε και ο Κ. Μ. Κούµας, δηλαδή το Κωνικών τοµών αναλυ-
τική  πραγµατεία του Αββά Καϊλλέ, αυτό είναι ένα σηµαντικό βιβλίο και από-
τελεί σταθµό στην ιστορία της Αναλυτικής Γεωµετρίας στην Ελλάδα. Στο έργο 
αυτό οι κωνικές τοµές παρουσιάζονται από την σκοπιά της Αναλυτικής 
Γεωµετρίας. Στο πρώτο κεφάλαιο, «γνώσεις των καµπυλών εν γένει και όπως 
αναλυτικώς εκτίθενται», εισάγει νέες µεθόδους: χρησιµοποιεί τις ενδιαφέ-
ρουσες, µεθόδους της Απειροστικής Γεωµετρίας, που σήµερα έχουν αντικατα-
σταθεί από τις παραγώγους. 
Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφέρεται στο «Περί φύσεως των Κωνικών τοµών ήδη 
εν επιπέδω καταγραφεισών και περί των τας διαµέτρους αυτών αρχοει-
δεστέρων ιδιωµάτων». Εδώ ορίζει τις κωνικές όχι όπως οι αρχαίοι γεωµέτρες, 
αλλά όπως κάνουµε εµείς σήµερα, µε βάση την διευθετούσα και την εστία. 
Πάντως στο τέλος του βιβλίου αποδεικνύει, µε γεωµετρικό τρόπο,  ότι οι κωνι-
κές τοµές σύµφωνα µε τον αρχαίο τρισδιάστατο ορισµό, είναι οι ίδιες µε αυτές 
που µελετά στο βιβλίο του. 

Η συγγραφή-µετάφραση δυο βιβλίων κωνικών, µε λίγη χρονική διαφορά, 
δεν πρέπει να εκπλήσσει αν σκεφτούµε ότι το βιβλίο του Γρανδή είχε τις 
κωνικές τοµές µε καθαρά συνθετικό πνεύµα, από  την σκοπιά δηλαδή του 
Απολλωνίου, ενώ  το βιβλίο του Καϊλλέ είχε τις κωνικές από την µεριά της 
τότε  σύγχρονης Αναλυτικής Γεωµετρίας. 

 Το βιβλίο των κωνικών του Καϊλλέ είναι ουσιαστικά το πρώτο αυτοδύναµο 
έργο Αναλυτικής Γεωµετρίας στον Ελλαδικό χώρο, αν και  τα Μαθηµατικά του 
Θεοτόκη περιέχουν επίσης αναλυτική γεωµετρία, αλλά όχι ως αυτοτελές έργο. 
Οι αποδείξεις παρέµεναν βασικά γεωµετρικές  αλλά όπου χρειάζεται η µετά-
βαση σε όρια, οι αποδείξεις είναι ένα µείγµα γεωµετρίας και απειροστών. 
 
 
ΙV. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ  ΚΟΥΜΑΣ 

 
Ο διδάσκαλος του Γένους Κωνσταντίνος Κούµας (1777-1836)  γεννήθηκε 

στην Λάρισα και υπήρξε µαθητής του Σπ. Ασάνη. Φοίτησε στην σχολή του 
Πεζάρου στον Τύρναβο και σπούδασε Μαθηµατικά στην Βιέννη. ∆ίδαξε 
Μαθηµατικά και θέµατα των κωνικών τοµών, στην Λάρισσα και στην 
περίφηµη σχολή Αµπελακίων. Ο Κούµας  συνεργάστηκε όπως αναφέραµε, µε 
τον Ασάνη στην έκδοση της Αναλυτικής Πραγµατείας του Καϊλλέ για τις 
κωνικές τοµές, αλλά επεξεργάστηκε ξανά τα θέµατα των κωνικών τοµών και 
τα συµπεριέλαβε στον τρίτο τόµο του έργου του, Σειρά στοιχειώδης των 
Μαθηµατικών και Φυσικών Πραγµατειών (8 τόµοι, Βιέννη 1807) και συγκε-
κριµένα στο κεφάλαιο «Υψηλοτέρας Γεωµετρίας ή περί καµπυλών γραµµών». 
Το έργο αυτό είναι το σπουδαιότερο και το πιο πλήρες από όλα τα προη-
γούµενα και αποτελεί σταθµό στην Ελληνική βιβλιογραφία. 
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 Ο ορισµός των κωνικών γίνεται όπως στον Απολλώνιο, δηλαδή  τις θεωρεί 
ως τρισδιάστατες τοµές, και στην συνέχεια αποδεικνύει την χαρακτηριστική 
ιδιότητα του σταθερού λόγου - από την εστία και την διευθετούσα-  την  οποία 
χρησιµοποιεί στην συνέχεια για την απόδειξη πολλών ιδιοτήτων των κωνικών. 
Γενικά πάντως η παρουσίαση και οι µέθοδοι του µοιάζουν πολύ µε τις δικές 
µας. Στο τέλος του Κεφαλαίου υπάρχουν φωτοτυπίες µερικών σελίδων από τα 
έργα του Κ. Κούµα. 
 

Εκτός από τους παραπάνω λογίους, κωνικές τοµές φαίνεται να δίδαξαν στις 
αρχές του 19ου αιώνα ο ∆ωρόθερος Πρώϊος (περίπου 1765-1821) και ο 
Βενιαµίν Λέσβιος (1762-1824). Τέλος πρέπει να συµπεριλάβουµε και τον 
Θεόφιλο Καΐρη (1784-1853), γιατί υπάρχει η ένδειξη ότι τα µαθήµατά του 
περιείχαν και στοιχεία κωνικών τοµών ([10], σελ. 220). 

 
 

∆. ΒΙΒΛΙΑ  ΚΩΝΙΚΩΝ  ΤΟΜΩΝ ΣΤΗΝ  ΕΛΛΑ∆Α   ΤΟΝ  19ο  ΑΙΩΝΑ 
 

Παρ’ όλη την µεγάλη µαθηµατική εκδοτική δραστηριότητα στην χώρα µας 
τον αιώνα αυτό (Βλ. Α. Πούλου: Ελληνική Μαθηµατική Βιβλιογραφία (1500-
1900), Έκδοση Ε.Μ.Ε 1988), λαµβανοµένων υπόψη και των κοινωνικοοι-
κονοµικών συνθηκών, στην Αναλυτική Γεωµετρία και τις κωνικές τοµές δυο 
είναι τα σηµαντικά βιβλία που εξεδόθησαν. 
 
1. ΜΙΧΑΗΛ ΣΟΦΙΑΝΟΥ, Αντισυνταγµατάρχου Πυροβολικού και Καθηγητή 

στην Σχολή Ευελπίδων, Μαθήµατα Αναλυτικής Γεωµετρίας, Αθήναι 1857. 
 
Το βιβλίο αρχίζει µε την λύση µερικών γεωµετρικών προβληµάτων, κυρίως 

κατασκευών, που λύνονται µε την βοήθεια της Άλγεβρας. Στην συνέχεια 
προχωρεί στην εξίσωση της ευθείας και του κύκλου. Αξιοσηµείωτη διδακτική 
νύξη, είναι ότι βρίσκει την εξίσωση του κύκλου και ως προς ένα άλλο 
σύστηµα, που δεν έχει αρχή το κέντρο του κύκλου, για να δείξει ότι «πρέπει να 
προσέχωµεν όταν ζητάµεν την εξίσωση καµπύλης, να εκλέγωµεν σύστηµα 
αξόνων τοιούτον, οίον δίδει χώραν εις όσον ένεστιν απλούστερους λογαρια-
σµούς, και προς ό η εξίσωσις της καµπύλης παρουσιάζεται υπό µορφήν όσον 
ένεστι καταλληλοτέραν προς το δηλώσαι το σχήµα και τας ιδιότητας αυτής» 
([23], σελ. 47). 
 Οι καµπύλες παραβολή, έλλειψη και υπερβολή ορίζονται αλγεβρικά ως µερι-
κές περιπτώσεις, από  τη µελέτη της δευτεροβάθµιας εξίσωσης,      
                         Αx2 + Βxy + Γy2 + ∆x + Εy + Ζ = 0 
Επίσης µε την αλγεβρική µέθοδο αποδεικνύονται µερικές βασικές ιδιότητες 
των  καµπυλών αυτών. Το βιβλίο ασχολείται και µε τον τετραγωνισµό της 
ισοσκελούς υπερβολής που οδηγεί στους φυσικούς λογαρίθµους. Ακόµη 
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θεωρούνται οι τοµές κώνου µε επίπεδο και εξάγεται για κάθε µια η εξίσωση 
από την οποία αναγνωρίζεται, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, ότι πρόκειται για  
παραβολή, έλλειψη και υπερβολή. Το υπόλοιπο µέρος του βιβλίου αναφέρεται 
στην Αναλυτική Γεωµετρία του χώρου. ∆εν υπάρχουν βιβλιογραφικές ή ιστο-
ρικές αναφορές. 

 
  

2. ΙΩΑΝΝΟΥ Ν. ΧΑΤΖΗ∆ΑΚΗ, Καθηγητή των Ανωτέρων Μαθηµατικών εν    
    τω Σχολείω των Ευελπίδων και υφηγητού του Πανεπιστηµίου: 

Επίπεδος Αναλυτική Γεωµετρία, Εν Αθήναις 1879. 
 
Ο Ι. Χατζηδάκης καταγόταν από το χωριό Μύρθιο της επαρχίας Αγ. Βασι-

λείου Ρεθύµνου και υπήρξε διακεκριµένος µαθηµατικός και πολυγραφότατος 
συγγραφέας της δευτεροβάθµιας και ανώτατης εκπαίδευσης. Το έργο του αυτό 
το χωρίζει σε  4 µέρη (βιβλία)  και περιέχει την στοιχειώδη και ανώτερη Ανα-
λυτική Γεωµετρία του επιπέδου,. Το 1880  κυκλοφόρησε και το συνεχόµενο 
βιβλίο του Στερεά Αναλυτική Γεωµετρία. Το βιβλίο διακρίνεται για τον πλούτο 
των θεµάτων και  των εννοιών που περιέχει, (ορισµένες µάλιστα είναι σήµερα 
σχεδόν άγνωστες ακόµη και στο ευρύ Μαθηµατικό κοινό),  καθώς και για την  
τάση αλγεβρικής γενίκευσης των ιδιοτήτων των καµπυλών και των προβλη-
µάτων. Οι κωνικές τοµές  µελετώνται σε βάθος µε τις µεθόδους της Αναλυ-
τικής Γεωµετρίας, αφού προηγουµένως γίνει η µελέτη της γενικής αλγεβρικής 
εξίσωσης 2ου βαθµού. Οι ορισµοί των κωνικών δίνονται µέσω του 
αθροίσµατος και σταθερής διαφοράς και της παραβολής µέσω εστίας και  διευ-
θετούσας. Μετά δίνεται η κοινή ιδιότητα των κωνικών τοµών που αναφέρεται 
στον λόγο από σηµείο και διευθετούσα. Τέλος µελετώνται οι τοµές ενός 
κώνου,  θέµατα προβολών καθώς και προβλήµατα κατασκευής κωνικών το-
µών. Με την θεωρία των αναρµονικών λόγων και πολικών διατυπώνονται 
πολλά θεωρήµατα στις κωνικές.  

 
Ας δούµε π.χ. το επόµενο θεώρηµα (που αποδίδεται στον Desargues): 

Έστω µια κωνική, ένα σηµείο Σ εκτός αυτής και τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΑ, 
ΣΒ. Μια τυχαία ευθεία διέρχεται από το Σ και τέµνει την κωνική στα σηµεία 
Γ, ∆. Τότε ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου Μ που είναι συζυγές αρµονικό 
του Σ ως προς τα Γ, ∆ είναι το τµήµα ΑΒ. Επίσης η ευθεία ΑΒ  (πολική του Σ) 
συνδέει τα δυο διαγώνια σηµεία Ρ, Τ κάθε πλήρους τετρακόρυφου του οποίου 
το άλλο διαγώνιο σηµείο είναι το Σ. 
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Επίσης  υπάρχουν (σελ. 313) και  τα δυο βασικά θεωρήµατα που αναφέρο-

νται στις αναρµονικές ιδιότητες των κωνικών:  
 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1 

Έστω τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ σε µια κωνική τοµή. Αν Μ τυχαίο σηµείο της 
κωνικής, τότε ο αναρµονικός λόγος  (Μ. ΑΒΓ∆) είναι σταθερός. 
Ο σταθερός αυτός λόγος λέγεται  αναρµονικός λόγος των τεσσάρων σηµείων 
της κωνικής . 

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 2 

Έστω τέσσερις εφαπτοµένες µιας κωνικής τοµής. Αν µια τυχαία εφαπτοµένη 
της κωνικής τέµνει τις ευθείες αυτές, τότε ο αναρµονικός λόγος των τεσσάρων 
σηµείων τοµής είναι σταθερός. 

 
Ο σταθερός αυτός λόγος λέγεται  αναρµονικός λόγος των τεσσάρων εφα-

πτοµένων της κωνικής. Αποδεικνύεται ότι αναρµονικός λόγος τεσσάρων 
σηµείων δεδοµένης κωνικής είναι ίσος µε τον αναρµονικό λόγο των εφαπτο-
µένων στα σηµεία αυτά της κωνικής. 
Από αυτά τα θεωρήµατα προκύπτουν πολλά άλλα ως ειδικές περιπτώσεις. 
Έτσι έχουµε π.χ.:  
1. Αν Α, Β είναι δυο σταθερά σηµεία µιας υπερβολής και Σ τυχόν σηµείο της, 
τότε οι ευθείες ΣΑ, ΣΒ ορίζουν πάνω στην ασύµπτωτη τµήµα σταθερού 
µήκους. 
2. Αν τα εφαπτόµενα τµήµατα ΑΓ, ΑΒ  µιας παραβολής τέµνονται από µια 
εφαπτοµένη της στα σηµεία Ζ, Η  αντίστοιχα τότε ισχύει ΑΖ⋅ΑΗ = ΖΓ⋅ΗΒ. 
3. Αν δυο παράλληλες εφαπτοµένες κωνικής στα (σταθερά) σηµεία της Α, Α′ 
τέµνουν µια τυχούσα εφαπτοµένη της κωνικής στα σηµεία Γ, ∆ αντίστοιχα, 
τότε το γινόµενο ΑΓ⋅Α′∆ είναι σταθερό (σελ. 317). 
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Επίσης υπάρχουν τα θεωρήµατα Pascal  και  Brianchon. 
 Στο βιβλίο δεν υπάρχουν ιστορικά στοιχεία, εκτός από µια αναφορά στον 

Πάππο για τον αναρµονικό λόγο και στον Αρχιµήδη για τον τετραγωνισµό της 
παραβολής, ούτε γίνεται καµία αναφορά στον Απολλώνιο ή σε άλλους αρχαί-
ους ή νέους Γεωµέτρες, ενώ είναι φανερή η επίδρασή τους τουλάχιστον στις 
ιδιότητες των κωνικών τοµών. Επίσης δεν υπάρχει σχετική βιβλιογραφία. Το 
βιβλίο χρησιµοποιήθηκε ως βοήθηµα πανεπιστηµιακής διδασκαλίας καθώς και 
σε στρατιωτικές σχολές. 

 
 

Ε. ΒΙΒΛΙΑ  ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ   ΣΤΗΝ ΕΛΛΑ∆Α  ΤΟΝ  20ο  ΑΙΩΝΑ  
 
 
Ο αιώνας αυτός υπήρξε πλούσιος σε εκδόσεις σηµαντικών βιβλίων που 

περιείχαν κωνικές τοµές, κυρίως Πανεπιστηµιακών, αλλά σ’ όλα σχεδόν η 
µελέτη γινόταν µε τις µεθόδους της  Αναλυτικής Γεωµετρίας. Στην δευτερο-
βάθµια εκπαίδευση οι κωνικές τοµές διδάχθηκαν συστηµατικά, στα πλαίσια 
της Αναλυτικής Γεωµετρίας,  µόνο την τελευταία εικοσαετία του αιώνα αυτού. 

 
 

1.  ΓΕΩΡΓΙΟΥ Ι. ΡΕΜΟΥΝ∆ΟΥ, τακτικού καθηγητού της ανωτέρας αναλύσε-  
    ως εν τω Εθνικώ Πανεπιστηµίω και εν των Εθνικώ Μ. Πολυτεχείο. 
    Εγχειρίδιον Αναλυτικής Γεωµετρίας, Αθήναι  1919  (Ανατύπωσις 1965). 

 
     Στο λιτό αλλά µεστό αυτό βιβλίο, περιέχονται βασικά στοιχεία από την 
Αναλυτική Γεωµετρία του επιπέδου και του χώρου. Ενδιαφέρον παρουσιάζει 
κατ’ αρχήν ο σύντοµος πρόλογος του βιβλίου, µε σαφείς συγγραφικές και 
διδακτικές νύξεις, σπάνιες για την εποχή εκείνη: 

 
 «Σπάνια είναι εν τω κόσµω τα εγχειρίδια της Αναλυτικής Γεωµετρίας τα 

εκθέτοντα τας αρχάς και µεθόδους αυτής δια τρόπου συντόµου, σαφούς και 
ευλήπτου, απηλλαγµένου πολυπλόκων περιπτώσεων ενοχλουσών την διαύ-
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γειαν των ιδεών, χωρίς να παραβλάπτεται ποσώς η γενικότης και η τελεία 
επιστηµονική ακρίβεια, ήτις τουναντίον, καθίσταται εν απλότητι περίβλεπτος 
και καθαρά…∆ια λόγους παιδαγωγικούς και διδακτικής σκοπιµότητας από-
σκοπούντας την καλιέργειαν της αυτενέργειας άνευ της οποίας η διδασκαλία 
των Μαθηµατικών είναι άκαρπος και άγονος, πολλά θέµατα τίθενται ως 
ασκήσεις και όχι, ως είθισται, εν τοις κεφαλαίοις της διδακτέας ύλης». 

Οι ορισµοί των κωνικών δίνονται µέσω των εστιακών ιδιοτήτων τους και 
µελετώνται οι βασικές ιδιότητές τους µε τις µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµε-
τρίας. Στην συνέχεια γίνεται η µελέτη της γενικής δευτεροβάθµιας εξίσωσης.  

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η εξαγωγή της εξίσωσης της έλλειψης και της 
υπερβολής µέσω ισοδυναµιών από τον ορισµό τους ([19], σελ. 69).  
Συγκεκριµένα: Έστω 2α το σταθερό άθροισµα της έλλειψης και 2γ < 2α η 
εστιακή απόσταση. Αν Μ(x, y) σηµείο της έλλειψης µε εστίες Ε(γ, 0), Ε′(-γ, 0) 
είναι                        
                                     ΕΜ + Ε′Μ = 2α  (1).  
Επειδή               ΕΜ2  = (x - γ)2 + y2, E′M2  = (x + γ)2 + y2 ,  (2) 
αποδεικνύει ότι η (1) είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα  

                                ΕΜ = α - α
xγ ,  Ε′Μ = α + α

xγ          (3) 

Λόγω των (2), το σύστηµα (3) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα 

                     (x + γ)2 + y2 = 
2

α
γxα ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ,  (x - γ)2 + y2 = 

2

α
γx-α ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  (4) 

Το  σύστηµα (4) µετά την εκτέλεση των πράξεων είναι ισοδύναµο (οι 
εξισώσεις του ταυτίζονται), µε την εξίσωση  

                     x2 + γ2 + y2 = α2 + 2

22

α
xγ ,           (5) 

Έτσι η (1)  είναι τελικά ισοδύναµη µε την (5) ,  η οποία εύκολα γράφεται στην 
γνωστή κανονική εξίσωση της έλλειψης αν λάβουµε  β2 = α2 - γ2. Ας σηµειωθεί 
ότι ο τρόπος αυτός υπάρχει και στο παραπάνω βιβλίο του Ι. Χατζηδάκη που 
αναφέραµε, αλλά η εξίσωσης της έλλειψης δεν παράγεται ισοδύναµα από τον 
ορισµό της ([21], σελ. 164). 

∆εν γίνεται αναφορά ή σύνδεση των καµπυλών παραβολής, έλλειψης και 
υπερβολής µε τις τοµές κώνου και απουσιάζουν εντελώς οι ιστορικές  και 
βιβλιογραφικές αναφορές.  

 
 

2. ΝΙΚΟΛΑΟΥ Β. ΓΕΝΝΗΜΑΤΑ, Τακτικού Καθηγητού του Εθνικού Μετσό-
βιου Πολυτεχνείου, «Αναλυτική   και ∆ιανυσµατική Γεωµετρία»,  Τεύχος 
Α΄, Αναλυτική Γεωµετρία του επιπέδου, Αθήναι 1924. 
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Στο πρώτο κεφάλαιο εισάγονται οι συντεταγµένες ευθύγραµµες και 
πολικές, καθώς και ο µερικός και διπλός λόγος σηµείων σηµειοσειράς. Στο 
δεύτερο και τρίτο κεφάλαιο εξετάζονται θέµατα της κλασικής Αναλυτικής 
Γεωµετρίας του επιπέδου (συντεταγµένες, ευθεία, κύκλος κλπ). Στο τέταρτο 
εισάγονται οι κωνικές τοµές µέσω των εστιών και του σταθερού αθροίσµατος 
για την έλλειψη, της σταθερής διαφοράς της υπερβολής και της ισότητας από 
εστία και διευθετούσα στην παραβολή.  

Μεγάλο βάρος δίνεται στις µεθόδους χάραξης  κωνικών τοµών. Ας δούµε 
για παράδειγµα ένα τρόπο κατασκευής της έλλειψης όταν δίνονται δυο σηµεία 
Ε′, Ε ως εστίες και το σταθερό άθροισµα 2α. Έστω Ε′Ε = 2γ η εστιακή από-
σταση. Με κέντρο το σηµείο Ε′ και ακτίνα 2α γράφουµε κύκλο (εντός του 
οποίου βρίσκεται η άλλη εστία, λόγω της 2α > 2γ). Θεωρούµε τυχόν σηµείο Σ 
του κύκλου αυτού και την µεσοκάθετη του τµήµατος ΣΕ που τέµνει την ΣΕ′ 
στο σηµείο Μ. Το σηµείο Μ από-
δεικνύεται εύκολα ότι είναι της έλ-
λειψης µε µεγάλο άξονα 2α και εστι-
ακή απόσταση 2γ. Αν ξεκινήσουµε 
µε το σηµείο Ε αντί του Ε′ προκύπτει 
η ίδια έλλειψη. Εντελώς όµοια 
γίνεται και η χάραξη της υπερβολής, 
αλλά εδώ η  εστία Ε βρίσκεται εκτός 
του κύκλου  κέντρου Ε′ και ακτίνας 
2α, λόγω 2α < 2γ. 

Επίσης ενδιαφέρον παρουσιάζει το 
θέµα των δεσµικών εξισώσεων 
κωνικών τοµών. Ας δούµε συνοπτικά 
τις δεσµικές εξισώσεις της 

υπερβολής: Τα σηµεία της υπερβολής  1y
α
x

2

2

2

2

=
β

−  µπορούν να θεωρηθούν ως 

σηµεία τοµής των ευθειών  

        (1) y = µ(x - α),  (2) )x(
µα
βy 2

2

α+= , όπου η παράµετρος µ∈R και για              

          µ = 0 δεχόµαστε x = -α, y = 0, ενώ για µ = ∞ ,  x = α, y = 0. 
 
Η (1), όπως και η (2),  παριστάνει µια δέσµη ευθειών που διέρχονται από τα 

σηµεία Α(α, 0), Α(-α, 0) αντίστοιχα, δηλαδή τις κορυφές της υπερβολής. Έτσι 
διατυπώνεται η πρόταση : 
Η υπερβολή είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων τοµής δυο αντίστοιχων 
ευθειών (δηλαδή ευθειών που αντιστοιχούν στην ίδια τιµή της παραµέτρου µ)  
των δεσµών (1), (2). Η πρόταση γενικεύεται στην συνέχεια για τυχούσα διάµε-
τρο της υπερβολής (αντί του κυρίου της άξονα). 

E' E

M

Σ

2α
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 Ανάλογες προτάσεις διατυπώνονται και για την έλλειψη και παραβολή και 
χρησιµοποιούνται στην συνέχεια σε προβλήµατα κατασκευών. Ας σηµειωθεί 
ότι, όπως δηλώνει ο συγγραφέας στον πρόλογο του βιβλίου, από το 1918 η 
διδασκαλία του στο Πολυτεχνείο πάνω στις κωνικές τοµές είχε θεµελιωθεί πά-
νω στις δεσµικές τους εξισώσεις. Έτσι «επέτυχον σηµαντικήν απλούστευσιν 
και πληρεστέραν εν τοις καθέκαστα συνοχήν της εν λόγω θεωρίας, αχθείς εκ 
παραλλήλου εις σειράν νέων κατασκευών, εις ας πλήν της άλλης χρησιµότητος 
ο σπουδαστής θα εύρη την ευκαιρίαν προπονήσεως εις τον Γραφικόν 
λογισµόν, εξαιρετικού ενδιαφέροντος µάθηµα δια τον µέλλοντα Μηχανικόν..» 

 
 Αξιοσηµείωτη είναι η πρόταση της σελίδας 143, (γνωστή από παλαιότερα), 

σύµφωνα µε την οποία η παραβολή µπορεί να θεωρηθεί ως οριακή περίπτωση 
έλλειψης ή υπερβολής. Επίσης δίνονται οι «νέοι», ισοδύναµοι, ορισµοί των 
κωνικών τοµών οι σχετικοί µε την εστία και την διευθετούσα. 

Το βιβλίο κλείνει µε την διερεύνηση των καµπυλών δευτέρου βαθµού και 
µε τα θεωρήµατα Pascal και Brianchon στις κωνικές τοµές. ∆εν αναφέρονται 
ιστορικά στοιχεία σχετικά µε τις κωνικές τοµές ούτε σχετική βιβλιογραφία. 

  
 

3. ΝΕΙΛΟΥ ΣΑΚΕΛΑΡΙΟΥ, Τακτικού Καθηγητή του Πανεπιστηµίου Αθηνών 
    Στοιχεία Αναλυτικής Γεωµετρίας τόµος Α΄, Β΄, Αθήνα 1935. 

 
Το βιβλίο κυκλοφόρησε στην πρώτη του έκδοση το 1924 µε ένα ενδιαφέ-

ροντα πρόλογο του Κ. Καραθεοδωρή σχετικά µε την εξέλιξη της Γεωµετρίας. 
Μια δεύτερη έκδοση έγινε το 1935 και από αυτήν αντλούµε τα σχετικά 
στοιχεία. Το βιβλίο προοριζόταν για πανεπιστηµιακή διδασκαλία. Στον πρώτο 
τόµο περιέχονται βασικές έννοιες και στοιχεία της Αναλυτικής Γεωµετρίας του 
επιπέδου τα οποία επεκτείνονται και στον χώρο.  
Οι κωνικές τοµές υπάρχουν στο Β΄ τόµο και µελετώνται µε τις µεθόδους της 
Αναλυτικής Γεωµετρίας. Ο ορισµός της έλλειψης και της υπερβολής δίνεται 
µέσω των εστιών και του σταθερού αθροίσµατος και διαφοράς αντίστοιχα, ενώ 
της παραβολής µέσω της εστίας και της διευθετούσας. Μετά δίνεται η κοινή 
χαρακτηριστική τους ιδιότητα µε τον σταθερό λόγο. Τέλος εξετάζονται οι 
καµπύλες β΄ βαθµού ως τοµές κυκλικού κώνου. Στην συνέχεια γίνεται η 
γενική διερεύνηση των καµπύλων β΄ βαθµού µέσω της γενικής τους εξίσωσής  

                   Αx2 + 2Βxy + Γy2 + 2∆x + 2Ex + Ζ = 0 
 Στα επόµενα κεφάλαια εξετάζονται επιφάνειες στο χώρο όπως, ελλειψο-

ειδές, υπερβολοειδές, παραβολειδές κλπ. ∆εν υπάρχουν ιστορικά στοιχεία σχε-
τικά µε τις κωνικές τοµές και τις ιδιότητές τους, ούτε σχετική βιβλιογραφία. 
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4. ΝΙΚΟΛΑΟΥ ∆. ΝΙΚΟΛΑΟΥ  «∆ιδάκτορος και Καθηγητή των Μαθηµα-
τικών στο Πρότυπο Γυµνάσιο του ∆ιδασκαλείου της Μέσης Εκπαίδευσης»:  

     «Στοιχειώδης Επίπεδος Αναλυτική Γεωµετρία», προς χρήση των µαθητών 
των πρακτικών Λυκείων και των Σπουδαστών των Μαθηµατικών και 
Φυσικών Επιστηµών, Α΄ έκδοση 1928.  
 
Στο βιβλίο αυτό υπάρχει η στοιχειώδης Αναλυτική Γεωµετρία του Επιπέ-

δου, καθώς και λίγα στοιχεία κωνικών τοµών από καθαρά γεωµετρική άποψη, 
«συµφώνως προς ρητήν και ορθοτάτην του ρηθέντος προγράµµατος της 25 
Νοεµβρίου 1922, απαίτησιν», όπως δηλώνει ο συγγραφέας του στον πρόλογο 
του βιβλίου ([16]). 

Πράγµατι, στα τρία πρώτα κεφάλαια εξετάζονται θέµατα της κλασικής 
Αναλυτικής Γεωµετρίας του επιπέδου (συντεταγµένες, ευθεία, κύκλος). Στα 
επόµενα τρία κεφάλαια εξετάζονται κατά σειρά η έλλειψη, η υπερβολή και η 
παραβολή. Οι ορισµοί των κωνικών δίνονται µέσω εστιών και του σταθερού 
αθροίσµατος για την έλλειψη, της σταθερής διαφοράς της υπερβολής και της 
ισότητας στην παραβολή. Η µελέτη περιορίζεται στις βασικές ιδιότητες των 
κωνικών και γίνεται µε καθαρά γεωµετρικό τρόπο. Στην συνέχεια όµως γίνεται  
και µελέτη των κωνικών µε µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας.  
Στο έβδοµο  και τελευταίο κεφάλαιο του βιβλίου αποδεικνύεται ότι, οι τοµές 
ορθού κώνου είναι πράγµατι οι καµπύλες που µελετήθηκαν στα προηγούµενα 
κεφάλαια. ∆εν υπάρχει σχετική βιβλιογραφία, παρά µόνο µια µικρή αναφορά  
στο τέλος του βιβλίου για τον Απολλώνιο:  

«∆ια την αλήθεια των τριών προηγουµένων θεωρηµάτων η έλλειψις, η υπερ-
βολή και η παραβολή καλούνται κωνικαί τοµαί. Εθεώρησε δε ταύτας πρώτος ο 
Έλλην Μαθηµατικός Απολλώνιος, ώστις εκλήθη δια τούτο µέγας Γεωµέτρης» 
([16], σελ. 115). 

 Άλλες ιστορικές αναφορές δεν υπάρχουν, ούτε σχετική βιβλιογραφία. Το 
βιβλίο επανεκδόθηκε σε τρίτη έκδοση, µετά το 1944, αλλά στην έκδοση αυτή 
αφαιρέθηκε η γεωµετρική µελέτη των κωνικών και το θεώρηµα Dandelin, 
αφού προσαρµόστηκε «στο από 27/7/1944 ισχύον αναλυτικό πρόγραµµα». 
Κατά µαρτυρία συνταξιούχου συναδέλφου, το σχολικό έτος 1949-50  το βιβλίο 
αυτό διδασκόταν κατά την κρίση του διδάσκοντα Καθηγητή στο Λύκειο. 

 
 

5. ΧΡΗΣΤΟΥ Β.  ΓΚΛΑΒΑ, ∆ιδάκτορος του Πανεπιστηµίου Columbia, 
ΑΙ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΙ, ΜΕΡΟΣ Β΄,  ΠΡΟΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ,     

     Βιβλιοπωλείο Γ. Κορφιάτη, Αθήναι 1961. 
 
Το βιβλίο αυτό είναι συνέχεια του πρώτου µέρους των «Γεωµετριών», έργο 

το οποίο κατά τον συγγραφέα αφιερώνεται στην Τοπολογία, ως την πρώτη, 
γενική Γεωµετρία. Ο συγγραφέας στο έργο του αυτό ακολουθεί µια αντίθετη 
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από την συνηθισµένη πορεία: αρχίζοντας από την Προβολική Γεωµετρία οι 
υπόλοιπες γεωµετρίες θεωρούνται ως µερικές περιπτώσεις της. Στο βιβλίο 
αναπτύσσονται µε αυστηρό και αξιωµατικό τρόπο  τα θέµατα της Προβολικής 
Γεωµετρίας του επιπέδου και του χώρου (αξιώµατα υπάρξεως και συντυχίας, 
αξιώµατα προβολικότητας και τετρακορύφων, αξιώµατα διατάξεως).  
Το 4ο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στις κωνικές και στις ενελίξεις και περιέχει 
τις εξής ενότητες: προβολικότητες µε διπλά σηµεία, ενελίξεις, ορισµός 
κωνικών, εφαπτόµεναι και σηµεία επαφής κωνικών, πόλος και πολική κωνι-
κής, το θεώρηµα του Desargues των κωνικών και δυο ορισµοί κωνικής.  
Στην τελευταία αυτή ενότητα βρίσκουµε δυο νέους ορισµούς των κωνικών: 
τον ορισµό του Steiner  και τον ορισµό του von Staudt και αποδεικνύεται ότι 
µια κωνική Steiner είναι και κωνική von Staudt και αντίστροφα. Το τελευταίο 
κεφάλαιο του βιβλίου αναφέρεται στις οµάδες προβολικών µετασχηµατισµών, 
ενώ το βιβλίο τελειώνει µε µια ενδιαφέρουσα ιστορική αναδροµή για την 
γέννηση και θεµελίωση της Προβολικής Γεωµετρίας. Σ’ αυτήν ο συγγραφέας 
παρατηρεί ότι, «αν επρόκειτο να εξεταστεί η συµβολή των αρχαίων Ελλήνων 
γεωµετρών στην γεωµετρία αυτή, θα διαπιστούτο η µεγάλη έκτασις και το 
πλήθος των προτάσεων των εχουσών σχέσιν µε τας κωνικάς τοµάς και τας 
άλλας περιοχάς της Προβολικής Γεωµετρίας». 

 
 

6. ΜΑΥΡΙΚΙΟΥ  Α. ΜΠΡΙΚΑ, Καθηγητού του Πανεπιστηµίου Αθηνών,    
Μαθήµατα Αναλυτικής Γεωµετρίας, Αθήναι 1965. 
 
Το βιβλίο αυτό, στην 3η του έκδοση, περιέχει την Αναλυτική Γεωµετρία του  

επιπέδου και του χώρου προοριζόµενη για πανεπιστηµιακή διδασκαλία. 
Ιδιαίτερη βαρύτητα δίνεται στους  γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς. Σχετικά 
µε τις κωνικές τοµές, δίνεται στην αρχή ο ορισµός τους, ως τοµές δίχωνου 
ορθού κυκλικού κώνου µε επίπεδο, το οποίο ανάλογα µε την γωνία που 
σχηµατίζει µε την γενέτειρα του κώνου, προκύπτει η συγκεκριµένη κωνική 
τοµή. Αµέσως όµως µετά αναφέρεται ότι, 

 «αι καµπύλαι αύται παρουσιάζουν ωρισµένας χαρακτηριστικάς ιδιότητας τας 
οποίας δυνάµεθα να λάβωµεν ως βάσιν δια τον ορισµόν  αυτών. Προκειµένου 
να µελετήσωµεν τας καµπύλας αυτάς εις έν σύστηµα καρτεσιανών συντε-
ταγµένων, οι καταλληλότεροι ορισµοί προκύπτουν εκ των κατωτέρω ιδιοτήτων»  
 
και δίνονται στην συνέχεια οι γνωστοί ορισµοί µέσω του σταθερού αθροί-
σµατος, διαφοράς κλπ. Άξιο σηµείωσης είναι ότι, είναι το πρώτο µάλλον 
νεοελληνικό βιβλίο Αναλυτικής Γεωµετρίας, στο οποίο υπάρχει σχετικό ιστο-
ρικό σηµείωµα σχετικό µε τις κωνικές τοµές (σελ. 156) και αναφέρεται στον 
Μέναιχµο και στον Απολλώνιο. Μάλιστα ο συγγραφέας αναφερόµενος στην 
ιδέα του Μέναιχµου να υλοποιήσει την κατασκευή δυο µέσων αναλόγων 
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τµηµάτων, µε καµπύλες που είναι τοµές κώνου, εκφράζει την έκπληξή του: 
«Είναι απορίας άξιον πως η εξαιρετικής γονιµότητας ιδέα του Μέναιχµου 
εχρειάσθη 2000 έτη δια να αποδώσει τους καρπούς της» ([14], σελ. 158). 

 
 

7. ΜΑΥΡΙΚΙΟΥ  Α. ΜΠΡΙΚΑ, Καθηγητού του Πανεπιστηµίου Αθηνών. 
Τα περίφηµα άλυτα γεωµετρικά προβλήµατα της αρχαιότητος, Αθήναι   

     1970. 
 
Η ευαισθησία του συγγραφέα σε θέµατα της ιστορίας των αρχαίων Ελληνι-

κών µαθηµατικών, που είχε εκδηλωθεί µε το προηγούµενο βιβλίο του, εκφρά-
στηκε πλήρως µε την έκδοση αυτού του σηµαντικού και µοναδικού ίσως στην 
Ελληνική βιβλιογραφία έργου του 20ου αιώνα. Τα θέµατα του βιβλίου που σχε-
τίζονται µε τις κωνικές τοµές είναι : 

Α. Σχετικά µε το πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου και την τριχο-
τόµηση γωνίας.  
Το βιβλίο περιέχει τις λύσεις που έδωσαν στο πρόβληµα αυτό, µε την βοήθεια 
κωνικών τοµών ο Μέναιχµος και ο Απολλώνιος ([15], σελ. 75).  
Επίσης περιέχει τις δυο λύσεις του Πάππου για την τριχοτόµηση γωνίας µε την 
βοήθεια κωνικών ([15], σελ. 112). 
Ακόµη ο συγγραφέας αποδεικνύει ότι τα δυο αυτά προβλήµατα οδηγούν σε 
(µη ανάγωγες) εξισώσεις 3ου βαθµού. Στην συνέχεια αποδεικνύει ότι µια 
τέτοια εξίσωση µπορεί να λυθεί µε την βοήθεια κανόνα και διαβήτη αν έχουµε 
ήδη γνωστή µια κωνική. Έτσι π.χ. µια ρίζα της εξίσωσης x3 – px + q = 0 (την 
µορφή αυτή µπoρεί να λάβει κάθε τριτοβάθµια εξίσωση) µπορεί να προκύψει 
ως τετµηµένη ενός  σηµείου τοµής του κύκλου  x2 + y2 + qx - (p+1)y = 0 και 
της παραβολής  y = x2 ([15], σελ. 146). 

 
Β. Χάραξη κωνικών τοµών.  
Στο βιβλίο  αναφέρονται οι τρόποι χάραξης έλλειψης, υπερβολής και παρα-

βολής, µε την βοήθεια νήµατος Για την έλλειψη (υπερβολή) ο τρόπος αυτός 
στηρίζεται στην χαρακτηριστική  ιδιότητα της έλλειψης, για κάθε σηµείο της 
το άθροισµα (διαφορά) των αποστάσεων του από τις εστίες της να είναι ίσο µε 
τον µεγάλο της άξονα. Ας σηµειωθεί εδώ ότι, αν και η ιδιότητα αυτή 
αναφέρεται όπως είδαµε από τον Απολλώνιο,  πρώτος την χρησιµοποίησε για 
την χάραξη έλλειψης ο Ανθέµιος ο Τραλλιανός (αρχιτέκτονας της Αγίας 
Σοφίας, 6ος αιώνας µ.Χ.), στο έργο του Περί παραδόξων Μηχανηµάτων ([7], 
σελ. 47). Για την παραβολή χρησιµοποιείται η ιδιότητά της, κάθε σηµείο της 
να ισαπέχει από την εστία και την διευθετούσα της ([15], σελ. 173-174). 
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Επίσης στο βιβλίο περιγράφεται ένα  όργανο για την κατασκευή της έλλει-

ψης, ο ελλειψογράφος του Πρόκλου (412-485 µ.Χ.).  
Το όργανο αυτό στηρίζεται στην παρατήρηση ότι, αν τα σηµεία Α, Β του 
τµήµατος ΑΒΜ µε ΑΜ = α, ΒΜ = β, α > β, κινούνται πάνω σε δυο κάθετες 
ευθείες ώστε το Α να βρίσκεται πάντα στην ευθεία ΟΥ, ενώ το Β στην ευθεία 
ΟΧ, τότε το σηµείο Μ γράφει έλλειψη µε ηµιάξονες α, β (Σχήµα (α)). 

Τέλος υπάρχει στο βιβλίο ένα τρόπος χάραξης της έλλειψης που ανακα-
λύφθηκε από τον  Franz  Schooten (1615-1660). Η µέθοδός του στηρίζεται 
στην εξής πρόταση:  

Έστω δυο κάθετες ευθείες ΟΧ, OΥ (Σχήµα (β)) και  ένα ορθογώνιο στο Α 
τρίγωνο ΑΒΓ. Αν  το τρίγωνο µεταβάλλεται πάνω στο επίπεδο ΟΧΥ ώστε η 
κορυφή του Β να κινείται  στην ευθεία  OΧ, ενώ  η κορυφή του Α στην ευθεία 
OΥ, τότε η κορυφή Γ γράφει έλλειψη. Οι πλευρές του τριγώνου µπορούν να 
επιλεγούν κατάλληλα, ώστε να πάρουµε µια επιθυµητή έλλειψη. Πάντως η 
κατασκευή αυτή, σύµφωνα µε τον συγγραφέα, είναι αξιοσηµείωτη, γιατί ο 
Νεύτωνας την γενίκευσε και επινόησε, για πρώτη φορά, ένα όργανο για την 
χάραξη της κισσοειδούς καµπύλης  (κισσοειδογράφος του Νεύτωνα). 
 
 
8. ∆ΥΟ ΑΡΘΡΑ ΤΟΥ ΣΠΥΡΟΥ ΚΑΝΕΛΛΟΥ. 

 
To 1979 o µαθηµατικός και συγγραφέας Σπύρος Κανέλλος δηµοσίευσε δυο 

ενδιαφέροντα άρθρα  στο περιοδικό Ευκλείδης Β΄ (τεύχη 3, 4, 1979-1980) που 
αναφέρονται σε ιδιότητες της έλλειψης. 
Το πρώτο άρθρο έχει τίτλο Ένα γεωµετρικό θεώρηµα  και αποτελείται από ένα 
θεώρηµα µε 7 πορίσµατα. Αναφέρουµε εδώ το θεώρηµα και πέντε από τα  πο-
ρίσµατά του, όπως τα διατυπώνει ο συγγραφέας. To θεώρηµα αυτό είναι 
σχετικό µε τις ελλείψεις  Steiner του τριγώνου (βλ. σελ. 69-70). 
 
 

ΑΜ = α 
ΒΜ = β

(α) (β) 
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 ΘΕΩΡΗΜΑ 
Σε κάθε µη ισόπλευρο τρίγωνο αντιστοιχεί µια και µόνο έλλειψη η οποία έχει 
κέντρο, το κέντρο βάρους του τριγώνου  και η οποία διέρχεται από τις 
κορυφές του (περιγεγραµµένη έλλειψη). Αν α, β, γ οι πλευρές του τριγώνου 
και a, b οι άξονες της έλλειψης, τότε ισχύουν 

 a2+b2 = 9
2 (α2+β2+γ2)  και   ab =

33
4Ε , όπου Ε το εµβαδόν του τριγώνου. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1 

Υπάρχει επίπεδο επί του οποίου δοθέν µη ισόπλευρο τρίγωνο προβάλλεται 
ορθώς ως ισόπλευρο. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 2 

Κάθε µη ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθή προβολή ενός ισοπλεύρου τριγώ-
νου επί το επίπεδο ΑΒΓ. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 3 

Αν ένα µεταβλητό τρίγωνο είναι εγγεγραµµένο σε έλλειψη µε άξονες 2a, 2b 
και έχει ως κέντρο βάρους το κέντρο της έλλειψης, τότε 
α) Το εµβαδόν του τριγώνου είναι σταθερό και ίσο  4/ab33 . 
β) To άθροισµα των τετραγώνων των πλευρών του τριγώνου είναι σταθερό    
     και ίσο µε 9(a2+b2)/2. 
γ) To  άθροισµα των τετάρτων δυνάµεων των πλευρών του τριγώνου είναι 
σταθερό και ίσο µε 27(3a4+3b4 +2a2b2)/8. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 5 

Σε κάθε µη ισόπλευρο τρίγωνο εγγράφεται µια µόνο έλλειψη η οποία έχει 
κέντρο το κέντρο βάρους του τριγώνου και εφάπτεται των πλευρών του στα 
µέσα τους. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 7 

Αν δοθεί ένα τρίγωνο που δεν είναι ισόπλευρο, τότε υπάρχει στο επίπεδό του 
µια και µόνο ευθεία τέτοια ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των από-
στάσεων των κορυφών του τριγώνου από αυτήν να είναι ελάχιστο.  
Η ευθεία αυτή συµπίπτει µε τον φορέα του µεγάλου άξονα της περιγε-
γραµµένης περί το τρίγωνο έλλειψης και το ελάχιστο άθροισµα είναι ίσο µε 
3b2/2, όπου b ο µικρός ηµιάξονας της έλλειψης αυτής. 
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Το δεύτερο άρθρο έχει τίτλο Οδηγούσες διάµετροι έλλειψης  και αναφέρεται 
στις ιδιότητες και την κατασκευή των οδηγουσών  διαµέτρων έλλειψης 1ου και 
2ου είδους. Οι οδηγούσες ηµιδιάµετροι 1ου είδους µιας έλλειψης, ορίζονται ως 
οι ηµιδιάµετροι που βρίσκονται στο α΄ τεταρτηµόριο της έλλειψης και έχουν 
γινόµενο ίσο µε το γινόµενο των ηµιαξόνων της έλλειψης αυτής. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ  ΚΑΙ  ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΕΙΣ 
 
Σχετικά µε το πρώτο άρθρο και το θεώρηµα µε τα πορίσµατα που περιέχει, 

έχουµε να αναφέρουµε τα εξής σχετικά. 
 
 

Ι. ΤΡΙΓΩΝΟ ΚΑΙ ΕΛΛΕΙΨΗ : ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 
 
Ισχύουν και οι παρακάτω προτάσεις, οι αποδείξεις των οποίων γίνονται 

ευκολότερες θεωρώντας την έλλειψη ως προβολή κύκλου, οπότε µεταφέρονται  
ιδιότητες (προβολικού χαρακτήρα) του κύκλου σε αντίστοιχες ιδιότητες της 
έλλειψης. 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Απ’  όλα τα εγγεγραµµένα σε µια δοσµένη έλλειψη, τρίγωνα, το τρίγωνο που 
έχει κέντρο βάρους το κέντρο της έλλειψης  έχει  το µεγαλύτερο εµβαδόν.  
Κάθε τέτοιο τρίγωνο έχει σταθερό εµβαδόν και ίσο µε 4/ab33 , όπου  a, b οι 
ηµιάξονες της έλλειψης. 
(Βλέπε απόδειξη στην §5.4, Πρόβληµα 4) 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

 Απ’ όλα τα περιγεγραµµένα σε µια δοσµένη έλλειψη τρίγωνα (δηλαδή µε 
πλευρές εφαπτόµενες), το τρίγωνο που έχει κέντρο βάρους το κέντρο της 
έλλειψης  έχει  το µικρότερο εµβαδόν. 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3 

Η µικρότερη (σε εµβαδόν) έλλειψη που µπορεί να περιγραφεί σε ένα δοσµένο 
τρίγωνο είναι αυτή που έχει ως κέντρο της, το κέντρο βάρους του τριγώνου. 

Το εµβαδόν της είναι ίσο µε 
33

4Ε , όπου Ε το εµβαδόν του τριγώνου. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 4 
Η µεγαλύτερη  (σε εµβαδόν) έλλειψη που µπορεί να εγγραφεί σε ένα δοσµένο 
τρίγωνο είναι αυτή που έχει ως κέντρο της, το κέντρο βάρους του τριγώνου. 

 
Για τις δυο τελευταίες Προτάσεις βλέπε και την σελίδα 69 (Steiner). 
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                                   ΙΙ. ΤΡΙΓΩΝΟ  ΚΑΙ  ΚΩΝΙΚΕΣ 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν ΑΒΓ τρίγωνο του οποίου οι κορυφές Α, Β, Γ είναι εικόνες των µιγαδικών 
z1, z2, z3 αντίστοιχα, τότε υπάρχει έλλειψη που εφάπτεται στα µέσα των 
πλευρών του και έχει ως εστίες τις εικόνες των ριζών της εξίσωσης 

                                   0z-z
1

z-z
1

z-z
1

321
=++  

Γενικότερα ισχύει:   
 
ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έστω  οι µιγαδικοί αριθµοί  z1, z2, z3  και  Α(z1), Β(z2), Γ(z3) οι εικόνες τους 
στο µιγαδικό επίπεδο, για τις οποίες υποθέτουµε ότι είναι κορυφές τριγώνου. 
Έστω η συνάρτηση  

f(z) = 321 m
3

m
2

m
1 )zz()zz()zz( −−− , z ∈ C  και η (λογαριθµική της 

παράγωγος) 

                 F(z) = 
3

3

2

2

1

1

z-z
m

z-z
m

z-z
m ++ , όπου  m1, m2, m3 ακέραιοι.  

Τότε  οι ρίζες ρ1, ρ2 της  εξίσωσης  F(z) = 0  είναι οι εστίες κωνικής τοµής που 
εφάπτεται στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ του τριγώνου σε σηµεία Κ(ζ3), Λ(ζ1), 
Μ(ζ2) τα οποία χωρίζουν τις πλευρές σε λόγους  m1/m2,  m2/m3,  m3/m1 αντί-
στοιχα. Αν n = m1+m2+m3 ≠ 0, η κωνική είναι µια έλλειψη αν  nm1m2m3 > 0,  
και υπερβολή αν nm1m2m3 < 0.  

Αν n = 0 και ν = m1z1+m2z2+m3z3  ≠ 0, τότε η κωνική είναι παραβολή µε 
εστία το ζ (µοναδική ρίζα της εξίσωσης  F(z) = 0) και άξονα παράλληλο στην 
ευθεία που ενώνει την αρχή των αξόνων µε την εικόνα του σηµείου v. 

 

 
 
To θεώρηµα  αυτό αποδείχθηκε από τον Βocher (1892) και  Grace  (1902) 

για την περίπτωση που  οι m1, m2, m3 είναι θετικοί  και από τον  Marden 
(1945) για οποιουσδήποτε  m1, m2, m3 ακέραιους. Γενίκευση του θεωρήµατος 

Α(z1) 

Β(z2) 

Κ(ζ3) Μ(ζ2) 

Λ(ζ1) 
   Γ(z3) 

Ε′(ρ1) Ε(ρ2) 
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έχει δοθεί από τους Siebeck (1864), Van den Berg (1882,1884,1889), Vries 
(1891), Juhel-Renoy (1906), Heawood (1907), Occhipinti (1910), Fujiwara 
(1916), Linfield (1923,1920) και Haensel (1928) (βλ. [13], σελ. 11) 

 
 

9. ΓΡΗΓΟΡΙΟΥ  ΤΣΑΓΚΑ,  Καθηγητού Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης, 
Στοιχεία Αναλυτικής Γεωµετρίας Γ΄ Λυκείου, Έκδοση  Ιδρύµατος 
Ευγενίδου, Αθήνα 1981. 
 
Είναι το πρώτο βιβλίο µετά από πολλά χρόνια, κατά πληροφορία συντα-

ξιούχου συναδέλφου Καθηγητή Μαθηµατικών από το 1949-50, µε το οποίο οι 
κωνικές τοµές διδάσκονται ξανά στο Λύκειο. Περιέχονται στο 2ο κεφάλαιο  
και περιλαµβάνουν, τον  ορισµό της παραβολής µε βάση την εστία και διευθε-
τούσα της, καθώς και τους ορισµούς της  έλλειψης και της υπερβολής µε βάση  
το σταθερό άθροισµα και την διαφορά αντίστοιχα (εστιακοί ορισµοί). 
 Με µεθόδους της Aναλυτικής Γεωµετρίας εξάγονται (µε ορθό και αντίστρο-
φο) οι εξισώσεις των καµπυλών αυτών, καθώς  και οι εξισώσεις των εφα-
πτοµένων τους (ως διπλή λύση συστήµατος πρωτοβάθµιας και δευτεροβάθµιας 
εξίσωσης. ∆εν αναφέρονται ιδιότητες των κωνικών πέραν από τις απλές ιδιό-
τητες της συµµετρίας που προκύπτουν από τις εξισώσεις τους. Στο τέλος του 
κεφαλαίου γίνεται µια σύντοµη αναφορά στις παραπάνω καµπύλες ως τοµές 
κώνου. ∆εν υπάρχουν ιστορικά ή βιβλιογραφικά στοιχεία. 
 
10. ΝΙΚΟΛΑΟΥ  ΒΑΡΟΥΧΑΚΗ  κ.ά., ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι (Αναλυτική Γεωµε- 
    τρία), ΟΕ∆Β, Αθήνα 1991. 

 
Από το σχολικό έτος 1983-84 εφαρµόστηκε το βιβλίο αυτό, υλοποιώντας το 

νέο αναλυτικό πρόγραµµα. Οι κωνικές τοµές περιέχονται στο 4ο κεφάλαιο,  το 
οποίο αρχίζει µε την απλή αναφορά ότι «οι κωνικές τοµές ήταν γνωστές από 
την αρχαιότητα» και συνεχίζει µε ένα σχεδιάγραµµα της ύλης του. 
Οι καµπύλες, κύκλος, έλλειψη, υπερβολή και παραβολή µελετώνται µε τις 
µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Στην αρχή δίνονται οι εστιακοί ορισµοί 
των καµπυλών και εξάγονται οι  εξισώσεις τους (για έλλειψη και υπερβολή) µε 
τον τρόπο που είδαµε στο βιβλίο του Γ. Ρεµούνδου. Επίσης οι εξισώσεις δίνο-
νται και ως προς σύστηµα µε κέντρο διάφορο του κέντρου τους (ή της κορυ-
φής για την παραβολή). Για κάθε καµπύλη εξετάζεται η σχετική θέση της 
ευθείας y = λx + κ µε αυτήν και στην περίπτωση διπλού κοινού σηµείου η ευ-
θεία ορίζεται ως εφαπτοµένη.  

Εκτός από τις απλές ιδιότητες συµµετρίας των καµπυλών αναφέρεται µια 
ιδιότητα για κάθε καµπύλη. ∆εν αναφέρεται η ανακλαστική ιδιότητα των 
κωνικών. Επίσης η έλλειψη µε µεγάλο άξονα 2α µελετάται σε σχέση µε τον 
κύκλο διαµέτρου 2α (διευθετών κύκλος) καθώς και ως προβολή κύκλου. Στο 
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τέλος αναφέρονται οι καµπύλες και ως κωνικές τοµές µε ανάλογα σχήµατα και 
τέλος γίνεται πλήρης µελέτη της εξίσωσης  

                      Ax2 + Βy2 + Γx + ∆y + Ε = 0  µε  |Α| + |Β| ≠ 0.  
∆εν υπάρχουν βιβλιογραφικές αναφορές, ούτε ιστορικά στοιχεία, πέρα από 

αυτό που αναφέραµε στην αρχή. 
 
 

11. ΣΤΥΛΙΑΝΟΥ ΑΝ∆ΡΕΑ∆ΑΚΗ κ.ά., Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου (Άλγεβρα,   
      Αναλυτική Γεωµετρία, Πιθανότητες), ΟΕ∆Β, Α΄ έκδοση Αθήνα 1992. 

  
Από το 1992 άρχισε η διδασκαλία του βιβλίου αυτού υλοποιώντας το 

αναλυτικό πρόγραµµα που είχε αρχίσει να εφαρµόζεται από το ακαδηµαϊκό 
έτος 1989-90. Οι κωνικές τοµές περιέχονται στο 5ο κεφάλαιο και µελετώνται 
µε µεθόδους της αναλυτικής γεωµετρίας. Στην αρχή γίνεται απλή αναφορά 
στις τοµές κώνου µε ένα επίπεδο, όπου παρουσιάζονται µε σχήµατα οι διά-
φορες περιπτώσεις, κύκλος, παραβολή, έλλειψη,  υπερβολή. 

 Οι καµπύλες ορίζονται µε βάση τις εστιακές τους ιδιότητες. Για κάθε µια 
καµπύλη παράγεται η εξίσωσή της (µε απλή αναφορά ότι ισχύει και το 
αντίστροφο) και δίνονται οι απλές ιδιότητες συµµετρίας που προκύπτουν από 
αυτή. Οι εξισώσεις των εφαπτοµένων προκύπτουν µε χρήση παραγώγων. 
Αναφέρεται µόνο η ανακλαστική ιδιότητα των κωνικών µε διάφορες εφαρµο-
γές της, καθώς και µια ιδιότητα της υπερβολής. Καινοτοµία του βιβλίου είναι 
ότι δίνει τις εξισώσεις αλλαγής αξόνων, παράλληλης µεταφοράς και στροφής. 
Έτσι εξετάζονται και εξισώσεις  της µορφής  

                     Ax2 + Bxy + Γy2 + ∆x + Εy + Ζ = 0, 
αλλά µόνο µε συγκεκριµένες τιµές των συντελεστών, εκτός της  περίπτωσης Α 
= Β που εξετάζεται γενικά. Επίσης στο τέλος του κεφαλαίου υπάρχει (για 
πρώτη φορά σε σχολικό βιβλίο) ένα ενδιαφέρον ιστορικό σηµείωµα για τις 
κωνικές τοµές, από τα αρχαία χρόνια µέχρι τα νεώτερα, γραµµένο από τον 
καθηγητή  και συγγραφέα Ιωάννη Θωµαΐδη.  

 
 

12. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου,   
     ΟΕ∆Β, Αθήνα 1998. 

 
Από το σχολικό έτος 1998-99 οι κωνικές τοµές διδάσκονται στην Β΄ 

Λυκείου. Περιέχονται στο 3ο κεφάλαιο του βιβλίου αυτού, το οποίο αρχίζει µε 
ένα ιστορικό σηµείωµα του Ι. Θωµαΐδη, που αναφέρεται στην προσέγγιση των 
κωνικών τοµών από τον  Μέναιχµο και τον Απολλώνιο. Οι καµπύλες ορίζο-
νται µε βάση τις εστιακές τους ιδιότητες και αναφέρονται οι εξισώσεις τους 
καθώς και οι εξισώσεις των εφαπτοµένων τους χωρίς αποδείξεις (εκτός του 
κύκλου). Για κάθε µια αναφέρεται η  εξίσωσή της και δίνονται οι απλές 
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ιδιότητες συµµετρίας που προκύπτουν από αυτή. Αναφέρεται η ανακλαστική 
ιδιότητα των κωνικών µε διάφορες εφαρµογές της, και από δυο ιδιότητες στην 
παραβολή και έλλειψη και µια στην υπερβολή. Στο βιβλίο εξετάζεται ακόµη, 
µέσω της παράλληλης µεταφοράς αξόνων, και η  εξίσωση  

                     Ax2 + By2 + Γx + ∆y + Ε = 0, 
αλλά µόνο µε συγκεκριµένες τιµές των συντελεστών της. 
Η περίπτωση όµως Α = Β, που µπορεί να παριστάνει κύκλο, εξετάζεται γενικά.  

Το βιβλίο αυτό χρησιµοποιήθηκε και  το σχολικό έτος 2003-2004 και εν 
όψει της νέας σχολικής χρονιάς 2004-2005 µοιράστηκε στους µαθητές της Β΄ 
τάξης (του Πειραµατικού Λυκείου Ηρακλείου) στις 13 του Σεπτέµβρη του 
2004, µέρα που ολοκληρώθηκε και η εργασία αυτή… 
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ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ  Ο  ΠΕΡΓΑΙΟΣ  (260-180 π.Χ. περίπου) 
 

Η εισαγωγή στο α΄ βιβλίο των Κωνικών 
 
'Apollènioj EÙd»mJ ca…rein.  
     E„ tù te sèmati eâ ™pan£geij kaˆ t¦ ¥lla kat¦  
gnèmhn ™st… soi, kalîj ¨n œcoi, metr…wj d� œcomen  
kaˆ aÙto…. kaq' Ön d� kairÕn ½mhn met£ sou ™n  
Perg£mJ, ™qeèroun se speÚdonta metasce‹n tîn pe- 
pragmšnwn ¹m‹n kwnikîn· pšpomfa oân soi tÕ prîton  
bibl…on diorqws£menoj, t¦ d� loip£, Ótan eÙarest»- 
swmen, ™xaposteloàmen· oÙk ¢mnhmone‹n· g¦r o‡oma…  
se par' ™moà ¢khkoÒta, diÒti t¾n perˆ taàta œfodon  
™poihs£mhn ¢xiwqeˆj ØpÕ Naukr£touj toà gewmštrou,  
kaq' Ön kairÕn ™scÒlaze par' ¹m‹n paragenhqeˆj e„j  
'Alex£ndreian, kaˆ diÒti pragmateÚsantej aÙt¦ ™n Ñktë  
bibl…oij ™x aÙtÁj metadedèkamen aÙt¦ e„j tÕ spou- 
daiÒteron di¦ tÕ prÕj œkplJ aÙtÕn e�nai oÙ diakaq£- 
rantej, ¢ll¦ p£nta t¦ Øpop…ptonta ¹m‹n qšntej æj  
œscaton ™peleusÒmenoi. Óqen kairÕn nàn labÒntej ¢eˆ  
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tÕ tugc£non diorqèsewj ™kd…domen. kaˆ ™peˆ sum- 
bšbhke kaˆ ¥llouj tin¦j tîn summemicÒtwn ¹m‹n  
meteilhfšnai tÕ prîton kaˆ tÕ deÚteron bibl…on prˆn  
À diorqwqÁnai, m¾ qaum£sVj, ™¦n perip…ptVj aÙto‹j  
˜tšrwj œcousin. ¢pÕ d� tîn Ñktë bibl…wn t¦ prîta   
tšssara pšptwken e„j ¢gwg¾n stoiceièdh, perišcei d�  
tÕ m�n prîton t¦j genšseij tîn triîn tomîn kaˆ tîn  
¢ntikeimšnwn kaˆ t¦ ™n aÙta‹j ¢rcik¦ sumptèmata ™pˆ  
plšon kaˆ kaqÒlou m©llon ™xeirgasmšna par¦ t¦ ØpÕ  
tîn ¥llwn gegrammšna, tÕ d� deÚteron t¦ perˆ t¦j  
diamštrouj kaˆ toÝj ¥xonaj tîn tomîn sumba…nonta  
kaˆ t¦j ¢sumptètouj kaˆ ¥lla genik¾n kaˆ ¢nagka…an  
cre…an parecÒmena prÕj toÝj diorismoÚj· t…naj d�  
diamštrouj kaˆ t…naj ¥xonaj kalî, e„d»seij ™k toÚtou  
toà bibl…ou. tÕ d� tr…ton poll¦ kaˆ par£doxa qew- 
r»mata cr»sima prÒj te t¦j sunqšseij tîn stereîn  
tÒpwn kaˆ toÝj diorismoÚj, ïn t¦ ple‹sta kaˆ k£llista  
xšna, § kaˆ katano»santej sune…domen m¾ suntiqšmenon  
ØpÕ EÙkle…dou tÕn ™pˆ tre‹j kaˆ tšssaraj gramm¦j  
tÒpon, ¢ll¦ mÒrion tÕ tucÕn aÙtoà kaˆ toàto oÙk  
eÙtucîj· oÙ g¦r Ãn dunatÕn ¥neu tîn proseurh- 
mšnwn ¹m‹n teleiwqÁnai t¾n sÚnqesin. tÕ d� tštarton,  
posacîj aƒ tîn kènwn tomaˆ ¢ll»laij te kaˆ tÍ toà  
kÚklou perifere…v sumb£llousi, kaˆ ¥lla ™k perissoà,  
ïn oÙdšteron ØpÕ tîn prÕ ¹mîn gšgraptai, kènou  
tom¾ À kÚklou perifšreia kat¦ pÒsa shme‹a sum- 
b£llousi. t¦ d� loip£ ™sti periousiastikètera· œsti  
g¦r tÕ m�n perˆ ™lac…stwn kaˆ meg…stwn ™pˆ plšon,  
tÕ d� perˆ ‡swn kaˆ Ðmo…wn kènou tomîn, tÕ d� perˆ  
dioristikîn qewrhm£twn, tÕ d� problhm£twn kwnikîn  
diwrismšnwn. oÙ m¾n ¢ll¦ kaˆ p£ntwn ™kdoqšntwn  
œxesti to‹j peritugc£nousi kr…nein aÙt£, æj ¨n aÙtîn  
›kastoj aƒrÁtai. eÙtÚcei.   
     'E¦n ¢pÒ tinoj shme…ou prÕj kÚklou perifšreian,  
Öj oÙk œstin ™n tù aÙtù ™pipšdJ tù shme…J, eÙqe‹a…  
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ΤΟ ΕΞΩΦΥΛΛΟ  ΑΠΌ  ΤΗΝ  ΕΚ∆ΟΣΗ  ΤΩΝ  ΚΩΝΙΚΩΝ  ΤΟ  1710 

 
   Το εξώφυλλο της έκδοση των Κωνικών του 1710 (Οξφόρδη)  µε το κείµενο: 
«Οι ναυαγοί δεν ήξεραν αν είχαν τελειώσει τα βάσανά τους στην έρηµη και άγνωστη 
ακτή όπου η άγρια θύελλα πέταξε τσακισµένο το καράβι τους. Τότε ο Σωκρατικός 
φιλόσοφος Αρίστιππος (ένας από τους ναυαγούς) παρατήρησε στην αµµουδιά γεωµε-
τρικά σχήµατα κι’ είπε στους συντρόφους του µ’ εµπιστοσύνη: Σωθήκαµε, εδώ 
κατοικούν πολιτισµένοι άνθρωποι. Πραγµατικά είχαν αράξει στην Ρόδο.»  
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Σελίδα από την  έκδοση των Κωνικών  το 1710  (Ελληνικά-Λατινικά)  

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο                           Ι Σ Τ Ο Ρ Ι Α 
 

99

 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                             
 

100

H ΣΕΛΙ∆Α 128 ΑΠΌ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ ΤΟΥ ΘΕΟΤΟΚΗ (1802) 
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H ΣΕΛΙ∆Α 221 ΑΠΌ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ ΤΟΥ ΓΡΑΝ∆Η (1802) 
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     ΣΕΛΙ∆Α 30 ΑΠΌ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ ΤΟΥ KAIΛΕ (1802) 
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ΑΠΟ ΤΟΝ ΚΩΝΟ  ΣΤΙΣ ΚΩΝΙΚΕΣ  ΤΟΜΕΣ  

 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Είδαµε ότι ο Απολλώνιος όρισε τις καµπύλες παραβολή, υπερβολή και  

έλλειψη ως τοµές κώνου µε ένα ορισµένο επίπεδο. Οι καµπύλες όµως αυτές έχουν 
ορισµένες απλές χαρακτηριστικές ιδιότητες οι οποίες µας επιτρέπουν να τις 
ορίσουµε χωρίς να αναφερθούµε καθόλου σε τοµές κώνου. 

Πράγµατι, στο επόµενο κεφάλαιο θα ορίσουµε τις κωνικές εκ νέου, χωρίς να 
αναφερθούµε σε τοµές κώνου, και θα αποδείξουµε µε Ευκλείδεια µέσα τις βα-
σικές τους ιδιότητες. 
Εν τω µεταξύ στο παρόν κεφάλαιο θα δούµε πώς προκύπτουν, από τον Απολ-
λώνιο ορισµό, οι εν λόγω χαρακτηριστικές ιδιότητες. Συγκεκριµένα θα απoδεί-
ξουµε τις εστιακές ιδιότητες της παραβολής, υπερβολής και έλλειψης και  στην 
συνέχεια την γενική ιδιότητα του λόγου των καµπυλών αυτών. Για τις  εστιακές 
ιδιότητες των κωνικών θα δούµε και µια δεύτερη απόδειξη, ιδιαίτερα κοµψή, που 
οφείλεται στον Dandelin. Επίσης θα δείξουµε ότι η έλλειψη µπορεί να θεωρηθεί 
και ως τοµή κυλίνδρου µε επίπεδο. Με αφορµή το τελευταίο θα αναφερθούµε µε 
συντοµία σε ορισµένα χρήσιµα θέµατα προβολών. 
 Τέλος, θα δώσουµε ένα αναλυτικό τρόπο µε τον οποίο µπορούν να προκύψουν 
οι εξισώσεις  της παραβολής, έλλειψης και υπερβολής απ’ ευθείας από την το-
µή κώνου µε επίπεδο. 
 
   
2.1 ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΠΟΛΛΩΝΙΕΣ ΤΟΜΕΣ  ΣΤΙΣ  ΕΣΤΙΑΚΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 
     ΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ 

 
Όπως είδαµε στο ιστορικό µέρος, ο Απολλώνιος αντιστοίχησε  σε κάθε µία 

από τις καµπύλες παραβολή, έλλειψη και υπερβολή το σύµπτωµά της, µια σχέση 
δηλαδή µεταξύ ενός τυχαίου  σηµείου της και ορισµένων σταθερών που εξαρτώ-
νται από τον κώνο και το επίπεδο τοµής. Αυτό το σύµπτωµα το χρησιµοποιεί 
στην συνέχεια για ανακαλύψει και να αποδείξει πολλές ιδιότητες των κωνικών, 
µεταξύ των οποίων και τις εστιακές ιδιότητες της έλλειψης και της υπερβολής.  
Στην απόδειξη της εστιακής ιδιότητας της έλλειψης (βλέπε Κωνικά Βιβλίο γ΄, 
Πρόταση 52, [1], τόµος β΄, σελ. 255) ο Απολλώνιος χρησιµοποιεί τις Προτάσεις 
48 και 50 (Βιβλίο γ΄) οι οποίες προϋποθέτουν άλλες προηγούµενες  προτάσεις. 
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To ίδιο και για την υπερβολή, ενώ για την παραβολή, όπως έχουµε αναφέρει, δεν 
υπάρχει καν αναφορά σε εστία. 
 Εδώ θα δώσουµε µια δική µας απ’ ευθείας απόδειξη των εστιακών ιδιοτήτων 
όλων των κωνικών τοµών, εκτός του κύκλου, ξεκινώντας από τα συµπτώµατα του 
Απολλωνίου, µε την σειρά που  παρουσιάζονται στα Κωνικά (βλ. Kεφ. 1,  A4.3).  
Ας σηµειωθεί ότι Απολλώνιος στις Προτάσεις 49 και 50 του α΄ βιβλίου των 
Κωνικών, αποδεικνύει ότι, από µια αρχική διάµετρο της κωνικής (που προήλθε 
από την τοµή  του επιπέδου τοµής του κώνου µε το αξονικό τρίγωνο) µπορούµε 
να µεταβούµε σε µια άλλη διάµετρο διατηρώντας την µορφή του συµπτώµατος 
της καµπύλης. Έτσι µπορούµε να θεωρήσουµε ως αρχική διάµετρο τον άξονα της 
παραβολής (ή τον µεγάλο ή κύριο άξονα αντίστοιχα για την έλλειψη και 
υπερβολή) και αυτή την ειδική περίπτωση θα θεωρήσουµε παρακάτω.. 
 
 

Α.  Π Α Ρ Α Β Ο Λ Η 
 

Για την παραβολή, σύµφωνα µε τον ορισµό του Απολλωνίου, θα δείξουµε 
ότι υπάρχει ένα (σταθερό) σηµείο Ε και µια (σταθερή) ευθεία (δ) στο επίπεδο 
της καµπύλης, ώστε κάθε σηµείο της να ισαπέχει από το σηµείο Ε και την 
ευθεία (δ) και αντίστροφα.  

Μ

Λ
Ζ Ε

Θ

Κ

ΡΙ

H

Π

(δ)

 
Έχοντας υπόψη την Ενότητα Ι.1 (και το σχόλιο1) της §Α4.3 (Κεφ.1), 
θεωρούµε την τοµή ΜΖΡ (Σχήµα 1) και την διάµετρό της ΖΛ που όπως αναφέ-
ραµε µπορούµε να θεωρήσουµε και ως άξονα,  οπότε η ΜΛ είναι  κάθε-τη 
στην ΖΗ. Πάνω στην διάµετρο ΖΕ παίρνουµε σηµεία Κ, Ε ώστε ΚΖ = ΖΕ = 
ΖΘ/4, όπου ΖΘ η σταθερή παράµετρος της παραβολής.  

Σχήµα 1 

ΜΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ 

ΖΘ = 2p : παράµετρος 
                 παραβολής 
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Έτσι ΖΘ = 2ΚΕ = 4ΖΕ (δηλαδή ΖΘ = 2p, όπου p η παράµετρος που θεωρούµε 
συνήθως σήµερα).  
Στο σηµείο Κ θεωρούµε ευθεία (δ) κάθετη στην ευθεία ΖΛ. Έστω ΜΠ κάθετη 
στην ευθεία (δ) από το σηµείο Μ. Έχοντας υπόψη ότι ΜΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ, έχουµε 
 
ΜΕ2 = ΜΛ2 + ΕΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ + (ΚΛ - ΚΕ)2    (ΚΕ = 2ΖΕ) 
                              = 4ΖΕ⋅ΖΛ + ΚΛ2 + 4ΖΕ2 - 4ΚΛ⋅ΖΕ   (ΚΖ = ΖΕ) 
                                           = ΚΛ2 + 4ΖΕ(ΖΛ – ΚΛ + ΖΕ),  
                              = ΚΛ2 = ΠΜ2  
Άρα  ΜΕ = ΠΜ. 
 Προφανώς ισχύει και το αντίστροφο: αν ΜΕ = ΠΜ τότε ΜΛ2 = ΖΘ⋅ΖΛ. 
Εποµένως, ένα σηµείο ανήκει στην παραβολή, σύµφωνα µε τον ορισµό του 
Απολλωνίου, αν και µόνο αν ισαπέχει από το (σταθερό) σηµείο Ε και από την 
(σταθερή) ευθεία (δ).  
 

Β. ΥΠΕΡΒΟΛΗ 
 

Για την υπερβολή, σύµφωνα µε τον ορισµό του Απολλωνίου, θα δείξουµε 
ότι: υπάρχουν δυο σταθερά σηµεία Ε, Ε΄ στο επίπεδο της καµπύλης και ένα 
σταθερό τµήµα 2α ώστε, ένα σηµείο της καµπύλης αυτής ανήκει σ’ αυτήν αν  
και µόνο αν η διαφορά των αποστάσεών του από αυτά να είναι ίσο µε το σταθερό 
τµήµα 2α. 
Έχοντας υπόψη την Ενότητα Ι.2 της §Α4.3 (Κεφ.1),  θεωρούµε την τοµή ΜΖ 
(Σχήµα 2) και µια διάµετρό της ΖΛ. Ας θεωρήσουµε ότι έχει προέλθει από 
ορθό κυκλικό κώνο οπότε ΜΛ κάθετη στην ΖΛ.  
 Όπως είδαµε  στην § Ι.2 ( Κεφ.1, Α4.3), Σχόλιο 4, σχέση (5), ο λόγος 

                                             ΛTΖΛ
ΜΛ2

⋅
 = TZ

ΖΘ  

 είναι σταθερός και χαρακτηρίζει το τυχόν σηµείο Μ της υπερβολής. 
Έστω Ο το µέσο της TΖ και τµήµα α µε ΤΖ = 2α. Ορίζουµε τµήµα β ώστε  

TZ
ΖΘ = 2

2

α
β , δηλαδή το β επιλέγεται ώστε 2β2 ΖΘα=  (άρα η παράµετρος  της 

υπερβολής είναι p = ΖΘ = 2β2/α). 
 Έτσι έχουµε 

                         TΛΖΛ
ΜΛ2

⋅
= 2

2

α
β   ή   2

2

22

2

α-OΛ
ΜΛ

α
β=   (1) 

 
Θεωρούµε τα σηµεία Ε′, Ε ώστε ΟΕ′ = ΟΕ = γ, όπου γ2  = α2 + β2. 
 
 Έχουµε  ΜΕ′2 - ΜΕ2  = Ε′Λ2 - ΕΛ2  = (γ + ΟΛ)2 - ( ΟΛ - γ)2  = 4γΟΛ   (2)  και 
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Ε

Τ Ο
Ζ

Θ

Ξ

Λ

Μ

HE'

Φ

Ι
 

 

ΜΕ′2 + ΜΕ2 = 2ΜΛ2 + ΕΛ2 + Ε′Λ2 = 2

222 )α-Λ(2β
α
Ο + (ΟΛ - γ)2 + (ΟΛ + γ)2  

                                                                                 = 2

22β2
α
ΟΛ - 2β2  + 2γ2 + 2ΟΛ2   (3) 

Με πρόσθεση των (2), (3) παίρνουµε 

ΜΕ′2 =  
2

22

α
ΟΛβ - β2 + γ2 + ΟΛ2 + 2γΟΛ 

         = 2

22 Λ
α
Ογ

 + α2 + 2γΟΛ = 2)α( ΟΛγ+α , οπότε  ΜΕ′ = α + ΟΛγ
α . 

Όµοια µε αφαίρεση των (2), (3) βρίσκουµε ΜΕ2 = 2)αα( −ΟΛγ και επειδή  

γΟΛ > α2 (αφού ΟE⋅ΟΛ > ΟΖ2 ), παίρνουµε ΜΕ = ΟΛγ
α - α. Έτσι έχουµε  

                                           ΜΕ′ - ΜΕ = 2α  (4). 
Όµοια  και για τον άλλο κλάδο  προκύπτει  ΜΕ - ΜΕ′ = 2α. 
 
Άρα κάθε σηµείο της τοµής - υπερβολής έχει την ιδιότητα, η διαφορά των 
αποστάσεών του από τα σταθερά σηµεία Ε′, Ε να είναι σταθερή και ίση µε 2α. 
Αποδεικνύεται και το αντίστροφο: αν ισχύει η (4)  τότε ισχύει και η (1), λογικό 
άλλωστε αφού µόνο αυτή και το Πυθαγόρειο θεώρηµα χρησιµοποιήθηκε για να 
προκύψει η (4). 

Σχήµα 2 

ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΞ   
ΖΘ: παράµετρος 
       υπερβολής 
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Γ. ΕΛΛΕΙΨΗ 
 

Για την έλλειψη, σύµφωνα µε τον ορισµό του Απολλωνίου, θα δείξουµε ότι: 
υπάρχουν δυο σταθερά σηµεία Ε, Ε΄ στο επίπεδο της και ένα σταθερό τµήµα 
2α, ώστε, ένα σηµείο της καµπύλης αυτής ανήκει σ’ αυτήν αν  και µόνο αν το 
άθροισµα των αποστάσεών του από αυτά να είναι ίσο µε το σταθερό τµήµα 2α. 
 
Έχοντας υπόψη την  Ενότητα Ι.3 της §Α4.3 (Κεφ.1), θεωρούµε την τοµή  ΜΖ 
(Σχήµα 3) και ΖΛ µια διάµετρός της. Ας θεωρήσουµε ότι έχει προέλθει από 
ορθό κώνο, οπότε ΜΛ κάθετη στην ΖΛ. Έστω Ζ∆ = 2α και Ο το µέσο του Ζ∆. 
Όπως είδαµε  στην § Ι.3 ( Κεφ.1, Α4.3), Σχόλιο 3, σχέση (6), ο λόγος 

Λ∆ΖΛ
ΜΛ2

⋅
 = ∆Z

ΖΘ  είναι σταθερός και εποµένως ίσος µε 2

2

ZO
OB , όπου ΒΟ κάθετη 

στην Ζ∆. Θέτουµε β = ΟΒ, οπότε έχουµε  
 

Ζ

Μ

Λ
∆

Ν
Θ Τ

Ο

Φ

Ε' Ε

B

     
 

                        Λ∆ΖΛ
ΜΛ2

⋅
= 2

2

α
β    ή     22

2

α
ΜΛ

ΟΛ−
= 2

2

α
β   (1)  

 
(Παρατηρούµε ότι η παράµετρος της έλλειψης είναι  ίση µε  p = ΖΘ = 2β2/α) 
Έστω α > β. Θεωρούµε τα σηµεία Ε′, Ε  στον άξονα Ζ∆ ώστε ΟΕ′ = ΟΕ = γ, 
όπου γ2 = α2 - β2. Έχουµε  τώρα, 
 
ΜΕ2 - ΜΕ′2 = ΕΛ2 - Ε′Λ2 = (γ + ΟΛ)2 - (γ - ΟΛ)2 = 4γΟΛ  (2)  και 

ΜΕ2 + ΜΕ′2  = 2ΜΛ2 + Ε′Λ2 + ΕΛ2 = 2

222 )Λ(α2β
α

Ο− +(γ - ΟΛ) 2 + (γ + ΟΛ) 2  

Σχήµα 3 

ΜΛ2 = ΖΛ⋅ΛΝ  
 p = ΖΘ: παράµετρος 
                έλλειψης 
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                                                                             = 2β2 
2

222β
α
ΟΛ− + 2γ2 + 2ΟΛ2   (3) 

Με πρόσθεση των (2), (3) παίρνουµε 

ΜΕ2 = β2  - 2

22

α
ΟΛβ + γ2 + ΟΛ2 + 2γΟΛ 

        = 2

22γ
α
ΟΛ  + β2 + γ2 + 2γΟΛ = 2)α( ΟΛγ+α , οπότε  ΜΕ = α + ΟΛγ

α . 

Όµοια, µε αφαίρεση των (2), (3) βρίσκουµε ΜΕ′2  = 2)α( ΟΛγ−α και επειδή  

α2 > γΟΛ (διότι Ο∆2 > ΟΕ⋅ΟΛ), παίρνουµε ΜΕ′ = α - ΟΛγ
α . Έτσι έχουµε  

                                           ΜΕ′ + ΜΕ = 2α    (4) 
Άρα κάθε σηµείο της τοµής - έλλειψης έχει την ιδιότητα, το άθροισµα των 
αποστάσεών του από τα σταθερά σηµεία Ε′, Ε να είναι σταθερή και ίση µε 2α. 
Αποδεικνύεται και το αντίστροφο: αν ισχύει η (4)  τότε ισχύει και η (1), λογικό 
άλλωστε αφού µόνο αυτή και το Πυθαγόρειο θεώρηµα χρησιµοποιήθηκε για να 
προκύψει η (4). 
 
           
2.2  Η ΓΕΝΙΚΗ Ι∆ΙΟΤΗΤΑ ΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ 
 

  Οι τοµές µιας κωνικής κυκλικής επιφάνειας από ένα επίπεδο που δεν διέρ-
χεται από την κορυφή της είναι επίπεδες καµπύλες που έχουν µια ανέλπιστη 
κοινή χαρακτηριστική  ιδιότητα. Έτσι µπορούν να  οριστούν µε την ιδιότητα 
αυτή και να αγνοηθεί το τρισδιάστατο γεγονός της υλοποίησης τους ως τοµές  
κωνικής επιφάνειας µε  επίπεδο. 
Θα δείξουµε τώρα εδώ αυτή την κοινή ιδιότητα και των τριών κωνικών,  εκτός 
δηλαδή του κύκλου. 
 

Έστω ένας ορθός κυκλικός κώνος µε κορυφή Κ (Σχήµα 4) του οποίου µια 
γενέτειρα σχηµατίζει γωνία (οξεία αναγκαστικά) θ µε τον άξονα του κώνου, 
δηλαδή γωνία  κορυφής 2θ, 0 < θ < 90ο και  ένα  επίπεδο (S) που τέµνει την 
επιφάνεια του κώνου. Έστω ότι η  προβολή του άξονα του κώνου στο επίπεδο 
(S) είναι η ευθεία Α′ΟΑ. Η Α′Α ορίζει µε την ΚΟ ένα επίπεδο κάθετο στο (S) 
που τέµνει την επιφάνεια του κώνου κατά τις ευθείες ΚΑ′, ΚΑ.  

Έστω ω η οξεία γωνία του άξονα του κώνου µε το επίπεδο (S), οπότε 
∧
′ΟΚA = 

ω. Θεωρούµε µια σφαίρα εγγεγραµµένη στον κώνο που εφάπτεται στο επίπεδο 
(S), έστω στο σηµείο Ε και στην επιφάνεια του κώνου κατά µια καµπύλη (C). 
Τέτοια σφαίρα µπορεί πάντα να κατασκευαστεί (βλ. την σηµείωση Ι της §2.3).  
Έστω (Q) το επίπεδο της καµπύλης (C) και  (δ) η τοµή των επιπέδων (Q), (S). 



   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο      ΑΠΟ ΤΟΝ ΚΩΝΟ  ΣΤΙΣ  ΚΩΝΙΚΕΣ  ΤΟΜΕΣ                                                          
 

113

Θα δείξουµε ότι η κοινή ιδιότητα των σηµείων της καµπύλης-τοµής  του 
επιπέδου µε την επιφάνεια του κώνου, σχετίζεται µε το σταθερό σηµείο επα-
φής Ε της σφαίρας µε το επίπεδο τοµής (S), (εστία κωνικής) και την ευθεία (δ) 
(διευθετούσα κωνικής).  
Έστω ένα σηµείο Μ στην τοµή του (S) µε την επιφάνεια του κώνου. 
Η ΚΜ είναι µια γενέτειρα του κώνου, άρα  εφάπτεται στην σφαίρα στο σηµείο Ρ.  
Επίσης η ΜΕ είναι εφαπτοµένη της σφαίρας, αφού το (S) είναι εφαπτόµενο στη 
σφαίρα, άρα ΜΕ = ΜΡ.  

K

M

A'

A

H

Π
Ρ

Ε

(δ)

ω

θ

90-ω

Ο

(C)

θ

(Q)

 
Έστω  ΜΠ κάθετη στο επίπεδο (Q), άρα παράλληλη στον άξονα του κώνου, 

οπότε θ = 
∧

ΠPM . Έστω ΜΗ κάθετη στην (δ), οπότε (θεώρηµα τριών καθέτων) η 

ΠΗ είναι  κάθετη στην (δ), άρα η γωνία 
∧

ΠΗΜείναι η γωνία των επιπέδων (Q) και 

(S). Είναι   
∧

ΠMH  = ω, λόγω ΜΠ//ΚΟ και ΜΗ//Α′Α (η Α′Α είναι κάθετη στη (δ) 
γιατί το επίπεδο Α′ΚΑ είναι κάθετο στα επίπεδα (Q), (S), άρα είναι κάθετο και 
στην τοµή τους (δ)). 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΠΡ  µε θ = 
∧

ΠPM , έχουµε ΜΠ = ΜΡσυνθ.  

Σχήµα 4 

(S) 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                                                       
 

114

Επίσης από το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΠΗ  µε ω = 
∧

Η ΠM , έχουµε ΜΠ = ΜΗσυνω.  

Άρα  ΜΡσυνθ  = ΜΗσυνω  ή, λόγω ΜΕ = ΜΡ,  συνθ
συνω

MH
ME = .  

Ο λόγος συνθ
συνω  = ε  είναι σταθερός και θετικός, αφού εξαρτάται από τις σταθερές 

(οξείες) γωνίες ω, θ. Άρα για κάθε σηµείο της τοµής έχουµε 

                                                     ε=MH
ME . 

Αντίστροφα: Αν Μ σηµείο του επιπέδου (S) µε την ιδιότητα αυτή, τότε πρέπει να 
ανήκει στην τοµή του (S)  µε τον κώνο. Πράγµατι, αν ανήκε εκτός της τοµής, τότε 
(από προτάσεις §4.2 (ΙΙ), §5.2 (ΙV), §6.2 (VI)) έχουµε ΜΕ > εΜΗ, ενώ αν ανήκε 
στο εσωτερικό της τοµής τότε ΜΕ < εΜΗ, άτοπο. 
 
    ∆ιερεύνηση 
• Αν ω = θ δηλαδή το επίπεδο τοµής είναι παράλληλο σε µια γενέτειρα του 

κώνου, οπότε τέµνει και την βάση του κώνου, τότε συνω = συνθ  ή  ε = 1 και η 
τοµή είναι παραβολή. 

 
• Αν ω > θ, δηλαδή το επίπεδο τοµής τέµνει όλες τις γενέτειρες του κώνου, 

τότε συνω < συνθ  ή  0 < ε < 1, και η τοµή είναι έλλειψη. 
 
• Αν 0 ≤ ω < θ, δηλαδή το επίπεδο τοµής τέµνει µέρος της επιφάνειας του 

κώνου, την βάση του, αλλά και την επιφάνεια του κατακορυφή κώνου, τότε 
συνω > συνθ ή  ε > 1 και η τοµή είναι υπερβολή  µε δυο κλάδους από ένα σε 
κάθε κώνο. 

 
• Αν ω = 90ο, δηλαδή το επίπεδο τοµής είναι κάθετο στον άξονα του κώνου,  

τότε ε = 0 και η τοµή είναι κύκλος. 
 
 
2.3. Η ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ TOY  DAΝDELIN 
 

 Η απόδειξη των (χαρακτηριστικών) εστιακών ιδιοτήτων των καµπυλών που 
δηµιουργούνται από τις τοµές ενός κώνου από ένα επίπεδο, µπορεί να γίνει µε 
ένα κοµψό γεωµετρικό τρόπο. Οι παρακάτω είναι οι γνωστότερες και οφεί-
λονται στον Βέλγο µαθηµατικό Germinal-Pierre Dandelin (1794-1847).  
Ας θεωρήσουµε την περίπτωση ορθού κυκλικού κώνου µε το επίπεδο τοµής 
(S) να τέµνει όλες τις γενέτειρές του και το οποίο δεν περιέχει τον άξονα του 
κώνου (Σχήµα 5).  
Θεωρούµε ένα επίπεδο (Q) που διέρχεται από τον άξονα του κώνου και τέµνει  



   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο      ΑΠΟ ΤΟΝ ΚΩΝΟ  ΣΤΙΣ  ΚΩΝΙΚΕΣ  ΤΟΜΕΣ                                                          
 

115

κάθετα το (S). Το (Q) τέµνει την κωνική επιφάνεια κατά τις γενέτειρες ΚΡ, 
ΚΜ και το επίπεδο (S) κατά την ευθεία ΖΗ. 
 

 

E
E'

Σ

Α

Β

Κ

Γ ∆

Ρ

Ν

Τ

Μ

Ζ

Η

Τ

Ζ

Λ

Η

Κ

Ν

ω

φ

ω

Ρ

Ε

Θ

Ξ

(S)

 
 
Θεωρούµε µια σφαίρα κέντρου Ν που εφάπτεται εσωτερικά του κώνου (στο 

κλειστό µέρος του) και στο επίπεδο (S), έστω στο σηµείο Ε. Επίσης µια άλλη 
σφαίρα κέντρου Τ που εφάπτεται εσωτερικά και  στον κώνο προς το ανοικτό 
µέρος του και στο επίπεδο τοµής (S), έστω στο σηµείο Ε′ (βλέπε σηµείωση 1 
στο τέλος). Έστω Σ ένα σηµείο της τοµής του επιπέδου (S) µε την επιφάνεια 
του κώνου. Επειδή η σφαίρα κέντρου Τ εφάπτεται της κωνικής επιφάνειας και 
του επιπέδου (S) στο Ε′ έχοµε ΣΕ′ = ΣΒ. Επίσης, επειδή η σφαίρα κέντρου Ν 
εφάπτεται της κωνικής επιφάνειας και του επιπέδου (S) στο Ε, έχουµε 
ΣΕ = ΣΑ. Άρα  
                               ΣΕ′ + ΣΕ = ΣΒ + ΣΑ = ΑΒ  σταθερό 
εφόσον το τµήµα ΑΒ είναι το τµήµα της γενέτειρας µεταξύ δυο παραλλήλων 
και σταθερών επιπέδων ΓΑ∆, ΡΒΜ. Έτσι επειδή και τα σηµεία Ε′, Ε είναι 
σταθερά,  η τοµή είναι έλλειψη µε εστίες τα σηµεία Ε, Ε′. Ισχύουν 
 
• Μεγάλος άξονας της έλλειψης είναι ο ΖΗ : πράγµατι, επειδή  
       ΖΕ′ + ΖΕ = ΑΒ = ΗΕ′ + ΗΕ, έχουµε  ΖΕ′ = ΗΕ, οπότε  

Σχήµα 5 (β) (α) 
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                          ΖΗ = ΖΕ + ΕΗ = ΖΕ + ΖΕ′ = ΑΒ. 
 
• H απόσταση των εστιών είναι ίση µε την διαφορά των αποστάσεων της 

κορυφής του κώνου από τις κορυφές της έλλειψης. Πράγµατι, αν στο 
επίπεδο ΚΖΜ  φέρουµε από το σηµείο Ζ κάθετη στον άξονα του κώνου, η 
οποία τέµνει την ΖΜ στο σηµείο Θ, έχουµε ΖΕ′ = ΖΡ = ΘΜ και Ε′Η = ΗΜ, 
οπότε    ΕΕ′ = ΖΗ - ΖΕ′ - ΕΗ 
                   = ΑΒ - ΖΡ - ∆Η  
                   = ∆Μ – ΘΜ - ∆Η 
                   = ∆Θ - ∆Η = ΗΘ  
                   = ΚΘ - ΚΗ = ΚΖ - ΚΗ. 

  
Σηµειώσεις 

 
 1. ∆ηµιουργία των  σφαιρών 
    

Εντός της γωνίας ΡΚΜ (Σχήµα 5(α)) βρίσκεται η διχοτόµος της – άξονας 
του κώνου - ΚΞ. Θεωρούµε  τον εγγεγραµµένο κύκλο στο τρίγωνο ΖΚΗ που 
εφάπτεται στις πλευρές του στα σηµεία Γ, Ε, ∆ καθώς και τον παρεγγεγραµ-
µένο κύκλο του ίδιου τριγώνου στην γωνία Κ που εφάπτεται στα σηµεία Ρ, Ε′, 
Μ. Τα κέντρα των κύκλων αυτών Ν, Τ βρίσκονται στον άξονα ΚΞ. Αν 
θεωρήσουµε ότι η γωνία ΡΚΞ στρέφεται κατά 360ο περί τον άξονα ΚΞ, η ΚΡ 
θα διαγράψει την κωνική επιφάνεια και τα ηµικύκλια των παραπάνω κύκλων 
θα διαγράψουν δυο σφαίρες  µε κέντρα Ν, Τ και ακτίνες ΝΕ, ΤΕ′ αντίστοιχα.  
Οι σφαίρες αυτές θα εφάπτονται της κωνικής επιφάνειας κατά τους κύκλους 
Γ∆, ΡΜ, αφού ΝΓ, ΤΡ  κάθετες στην ΚΡ, αλλά και του επιπέδου (S) στα 
σηµεία Ε, Ε′: πράγµατι, επειδή ΝΕ, ΤΕ′ κάθετες στην ΖΗ, τοµή των καθέτων 
επιπέδων ΡΚΜ και (S), οι ΝΕ, ΤΕ′ είναι κάθετες στο (S), άρα το (S) είναι 
εφαπτόµενο στις σφαίρες. Άρα τα τµήµατα ΣΕ, ΣΑ είναι εφαπτόµενα (στο 
επίπεδό τους δεν ανήκει πάντα το Ν) κλπ. Όµοια τα  τµήµατα ΣΕ′, ΣΒ είναι 
εφαπτόµενα. 
 
2. Υπολογισµός της ΑΒ. 
 
Η σταθερή απόσταση ΑΒ εξαρτάται από την γωνία κορυφής του κώνου, έστω 
2ω και την θέση του επιπέδου τοµής. Έστω Λ (Σχήµα 5(β)) το σηµείο που το 
επίπεδο τοµής (S) τέµνει τον άξονα του κώνου,  φ = ΚΛΗ > ω η οξεία γωνία 
που σχηµατίζει ο άξονας του κώνου µε το επίπεδο αυτό (η προβολή της ΛΚ 
στο (S) είναι η ΛΕ αφού ΝΕ κάθετη στο (S)) και ΚΛ = α. 
Είναι ΑΒ = ΝΤσυνω και ΝΤ = ΝΛ + ΛΤ. Τα τµήµατα ΝΛ, ΛΤ θα υπολογι-
στούν από τα θεωρήµατα εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόµου, αφού τα 
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σηµεία Ν, Τ είναι κέντρα του εγγεγραµµένου και παρεγγεγραµµένου κύκλου 

αντίστοιχα. Έχουµε ΖΛΖΚ
αZΛN
+

=Λ , ΖΛ-ΖΚ
αZΛ=ΛΤ  

 
και από το θεώρηµα των ηµιτόνων στο τρίγωνο ΖΚΛ προκύπτει 
 

 ω)-ηµ(φ
αηµω,ω)-ηµ(φ

αηµφ =ΖΛ=ΖΚ  ,   και  λόγω ΑΒ = (ΝΛ + ΛΤ)συνω,  

 

τελικά  βρίσκουµε    ΑΒ = 
ωηµ−φ

⋅
22ηµ

ηµ2ωαηµφ ,     0 < ω < φ < 90ο . 

 
• Η παραπάνω απόδειξη του Dandelin µπορεί να προσαρµοστεί και για την 

παραβολή και την υπερβολή. Στην παραβολή χρειάζεται µια µόνο σφαίρα 
εφαπτόµενη εσωτερικά στον κώνο και στο επίπεδο τοµής (S) σε σηµείο που 
αποτελεί την εστία της. Στην  υπερβολή το επίπεδο τοµής (S) τέµνει και τον 
κατά κορυφή κώνο. Έτσι έχουµε πάλι δυο σφαίρες  ανά µια εφαπτόµενη 
στον κατά κορυφή κώνο και στο επίπεδο τοµής, ορίζοντας έτσι τις εστίες 
της υπερβολής. 

 
 
 
2.4  Η ΕΛΛΕΙΨΗ ΩΣ ΤΟΜΗ ΚΥΛΙΝ∆ΡΟΥ    
 

Εκτός από τοµή κωνικής επιφάνειας, η έλλειψη µπορεί να προκύψει και ως 
τοµή κυλίνδρου.  
Είδαµε στο ιστορικό µέρος ότι η έλλειψη ήταν γνωστή στον Ευκλείδη και ως 
τοµή κυλίνδρου. Όµως φαίνεται ότι πρώτος ο Σερήνος (4ος αιώνας µ.Χ.) έγρα-
ψε σχετική πραγµατεία για τις τοµές κυλίνδρου και κώνου (βλέπε σχετικά στο 
ιστορικό µέρος Κεφ. 1, Α7).  

Έστω ένας oρθός κύλινδρος, µε βάση κύκλο διαµέτρου ΙΚΘ (Σχήµα 6), όχι 
απαραίτητα ορθός, του οποίου η επιφάνεια τέµνεται από ένα επίπεδο (S), το 
οποίο τέµνει τον άξονα ΚΞ του κυλίνδρου στο σηµείο Ο. Από το Ο θεωρούµε 
ένα επίπεδο (Q) παράλληλο προς το επίπεδο της βάσης που τέµνει το επίπεδο 
(S) κατά την ευθεία-διάµετρο ΤΗ. Στο επίπεδο (Q) θεωρούµε µια ευθεία ΟΓ 
κάθετη στην ΤΗ. Έστω ΑΟΒ η τοµή του επιπέδου ΓΟΞ (αξονικό επίπεδο) µε 
το επίπεδο (S) και ΓΟ∆ µε το επίπεδο (Q). 
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A

Γ ∆

Β

Η

Τ

Μ
Ρ

Ζ

Λ

ΘΚ
Ι

Ξ

(S)

(Π)
Ο

 
 
Έστω Μ τυχόν σηµείο της τοµής του (S) µε την κυλινδρική επιφάνεια. 
Φέρνουµε ΜΡ//ΑΓ//ΟΞ και ΡΖ κάθετη στην ΟΓ, άρα ΡΖ//ΤΗ. Η ΜΡ ως 
παράλληλη στην ΑΓ είναι παράλληλη στο επίπεδο ΑΓΟ, άρα το επίπεδο ΜΡΖ 
τέµνει το επίπεδο ΑΓΟ κατά ευθεία ΛΖ//ΜΡ. Επίσης ΜΛ//ΡΖ, γιατί ΤΗ//ΡΖ, 
άρα η ΤΗ είναι παράλληλη στο επίπεδο ΜΡΖ. Έτσι ΜΛ//ΡΖ, άρα το 
τετράπλευρο ΜΡΖΛ είναι παραλληλόγραµµο. 
Επειδή η τοµή του (Q) µε την κυλινδρική επιφάνεια είναι κύκλος και ΡΖ κάθε-
τη στην διάµετρο Γ∆, από το θεώρηµα τεµνοµένων χορδών κύκλου έχουµε 
 
 ΡΖ2 = ΓΖ⋅Ζ∆  και ΡΖ = ΜΛ (το ΜΡΖΛ είναι παραλληλόγραµµο) 
                                          ΜΛ2 = ΓΖ⋅Ζ∆. (1) 

Επειδή ΑΓ//ΛΖ έχουµε 
ΑΛ
ΓΖ=ΛO

OZ    (2)   αλλά  ΛΖ//∆Β,  οπότε  

                              
ΛΒ
Ζ∆=

ΟΒ+ΟΛ
Ο∆+ΟΖ=

ΟΒ
Ο∆=ΛO

OZ    (3) 

Από τις (2), (3) έχουµε  
2Z
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
ΟΒ
Ο∆=

ΛΒ
∆⋅

ΑΛ
ΓΖ  , οπότε από την (1) προκύπτει  

                               
22M
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
ΟΒ
Ο∆=

ΛΒ⋅ΑΛ
Λ   = σταθερός     (4) 

και όπως είδαµε στην περίπτωση της τοµής κώνου (ιστορικό µέρος, 
Απολλώνιος), παριστάνει τελικά έλλειψη (µε το ορισµό του αθροίσµατος). 

 Άλλη απόδειξη µπορεί να δοθεί µε τρόπο παρόµοιο µε το Θεώρηµα 
Dandelin: Θεωρούµε δυο σφαίρες που εφάπτονται εσωτερικά της κυλινδρικής 
επιφάνειας και του επιπέδου (S), εκατέρωθεν του επιπέδου (S). Τότε εύκολα 
αποδεικνύεται ότι, αν Ε, Ε′ τα σηµεία επαφής των σφαιρών µε το επίπεδο (S) 

Σχήµα 6 
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τότε ΜΕ + ΜΕ′ = σταθερό, δηλαδή τα σηµεία  Ε, Ε′ είναι οι εστίες της έλλει-
ψης. Στην περίπτωση ορθού κυλίνδρου η απόσταση των κέντρων είναι ίση µε 
τον µεγάλο άξονα της έλλειψης δηλαδή ίση µε Κ1Κ2 = 2R/συνω (βλ. σχετικά 
στο [7]). 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ - ΣΧΟΛΙΑ 
 
1.  Αν Ο∆ = ΟΒ και ΜΛ κάθετη στην ΑΒ, πράγµα που µπορεί να συµβεί στον 
πλάγιο κύλινδρο, τότε η (4) γίνεται ΜΛ2 = ΑΛ⋅ΛΒ και η τοµή είναι κύκλος. 
 
2. Αν το αξονικό επίπεδο ΓΟΞ (ή ΑΓΒ) είναι κάθετο στην βάση του κυ-
λίνδρου, άρα και στο επίπεδο ΓΤΗ τότε, επειδή ΟΤ κάθετη στην ΟΓ, θα είναι 
κάθετη και στο επίπεδο ΑΒΓ, οπότε ΟΤ κάθετη στην ΑΟ. Άρα η ΜΛ είναι 
κάθετη στην ΑΒ, οπότε η ΑΒ είναι άξονας της έλλειψης. Μια περίπτωση να 
συµβεί αυτό είναι ο κύλινδρος να είναι  ορθός, αλλά µπορεί να είναι και 
πλάγιος. 
 
3. Ειδικά στην περίπτωση ορθού κυλίνδρου,  αν ω είναι η οξεία γωνία των επι-

πέδων (S) και (Q), τότε OB
O∆ = συνω, Ο∆ = R και η (4) γίνεται     

                               ωσυν=
Λ−

Λ 2
22

2

OR
M    (5) 

Έτσι, αν θεωρήσουµε στο επίπεδο (S) σύστηµα αξόνων µε ΑΒ τον άξονα των 
x και ΤΗ τον άξονα των y τότε, αν το Μ έχει συντεταγµένες (x,y), η (5) παίρ-

νει την µορφή  1
R
y

R
x

2

2

2

2

=+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
συνω

, 

 δηλαδή εξίσωση έλλειψης µε µεγάλο ηµιάξονα R/συνω και µικρό R. 
 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ  
Κάθε έλλειψη µε ηµιάξονες α, β, α > β > 0, µπορεί να θεωρηθεί ως τοµή ορθού 
κυλίνδρου µε βάση κύκλο ακτίνας β µε επίπεδο (S) που σχηµατίζει οξεία 
γωνία ω = τοξσυν(β/α), µε το επίπεδο του κύκλου. 
 
Πράγµατι, αν Ο το κέντρο της έλλειψης, αρκεί να θεωρήσουµε ένα επίπεδο 
(Q) που διέρχεται από τον µικρό άξονα της έλλειψης και σχηµατίζει γωνία ω 
µε συνω = β/α µε το επίπεδο της έλλειψης. Στην συνέχεια θεωρούµε τον 
κύλινδρο µε βάση τον κύκλο µε κέντρο Ο και ακτίνα β κλπ. 
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Από το πόρισµα αυτό συµπεραίνουµε ότι, για κάθε έλλειψη υπάρχει επίπεδο 
στο οποίο προβάλλεται ως κύκλος. Το κέντρο του κύκλου είναι η προβολή του 
κέντρου της έλλειψης. Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση µε τον µικρό ηµιάξονα 
της έλλειψης. 

 
4. Αν το επίπεδο τοµής (S)  είναι κάθετο στην γενέτειρα ΑΙ (µη ορθού) 
κυλίνδρου, τότε συνω = ΟΒ/Ο∆ και η κάθετη τοµή είναι έλλειψη µε µεγάλο 
ηµιάξονα R και µικρό Rσυνω.  

 
Από αυτό συµπεραίνουµε ότι, η (ορθή) προβολή κύκλου ακτίνας R σε 

επίπεδο που σχηµατίζει οξεία γωνία ω µε το επίπεδο του κύκλου είναι έλλειψη 
µε ηµιάξονες R και Rσυνω. Το κέντρο του κύκλου προβάλλεται στο κέντρο 
της έλλειψης. 
    

Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις για τις προβολές, πολλές ιδιότητες 
της έλλειψης µπορούν να αναχθούν σε ιδιότητες του κύκλου (που αποδεικνύο-
νται ευκολότερα). Αυτό µπορεί να γίνει είτε θεωρώντας την έλλειψη ως 
προβολή κάποιου κύκλου, είτε θεωρώντας τον κύκλο στον οποίο µπορεί να 
προβληθεί η έλλειψη. 
 
Πρέπει όµως να έχουµε υπόψη και τις εξής ιδιότητες των προβολών (στο ίδιο 
επίπεδο): 
α) Αν δυο ευθείες είναι στο ίδιο επίπεδο τότε, αν είναι  παράλληλες έπεται ότι  
και οι προβολές τους είναι  παράλληλες  και αντίστροφα. 
β) Ο λόγος δυο παραλλήλων τµηµάτων ισούται µε το λόγο των προβολών 
τους.  
γ) Μια  εφαπτοµένη της έλλειψης προβάλλεται σε εφαπτοµένη του κύκλου και 
αντίστροφα. 
δ) Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ προβάλλεται  σ’ ένα επίπεδο (Π) στο τρίγωνο Α′Β′Γ′, 
τότε (Α′Β′Γ′) = (ΑΒΓ)συνω, όπου ω η γωνία του επιπέδου ΑΒΓ µε το (Π). Η 
πρόταση αυτή ισχύει γενικά για ένα κλειστό επίπεδο πολύγωνο ή κάποια απλά 
άλλα σχήµατα. 
 
 

Παράδειγµα 
Να δειχθεί ότι η ευθεία  που ενώνει τα µέσα δυο παραλλήλων χορδών 
έλλειψης διέρχεται από το κέντρο της έλλειψης και ότι η εφαπτοµένη στα 
σηµεία που η ευθεία αυτή συναντά την  έλλειψη είναι παράλληλη στις χορδές 
αυτές. 
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Απόδειξη 
Έστω Ο (Σχήµα 7) το κέντρο της έλλειψης και Κ 
το κέντρο του κύκλου στον οποίο µπορεί να 
προβληθεί. Έστω ΑΒ, Γ∆ δυο παράλληλες χορδές 
έλλειψης µε µέσα αντίστοιχα Μ, Ν και  Α′Β′, 
Γ′∆′, Μ′, Ν′ αντίστοιχα οι προβολές των. Επειδή 
ΑΒ//Γ∆ θα είναι και Α′Β′//Γ′∆′ και 

MB
MA

BM
AM1 ′′

′′== .  

Άρα Μ′ µέσο της Α′Β′ και όµοια Ν′ µέσο της 
Γ′∆′. Αλλά η Μ′Ν′, ως γνωστόν, διέρχεται από το 
κέντρο Κ του κύκλου και επειδή η προβολή της 
ΜΝ είναι η Μ′Ν′ και το Ο προβάλλεται στο Κ, το 
Ο να ανήκει στην ΜΝ. 
Επειδή η ΜΝ προβάλλεται στην Μ′Ν′, η 
εφαπτοµένη (ε) της έλλειψης στο Ζ προβάλλεται 
στην εφαπτοµένη στο σηµείο Ζ′ του κύκλου, 
έστω (ε′). 
Αλλά η (ε′) είναι παράλληλη στην Μ′Ν′ αφού, ως γνωστόν, είναι κάθετη στην 
ακτίνα ΚΖ′. Άρα  και η (ε) είναι παράλληλη στην ΜΝ. 
 
 
 
2.5  ΑΠΟ ΤΟΝ ΚΩΝΟ ΣΤΙΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ 
                                 
                                 (Αναλυτική αντιµετώπιση) 
 

Ένα άλλος τρόπος για να δούµε πως από ένα κώνο µπορούµε να φτάσουµε 
στις επίπεδες καµπύλες - κωνικές είναι να χρησιµοποιήσουµε µεθόδους της 
Αναλυτικής Γεωµετρίας  του χώρου και του επιπέδου. Αυτό ακριβώς θα κά-
νουµε στην συνέχεια. 
Θεωρούµε ένα τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων Οxyz (Σχήµα 8) στον χώρο 
και τον κώνο (κωνική επιφάνεια) x2 + y2 = λ2z2, λ > 0, που προκύπτει από την 
περιστροφή της ευθείας y = ±λz (του επιπέδου yz, δηλαδή µε x = 0) περί τον 
άξονα των z. Θεωρούµε και ένα επίπεδο (Q) που τέµνει τον κώνο εκτός της 
κορυφής του Ο και  χωρίς βλάβη µπορούµε να το υποθέσουµε κάθετο στο 
επίπεδο yz. Έτσι το επίπεδο (Q) είναι της µορφής  αy + βz = γ, γ ≠ 0. 
∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις: 
i) β = 0, δηλαδή, το επίπεδο y = κ, κ ≠ 0, είναι παράλληλο προς τον άξονα του 
κώνου (άξονα των z) και τέµνει τον πάνω και τον κάτω κώνο. Η τοµή αυτή 
έχει εξίσωση 

A

B

Γ

∆

Α'

Β' ∆'

Γ'

Μ
Ν

Μ'

Ζ

Ζ'

Κ

Ο

(ε)

(ε')

N'

Σχήµα 7 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                                                       
 

122

                                                      λ2z2 - x2 = κ2,  
δηλαδή είναι υπερβολή µε άξονα παράλληλο στον z άξονα (πάνω στο επίπεδο 

y = κ µε κλάδους z ≥ λ
|κ| , z ≤ - λ

|κ| ). 

ii) β ≠ 0, το επίπεδο αy + βz = γ, γ ≠ 0, έχει την µορφή  z = δy + θ, θ ≠ 0, οπότε     
     η τοµή του µε τον κώνο έχει εξίσωση 
                                             x2 + y2(1 -  δ2λ2) - 2λ2δθy = λ2θ2 
Έτσι, αν 1- λ2δ2 = 0  ή  |δ| = 1/λ ,  η τοµή είναι καµπύλη µε εξίσωση 

                           y = 
λ

− θ
θλ2

x
2

2

, δηλαδή είναι  παραβολή. 

 
Ειδικότερα, αν δ = 1/λ  τότε επίπεδο 
τοµής z = (1/λ)y + θ  είναι  παράλληλο 
στην ευθεία-γενέτειρα y = λz, ενώ αν δ = -
1/λ  τότε το επίπεδο z = (-1/λ)y + θ  είναι  
παράλληλο στην γενέτειρα y = -λz. Σε 
κάθε περίπτωση, αν θ > 0 το επίπεδο 
τοµής τέµνει τον πάνω κώνο, ενώ αν θ < 0 
τέµνει τον κάτω κώνο. 
• Αν   α = 1 - λ2δ2 > 0    ή  |δ| < 1/λ,  

η τοµή έχει εξίσωση 

                       x2 + α
α
θλ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
−

2222δθλy ,  

δηλαδή είναι  έλλειψη. Στην περίπτωση αυτή το επίπεδο τοµής z = δy + θ, αν 
µεν  θ > 0 τέµνει  (µόνο) τον πάνω κώνο (δηλαδή µε z > 0), ενώ  αν θ < 0 
τέµνει τον κάτω κώνο (δηλαδή  µε z < 0). Ειδικά, αν α = 1 ή δ = 0 τότε η τοµή 
είναι κύκλος. Το επίπεδο τοµής είναι τότε κάθετο στον άξονα του κώνου. 
• Αν  α = 1 - λ2δ2 < 0  ή  |δ| > 1/λ ,  τότε η τοµή έχει εξίσωση   

                           x2 + α
α
θλ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
−

2222δθλy   

δηλαδή έχουµε πάλι υπερβολή, αλλά µε άξονα µη παράλληλο προς τον z-
άξονα (αντίθετα µε την περίπτωση (i)). Στην περίπτωση αυτή το επίπεδο  
z = δy + θ τέµνει  τον πάνω και τον κάτω κώνο, οπότε έχουµε τους δυο 
κλάδους της υπερβολής ( z > 0, z < 0). 

 
  *   *

Ο

y = λz

z

x

y

Σχήµα 8 



 

                             
Κ  Ε  Φ  Α  Λ  Α  Ι  Ο    Τ  Ρ  Ι  Τ  Ο  

 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ  ΚΑΙ  ΣΤΟΙΧΕΙΑ  ΚΩΝΙΚΩΝ  ΤΟΜΩΝ 
 
 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε πώς από τον Απολλώνιο ορισµό των 
κωνικών προκύπτει ότι οι τρεις κωνικές έχουν την ιδιότητα του λόγου. Αυτό 
το τελευταίο θα αποτελέσει νέα αφετηρία για τον ορισµό των κωνικών. 
Συγκεκριµένα, στο παρόν κεφάλαιο θα δούµε πώς, µε Ευκλείδεια µέσα και µε 
αποδείξεις που µένουν στο επίπεδο (όχι στον χώρο), προκύπτουν οι βασικές 
ιδιότητες των κωνικών. Το βασικό πλεονέκτηµα της µελέτης των κωνικών από 
την ιδιότητα του λόγου είναι ότι ο ορισµός αυτός  είναι ενοποιητικός, και 
εκτός από την συντοµία του, επιτρέπει την ευχερέστερη απόδειξη πολλών 
ιδιοτήτων των καµπυλών αυτών. Επίσης δίνει την δυνατότητα κοινής 
απόδειξης ιδιοτήτων που αφορούν και τις τρεις καµπύλες. Στα επί µέρους 
κεφάλαια που αφορούν τις κεντρικές κωνικές (έλλειψη και υπερβολή) θα 
αποδείξουµε ότι ο ορισµός αυτός είναι ισοδύναµος µε την εστιακή ιδιότητα 
(άθροίσµατος και διαφοράς) των καµπυλών αυτών. Εκτός από τον ορισµό στο 
κεφάλαιο αυτό θα αναφέρουµε την  σχετική ορολογία που είναι απαραίτητη 
στην µελέτη µας και τέλος θα καταγράψουµε  τις πέντε σπουδαιότερες κοινές 
ιδιότητες των κωνικών τοµών. 
 
 
3.1 ΝΕΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ  ΚΩΝΙΚΩΝ  ΤΟΜΩΝ 
 
    Ο ορισµός που ακολουθεί έχει ως αφετηρία την ιδιότητα του λόγου των 
κωνικών, η οποία ήταν γνωστή στον Ευκλείδη (βλ. Κεφ. 1, Α2). Οι αποδείξεις 
που παραθέτουµε, θα αρχίζουν από τον εν λόγω ορισµό, χωρίς χρήση 
ιδιοτήτων των κωνικών, που αποδείχθηκαν µε άλλο τρόπο. 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ  
 

Σ’ ένα επίπεδο θεωρούµε ένα (σταθερό) σηµείο Ε και µια (σταθερή) ευθεία 
(δ), στην οποία δεν ανήκει το σηµείο Ε. Καλούµε κωνική τοµή το σύνολο των 
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σηµείων ενός επιπέδου τα οποία έχουν την ιδιότητα, ο λόγος των αποστάσεων 
τους από το σηµείο Ε και την ευθεία (δ), είναι σταθερός. 
Ο σταθερός αυτός λόγος που συµβολίζεται µε  ε,  λέγεται εκκεντρότητα της 
κωνικής. Το σηµείο Ε λέγεται εστία και η ευθεία (δ) διευθετούσα της κωνικής. 
 

• Αν ε = 1 η κωνική λέγεται παραβολή. 
 

• Αν 0 < ε < 1 η κωνική τοµή λέγεται έλλειψη. 
 

• Αν ε > 1 η κωνική λέγεται υπερβολή. 
Βλέπουµε ότι µε βάση τον ορισµό αυτό η εκκεντρότητα έχει µια γεωµετρική 
σηµασία. Η µεταβολή της, από τιµές θετικές και µικρότερες του ένα, στην τιµή 
ένα και στην συνέχεια σε τιµές µεγαλύτερες του ένα, χαρακτηρίζει την 
εκάστοτε αντίστοιχη καµπύλη. Στο επόµενο σχήµα φαίνεται ακριβώς αυτή η 
συνέπεια στην µεταβολή της εκκεντρότητας.  
Η έλλειψη και η υπερβολή λέγονται και κεντρικές κωνικές, επειδή όπως θα 
δούµε  έχουν κέντρο συµµετρίας. 
 
 

1/5
1/3

1/2

5/7 1 2 3 5

(δ)

Ε

 
 Κωνικές τoµές, µε κοινή εστία Ε, διευθετούσα (δ), ΟΕ = 6  και  εκκεντρικότητα       

 ε = 1/5, 1/3, 1/2, 5/7, 1, 2, 3, 5. 
Σηµείωση 

Ο ορισµός αυτός δεν περιλαµβάνει την περίπτωση του κύκλου, οποίος είναι 
ασφαλώς κωνική τοµή. Συνηθίζουµε όµως όταν µιλάµε για κωνικές, να αναφε-
ρόµαστε µόνο στις καµπύλες, παραβολή, έλλειψη και υπερβολή. Αυτό δεν  

Υπερβολές 

Ελλείψεις 

Παραβολή 

Ο 
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είναι παράλειψη, γιατί ο κύκλος µπορεί να θεωρηθεί ως µια ειδική µορφή  
έλλειψης. Βέβαια υπάρχει και η περίπτωση που η κωνική τοµή µπορεί να είναι 
ευθεία ή σηµείο  (όταν το επίπεδο τοµής διέρχεται από τον άξονα του κώνου ή 
µόνο από την κορυφή του), αλλά αυτές, τις  εκφυλισµένες περιπτώσεις, 
συνήθως  δεν τις εξετάζουµε, ούτε τις περιλαµβάνουµε στην ονοµασία κωνι-
κές τοµές. 
 
 
3.2  ΓΕΝΙΚΑ  ΣΤΟΙΧΕΙΑ  ΚΩΝΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ 
 
 

1. Χορδή κωνικής λέµε ένα ευθύγραµµο τµήµα (ή µια ευθεία) που ενώνει 
δυο σηµεία της κωνικής. Το πότε έχουµε τµήµα ή ευθεία θα συνάγεται κάθε 
φορά από τα συµφραζόµενα και δεν θα τονίζεται ιδιαίτερα. Το ίδιο θα ισχύει 
και σε άλλες ανάλογες περιπτώσεις. 
 

2. Εστιακή χορδή (ή εστιακή ακτίνα) κωνικής λέµε  µια χορδή της κωνικής 
που διέρχεται από την εστία της, ενώ  εστιακτοµή (latus rectum) λέµε  την 
χορδή της κωνικής που διέρχεται από την εστία της και είναι κάθετη στον 
άξονά της. Επίσης εστιακή ακτίνα ενός σηµείου λέµε την ευθεία που διέρχεται 
από το σηµείο αυτό και την εστία (ή µια εστία) της κωνικής. 
 

3. Εφαπτοµένη κωνικής (και κύκλου) σ’ ένα σηµείο της Μ, λέµε την ευθεία 
που διέρχεται από το Μ, δεν έχει άλλα κοινά σηµεία µε την κωνική και η 
κωνική (για την υπερβολή ο ένας κλάδος της) ανήκει µόνο στο ένα από τα δυο 
ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία αυτή.  
 

4. Κάθετη κωνικής σ’ ένα σηµείο της  (και γενικά καµπύλης) λέµε την 
ευθεία που είναι κάθετη στην εφαπτοµένη της κωνικής στο σηµείο αυτό. 
 

5. ∆ιάµετρο παραβολής λέµε µια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονά 
της, ενώ διάµετρο έλλειψης ή υπερβολής λέµε µια χορδή της που διέρχεται 
από το κέντρο της. Η διάµετρος µιας κωνικής έχει την ιδιότητα (βλέπε σχετικά 
την γενική ιδιότητα 4 των κωνικών και  Πρόταση 7 (§4.3), Πρόταση 10 
(§5.4)), να ανήκουν σ’ αυτήν τα µέσα  παραλλήλων χορδών της κωνικής.  
Ο  Απολλώνιος ορίζει την διάµετρο κωνικής µέσω αυτής της ιδιότητας. 
 

6. Συζυγείς διάµετροι: στην έλλειψη και στην υπερβολή δυο διάµετροι λέγο-
νται συζυγείς, αν η εφαπτοµένη στο σηµείο που η µια διάµετρος συναντά την 
κωνική είναι παράλληλη προς την άλλη διάµετρο (Βλέπε σχετικά την γενική 
ιδιότητα 4 των κωνικών). 
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7. Πολική  Σηµείου 
 

Έστω Σ  σηµείο του επιπέδου 
µιας κωνικής και µια µεταβλητή 
ευθεία που διέρχεται από το Σ και 
τέµνει την κωνική στα σηµεία Γ, ∆. 
Ονοµάζουµε πολική του σηµείου Σ 
ως προς την κωνική αυτή, το γεω-
µετρικό τόπο των συζυγών αρµο-
νικών σηµείων Ρ του Σ ως προς τα 
σηµεία Γ, ∆.  

Αποδεικνύεται ότι η πολική του 
Σ είναι ευθεία και το  Σ λέγεται πόλος της ευθείας αυτής. 
Αν το σηµείο Σ είναι εκτός της κωνικής και ΣΑ, ΣΒ τα εφαπτόµενα τµήµατα 
προς αυτήν, τότε η ευθεία ΑΒ  είναι η πολική του Σ ως προς την κωνική αυτή. 
Η θεωρία των πόλων και  πολικών είναι ένα ενδιαφέρον κεφάλαιο της  Αναλυ-
τικής Γεωµετρίας και µε βάσει αυτή, πολλές ιδιότητες του κύκλου µεταφέρο-
νται στις κωνικές και αντίστροφα (βλέπε π.χ. [11], σελ. 234-249, [8], σελ. 
177). 
 
3.3  ΓΕΝΙΚΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  ΚΩΝΙΚΩΝ 

 
Οι κωνικές τοµές έχουν πολλές κοινές ιδιότητες που η ταυτόχρονη 

απόδειξή τους διευκολύνει την µελέτη τους. Εδώ θα αναφέρουµε τις 
σπουδαιότερες για να υπάρχει µια γενική εικόνα των κοινών ιδιοτήτων,  αλλά 
για λόγους διδακτικούς δεν θα παρουσιάσουµε εδώ τις αποδείξεις τους. Οι 
αποδείξεις υπάρχουν τις οικείες ενότητες κάθε καµπύλης. 
 
 

Ι∆ΙΟΤΗΤΑ  1 (Χορδή κωνικής) 
 
Αν µια ευθεία τέµνει την κωνική στα σηµεία Μ, ∆ και  την διευθετούσα της 
στο Τ, τότε η ΕΤ είναι διχοτόµος της εξωτερικής γωνίας της γωνίας ΜΕ∆  
(Σχήµα (1) (α)). 
 
 

Ι∆ΙΟΤΗΤΑ 2 (Εφαπτοµένη κωνικής) 
Αν η εφαπτοµένη στο σηµείο  Μ µιας κωνικής τέµνει την διευθετούσα της στο 
σηµείο Σ, τότε το τµήµα ΜΣ φαίνεται από την εστία της µε ορθή γωνία (Σχήµα 
(1) (β)). 

Σ
Α

Β

ΡΓ
∆

Μ
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(δ)
Μ

Ε

Γ
Τ

Θ

Η

Σ

∆=Μ

Γ

Ε

∆

(δ)

 
                       (α)                                                            (β) 
 
 

Ι∆ΙΟΤΗΤΑ 3 (Ανακλαστική ιδιότητα κωνικών) 
 
Η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο µιας κωνικής σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τις εστια-
κές ακτίνες του σηµείου αυτού (Σχήµα 2). Για την παραβολή η εφαπτοµένη σ’ 
ένα σηµείο της  σχηµατίζει ίσες γωνίες µε την εστιακή ακτίνα του σηµείου 
αυτού και την  παράλληλη από το σηµείο  προς τον άξονα της παραβολής (θα 
µπορούσαµε να εντάξουµε και την ιδιότητα αυτή της παραβολής στην γενική 
περίπτωση, θεωρώντας ότι έχει µια δεύτερη εστία αρκετά µακριά, στο άπειρο, 
Σχήµα 3(α)). 

Σ
Σ

Ο
Ε ΈΕ' Ε'Ο

 
 

 
Ι∆ΙΟΤΗΤΑ 4 (Μέσα χορδών κωνικής) 

 
Τα µέσα, µιας δεδοµένης δέσµης, παραλλήλων µεταξύ τους, χορδών κωνικής 
ανήκουν σε µια  (σταθερή) ευθεία - διάµετρο κωνικής. Επί πλέον, αν η ευθεία 
αυτή τέµνει την κωνική στο σηµείο Σ, τότε η παράλληλη από το Σ σε µια από 
τις χορδές αυτές είναι εφαπτοµένη στην κωνική στο σηµείο αυτό (Σχήµα 3). 

Σχήµα 1 

Σχήµα 2 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                                                       
 

 

128

Σ Σ

Ο
Ε Ε'
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Σ
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Ι∆ΙΟΤΗΤΑ 5 (Εφαπτόµενα τµήµατα κωνικής) 

Έστω δυο εφαπτόµενα τµήµατα ΣΑ, ΣΒ, (Σχήµα 4) από ένα σηµείο Σ εκτός 
κωνικής, προς την κωνική (για την υπερβολή προς τον ίδιο κλάδο). Τότε 
ισχύουν 
Α. Τα τµήµατα αυτά φαίνονται από την εστία (εστίες) της υπό ίσες γωνίες.  
Β. Αν τα τµήµατα αυτά είναι σταθερά και µια οποιαδήποτε εφαπτοµένη της  
     κωνικής τα τέµνει, το τµήµα που ορίζεται πάνω σ’ αυτήν, από τα δυο    
     εφαπτόµενα τµήµατα, φαίνεται από την εστία µε σταθερή γωνία.  
Γ. Η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Σ και το µέσο του ΑΒ είναι διάµε-  
     τρος της κωνικής. 
∆. Αν η χορδή ΑΒ διέρχεται από την εστία Ε τότε τα τµήµατα ΣΑ, ΣΒ φαίνο-  
     νται από την εστία υπό ορθή γωνία και το σηµείο Σ ανήκει στην διευ-   
     θετούσα. 

*  *  * 

Σχήµα 3 

Σχήµα 4 

BΕΣΕΑ
∧∧

Σ=  
∧∧

= ΣΕΑΓΕ∆ = c 

(α) (β)



                                          

 

     
Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο    Τ Ε Τ Α Ρ Τ Ο  

 
  

Π Α Ρ Α Β Ο Λ Η 
 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε πως αποδεικνύονται µε  µεθόδους της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας ορισµένες γενικές ιδιότητες των κωνικών τοµών. Στο 
παρόν κεφάλαιο θα επικεντρωθούµε ειδικά στην  παραβολή. Θα αποδείξουµε 
πάλι µε µεθόδους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας µερικές από τις σπουδαιότερες 
ιδιότητες της καµπύλης αυτής, ενώ άλλες αναφέρουµε στο τέλος χωρίς απόδει-
ξη. Πρέπει να έχουµε υπόψη ότι ο κατάλογος των ιδιοτήτων των  κωνικών το-
µών είναι ανεξάντλητος. Αρκετές από τις ιδιότητες αυτές ήταν γνωστές στους 
αρχαίους Έλληνες γεωµέτρες, και ειδικά στον Απολλώνιο τον Περγαίο. 
 Στο περίφηµο έργο του Κωνικά περιέχονται πάρα πολλές από τις γνωστές σή-
µερα ιδιότητες των κωνικών.  

Ας έχουµε πάντως υπόψη ότι οι αποδείξεις  στην εργασία αυτή στηρίζονται 
στον νέο ορισµό που δώσαµε στις κωνικές, εποµένως διαφέρουν γενικά από 
αυτές του Απολλωνίου. Υπενθυµίζουµε πρώτα µερικά βασικά στοιχεία και 
στοιχειώδεις ιδιότητες της παραβολής. 

 
 
4.1 ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ 
 
Όπως ήδη αναφέραµε  στον γενικό ορισµό των κωνικών, αν Ε είναι  σηµείο 

ενός επιπέδου και (δ)  ευθεία του που δεν διέρχεται από το Ε, oνοµάζουµε 
παραβολή µε εστία το σηµείο Ε και διευθετούσα την ευθεία  (δ), τον γεωµε-
τρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει  

                                            ΜΕ = MΗ, 
όπου Η η προβολή του Μ στην ευθεία (δ) (Σχήµα 1).  
Η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Ε και είναι κάθετη στην διευθετούσα 
λέγεται άξονας της παραβολής, ενώ η απόσταση της εστίας από την 
διευθετούσα λέγεται παράµετρος της παραβολής και συµβολίζεται συνήθως 
µε p (ο Απολλώνιος, ορίζοντας διαφορετικά την παραβολή, θεωρεί ως παρά-
µετρο της παραβολής το 2p).  
Παρατηρούµε ότι το µέσο Ο του καθέτου τµήµατος Ε∆, από την εστία στην 
διευθετούσα, ανήκει στην παραβολή και λέγεται κορυφή της παραβολής. 
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Χορδή µιας παραβολής λέµε ένα τµήµα που συνδέει δυο σηµεία της, ενώ 
διάµετρο λέµε µια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονά της.  
 
 

4.2 ΒΑΣΙΚΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 
 

Ι. Θεωρούµε την κάθετη στον άξονα της 
παραβολής στην κορυφή της Ο. Τότε η πα-
ραβολή βρίσκεται εξ’ ολοκλήρου στο ηµιε-
πίπεδο της ευθείας αυτής που περιέχει την 
εστία της. 

                                              
Πράγµατι, αν Ν σηµείο στο αντικείµενο 

ηµιεπίπεδο (ή και στην κάθετη στο Ο, αλλά 
διάφορο του Ο) τότε (Σχήµα 1) 

               ΝΡ < Ν∆ < ΝΕ, 
οπότε δεν ισχύει η ισότητα. Από αυτό συµπε-
ραίνουµε ακόµη ότι η κάθετη στον άξονα της 
παραβολής στην κορυφή της είναι εφαπτο-
µένη της παραβολής. 

 
ΙΙ. Κάθε σηµείο εκτός της παραβολής, απέχει από την εστία περισσότερο από 
όσο απέχει από την διευθετούσα, ενώ αν το σηµείο βρίσκεται εντός, απέχει 
λιγότερο. 

 
Πράγµατι, έστω σηµείο Σ εκτός της παραβολής, δεξιά της διευθετούσας. 

Φέρνουµε από το Σ παράλληλη στον άξονα της παραβολής που τέµνει την 
παραβολή στο Μ και  την διευθετούσα στο Η (Σχήµα 1).  
Τότε έχουµε  ΗΣ + ΣΜ = ΜΕ < ΣΕ + ΣΜ,  άρα   ΗΣ < ΣΕ. 
Αν Σ αριστερά της διευθετούσας και η ΣΕ την τέµνει στο σηµείο Λ, τότε 
ΣΕ > ΣΛ > ΣΗ. Όµοια αποδεικνύουµε ότι  αν  το Σ′ (Σχήµα 1) βρίσκεται εντός 
της παραβολής, τότε Σ′Ε < Σ′Η. 

 
• Από την ιδιότητα αυτή συµπεραίνουµε ότι, µια ευθεία που έχει κοινό 

σηµείο µε την παραβολή είναι εφαπτοµένη στην παραβολή, αν και µόνο αν 
η απόσταση κάθε σηµείου της, εκτός του σηµείου επαφής,  από την εστία 
είναι µεγαλύτερη από την απόστασή του από την διευθετούσα. 

 Εποµένως από ένα σηµείο που βρίσκεται εντός παραβολής, προς το κοίλο 
µέρος της, δεν διέρχεται εφαπτοµένη της παραβολής. Επίσης συµπεραίνουµε 
ότι η έλλειψη µε την ίδια εστία και διευθετούσα βρίσκεται µέσα στην 

Z M'

M
Σ'

Σ
Η

Ρ

∆ Ο

Β

Ε Π

Ν

Σχήµα 1 
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παραβολή ενώ η υπερβολή µε την ίδια εστία και διευθετούσα βρίσκεται έξω 
από την παραβολή.  

Εύκολα επίσης αποδεικνύεται ότι, 
 

ΙΙΙ. Ο άξονας της παραβολής είναι άξονας συµµετρίας της. 
 

ΙV. Κάθε διάµετρος  παραβολής την τέµνει σ’ ένα µόνο σηµείο. 
 
Πράγµατι, έστω µια διάµετρος παραβολής, δηλαδή µια παράλληλη προς τον 

άξονά της από το σηµείο Η της διευθετούσας (Σχήµα 1). Τότε η µεσοκάθετη 
στο τµήµα ΗΕ τέµνει την διάµετρο σ’ ένα σηµείο Μ µε ΜΕ = ΜΗ, άρα είναι 
σηµείο της παραβολής. Έστω τώρα ότι η διάµετρος ΗΜ τέµνει την παραβολή 
και στο σηµείο Σ′. Τότε 

                         Σ′Ε = Σ′Η = ΗΜ + ΜΣ′ = ΜΕ + ΜΣ′,  
οπότε η ευθεία ΗΣ′ ταυτίζεται µε την ΜΕ, άτοπο. Άρα κάθε διάµετρος τέµνει 
την παραβολή σ’ ένα µόνο σηµείο, χωρίς βέβαια να είναι εφαπτοµένη αφού 
υπάρχουν σηµεία της παραβολής εκατέρωθεν της διαµέτρου. 

 
 

V. Εξισώσεις  παραβολής 
 

Αν και δεν θα µελετήσουµε την παραβολή µε µεθόδους της Αναλυτικής 
Γεωµετρίας κρίνουµε σκόπιµο να υπενθυµίσουµε µερικά σχετικά στοιχεία. 

 
Α. Αν θεωρήσουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή των 

αξόνων την κορυφή Ο της παραβολής µε παράµετρο p = |2α| και ως άξονα των 
x τον άξονα της παραβολής, τότε: 
Αν η εστία Ε βρίσκεται στον θετικό ηµιάξονα Οx, δηλαδή Ε(α, 0), όπου α > 0,  
η παραβολή  έχει καρτεσιανή (κανονική) εξίσωση   

y2 = 4αx. 
Επίσης µε µεθόδους του Απειροστικού λογισµού ή αλλιώς, αποδεικνύεται ότι 
η εφαπτοµένη της παραβολής σ’ ένα σηµείο της (x1, y1) έχει εξίσωση 

yy1 = 2α(x + x1). 
Β. Οι παραµετρικές εξισώσεις  της παραβολής   y2 = 4αx  είναι  
                                   x = αt2,  y = 2αt, t ≥ 0. 

Οι εξισώσεις αυτές είναι πολύ χρήσιµες όταν αντιµετωπίζουµε προβλήµατα 
παραβολής  µε  Αναλυτική Γεωµετρία. 
Στα επόµενα επανερχόµαστε στις µεθόδους της Eυκλείδειας Γεωµετρίας. 

 
4.3  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ - Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ   ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ 
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Στις παρακάτω προτάσεις, αν δεν αναφέρεται διαφορετικά, θα  σηµειώνου-
µε µε Ε την εστία, µε Ο την κορυφή και µε p την παράµετρο της παραβολής. 

 
 
  ΠΡΟΤΑΣΗ 1 (Χορδές παραβολής) 

Έστω Μ σηµείο της παραβολής (µε παράµετρο p = 2α) και ΜΣ µια χορδή της 
που τέµνει τον άξονα στο σηµείο Τ. Αν  Π, Ν οι προβολές των Μ, Σ αντί-
στοιχα στον άξονα της παραβολής και Ο η κορυφή της παραβολής τότε 
ισχύουν: 
α) ΜΠ2 = 4ΟΕ⋅ΟΠ = 2p⋅ΟΠ και αντιστρόφως, αν ΜΠ2 = 4ΟΕ⋅ΟΠ τότε το  
σηµείο Μ ανήκει στην παραβολή. 
β) Το τµήµα ΟΤ είναι µέσο ανάλογο των τµηµάτων ΟΠ, ΟΝ.  
γ) Αν το σηµείο Τ είναι σταθερό τότε το γινόµενο των αποστάσεων των Μ, Σ   
από τον άξονα της παραβολής  είναι σταθερό και ισχύει ΜΠ⋅ΣΝ =4ΟΕ⋅ΟΤ 

                              
Απόδειξη 
α) Αφού ∆Ο = ΟΕ = p/2, (Σχήµα 2) έχουµε    

                  (∆Ο + ΟΠ)2 = ∆Π2 = ΜΕ2 = ΜΠ2 + (ΟΠ - ΟΕ)2,  
οπότε  ΜΠ2 = 4ΟΕ⋅ΟΠ = 2p⋅ΟΠ.             
 

H
M

TN

EO
∆

Σ

Π

 
Αντιστρόφως: Αν ΜΠ2 = 4ΟΕ⋅ΟΠ,  τότε  ΜΠ2 = (ΟΠ + ΟΕ)2 - (ΟΠ - ΟΕ)2,  

 ή   ΜΠ2 + ΕΠ2 = ∆Π2  ή  ΜΕ2 = ∆Π2  ή  ΜΕ = ΜΗ, δηλαδή το Μ ανήκει στην 
παραβολή. 

p = Ε∆      

Σχήµα 2 
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β) Από τα όµοια τρίγωνα ΣΤΝ, ΤΜΠ, έχουµε   
ΤΝ
ΤΠ=

ΣN
ΠM  ή   2

2

2

2

N
ΠM

ΤΝ
ΤΠ=

Σ
 ή 

2

2

)(
ΟΤ)-ΠO(

pON2
ΠpO2

ΟΝ−ΟΤ
=   ή  ΟΠ(ΟΤ2 + ΟΝ2) = ΟΝ(ΟΠ2 + ΟΤ2)   ή  

                             ΟΠ⋅ΟΝ(ΟΝ - ΟΠ) = ΟΤ2(ΟΝ - ΟΠ) 
 

Έτσι, αν Ν διάφορο του Π, τότε ΟΠ⋅ΟΝ = ΟΤ2, ενώ αν το Ν ταυτίζεται µε το Π 
τότε η χορδή ΜΣ είναι κάθετη στον άξονα οπότε ΟΤ = ΟΠ = ΟΝ, άρα και πάλι 
ΟΠ⋅ΟΝ = ΟΤ2 . 

 
γ) Λόγω των  (α), (β) έχουµε 

      ΜΠ2⋅ΣΝ2  = (2p⋅ΟΠ)(2p⋅ΟΝ) = 4p2⋅ΟΝ⋅ΟΠ = 4p2⋅ΟΤ2, οπότε και  
      ΜΠ⋅ΣΝ = 2p⋅ΟΤ, σταθερό.   
 
Σηµείωση 

Η σχέση ΜΠ2 = 2p⋅ΟΠ είναι ουσιαστικά η εξίσωση της παραβολής ως προς 
καρτεσιανό σύστηµα αρχής Ο µε άξονα τον x  τον άξονα της παραβολής και 
µε παράµετρο p = Ε∆. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1.1 

Αν µια χορδή παραβολής ΜΣ τέµνει  κάθετα τον άξονά της στο σηµείο Π, τότε 
ΜΣ2 = 8pOΠ. Αν µάλιστα διέρχεται και από την εστία της (εστιακτοµή) τότε 
ΜΣ = 2p (αυτή θεωρεί ως παράµετρο της παραβολής ο Απολλώνιος). 

                                       
ΠΟΡΙΣΜΑ 1.2 

Αν µια χορδή ΜΣ παραβολής διέρχεται από την εστία της και Π, Ν είναι 
αντίστοιχα οι προβολές των Μ, Σ στον άξονά της, τότε τα γινόµενα ΟΠ⋅ΟΝ,  
ΜΠ⋅ΣΝ είναι σταθερά και αντίστοιχα ίσα µε  p2/4, p2, (p =2ΟΕ). 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 1.3 
Η υποτείνουσα ενός  ορθογωνίου τριγώνου εγγεγραµµένου σε µια παραβολή, 
µε κορυφή της ορθής γωνίας  την κορυφή της παραβολής, διέρχεται από ένα 
σταθερό σηµείο του άξονα της παραβολής. 
 
Απόδειξη 
Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΜΣ  (Σχήµα 2) και Π, Ν οι προβολές των Μ και 
Σ  στον άξονα της παραβολής και Τ το σηµείο τοµής της χορδής ΜΣ µε τον  

άξονα. Από τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ΟΝΣ, ΟΜΠ (
∧∧

ΟΣΝ=ΠMO ) έχουµε   
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Ν
Π= Σ

O
ON
ΠM   ή   2

2

2

2

N
ΠM

ΣΝ
ΟΠ=

Ο
  ή   ΟΠ2⋅ΟΝ2  = ΜΠ2⋅ΣΝ2    ή  

 
(από την Πρόταση 1(α))  ΟΠ2⋅ΟΝ2 = (2p⋅ΟΠ)(2p⋅ΟΝ) ή  ΟΠ⋅ΟΝ = 4p2, 
και από την Πρόταση 1(β)  έχουµε  ΟΤ2 = ΟΠ⋅ΟΝ = 4p2 , άρα ΟΤ =2p,  
σταθερό, άρα Τ σταθερό. 
 
Άσκηση 

Αν µια χορδή ΜΣ παραβολής τέµνει τον άξονά της στο σηµείο Τ και είναι ΟΤ 
= 2p, τότε το τρίγωνο ΟΜΣ είναι ορθογώνιο στο Ο. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2  (Χορδή, εστία και διευθετούσα) 

Αν µια ευθεία τέµνει την παραβολή, στα σηµεία Α, Β και την διευθετούσα στο 
Γ, τότε η ευθεία ΕΓ είναι εξωτερική διχοτόµος της γωνίας ΑΕΒ. 

 
Απόδειξη 
Έστω Η, Θ οι προβολές των Α, Β αντίστοιχα στην διευθετούσα (Σχήµα 3(α)). 
Επειδή ΒΘ//ΑΗ από τα όµοια τρίγωνα ΑΗΓ, ΓΒΘ έχουµε 

 
ΒΓ
ΑΓ=ΑΗ

ΒΘ ,  αλλά  ΑΗ = ΕΑ και  ΒΘ = ΒΕ, οπότε  
ΒΓ
ΑΓ=ΕΑ

ΕB , 

άρα η ΕΓ είναι διχοτόµος της εξωτερικής γωνίας  Ε του τριγώνου ΑΕΒ. 
 

Ε

Α
Η

Θ

Γ

∆
∆

Β=Α

Ε

(δ)

(δ)

Γ
Β

ΣΖ

Λ

H

 
 
                 (α)                                                                   (β) 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Σχήµα 3     
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Αν το σηµείο Α είναι σταθερό και το σηµείο Β πλησιάζει να συµπέσει µε το  Α 
(Σχήµα 4(β)) τότε η ευθεία ΑΓ είναι διαισθητικά  εφαπτοµένη της παραβολής 
στο Α και η γωνία ∆ΕΒ θα είναι 2 ορθές, οπότε η ΕΓ είναι διχοτόµος της, άρα 
ΕΓ, ΕA κάθετες. ∆ηλαδή, αν η εφαπτοµένη της παραβολής σ’ ένα σηµείο Α 
τέµνει την διευθετούσα της στο Γ, τότε η γωνία ΑΕΓ είναι ορθή. Αυτό θα από-
δειχθεί παρακάτω αυστηρότερα. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 2.1 

Έστω µια ευθεία η οποία τέµνει την παραβολή στα (διαφορετικά) σηµεία Α, Β 
και  την διευθετούσα της στο Γ. Αν το Β είναι µεταξύ των Α, Γ τότε ισχύει 

∧

ΓAE > 90ο και 
∧

ΒΕΓ<90ο. 

Πράγµατι, είναι 
∧

ΓAE +
∧

ΓΕ∆  = 180ο  και  
∧

ΓΕ∆ =
∧

ΒΕΓ  <
∧

ΓAE , οπότε  
∧

ΓAE > 90ο και 
∧

ΒΕΓ<90ο. 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  3 (Ύπαρξη και µοναδικότητα της εφαπτοµένης) 

Σε κάθε σηµείο µιας παραβολής υπάρχει µοναδική εφαπτοµένη. 
 

Απόδειξη 
α) Ύπαρξη. Αν Α σηµείο της παραβολής το οποίο δεν είναι κορυφή της, 
φέρνουµε κάθετη στην ΕΑ (Σχήµα 3(β)) που τέµνει την διευθετούσα, έστω στο 
Γ. Τότε η ΑΓ είναι εφαπτοµένη της παραβολής. 
Πράγµατι, αν έτεµνε την παραβολή στο σηµείο Β, και το Β είναι µεταξύ των 

Α, Γ, από την προηγούµενη Πρόταση έχουµε 
∧

ΓAE = 90ο =
∧

ΓΕ∆ = 
∧

ΒΕΓ ,  οπότε 
το Β συµπίπτει µε το Α, και άρα η ΑΓ είναι εφαπτοµένη, αφού δεν έχει άλλα, 
εκτός του Α, κοινά σηµεία µε την παραβολή. Όµοια εργαζόµαστε αν το Α 
είναι µεταξύ των Β, Γ. (Θα µπορούσαµε να δώσουµε απόδειξη και µε βάση το  
προηγούµενο Πόρισµα.) 
Αν Α κορυφή της παραβολής, τότε η κάθετη στον άξονα στο σηµείο αυτό είναι 
εφαπτοµένη (βλέπε §4.2, Ι). 

 
β) Μοναδικότητα. 
Έστω ΑΛ (Σχήµα 3(β)) µια άλλη εφαπτοµένη της παραβολής στο σηµείο Α, 
διάφορο της κορυφής, η οποία τέµνει την διευθετούσα στο Λ. Αν Σ τυχόν 
σηµείο της ευθείας αυτής και ΣΖ κάθετη στην (δ), τότε (βλέπε §4.2, ΙI ) πρέπει  

ΣΕ ≥ ΣΖ ή 
Η
Ε=≥

ΣΖ
ΣΕ

A
A1 , δηλαδή ο λόγος 

ΣΖ
ΣΕ  παίρνει την ελάχιστη τιµή του 

όταν το σηµείο Σ (της σταθερής ευθείας ΑΛ) ταυτίζεται µε το Α. Αυτό όµως 
συµβαίνει (βλέπε  Λήµµα στην συνέχεια) µόνο όταν η ΛΕ είναι κάθετη στην ΑΕ. 
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Όµως και ΕΓ κάθετη στην ΑΕ, άρα οι ΕΓ, ΕΛ συµπίπτουν, άρα και οι 
εφαπτοµένες ΑΓ, ΑΛ.  
Αν τώρα το σηµείο Α είναι κορυφή της παραβολής, θα δείξουµε ότι και η 
εφαπτοµένη στο σηµείο αυτό είναι µοναδική. Έστω ότι υπάρχει εφαπτοµένη στην 
κορυφή Α που τέµνει την διευθετούσα στο σηµείο Λ. Τότε, όπως προηγουµένως 
πρέπει η ΛΕ να είναι κάθετη στην ΑΕ, δηλαδή ΕΛ//(δ), άτοπο. Άρα µια εφαπτο-
µένη στο Α είναι παράλληλη στην διευθετούσα, άρα κάθετη στον άξονα στο Α. 
Εποµένως είναι µοναδική. 

 
ΛΗΜΜΑ 

Έστω (δ) και (ε) δυο (σταθερές) ευθείες τεµνόµενες στο Λ και Ε ένα (στα-
θερό) σηµείο εκτός αυτών. Αν Σ σηµείο της ευθείας  (ε) και ΣΖ  κάθετη στην 

(δ), τότε ο  λόγος 
ΣΖ
ΣΕ  γίνεται ελάχιστος αν και µόνο  ΣΕ κάθετη στην ΕΛ. 

 
Απόδειξη 
Έστω ΣΠ (Σχήµα 4) κάθετη στην ΕΛ. 

 

Σ

Λ

Ζ

Π Ε

(ε)(δ)

ω
θ

 
Επειδή οι γωνίες θ = 

∧

ΣΛΖ , ω = 
∧

ΣΛΕ  είναι σταθερές, οι λόγοι 
ΣΛ
ΣZ , 

ΣΛ
ΣΠ είναι 

σταθεροί, και λόγω 
ΣΖ
ΣΕ =

ΣΠ
ΣΕ ⋅

ΣΛ
ΣΠ ⋅

ΣΖ
ΣΛ , ο λόγος 

ΣΖ
ΣΕ  είναι ελάχιστος αν και 

µόνο ο 
ΣΠ
ΣΕ είναι ελάχιστος. Όµως 

ΣΠ
ΣΕ ≥1, άρα ο λόγος 

ΣΠ
ΣΕ είναι ελάχιστος αν 

και µόνο (η ΕΛ είναι σταθερή) ΣΕ = ΣΠ, δηλαδή όταν η ΣΕ κάθετη στην ΕΛ  
 

(διαφορετικά : αν φ = 
∧

ΛΣE , τότε 
ΣΖ
ΣΕ = ηµθηµφ

ηµω
⋅

, οπότε γίνεται ελάχιστος αν φ 

= 90ο ). 
            1η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο  παραβολής 

Σχήµα  4 
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Από την προηγούµενη πρόταση συµπεραίνουµε ένα τρόπο κατασκευής (µε 

κανόνα και διαβήτη) της εφαπτοµένης δοσµένης παραβολής σ’ ένα σηµείο της 
Α. Συγκεκριµένα, αν το Α δεν είναι  κορυφή της, φέρνουµε κάθετη στην ΕΑ, 
στο σηµείο Ε, που τέµνει την διευθετούσα στο Γ. Τότε η ΑΓ είναι εφαπτοµένη 
της παραβολής. Αν το Α συµπίπτει µε την κορυφή της παραβολής, τότε όπως 
είδαµε (βλέπε §4.2, Ι) η κάθετη στον  άξονά της στο σηµείο αυτό είναι εφα-
πτοµένη της παραβολής.  

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 4 (Εφαπτοµένη και διευθετούσα)  

Έστω  Μ σηµείο της παραβολής και Η η προβολή του στην διευθετούσα της. 
Τότε η διχοτόµος της γωνίας ΗΜΕ (η µεσοκάθετη του ΗΕ) είναι εφαπτοµένη 
της παραβολής στο Μ και αντίστροφα. 
 
Απόδειξη 
Έστω ότι η διχοτόµος αυτή  τέµνει την 
παραβολή και σ’ ένα άλλο σηµείο Σ 
(Σχήµα 5). Τότε επειδή τα τρίγωνα 
ΗΜΣ, ΜΣΕ είναι ίσα, έπεται ΗΣ = ΣΕ.  
Όµως  ΣΣ′ = ΣΕ, οπότε ΗΣ = ΣΣ′, άτο-
πο.               
∆είξαµε ότι η διχοτόµος της γωνίας 
ΗΜΕ δεν έχει άλλο κοινό σηµείο µε 
την παραβολή (και δεν είναι παράλ-
ληλη στον άξονα της παραβολής), άρα, 
εξ’ ορισµού είναι εφαπτοµένή της 
παραβολής. Εντελώς όµοια εργαζόµαστε αν το Μ είναι κορυφή της παραβο-
λής. Έτσι η κάθετη στην κορυφή της παραβολής είναι εφαπτοµένη της παρα-
βολής (αυτό αποδείχθηκε και διαφορετικά στην αρχή). 

  
Αντίστροφα: Έστω ΜΛ µια εφαπτοµένη στο Μ. Φέρνουµε την διχοτόµο της 

γωνίας ΗΜΕ, οπότε θα’ ναι εφαπτοµένη στο Μ και λόγω της µοναδικότητας 
της εφαπτοµένης (βλ. Πρόταση 3) η ΜΛ είναι διχοτόµος της ΗΜΕ. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 4.1 (Ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής) 

Η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της παραβολής σχηµατίζει ίσες γωνίες µε την 
ΜΕ και την παράλληλη από το Μ προς τον άξονα της παραβολής και αντί-
στροφα. 
Α΄ Απόδειξη: επειδή ΜΛ (Σχήµα 5) διχοτόµος της γωνίας ΗΜΕ και  

Σχήµα  5 

Ζ

Η

Ρ

Ε

Σ
Σ'

Λ

Θ
Μ
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∧∧

= ΛΜHΡΜΘ ,  έχουµε 
∧∧

= ΛΜΕΡΜΘ . 
 

Β΄ Απόδειξη: Για κάθε σηµείο Ρ της εφαπτοµένης ΜΛ έχουµε (Πρόταση §4.2, 

ΙΙ) ΡΕ ≥ ΡΖ ή 
ΜΗ
ΜΕ=≥

Ζ
Ε 1P

P , δηλαδή το Μ ελαχιστοποιεί τον λόγο ΡΕ/ΡΖ, οπότε 

από το Λήµµα της Πρότασης 3 η ΛΕ είναι κάθετη στην ΜΕ. Έτσι τα ορθογώνια 

τρίγωνα ΛΗΜ, ΛΕΜ είναι ίσα, οπότε  
∧∧

= ΛΜΕHΜΛ κλπ. 
 
Αντίστροφα: Προκύπτει από την Πρόταση 4, αφού η ευθεία αυτή θα είναι δι-

χοτόµος της γωνίας 
∧

HME . 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 4.2 

Το τµήµα της εφαπτοµένη µιας παραβολής από το σηµείο επαφής µέχρι την 
διευθετούσα της φαίνεται υπό ορθή γωνία από την εστία της. (αποδείχθηκε και 
διαφορετικά στην Πρόταση 3). 
 
(Υπόδειξη : τα τρίγωνα ΛΜΗ, ΛΜΕ είναι ίσα.)  

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 4.3 

α) Η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ µιας παραβολής είναι µεσοκάθετη στο    
τµήµα ΗΕ, όπου Η η προβολή του Μ στην διευθετούσα. 
β) Οι εφαπτοµένες σε δυο διαφορετικά σηµεία της παραβολής τέµνονται. 
 
Απόδειξη 
α) Προφανές, αφού η µεσοκάθετη στο τµήµα ΗΕ είναι διχοτόµος της γωνίας  
ΗΜΕ.  
β) Κάθε µια είναι µεσοκάθετη σε διαφορετικά τµήµατα που αρχίζουν από  την 
εστία Ε.   

 
              2η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο  παραβολής 
 

Από το προηγούµενο πρόταση συµπεραίνουµε ένα τρόπο κατασκευής της 
εφαπτοµένης δοσµένης παραβολής σ’ ένα σηµείο της Μ: Φέρνουµε ΜΗ 
κάθετη  στην διευθετούσα και στην συνέχεια την διχοτόµο της γωνίας ΗΜΕ, η 
οποία θα είναι εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της παραβολής. Αντί την διχοτόµου 
της γωνίας ΗΜΕ, µπορούµε να φέρουµε και την µεσοκάθετη στο τµήµα ΗΕ. 
Αν το Μ συµπίπτει µε την κορυφή της παραβολής, τότε φέρνουµε  κάθετη  
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στον  άξονα της παραβολής στο σηµείο αυτό. Πράγµατι, αν η εφαπτοµένη της 
παραβολής στο Μ τέµνει τον άξονα στο σηµείο Α′ τότε ΟΑ′ = ΟΑ, οπότε το 
Α′ συµπίπτει µε το Α. 

  
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 5 (Εφαπτοµένη, κάθετη, εστία και διευθετούσα) 

Έστω ότι εφαπτοµένη και η κάθετη στην παραβολή σ’ ένα σηµείο της Μ τέ-
µνουν τον άξονα της παραβολής στα σηµεία Α, Β αντίστοιχα και Π η προβολή 
του Μ στον άξονα αυτό. Τότε  
i) Το τετράπλευρο ΑΕΜΗ είναι ρόµβος. 
ii) Η κορυφή  Ο της παραβολής είναι µέσο της ΑΠ. 
iii) Το κέντρο του ρόµβου ΑΕΜΗ ανήκει στην εφαπτοµένη της παραβολής  
στην κορυφή της. 
iv) Η εστία Ε είναι µέσο της ΑΒ.  
v) ΠΒ = 2ΟΕ. 

 
Απόδειξη 

i) Από την ανακλαστική ιδιότητα (Πόρισµα 3.1) έχουµε 
∧∧

= 21 MM  (Σχήµα 6) 

αλλά 
∧∧

= 2Mω  οπότε  ΑΕΜ ισοσκελές και άρα ΕΑ = ΕΜ. Είναι ΜΕ = ΗΜ, 
οπότε ΗΜ = ΑΕ και παράλληλες, άρα το τετράπλευρο είναι ρόµβος αφού και 
ΑΕ = ΕΜ.  

 
ii) Από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων ΑΗ∆, ΕΜΠ (υποτείνουσα και 
µια κάθετη ίσες)  έχουµε  Α∆ = ΕΠ και λόγω του ότι ∆Ο = ΟΕ προκύπτει  
ΑΟ = ΟΠ. 

 
iii) Αν Κ (Σχήµα 6) το κέντρο του ρόµβου ΑΕΜΗ, επειδή  ΑΟ = ΟΠ, η 
εφαπτοµένη στο Ο ως παράλληλη στην ΜΠ θα διέρχεται από το µέσο Κ της 
ΑΜ, δηλαδή από το κέντρο του ρόµβου. 

 
iv) Εφ’ όσον το τρίγωνο ΑΕΜ είναι ισοσκελές και το ΑΜΒ ορθογώνιο στο Μ, 
έπεται ότι το τρίγωνο ΜΕΒ είναι ισοσκελές µε κορυφή το Ε. Άρα ΑΕ = ΕΜ = 
ΕΒ. 
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O
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M
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Σ
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Ε

Κ
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Ζ

Π

(δ)
2

1

 
 
v) Είναι ΕΒ = ΑΕ, οπότε ΕΠ + ΠΒ = ΑΟ + ΟΕ  και  
 
(ΕΠ + ΟΕ) + ΠΒ = ΑΟ + 2ΟΕ,  άλλά  ΕΠ + ΟΕ = ΟΠ = ΑΟ, οπότε ΠΒ = 2ΟΕ.  

 
Σηµείωση 

Η  ιδιότητα ΠΒ = 2ΟΕ = ∆Ε δηλώνει ότι η προβολή του καθέτου τµήµατος ΜΒ 
είναι σταθερή και ίση µε την παράµετρο της παραβολής. Η ιδιότητα αυτή αναφέ-
ρεται, χωρίς απόδειξη,  στο έργο του ∆ιοκλέους (≈180 π.Χ.) Περί Πυρείων. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.1 

Αν η εφαπτοµένη της παραβολής σ’ ένα σηµείο της Μ τέµνει τον άξονα της 
παραβολής στο Α  και την εφαπτοµένη στην κορυφή της  στο σηµείο Κ, τότε η 
ΕΚ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΑΜ. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.2 

Το µήκος της προβολής του καθέτου τµήµατος ΜΒ πάνω στον άξονα της 
παραβολής είναι σταθερό και ίσο µε την παράµετρο της παραβολής. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.3 

Αν Μ σηµείο της παραβολής, τότε ο κύκλος µε διάµετρο ΕΜ εφάπτεται της 
καθέτου στην κορυφή της παραβολής. 

 
(Υπόδειξη: αν Α η τοµή της εφαπτοµένης στο Μ µε τον άξονα και Η η 
προβολή του Μ στην διευθετούσα (Σχήµα 6), από το (iii) έχουµε ότι το κέντρο 
Κ του ρόµβου ΜΗΑΕ ανήκει στην εφαπτοµένη στο Ο, άρα το Κ ανήκει στον 
κύκλο αυτό και η παράλληλη από  το Κ στην ΑΕ – άρα κάθετη στην ΟΚ – 
διέρχεται από το µέσο της ΜΕ κλπ.) 

Σχήµα 6 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 5.3 (Ποδική παραβολής ως προς την εστία) 
Ο γεωµετρικός τόπος της προβολής της εστίας παραβολής πάνω σε 
εφαπτοµένη της είναι η εφαπτοµένη στην κορυφή της. 

 
Πράγµατι, από την Πρόταση 5(iii) προκύπτει 
ότι η προβολή της εστίας Ε σε µια εφαπτοµένη 
ανήκει στην εφαπτοµένη στο Ο. Αντίστροφα: 
αν Ν (Σχήµα 7) σηµείο της εφαπτοµένης στο Ο, 
θα δείξουµε ότι είναι προβολή της εστίας σε 
κάποια εφαπτοµένη της παραβολής. Αν ΝΜ 
εφαπτοµένη της παραβολής που τέµνει τον 
άξονα στο σηµείο Τ τότε (από την Πρόταση 
5(ii)) ΤΟ = ΟΠ, οπότε ΤΝ = ΝΜ. Επειδή όµως η ΜΤ είναι  εφαπτοµένη έχου-

µε 
∧∧

= NMENTE , οπότε ΝΕ κάθετη στην ΤΜ ως διάµεσος  του ισοσκελούς 
τριγώνου ΤΕΜ. 

 
 
          3η Κατασκευή εφαπτοµένης παραβολής σ’ ένα σηµείο της 
 
Από την Πρόταση 5(ii) προκύπτει η εξής κατασκευή εφαπτοµένης: Έστω Μ 

σηµείο της παραβολής και Π η προβολή του στον άξονά της. Πάνω στον 
άξονα της παραβολής παίρνουµε τµήµα ΑΟ = ΟΠ, οπότε η ευθεία ΑΜ είναι 
εφαπτοµένη της παραβολής στο Μ. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  6 (Εστιακή χορδή) 

Έστω µια παραβολή και µια  εστιακή χορδή της. Τότε  
α) Οι εφαπτοµένες στα άκρα της χορδής αυτής τέµνονται υπό ορθή γωνία   
     πάνω στην διευθετούσα της παραβολής,  
β) Ο κύκλος µε διάµετρο την χορδή αυτή εφάπτεται της διευθετούσας. 

 
Απόδειξη 
α) Έστω ότι η εφαπτοµένη στο Μ τέµνει την διευθετούσα (δ) στο Σ (Σχήµα 8). 
Τότε, λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της παραβολής, τα τρίγωνα ΣΜΗ, 

ΣΜΕ είναι ίσα, οπότε η ΣΜ είναι διχοτόµος της γωνίας ΗΣΕ και 
∧

ΣΕΜ = 90ο. 

Άρα 
∧

ΣΕΛ  = 90ο και έτσι τα τρίγωνα ΘΣΛ, ΣΛΕ είναι ίσα (ορθογώνια µε ΣΛ 
κοινή και ΛΕ = ΘΛ) οπότε ΣΛ διχοτόµος της ΘΛΕ, άρα  είναι εφαπτοµένη στο 
Λ της παραβολής. 

Σχήµα  7 
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Σ
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Από την ίδια ισότητα τριγώνων προκύπτει ότι η ΣΛ είναι  και διχοτόµος της 
γωνίας ΘΣΕ , οπότε ΣΜ και ΣΛ κάθετες. 

 
β) Είναι ΣΗ = ΣΕ = ΣΘ, άρα Σ µέσο της ΗΘ. Από το Σ φέρνουµε 

παράλληλη στον άξονα που τέµνει την χορδή ΜΛ στο µέσο της Β. Τότε ΣΒ 
διάµεσος του τραπεζίου ΗΜΛΘ και έτσι ΣΒ = (ΗΜ + ΘΛ)/2 = (ΜΕ + ΛΕ)/2 = 
ΜΛ/2. Άρα ο κύκλος διαµέτρου ΜΛ και κέντρου Β διέρχεται από το Σ και 
επειδή ΣΒ κάθετη στην διευθετούσα, εφάπτεται σε αυτή. 

 
 
 ΠΟΡΙΣΜΑ 6.1 

Έστω ΜΛ µια εστιακή χορδή παραβολής, Η, Θ οι προβολές των Μ, Λ, αντί-
στοιχα, στην διευθετούσα της και Σ το σηµείο όπου η εφαπτοµένη στο Μ 
τέµνει την διευθετούσα. Τότε τα τµήµατα ΣΜ και ΗΘ φαίνονται από την εστία 
υπό ορθή γωνία.  

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  7 (Μέσα χορδών) 

Ο γεωµετρικός τόπος των µέσων µιας δέσµης παραλλήλων µεταξύ τους 
χορδών παραβολής, είναι διάµετρος (ακριβέστερα ηµιευθεία της διαµέτρου) 
της παραβολής. Η διάµετρος αυτή τέµνει την διευθετούσα σ’ ένα σηµείο Σ για 
το οποίο η ευθεία ΣΕ είναι κάθετη στις χορδές αυτές. 
Επί πλέον, αν η διάµετρος αυτή τέµνει την παραβολή στο σηµείο Ρ, τότε η 
παράλληλη από το Ρ σε µια από τις χορδές αυτές είναι εφαπτοµένη στην 
παραβολή στο σηµείο αυτό. 
Απόδειξη  

Σχήµα   8 
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Έστω µια τυχούσα χορδή ΑΒ (Σχήµα 9) από τις δεδοµένες χορδές της 
παραβολής, Μ το µέσο της και η ευθεία ΕΤ κάθετη στην ΑΒ που τέµνει την 
διευθετούσα στο Σ. Η ευθεία ΣΤ είναι σταθερή, αφού διέρχεται από το  σταθε-
ρό σηµείο Ε και είναι κάθετη στην ΑΒ που έχει σταθερή (δεδοµένη) κλίση, 
άρα και το σηµείο Σ είναι σταθερό. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΗΣΑ έχουµε  

Ε

Γ

ΑΗ

Ζ

Σ

Θ

Κ
Β

Ρ Λ x

T

(δ)

Μ
Ν

∆

 
                 
                   ΗΣ2  = ΣΑ2 - ΑΗ2          (ΑΗ = ΑΕ, λόγω παραβολής) 

                                     = ΣΑ2 - ΑΕ2 

                                     = ΣΤ2 + ΑΤ2 - (ΑΤ2 + ΕΤ2) 
                         = ΣΤ2 - ΕΤ2 

 
Οµοίως βρίσκουµε   ΣΚ2 = ΣΤ2 - ΕΤ2, οπότε  ΗΣ = ΣΚ. Εποµένως η παράλ-
ληλη από µέσο Σ της ΗΚ προς τον άξονα της παραβολής (άρα και προς τις 
ΗΑ, ΚΒ) τέµνει την χορδή ΑΒ στο µέσο της Μ. Άρα το µέσο  Μ της (τυ-
χούσας) χορδής ΑΒ βρίσκεται πάνω στην σταθερή διάµετρο Σx που διέρχεται 
από το Σ. 

Αντιστρόφως: Έστω τυχόν σηµείο της Ν της ηµιευθείας Σx. Θα δείξουµε 
ότι είναι µέσο κάποιας χορδής από αυτές που ανήκουν στην δεδοµένη δέσµη. 
Θεωρούµε µια ευθεία που διέρχεται από το Ν και είναι παράλληλη στην ΑΒ 
(άρα ανήκει στην δεδοµένη δέσµη). Τότε η ΣΕ θα είναι κάθετη στην ευθεία 
αυτή και όπως προηγουµένως το Ν θα είναι µέσο της χορδής αυτής. 

Έστω τώρα µια παράλληλη από το Ρ προς την ΑΒ. Τότε αυτή είναι κάθετη 
στην ΣΕ και λόγω ΡΣ = ΡΕ η ευθεία αυτή είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΣΕ, 
οπότε από την Πρόταση 4 είναι εφαπτοµένη της παραβολής. 

 
 
Σηµείωση 

Σχήµα 9 
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Λόγω της παραπάνω ιδιότητας µιας  διαµέτρου, ο ορισµός που δώσαµε στην 
διάµετρο παραβολής συµπίπτει µε  ορισµό του Απολλωνίου, ο οποίος ορίζει 
ως διάµετρο κωνικής τον γεωµετρικό τόπο (ευθεία) των µέσων µιας δέσµης 
παραλλήλων χορδών της. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 7.1 

Έστω ΑΒ µια χορδή παραβολής και ότι η  κάθετη από την εστία Ε στην ΑΒ 
τέµνει την διευθετούσα στο Σ. Αν η παράλληλη από το Σ στον άξονα της 
παραβολής τέµνει την παραβολή στο Ρ, τότε 
α) Η εφαπτοµένη της παραβολής στο Ρ είναι παράλληλη στην ΑΒ. 
β) Απ’ όλα τα σηµεία του παραβολικού τόξου ΑΡΒ το Ρ απέχει την µεγαλύ-
τερη απόσταση από την ευθεία ΑΒ και είναι το µοναδικό σηµείο µε αυτήν την 
ιδιότητα. 
 
(Υπόδειξη: α) Η εφαπτοµένη στο Ρ είναι µεσοκάθετη στην ΣΕ κλπ. β) H 
απόσταση ενός σηµείου Γ του τόξου είναι µικρότερη από την απόσταση του Ρ 
από την ΑΒ, αφού το Γ δεν ανήκει στην εφαπτοµένη στο Ρ.) 

 
Σηµείωση 

Το Πόρισµα 7.1(β) είναι η Πρόταση 18 στο έργο του Αρχιµήδη Τετραγωνισµός 
ορθογωνίου κώνου τοµής (βλ. Κεφ. 1, Α3 και [2] τόµος β΄, σελ. 251). Το ση-
µείο Ρ ο Αρχιµήδης το ονοµάζει κορυφή του  παραβολικού τµήµατος ΑΡΒ. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 7.2 

Έστω ΑΒ µια χορδή παραβολής και ένα εσωτερικό σηµείο Ξ του τµήµατος 
ΑΒ. Από το  Ξ  φέρνουµε παράλληλη στον άξονα της παραβολής που τέµνει 
την παραβολή στο Ι. Αν η εφαπτοµένη στο Ι είναι παράλληλη στην ΑΒ τότε το 
Ξ είναι µέσο του ΑΒ και αντιστρόφως. 

 
(Υπόδειξη: Από το µέσο Μ (Σχήµα 10) της ΑΒ φέρνουµε 
ΜΡ//ΞΙ, οπότε η εφαπτοµένη στο Ρ είναι παράλληλη 
στην εφαπτοµένη στο Ι, οπότε Ρ συµπίπτει µε το Ι 
(Πόρισµα 4.3). Άρα το Ξ συµπίπτει µε το µέσο Μ. Το 
αντίστροφο προκύπτει από την Πρόταση 7.) 

 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 7.3 

Σχήµα 10 

A

B

M
P

I
Ξ
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Αν µια χορδή παραβολής Γ∆ διέρχεται από την εστία της, τότε Γ∆ = 4ΡΕ, 
όπου Ρ το σηµείο της παραβολής στο οποίο η εφαπτοµένη είναι παράλληλη 
στην Γ∆. 

 
(Υπόδειξη: θεωρούµε την ΣΕ κάθετη στην Γ∆ (Σχήµα 9). Από την προηγού-
µενη Πρόταση έχουµε ότι το Ρ είναι σηµείο τοµής της παραλλήλου από το 
µέσο Σ του ΖΘ προς τον άξονα, οπότε Λ µέσο της Γ∆. Η ΣΛ είναι διάµεσος 
του τραπεζίου ΖΓ∆Θ, ισχύει ΣΛ = Γ∆/2 και άρα το   Ρ είναι µέσο της ΣΛ κλπ.)  

 
Σχετικά θέµατα. 

1. Έστω ΑΒ µια δεδοµένη  χορδή  παραβολής. Να βρεθεί σηµείο Μ του παρα-
βολικού τόξου ΑΒ για το οποίο το εµβαδόν του τριγώνου ΑΜΒ είναι µέγιστο.  
2. Να δειχθεί ότι κάθε διάµετρος παραβολής περιέχει µια ηµιευθεία τα σηµεία 
της οποίας είναι µέσα παραλλήλων χορδών της. Ιδιαίτερα ο άξονας της παρα-
βολής είναι η διάµετρος που περιέχει τα µέσα των καθέτων χορδών στον 
άξονα αυτόν. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 8 (Εφαπτόµενα τµήµατα) 

Έστω σηµείο Σ εκτός µιας  παραβολής και  ΣΜ, ΣΛ  εφαπτοµένες στην 
παραβολή. Τότε ισχύουν 

α)
∧∧

Σ= ΛEEMΣ ,  β) ΕΣ2 = ΕΜ⋅ΕΛ , γ) ΕΛ
ΕΜ

ΣΛ
ΣΜ

2

2

= . 

δ) Η ευθεία που διέρχεται από το Σ και το µέσο του ΜΛ είναι διάµετρος   
της παραβολής. 

 
Απόδειξη 
α) Στο τετράπλευρο ΣΒΕΓ (Σχήµα 11) 
οι απέναντι γωνίες Β, Γ είναι ορθές 
(Πρόταση 5, (iii)), οπότε είναι εγγρά-

ψιµο σε κύκλο, άρα 
∧∧

ΓΒΕ=ΕΣΓ . 

Όµως 
∧∧

ΒΜΕ=ΟΒΕ , λόγω του ισοσκε-
λούς τριγώνου ΑΕΜ και του ότι ΕΒ 
κάθετη στην ΑΜ. 

 Άρα 
∧∧

= ΒΜΕΕΣΓ .  

Όµοια προκύπτει 
∧∧

= ΣΛΕΕΣΒ . Έτσι 
από τα τρίγωνα ΣΕΜ, ΣΕΛ προκύπτει 

ότι και 
∧∧

Σ= ΛEEMΣ . 

A

MH

B

E

Λ

Ο

Γ

Σ

Σχήµα 11 
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β), γ) Όπως προέκυψε προηγουµένως, τα τρίγωνα ΣΕΜ, ΣΕΛ είναι όµοια, 

οπότε    
ΕΣ
ΕΜ== ΕΛ

ΕΣ
ΣΛ
ΣΜ . Έτσι έχουµε ΕΣ2 = ΕΜ⋅ΕΛ και   

                               
ΕΛ
ΕΜ=⋅= ΕΣ

ΕΜ
ΕΛ
ΕΣ

ΣΛ
ΣΜ

2

2

. 

 
δ) Έστω Ρ (Σχήµα 11.β) το µέσο του ΜΛ και η διάµετρος της παραβολής από 
το Ρ (δηλαδή η παράλληλη από το Ρ στον άξονά της) που τέµνει την ΣΜ στο 
Ν. Αν το Ν συµπίπτει µε το Σ τότε αποδείχθηκε. Αν το Ν είναι διάφορο του Σ, 
τότε η ΝΛ τέµνει την παραβολή (αφού δεν είναι η εφαπτοµενη στο Λ), έστω 
στο Ζ. Φέρνουµε από το Ζ παράλληλη στην ΜΛ που τέµνει την ΝΡ στο Θ, την 
παραβολή στο ∆ και την ΣΜ στο Τ. Τότε (Πρόταση 7) ΖΘ = Θ∆, αλλά και ΖΘ 
= ΘΤ (αφού ΛΡ = ΡΜ και 
ΖΤ//ΛΜ). Άρα Θ∆ = ΘΤ, δηλαδή 
το ∆ συµπίπτει µε το Τ,  άτοπο, 
αφού η ΣΜ, ως εφαπτοµένη, δεν 
µπορεί να έχει και άλλο κοινό 
σηµείο µε την παραβολή. (Η ίδια 
απόδειξη µπορεί να δοθεί και για 
έλλειψη ή υπερβολή). 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 8.1 (Σηµαντικό) 

Από το µέσο Κ µιας χορδής ΜΝ 
παραβολής φέρνουµε παράλληλη 
στον άξονα που τέµνει την παρα-
βολή στο Λ και την εφαπτοµένη 
στο Μ, στο σηµείο Ρ. Τότε το Λ 
είναι µέσο του τµήµατος ΚΡ.  

 
Απόδειξη 
Φέρνουµε την εφαπτοµένη στο Λ (Σχήµα 11.γ) 
που τέµνει την ΜΡ στο σηµείο Σ. Από την Πρό-
ταση 7 έχουµε ότι η ΛΣ είναι παράλληλη στην 
ΜΝ. Φέρνουµε ΛΖ//ΣΜ, οπότε το σηµείο τοµής 
Τ των διαγωνίων του παραλληλογράµµου ΣΜΖΛ 
είναι µέσο της ΛΜ, οπότε (Πρόταση 8(γ)) η ΣΤ 
είναι διάµετρος, άρα παράλληλη στην ΡΚ. Όµως 
Τ µέσο του ΣΖ, οπότε και Λ µέσο του ΡΚ.  

 
Άσκηση: αν Α το σηµείο τοµής της ΣΖ µε την παραβολή τότε ΑΤ = (1/4)ΛΚ. 

Σχήµα 11.β 
Μ

Ν

Λ

Ρ

Θ

Ζ

∆

Σ

Τ

Μ

Ν

Κ

Σ

Ρ
Λ

ΖΤ

Σχήµα 11.γ 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 8.2 
Αν οι εφαπτοµένες ΣΜ, ΣΛ από ένα σηµείο Σ εκτός παραβολής προς την 
παραβολή είναι κάθετες, τότε 
α) Η χορδή ΜΛ διέρχεται από την εστία, β) Το Σ ανήκει στην διευθετούσα. 
 
(Υπόδειξη: (α) από την ισότητα γωνιών στα όµοια τρίγωνα ΣΕΜ, ΣΕΛ (Σχήµα 

11) προκύπτει ότι οι γωνίες 
∧

ΣΕΜ , 
∧

ΣΕΛ  είναι ορθές κλπ. (β) Αν Η η προβολή 
του Μ στην διευθετούσα, τότε τα τρίγωνα ΗΣΜ, ΣΕΜ είναι ίσα (δυο πλευρές 

και η περιεχόµενη γωνία) αλλά 
∧

ΣΕΜ  = 90ο κλπ.) 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 8.3 

Αν τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΜ, ΣΛ από σηµείο εκτός της παραβολής είναι 
ίσα, τότε α) τα σηµεία Σ, Μ, Λ ανήκουν σε κύκλο  κέντρου Ε, β) τα σηµεία Μ, 
Λ είναι συµµετρικά ως προς τον άξονα, γ) το σηµείο Σ ανήκει στον άξονα της 
παραβολής.  
 
(Υπόδειξη: τα τρίγωνα ΣΕΜ, ΣΕΛ είναι ίσα και το ΣΕΜ είναι ισοσκελές. Για 
το (γ), έχουµε ότι τα Σ, Ε ανήκουν στην µεσοκάθετη του ΜΛ, οπότε αυτή 
συµπίπτει µε τον άξονα.) 

 
 

 ΠΟΡΙΣΜΑ 8.4 
Αν από ένα σηµείο Σ του άξονα φέρουµε  τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΜ, ΣΛ της 
παραβολής, τότε αυτά είναι ίσα και ο άξονας είναι µεσοκάθετη στην χορδή  
ΜΛ. (Φανερό και από το ότι ο άξονας της παραβολής είναι άξονας συµµετρίας 
της.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 8.5 

Αν ΣΜ, ΣΛ εφαπτόµενα τµήµατα παραβολής, τότε ο κύκλος που διέρχεται από 
τα σηµεία Σ, Μ, Ε εφάπτεται στην ΣΛ στο σηµείο Σ. 

 
 
    Κατασκευή εφαπτόµενων παραβολής από σηµείο εκτός αυτής 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 8.6 

Έστω ένα σηµείο Σ εκτός της παραβολής (Σχήµα 11). Με διάµετρο ΣΕ κατά-
σκευάζουµε κύκλο που τέµνει την εφαπτοµένη της παραβολής στην κορυφή 
της στα σηµεία Β, Γ. Τότε οι ευθείες ΣΒ, ΣΓ είναι  εφαπτόµενες της παραβο-
λής. 
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(Υπόδειξη: αν Μ το σηµείο που η ΣΒ τέµνει την παραβολή τότε  το Β ανήκει 
στον κύκλο διαµέτρου ΜΕ. Αν η εφαπτοµένη της παραβολής στο Μ τέµνει την 
κάθετη στην κορυφή της στο Β′ τότε το Β′ ανήκει στον ίδιο κύκλο ο οποίος  
(Πόρισµα 5.3) εφάπτεται στην ευθεία αυτή, άρα Β συµπίπτει µε το Β′ κλπ.) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  9 (Εφαπτοµένη και διάµετρος) 

Έστω (ε) µια εφαπτοµένη της παραβολής σ’ ένα σηµείο της Σ. Από ένα  
σηµείο Α της παραβολής φέρνουµε παράλληλη προς τον άξονά της (διάµετρο) 
που τέµνει την (ε) στο σηµείο Τ. Τότε ισχύει ΣΤ2 = 4ΣΕ⋅ΤΑ (δηλαδή το  ΣΤ2, 
µε δεδοµένο το σηµείο Σ, είναι ανάλογο του ΤΑ). 

 
Απόδειξη 
Έστω ότι η διάµετρος τέµνει την διευθετούσα στο σηµείο Η. Θεωρούµε από το 
σηµείο Α µια χορδή ΑΒ παράλληλη προς την εφαπτοµένη (ε) (Σχήµα 12). Η 
κάθετη από την εστία στην ΑΒ τέµνει την ΑΒ στο Ρ και την διευθετούσα στο 
Ζ. Τότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 7, η παράλληλη από το Ζ προς τον άξονα 
της παραβολής διέρχεται από το µέσο Μ της ΑΒ και τέµνει την παραβολή σε 
ένα σηµείο στο οποίο η εφαπτοµένη της παραβολής είναι παράλληλη στην ΑΒ, 
άρα συµπίπτει µε το σηµείο Σ.  
Eπειδή ΗΑ//ΖΜ//ΚΒ και ΑΜ = ΜΒ έχουµε  ΗΖ = ΖΚ..  

 
Επίσης από τα όµοια τρίγωνα ΑΜΘ, ΖΜΡ 

έχουµε 

 ΖΜ
ΖΡ

ΑΜ
ΘA =    και λόγω της ΕΛ//ΜΡ  έχουµε  

ΛΜΖΜ
ΖΡ ΕΡ= . Είναι  ΗΖ = ΑΘ, οπότε  

 

22

22

2

2

2

2

2

2

ΖΜ
ΖΡ

ΛΜ
EΡ

ΖΜ
ΖΡ

ΑΜ
HZ

ΛΜ−
ΕΡ−=== ,  αλλά 

 
  ΗΖ2 = ΖΑ2 - ΗΑ2 = ΖΑ2 – ΑΕ2 = ΖΡ2 - ΕΡ2 , 
οπότε (ΖΣ = ΣΛ) 

    
ΑΜ2 = ΖΜ2 - ΛΜ2 = (ΖΜ - ΛΜ)(ΖΜ + ΛΜ)   
                            = ΖΛ⋅2ΣΜ = 4ΣΕ⋅ΣΜ,   
 
αλλά  ΣΤ = ΑΜ,  ΣΜ = ΤΑ, λόγω του παραλληλογράµµου ΣΜΑΤ, οπότε  
ΣΤ2  = 4ΣΕ⋅ΤΑ. 

Η Τ Α

Θ

Ρ

Β
Κ

ΣΖ Λ
Μ

Ε

Σχήµα  12 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 9.1 
Αν µια χορδή ΑΒ παραβολής διέρχεται από την εστία της Ε , τότε ΑΒ = 4ΕΣ, 
όπου Σ το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης της παραβολής που είναι 
παράλληλη στην ΑΒ.  
 
(Υπόδειξη:  ΤΑ = ΣΛ = ΣΕ και 2ΣΤ = ΑΒ κλπ.) 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 9.2 (Χαρακτηριστική ιδιότητα ως προς µια διάµετρο) 

Από ένα (σταθερό) σηµείο Σ µιας παραβολής θεωρούµε µια παράλληλη στον 
άξονά της (δηλαδή µια διάµετρό της) και έστω Α τυχόν σηµείο της 
παραβολής. Από το Α θεωρούµε µια χορδή παράλληλη προς την εφαπτοµένη 
της παραβολής στο Σ που τέµνει την διάµετρο στο σηµείο Μ. Τότε ισχύουν 
α) Το Μ είναι µέσο της χορδής. 
β) Ισχύει  ΑΜ2 = 4ΣΕ⋅ΣΜ.  
 
(Υπόδειξη: προκύπτει από το Πόρισµα 7.2.) 

 
Σηµειώσεις 

1. Το πόρισµα 9.2 µας λέει ουσιαστικά ότι,  ως προς το σύστηµα (γενικά πλα-
γιογώνιο) ΤΣΜ µε άξονες ΣΜ, ΣΤ κάθε σηµείο της  παραβολής  χαρακτηρί-
ζεται από την ιδιότητα ΑΜ2 = 4ΣΕ⋅ΣΜ (το αντίστροφο το έχουµε αποδείξει 
στην §2.1 (Α)), δηλαδή είναι η εξίσωση της παραβολής ως προς το σύστηµα 
αυτό. 
2. Η σχέση  ΑΜ2 = p⋅ΣΜ µε p = 4ΣΕ = σταθερά (παράµετρος παραβολής) 
είναι ουσιαστικά αυτή µε την οποία ο Απολλώνιος αρχίζει την µελέτη του για 
την παραβολή στα Κωνικά. Είναι  το «σύµπτωµα» (που είδαµε στο ιστορικό 
µέρος, Κεφ. 1, Α4.3 (Ι.1) σχέση (3)) που παρήγαγε από την τοµή κώνου  µε 
επίπεδο και τo χρησιµοποίησε για όλες τις επόµενες προτάσεις του για την 
παραβολή. Η σχέση είναι δυναµική, αφού αναφέρεται ως οποιαδήποτε 
διάµετρο ΣΜ, άρα και ως προς τον άξονα της παραβολής, δηλαδή είναι 
γενίκευση της σχέσης (α) της Πρότασης 1 της § 4.3.  

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 10  (Χορδή, εφαπτοµένη και διάµετρος) 

Έστω µια χορδή ΑΒ παραβολής και µια εφαπτοµένη της στο σηµείο Α. 
Μια  διάµετρος της παραβολής τέµνει την εφαπτοµένη αυτή στο Γ, την παρα-
βολή στο Η και την χορδή ΑΒ στο ∆. Τότε ισχύει 

                                      Γ∆
Η∆

ΑΒ
∆B =  

δηλαδή τα σηµεία Η, ∆ χωρίζουν τις Γ∆, ΑΒ σε ίσους λόγους. 
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Απόδειξη 
Έστω ότι η παράλληλη προς τον άξονα από το Β τέµνει την εφαπτοµένη στο Ζ 
(Σχήµα 13). Λόγω της  προηγούµενης  πρότασης έχουµε 

 

         

Z
B

A

H

Θ

∆
Γ

      
 

ΖΒ
ΓΗ

ΖΒ4ΑΕ
ΓΗ4ΑΕ

ΑΖ
ΓA

2

2

=
⋅
⋅= , αλλά λόγω Γ∆//ΒΖ έχουµε   2

2

2

2

ΖΒ
Γ∆

ΑΖ
ΓA = , οπότε 

 

2

2

ΖΒ
Γ∆

ΖΒ
ΓΗ =    ή     ΖΒ

Γ∆
Γ∆
ΓΗ =   αλλά   λόγω Γ∆//ΒΖ  έχουµε ΑΒ

Α∆
ΖΒ
Γ∆ = , οπότε 

 

                 ΑΒ
Α∆

Γ∆
ΓΗ =    ή    ΑΒ

Β∆
Γ∆
Η∆ = . 

 
 
Σηµείωση 

 
Η σπουδαία αυτή ιδιότητα της παραβολής είναι η Πρόταση 5 στο έργο του 
Αρχιµήδη  Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου τοµής (βλ. Κεφ. 1, Α3, Πρόταση 
5 και [2], τόµος β΄, σελ. 224). Την Πρόταση αυτή χρησιµοποιεί στο έργο  αυ-
τό, (στην Πρόταση 14, [2], τόµος β΄, σελ. 239) καθώς και στο έργο του Έφο-
δος (στην Πρόταση 1, [2], τόµος β΄, σελ. 393) για να υπολογίσει το εµβαδόν 
του παραβολικού χωρίου ΑΗΒ («τετραγωνισµός παραβολής»), «σαρώνοντας» 
µε το τµήµα Η∆ το χωρίο αυτό. Η αναλογία αυτή επιτρέπει στο τµήµα Η∆, αν 
και δεν είναι άµεσα «Ευκλείδειο µήκος», να εκφραστεί συναρτήσει απλών 
(Ευκλειδείων) τµηµάτων και έτσι αντικαθιστά ουσιαστικά της εξίσωση της 
παραβολής.  

 
 

Σχήµα 13 
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ΠΟΡΙΣΜΑ  10.1 
Έστω µια χορδή ΑΒ παραβολής και η εφαπτοµένη της στο Α. Αν από το µέσο 
της ΑΒ φέροµε µια παράλληλη στον άξονα της παραβολής (δηλαδή µια 
διάµετρό της), τότε η παραβολή διχοτοµεί το τµήµα της διαµέτρου  που βρί-
σκεται µεταξύ της εφαπτοµένης  και της  χορδής.  

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ  10.2 (Απολλωνίου Κωνικά βιβλίο α′, Πρόταση 42) 

«Έστω παραβολή, ής διάµετρος η ΑΒ, και ήχθω εφαπτοµένη της τοµής η ΑΓ, και 
τεταγµένως  κατήχθω η ΓΘ, και από  τινος  σηµείου τυχόντος κατήχθω η ∆Ζ, 
και διά µεν του ∆ τη ΑΓ παράλληλος ήχθω η ∆Ε, διά δε του Γ τη ΒΖ η ΓΗ, διά 
δε του Β τη ΘΓ η ΒΗ. λέγω, ότι το ∆ΕΖ τρίγωνον ίσον εστί τω ΗΖ παραλλη-
λογράµµω». 

 
Ελεύθερη απόδοση και απόδειξη (του Απολλωνίου). 
Έστω (Σχήµα 14) µια διάµετρος της παραβολής ΑΒ  (στην οποία ανήκουν τα 
µέσα όλων των παραλλήλων προς την εφαπτοµένη στο Β χορδών, σύµφωνα µε 
την Πρόταση 7), η εφαπτοµένη ΓΑ της παραβολής στο Γ και η ΘΓ//ΒΗ, όπου 
η ΒΗ είναι εφαπτοµένη της παραβολής στο Β (αυτό σηµαίνει κατήχθη τε-
ταγµένως η ΓΘ).  

Α
ΘΒ

ΓΡΗ

∆

Ζ
Ε

Κ

Ο Τ

 
Από ένα τυχόν σηµείο ∆ της παραβολής φέρνουµε  ∆Ζ//ΓΘ  και ∆Ε//ΑΓ, ΓΗ// 
ΒΖ. Θα δειχθεί ότι  (Ε∆Ζ) = (ΗΡΖΒ). Επειδή η ΑΓ εφάπτεται της παραβολής 
και η ΓΘ είναι παράλληλος προς την εφαπτοµένη της παραβολής στο Β το Θ 
είναι µέσο της ΓΚ, οπότε είναι ΑΒ = ΒΘ (από πόρισµα 10.1), άρα ΑΘ = 2ΒΘ, 
οπότε  (ΑΓΘ) = παραλληλόγραµµο (ΗΓΘΒ). 

Σχήµα 14 
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Αλλά από Πόρισµα 9.2 (εδώ µόνο διαφοροποιείται η απόδειξη του  Απολλω-
νίου, όπου  επικαλείται την Πρόταση 20 του βιβλίου α΄ όπου αποδεικνύει το 
αποτέλεσµα αυτό µε άλλο τρόπο) έχουµε 
 

                              
ΒΖ
ΒΘ=

ΒΖ⋅ΒΤ
ΒΘ⋅ΒΤ= 4

4
∆Ζ
ΓΘ

2

2

  (Τ η εστία).  

 
Επίσης από την οµοιότητα των τριγώνων ΑΓΘ, Ε∆Ζ  έχουµε  
 

2

2

(Ε∆Ζ)
ΓΘ)A(

∆Ζ
ΓΘ=  και )(

)(
ΒΖ
Θ

ΗΡΖΒ
ΗΓΘΒ=Β  (τα παραλληλόγραµµα έχουν ίσα ύψη), οπότε                  

                                

                              )(
)(

(Ε∆Ζ)
Θ)A(

ΗΡΖΒ
ΗΓΘΒ=Γ . 

 
Αλλά,  όπως είδαµε στην αρχή, είναι (ΑΓΘ) = (ΗΓΘΒ), άρα (Ε∆Ζ) = (ΗΡΖΒ). 

 
Σηµείωση 
 

Στην παραπάνω Πρόταση 42 των Κωνικών έχουµε τις διαµέτρους ΑΒ, ΓΗ και τις 
αντίστοιχες εφαπτοµένες στα σηµεία Β, Γ που προδιαθέτουν για εναλλαγή των 
ρόλων που παίζουν τα σηµεία Β, Γ. Η Πρόταση 42 για την παραβολή,  όπως και η 
αντίστοιχη για έλλειψη και υπερβολή, Πρόταση 43 του α΄ βιβλίου των Κωνικών, 
έχουν ονοµαστεί από τον µελετητή του έργου του Απολλώνίου Ο. Νeugebauer 
«Προτάσεις των δυο εφαπτοµένων». Οι προτάσεις αυτές παίζουν τον κύριο ρόλο 
στον σκοπό του Απολλωνίου: να αποδείξει ότι όλες οι διάµετροι µιας κωνικής 
είναι ισοδύναµες, δηλαδή ότι το σύµπτωµα µιας κωνικής ως προς µια αρχική 
διάµετρο και την αντίστοιχη εφαπτοµένη (ως τεταγµένη) στο άκρο της, παραµένει 
ίδιο αν αναφέρεται ως προς µια άλλη διάµετρο της κωνικής και την αντίστοιχη 
εφαπτοµένη στο άκρο της διαµέτρου αυτής (βλέπε [20], σελ. 297-299, στην 
βιβλιογραφία του Κεφ. 1). 

 
 

Παραβολή και Κισσοειδής 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 11 (Ποδική παραβολής ως προς την κορυφή της) 

Έστω µια παραβολή µε παράµετρο 2α, όπου α > 0. Ο γεωµετρικός τόπος της 
προβολής της κορυφής της Ο πάνω σε µια τυχαία εφαπτοµένη της παραβολής 
(η λεγόµενη ποδική της  παραβολής ως προς το σηµείο Ο) είναι µια κισσοειδής 
καµπύλη.   
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Απόδειξη 
Έστω ΣΑ εφαπτοµένη της παρα-
βολής και Μ (Σχήµα 15) ένα ση-
µείο του τόπου. Θεωρούµε ένα 
κύκλο διαµέτρου Ο∆ = α (= ΟΕ) 
και την εφαπτοµένη του στο ∆ 
(διευθετούσα της παραβολής). Η 
ΟΜ τέµνει την εφαπτοµένη αυτή 
στο Η. Πρέπει να δειχθεί (σύµφω-
να µε τον ορισµό της κισσοειδούς, 
βλ. σηµείωση) ότι ΟΜ = ΓΗ.  
Επειδή η ΣΑ είναι εφαπτοµένη 
έχουµε ΟΒ = ΟΑ (από την Πρό-
ταση 5(ii)). 
Επίσης είναι ΣΒ2 = 4Ο∆⋅ΟΒ (1) (βλέπε Πρόταση 1(α)). Από τα όµοια τρίγωνα 

ΣΒΑ, ΟΜΑ έχουµε  (ΒΑ = 2ΟΑ) 
Α

Α=
ΣΒ 20

MOM  (2) 

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα  ΟΜΑ, Ο∆Γ ( ο
∧∧

== 90ΓM ) έχουµε  

                                       
∆Γ
ΑΜ=

Ο∆
ΟΑ=

ΟΓ
OM  (3) 

Ακόµη από το ορθογώνιο τρίγωνο Ο∆Η, µε ∆Γ κάθετη στην ΟΗ  έχουµε  
                                         ∆Γ2 = ΟΓ⋅ΓΗ     (4) 

Από (1), (2) (απαλείφοντας το ΣΒ) έχουµε  

                          2

22

44
OM

ΟΑ
ΑΜ=

ΟΒ⋅Ο∆
   ή   

ΟΑ
=

ΑΜ
∆OOM

2

2

  (5)   

Επίσης, από τις (3), (4) (απαλείφοντας το ∆Γ) έχουµε  

                              
ΓΗ⋅ΟΓ

ΑΜ=
Γ

2

2

2

O
OM   ή   

ΓΗ
ΟΓ=

ΑΜ2

2OM   (6) 

Από (5), (6) έχουµε    
ΓΗ
ΟΓ=

ΟΑ
Ο∆  ή,  λόγω της (3),  

ΓΗ
ΟΓ=

ΟΜ
ΟΓ ,  άρα ΟΜ = ΓΗ. 

Αντίστροφα: έστω Μ ένα σηµείο της κισσοειδούς (της οποίας το σηµείο-
κορυφή είναι το Ο και έχει βάση τον κύκλο Ο∆ = α µε την εφαπτοµένη του 
στο ∆). ∆ηλαδή έχουµε ΟΜ = ΓΗ. Έστω ακόµη Σ το σηµείο που η κάθετη 
στην ΟΜ στο σηµείο Μ τέµνει την παραβολή. Φέρνουµε την ΣΜ µέχρι να 
τµήσει τον άξονα της παραβολής, έστω στο Α.  
Από τις παραπάνω σχέσεις (1) - (4), που ισχύουν όλες, θα προκύψει ΟΒ = ΟΑ. 
Πράγµατι, από τις ιδιότητες της παραβολής  χρησιµοποιήσαµε τις ΟΒ = ΟΑ 
και την (1). Η (1) εξακολουθεί να ισχύει εδώ, οπότε µε δεδοµένο ότι ΟΜ = 
ΓΗ,  προκύπτει ότι ΟΒ = ΟΑ, δηλαδή ΣΑ εφαπτοµένη (Πόρισµα 5.5). 

 

Σ

Β Ο Α

H
Γ

∆
Μ

Ε

Σχήµα 15 
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Ιστορική Σηµείωση 
 

Έστω κύκλος διαµέτρου Ο∆ =  α και η εφαπτόµενη του στο σηµείο ∆ (Σχήµα 
15). Καθώς το σηµείο Η κινείται πάνω στην εφαπτοµένη αυτή, η ευθεία ΟΗ 
τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Γ. Ο γεωµετρικός τόπος  του σηµείου Μ της 
ΟΗ για το οποίο ισχύει ΟΜ = ΓΗ (ή ΟΓ = ΜΗ) είναι µια καµπύλη που 
λέγεται κισσοειδής του ∆ιοκλέους. Με βάσει την καµπύλη αυτή ο ∆ιοκλής 
«έλυσε» το δήλιο πρόβληµα. 
Το όνοµα κισσοειδής (σχήµατος κισσού) αναφέρεται από τον ιστορικό των 
Μαθηµατικών Γέµινο τον 1ο αιώνα π.Χ., στα σχόλια του στο βιβλίο του 
Αρχιµήδη, Περί Σφαίρας και Κυλίνδρου, όπου σηµειώνει ότι, αυτή ήταν η 
προσφορά του ∆ιοκλή στο περίφηµο πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου. 
Ο Fermat και ο Roberval κατασκεύασαν την εφαπτοµένη το 1634, ενώ ο 
Huygens και  Wallis υπολόγισαν το 1658  το εµβαδόν ανάµεσα στην καµπύ-
λη και την ασύµπτωτή της. 

 
 
Σχετικά θέµατα 
 

1. Αν το παραπάνω σηµείο Μ έχει συντεταγµένες (x, y) ως προς σύστηµα 
κέντρου Ο και άξονα τον x  την ευθεία Ο∆ τότε  x3 = y2(α - x) (εξίσωση 
κισσοειδούς.) 
 
2. Επίσης  ισχύει ρ = ΟΜ = αηµ2θ/συνθ, όπου θ η γωνία ΜΟΑ (πολική 
εξίσωση της κισσοειδούς). 
 
3. Η ποδική  της παραβολής y2 = 4αx ως προς την εστία της είναι ο y- άξονας. 
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4.4  ΘΕΜΑΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΣΤΗΝ  ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Έστω µια παραβολή µε κορυφή Ο και µια χορδή της ΑΒ. Να βρεθεί σηµείο 
της παραβολής που απέχει περισσότερο από την ευθεία ΑΒ. 

 
Λύση 
Εποπτικά συµπεραίνουµε (Σχήµα 16) ότι το 
ζητούµενο σηµείο πρέπει να είναι το σηµείο 
όπου η εφαπτοµένη στην παραβολή είναι 
παράλληλη στην ΑΒ. Θα δείξουµε ότι αυτό 
είναι πράγµατι σωστό. Από το µέσο Μ της 
(δεδοµένης) χορδής ΑΒ θεωρούµε ευθεία 
παράλληλη στον άξονα της παραβολής που 
τέµνει την παραβολή στο σηµείο Σ. Επειδή 
η ΣΜ είναι διάµετρος της παραβολής, η 
εφαπτοµένη (τ) στο Σ είναι (Πρόταση 7) 
παράλληλη στην ΑΒ. Αν Γ τυχόν σηµείο 
του τόξου ΑΟΒ και Η, Ρ oι  προβολές των 
Γ, Σ στην ΑΒ θα έχουµε ΣΡ ≥ ΓΗ, εφόσον 
το Γ βρίσκεται µέσα στην ζώνη των 
παραλλήλων ΑΒ, (ε). Άρα το Σ είναι το (µοναδικό) ζητούµενο σηµείο. 

 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Έστω µια παραβολή µε κορυφή Ο και µια ευθεία (ε) που δεν τέµνει την παρα-
βολή. Να  βρεθεί σηµείο της παραβολής που απέχει λιγότερο από την ευθεία 
(ε). 
 
Λύση 
Από την εστία Ε (Σχήµα 17) της παραβολής θεωρούµε παράλληλη ΑΕΒ στην 
ευθεία (ε).  
Εφ’ όσον οι ευθείες (ε), ΑΒ είναι σταθερές, η απόστασή τους  d είναι σταθερή. 
Αν Σ τυχόν σηµείο του τόξου ΑΟΒ και Ζ, Ρ οι προβολές του στις ευθείες (ε), 
ΑΒ, αντίστοιχα, θα έχουµε ΣΖ = d-ΣΡ. Έτσι το ζητούµενο σηµείο Σ θα είναι 
εκείνο που θα απέχει περισσότερο από την ευθεία ΑΒ. Αυτό όµως έχει 
προσδιοριστεί στο Πρόβληµα 1: είναι το σηµείο τοµής της διαµέτρου της πα-
ραβολής από το µέσο της ΑΒ  και της παραβολής. 
 

Σ

Ρ

Μ

Η

Γ

Β

Α

Ο

(τ)

Ε
Σχήµα 16 
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Σ

Ρ

Μ

Β

Α

(ε)

Ζ

Ο

(τ)

Ε

 
 

Εφ’ όσον οι ευθείες (ε), ΑΒ είναι σταθερές, η απόστασή τους  d είναι σταθερή. 
Αν Σ τυχόν σηµείο του τόξου ΑΟΒ και Ζ, Ρ οι προβολές του στις ευθείες (ε), 
ΑΒ, αντίστοιχα, θα έχουµε ΣΖ = d - ΣΡ. Έτσι το ζητούµενο σηµείο Σ θα είναι 
εκείνο που θα απέχει περισσότερο από την ευθεία ΑΒ. Αυτό όµως έχει 
προσδιοριστεί στο Πρόβληµα 1: είναι το σηµείο τοµής της διαµέτρου της πα-
ραβολής από το µέσο της ΑΒ  και της παραβολής. 

 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω µια παραβολή και ένα σηµείο Τ στον άξονα της παραβολής. Να βρεθεί 
σηµείο Μ της παραβολής που απέχει λιγότερο από το σηµείο Τ. Να δειχθεί ότι 
η εφαπτοµένη της παραβολής στο σηµείο αυτό Μ είναι κάθετη στην ΜΤ. 

 
Λύση 
Έστω Μ (Σχήµα 18) ένα σηµείο της παρα-
βολής και Π η προβολή του στον άξονά της. 
Σύµφωνα µε την Πρόταση 1(α) έχουµε  
ΜΠ2 = 2p⋅ΟΠ, όπου p = 2ΟΕ η παράµετρος 
της παραβολής. Αν ΟΤ = µ, έχουµε  

 
ΜΤ2 = ΜΠ2 + ΠΤ2 = 2p⋅ΟΠ + (µ - ΟΠ)2   

                         = ΟΠ2 + 2ΟΠ(p - µ) + µ2 

 

 
α) Αν 2OE = p ≥ ΟΤ = µ,  τότε η απόσταση ΜΤ γίνεται ελάχιστη όταν ΟΠ = 0, 
δηλαδή όταν το Μ ταυτίζεται µε το Ο. Έτσι στην περίπτωση αυτή το ζητούµε-
νο σηµείο είναι η κορυφή της παραβολής και η εφαπτοµένη στην κορυφή εί-
ναι, ως γνωστόν, κάθετη στον άξονα και η ελάχιστη απόσταση είναι ίση µε µ.  

Σχήµα 17 

Σχήµα 18 
Μ

Ο Ε Π T Γ
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β) Αν ΟΤ = µ > p, τότε      ΜΤ2 = (ΟΠ - (µ - p))2+µ2 - (µ - p)2 . 
Η απόσταση ΜΤ θα είναι ελάχιστη αν ΟΠ = µ - p. Έτσι ορίζεται το σηµείο Π, 
άρα και το ζητούµενο σηµείο Μ, ως σηµείο τοµής της κάθετης στον άξονα στο 
Π και της παραβολής.  Η ελάχιστη απόσταση είναι ίση µε  2µp - p2. 

 
Μένει να δειχθεί τώρα ότι η εφαπτοµένη στο Μ είναι κάθετη στην ΜΤ.  

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι ΠΤ = ΟΤ - ΟΠ = µ - (µ - p) = p. Έτσι αν θεωρή-
σουµε την εφαπτοµένη της παραβολή στο σηµείο  Μ µε p = 2ΠΤ,  τότε για το 
κάθετο τµήµα ΜΓ, από την Πρόταση 5(v), θα έχουµε ΠΓ = p και επειδή τα Τ, 
Γ είναι  προς το ίδιο µέρος του Π, το Τ θα ταυτίζεται µε το Γ. Άρα η  εφαπτο-
µένη στο Μ είναι  κάθετη στην ΜΤ. 

 
Άσκηση: Έστω σηµείο Μ παραβολής διάφορο της κορυφής της, το οποίο 

απέχει την µικρότερη δυνατή απόσταση από ένα σηµείο Τ του άξονα. Να 
δειχθεί ότι: 
α) ΟΤ > p, β) Αν Π η προβολή του Μ στον άξονα τότε ΤΠ = p, 
γ) Η γωνία ΜΤΠ είναι οξεία. 

 
 

    4.5  ΑΛΛΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  ΤΗΣ  ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ        
    

1. Αν δυο σηµεία παραβολής ισαπέχουν από την εστία της, τότε είτε συµπί-
πτουν είτε είναι συµµετρικά ως προς τον άξονά της. 

 
2. Αν Μ σηµείο παραβολής και Ε η εστία της, τότε ο κύκλος µε διάµετρο ΜΕ 
εφάπτεται στην εφαπτοµένη της παραβολής στο Ο. 

 
3. Έστω µια παραβολή µε κορυφή Ο και ένα σηµείο της Α. Αν η ΟΑ τέµνει 
την διευθετούσα στο Β τότε η ΒΕ είναι παράλληλη στην εφαπτοµένη της 
παραβολής στο Α. 

 
4. Έστω ότι η εφαπτοµένη της παραβολής σ’ ένα σηµείο της Μ τέµνει την 
εφαπτοµένη της παραβολής στην κορυφή της στο  σηµείο Κ και την 
διευθετούσα της στο Ζ. Αν ∆ το σηµείο που η διευθετούσα τέµνει τον άξονα 
της παραβολής, τότε ισχύουν 
α) Τα σηµεία Κ, Ε, ∆, Ζ  είναι οµοκυκλικά,  β) ΕΚ2 = ΜΚ⋅ΚΖ ,  
γ) ΜΕ2 = ΜΚ⋅ΜΖ. 
 
5. Αν δυο παραβολές έχουν ίδια εστία και άξονα, αλλά αντίθετες κατευθύνσεις 
τότε τέµνονται ορθογώνια (κάθετες εφαπτοµένες στα σηµεία τοµής). 
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6. Αν οι εφαπτοµένες στα άκρα µιας εστιακής χορδής παραβολής  τέµνουν την 
εφαπτοµένη της παραβολής στην κορυφή της στα σηµεία Α, Β, τότε η γωνία 
ΑΕΒ είναι ορθή. 

 
7. Αν ο άξονας παραβολής είναι µεσοκάθετη σε µια χορδή της, τότε οι εφα-
πτοµένες στα άκρα της χορδής τέµνονται πάνω στον άξονά της και αντιστρό-
φως. 

 
8. Έστω ΑΒ µια εστιακή χορδή παραβολής, µε κορυφή Ο και εστία Ε, και Π, 
Ν οι προβολές των Α, Β αντίστοιχα στον άξονά της. Τότε ισχύουν 
α) ΑΕ = ΟΠ + ΟΕ,  β) ΟΠ⋅ΟΝ = ΟΕ2, γ)  ΑΕ⋅ΕΒ = ΑΒ⋅ΟΕ. 

 
9. Έστω Σ σηµείο του άξονα παραβολής, ΣΜ, ΣΛ εφαπτόµενα τµήµατα και 
µια εφαπτοµένη στο σηµείο της Τ που τέµνει τα τµήµατα αυτά αντίστοιχα στα 
σηµεία Κ, Ρ. Τότε ισχύουν  
α) Το τρίγωνο ΚΕΡ είναι ισοσκελές,  β) Το τετράπλευρο  ΣΚΕΡ είναι   
εγγράψιµο σε κύκλο, γ) ΣΡ = ΚΜ, ΣΚ = ΡΛ, δ) ΕΚ2 = ΕΤ⋅ΕΣ. 

 
10. α) Από ένα σηµείο Σ της διευθετούσας φέρνοµε δυο εφαπτόµενες στην 
παραβολή και έστω Α, Β τα σηµεία επαφής. Τότε ισχύουν 
i) η ΑΒ  είναι εστιακή χορδή, ii) Η ΣΕ είναι κάθετη στην ΑΒ, 
iii) οι ευθείες ΣΑ, ΣΒ είναι κάθετες. 
β) Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου µιας παραβολής από τα 
οποία άγονται κάθετες εφαπτόµενες στην παραβολή είναι η διευθετούσα της. 

 
11. Αν  από σηµείο Σ εκτός  παραβολής θεωρήσουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα 
ΣΑ, ΣΒ ώστε η ΣΕ να είναι διχοτόµος της γωνίας ΑΣΒ, τότε ισχύουν 
α) η ευθεία ΣΕ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΑΒ και άξονας της  παραβολής,  
β) το σηµείο Ε είναι το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΣ. 

 
12. Αν µια χορδή παραβολής είναι κάθετη στον άξονά της και οι εφαπτόµενες 
στα άκρα της χορδής αυτής τέµνονται κάθετα, τότε το σηµείο τοµής τους 
συµπίπτει µε το σηµείο τοµής του άξονα µε την διευθετούσα.  
 
13. Έστω ΣΜ, ΣΛ εφαπτόµενα τµήµατα παραβολής και µια εφαπτοµένη στο 
σηµείο της Τ που τέµνει τα τµήµατα αυτά αντίστοιχα στα σηµεία Κ, Ρ. Τότε 
ισχύουν α) αν το σηµείο Σ είναι σταθερό και η εφαπτοµένη ΚΡ µεταβάλλεται 
τότε οι γωνίες του τριγώνου ΚΡΕ µένουν σταθερές, 
β) ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΣΚΡ διέρχεται από την εστία,     
γ) ΕΡ⋅ΕΚ = ΕΤ⋅ΕΣ. 
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14. Αν η εφαπτοµένη στην παραβολή σ’ ένα σηµείο Μ τέµνει την εφαπτοµένη 
της παραβολής στην κορυφή Ο στο σηµείο Κ και την διευθετούσα στο Ζ, τότε 
ισχύουν 
α) Το τετράπλευρο ΗΜΒΕ είναι παραλληλόγραµµο, 
β) ΕΚ2 = ΕΜ⋅ΕΟ = ΜΚ⋅ΚΖ.    

 
15. Με τα δεδοµένα της Πρότασης 10, θεωρούµε την ΑΗ (Σχήµα 13) που τέ-
µνει την ΒΖ στο Θ. Τότε  το τετράπλευρο ΖΘ∆Γ είναι παραλληλόγραµµο.  

 
16. Από την κορυφή Ο παραβολής θεωρούµε µια χορδή της ΟΒ και την 
κάθετη στην ΟΒ στο σηµείο Β που τέµνει τον άξονα στο σηµείο Γ. Έστω  η 
εστιακή χορδή ΚΛ παράλληλη στην ΟΒ. Από το µέσο Μ του ΚΛ φέρνουµε 
παράλληλη στον άξονα που τέµνει την διευθετούσα στο σηµείο Ζ. Τότε 
ισχύουν 
α) το τρίγωνο ΖΕΜ είναι ορθογώνιο,  β) ΚΛ = ΖΜ = ΟΓ,  
γ) η εφαπτοµένη στο Κ διέρχεται από το σηµείο Ζ. 
 
17. Αν η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Σ παραβολής είναι παράλληλη σε µια  
χορδή ΚΛ που διέρχεται από την εστία Ε, τότε ισχύουν  
α) ΚΛ = 4ΕΣ,  
β) αν ΑΒ χορδή παραβολής παράλληλη στην ΚΛ και η παράλληλη από    
ένα σηµείο Τ του ΑΒ προς τον άξονα τέµνει την παραβολή στο Μ, τότε     
ΤΑ⋅ΤΒ = 4ΕΣ⋅ΜΤ, 
γ) δυο χορδές Γ∆, ΑΒ, παραβολής τέµνονται στο Τ. Αν ΗΘ, ΚΛ εστιακές    
χορδές που είναι παράλληλες αντίστοιχα στις ΑΒ, Γ∆, τότε ισχύει    

                                     
ΗΘ

=
⋅
⋅ ΛK
Τ∆ΥΓ
ΤΒTA . 

18. Έστω ΑΒ χορδή παραβολής κάθετη στην παραβολή στο σηµείο  Α. Μια 
εστιακή χορδή ΖΗ παράλληλη στην ΑΒ τέµνει, την εφαπτοµένη της παρα-
βολής στην κορυφή της Ο, στο σηµείο Κ. Τότε ισχύει ΑΒ⋅ΕΟ = ΖΗ⋅ΕΚ. 
 
19. Από ένα σηµείο Σ θεωρούµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΜ, ΣΛ µιας παρα-
βολής και από το Σ ευθεία παράλληλη στον άξονα της παραβολής που τέµνει 
την παραβολή στο Τ και την ΜΛ στο Κ. Τότε ισχύουν   
α) ΣΜ2 = 4ΜΕ⋅ΣΤ,  β) ΣΜ⋅ΣΛ = 2ΣΕ⋅ΣΚ. 
 
 

*    *    *    * 
 



                                          

 

AΠΟ∆ΕΙΞΗ   DANDELIN 

 

 
 



                                          

 

 
 
 
 
 
 



    
Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο    Π Ε Μ Π Τ Ο   

 
  

Ε Λ Λ Ε Ι Ψ Η 
 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 Συνεχίζουµε την µελέτη των κωνικών τοµών µε την έλλειψη. Στο κεφάλαιο 
αυτό θα δούµε και θα αποδείξουµε µε µεθόδους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 
µερικές από τις σπουδαιότερες ιδιότητες της έλλειψης, ενώ άλλες θα αναφέ-
ρουµε στο τέλος χωρίς απόδειξη. Αποδείξεις µπορούν να δοθούν και µε τις µε-
θόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας, µε κόστος τις πολλές αλγεβρικές πράξεις 
και το έλλειµµα στην  Μαθηµατική σκέψη και κοµψότητα. Πρέπει να έχουµε 
υπόψη ότι οι αποδείξεις που θα δώσουµε  θα στηριχθούν κυρίως στον νέο ορι-
σµό που δώσαµε στην έλλειψη, καθώς και στην ισοδύναµη εστιακή της 
ιδιότητά  που θα αποδείξουµε παρακάτω.  
Υπενθυµίζουµε πρώτα µερικά βασικά στοιχεία και στοιχειώδεις ιδιότητες της 
έλλειψης. 

 
 
5.1 OΡΙΣΜΟΣ  ΚΑΙ  ΣΤΟΙΧΕΙΑ  ΕΛΛΕΙΨΗΣ 
 
Όπως ήδη αναφέραµε στον γενικό ορισµό των κωνικών, αν Ε είναι ένα 

σηµείο ενός επιπέδου, (δ) µια ευθεία του που δεν διέρχεται από το Ε, και ε 
ένας (σταθερός) αριθµός µε 0 < ε < 1,  ονοµάζουµε έλλειψη, τον γεωµετρικό 
τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου  για τα οποία ισχύει 

                                           ε=ΜΗ
ΜΕ , 

όπου Η η προβολή του Μ στην ευθεία (δ) και (Σχήµα 1). Το Ε λέγεται εστία, 
η ευθεία (δ) διευθετούσα και ο αριθµός ε εκκεντρότητα της έλλειψης. 

Θεωρούµε την κάθετη από το Ε στην διευθετούσα που την τέµνει στο ση-
µείο Κ. Τότε προφανώς υπάρχουν µοναδικά  σηµεία Α, Α′ της κάθετης αυτής 
στο ηµιεπίπεδο  της διευθετούσας που ανήκει η εστία Ε τέτοια ώστε 

                                      ΑΕ = εΑΚ, Α′Ε = εΑ′Κ  
Τα σηµεία Α, Α′ ανήκουν στην έλλειψη, σύµφωνα µε τον ορισµό, και το τµή-
µα ΑΑ′ λέγεται  µεγάλος ή κύριος άξονας της έλλειψης. Το µέσο του τµή-
µατος ΑΑ′ λέγεται κέντρο της έλλειψης και παριστάνεται στα επόµενα µε Ο. 
Πάνω στην  κάθετη στον µεγάλο άξονα στο σηµείο Ο, αποδεικνύεται ότι 
υπάρχουν δυο ακριβώς σηµεία της έλλειψης, έστω Β, Β′ (Βλέπε §5.2,VIII, ση-
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µείωση).  Το τµήµα ΒΒ′ λέγεται µικρός άξονας της έλλειψης και τα σηµεία Β, 
Β′, όπως και τα Α, Α′, λέγονται  κορυφές της έλλειψης.  
Χορδή µιας έλλειψης λέµε ένα τµήµα που συνδέει δυο σηµεία της, ενώ 
διάµετρο µια χορδή (ή γενικότερα ολόκληρη την ευθεία) που διέρχεται από το 
κέντρο της. ∆υο ελλείψεις µε την ίδια εκκεντρότητα λέγονται όµοιες. 

 
 
5.2  ΒΑΣΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ ΚΑΙ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

 
Ι. Αν η ευθεία (κ) είναι κάθετη στον µεγάλο άξονα της έλλειψης στην 

κορυφή της Α, τότε η έλλειψη ανήκει στο ηµιεπίπεδο της ευθείας (κ) που 
περιέχει την εστία. 
 
Πράγµατι, έστω κατ’ αρχήν ότι υπάρχει σηµείο Σ της έλλειψης  δεξιά της διευ-
θετούσας (Σχήµα 1). Τότε  ΣΕ > ΣΖ > ΣΓ, άτοπο, αφού ΣΕ = εΣΓ < ΣΓ. 
Έστω τώρα ένα σηµείο ∆ µεταξύ των (κ), (δ). Τότε στο τρίγωνο ∆ΕΑ  η γωνία 

∧

∆EA  είναι αµβλεία, οπότε ∆Ε > ΕΑ = εΑΚ ≥ ε∆Τ, δηλαδή ∆Ε > ε∆Τ, άρα το 
∆ δεν ανήκει στην έλλειψη.  

Β

Β '

Α'

Σ

Η
Ζ

Κ

Θ
Μ'

Μ

Ο Ε

(κ)

(δ)

Ρ

∆ Τ

Α

Γ

M''

 
Σηµείωση 

Παρατηρούµε ότι κάθε σηµείο  ∆ πάνω στην κάθετη (κ) στην έλλειψη στην 
κορυφή της Α, εκτός του Α, δεν είναι σηµείο της έλλειψης, άρα η ευθεία αυτή 
είναι εφαπτοµένη της έλλειψης στο Α. Όµοια και για την άλλη κορυφή Α′. 

 
ΙΙ. Χρήσιµες σχέσεις 
 

Θεωρούµε µια έλλειψη µε εκκεντρότητα ε και µε απόσταση της εστίας από την 
διευθετούσα ΕΚ = d. Τότε τα σηµεία Α, Α′ , Β, Β′ είναι σταθερά και τα µήκη 

Σχήµα 1 
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των τµηµάτων ΑΑ′, ΒΒ′, προσδιορίζονται µονοσήµαντα συναρτήσει της 
εκκεντρότητας ε  και της  d (Βλέπε §5.5 (1)). 

Έστω 2α ο µεγάλος άξονας και 2β ο µικρός άξονας της έλλειψης, δηλαδή 
ΑΑ′ = 2α και ΒΒ′ = 2β. Τότε ισχύουν οι σχέσεις 

• ΟΕ = αε   ,  ΟΚ = ε
α  ,  ΟΑ2 = ΟΕ⋅ΟΚ , ΟΕ = ε2ΟΚ   (1) 

• Απόσταση εστίας από κορυφή: EΑ = α(1- ε). 

• Απόσταση εστίας από διευθετούσα: ΕΚ= ε
α - αε = ε

)ε-α(1 2

. 

• Σχέση ηµιαξόνων και εκκεντρότητας:  β2 = α2(1- ε2)    (2)       
                                       
Εύκολα επίσης αποδεικνύονται (γεωµετρικά) και οι  παρακάτω ιδιότητες. 
 
ΙΙΙ. Οι άξονες της έλλειψης είναι άξονες συµµετρίας της και το κέντρο της 

είναι κέντρο συµµετρίας της (Σχήµα (1). 
 
ΙV. Αν Σ σηµείο εντός της έλλειψης  

και  Ζ (Σχήµα 2) η προβολή του στην δι-
ευθετούσα τότε ΣΕ < εΣΖ, ενώ αν Σ είναι 
εκτός της έλλειψης τότε ΣΕ > εΣΖ. 

 
 
V. Οι εστίες της έλλειψης. 
 
Έστω  Ε′ (Σχήµα 3) το συµµετρικό της εστίας Ε ως προς το κέντρο της 

έλλειψης Ο και (δ′) η συµµετρική της διευθετούσας (δ) ως προς τον µεγάλο 
άξονα. Τότε η έλλειψη µε εστία το Ε′ και διευθετούσα (δ′) συµπίπτει µε την 
έλλειψη µε εστία Ε και διευθετούσα (δ′). ∆ηλαδή, αν Μ τυχόν σηµείο της 
έλλειψης τότε αποδεικνύεται απλά ότι ισχύει 

                         ΜΕ = εΜΗ ⇔ ΜΕ′ = εΜΗ′ .  
Έτσι και  το Ε′ θεωρείται εστία όπως και η (δ′) διευθετούσα της ίδιας έλλει-

ψης. Άρα σε κάθε έλλειψη έχουµε δυο εστίες και δυο διευθετούσες. Το µήκος 
του τµήµατος Ε′Ε λέγεται εστιακή απόσταση και συµβολίζεται συνήθως µε 2γ. 

Έτσι έχουµε  2γ = 2αε  ή  α
γε = .          

 
VI. Αποστάσεις σηµείου από τις εστίες. 
 
Αν Μ σηµείο της έλλειψης και Π η προβολή του στον µεγάλο άξονα  τότε 

αν d = ΟΠ < α, ισχύουν (Σχήµα 3) : 

O

ΖΝ
Σ

Μ

Ε

(δ)

Ρ

Σχήµα 2 
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• αν  ΠΑ ≤ α τότε ΜΕ = α - εd,  ΜΕ′ = α + εd  ,   
• αν  ΠΑ ≥ α  τότε ΜΕ = α + εd,  ΜΕ′ = α – εd.   

 

(δ') (δ)

Η

Κ

Β'

ΕΠ Α

Μ
Β

ΝΗ'

Κ' ΟΕ'

M'

Σ

(x, y)

x

y

 
Σηµείωση 

Οι παραπάνω σχέσεις είναι γενικά πολύ χρήσιµες. ∆ηλώνουν ότι κάθε σηµείο 
της έλλειψης προσδιορίζεται πλήρως από την απόσταση της προβολής του 
στον µεγάλο άξονα από το κέντρο της έλλειψης, και αντίστροφα. Έτσι αποδει-
κνύεται και το εξής: σε κάθε ευθεία κάθετη στο τµήµα ΑΑ′ ανήκουν δυο ακρι-
βώς σηµεία της έλλειψης, που συµπίπτουν όταν η ευθεία αυτή είναι κάθετη 
στον µεγάλο άξονα στις κορυφές Α′, Α. Τα σηµεία αυτά είναι σηµεία τοµής 
του κύκλου κέντρου Ε και ακτίνας R = α - εd µε την ευθεία αυτή. Αυτό µας 
δείχνει και ένα τρόπο κατασκευής σηµείων έλλειψης όταν γνωρίζουµε τον 
µεγάλο της άξονα 2α και την εκκεντρότητα ε. 

 
  
VII.  Η εστιακή ιδιότητα έλλειψης 
 
Αν Μ σηµείο έλλειψης τότε το άθροισµα των αποστάσεών του από τα 

σηµεία Ε, Ε′ είναι σταθερό και ίσο µε 2α > ΕΕ′, και αντιστρόφως. 
 

(Υπόδειξη: για το ορθό χρησιµοποιούµε τις σχέσεις  (Σχήµα 3) ΜΕ = εΜΗ, 
ΜΕ′ = εΜΗ′. Για το αντίστροφο, θεωρούµε µια ευθεία (δ) κάθετη στην ΕΕ′ σε 
απόσταση ΟΚ = α2/γ από το µέσο Ο του ΕΕ′ προς το µέρος του σηµείου Ε. Αν 
Η η προβολή του Μ στην (δ) και  ΜΕ′ > ΜΕ, τότε µε την βοήθεια του 2ου θεω-

ρήµατος των διαµέσων στο τρίγωνο Ε′ΜΕ, βρίσκουµε αMH
ME γ=  < 1 σταθερός. 

Το ίδιο προκύπτει και στις περιπτώσεις ΜΕ′ < ΜΕ,  ΜΕ′ = ΜΕ. Άρα το Μ 
ανήκει στην έλλειψη µε εκκεντρότητα ε = γ/α και διευθετούσα την ευθεία (δ). 
 Η έλλειψη αυτή έχει µεγάλο άξονα α και µικρό β, όπου β2 = α2 - γ2.) 

Σχήµα 3 

Α′ 
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Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε  ότι η εστιακή  αυτή ιδιότητα είναι χαρα-
κτηριστική της έλλειψης, εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για ορισµό 
της. 

 
VIII. Σηµεία εκτός της έλλειψης 
 
Ένα σηµείο Σ του επιπέδου της έλλειψης βρίσκεται εκτός αυτής αν και 

µόνο το άθροισµα των αποστάσεών του από τις εστίες είναι µεγαλύτερο του 
2α. 
(Υπόδειξη:εφαρµόζουµε την τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο ΣΝΕ (Σχήµα 
3).)  

 
IΧ.  Εξισώσεις έλλειψης 
 
Αν και δεν θα µελετήσουµε την έλλειψη µε µεθόδους της Αναλυτικής 

Γεωµετρίας κρίνουµε σκόπιµο να υπενθυµίσουµε µερικά σχετικά στοιχεία.  
 
Α. Έστω µια έλλειψη µε µήκη αξόνων 2α, 2β, α > β > 0. Θεωρούµε ένα  

ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων Oxy, µε αρχή το κέντρο Ο της έλλειψης, 
και την εστία Ε στον θετικό ηµιάξονα των x (Σχήµα 3). Τότε, εύκολα προκύ-
πτει ότι ένα σηµείο Μ(x, y)  ανήκει στην έλλειψη αν και µόνο  

1
β
y

α
x

2

2

2

2

=+  

που αποτελεί την (κανονική ή ανηγµένη) εξίσωση της έλλειψης. 
Οι εστίες της έλλειψης αυτής είναι τα σηµεία Ε(γ, 0), Ε′(-γ, 0). 

Οι διευθετούσες έχουν εξισώσεις  x = ± ε
α   ή   x = ± γ

2α . 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης, µε την παραπάνω εξίσωση, σ’ ένα 
σηµείο (x1,y1) είναι          

                                             1
β
yy

α
xx

2
1

2
1 =+ .    

Β. Η έλλειψη έχει παραµετρικές εξισώσεις  
                            x = ασυνθ, y = βηµθ, 0 ≤ θ < 2π. 

H  γωνία -παράµετρος  θ µπορεί να προκύψει και γεωµετρικά (βλέπε σχετικά 
την άσκηση 19, §5.5). Θέτοντας t = εφφ, έχουµε και τις παραµετρικές 

εξισώσεις  22

2

t1
2βty,

t1
)t-α(1x

+
=

+
= , t ∈ R. 

Με τις παραµετρικές εξισώσεις αντιµετωπίζονται πολλές φορές ευκολότερα 
ορισµένα προβλήµατα της Aναλυτικής Γεωµετρίας. 
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5.3  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ  -  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ   ΤΗΣ  ΕΛΛΕΙΨΗΣ 

 
Στις παρακάτω προτάσεις, αν δεν αναφέρεται διαφορετικά, θα  σηµειώνου-

µε τις εστίες µε Ε, Ε′  και µε Ο το κέντρο της έλλειψης. Επίσης µε 2α θα 
συµβολίζουµε τον µεγάλο άξονα της έλλειψης, µε 2β τον µικρό, µε ε την εκκε-
ντρότητα και  µε 2γ την εστιακή απόσταση. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1 (Χορδή, εστία και διευθετούσα) 
 

Αν µια ευθεία τέµνει την έλλειψη στα σηµεία Μ, ∆ και  την διευθετούσα της 
στο Τ, τότε η ΕΤ είναι διχοτόµος της εξωτερικής γωνίας, της γωνίας ΜΕ∆ . 

 
Απόδειξη  
Έστω Η, Θ οι προβολές των Μ, ∆ αντίστοιχα στην διευθετούσα. Επειδή 

(Σχήµα 5) ∆Θ//ΜΗ έχουµε 
ΜΗ
∆Θ

=
ΜΤ
∆Τ , αλλά ∆Ε = ε∆Θ, ΜΕ = εΜΗ, οπότε 

 

(δ)

ΕΚ' Ε 'Α' Α
Μ'

Μ
Η

Θ

Κ
Τ

Σ Ζ

Τ'
Λ∆

 
                     

   
ΜΗ
∆= Θ

ΜΕ
∆Ε ,  άρα  E

E
ΜΤ
∆Τ

Μ
∆=   ή  ΜΤ

Τ∆
EM
∆E = . 

  
Εποµένως η ΕΤ είναι εξωτερική διχοτόµος της γωνίας Ε του τριγώνου ΜΕ∆. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1.1 

Αν µια ευθεία τέµνει την έλλειψη στα (διαφορετικά) σηµεία Μ, ∆ και  την 
διευθετούσα της στο Τ, όπου  το ∆ είναι µεταξύ των Μ και  Τ ισχύει, 

∧

MET  > 90ο και 
∧

∆ΕΤ  < 90ο. 

Σχήµα 5 
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Πράγµατι, είναι 
∧

MET  + φ = 180ο και  
∧

∆ΕΤ= φ <
∧

MET , οπότε
∧

MET  > 90ο και 
∧

∆ΕΤ  < 90ο. 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2  (Ύπαρξη και µοναδικότητα εφαπτοµένης) 

Σε κάθε σηµείο Μ µιας έλλειψης υπάρχει εφαπτοµένη και είναι µοναδική. 
 

Απόδειξη 
α) Ύπαρξη. Έστω Μ (Σχήµα 5) σηµείο διάφορο των άκρων του µεγάλου 
άξονα, οπότε η κάθετη στην ΜΕ στο σηµείο Ε  τέµνει την διευθετούσα, έστω 
στο Τ. Η ευθεία ΜΤ είναι εφαπτοµένη στο Μ. Πράγµατι, αν έτεµνε την 

έλλειψη στο σηµείο ∆, τότε από το Πόρισµα 1.1, έχουµε 
∧

MET  > 90ο ή 
∧

MET  < 
90ο, άτοπο. Αν Μ άκρο του µεγάλου άξονα της έλλειψης, τότε όπως είδαµε (§ 
5.2, Ι Σηµείωση) η κάθετη στον άξονα στο σηµείο αυτό είναι εφαπτοµένη.  

 
β) Μοναδικότητα. 
Έστω ΜΛ µια εφαπτοµένη της έλλειψης στο σηµείο Μ, διάφορο των άκρων 
του µεγάλου άξονα, που τέµνει την διευθετούσα στο Λ. Αν Σ τυχόν σηµείο της 
ευθείας αυτής και ΣΖ κάθετη στην (δ), τότε (βλέπε §5.2, VI ) πρέπει  ΣΕ ≥ εΣΖ 

ή 
ΜΗ
ΜΕ=ε≥

ΣΖ
ΣΕ , δηλαδή ο λόγος 

ΣΖ
ΣΕ  παίρνει την ελάχιστη τιµή του όταν το 

σηµείο Σ (της σταθερής ευθείας ΜΛ) ταυτίζεται µε το Μ (Σχήµα 6). Αυτό 
όµως συµβαίνει (βλέπε Λήµµα στην συνέχεια) µόνο όταν η ΛΕ είναι κάθετη 
στην ΜΕ. Όµως και ΕΤ κάθετη στην ΜΕ, άρα οι ΕΤ, ΕΛ ταυτίζονται άρα και 
οι ΜΤ, ΜΛ. Αν το σηµείο Μ είναι άκρο του µεγάλου άξονα, τότε η µοναδικό-
τητα αποδεικνύεται όπως στην περίπτωση της παραβολής (βλέπε Πρόταση 3, 
§4.3). 

 
ΛΗΜΜΑ 

Έστω (δ) και (ε) δυο (σταθερές ευθείες) τεµνόµενες στο Λ και Ε ένα 
(σταθερό) σηµείο εκτός αυτών (Σχήµα 6). Αν Σ σηµείο της ευθείας  (ε) και ΣΖ  

κάθετη στην (δ), τότε ο  λόγος
ΣΖ
ΣΕ  γίνεται ελάχιστος αν και µόνο αν ΣΕ 

κάθετη στην ΕΛ. 
 
Απόδειξη (όπως ακριβώς στο αντίστοιχο Λήµµα στην Πρόταση 3, § 4.3) 
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Σ

Λ

Ζ

Π
Ε

(ε)
(δ)

ω
θ

 
            
 1η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο  έλλειψης 

 
Από το προηγούµενο πόρισµα συµπεραίνουµε ένα τρόπο κατασκευής της 

εφαπτοµένης δοθείσης έλλειψης σ’ ένα σηµείο της Μ. Αν το Μ δεν είναι µια 
από τις κορυφές Α, Α′, φέρνουµε κάθετη στην ΜΕ, στο σηµείο Ε, που τέµνει 
την διευθετούσα στο Τ. Τότε η ΜΤ είναι εφαπτοµένη της έλλειψης. Αν το Μ 
συµπίπτει µε την κορυφή Α ή Α′, τότε όπως είδαµε η κάθετη στον µεγάλο 
άξονα στο σηµείο αυτό είναι η εφαπτοµένη της έλλειψης (βλέπε §5.2, Ι). 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3 (Χαρακτηριστική ιδιότητα) 

Α. Έστω Μ σηµείο µιας έλλειψης, Π η προβολή του στον µεγάλο της άξονα 
και Η, Ρ τα σηµεία που οι ευθείες Α′Μ, ΜΑ τέµνουν αντίστοιχα την 
διευθετούσα της έλλειψης. Τότε ισχύουν 

α) Η γωνία 
∧

HEP  είναι ορθή,   β) 2

22

ΠΑΑΠ
ΠM

α
β=′⋅

. 

Β. Έστω   τµήµα β και δυο σηµεία Α, Α′ του επιπέδου µε ΑΑ′ = 2α , α > β. Αν 
Μ σηµείο του επιπέδου, ώστε η προβολή του στην ευθεία ΑΑ′ να ανήκει στο 
τµήµα ΑΑ′ και  να ισχύει η (β), τότε το σηµείο Μ ανήκει σε έλλειψη µε ηµιά-
ξονες α, β.  

 
Απόδειξη 
α) Από την Πρόταση 1 για την χορδή Α′Μ, θα έχουµε ότι η ΕΗ είναι διχο-
τόµος της γωνίας ΑΕΜ (Σχήµα 7). Όµοια θεωρώντας την χορδή ΜΑ, η ΕΡ 
είναι διχοτόµος της γωνίας ΑΕ∆. Άρα οι ΗΕ, ΕΡ είναι κάθετες. 

 

Σχήµα  6 
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Α' Α

∆ Ρ

Κ

ΗΜ

Π ΕΟΕ'

 
β) Επειδή ΕΚ ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΗΕΡ έχουµε ΕΚ2  = ΗΚ⋅ΚΡ. 

 

Από τα όµοια τρίγωνα Α′ΜΠ, Α′ΗΚ έχουµε   KA
HK

ΠΑ
ΠM

′=′    (1). 

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα  ΑΜΠ, ΑΚΡ έχουµε AK
KP

ΑΠ
ΠM = , (2), οπότε  µε 

πολλαπλασιασµό των (1), (2) παίρνουµε  

                   AKKA
EK

AKKA
KPHK

ΠΑΑΠ
ΠM 22

⋅′=
⋅′
⋅=′⋅

  σταθερός. 

Ειδικά αν ως Μ πάρουµε  το σηµείο  Β (κορυφή) του µικρού άξονα, θα έχουµε 
ΜΠ = β, ΑΠ = α = Α′Π και προκύπτει η προς απόδειξη σχέση. 

 
Β. Έστω Ο το µέσο του ΑΑ′. Θεωρούµε σηµεία Ε, Ε′ του τµήµατος ΑΑ′ µε 
ΟΕ = ΟΕ′ = γ, όπου γ2 = α2 - β2 , γ < α. 
Επειδή  ΑΠ⋅Α′Π = (α + ΟΠ)(α - ΟΠ) = α2 - ΟΠ2 , έχουµε 

 ΜΕ2 = ΜΠ2 + ΠΕ2 = 2222
2

2

)(...)()(
α
β α−

α
ΟΠγ==ΟΠ−ΟΕ+ΟΠ−α , 

και λόγω της α2 > γΟΠ,  έχουµε ΜΕ = α - 
α
ΟΠγ . Όµοια βρίσκουµε και  

ΜΕ′ = α+
α
ΟΠγ , οπότε ΜΕ + ΜΕ′ = 2α µε ΕΕ′ = 2γ  και γ2 = α2 - β2 .  

Έτσι σύµφωνα µε την ιδιότητα VIΙ της §5.2 το Μ ανήκει σε έλλειψη µε  εστία 
Ε και διευθετούσα την κάθετη στην ΑΑ′ σε απόσταση ΟΚ = α2/γ. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 3.1 

Έστω   δυο σηµεία Α, Α′ µε ΑΑ′ = 2α και τµήµα β µε α > β. Έστω ακόµη Ο το 
µέσο του ΑΑ′, ευθεία (δ) κάθετη στην ΑΑ′ σε απόσταση ΟΚ = α2/γ και  σηµεί-
ο Ε του ΟΑ µε ΟΕ = γ, όπου γ2 = α2 - β2.  Ένα σηµείο Μ ανήκει στην έλλειψη 
µε εστία το σηµείο Ε και διευθετούσα την ευθεία (δ), αν και µόνο ισχύει       

                                       2

2

22

2 βM
α

=
ΟΠ−α
Π    ή  1M

2

2

2

2

=
β
Π+

α
ΟΠ   

όπου και Π η προβολή του Μ στην ΑΑ′. 

Σχήµα 7 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 3.2 
Το µήκος της χορδής έλλειψης  που διέρχεται από µια  εστία της και είναι 

κάθετη στον µεγάλο άξονα (εστιακτοµής) είναι ίσο µε  p = α
β2 2

. Ο αριθµός 

αυτός λέγεται παράµετρος της έλλειψης. 
 
(Υπόδειξη: παίρνουµε  ως ΟΠ = γ κλπ.) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  4 (Εστιακή χορδή και διευθετούσα) 

Mία εστιακή χορδή Γ∆  µιας έλλειψης τέµνει την διευθετούσα της στο σηµείο 
Ζ. Τότε ισχύουν 
α) Τα σηµεία Ζ, Ε είναι συζυγή αρµονικά των ∆, Γ. 

β) =
Ε∆

+
Γ

1
E
1 σταθερό. 

 
Απόδειξη 
α) Έστω Μ, Κ, Ν (Σχήµα 8) οι προβολές των Γ, Ε, ∆ στην διευθετούσα.  
Έχουµε 

ε =
∆Ν

=ΕΓ ∆E
ΓM , οπότε

ΜΓ
∆Ν=

ΕΓ
Ε∆  , αλλά ΜΓ//Ν∆ ,άρα  

ΖΓ
Ζ∆=

ΜΓ
∆Ν  , εποµένως 

  
ΕΓ
Ε∆=

ΖΓ
Ζ∆   (1), οπότε τα σηµεία Ζ, Ε είναι συζυγή αρµονικά των  ∆, Γ. 

 

Μ Γ

∆

Ζ

Ν

Κ Ε
Ο

(δ)

 
 

β) Έστω λ = Ε∆, µ = ΕΓ. 

Από την (1) προκύπτει   
λ+µ
λ−µ=

Ζ∆
=

ΖΓ
 λµ    (2) 

Επειδή Ν∆//ΚΕ έχουµε 
ΕΚ
Ζ∆+λ=

ΕΚ
ΕΖ=

∆Ν
∆Z    οπότε  1∆

∆Ν
ΕΚ +

Ζ∆
λ=

Ζ∆
Ζ+λ=   

 

Σχήµα  8 
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και λόγω της  (2)   
λ+µ
λ−µ=−

∆Ν
1ΕΚ ,  αλλά ∆Ν = λ/ε , οπότε αντικαθιστώντας  

παίρνουµε   L
21

µ
1 =

λ
+ ,  όπου L = εΕΚ σταθερό και µάλιστα 

L = ε(OK - ΟΕ) = ε ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ αε−ε
α = α(1 - ε2) = α

β2

. 

Στην περίπτωση που η εστιακή χορδή είναι παράλληλη στην διευθετούσα, τότε  
είναι ΕΓ = Ε∆ = εΕΚ = L οπότε η σχέση ισχύει και πάλι. Παρατηρούµε ότι το 
µήκος L είναι ίσο µε το ήµισυ της παραµέτρου (εστιακτοµής) της έλλειψης. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  5 (Εφαπτόµενες στα άκρα εστιακής χορδής) 

Έστω µια χορδή Μ∆ µιας έλλειψης που διέρχεται από µια εστία της Ε και ΜΓ 
η κάθετη στην έλλειψη στο σηµείο Μ. Τότε 
α) Οι εφαπτοµένες στα άκρα της χορδής αυτής  τέµνονται πάνω στην   
     (αντίστοιχη της εστίας) διευθετούσα της έλλειψης. 
β) Ισχύουν ΕΓ = εΕΜ,  Ε′Γ = εΕ′Μ. 

 
Απόδειξη 
α) Φέρνουµε την  ΕT (Σχήµα 9)  κάθετη στην Μ∆. Τότε (Πόρισµα 1.1) η ΜΤ 

είναι εφαπτοµένη στο Μ της έλλειψης. Είναι 
∧

∆TE =90ο οπότε και η ∆Τ είναι 
εφαπτοµένη. Άρα οι εφαπτοµένες στα Μ, ∆ τέµνονται πάνω στην διευθετούσα 
της. 

 
β) Το τετράπλευρο ΜΕΤΗ έχει τις απέναντι γωνίες του Ε, Η ορθές άρα είναι 
εγγράψιµο σε κύκλο µε την ΜΤ διάµετρο του κύκλου. Άρα η ΜΓ ως  κάθετη 

     Ρ                                                  Θ 
                              
                               Σ                               
                  
                                          
     Ζ                                                            Μ                              Η 
 
 
                                                                                                   Τ 
                                                                              
                             Ε′                Ο     Γ       Π    Ε      Α                     Κ 
                                                                                                     
                                                                            ∆ 
           Σχήµα  9 
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στην ΜΤ, είναι εφαπτοµένη του κύκλου αυτού. Έτσι τα τρίγωνα ΜΓΕ, ΜΕΗ  

είναι όµοια (
∧∧

ΕΜΗ=ΓΕΜ , 
∧∧∧

== MHEMTEMEΓ ), οπότε 

ε=
ΜΗ
ΕΜ=

ΕΜ
ΕΓ , και άρα ΕΓ = εΕΜ. Όµοια βρίσκουµε και ότι Ε′Γ = εΕ′Μ. 

Αυτό προκύπτει και διαφορετικά: 
         Ε′Γ = 2γ - ΓΕ = 2γ - εΕΜ = 2γ - ε(2α - Ε′Μ) = εΕ′Μ. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.1 
Αν Μ σηµείο της έλλειψης, Η η προβολή του στην διευθετούσα και ΜΓ η 

κάθετη στην έλλειψη στο σηµείο Μ, τότε το τµήµα ΕΜ είναι µέσο ανάλογο 
των ΕΓ, ΜΗ, δηλαδή ΕΜ2 = ΕΓ⋅ΜΗ. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 5.2 

Έστω (δ) η διευθετούσα µιας έλλειψης και Ε η αντίστοιχη εστία της. Από ένα 
σηµείο Τ της (δ), φέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΤΜ, Τ∆ στην έλλειψη. 
Τότε ισχύουν 
α) Η χορδή Μ∆ διέρχεται από την εστία της έλλειψης,  
β) Ο γεωµετρικός τόπος των προβολών του κέντρου της έλλειψης πάνω στην   
    Μ∆ είναι κύκλος διαµέτρου ΟΕ. 

 
(Υπόδειξη (α): σύµφωνα µε το πόρισµα 1.1 οι γωνίες ΜΕΤ, ΤΕ∆ είναι ορθές.) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  6 (Ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης) 

Αν µια ευθεία είναι  εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της έλλειψης τότε σχη-
µατίζει ίσες γωνίες µε τις ευθείες  MΕ και MΕ′  και αντιστρόφως. 

 
Απόδειξη 
Α΄ τρόπος: Έστω Σ (Σχήµα 9) τυχόν σηµείο της εφαπτοµένης στο Μ, οπότε 
(βλ. 5.2(X))  ΣΕ′ + ΣΕ ≥ 2α = ΜΕ′ + ΜΕ, µε ισότητα µόνο όταν το Σ συµπί-
πτει µε το Μ. Έτσι το άθροισµα ΣΕ′ + ΣΕ γίνεται ελάχιστο αν το Σ συµπίπτει 

µε το Μ. Αυτό όµως συµβαίνει µόνο αν 
∧∧

′Σ= EMΕMT . 
 

Β΄ τρόπος: Έστω ΜΓ η κάθετη στην έλλειψη στο Μ. Από την προηγούµενη 
πρόταση  είναι ΕΓ = εΕΜ (Σχήµα 9)  και  Ε′Γ = εΕ′Μ. Έτσι έχουµε   

             
Μ′
Γ′=

Μ E
E

E
ΓE    ή      E

E
E

ME
′Γ

Γ=′Μ
, 

 άρα η ΜΓ είναι διχοτόµος της γωνίας 
∧

′EEM , οπότε και 
∧∧

′= EPMEMT . 
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Γ΄ τρόπος (εφαρµόζεται και στην υπερβολή): Έστω ότι η ΜΤ τέµνει την άλλη 
διευθετούσα στο Ρ. Έχουµε  

 

MH
ME

MZ
EM =′ , οπότε ΜΤ

ΡM
MH
MZ

ME
EM ==′ . Άρα έχουµε 

Τ
=′ M

ME
MP

EM   

και επειδή τα τρίγωνα ΡΕ′Μ, ΜΕΤ είναι ορθογώνια στα Ε′, Ε αντίστοιχα, θα  

είναι  όµοια, οπότε 
∧∧

′= EPMEMT . 
 
Αντιστρόφως : Έστω µια ευθεία ΜΤ που διέρχεται από το σηµείο Μ της 

έλλειψης µε 
∧∧

′= EPMEMT και Σ τυχόν σηµείο της ευθείας αυτής διάφορο του 
Μ. Στην προέκταση της ΕΜ θεωρούµε τµήµα ΜΘ = ΜΕ′. Τότε από την 
ισότητα των τριγώνων ΘΜΣ, ΣΜΕ′ προκύπτει ΣΘ = ΣΕ′. Έχουµε 

                ΣΕ′ + ΣΕ = ΣΘ + ΣΕ > ΘΕ = ΜΘ + ΜΕ = ΜΕ′ + ΜΕ = 2α, 
άρα το σηµείο Σ βρίσκεται εκτός της έλλειψης εποµένως η ευθεία αυτή είναι 
εφαπτοµένη της έλλειψης στο Μ. 

 
           2η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο  έλλειψης 

 
Από την προηγούµενη πρόταση συµπεραίνουµε ένα τρόπο κατασκευής της 

εφαπτοµένης δοθείσης έλλειψης σ’ ένα σηµείο της Μ. Αν το Μ δεν είναι µια 

από τις κορυφές της Α, Α′, φέρνουµε την διχοτόµο της γωνίας 
∧

′ΕΘΜ  (παρα-

πληρωµατικής της 
∧
′MEE , (Σχήµα 9).) ή αλλιώς, φέρνουµε την κάθετη στην 

διχοτόµο της γωνίας. 
∧
′MEE στο σηµείο Μ.. Η  ευθεία αυτή είναι εφαπτοµένη, 

εφόσον σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τις εστιακές ακτίνες. Αν το Μ συµπίπτει µε 
την κορυφή Α ή Α′, τότε όπως είδαµε η κάθετη στον µεγάλο άξονα στο σηµείο 
αυτό είναι η εφαπτοµένη της έλλειψης (βλέπε §5.2, Ι). 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 6.1 

Η εφαπτοµένη και η κάθετη στο ίδιο σηµείο µιας έλλειψης όταν τέµνουν τον 
κύριο άξονά της, τον τέµνουν σε σηµεία που είναι συζυγή αρµονικά των 
εστιών της, 
 
(Υπόδειξη: ιδιότητα εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόµου τριγώνου.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 6.2 

Αν η κάθετη στην έλλειψη σ’ ένα σηµείο της  διέρχεται από το κέντρο της 
έλλειψης (είναι διάµετρος), τότε το σηµείο αυτό είναι κορυφή της έλλειψης ή 
η έλλειψη είναι κύκλος. 
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Απόδειξη 
Αν η έλλειψη δεν είναι κύκλος, τότε έχει δυο (διαφορετικές)  εστίες Ε′, Ε. 
Έτσι αν   Μ είναι το σηµείο αυτό και δεν συµπίπτει µε τις κορυφές Α, Α′,  τότε 
η ΜΟ θα είναι διάµεσος και διχοτόµος του τριγώνου Ε′ΜΕ, άρα κάθετη στον 
µεγάλο άξονα της έλλειψης, άρα το Μ συµπίπτει µε την κορυφή Β ή Β′.  

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  7 (Ποδική έλλειψης ως προς εστία) 

α) Ο γεωµετρικός τόπος των προβολών µιας εστίας της έλλειψης πάνω στις 
διάφορες εφαπτοµένες της έλλειψης είναι κύκλος, µε διάµετρο τον µεγάλο 
άξονα και κέντρο το κέντρο της έλλειψης (ποδική της έλλειψης ως προς την 
εστία αυτή). 
β) Το γινόµενο των αποστάσεων των εστιών της έλλειψης από µια εφαπτοµένη 
της είναι σταθερό και ίσο µε β2. 

 
Απόδειξη 
α) Έστω ∆ (Σχήµα 10) η προβολή της εστίας Ε′ στην εφαπτοµένη στο Μ. 

Λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της έλλειψης έχουµε  
∧∧∧

ΡΜ∆=Σ=′ MEEM∆ . 

 

Α

Τ
Ε

Σ

Μ
Ρ

∆

Α' Ε ' Ο

 
Επίσης η ∆Μ είναι κάθετη στην ΡΕ′, άρα η ∆Μ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα 
ΡΕ′ οπότε ΡΜ = ΜΕ′ και ∆ µέσο του ΡΕ′, όπως και το Ο µέσο του ΕΕ′. 
Εποµένως  

                             ∆Ο = α=α=ΜΕ+Ε′Μ=ΜΕ+ΡΜ= 2
2

222
ΡΕ  

Άρα το ∆ ανήκει σε κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας α. 
Αντίστροφα: Έστω ∆ τυχόν σηµείο του κύκλου (Ο, α) και η εφαπτοµένη ∆Μ 

της έλλειψης. Η προβολή του Ε′ στην ∆ΜΣ ανήκει, σύµφωνα µε το προηγού-
µενο, στον κύκλο (Ο, α), άρα συµπίπτει µε το ∆. Προφανώς το ίδιο ισχύει και 
για την άλλη εστία Ε′. 

Σχήµα  10 
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β) Κατ’ αρχήν, αν η εφαπτοµένη είναι στην κορυφή Α τότε  
                      Ε′Α⋅ΕΑ = (α + ΟΕ)(α - ΟΕ) = α2 - ΟΕ2 = α2 - α2ε2 = β2.  

Θα δείξουµε ότι η τιµή αυτή του γινοµένου είναι η ίδια για οποιαδήποτε 
εφαπτοµένη.  

Έστω ∆, Σ οι προβολές των εστιών  Ε, Ε′ αντίστοιχα πάνω στην εφα-
πτοµένη της έλλειψης στο σηµείο Μ και Τ το σηµείο που προέκταση της ΣΕ 
τέµνει τον  κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας α. Τότε η ∆ΟΤ είναι διάµετρος του 
κύκλου και παράλληλη στην ΡΕ (∆, Ο µέσα πλευρών του τριγώνου ΡΕ′Ε). 
Άρα το τετράπλευρο Ρ∆ΤΕ είναι παραλληλόγραµµο οπότε ∆Ε′ = Ρ∆ = ΕΤ. 
Έτσι έχουµε ∆Ε′⋅ΕΣ = ΕΤ ⋅ΕΣ = Α′Ε⋅ΕΑ    (τεµνόµενες στο Ε χορδές κύκλου) 

                            = (α + ΟΕ)(α - ΟΕ) = α2 - ΟΕ2 = α2 - α2ε2  = β2  σταθερό. 
 
 
Σηµείωση 

Ο παραπάνω κύκλος  µε διάµετρο τον κύριο άξονα ΑΑ′ λέγεται πρωτεύον ή 
βοηθητικός κύκλος της έλλειψης και είναι χρήσιµος στην µελέτη της. Ο κύ-
κλος αυτός είναι ακόµη ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων ∆, που η πα-
ράλληλη από το κέντρο Ο προς την ΜΕ  τέµνει την εφαπτοµένη στο Μ (Βλέπε 
και § 5.5 (4)). 
 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 8 (Γεωµ. τόπος τοµής καθέτων εφαπτοµένων) 

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου από τα οποία διέρχονται δυο 
κάθετες εφαπτοµένες σε µια έλλειψη, είναι κύκλος µε κέντρο το κέντρο της 
έλλειψης και ακτίνα 22α β+ . 

 
Απόδειξη 
Έστω ένα Θ, Η (Σχήµα 11) οι προβολές της εστίας Ε′ και Κ, Ζ. οι προβολές 
της εστίας Ε στις δυο  εφαπτοµένες από το Μ, που είναι κάθετες µεταξύ τους. 
Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 7(α), τα Θ, Η, Κ, Ζ ανήκουν στον πρωτεύ-
οντα κύκλο της έλλειψης. Έστω ΜΡ εφαπτοµένη του κύκλου αυτού, οπότε, 
λόγω της Πρότασης 7(β) και των σχηµατιζοµένων ορθογωνίων, έχουµε  
 
                                ΜΡ2 = ΜΗ⋅ΜΖ = Ε′Θ⋅ΕΚ = β2.  
 
 Εποµένως  ΟΜ2 = ΜΡ2 + ΡΟ2  = β2 + α2. 
 Άρα το σηµείο Μ ανήκει στον κύκλο (Ο, 22α β+ ). 
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Μ

Η

Ζ

ΑΕΕ '

Θ

Κ

Ο

Ρ

A'

 
                                                   
 
Αντίστροφα: Έστω Μ τυχόν σηµείο του κύκλου (Ο, 22α β+ ) και οι 

εφαπτοµένες από το Μ στην έλλειψη. Θα δείξουµε είναι κάθετες. Θεωρούµε 
τις προβολές Κ, Θ και Η, Ζ των εστιών πάνω στις δυο αυτές εφαπτοµένες, που 
ανήκουν (Πρόταση 7(α)) στον πρωτεύοντα κύκλο της έλλειψης  και την εφα-
πτοµένη ΜΡ από το Μ προς τον πρωτεύοντα κύκλο. Έχουµε  

 
         ΜΗ⋅ΜΖ = ΜΚ⋅ΜΘ = ΜΡ2 = ΟΜ2 - ΟΡ2 = β2 + α2 - α2 = β2 
 

και  ΕΚ⋅Ε′Θ = Ε′Η⋅ΕΖ =  β2       (Πρόταση 7(β)) 

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει  ΜΗ⋅ΜΖ = Ε′Η⋅ΕΖ  ή  MZ
EZ

HE
MH =′ . 

Έτσι τα ορθογώνια τρίγωνα Ε′ΜΗ, ΕΖΜ είναι όµοια οπότε 
∧∧
′= HEMEMZ . 

Όµοια από την σχέση ΜΚ⋅ΜΘ = ΘΕ′⋅ΚΕ προκύπτει 
∧∧

Μ′Θ= EKME . Εποµένως 
οι απέναντι γωνίες Ε′,Μ του τετραπλεύρου ΘΜΗΕ′ είναι ίσες, ενώ οι άλλες 
του γωνίες Θ, Η είναι ορθές, άρα και η γωνία Μ είναι ορθή. 

 
 

Σχήµα 11 
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ΠΡΟΤΑΣΗ  9 (Εφαπτόµενα τµήµατα) 
Έστω ότι οι εφαπτοµένες µιας έλλειψης στα σηµεία της Μ, Λ τέµνονται στο 
σηµείο Σ. Τότε 
α) Οι εφαπτοµένες σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε τις  ΣΕ, ΣΕ′, και 
β) Τα τµήµατα  ΣΜ, ΣΛ φαίνονται µε ίσες γωνίες από την  εστία Ε, όπως και   
    από την  Ε′. 

 
Απόδειξη 
Φέρνουµε Ε′Ρ κάθετη στην ΜΣ  και  ΕΝ κάθετη στην ΣΛ (Σχήµα 12). Λόγω 
της ανακλαστικής ιδιότητας της έλλειψης η ευθεία ΣΜ είναι µεσοκάθετη στο 
τµήµα ΡΕ και διχοτόµος της γωνίας ΡΜΕ′ και η ΣΛ  µεσοκάθετη στο τµήµα 
ΕΝ και  διχοτόµος της γωνίας ΕΣΝ. 

 
Έτσι έχουµε ΡΣ = ΣΕ′, ΣΕ = ΣΝ. Τα τρίγωνα ΡΣΕ, Ε′ΣΝ έχουν ήδη δυο 
πλευρές ίσες (ΣΡ = ΣΕ′, ΣΕ = ΣΝ) αλλά και τις τρίτες:  

        ΡΕ = ΡΜ + ΜΕ = ΜΕ′ + ΜΕ = 2α = ΛΕ′ + ΛΕ =ΛΕ′ + ΛΝ = Ε′Ν. 
 Άρα είναι ίσα.  

α) Από την ισότητα αυτή έχουµε 
∧∧
′= ΣΝΕΡΣE ή 

∧∧

=′ ΕΣΝEΡΣ  ή 2
∧∧

=′ ΕΣΛ2EΜΣ  

ή 
∧∧

=′ ΕΣΛEΜΣ , όπως και 
∧∧
′= ΣΛΕΜΣE . 

β) Από την ίδια ισότητα τριγώνων έχουµε και 
∧∧

= ΣΕΡΣΝΛ  αλλά 
∧∧

= ΣΕΛΣΝΛ , 

οπότε 
∧∧

= ΣΕΛΣΕΡ . Άρα η εστία Ε βλέπει τα τµήµατα ΣΜ, ΣΛ µε ίσες γωνίες. 

Οµοίως βρίσκοµε 
∧∧
′=′ ΛΕΣΣΕΜ . 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 9.1 

Το τµήµα µιας εφαπτοµένης έλλειψης που περιέχεται µεταξύ των εφαπτοµέ-
νων στα άκρα του µεγάλου της άξονα, φαίνεται από κάθε εστία της µε ορθή 

                                         Σ 
 
 
                                                                                        
          Ρ                                                             Λ          Ν            
                    Μ 
 
 
                Α′       Ε′                                       Ε         Α      
 
 
Σχήµα 12                                              
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γωνία (µ’ άλλα λόγια, ο κύκλος µε διάµετρο το τµήµα αυτό διέρχεται από τις 
εστίες της έλλειψης. (Υπόδειξη:συνέπεια του (β)) 
 

  ΠΟΡΙΣΜΑ 9.2 (κατασκευή εφαπτοµένων έλλειψης από σηµείο εκτός έλλ.) 
Έστω Σ σηµείο εκτός έλλειψης και ότι οι κύκλοι (Ε′, 2α), (Σ, ΣΕ) τέµνονται 
(ισχύει 2α - ΣΕ < ΣΕ′ <  ΣΕ + 2γ < ΣΕ + 2α) στα σηµεία Ν, Ν′. Αν η Ε′Ν 
τέµνει την έλλειψη στο Λ ενώ η  Ε′Ν′ την τέµνει στο Μ, τότε οι ΣΛ, ΣΜ είναι  
εφαπτόµενες της έλλειψης. 

(Υπόδειξη: σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε τις; εστιακές ακτίνες) 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  10  (Μέσα χορδών κωνικής) 

Ο γεωµετρικός τόπος των µέσων, µιας δέσµης παραλλήλων µεταξύ τους 
χορδών κωνικής είναι µια (σταθερή) διάµετρος (ακριβέστερα ηµιευθεία της 
διαµέτρου). Η διάµετρος αυτή τέµνει την διευθετούσα σ’ ένα σηµείο Σ για το 
οποίο η ευθεία ΣΕ είναι κάθετη στις χορδές αυτές. 
Επί πλέον, αν η διάµετρος αυτή τέµνει την κωνική στο σηµείο Ρ, τότε η 
παράλληλη από το Ρ σε µια από τις χορδές αυτές είναι εφαπτοµένη στην 
κωνική στο σηµείο αυτό. 

 
Απόδειξη  
Για την περίπτωση της παραβολής έχουµε ασχοληθεί στην§4.3, Πρόταση 7. 
Έστω µια τυχούσα χορδή ∆Γ (Σχήµα 13) από τις δεδοµένες χορδές της 
κωνικής  και  Μ το µέσο της. Αν η ∆Γ είναι παράλληλη στην διευθετούσα 
τότε, λόγω συµµετρίας,  το Μ ανήκει στον άξονα-διάµετρο της κωνικής. Έστω 
ότι η ∆Γ τέµνει την διευθετούσα στο Λ και η ευθεία ΕΒ είναι κάθετη στην ∆Γ 
που τέµνει την διευθετούσα στο Σ. Η ευθεία ΣΒ είναι σταθερή, αφού διέρχεται 
από το  σταθερό σηµείο Ε και είναι κάθετη στην Γ∆, η οποία από υπόθεση θα 
σχηµατίζει σταθερή γωνία έστω ω µε την διευθετούσα. Έτσι και το σηµείο Σ 
είναι σταθερό. Έχουµε  

                
ΓΘ
ΓΕ=ε=∆Η

∆E , οπότε ηµω∆Η
∆Λ
∆E ε=

∆Λ
ε=   (1) . 

οµοίως βρίσκοµε    ηµωΓΛ
E ε=

ΓΛ
ΓΘε=Γ  (2). Από (1) και (2) προκύπτει  

                   

ΓΛ
ΕΓ=∆

∆Λ
E , οπότε  22

22

2

22

2

22

2

2

2

2

∆Λ
E

ΓΛ−∆Λ
ΒΓ−Β∆=

∆Λ
ΒΕ+Β∆=

ΓΛ
ΒΕ+ΒΓ=

ΓΛ
ΕΓ=∆  

 
αλλά  επειδή Μ µέσο της Γ∆ έχουµε 

Β∆2 - ΒΓ2 = (ΒΓ + Β∆)(Β∆ - ΒΓ) = 2ΒΜ⋅Γ∆  και 
∆Λ2 - ΓΛ2 = (∆Λ + ΓΛ)(∆Λ - ΓΛ) = 2ΛΜ⋅Γ∆, οπότε, λόγω και της (1), 
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(εηµω) 2 = ΛΜ
BM

∆Λ
E

22

22

2

2

=
ΓΛ−∆Λ
ΒΓ−Β∆=∆ .  Έστω  (εηµω)2 = κ.  

 

Ε

Α

Η

Σ

Θ

Κ

Β

Ρ
x

(δ)

Μ
Ν

Γ

∆

ω

 
        

Έτσι ο λόγος ΒΜ/ΛΜ είναι σταθερός (και µικρότερος του 1), εποµένως το 
µέσο Μ ανήκει σε σταθερή ευθεία που διέρχεται από το σταθερό σηµείο Σ. 

Πράγµατι, αν θ = 
∧

ΣΜE  και ω η σταθερή γωνία 
∧

ΣΛ∆ , έχουµε 

        
κ−

κ= 1BΛ
BM , οπότε   

ΒΣ
ΒΛ⋅

κ−
κ= 1ΒΣ

BM  ή  εφθ = 2

2

ηµω)(1
)ε(

ε−
ηµω σφω,  

δηλαδή θ σταθερή. 
Αν είµαστε σε παραβολή τότε ε = 1, οπότε θ = ω και η ευθεία ΣΜ είναι  
παράλληλη στον άξονα της παραβολής, δηλαδή  είναι διάµετρος. 

 
Αν η κωνική είναι έλλειψη τότε η ΣΜ  διέρχεται και από το κέντρο της 

έλλειψης, εφόσον αυτό είναι µέσο µιας χορδής (διαµέτρου) από την δεδοµένη 
δέσµη των παραλλήλων ευθειών. Άρα η ΣΜ είναι διάµετρος της έλλειψης.  
Αν η κωνική είναι υπερβολή, τότε θεωρούµε και τον άλλο κλάδο της  και το 
µέσο Ι µιας χορδής παράλληλης προς την ∆Γ. Έτσι έχουµε ότι και το Ι ανήκει 
σε µια αντίστοιχη SI που σχηµατίζει (επίσης) γωνία θ µε την Ε′S. Τελικά, λό-
γω και της συµµετρίας ως προς το Ο  διαπιστώνουµε ότι οι SI, ΣΜ  συµπί-
πτουν και διέρχονται από το Ο. Άρα η ΣΜ είναι διάµετρος της υπερβολής. 

 

Σχήµα  13 

Λ 

θ = 
∧
ΣΜE  
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Αντιστρόφως: Έστω τυχόν σηµείο της Ν της ηµιευθείας ΡΧ. Θα δείξουµε 
ότι είναι µέσο κάποιας χορδής από αυτές που ανήκουν στην δεδοµένη δέσµη. 
Θεωρούµε µια ευθεία που διέρχεται από το Ν και είναι παράλληλη στην Γ∆ 
(άρα ανήκει στην δεδοµένη δέσµη). Τότε η ΣΕ θα είναι κάθετη στην ευθεία 
αυτή και όπως προηγουµένως το µέσο της χορδής αυτής θα ανήκει στην Σx, 
άρα συµπίπτει µε το Ν. 

 

Μ

Ο Ε

Σ

Ε' K

B

∆

Γ

Η

Θ

Λ

Ν

Τ Μ'Υ

Ρ

Γ'

∆'

Y'

Σ'

 
 
                 Η εφαπτοµένη στο άκρο της διαµέτρου 
 
Έστω ότι η κωνική είναι έλλειψη ή υπερβολή  µε την ∆Γ χορδή ενός κλά-

δου της (Σχήµα 13), οπότε η ΣΜ τέµνει την κωνική έστω στο σηµείο Ρ. 
Φέρνουµε µια παράλληλη από το Ρ προς την ∆Γ, οπότε αυτή είναι κάθετη 
στην ΣΕ. Αν η παράλληλη αυτή έτεµνε και σε άλλο σηµείο την κωνική το 
µέσο της θα ανήκε στην ΣΜ, άτοπο, αφού θα ταυτιζόταν µε την ΣΡ (η ΣΡ 
τέµνει τις παράλληλες). 

 
Έστω τώρα και η περίπτωση που η χορδή ∆Γ,  έχει τα άκρα της σε διαφο-

ρετικούς κλάδους της; υπερβολής (Σχήµα 14). Τότε 1BΛ
BM > , δηλαδή κ > 1 και 

προκύπτει εφθ =
1εηµω)(

)(
2

2

−
εηµω σφω, θ = 

∧

ΣΜE ,  ω = ΓΣΛ
∧

. Το µέσο Μ θα βρίσκε-

ται στην διάµετρο (και το κέντρο Ο είναι µέσο µιας παραλλήλου προς την ∆Γ 
χορδής-διαµέτρου) ΣΜ, η οποία όµως δεν τέµνει την υπερβολή. Τι συµβαίνει 
στην περίπτωση αυτή; Θα δείξουµε ότι στο σηµείο Ρ, που η ΣΜ τέµνει την 
συζυγή της Υ′, η εφαπτοµένη  είναι παράλληλη στην ∆Γ. 

Σχήµα 14 

θ=
∧

ΣΜE  

ω=
∧

ΣΛΒ  
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Επειδή η χορδή ∆′Γ′ της Υ′ σχηµατίζει γωνία ω′ = 90ο - ω µε την διευθετούσα 
της (δηλαδή την διευθετούσα της Υ′), το µέσο της Μ′, θα ανήκει σύµφωνα µε 
το προηγούµενη περίπτωση (που η χορδή έχει άκρα στον ίδιο κλάδο) σε 

διάµετρο Σ′Μ′ που σχηµατίζει µε την ΤΣ′ (Τ εστία της Υ′) γωνία φ =
∧

′′ΜΣT µε  
 

εφφ = 2

2
σ

)ωηµ(1
)ε(
′ε−

ω′ηµ

σ

σφω′, και επειδή 
12

2
2

−ε
ε=εσ  , ω′ = 90ο – ω, προκύπτει 

εφφ = εφθ, άρα φ = θ και τελικά ότι τα µέσα των χορδών ∆′Γ′, ∆Γ ταυτίζονται 
και έτσι η εφαπτοµένη, στο σηµείο Ρ που η ΣΟ τέµνει την Υ′, είναι παράλληλη 
στην ∆′Γ′, άρα και στην ∆Γ. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.1 
Αν µια ευθεία τέµνει µια υπερβολή και την συζυγή της τότε οι αντίστοιχες 

χορδές τους έχουν κοινό µέσο. 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.2 

Οι εφαπτοµένες στα άκρα µιας διαµέτρου έλλειψης (ή υπερβολής) είναι πα-
ράλληλες. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.3 

Αν δυο εφαπτοµένες σε έλλειψη (ή σε κύκλο) στα σηµεία της Γ, ∆  είναι 
παράλληλες, τότε η Γ∆ είναι διάµετρος και το γινόµενο των αποστάσεων µιας 
εστίας από αυτές είναι σταθερό και ίσο µε β2. 
 
(Υπόδειξη: χρησιµοποιούµε την Πρόταση 7(β).) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.4 

Τα µέσα δυο παραλλήλων χορδών κωνικής ορίζουν µια ευθεία που διέρχεται  
από το κέντρο της, δηλαδή είναι µια διάµετρός της. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.5 

Αν η µεσοκάθετη σε µια χορδή έλλειψης διέρχεται από το κέντρο της 
έλλειψης, τότε η µεσοκάθετη είναι ένας από τους άξονές της  (ή η  έλλειψη 
είναι κύκλος). 

 
(Υπόδειξη: η εφαπτοµένη στο σηµείο που η µεσοκάθετη τέµνει την έλλειψη, 
είναι παράλληλη στην χορδή, οπότε εφαρµόζουµε το  Πόρισµα 6.2.) 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 10.6 
Κάθε έλλειψη έχει δυο µόνο άξονες συµµετρίας. 
(Υπόδειξη: Αν υπάρχει τρίτος άξονας, τότε θα περιέχει τα µέσα δυο καθέτων 
σ’ αυτόν χορδών, άρα θα ’ναι διάµετρος, οπότε εφαρµόζουµε το προηγούµενο 
Πόρισµα.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.7 

Αν ένα τρίγωνο είναι εγγεγραµµένο σε έλλειψη, τότε το περίκεντρό του δεν 
µπορεί να συµπίπτει µε το κέντρο της έλλειψης. Άρα δεν υπάρχει  ισόπλευρο 
τρίγωνο εγγεγραµµένο σε έλλειψη µε το  κέντρο βάρους του να συµπίπτει µε 
το κέντρο της έλλειψης (εκτός αν είναι κύκλος). 

 
(Υπόδειξη: Αν συνέβαινε αυτό, η έλλειψη θά ’χε τρεις άξονες συµµετρίας, άρα 
θα’ ταν κύκλος.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.8 

Αν ένα ορθογώνιο είναι εγγεγραµµένο σε έλλειψη, τότε οι πλευρές του είναι 
παράλληλες στους άξονες της έλλειψης. 

 
Απόδειξη 
Τα µέσα των πλευρών Α∆, ΒΓ (Σχήµα 15) ορίζουν ευθεία - µεσοπαράλληλη 
των ΑΒ, Γ∆, που (Πόρισµα 9.3) διέρχεται από το κέντρο Ο της έλλειψης και 
είναι κάθετη στις πλευρές αυτές. Αν η διάµετρος αυτή τέµνει την έλλειψη  στο 
σηµείο Σ, τότε η εφαπτοµένη στο Σ είναι (Πρόταση 10) παράλληλη στην Α∆, 
άρα  κάθετη στην ΣΟ. ∆ηλαδή η κάθετη ΣΟ στην έλλειψη στο Σ διέρχεται από 
το κέντρο Ο, οπότε (Πόρισµα 6.2) το Σ είναι κορυφή της έλλειψης, δηλαδή  η 
ΣΟ είναι άξονάς της. Οµοίως και η µεσοπαράλληλη των Α∆, ΒΓ θα είναι ο 
άλλος άξονας  της έλλειψης. 

A
B

Γ∆

Σ Ο

(ε)

Ε

Ζ

Ρ

H

Θ

 

Σχήµα 15 
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         Κατασκευή εφαπτοµένης παράλληλης σε δεδοµένη ευθεία 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 10.9  

Έστω (ε) µια ευθεία στο επίπεδο µιας έλλειψης (Σχήµα 15). Αν η (ε) είναι 
παράλληλη σ’ ένα άξονα της έλλειψης τότε η κάθετη στον άλλο άξονα σε µια 
αντίστοιχη κορυφή της έλλειψης είναι εφαπτοµένη παράλληλη στην (ε). Αν η 
(ε) δεν είναι παράλληλη στους άξονες, τότε φέρνουµε την κάθετη από µια 
εστία στην (ε)  που τέµνει την αντίστοιχη διευθετούσα έστω στο σηµείο Ζ. 
Στην συνέχεια φέρνουµε εφαπτοµένη στο σηµείο Ρ που η διάµετρος ΖΟ τέµνει 
την έλλειψη. Αυτή είναι παράλληλη στην (ε). 

 
Πράγµατι, αν θεωρήσουµε µια διάµετρο ΗΘ παράλληλη στην (ε) τότε  αυτή 
είναι κάθετη στην ΖΕ, οπότε από την Πρόταση 10, η εφαπτοµένη στο Ρ είναι η 
ζητούµενη. 

 
Σηµείωση 
Μια δέσµη παραλλήλων χορδών έλλειψης (ή υπερβολής) καθορίζεται από µια 

διάµετρο παράλληλη προς µια από τις ευθείες της δέσµης αυτής. Έτσι, αν έχουµε 
µια διάµετρο (τ) µιας έλλειψης, τα µέσα όλων των παραλλήλων προς αυτήν 
χορδών, σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, ανήκουν σε µια άλλη διάµετρο 
(τ′). Η διάµετρος (τ′) λέγεται συζυγής της διαµέτρου (τ). Ισοδύναµα, συζυγής της 
διαµέτρου (τ) είναι η διάµετρος που είναι  παράλληλη προς τις εφαπτοµένες στα 
σηµεία που η (τ) τέµνει την έλλειψη. Από την προηγούµενη πρόταση και τα 
πορίσµατά της προκύπτει ότι η συζυγής της διαµέτρου (τ′) είναι η (τ). Έτσι οι (τ), 
(τ′) λέγονται απλά συζυγείς διάµετροι της έλλειψης (ή της υπερβολής). Στην 
Πρόταση 14 παρουσιάζονται οι ιδιότητες των συζυγών διαµέτρων της έλλειψης. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  11 (Εφαπτόµενα τµήµατα κωνικής και διάµετρος) 

Αν ΣΚ, ΣΛ εφαπτόµενα τµήµατα  κωνικής (έλλειψης,  υπερβολής, παραβολής) 
τότε η διάµετρος ΣΟ διχοτοµεί την χορδή ΚΛ (διαφορετικά : η διάµετρος από 
το Σ διχοτοµεί την πολική του Σ). 

 
Απόδειξη 
Έστω Μ το µέσο της ΚΛ και ότι η ΟΜ τέµνει την ΣΚ στο σηµείο Τ (Σχήµα 
16). Θα δείξουµε ότι τελικά το Τ συµπίπτει µε το Σ. Έστω ότι η ΤΛ τέµνει την 
κωνική και στο σηµείο Ν (αν δεν την τέµνει θα είναι εφαπτοµένη στο Λ, οπότε 
το Τ θα συµπίπτει µε το Σ). 
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Μ

Τ
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Θεωρούµε την χορδή ΝΖ//ΚΛ, οπότε το µέσο της Ρ βρίσκεται πάνω στην διά-
µετρο ΤΟ. Αν η ΤΖ τέµνει την ΚΛ στο Η τότε λόγω του ότι ΗΛ//ΖΝ και ΖΡ = 
ΡΝ,  έχουµε ΜΗ = ΜΛ = ΜΚ, άρα το Η ≡ Κ. Έτσι οι ευθείες ΤΚ, ΤΗΖ συµπί-
πτουν και επειδή ΣΚ εφαπτοµένη πρέπει Κ ≡ Ζ. Τότε όµως και Ν ≡ Λ, οπότε η 
ΤΝ είναι εφαπτοµένη στο Λ, άρα συµπίπτει µε την ΣΛ. Άρα  το Σ συµπίπτει µε 
το Τ και εποµένως η ΣΟ µε την διάµετρο ΤΜΟ. (Μια άλλη απόδειξη για την 
παραβολή που µπορεί να γενικευθεί για κωνική, υπάρχει στην Πρόταση 8(δ), 
Κεφ. 4). 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 11.1 

Αν δυο εφαπτόµενα τµήµατα ΣΚ, ΣΛ έλλειψης ή υπερβολής είναι ίσα, τότε το 
σηµείο Σ ανήκει σ’ ένα από τους δυο άξονες της κωνικής. 
 
(Υπόδειξη: η ΣΟ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΚΛ. Η εφαπτοµένη στο σηµείο  
Θ που η ΣΟ τέµνει την κωνική είναι  παράλληλη στην ΚΛ, οπότε η κάθετη της 
κωνικής στο Θ διέρχεται από το κέντρο της και εφαρµόζουµε το Πόρισµα 6.2.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 11.2 

Αν οι εφαπτοµένες στα άκρα µιας χορδής έλλειψης ή υπερβολής τέµνονται, 
τότε η διάµετρος που διέρχεται από το µέσο της χορδής διέρχεται από το 
σηµείο τοµής των εφαπτοµένων αυτών. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  12 (Εφαπτοµένη και διάµετρος) 

Έστω  µια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της έλλειψης (ή κύκλου), κέντρου Ο, 
που τέµνει µια διάµετρό της ΡΝ στο σηµείο Τ. Αν η παράλληλη από το Μ 
προς εφαπτοµένες στα άκρα της διαµέτρου ΡΝ τέµνει την ΡΝ στο Π, τότε 
ισχύουν: 
α) Το γινόµενο ΟΠ⋅ΟΤ  είναι σταθερό και ίσο µε ΟΡ2 .  
β) Τα σηµεία Τ, Π είναι συζυγή αρµονικά των Ρ, Ν. 

Σχήµα 16 
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Απόδειξη 
α) Έστω ότι η εφαπτοµένη τέµνει τις εφαπτοµένες στα άκρα της διαµέτρου ΡΝ 
στα σηµεία Γ, ∆. Οι παράλληλες στα άκρα της διαµέτρου ΡΝ (η ΡΝ δεν είναι 
κατ’ ανάγκη ο κύριος άξονας της έλλειψης) είναι ως γνωστό  παράλληλες 
(Σχήµα 17). Έστω ΡΖ//ΓΜ, οπότε το τετράπλευρο ΓΜΖΡ είναι παραλλη-
λόγραµµο. Έτσι,  επειδή η ΓΟ είναι διάµετρος και από το Γ διέρχονται οι 
εφαπτόµενες ΓΜ, ΓΡ, η ΓΟ διέρχεται από το µέσο της ΡΜ (Πρόταση 10), 
δηλαδή συµπίπτει µε την διαγώνιο ΓΖ του παραλληλογράµµου ΓΜΖΡ. Επίσης 
η ΓΟ είναι παράλληλη στην ΜΝ (διέρχεται από τα µέσα των ΡΜ, ΡΝ) 

Επειδή ΠΖ//ΓΡ και ΡΖ//ΤΜ έχουµε  
ΟΤ
Ο=

ΟΓ
ΟΖ=

ΟΡ
ΟΠ Ρ  οπότε ΟΡ2 = ΟΠ⋅ΟΤ. 

T

P

M
Σ

ΝΟΠ

Ζ
Γ

∆

Λ Η

 
 

β) Πρέπει να δειχθεί ότι 
ΠΝ
ΠΡ=

ΤΝ
ΤΡ . 

Τα τρίγωνα ΓΜΖ, Μ∆Ν, λόγω του ότι ΜΖ//∆Ν και ΜΝ//ΓΟ, είναι όµοια οπότε 
 

 
∆Ν
Μ∆=

ΜΖ
ΓM  αλλά ΓΡ = ΜΖ, οπότε  

ΤΝ
ΤΡ=

∆Ν
ΓΡ=

Μ∆
ΓM , εφόσον  ΓΡ//∆Ν. 

 

Επίσης, επειδή ΜΠ//ΓΡ//∆Ν, έχουµε   
ΠΝ
Π=

Μ∆
ΓΜ A , οπότε  

ΠΝ
ΠΡ=

ΤΝ
ΤΡ . 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 12.1 

Μια εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της έλλειψης τέµνει δυο συζυγείς διαµέ-
τρους της ΟΡ, ΟΗ στα σηµεία Τ, Σ αντίστοιχα (Σχήµα 17). Αν η παράλληλη 
από το Μ στην διάµετρο ΟΗ τέµνει την ΟΡ στο σηµείο Π και η η παράλληλη 
από το Μ στην ΟΡ τέµνει την ΟΗ στο σηµείο Λ, τότε ισχύουν ΟΠ⋅ΟΤ = ΟΡ2, 
ΟΛ⋅ΟΣ = ΟΗ2. Ειδικά αν ΟΡ  ο µεγάλος ηµιάξονας τότε ΟΠ⋅ΟΤ  = α2  και   
ΟΛ⋅ΟΣ = β2. 

 
 
 

 

Σχήµα 17 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 13 (Εφαπτοµένη και συζυγείς διάµετροι) 
Μια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της έλλειψης τέµνει δυο συζυγείς διαµέτρους 
της στα σηµεία Τ, Σ. Αν Ο∆ είναι µια ακτίνα της έλλειψης παράλληλη στην 
εφαπτοµένη (στο σηµείο Μ), τότε το τµήµα Ο∆ είναι µέσο ανάλογο των 
τµηµάτων ΜΤ, ΜΣ.  
 
Απόδειξη 
Έστω οι συζυγείς διάµετροι ΟΤ, ΟΣ (Σχήµα 18). Θα δειχθεί ότι Ο∆2 = 
ΜΤ⋅ΜΣ. Φέρνουµε ΜΠ//ΟΣ και ΜΖ//ΟΤ. Από την Πρόταση 12(α) έχουµε ΟΡ2 

= ΟΠ⋅ΟΤ. Επειδή Ο∆ //ΤΣ η Ο∆ είναι συζυγής διάµετρος της ΟΜ, οπότε η 
εφα-πτοµένη ∆Κ είναι παράλληλη στην ΜΟ. Έστω ∆Η//ΟΣ, οπότε από 
Πρόταση 12(α) έχουµε  ΟΗ⋅ΟΚ = ΟΝ2. Εποµένως  ΟΠ⋅ΟΤ = ΟΗ⋅ΟΚ  (1). 

 

M

T
O H N K

Z
Π

∆

Σ

Ρ

 
Από τα όµοια τρίγωνα ΤΜΟ, Ο∆Κ έχουµε 

ΟΚ
=

Τ
Τ ∆O

O
M . Επίσης  από τα όµοια 

τρίγωνα ΜΖΣ, Ο∆Η έχουµε H
∆OM

Ο
=

ΜΖ
Σ . Με πολλαπλασιασµό αυτών και λόγω 

του ότι ΜΖ = ΟΠ, έχουµε 
ΟΚ⋅Ο

=
Π⋅
Σ⋅

H
∆O

OOT
MMT 2

 και λόγω της (1) παίρνουµε 

την ζητούµενη σχέση. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 13.1 

Αν Μ είναι ένα σταθερό σηµείο µιας έλλειψης και δυο συζυγείς διάµετροι 
τέµνουν την εφαπτοµένη στο Μ στα σηµεία Τ, Σ τότε το γινόµενο ΜΤ⋅ΜΣ 
είναι σταθερό. 
(Υπόδειξη: η εφαπτοµένη στο Μ όπως και η παράλληλή της είναι σταθερές.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 13.2 

Η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ µιας έλλειψης τέµνει τις εφαπτοµένες  στα 
άκρα του µεγάλου άξονα στα σηµεία Κ, Λ. Αν Ο∆ είναι µια ακτίνα της 
έλλειψης παράλληλη στην εφαπτοµένη στο Μ, τότε Ο∆2 = ΚΜ⋅ΜΛ.  
 
(Υπόδειξη: οι ΟΚ, ΟΛ είναι  διάµετροι και µάλιστα συζυγείς.) 

Σχήµα 18 
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      Κατασκευή αξόνων αν είναι γνωστές δυο συζυγείς διάµετροι 
  
Με την βοήθεια της προηγούµενη πρότασης µπορεί να γίνει η κατασκευή 

των αξόνων µιας έλλειψης αν γνωρίζουµε δυο συζυγείς διαµέτρους της (κατά 
θέση και µέγεθος). 

 
Ανάλυση 
Έστω  ΟΣ = β′, Ο∆ = α′ (Σχήµα 18.α) δυο 
συζυγείς διάµετροι και ότι έχουν κατά-
σκευαστεί οι άξονες  της έλλειψης.  
Φέρνουµε την εφαπτοµένη στο ∆ που 
τέµνει τους άξονες, έστω στα σηµεία Τ, Ρ, 
και η οποία είναι παράλληλη στην ΟΣ. 
Πάνω στην κάθετη στην ΤΡ στο σηµείο ∆, 
παίρνουµε τµήµατα ∆Κ = ∆Λ = β′, οπότε από την Πρόταση 13, έχουµε Τ∆⋅∆Ρ 
= ΟΣ2 = Κ∆2. Έτσι ο κύκλος διαµέτρου ΤΡ διέρχεται από τα σηµεία Ο, Κ, Λ. 
Τα σηµεία όµως Κ, Λ µπορούν να κατασκευαστούν εξ’ αρχής. 

 
Κατασκευή 
Φέρνουµε την εφαπτοµένη και την κάθετη στην έλλειψη στο σηµείο ∆ και 
παίρνουµε πάνω σ’ αυτήν τµήµατα ∆Κ = ∆Λ = β′.  
Κατασκευάζουµε στην συνέχεια τον κύκλο που διέρχεται από τα σηµεία Ο, Κ, 
Λ. Ο κύκλος αυτός θα τέµνει την εφαπτοµένη στο ∆, σε σηµεία Τ, Ρ. Οι τοµές 
των ΟΤ, ΟΡ µε την έλλειψη ορίζουν τους άξονες ΟΒ, ΟΑ.  
Αν τυχόν τα σηµεία Ο, Κ, Λ είναι συνευθειακά τότε οι Ο∆, ΟΣ είναι ήδη οι 
άξονες. (Σηµ. Από την κατασκευή αυτή µπορούν να βρεθούν και τα µήκη των 
αξόνων, βλ. §5.5, 17(β).) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 14 (Συζυγείς διάµετροι έλλειψης). 

Έστω Ο∆, ΟΣ (Σχήµα 19) δυο συζυγείς ηµιδιάµετροι έλλειψης µε ηµιάξονες α, 
β και Η, Ρ οι προβολές των ∆, Σ αντίστοιχα στον µεγάλο άξονα Τότε ισχύουν               

α) 2

2

ΟΡΟΗ
ΣΡ∆Η

α
β=

⋅
⋅ ,                                    

β) ΟΗ2+ΟΡ2 = α2, ∆Η2+ΣΡ2 = β2, 

γ) Ο∆2+ΟΣ2 = α2+β2, 

δ) α
β

ΟΗ
ΣΡ

ΟΡ
∆Η == . 

Απόδειξη 

Σχήµα 18.α 

Σ
∆

Τ

ΡΟ

Κ

Λ
A

B
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α) Κατ’ αρχήν οι ηµιδιάµετροι Ο∆, ΟΣ µπορούν πάντα να θεωρηθούν στο ένα 
µισό της έλλειψης (που ορίζει ο µεγάλος άξονας), αφού αν κάποια ανήκει στο 
άλλο µισό παίρνουµε την συµµετρική της ως προς το Ο (Σχήµα 19).  
Από το σηµείο Α′ (άκρο µεγάλου άξονα) φέρουµε παράλληλη προς την διάµε-
τρο Ο∆ που τέµνει την έλλειψη στο Μ. Τότε η ΟΣ διχοτοµεί το τµήµα Α′Μ 
(εξ’ ορισµού των συζυγών διαµέτρων). Έτσι η ΟΣ είναι παράλληλη στην ΜΑ.  
Αν Θ η προβολή του Μ στον άξονα από την Πρόταση 3(β) έχουµε   

                               2

22

α
β

A
M =

ΘΑ⋅Θ′
Θ   (1).  

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα Α′ΜΘ, Ο∆Η έχουµε  ΟΗ
∆Η

A
M =
Θ′
Θ  και από τα 

όµοια τρίγωνα ΟΣΡ, ΑΜΘ έχουµε ΟΡ
ΣΡΘM =

ΘΑ
. 

Μ

Σ

∆

Ρ Ο Η
ΑΑ'

Θ
Ζ

Γωθ

 

Έτσι από την (1) παίρνουµε   2

2

ΟΡΟΗ
ΣΡ∆Η

α
β=

⋅
⋅    (2) 

β)  Από την Πρόταση 3(β) έχουµε 

               22

2

22

22

2

2

α
∆Η

HAΗA
∆Η

ΟΡ−α
ΣΡ=

ΟΗ−
=

⋅′=
α
β    (3) 

Άρα   ( )( )2222

22

4

4

α
ΣΡ∆Η

ΟΡ−αΟΗ−
⋅=

α
β    (4) 

Απαλείφοντας το γινόµενο ∆Η⋅ΣΡ από τις (2),(4), προκύπτει  ΟΗ2 + ΟΡ2 = α2.  

Λόγω της σχέσης αυτής από την (3) προκύπτει ∆Η2 + ΣΡ2 = β2. 

γ) Από τα ορθογώνια τρίγωνα Ο∆Η, ΟΣΡ  και λόγω των σχέσεων  (β) έχουµε  

         Ο∆2 + ΟΣ2 = ΟΗ2 + ∆Η2 + ΟΡ2 + ΣΡ2 =  α2 + β2. 

Σχήµα 19 
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δ) Επειδή  ΟΡ2 = α2- ΟΗ2  από την (3) έχουµε  2

2

2

2

ΡO
∆Η=

α
β , οπότε λόγω και της  

(2)  προκύπτει  α
β

ΟΗ
ΣΡ

ΟΡ
∆Η == . 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 14.1 
Αν θ, ω είναι οι οξείες γωνίες που σχηµατίζουν οι ηµιδιάµετροι  ΟΣ, Ο∆  µε 
τον µεγάλο άξονα τότε, αν είναι  συζυγείς ισχύει (εφθ)(εφω) = β2/α2 (δηλαδή 
το γινόµενο των συντελεστών διεύθυνσης δυο συζυγών διαµέτρων έλλειψης 
είναι ίσο µε  -β2/α2) και αντιστρόφως. 
 Ακόµη η γωνία δυο συζυγών διαµέτρων έλλειψης είναι πάντοτε αµβλεία, 
εκτός αν πρόκειται για τους άξονες που είναι ορθή.  
 
(Υπόδειξη: το ορθό είναι άµεση συνέπεια του (α). Για το αντίστροφο: θεωρού-
µε την συζυγή της ΟΣ, έστω Ο∆′ και αποδεικνύουµε, χρησιµοποιώντας το 
ορθό, ότι ταυτίζεται µε την Ο∆.) 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ  14.2 
Έστω θ, ω, θ > ω, οι οξείες γωνίες που σχηµατίζουν δυο συζυγείς διάµετροι    
ΟΣ,  Ο∆ αντίστοιχα µε τον µεγάλο άξονα έλλειψης (α > β). Τότε ισχύουν  

ΟΣ < Ο∆  και  α2 - β2 > Ο∆2 - ΟΣ2 . 

 

 ΠΡΟΤΑΣΗ 15 (Παραλληλόγραµµα συζυγών διαµέτρων) 
α) Έστω ότι η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο ∆ της έλλειψης τέµνει τον µεγάλο 
άξονα στο Κ και τον µικρό στο Τ. Αν η κάθετη στην έλλειψη στο σηµείο ∆ 
τέµνει τον µεγάλο άξονα στο Γ και την παράλληλη από το Ο προς την 
εφαπτοµένη (στο ∆), στο σηµείο Ζ, τότε ισχύει ∆Γ⋅∆Ζ = β2 . 

β) Το εµβαδόν του (εγγεγραµµένου σε έλλειψη) παραλληλογράµµου που 
ορίζουν δυο συζυγείς διάµετροι έλλειψης, µε ηµιάξονες α, β, έχει σταθερό 
εµβαδόν και ίσο µε 2αβ. 

γ) Το εµβαδόν του (περιγεγραµµένου σε έλλειψη) τετραπλεύρου που έχει 
πλευρές εφαπτόµενες στα άκρα δυο συζυγών διαµέτρων έλλειψης, µε ηµιά-
ξονες α, β, έχει σταθερό εµβαδόν και ίσο µε 4αβ και οι διαγώνιές του είναι 
συζυγείς διάµετροι της έλλειψης. 

Απόδειξη 
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α) Φέρνουµε ∆Η (Σχήµα 20) κάθετη στην ΟΚ που τέµνει την ΟΖ στο Λ και 
∆Π κάθετη στην ΟΤ. Από το εγγράψιµο τετράπλευρο  ΓΗΛΖ έχουµε (ΟΤ∆Λ 
παραλληλόγραµµο) 

∆Γ⋅∆Ζ = ∆Η⋅∆Λ = ∆Η⋅ΟΤ = ΟΠ⋅ΟΤ = β2, λόγω της Πρότασης 12(α). 

Γ

∆

Ο

Ζ

ΚΗ

Λ

Π

Τ

Θ
 

 

β) Έστω δυο συζυγείς διάµετροι ∆∆′, ΣΣ′ (Σχήµα 21). Φέρνουµε την ∆Ζ  
κάθετη στην διάµετρο  ΣΣ′ που τέµνει τον µεγάλο άξονα στο Γ. Αρκεί να 
δειχθεί ότι ΟΣ⋅∆Ζ είναι σταθερό.  

Από τα όµοια τρίγωνα Γ∆Η, ΣΡΟ (
∧∧

= ∆ΓΗΡΣΟ ) έχουµε 

ΟΡ
∆Η

ΟΣ
∆Γ =   και λόγω του (δ) της Πρότασης 14 προκύπτει  

∆

Ο

Σ'

Σ

∆'

Ζ

ΓΡ
Η

Θ

Α'
Α

Κ

Λ

Μ

Ν

 

 α
β

ΟΣ
∆Γ =    ή   αβ

β
∆ΖΟΣ
∆Ζ∆Γ 2

=
⋅
⋅ .  

Σχήµα 20 

Σχήµα 21 
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Αλλά από το (α) έχουµε ∆Γ⋅∆Ζ = β2 , οπότε ΟΣ⋅∆Ζ = αβ.  

Εποµένως,  (∆Σ∆′Σ′) = ΣΣ′⋅∆Ζ= ΣΣ′⋅∆Ζ = 2ΟΣ⋅∆Ζ = 2αβ. 
 

γ) Κατ’ αρχήν οι εφαπτόµενες στα άκρα µιας διαµέτρου είναι παράλληλες  
(Πόρισµα 10.1) οπότε το ΚΛΜΝ είναι  παραλληλόγράµµο και επειδή τα ∆, Σ, 
∆′, Σ′ είναι µέσα των πλευρών του, έχουµε  (ΚΛΜΝ) = 2(∆Σ∆′Σ′) = 4αβ. 
Το Ο είναι κέντρο του ΚΛΜΝ αφού είναι σηµείο τοµής των µεσοπαράλληλων 
των πλευρών του. Άρα οι διαγώνιοι ΚΜ, ΛΝ είναι διάµετροι της έλλειψης. 
Επειδή η Σ∆ είναι παράλληλη στην ΝΛ και το µέσο της Σ∆ ανήκει στην ΚΜ η 
ΚΜ είναι συζυγής (εξ’ ορισµού) της διαµέτρου ΝΛ. 

 
Τελειώνουµε µε µια Πρόταση από τα Κωνικά, µε την απόδειξη του  Απολλω-
νίου. Χάριν συντοµίας  έχουµε κάνει µικρές  διαφοροποιήσεις. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 16 (Κωνικά, βιβλίο γ΄, Πρόταση 47) 

Μια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της έλλειψης τέµνει τον µεγάλο άξονα  στο 
σηµείο Κ και τις  εφαπτοµένες στα άκρα Α, Β του µεγάλου άξονα  στα σηµεία 
Γ, ∆ αντίστοιχα. Αν Ε, Ζ οι εστίες της έλλειψης και Θ το σηµείο τοµής των 
ΓΕ, ∆Ζ τότε η ΘΜ είναι κάθετη στην εφαπτοµένη Γ∆. 

 
Απόδειξη 
Έστω ότι δεν είναι  κάθετη στην Γ∆ (Σχήµα 22). Φέρνουµε ΘΛ κάθετη στην 

Γ∆. Τότε από πόρισµα 9.1 έχουµε
∧∧

ΓΕ∆=ΓΖ∆ = 90ο . Έτσι λόγω και του  

εγγράψιµου τετραπλεύρου  ΓΖΕ∆, έχουµε 
∧∧

Ε∆Β=Λ∆Θ . 

K A Π
Β

∆

Μ Λ

Ζ Ε

Θ

Γ

 
Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΛΘ∆, Ε∆Β είναι όµοια, οπότε

Λ∆
Β∆=

∆Θ
∆E . Επίσης 

από την οµοιότητα των τριγώνων Θ∆Ε, ΓΘΖ έχουµε  
ΓΘ
ΖΓ=

∆Θ
∆E . Ακόµη από 

την οµοιότητα (όπως παραπάνω) των τριγώνων ΑΓΖ, ΓΘΛ έχουµε  

Σχήµα 22 
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ΓΛ
=

ΓΘ
ΖΓ ΑΓ   οπότε  από τους τρεις αυτούς λόγους προκύπτει   

 
ΓΛ

=
Λ∆
Β∆ ΑΓ   ή Β∆

ΑΓ=
Λ∆
ΓΛ   (1). Είναι ΑΓ//∆Β οπότε  

Β∆
=

Κ
Κ ΑΓ

B
A  (2) 

 Από τις (1), (2) έχουµε   
Λ∆

=
Κ
Κ ΓΛ

B
A   (3) . Φέρνουµε ΜΠ//ΑΓ, οπότε από την 

Πρόταση 12(β) έχουµε    B
ΠA

B
A

Π
=

Κ
Κ   και λόγω της (3) προκύπτει 

Λ∆
=

Π
Π ΓΛ

B
A  (4). 

 

Είναι   ΜΠ//ΑΓ//Β∆,  οπότε 
Μ∆

=
Π
Π ΓΜ

B
A  και λόγω της (4) παίρνουµε 

  
Μ∆
ΓΜ=

Λ∆
ΓΛ   ή 

Γ∆
ΓΜ=

Γ∆
ΓΛ  άτοπο, αφού Μ διαφορετικό του Λ.  

 
Άρα η ΘΜ είναι κάθετη στην Γ∆. 

 
                

5.4   ΘΕΜΑΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΣΤΗΝ ΕΛΛΕΙΨΗ 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Η µικρότερη διάµετρος µιας έλλειψης είναι ο µικρός της άξονας και η µεγαλύ-
τερη ο µεγάλος της άξονας.  

 
Απόδειξη 
Έστω µια έλλειψη µε ηµιάξονες α > β. Θα δειχθεί ότι για κάθε διάµετρο της 
έλλειψης Γ∆ ισχύει  2β ≤ Γ∆ ≤ 2α. Αρκεί να δειχθεί ότι β ≤ ΟΓ ≤ α. 
 Από το τρίγωνο ∆ΓΕ και το παραλληλόγραµµο Ε′ΓΕ∆ (Σχήµα 23) έχουµε 
Γ∆ = 2ΟΓ ≤  ΓΕ + Ε∆ = ΓΕ + ΓΕ′ = 2α, οπότε ΟΓ ≤ α. 
Είναι ΟΓ2 = ΓΠ2 + ΟΠ2, αλλά από την 
Πρόταση 2(β) (§5.3) έχουµε     

  2

22

ΠΑΑΠ
ΓΠ

α
β=′⋅

  ή  

   

ΓΠ2  = )( 22
2

2

ΟΠ−α
α
β , οπότε  

ΟΓ2 = )( 22
2

2

ΟΠ−α
α
β +ΟΠ2 = β2 + ΟΠ2 (1 - 2

2

α
β ) ≥ β2, οπότε β ≤ ΟΓ. 

 
 

23 

Ε
Ε'

Γ

∆

Α' Α
ΟΠ

Σχήµα 23 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Έστω µια έλλειψη µε ηµιάξονες α, β, α > β > 0 και  Σ ένα σηµείο του µεγάλου 
της άξονα  µε ΣΑ = µ, 0 < µ ≤ α. Να βρεθούν τα σηµεία Μ της έλλειψης για τα 
οποία η απόσταση ΣΜ είναι ελάχιστη ή µέγιστη. Να δειχθεί ότι η  εφα-
πτοµένη στα σηµεία αυτά είναι κάθετη στην ΣΜ. 

 
Λύση 
Έστω Π η προβολή του Μ στον µεγάλο άξονα (Σχήµα 24). Μετρώντας τις 
αποστάσεις από την κορυφή Α θα έχουµε ΕΑ = α - γ, ΣΑ = µ και 

 

ΣΜ2  = ΜΠ2 + ΣΠ2 = 2

2

α
β  ΑΠ⋅Α′Π + (µ - ΑΠ)2 =  

                              = 2

2

α
β ΑΠ(2α - ΑΠ) + µ2 + ΑΠ2 - 2µΑΠ  

                              =  2
α
β2

ΑΠ + ΑΠ2
2

2

α
γ  + µ2 - 2µΑΠ,  οπότε 

                  ΣΜ2  = µ2+ 2

2

α
γ ΑΠ2 + 2ΑΠ(

α
β2

 - µ) , 0 ≤ ΑΠ ≤ 2α            (1) 

Α. Ελάχιστο ΣΜ. 

•  Αν 
α
β2

 ≥ µ, τότε το ΣΜ γίνεται ελάχιστο όταν ΑΠ = 0, δηλαδή όταν το Μ 

συµπίπτει µε το Α. Η εφαπτοµένη στο Α είναι ως γνωστόν κάθετη στην ευθεία 
ΣΑ. 

•  Αν 
α
β2

 < µ τότε      ΣΜ2 = µ2+
22

2

2
22

γ
αΑΠ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
α
αµ−β

γ
α−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
α
αµ−β+

α
γ  

 
 

M

ΑΑ' Ε' ΕΠΣΟ Σ'

T

B

HN

B'  
και γίνεται ελάχιστο αν και µόνο  

ΑΣ = µ > 
α
β2

> α - γ = ΑΕ 

Σχήµα 24 
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            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α
αµ−β+

α
γ 2

γ
αΑΠ  = 0  ή    ΑΠ = 2

2 )(
γ

β−αµα   (2) 

και η ελάχιστη απόσταση είναι ίση µε  ΣΜ= 0γ
-αµ

22
2 >⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ β−µ  (3) 

Επειδή 0 < µ ≤ α εύκολα προκύπτει  0 < ΑΠ ≤ α, άρα ορίζεται µοναδικό σηµείο 
Π στον ηµιάξονα ΟΑ από την σχέση (2), οπότε η κάθετη στο άξονα στο 
σηµείο Π τέµνει την έλλειψη στο ζητούµενο σηµείο Μ (και το συµµετρικό του 
ως προς τον άξονα). Θα δείξουµε τώρα ότι η εφαπτοµένη στο σηµείο αυτό Μ 
είναι κάθετη στην ΣΜ. Έστω ΜΣ′ η κάθετη στην εφαπτοµένη στο σηµείο Μ, 
οπότε ισχύει η (2). Από την Πρόταση 5(ii) και §5.2 (VIII) έχουµε 

 
 Σ′Ε = εΕΜ = ε(α - εΟΠ) = εα - ε2(α - ΑΠ) = 
 

        = εα - αε2 + ε2 2

2 )(
γ

β−αµα ) = γ + µ - αε2 - 
α
β2

  

                                                       = γ + µ - α = µ - (α - γ) = ΑΣ - ΑΕ = ΣΕ. 

Τα σηµεία όµως Σ, Σ′ είναι «αριστερά» του Ε, γιατί ΣΑ = µ >
α
β2

> α – γ > 0 και 

το Σ′ είναι µεταξύ των εστιών Ε′, Ε, αφού η ΜΣ′ είναι, ως γνωστό  διχοτόµος της 
γωνίας Ε′ΜΕ. Άρα τα Σ, Σ′ συµπίπτουν εποµένως η ΣΜ είναι κάθετη στην 
εφαπτοµένη στο Μ. 

 

Σηµείωση: Ο αριθµός 
α
β2

 ως προς τον οποίο διακρίναµε τις περιπτώσεις είναι 

η ηµιπαράµετρος της έλλειψης, αφού ως παράµετρο της έλλειψης θεωρούµε (αυτό 

που θεωρούσε και ο Απολλώνιος ) τον p =
α

2β2 . 

 
Β. Μέγιστο  ΣΜ. Από την σχέση (1) έχουµε 
 

            ΣΜ2  = µ2 + ΑΠ( 2

2

α
γ ΑΠ + 2(

α
β2

 - µ) ), 0 ≤ ΑΠ  ≤ 2α   (4) 

 
και συµπεραίνουµε ότι η απόσταση ΣΜ γίνεται µέγιστη όταν ΑΠ = 2α, δηλαδή 
όταν το Π, άρα και το Μ συµπίπτει µε το άλλο άκρο Α′ του µεγάλου άξονα.  
Η µέγιστη απόσταση είναι ΣΜ = 2α - µ και η εφαπτοµένη στο Α′≡Μ  είναι ως 
γνωστόν κάθετη στην ΣΜ. 
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Εφαρµογή : µε  µ = ΣΑ = ΟΑ = α > 
α
β2

 έχουµε ΑΠ = α, δηλαδή το σηµείο  Π 

είναι το κέντρο Ο, οπότε το ζητούµενο σηµείο Μ είναι το άκρο Β του µικρού 
άξονα και η ελάχιστη απόσταση, από τον τύπο (3), είναι ΣΜ = ΟΒ = β. 

Η µέγιστη απόσταση είναι ΣΜ = 2α - µ = 2α - α = α. Ουσιαστικά προέ-
κυψαν τα αποτελέσµατα της Πρότασης 15. 

 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Έστω µια έλλειψη µε ηµιάξονες α, β, α > β > 0 και  Τ ένα σηµείο του µικρού 
της άξονα ΟΒ′ µε  ΒΤ = µ, β < µ < 2β. Να βρεθούν τα σηµεία Ν της έλλειψης 
για τα οποία η απόσταση ΤΝ είναι ελάχιστη ή µέγιστη. Να δειχθεί ότι η  εφα-
πτοµένη στα σηµεία αυτά είναι κάθετη στην ΤΝ. 

 
(Υπόδειξη: Εργαζόµαστε όπως προηγουµένως εκφράζοντας την απόσταση ΤΝ 
(Σχήµα 24) συναρτήσει του ΒΗ, 0 ≤ ΒΗ ≤ 2β.)   
∆ίνουµε µόνο τα αποτελέσµατα: 

• Αν  (2β - β
α2

 < β < ) µ < β
α2

 τότε η απόσταση ΤΝ γίνεται µέγιστη όταν 

το σηµείο  Ν έχει προβολή  Η µε ΒΗ = 2

2 )α(
γ
βµ−β , 0 < 2

2 )α(
γ
βµ−β  < β και 

ελάχιστη, ίση µε 2β - µ, όταν ΗΒ = 2β, δηλαδή όταν το Ν συµπίπτει µε το Β′. 
 

• Αν µ > β
α2

(> β )τότε η απόσταση ΤΝ γίνεται µέγιστη, ίση µε µ, όταν 

ΒΗ = 0, δηλαδή όταν το Ν ταυτιστεί µε το  Β και ελάχιστη, ίση µε 2β - µ,  
όταν ΒΗ = 2β δηλαδή όταν το Η ταυτιστεί  µε το Β′. 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω µια έλλειψη και ένα σταθερό σηµείο Σ εντός της έλλειψης. Θεωρούµε 
µια χορδή της έλλειψης που διέρχεται από Σ και τέµνει την έλλειψη στα 
σηµεία Μ, Λ. Να οριστεί η χορδή για την οποία  το γινόµενο ΣΜ⋅ΣΛ  είναι 
ελάχιστο ή µέγιστο.  

 
Λύση 
Έστω ότι η διάµετρος ΣΟ τέµνει την έλλειψη στα σηµεία Ζ, Η (Σχήµα 25). Αν 
Ο∆ παράλληλη στην ΜΛ από το Πόρισµα 19.4 (§ 6.5), έχουµε 
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Z

M

O
H

Λ

∆

Σ

Β

Α

 
 

2

2

ΟΖ
Ο∆

ΣΗΣΖ
ΣΛΣΜ =

⋅
⋅  ή  ΣΜ⋅ΣΛ = cΟ∆2, όπου  c 2

22

2 ΟΖ
ΣOΟΖ −=

ΟΖ
ΣΗ⋅ΣΖ=  σταθερό. 

Εποµένως το γινόµενο ΣΜ⋅ΣΛ εξαρτάται µόνο από την ηµιδιάµετρο Ο∆, άρα η 
ελάχιστη τιµή του είναι όταν Ο∆ = β = ΟΒ. Τότε όµως η ευθεία ΜΛ είναι 
κάθετη στον µεγάλο άξονα. Άρα η ζητούµενη χορδή είναι αυτή που διέρχεται 
από το Σ και είναι κάθετη στον µεγάλο άξονα. Όµοια έχουµε ότι το γινόµενο 
ΣΜ⋅ΣΛ είναι µέγιστο όταν Ο∆ = α = ΟΑ και αυτό συµβαίνει για την χορδή 
που διέρχεται από το σηµείο Σ και είναι παράλληλη στον µεγάλο άξονα της 
έλλειψης. 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Απ’ όλα τα τρίγωνα που είναι εγγεγραµµένα σε µια έλλειψη να βρεθεί αυτό 
που έχει το µέγιστο εµβαδόν, καθώς και το εµβαδόν αυτό.  

 
Απόδειξη 
Θα λύσουµε το πρόβληµα µε την µέθοδο των 
προβολών (Βλέπε §2.4, Παρατήρηση 3, 4). 
 Γνωρίζουµε ότι υπάρχει κύκλος κέντρου Κ ο 
οποίος  προβάλλεται στην δεδοµένη έλλειψη µε 
το κέντρο του να προβάλλεται στο κέντρο Ο της 
έλλειψης (και ακτίνα του κύκλου τον µεγάλο 
ηµιάξονα της έλλειψης). Έστω ΑΒΓ ένα 
τρίγωνο εγγεγραµµένο στην έλλειψη και Α′Β′Γ′ 
(Σχήµα 26) το αντίστοιχο τρίγωνο (πρότυπο)  
στο κύκλο αυτό. Αν ω η γωνία των επιπέδων 
ΑΒΓ, Α′Β′Γ′, τότε  ως γνωστόν ισχύει (ΑΒΓ) = 
(Α′Β′Γ′)συνω.  
Επειδή η ω είναι σταθερή, το εµβαδόν του ΑΒΓ 
θα είναι µέγιστο αν το (Α′Β′Γ′) γίνει µέγιστο. 
 Σχήµα 26

Σχήµα 25 

A

B

Γ

Α'

Β'

Γ'

Μ

Μ'

Κ

Ο
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 Το µέγιστο όµως τρίγωνο που µπορεί να εγγραφεί σε κύκλο είναι το 
ισόπλευρο και το κέντρο του συµπίπτει µε το κέντρο του κύκλου Κ. Έτσι αν 

Μ′ µέσο του Β′Γ′ τότε και Μ µέσο του ΒΓ και ισχύει MMK
KA2

Ο
ΑΟ=′

′= . Άρα το 

Ο είναι κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 
Εποµένως το ζητούµενο τρίγωνο είναι αυτό που έχει κέντρο βάρους το κέντρο 
της έλλειψης. Προφανώς υπάρχουν άπειρα τέτοια τρίγωνα, αντίστοιχα των 
άπειρων εγγεγραµµένων στον κύκλο ισοπλεύρων τριγώνων. 

 
Εµβαδόν: Έχουµε (ΑΒΓ) = (Α′Β′Γ′)συνω και είναι συνω = β/α, όπου α, β οι 

ηµιάξονες της έλλειψης. Επίσης για το ισόπλευρο τρίγωνο Α′Β′Γ′ έχουµε  

(Α′Β′Γ′) = 4
33

4
R33 22 α= , οπότε (ΑΒΓ) = 4

33 αβ  (σταθερό για κάθε τρί-

γωνο εγγεγραµµένο σε έλλειψη, µε κέντρο βάρους το κέντρο της έλλειψης). 
 
 
        ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΟ ΚΑΙ ΕΛΛΕΙΨΗ: ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Να βρεθεί το µεγαλύτερο (σε εµβαδόν) παραλληλόγραµµο που µπορεί να είναι 
εγγεγραµµένο σε µια δοσµένη έλλειψη, καθώς και το εµβαδόν του. 

 
Λύση 
Εργαζόµαστε όπως στο προηγούµενο πρόβληµα, θεωρώντας την έλλειψη ως 
προβολή κάποιου κύκλου. Έστω ΑΒΓ∆ ένα παραλληλόγραµµο εγγεγραµµένο 
στην έλλειψη και Α′Β′Γ′∆′ το αντίστοιχο πρότυπο στον κύκλο. Θα έχουµε 
πάλι (ΑΒΓ∆) = (Α′Β′Γ′∆′)συνω και το παραλληλόγραµµο Α′Β′Γ′∆′ του κύκλου 
γίνεται µέγιστο αν είναι τετράγωνο, οπότε το κέντρο του συµπίπτει µε το 
κέντρο Κ του κύκλου. Έτσι το Ο ως προβολή του Κ είναι µέσο των διαγωνίων 
ΑΓ, Β∆, δηλαδή οι διαγώνιοι του ΑΒΓ∆ είναι διάµετροι της έλλειψης (αυτό 
ισχύει για κάθε παραλληλόγραµµο εγγεγραµµένο σε έλλειψη, βλ. Πόρισµα 
10.3, 10.2). Επίσης, αν (ε′) είναι εφαπτοµένη στο σηµείο Α′ του κύκλου, τότε 
θα’ ναι παράλληλη στην διαγώνιο-διάµετρο Β′∆′, οπότε και η προβολή της (ε), 
που είναι εφαπτοµένη στο Α, θα είναι παράλληλη στην διάµετρο της έλλειψης 
Β∆. Άρα η Β∆ είναι συζυγής διάµετρος της ΑΓ.  
Εποµένως, το µέγιστο παραλληλόγραµµο είναι αυτό που οι διαγώνιοί του είναι 
συζυγείς διάµετροι της έλλειψης. Προφανώς υπάρχουν και εδώ άπειρα τέτοια 
παραλληλόγραµµα, αντίστοιχα των εγγεγραµµένων σε κύκλο τετραγώνων. 
Εµβαδόν: Είναι (ΑΒΓ∆) = (Α′Β′Γ′∆′)συνω, µε συνω = β/α, (Α′Β′Γ′∆′) = 2R2 = 
2α2, οπότε µέγιστο (ΑΒΓ∆) = 2αβ (σταθερό για κάθε εγγεγραµµένο σε έλλειψη 
παραλληλόγραµµο µε διαγώνιες συζυγείς διαµέτρους). 
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Ισχύουν ακόµη οι παρακάτω προτάσεις. Οι αποδείξεις τους µπορούν να 
δοθούν ευκολότερα θεωρώντας την έλλειψη ως προβολή κύκλου, είτε 
προβάλλοντας την έλλειψη σε κύκλο και µεταφέροντας (σχετικές) ιδιότητες 
που κύκλου σε αντίστοιχες ιδιότητες της έλλειψης. 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

Το µικρότερο παραλληλόγραµµο που είναι περιγεγραµµένο σε µια δοσµένη 
έλλειψη, είναι αυτό που οι διαγώνιοί του βρίσκονται σε συζυγείς διαµέτρους 
της έλλειψης. 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 3 
Η µεγαλύτερη έλλειψη που µπορεί να εγγραφεί σε ένα δοσµένο παραλλη-
λόγραµµο είναι αυτή που έχει τις διαγωνίους του ως συζυγείς διαµέτρους της. 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 4 
Η µικρότερη έλλειψη που µπορεί να περιγραφεί σε ένα δοσµένο παραλλη-
λόγραµµο είναι αυτή που έχει τις διαγωνίους του ως συζυγείς διαµέτρους. 
 

                                   
 

    5.5  ΑΛΛΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΕΛΛΕΙΨΗΣ          
 

1. Θεωρούµε την έλλειψη µε εστία Ε, εκκεντρότητα ε, 0 < ε < 1 και διευθε-
τούσα (δ). Έστω Κ προβολή του Ε στην (δ) µε ΕΚ = d και Α, Α′ τα σηµεία που 
χωρίζουν το τµήµα ΕΚ εσωτερικά και εξωτερικά αντίστοιχα σε  λόγο ε. Αν Ο 
το µέσο του τµήµατος ΑΑ′,  Ε′ το συµµετρικό του Ε ως προς το Ο, και Β, Β′ 
τα σηµεία της κάθετης  στην ΑΑ′ στο Ο, τότε ισχύουν, 

α) ΕΑ =
ε+1

dε , ΕΑ′= 
ε−

ε
1

d , ΑΑ′= 21
d2
ε−
ε , 

β) αν α = 21
d
ε−

ε , τότε  ΟΕ = αε, ΟΚ = 
ε
α , ΒΒ′ = 2α 21 ε− . 

 
2. Ο γεωµετρικός τόπος των συµµετρικών της µιας εστίας έλλειψης ως προς 
τις εφαπτοµένες της έλλειψης, είναι κύκλος µε κέντρο την άλλη εστία και 
ακτίνα ίση µε τον µεγάλο άξονα της έλλειψης (διευθετών κύκλος). Με βάση 
αυτό να βρεθεί τρόπος κατασκευής (µε κανόνα και διαβήτη)  εφαπτοµένης  έλ-
λειψης που  είναι παράλληλη σε δοσµένη ευθεία. 
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3.  Αν Ε, Ε′ εστίες έλλειψης και ∆, Τ άκρα µιας διαµέτρου, τότε ισχύουν 
α) το τετράπλευρο Ε∆Ε′Τ είναι παραλληλόγραµµο. Σε ποια περίπτωση είναι  
ρόµβος; 
β) οι εφαπτοµένες στα σηµεία Τ, ∆ σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε  τις ευθείες Ε∆ 
και ΕΤ. 

4. Έστω έλλειψη µε εστίες Ε′, Ε και µεγάλο άξονα 2α. Σ’ ένα σηµείο Μ της 
έλλειψης θεωρούµε την εφαπτοµένη της που τέµνει την παράλληλη από το 
κέντρο της έλλειψης προς την ΜΕ στο σηµείο Σ. Ο γεωµετρικός τόπος του Σ 
είναι ο κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας α (πρωτεύον κύκλος). 

5. Έστω ΑΒ µια διάµετρος έλλειψης και (ε) η εφαπτοµένη στο Α.Τότε ισχύουν 
α) αν µια ευθεία είναι παράλληλη προς την (ε) και διέρχεται από το Β, τότε 
είναι εφαπτοµένη στην έλλειψη, 
β) η εφαπτοµένη της έλλειψης στο Β είναι παράλληλη της (ε).  
 
6. Έστω Γ∆ διάµετρος έλλειψης και µια χορδή ΖΘ κάθετη στην έλλειψη η 
οποία διχοτοµείται από την Γ∆. Τότε η κάθετη στην έλλειψη στο Γ (ή στο ∆) 
διχοτοµείται από την διάµετρο που διέρχεται από το σηµείο Ζ. 

 
7. Θεωρούµε δυο όµοιες ελλείψεις µε το ίδιο κέντρο Ο των οποίων οι µεγάλοι 
ηµιάξονες ΟΑ = α, ΟΑ′ = α′, α′ > α, βρίσκονται στην ίδια ευθεία (οµοιόθετες). 
Τότε ισχύουν 
α) αν µια ηµιευθεία ΟΖ τέµνει την εσωτερική στο Λ και την εξωτερική στο Μ 
τότε ΜΑ′//ΛΑ,  ΜΕ2//ΛΕ1 και ΟΜ/ΟΛ = α′/α, όπου Ε1 η εστία της εσωτερικής 
και Ε2 της εξωτερικής έλλειψης της ηµιευθείας ΟΑ′, 
β) αν µια χορδή της  εξωτερικής εφάπτεται στην εσωτερική, τότε το σηµείο 
επαφής είναι το µέσον της, 
γ) αν ένα τρίγωνο είναι εγγεγραµµένο στην εξωτερική και περιγεγραµµένο 
στην εσωτερική τότε το κέντρο βάρους του είναι το κέντρο της έλλειψης και ο 
λόγος των ηµιαξόνων των ελλείψεων είναι 2. 
 
8. Έστω δυο σηµεία ενός επιπέδου Ε, Σ µε ΕΣ < 2α, α σταθερό µήκος. Ο γεω-
µετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το σηµείο Σ 
εφάπτονται εσωτερικά του κύκλου µε κέντρο Ε και ακτίνα 2α και είναι 
έλλειψη. 
 
9. Αν ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµµένο σε έλλειψη, τότε οι διαγώνιοί 
του τέµνονται πάνω στην ευθεία που συνδέει τα µέσα των  παραλλήλων πλευ-
ρών του. 
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10. Έστω ΜΜ′ µια χορδή της έλλειψης που διέρχεται από µια εστία της Ε και  
Η η προβολή του Μ στην διευθετούσα της έλλειψης. Αν Γ είναι το σηµείο που 
η κάθετη στην εφαπτοµένη της έλλειψης τέµνει τον µεγάλο άξονα και Τ το 
σηµείο που η εφαπτοµένη της έλλειψης στο Μ τέµνει την διευθετούσα της. 
Τότε ισχύουν: 

α) ΓΕ
ΓE

EM
ME

′=′ ,  β) Τα τρίγωνα ΜΕΓ, ΜΕΗ   είναι όµοια. 

γ) Η ευθεία ΜΓ εφάπτεται του κύκλου που διέρχεται από τα σηµεία Μ, Ε, Η. 
δ) Ο λόγος ΜΓ/ΜΗ είναι σταθερός. 

 
11. Έστω ΣΜ, Σ∆ εφαπτόµενα τµήµατα έλλειψης και Τ το σηµείο που η Μ∆ 

τέµνει την διευθετούσα  της έλλειψης. Τότε η γωνία 
∧

ETΣ  είναι ορθή. 
 

12. Έστω έλλειψη µε ηµιάξονες ΟΑ > ΟΒ. Μια εφαπτοµένη στην έλλειψη στο 
σηµείο Μ είναι παράλληλη στην ΑΒ. Τότε το Μ είναι µέσο του τµήµατος της 
εφαπτοµένης που περιέχεται µεταξύ των αξόνων της και η ευθεία ΟΜ διέρ-
χεται από το σηµείο τοµής των εφαπτοµένων στα σηµεία Α, Β. 
 
13. Έστω µια έλλειψη µε ηµιάξονες α, β, α > β και δυο συζυγείς ηµιδιάµετροι 
ΟΣ , Ο∆ , ΟΣ > Ο∆ που σχηµατίζουν γωνία φ. Τότε ισχύουν 

α) αβ = ΟΣ⋅Ο∆ηµφ, β) 
Ο∆
ΟΣ>β

α  ,  γ) α+β < ΟΣ + Ο∆,  

γ) το ορθογώνιο µε πλευρές τους άξονες έχει µικρότερο εµβαδόν από το ορθο-
γώνιο µε διαστάσεις δυο συζυγείς διαµέτρους, 
ε) α - β > ΟΣ - Ο∆. 

 
14. Έστω σηµείο Μ  έλλειψης, µε ηµιάξονες α, β, α > β > 0,  ώστε η ηµιευθεία 
ΟΜ να σχηµατίζει µε τον µεγάλο ηµιάξονα ΟΑ γωνία ω µε εφω = β/α. Τότε  
α) το σηµείο Μ είναι µέσο του τµήµατος της εφαπτοµένης στο Μ που περιέ-
χεται µεταξύ των αξόνων της,  
β) αν Κ, Λ οι προβολές του Μ στους ηµιάξονες ΟΑ, ΟΒ τότε οι ευθείες ΚΛ, 
ΑΒ είναι παράλληλες στην εφαπτοµένη στο Μ. 
 
15. Έστω δυο ευθείες ΧΧ′, ΥΥ′ που τέµνονται κάθετα στο σηµείο Ο. Ένα 
τµήµα Γ∆ κινείται ώστε το άκρο Γ να βρίσκεται πάνω στην ευθεία ΧΧ′, ενώ το 
∆ στην ευθεία ΥΥ′. Έστω σηµείο  Μ του τµήµατος Γ∆ ώστε ΜΓ = β, Μ∆ = α,  
α, β σταθεροί, α > β > 0. Τότε  το σηµείο Μ γράφει  έλλειψη κέντρου Ο µε 
άξονες πάνω στις ευθείες αυτές και µήκη ηµιαξόνων α, β.  
Τι συµβαίνει αν ΜΓ = Μ∆; 
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Σηµείωση: Σ’ αυτήν την πρόταση στηρίζεται ο ελλειψογράφος, το όργανο  
που χρησιµοποιείται για την χάραξη ελλείψεων. Στο σηµείο Μ τοποθετείται 
ένα µολύβι. Η θέση του µολυβιού µπορεί να αλλάζει, χωρίς να τοποθετείται 
στο µέσο του κανόνα Γ∆, ώστε να παίρνουµε έλλειψη µε επιθυµητούς άξονες. 

 
16. Θεωρούµε δυο οµόκεντρους κύκλους κέντρου Ο και ακτίνων α, β αντί-
στοιχα, α > β > 0 και µια διάµετρο ΑΑ′ του κύκλου (Ο, α). Αν Σ σηµείο του 
κύκλου (Ο, α), έστω Ν το σηµείο που η ΟΣ τέµνει τον κύκλο (Ο, β). Αν η 
παράλληλη από το Ν προς την ΑΑ′ τέµνει την κάθετη από το Σ προς την ΑΑ′ 
στο σηµείο Μ, τότε ισχύουν  
α) το σηµείο Μ διαγράφει έλλειψη µε ηµιάξονες α, β, καθώς το σηµείο Σ 
κινείται στον κύκλο (Ο, α), 
β) η εφαπτοµένη του κύκλου στο Σ και η εφαπτοµένη της έλλειψης στο 
(αντίστοιχο) σηµείο Μ τέµνονται πάνω στον άξονα Α′Α. 

 
Σηµείωση: Η πρόταση αυτή υποδεικνύει ένα τρόπο για την εύρεση σηµείων 

έλλειψης µε ηµιάξονες α, β. Επίσης ένα ακόµη τρόπο χάραξης εφαπτοµένης σ΄ 
ένα σηµείο της έλλειψης. 

 
17. Ως συνέχεια της κατασκευής της σελίδας 175: αν φ η γωνία δυο συζυγών 
ηµιδιαµέτρων έλλειψης ΟΣ = β′, Ο∆ = α′ (Σχήµα 18.α), ισχύουν 
 α) αβ = α′β′ηµφ, β) ΟΚ = α + β, ΟΛ = α - β. 
 
18. Έστω ένας κύκλος (Ο, α) και µια διάµετρός του ΑΑ′. Αν Σ ένα σηµείο του 
κύκλου και Π η προβολή του στην  ΑΑ′, θεωρούµε ένα σηµείο Μ του τµή-
ατος ΣΠ  ώστε ΣΜ = λΣΠ, όπου λ σταθερός, 0 < λ < 1. Να δειχθεί ότι καθώς 
το Σ διαγράφει τον κύκλο, το Μ διαγράφει µια έλλειψη µε ηµιάξονες α, λα. 

 
19. Έστω  έλλειψη µε κέντρο Ο και ηµιάξονες α, β, α > β > 0 και  κορυφές Α′, 
Α στον µεγάλο άξονα. Η κάθετη από ένα τυχόν σηµείο Μ της έλλειψης στον 
µεγάλο της άξονα τέµνει τον κύκλο (Ο, α) στο σηµείο Σ και η παράλληλη από 
το Μ στον µεγάλο άξονα τέµνει την ΟΣ στο σηµείο Τ. Τότε ισχύουν 
α) Ο γεωµετρικός τόπος του Τ καθώς το Μ κινείται στην έλλειψη είναι ο 
κύκλος (Ο, β). 
β) Για το σηµείο Μ(x, y) της έλλειψης ισχύει x = ασυνθ, y = βηµθ, όπου θ η 
γωνία ΑΟΣ, 0 ≤ θ ≤ π. 

γ) Αν 
∧
′ΟΑΣ  = θ/2, να δειχθεί ότι 22

2

t1
tβ2y,

t1
)t-α(1x

+
=

+
= , 2

θεφt = . 
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20. Ο κύκλος που διέρχεται από ένα σηµείο ∆ της έλλειψης και τις εστίες της 
Ε, Ε′ τέµνει τον µικρό άξονα στα σηµεία  Τ, Θ. Τότε ισχύουν 
α) η ευθεία Τ∆ είναι  εφαπτοµένη, β) η ∆Θ είναι κάθετη στην έλλειψη, 
γ) αν η Τ∆ τέµνει τον µεγάλο άξονα στο Κ, τα τρίγωνα ΟΘΓ, Γ∆Η είναι   
όµοια µε το τρίγωνο ΟΤΚ,  
δ) ΟΓ⋅ΟΚ = ΟΘ⋅ΟΤ = γ2. 

 
21. Στις κορυφές Α, Β  µιας έλλειψης µε ηµιάξονες α, β, α > β, θεωρούµε στο 
ίδιο τεταρτηµόριο των αξόνων της τα εφαπτόµενα τµήµατα  ΑΕ = ΒΖ . Οι ΟΕ, 
ΟΖ τέµνουν την έλλειψη στα σηµεία ∆, Γ αντίστοιχα και Θ, Η είναι  οι προβο-

λές των ∆, Γ αντίστοιχα στους άξονες. Αν φ = 
∧

BOZ , ω =
∧

EOA  τότε ισχύουν, 
α) βεφφ = αεφω, β) ΗΓ = αηµω, ΟΘ = ασυνφ, γ) ΟΓ⋅Ο∆ = αβ. 

 
22. Έστω µια έλλειψη, ένα σηµείο Σ εκτός αυτής και τα εφαπτόµενα τµήµατα 
ΣΡ, ΣΛ. Από το Σ φέρνουµε µια ευθεία που τέµνει την έλλειψη στα σηµεία Γ, 
∆. Να δειχθεί ότι το σηµείο τοµής των ευθειών Σ∆, ΡΛ είναι συζυγές αρµονικό 
του Σ ως προς τα Γ, ∆.  
 
23. Από όλα τα εγγεγραµµένα σε έλλειψη ορθογώνια, το µέγιστο εµβαδόν το 
έχει το ορθογώνιο του οποίου οι κορυφές είναι µέσα των εφαπτόµενων τµη-
µάτων στα σηµεία αυτά, που περιέχονται µεταξύ των αξόνων της.  
(Υπόδειξη: Πρόβληµα 5, §5.4.) 
 
 
 

  *  *  *  *  * 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



     
Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο     Ε Κ Τ Ο   

 
 

Υ Π Ε Ρ Β Ο Λ Η 
 
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Τελειώνουµε την µελέτη των κωνικών τοµών µε την υπερβολή. Στο κεφά-

λαιο αυτό θα δούµε και θα αποδείξουµε µε τις ίδιες µεθόδους που χρησιµοποι-
ήσαµε και για τις άλλες κωνικές, µερικές από τις σπουδαιότερες ιδιότητες της 
υπερβολής, ενώ άλλες δίνουµε στο τέλος χωρίς απόδειξη. Όπως και στις προη-
γούµενες καµπύλες, οι αποδείξεις των ιδιοτήτων στηρίζονται στον ορισµό που 
δώσαµε στην υπερβολή, αλλά και στην χαρακτηριστική εστιακή της ιδιότητα 
που θα αποδείξουµε, εποµένως διαφέρουν γενικά από αυτές του Απολλωνίου.  
Πριν προχωρήσουµε στις αποδείξεις των ιδιοτήτων θα αναφέρουµε εν συντο-
µία µερικά βασικά στοιχεία και στοιχειώδεις ιδιότητες της υπερβολής. 

 
 
6.1 ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 
 
Όπως ήδη αναφέραµε στον γενικό ορισµό των κωνικών, αν Ε είναι ένα 

σηµείο ενός επιπέδου, (δ) µια ευθεία του που δεν διέρχεται από το Ε και ε 
σταθερός αριθµός µε  ε > 1, υπερβολή λέµε το σύνολο των σηµείων Μ του 

επιπέδου αυτού για τα οποία ισχύει  ε=ΜΗ
ΜΕ , όπου Η η προβολή του Μ στην 

ευθεία (δ) και (Σχήµα 1). Το Ε λέγεται εστία και η ευθεία (δ) διευθετούσα της 
υπερβολής.  
Θεωρούµε την κάθετη από το Ε στην  διευθετούσα που την τέµνει στο σηµείο 
Κ. Τότε υπάρχουν µοναδικά  σηµεία Α, Α′ της κάθετης αυτής, εκατέρωθεν της 
διευθετούσας, ώστε ΑΕ = εΑΚ, Α′Ε = εΑ′Κ.  
Τα σηµεία Α, Α′ ανήκουν στην υπερβολή, σύµφωνα µε τον ορισµό, και λέγο-
νται κορυφές της. Το τµήµα (ή και η ευθεία) ΑΑ′ λέγεται  κύριος ή πρωτεύ-
ων ή εγκάρσιος άξονας της υπερβολής Το µέσο Ο του τµήµατος ΑΑ′ λέγεται 
κέντρο της υπερβολής. H κάθετη ευθεία στον κύριο άξονα στο σηµείο Ο, 
λέγεται δευτερεύων ή συζυγής άξονας της υπερβολής. 
Χορδή µιας υπερβολής λέµε ένα τµήµα που συνδέει δυο σηµεία της, ενώ 
διάµετρο µια χορδή (ή µια ευθεία) που διέρχεται από το κέντρο της. 
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Π
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6.2 ΒΑΣΙΚΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ  
 
Ι. Χρήσιµες σχέσεις 
  
Θεωρούµε µια υπερβολή µε εκκεντρότητα ε και µε απόσταση της εστίας 

από την διευθετούσα ΕΚ = d (Σχήµα 1). Τότε τα σηµεία Α, Α′ είναι σταθερά 
και το µήκος του τµήµατος ΑΑ′, προσδιορίζεται µονοσήµαντα συναρτήσει της 
εκκεντρότητας ε  και της  d. (Βλέπε §6.5 (1)). 
Έστω 2α ο µεγάλος άξονας της υπερβολής, δηλαδή ΑΑ′ = 2α, ΟΑ = α. 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις 

• ΟΕ = αε ,  ΟΚ = ε
α  ,  ΟΑ2  = ΟΕ⋅ΟΚ         (1) 

• Απόσταση εστίας από κορυφές: EΑ = α(ε - 1), EΑ′ = α(ε + 1) 

• Απόσταση εστίας από διευθετούσα: ΕΚ = αε - ε
α  = ε

1)-α(ε2

. 

 Επίσης ισχύει 
 

ΙΙ. Οι άξονες της υπερβολής είναι  άξονες συµµετρίας της και το κέντρο της 
είναι κέντρο  συµµετρίας. 

Σχήµα 1

(δ′) 
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Απόδειξη 
Η περίπτωση του κυρίου άξονα είναι απλή. Έστω τώρα Μ (Σχήµα 1) ένα ση-
µείο της υπερβολής και Ν το συµµετρικό του ως προς τον δευτερεύοντα άξο-
να. Αν Η η  προβολή του Μ στην  διευθετούσα, τότε το Η είναι και η προβολή 
του Ν στην διευθετούσα. Ισχύει ΜΕ = εΜΗ. Θα δείξουµε ότι και ΝΕ = εΝΗ. 
Επειδή ο δευτερεύοντας άξονας είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΜΝ έχουµε ΝΡ = 
ΡΜ και από το 2ο θεώρηµα των διαµέσων στο τρίγωνο ΝΕΜ µε διάµεσο ΕΡ, 
έχουµε  ΕΝ2 = ΕΜ2 + 2ΝΜ⋅ΟΕ = ε2 ΜΗ2 + 4ΡΜ⋅ΟΕ 
Εξ’ άλλου έχοµε  ε2ΝΗ2 = ε2 (2ΡΜ - ΜΗ)2  

                                  = ε2ΜΗ2 + 4ε2ΡΜ(ΡΜ - ΜΗ) 
                                  = ε2ΜΗ2 + 4ε2ΡΜ⋅ΟΚ      (ε2ΟΚ = ΟΕ, από (Ι)) 
                                  = ε2ΜΗ2 + 4ΡΜ⋅ΟΕ 

Άρα ΕΝ2 = ε2ΝΗ2 ή  ΝΕ = εΝΗ. Έτσι και το συµµετρικό του Μ ανήκει στην 
υπερβολή. Εποµένως η υπερβολή έχει και ένα δεύτερο κλάδο αριστερά του 
δευτερεύοντα άξονα και συµµετρικό ως προς αυτόν µε τον πρώτο κλάδο. 
Συνέπεια αυτών είναι ότι και το σηµείο τοµής των αξόνων αυτών είναι και 
κέντρο συµµετρίας της. 

 
 ΙΙΙ. Θεωρούµε τις κάθετες στον κύριο άξονα της υπερβολής στις κορυφές 
της Α, Α′. Τότε στο µέρος του επιπέδου που περικλείεται από τις δυο αυτές 
ευθείες (χωρίς αυτές) δεν υπάρχουν σηµεία της υπερβολής. 

 
Απόδειξη 
Επειδή η απόσταση των ευθειών αυτών από το Ο είναι ΟΑ = ΟΑ′ = α, αρκεί 
να δειχθεί ότι,  αν Π η προβολή ενός σηµείου Μ της υπερβολής τότε ΟΠ ≥ α 
(Σχήµα 1). Έστω ότι το Μ βρίσκεται κατ’ αρχήν δεξιά της διευθετούσας. 
Έχουµε, ΜΕ ≥ ΠΕ ⇔  ε2ΜΗ2 ≥ ΠΕ2  (ΜΗ = ΚΠ) 

                         ⇔ ε2(ΟΠ - ΟΚ)2 ≥  (ΟΕ - ΟΠ)2 

     ⇔ ε2(ΟΠ - ε
α )2 ≥  (αε - ΟΠ)2   

       ⇔ ε2ΟΠ2 + α2 ≥ α2ε2 + ΟΠ2  
 ⇔ (ε2 - 1)ΟΠ2 ≥ α2(ε2 -1)   (ε > 1) 
 ⇔ ΟΠ ≥ α. 

 
Λόγω συµµετρίας της υπερβολής ως προς τον δευτερεύοντα άξονα θα ισχύει 
ΟΠ ≥ α, για κάθε σηµείο Μ της υπερβολής. Το ίσον ισχύει µόνο αν το Μ 
συµπίπτει µε τις κορυφές Α, Α′. 
Συνέπεια: Ο δευτερεύων άξονας της υπερβολής δεν έχει κοινά σηµεία µε αυτή. 

Με βάση την προηγούµενη πρόταση εύκολα διαπιστώνουµε ότι: 
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IV. Οι κάθετες στον κύριο άξονα της υπερβολής στις κορυφές της Α, Α′   
          (Σχήµα 1) είναι εφαπτοµένες της. 

 
V. Οι εστίες της υπερβολής - δευτερεύοντας άξονας. 
 
Έστω  Ε′ (Σχήµα 1) το συµµετρικό της εστίας Ε ως προς το κέντρο της 

υπερβολής Ο και (δ′) η συµµετρική της διευθετούσας (δ) ως προς τον δευτε-
ρεύοντα άξονα. Τότε η υπερβολή µε εστία το Ε′ και διευθετούσα (δ′) είναι 
ακριβώς η υπερβολή µε εστία Ε και διευθετούσα (δ). ∆ηλαδή, αν Μ τυχόν ση-
µείο της υπερβολής τότε εύκολα διαπιστώνουµε ότι 

                         ΜΕ = εΜΗ   ⇔   ΜΕ′ = εΜΗ′ .  
Έτσι και  το Ε′ θεωρείται εστία όπως και η (δ′) διευθετούσα της ίδιας υπερβο-
λής. Άρα σε κάθε υπερβολή, όπως και σε κάθε έλλειψη, έχουµε δυο εστίες και 
δυο διευθετούσες. Η απόσταση των εστιών λέγεται εστιακή απόσταση της 
υπερβο-λής και είναι ίση µε ΕΕ′ = 2ΟΕ = 2αε. Συνήθως θέτουµε ΕΕ′ = 2γ, 

οπότε ε = α
γ , γ > α. Ακόµη παρατηρούµε ότι ΑΕ = ΑΕ′ και το Ο είναι κοινό 

µέσο των τµηµάτων ΑΑ′, ΕΕ′. Θέτουµε β2 = α2ε2 - α2, οπότε β2 = γ2 - α2. Αν 
πάνω στον δευτερεύοντα άξονα πάρουµε σηµεία Β, Β′ ώστε ΟΒ = ΟΒ′ = β, 
τότε το τµήµα ΒΒ′ ονοµάζεται  δευτερεύοντας ή συζυγής άξονας της υπερβολής 
(κατ’ αναλογία µε τον µικρό άξονα 2β της έλλειψης). Αν α = β, τότε η υπερβο-
λή λέγεται ισοσκελής ή ορθογώνια. 

 
VI. Αποστάσεις σηµείου από εστίες. 
 
Αν Μ σηµείο της υπερβολής, Π  (Σχήµα 1) η προβολή του στον κυρίως άξο-

να και d = ΟΠ > α, τότε ισχύουν οι σχέσεις: 
• αν  ΜΕ < ΜΕ′  τότε ΜΕ = εd - α και ΜΕ′ = εd + α ,   
• αν  ΜΕ > ΜΕ′ τότε  ΜΕ = εd + α και  ΜΕ′ = εd - α. 

 
   Σηµείωση 
 
Οι παραπάνω σχέσεις είναι γενικά πολύ χρήσιµες. ∆ηλώνουν ότι κάθε σηµείο 

της υπερβολής προσδιορίζεται πλήρως από την απόσταση της προβολής του στον 
κύριο άξονα, από το κέντρο της υπερβολής και αντίστροφα. Έτσι αποδεικνύεται 
και το εξής: σε κάθε ευθεία κάθετη στο τµήµα ΑΑ′ σε απόσταση  d > α από το 
κέντρο Ο,  ανήκουν δυο ακριβώς σηµεία της υπερβολής, που συµπίπτουν όταν η 
ευθεία αυτή είναι κάθετη στις κορυφές Α′, Α. Τα σηµεία αυτά είναι σηµεία τοµής 
του κύκλου κέντρου Ε και ακτίνας ρ = εd - α > 0 (ή του κύκλου κέντρου Ε′ και 
ακτίνας R = εd - α) µε την ευθεία αυτή. Αυτό µας δείχνει και ένα τρόπο κατά-
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σκευής σηµείων υπερβολής όταν γνωρίζουµε τον κύριο άξονα 2α και την εκκε-
ντρότητα ε. (Οι εστίες ορίζονται από τις σχέσεις ΟΕ = ΟΕ′ = αε). 

 
 
VII. Σηµεία εντός-εκτός της υπερβολής σε σχέση µε την εκκεντρότητα. 
 
 Ένα σηµείο Ρ (του επιπέδου µιας υπερβολής) βρίσκεται  «εντός» της 

υπερβολής αν και µόνο αν ΡΕ < εΡΛ, ενώ  βρίσκεται «εκτός» αν και µόνο αν 
ΡΕ > εΡΛ, όπου PΛ η απόσταση του Ρ από την διευθετούσα. 

 
Απόδειξη 
Αρκεί να δειχθεί το πρώτο. Έστω σηµείο Ρ (Σχήµα 2) εντός του δεξιού κλάδου 
της υπερβολής και  ΡΛ κάθετη στην διευθετούσα που τέµνει την υπερβολή στο 
σηµείο Γ. Λόγω της ε > 1 έχουµε  

                ΡΕ < ΕΓ + ΓΡ = εΓΛ + ΓΡ < εΓΛ + εΓΡ = ε(ΓΛ + ΓΡ) = εΡΛ 
Αν Ρ′ εντός του αριστερού κλάδου τότε, όµοια 

Ρ′Ε < ΕΓ′ + Γ′Ρ′ = εΓ′Λ + Γ′Ρ′ < εΓ′Λ + εΓ′Ρ′ = ε(Γ′Λ + Γ′Ρ′) = εΡ′Λ 
 
 

ΡΓ
ΣΛΒΓ'

 

Ρ '

ΕΕ'

(δ)
 

 
Αντίστροφα: έστω σηµείο Σ (Σχήµα 2) εκτός της υπερβολής, και πρώτα  

δεξιά της διευθετούσας. Τότε αν  ΣΛ κάθετη στην διευθετούσα που τέµνει την 
υπερβολή στο σηµείο Γ, έχουµε 

 
         ΣΕ > ΕΓ - ΓΣ = εΓΛ - ΓΣ > εΓΛ - εΓΣ = ε(ΓΛ - ΓΣ) = εΣΛ. 
 
Αν Β αριστερά της διευθετούσας και Γ′ το σηµείο που η κάθετη στην 
διευθετούσα ΒΛ τέµνει τον αριστερό κλάδο, έχουµε  
 

ΒΕ > ΕΓ′- Γ′Β = εΓ′Λ - Γ′Β > εΓ′Λ - εΓ′Β = ε(Γ′Λ - Γ′Β) = εΒΛ. 
 

Άρα αν ΡΕ < εΡΛ τότε το Ρ πρέπει να βρίσκεται εντός της υπερβολής. 

Σχήµα 2 
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VIII. Η εστιακή ιδιότητα της υπερβολής. 
 
Αν Μ σηµείο µιας υπερβολής, τότε η απόλυτη τιµή της διαφοράς των 

αποστάσεών του από τις εστίες Ε, Ε′ είναι σταθερή και ίση µε 2α < ΕΕ′, και 
αντιστρόφως. 
 
Πράγµατι, έστω κατ’ αρχήν σηµείο του δεξιού κλάδου της υπερβολής. Έχουµε 
(Σχήµα 3) ΜΕ = εΜΗ, ΜΕ′ = εΜΗ′, οπότε 

    ΜΕ′ - ΜΕ = ε(ΜΗ′ - ΜΗ) =  εΗΗ′ = εΚΚ′ = ε2ΟΚ = 2ε(α/ε) = 2α.  
Είναι 2α < ΕΕ′ = 2ΟΕ = 2αε, εφ’ όσον ε > 1. Οµοίως,  αν το Μ ανήκει στον 
αριστερό κλάδο της υπερβολής βρίσκουµε ΜΕ - ΜΕ′ = 2α. Γενικά λοιπόν 
έχουµε |ΜΕ′ - ΜΕ| = 2α. (Μπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και τις σχέσεις 
του VΙ). 
Αντιστρόφως: Έστω ΜΕ′ > ΜΕ, οπότε ΜΕ′ - ΜΕ = 2α, ΕΕ′ = 2γ > 2α.  

Θεωρούµε µια ευθεία (δ) κάθετη στην ΕΕ′ σε απόσταση ΟΚ = γ
α2

< ΟΕ = γ 

από το µέσο Ο του ΕΕ′ προς το µέρος του σηµείου Ε. Έστω Η η προβολή του 
Μ στην (δ). Επειδή ΜΕ′ > ΜΕ από το 2ο θεώρηµα των διαµέσων στο τρίγωνο 
Ε′ΜΕ έχουµε ΜΕ′2 - ΜΕ2  = 2ΕΕ′⋅ΟΠ  ή  2α(ΜΕ′ + ΜΕ) = 2ΕΕ′⋅ΟΠ  ή   (ΟΠ = 

ΟΚ + ΜΗ), άρα ΜΕ′ + ΜΕ = )(α
γ2 2

ΜΗ+
γ
α  και µε αφαίρεση από την  

ΜΕ′ - ΜΕ = 2α έχοµε αMH
ME γ=  σταθερός. Το ίδιο προκύπτει και στην περί-

πτωση που ΜΕ′ < ΜΕ. Άρα το Μ ανήκει στην υπερβολή µε εκκεντρότητα ε = 
γ/α και διευθετούσα την ευθεία (δ).  
Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε  ότι η εστιακή ιδιότητα της υπερβολής είναι 
χαρακτηριστική της ιδιότητα, εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον 
ορισµό της. 

 
Για σηµεία εκτός της υπερβολής ισχύει κατ’ αναλογία µε την ιδιότητα VII, η 
παρακάτω ιδιότητα  η οποία αποδεικνύεται παρόµοια.  
 

ΙX. Σηµεία εντός-εκτός της υπερβολής σε σχέση µε την διαφορά. 
 
Ένα σηµείο Σ (Σχήµα 3) του επιπέδου της  υπερβολής βρίσκεται εντός 

αυτής (στα κοίλα µέρη της, όπου βρίσκονται οι εστίες) αν και µόνο αν η δια-
φορά των αποστάσεων του, κατ’ απόλυτη τιµή, από τις εστίες της είναι 
µεγαλύτερη του 2α, ενώ βρίσκεται εκτός, αν και µόνο αν η διαφορά των από-
στάσεων του, κατ’ απόλυτη τιµή, από τις εστίες της είναι µικρότερη του 2α. 
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Χ. Εξισώσεις υπερβολής 

 
Αν και δεν θα µελετήσουµε την υπερβολή µε µεθόδους της Αναλυτικής 

Γεωµετρίας θεωρούµε χρήσιµο σκόπιµο να υπενθυµίσουµε µερικά σχετικά 
στοιχεία.  

 
Α. Καρτεσιανή εξίσωση της υπερβολής. 

 
Έστω µια υπερβολή µε εκκεντρότητα ε και µήκος κύριου άξονα 2α. Θεω-

ρούµε ένα  ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων Oxy (Σχήµα 3), µε αρχή το 
κέντρο Ο της υπερβολής, και την εστία Ε στον θετικό ηµιάξονα των x.  
Εύκολα προκύπτει ότι ένα σηµείο Μ(x, y)  ανήκει στην υπερβολή αν και µόνο 

αν  1
β
y

α
x

2

2

2

2

=−   (1), όπου  β2 = α2(ε2 - 1), ή λόγω  της  γ = αε,   β2  = γ2 - α2. 

Η εξίσωση (1) λέγεται κανονική ή ανηγµένη εξίσωση της υπερβολής. Οι 
εστίες της είναι τα σηµεία Ε(γ, 0), Ε′(-γ, 0). Από την εξίσωση αυτή προκύπτει 
άµεσα η συµµετρία της υπερβολής ως προς τους άξονες του συστήµατος 
καθώς και ότι έχει κέντρο συµµετρίας το Ο. Επίσης προκύπτει ότι δεν τέµνει 
τον άξονα τον y και ισχύει |x| ≥ α. Τα συµπεράσµατα αυτά είδαµε παραπάνω 
ότι προέκυψαν και µε  γεωµετρικό τρόπο. 

Οι διευθετούσες έχουν εξισώσεις  x = ± ε
α    ή   x =  ± γ

2α . 

Σχήµα 3 
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• Η εξίσωση της εφαπτοµένης της υπερβολής σ’ ένα σηµείο της (x1, y1)   

είναι   1
β
yy

α
xx

2
1

2
1 =− . 

                                                  
Β. Η υπερβολή  έχει παραµετρικές εξισώσεις 

                   x = συνθ
α , y = βεφθ , 0 ≤ θ < π, θ ≠ π/2, 

Μια άλλη παραµέτρηση της υπερβολής µπορούµε να έχουµε µέσω των 

υπερβολικών συναρτήσεων  cosht = 2
ee tt −+ , sinht = 2

ee tt −− :  

                            y = βsinht , x = ± αcosht,  t∈R.  
 
 
6.3  AΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 
 

Ορισµός 
 

Έστω µια ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων της υπερβολής. 

Αν για ένα σηµείο Σ (Σχήµα 4) της ευθείας αυτής ισχύει 
α
β=ΟΠ

ΣΠ  , όπου Π η 

προβολή του Σ στον κύριο άξονα της υπερβολής, τότε η ευθεία αυτή λέγεται 
ασύµπτωτη της υπερβολής.  
Μ’ άλλα λόγια ασύµπτωτη είναι η ευθεία που διέρχεται από το κέντρο της 
υπερβολής και σχηµατίζει µε τον κύριο άξονα γωνία ω µε εφω = β/α (ή µε 
συντελεστή διεύθυνσης β/α). Είναι φανερό ότι υπάρχουν δυο τέτοιες ευθείες 
συµµετρικές ως προς τους δυο άξονες της υπερβολής (µε συντελεστές διεύ-
θυνσης ±β/α). 

 
                       Βασικές σχέσεις και ιδιότητες στις ασύµπτωτες. 
 
A. Αν Σ σηµείο της ασύµπτωτης και Π η προβολή του στον κύριο άξονα της 

υπερβολής, τότε ισχύει  συνω
1=

ΟΠ
ΟΣ=ε , όπου ω η οξεία γωνία µιας ασύµπτω-

της µε τον κύριο άξονα. 

Πράγµατι , είναι ΟΣ2 = ΟΠ2 + ΣΠ2  ή  ΟΣ2 = ΟΠ2 + 2
2

2

α
β ΟΠ  και  λόγω της 

β2 = α2(ε2 - 1), προκύπτει το ζητούµενο. 
 
B. Κάθε σηµείο της υπερβολής είναι εσωτερικό των κατακορυφή γωνιών 

που σχηµατίζουν οι ασύµπωτες και περιέχουν τις εστίες. 
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Απόδειξη 
Επειδή ο κύριος άξονας της υπερβολής είναι άξονας συµµετρίας των γωνιών 
αυτών, αρκεί να δειχθεί ότι ΣΠ > ΜΠ (Σχήµα 4) όπου Μ ένα σηµείο της υπερ-
βολής,  Π η προβολή του στον κύριο άξονα και Σ το σηµείο όπου η ΜΠ τέµνει 
την ασύµπτωτη. Όπως θα δούµε παρακάτω (Πρόταση 3(γ)) ότι ισχύει 

2

2

22

2

αOΠ
ΠM

α
β=

−
   (1) . Έτσι  έχουµε    

ΣΠ2 - ΜΠ2 = )( 22
2

2
2

2

2

α−ΟΠ
α
β−ΟΠ

α
β = β > 0, άρα ΣΠ > ΜΠ. Συµπεραίνουµε 

ακόµη ότι οι ασύµπτωτες δεν τέµνουν την υπερβολή. 
 
Γ. Η απόσταση ενός σηµείου Μ της υπερβολής από τις ασύµπτωτες τείνει 

στο µηδέν όταν η απόσταση ΟΠ τείνει στο άπειρο. 
 

Έστω ΜΤ < ΣΜ (Σχήµα 4) η απόσταση ενός σηµείου Μ από την ασύµπτωτη 
(του κλάδου στο οποίο βρίσκεται το Μ)  Λόγω της (1) και του ορισµού της 
ασύµπτωτης έχουµε 

          ΜΤ< ΣΜ = ΣΠ - ΜΠ = ( )
22

22

ΟΠΟΠ
αβ

α−+
=α−ΟΠ−ΟΠ

α
β , 

από όπου προκύπτει το ζητούµενο. 
 
∆. Η διευθετούσα της υπερβολής τέµνει τις ασύµπτωτες σε σηµεία που 

ανήκουν στον κύκλο µε κέντρο το κέντρο Ο της υπερβολής και µε διάµετρο 
τον κύριο άξονά της. 
Πράγµατι, αν Ζ (Σχήµα 4) κοινό σηµείο διευθετούσας και ασύµπτωτης τότε  

α
β=ΟK

ZK   και ΟΚ = ε
α , οπότε  ΟΖ2  = ΟΚ2 + ΚΖ2 = 2

2

2

3

22

ε
α α=

ε
γ=β+ , άρα  

ΟΖ = α. 
 
Σηµείωση 

Ο παραπάνω κύκλος  µε διάµετρο τον κύριο άξονα ΑΑ′ λέγεται πρωτεύον ή 
βοηθητικός  κύκλος της υπερβολής και είναι χρήσιµος στην µελέτή της.  

 
 
Ε. Το ορθογώνιο βάσης της υπερβολής 
 
Έστω ότι οι κάθετες στις κορυφές Α, Α′ (εφαπτοµένες) της υπερβολής 

τέµνουν τις ασύµπτωτές της  στα σηµεία Η, Λ, Ρ, Ν (Σχήµα 4).  
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Τότε το  τετράπλευρο ΗΛΡΝ είναι ορθογώνιο µε διαστάσεις, 2α,  2β, πλευρές 
παράλληλες στους άξονες της υπερβολής και διαγώνιες τις ασύµπτωτες και 
λέγεται ορθογώνιο βάσης της υπερβολής. 
 

Μ

Ο

΄

Ε

Σ

Z

Π

΄

ΑΚ

Β

Ρ Λ

ΗΝ

Ε' 

Β' 

Α ' 

Τ

ω

 
 

                                                                  
ΣΤ. Συζυγείς υπερβολές 
 
Έστω µια υπερβολή Υ (Σχήµα 4) µε κύριο άξονα ΑΑ ′= 2α και δευτερεύο-

ντα ΒΒ′ = 2β. Θεωρούµε την υπερβολή Υ′ που έχει κύριο άξονα ΒΒ′ = 2β  και 
δευτερεύοντα ΑΑ′ = 2α  και εστίες στην ευθεία ΒΒ′. Η υπερβολή Υ′ λέγεται 
συζυγής της Υ. Έτσι και η Υ είναι συζυγής της Υ′ και οι Υ, Υ′  λέγονται απλά 
συζυγείς υπερβολές. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι οι συζυγείς υπερβολές έχουν 
τις ίδιες ασύµπτωτες και οι εστίες της µιας βρίσκονται στον δευτερεύοντα 
άξονα της άλλης.  

 
Ζ. Ας έχουµε ακόµη υπόψη τις παρακάτω προτάσεις, σχετικά µε τις 

ασύµπτωτες: 
1. Η απόσταση µιας εστίας από µια ασύµπτωτη είναι ίση µε β και η προβολή 
της εστίας αυτής στην ασύµπτωτη ανήκει στην διευθετούσα. 

Σχήµα 4

Υ′ 

Υ 
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2. Αν από µια εστία φέρουµε παράλληλες προς τις ασύµπτωτες το σχηµατι-   
ζόµενο παραλληλόγραµµο είναι ρόµβος πλευράς αε2/2. 
3. Αν από στην κορυφή (άκρο κυρίου άξονα) της υπερβολής φέρουµε  παράλ- 
ληλες προς τις ασύµπτωτες το  σχηµατιζόµενο παραλληλόγραµµο είναι ρόµβος 
πλευράς αε/2. 
4. Η απόσταση µιας κορυφής υπερβολής από µια ασύµπτωτη είναι ίση µε β/ε. 
5. Για την  γωνία 2ω των ασυµπτώτων της υπερβολής ισχύουν οι σχέσεις 

                  22 βα
2αβηµ2ω
+

= , 22

22

βα
β-ασυν2ω

+
= . 

 
 

6.4  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ - Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ   ΤΗΣ  ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 
 

Στις παρακάτω προτάσεις σηµειώνουµε τις εστίες της υπερβολής µε Ε, Ε′  
και µε Ο το κέντρο της. Επίσης µε 2α θα συµβολίζουµε τον κύριο άξονα της 
υπερβολής, µε 2β τον δευτερεύοντα, µε ε την εκκεντρότητα και  µε 2γ την 
εστιακή απόσταση. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 1 (Χορδή, εστία και διευθετούσα) 

Αν µια ευθεία τέµνει την υπερβολή στα σηµεία Μ, ∆ και  την διευθετούσα της 
στο Τ, τότε η ΕΤ είναι διχοτόµος της εξωτερικής γωνίας της γωνίας ΜΕ∆, αν 
τα σηµεία Μ, ∆ βρίσκονται στον ίδιο κλάδο της υπερβολής, ή διχοτόµος της  
γωνίας ΜΕ∆ αν τα σηµεία Μ, ∆ βρίσκονται  σε διαφορετικούς κλάδους. 

 
Απόδειξη 
Έστω ότι τα σηµεία Μ, ∆ βρίσκονται στον ίδιο κλάδο της υπερβολής 
(µπορούµε να παρακολουθήσουµε συγχρόνως και την περίπτωση ίδιου κλάδου 
όπου αντί των σηµείων ∆, Τ έχουµε αντίστοιχα τα σηµεία ∆′, Τ′) (Σχήµα 5)  
και έστω Η, Θ οι προβολές τους αντίστοιχα στην διευθετούσα Επειδή ∆Θ//ΜΗ 

από τα όµοια τρίγωνα ∆ΘΤ, ΜΤΗ  έχουµε   
∆Θ
ΗΜ=∆Τ

ΤΜ   αλλά  ΜΕ = εΗΜ και  

∆Ε = ε∆Θ, οπότε  
∆Θ
ΗΜ=Ε

Ε∆
M  και λόγω της προηγούµενης αναλογίας προκύ-

πτει 
∆
Μ=Ε

T
T

Ε∆
M . Άρα η ΕΤ είναι διχοτόµος της γωνίας Μ′Ε∆, εξωτερικής της 

γωνίας ΜΕ∆.                                            
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Μ

Ο ΕΕ' 

Η

∆ '

Τ

∆

Μ'

Τ '

Θ

(δ)

 
Όµοια θα έχουµε 

∆′′
Μ′=′

Ε
T
T

∆Ε
M  όταν Μ, ∆′ είναι σε διαφορετικούς κλάδους 

οπότε η ΕΤ′  διχοτόµος της γωνίας  ∆′ΕΜ. 
 
Παρατήρηση 

Στην περίπτωση που τα σηµεία Μ, ∆ βρίσκονται στον ίδιο κλάδο, παρατη-
ρούµε ότι αν το σηµείο Μ είναι σταθερό και το σηµείο ∆  πλησιάζει να 
συµπέσει µε το  Μ (Σχήµα 5) τότε η ευθεία ΜΤ γίνεται εποπτικά  εφαπτοµένη 
της παραβολής στο Μ και η γωνία ∆ΕΜ′ θα είναι 2 ορθές, οπότε η ΕΤ είναι 
διχοτόµος της, άρα η γωνία ΤΕΜ είναι ορθή. ∆ηλαδή, αν η εφαπτοµένη της 
υπερβολής σ’ ένα σηµείο Μ τέµνει την διευθετούσα της στο Τ, τότε η γωνία 
ΜΕΤ είναι ορθή. Αυτό µας δίνει µια ιδέα που θα αξιοποιήσουµε και θα 
αποδειχθεί (αυστηρά) παρακάτω. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 1.1 

Αν µια ευθεία τέµνει τον ίδιο κλάδο υπερβολής στα (διαφορετικά) σηµεία Μ, 
∆ και  την διευθετούσα της στο Τ, τότε, αν το ∆ είναι µεταξύ των Μ, Τ ισχύει 

∧

MET  > 90ο και 
∧

∆ΕΤ  < 90ο. 

Πράγµατι, αν φ =
∧

∆ΕΤ= 
∧
′ΕΤM , είναι 

∧

MET  + φ = 180ο και  φ < 
∧

MET ,  

οπότε  
∧

MET  > 90ο και 
∧

∆ΕΤ  < 90ο.  
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 2  (Ύπαρξη και µοναδικότητα εφαπτοµένης) 

Σε κάθε σηµείο Μ µιας υπερβολής υπάρχει εφαπτοµένη και είναι µοναδική. 
 

Σχήµα 5 
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Απόδειξη 
α) Ύπαρξη. Έστω Μ (Σχήµα 5, 6) σηµείο της υπερβολής διάφορο των κορυ-
φών της (άκρων κυρίως άξονα), οπότε η κάθετη στην ΜΕ στο σηµείο Ε  τέµνει 
την διευθετούσα, έστω στο Τ. Η ευθεία ΜΤ είναι εφαπτοµένη στο Μ.  
Πράγµατι, αν έτεµνε την υπερβολή σε σηµείο ∆ του ίδιου κλάδου της υπερβο-

λής, τότε από Πόρισµα 1.1, έχουµε 
∧

MET  > 90ο  ή 
∧

MET  < 90ο, άτοπο. Αν η 
ΜΤ τέµνει την υπερβολή σε σηµείο ∆′ του άλλου κλάδου, οπότε θα τέµνει την 
διευθετούσα στο Τ′ (Σχήµα 5), τότε από την Πρόταση 1, πρέπει  

∧∧
′=′′ ΕMTΤΕ∆ = 90ο , δηλαδή να συµπίπτουν οι ευθείες ΜΕ και Ε∆′, δηλαδή  

το ∆′ να είναι σηµείο του πρώτου κλάδου, άτοπο. Άρα η ΜΤ δεν έχει άλλα 
κοινά σηµεία µε την υπερβολή, εκτός του Μ, άρα είναι εφαπτοµένη στο Μ. Αν 
M  κορυφή της υπερβολής, τότε όπως είδαµε στην § 6.2,VI, η κάθετη στον 
κυρίως άξονα στο σηµείο αυτό είναι εφαπτοµένη. 

 
β) Η εφαπτοµένη στο Μ είναι 

µοναδική. 
Έστω ΜΛ  (Σχήµα 6) µια άλλη εφα-

πτοµένη της υπερβολής σε σηµείο Μ, 
διάφορο των κορυφών της, οπότε τέµνει 
την διευθετούσα έστω στο σηµείο Λ. Αν 
Σ τυχόν σηµείο της ΜΛ και ΣΖ κάθετη 
στην (δ), τότε (βλέπε §5.2, ΙΧ) πρέπει  

 ΣΕ ≥ εΣΖ  ή  
ΜΗ
ΜΕ=ε≥

ΣΖ
ΣΕ , δηλαδή ο 

λόγος 
ΣΖ
ΣΕ  παίρνει την ελάχιστη τιµή του 

όταν το σηµείο Σ (της σταθερής ευθείας ΜΛ) ταυτίζεται µε το Μ. Αυτό όµως 
συµβαίνει (σύµφωνα µε το Λήµµα της Πρότασης 3, §4.3) µόνο όταν η ΕΛ είναι 
κάθετη στην ΜΕ. Όµως και η ΕΤ είναι κάθετη στην ΜΕ, άρα οι ΕΤ, ΕΛ 
συµπίπτουν, άρα δεν υπάρχει άλλη διαφορετική εφαπτοµένη στο Μ. 

 Αν Μ κορυφή της υπερβολής, η µοναδικότητα προκύπτει παρόµοια µε την 
περίπτωση της παραβολής (βλέπε Πρόταση 3, §4.3). 

 
           1η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο  υπερβολής 
 
Από τη προηγούµενη πρόταση συµπεραίνουµε ένα τρόπο κατασκευής της 

εφαπτοµένης δοσµένης υπερβολής σ’ ένα σηµείο της Μ. Αν το Μ δεν είναι µια 
από τις κορυφές Α, Α′, φέρνουµε κάθετη στην ΜΕ, στο σηµείο Ε, που τέµνει 
την διευθετούσα έστω στο Τ. Τότε η ΜΤ είναι εφαπτοµένη της υπερβολής Αν 
το Μ συµπίπτει µε την κορυφή Α ή Α′, τότε όπως είδαµε η κάθετη στον µεγά-

E'
E

M

T

Σ Ζ

Η

Λ

(δ)

O

Σχήµα 6 
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λο άξονα στο σηµείο αυτό είναι η εφαπτοµένη της υπερβολής (βλέπε §6.2, 
ΙV). 

 
ΠΡΟΤΑΣΗ 3 (Χαρακτηριστική ιδιότητα.) 

Α. Έστω Μ σηµείο µιας υπερβολής, Π η προβολή του στον κύριο άξονά της 
και Η, Ρ τα σηµεία που οι ευθείες Α′Μ, ΜΑ τέµνουν αντίστοιχα την διευθε-
τούσα της υπερβολής. Τότε ισχύουν 

α) Η γωνία 
∧

HEP  είναι ορθή ,  β) 2

22

ΠΑΑΠ
ΠM

α
β=′⋅

 

 (Η πρόταση µπορεί να γενικευθεί: βλέπε Πρόταση 18) 
 

Β. Έστω  δυο σηµεία Α, Α′ του επιπέδου µε ΑΑ′ = 2α,  Ο το µέσο του ΑΑ′ και 
ένα τµήµα β. Αν Μ σηµείο του επιπέδου, ώστε η προβολή του Π στην ευθεία 
ΑΑ′ να  µην είναι εσωτερικό σηµείο του τµήµατος ΑΑ′ και  να ισχύει η (β), 
τοτε το σηµείο Μ ανήκει σε υπερβολή µε κύριο ηµιάξονα α και δευτερεύοντα β. 

 
Απόδειξη 
α) Από την προηγούµενη Πρόταση 1 για την χορδή Α′Μ, θα έχουµε ότι η ΕΗ 
είναι διχοτόµος της γωνίας ΑΕΜ (Σχήµα 7). Όµοια θεωρώντας την χορδή ΜΑ, 
η ΕΡ είναι διχοτόµος της γωνίας ΑΕ∆. Άρα οι ΗΕ, ΕΡ είναι κάθετες. 

 

Ε' 

Η

Ο Ε
ΑΚ

(δ΄) (δ)
Μ

 

Α' Π

Ρ ∆  
 

β) Επειδή ΕΚ ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΗΕΡ έχουµε ΕΚ2 = ΗΚ⋅ΚΡ. 

Από τα όµοια τρίγωνα Α′ΜΠ, Α′ΗΚ έχουµε   KA
HK

ΠΑ
ΠM

′=′    (1). 

Σχήµα 7 
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Επίσης από τα όµοια τρίγωνα  ΑΜΠ, ΑΚΡ έχουµε AK
KP

ΑΠ
ΠM = , (2), οπότε  µε 

πολλαπλασιασµό τω (1), (2) παίρνουµε  

                    AKKA
EK

AKKA
KPHK

ΠΑΑΠ
ΠM 22

⋅′=
⋅′
⋅=′⋅

  σταθερός. 

 Επειδή ΕΚ = ΟΕ - ΟΚ = αε - 
ε
α , Α′Κ = α + 

ε
α , ΑΚ = α - 

ε
α , β2  = α2(ε2 - 1), 

µε αντικατάσταση βρίσκουµε τελικά το ζητούµενο.  
  

Β. Είναι ΑΠ⋅Α′Π = (ΟΠ - α)(ΟΠ + α) = ΟΠ2  - α2. Έστω σηµείο Ε δεξιά του Α  
µε ΟΕ = γ όπου γ2 = α2 + β2 , γ > α,  και ευθεία (δ) κάθετη στο τµήµα ΟΑ στο 
σηµείο Κ µε ΟΚ = α/ε < α, όπου ε = γ/α. Αν το Π βρίσκεται δεξιά του Α, 
έχουµε 

 ΜΕ2 = ΜΠ2 + ΠΕ2 = 2222
2

2

)(...)Π()(
α
β α−

α
ΟΠγ==ΟΕ−Ο+α−ΟΠ  

και λόγω της α2 < γΟΠ ,  έχουµε ΜΕ = εΟΠ – α, οπότε 
 

                          ε=

ε
α−ΟΠ

α−ΟΠε=
ΟΚ−ΟΠ
α−ΟΠε=

ΚΠ
ΜΕ  

Αν το Μ βρίσκεται αριστερά του Α′, όµοια βρίσκουµε ΜΕ = εΟΠ + α και λόγω 
της ΚΠ = ΟΠ + ΟΚ, βρίσκουµε πάλι ότι ΜΕ/ΚΠ = ε. 

 
Έτσι, σύµφωνα µε τον ορισµό,  το Μ ανήκει σε υπερβολή µε  εστία Ε, διευθε-
τούσα την (δ) και εκκεντρότητα ε. Η υπερβολή αυτή έχει κύριο ηµιάξονα α και 

δευτερεύοντα β, αφού  ΕΚ = αε - ε
α  και  α2ε2 - α2 = γ2-α2 = β2 . 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 3.1 

Έστω Μ σηµείο µιας υπερβολής µε κύριο άξονα α και δευτερεύοντα β και Π η 
προβολή του Μ στον κύριο άξονά της. Τότε ισχύει 

                                
α
β=Π 2

22

2

α-ΠO
M     ή    1M

2

2

2

2

=
β
Π−

α
ΟΠ   

και αντιστρόφως, αν ισχύει η σχέση αυτή τότε το Μ ανήκει σε υπερβολή µε 
κύριο ηµιάξονα άξονα α και δευτερεύοντα β. 

 
 

Σηµείωση: Η  ισότητα αυτή 1M
2

2

2

2

=
β
Π−

α
ΟΠ  είναι ουσιαστικά η εξίσωση 

της υπερβολής στην Αναλυτική Γεωµετρία. 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 3.2 
Το µήκος της χορδής της υπερβολής που διέρχεται από την εστία της και είναι 
κάθετη στον κύριο άξονά της (δηλαδή της εστιακτοµής της) είναι ίσο µε p = 
2β2/α (δηλαδή ίσο µε την παράµετρο της υπερβολής). 

 
(Υπόδειξη: ΟΠ = γ, κλπ.) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  4 (Εφαπτόµενες στα άκρα εστιακής χορδής.) 

Έστω µια χορδή Μ∆ µιας υπερβολής που διέρχεται από µια εστία της Ε και 
ΜΓ η κάθετη στην υπερβολή στο σηµείο Μ. Τότε 
α) οι εφαπτοµένες στα άκρα της χορδής αυτής  τέµνονται πάνω στην  διευθε-            
     τούσα της,  
β) ΕΓ = εΕΜ και Ε′Γ = εΕ′Μ,   
γ) ΟΓ = ε2ΟΠ. 

 
Απόδειξη 
α) Φέρνουµε την  ET  κάθετη στην Μ∆ (Σχήµα 8). Τότε (Πρόταση 2) η ΜΤ 

είναι εφαπτοµένη στο Μ της υπερβολής. Είναι 
∧

∆TE = 90ο οπότε και η ∆Τ είναι 
εφαπτοµένη στο ∆. Άρα οι εφαπτοµένες στα Μ, ∆ τέµνονται πάνω στην 
διευθετούσα της στο Τ. 
 
β) Το τετράπλευρο ΜΕΤΗ έχει τις απέναντι γωνίες του Ε, Η ορθές άρα είναι 
εγγράψιµο σε κύκλο µε την ΜΤ διάµετρο του κύκλου. Άρα η ΜΓ που κάθετη 
στην ΜΤ είναι εφαπτοµένη του κύκλου αυτού. Έτσι τα τρίγωνα ΜΓΕ, ΜΕΗ  

είναι όµοια (
∧∧

ΕΜΗ=ΓΕΜ , 
∧∧

= MHEMEΓ : υπό χορδής και εφαπτοµένης), 

οπότε     ε=
ΜΗ
ΕΜ=

ΕΜ
ΕΓ , οπότε ΕΓ = εΕΜ. 

Όµοια αποδεικνύεται ότι Ε′Γ = εΕ′Μ (ξεκινάµε από εγγράψιµο τετράπλευρο 
Ε′Η′ΜΤ′ κλπ). 

 
γ) OΓ = ΟE + EΓ = αε + εΕΜ = αε + εεΜΗ = 

                                                = ε2(
ε
α  + ΜΗ) = ε2(ΟΚ + ΜΗ) = ε2ΟΠ. 
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Ε' 

Η

Ο ΕΑΚ

(δ)
Μ

 

Α' Π

∆

Τ

Γ

H'

T'  
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 4.1 

Αν Μ σηµείο της υπερβολής, Η η προβολή του στην διευθετούσα και ΜΓ η 
κάθετη στην υπερβολή στο σηµείο Μ, τότε το τµήµα ΕΜ είναι µέσο ανάλογο 
των ΕΓ, ΜΗ, δηλαδή ΕΜ2 = ΕΓ⋅ΜΗ. 

 
(Υπόδειξη: τα τρίγωνα ΜΓΕ, ΜΕΗ είναι όµοια.) 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 4.2 

Ο λόγος των τµηµάτων ΠΓ και ΟΓ είναι σταθερός και ίσος µε β2/α2. 
 

Πράγµατι, 2

2
2 1ΟΠ

ΠΓ
α
β=−ε=

ΟΠ
ΟΠ−ΟΓ= . 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 5 (Ανακλαστική ιδιότητα) 

Η εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της υπερβολής διχοτοµεί την γωνία Ε′ΜΕ και 
αντίστροφα. 
 
Απόδειξη 
Α΄ τρόπος: Από την Πρότασης 4(ii) έχουµε ΕΓ = εΕΜ, Ε′Γ = εΕ′Μ (Σχήµα 8)  

Σχήµα 8 
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οπότε  
Ε′Μ
Ε′Γ=ε=ΜΕ

ΓΕ . Άρα 
Ε′Μ

ΜΕ=′ΕΓ
ΓΕ , οπότε η ΜΓ διχοτοµεί την εξωτερική 

γωνία της γωνίας Ε′ΜΕ Εποµένως η εφαπτοµένη ΜΤ που είναι κάθετη στην 
ΜΓ είναι διχοτόµος της γωνίας Ε′ΜΕ. 

 
Β΄ τρόπος: Έστω Σ (Σχήµα 9) τυχόν σηµείο της εφαπτοµένης στο Μ, οπότε 
(βλ. §6.2, XΙ)  |ΣΕ′ - ΣΕ| ≤ 2α = ΜΕ′ - ΜΕ, µε ισότητα µόνο όταν το Σ συµπί-
πτει µε το Μ. Έτσι η διαφορά ΣΕ′ - ΣΕ γίνεται µέγιστη αν το Σ συµπίπτει µε το 

Μ. Αυτό όµως συµβαίνει (Βλέπε Λήµµα παρακάτω) µόνο αν 
∧∧

′= EZMΕMZ . 
Γ΄ τρόπος: όπως ο γ′ τρόπος στην έλλειψη, σελ. 173. 

E' 
E

M
H

Z

Σ

Θ

Ρ
 

 
Αντιστρόφως: Έστω ΜΖ διχοτόµος της γωνίας Ε′ΜΕ  και  Σ τυχόν σηµείο 

της ΜΖ, διάφορο του Μ. Θα δείξουµε ότι είναι εκτός της υπερβολής. Αν ΕΗ 
κάθετη στην ΜΖ, τότε ΜΖ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΗΕ, οπότε ΣΗ = ΣΕ. 
Από το τρίγωνο ΣΗΕ′ έχουµε  

 
 ΣΕ′ - ΗΕ′ <  ΣΗ = ΣΕ  ή  ΣΕ′ - ΣΕ < ΗΕ′ = ΜΕ′ - ΜΗ = ΜΕ′ - ΜΕ = 2α,  
οπότε  

 
ΣΕ′ - ΣΕ < 2α, άρα το σηµείο Σ βρίσκεται εκτός της υπερβολής (βλ. §6.2, ΧΙ). 

 
ΛΗΜΜΑ 

Έστω ένα τµήµα Ε′Ε και µια (σταθερή) ευθεία (ε) που τέµνει το τµήµα Ε′Ε σε 
σηµείο διάφορο του µέσου του. Αν Σ τυχόν σηµείο της ευθείας (ε), τότε η 
διαφορά |ΣΕ′ - ΣΕ| γίνεται µέγιστη αν και µόνο η (ε) είναι διχοτόµος της γωνί-

ας 
∧
′ΣΕE . 

 
 

Σχήµα 9 
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  Απόδειξη 
Έστω Ζ (Σχήµα 10) το σηµείο τοµής 
της (ε) µε το τµήµα ΕΕ′ και ότι Ε′Ζ > 
ΖΕ. Αν ∆ το συµµετρικό του Ε ως προς 
την (ε), τότε Σ∆ = ΣΕ′, οπότε  από το 
τρίγωνο Σ∆Ε έχουµε 

|ΣΕ′ - ΣΕ| = |Σ∆ - ΣΕ| ≤ Ε∆, µε Ε∆ 
σταθερό. Η ισότητα ισχύει µόνο αν τα 
σηµεία Σ, Ε, ∆ είναι συνευθειακά.  
Αυτό µπορεί να συµβεί, γιατί εφόσον  
Ε′Ζ > ΖΕ είναι και ∆Γ > ΕΛ, άρα η Ε∆ 
δεν είναι παράλληλη στην (ε) οπότε 
την τέµνει. Το σηµεία  όµως  Σ, Ε, ∆ 
είναι συνευθειακά, αν και µόνο η (ε) είναι διχοτόµος της γωνίας Ε′Σ∆.                   

                                                                                                                                                       
            2η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο  υπερβολής 
 
Έστω Μ (Σχήµα 9) ένα σηµείο µιας υπερβολής, διαφορετικό από τις κορυ-

φές της. Σχεδιάζουµε την γωνία Ε′ΜΕ και κατασκευάζουµε (µε κανόνα και 
διαβήτη) την διχοτόµο της ΜΖ. Τότε, από την προηγούµενη πρόταση 
(αντίστροφο) η ΜΖ είναι εφαπτοµένη της υπερβολής στο Μ. Αν το Μ είναι 
κορυφή της υπερβολής, φέρνουµε  κάθετη στον κυρίως άξονα της υπερβολής 
στο σηµείο αυτό. 

 
Άσκηση 

Με την βοήθεια του παραπάνω Λήµµατος και του σχήµατος 9 (όπου η ΜΘ 
θεωρείται µια άλλη εφαπτοµένη), µπορεί να δοθεί ένας ακόµη τρόπος 
απόδειξης της µοναδικότητας της εφαπτοµένης. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  6 (Ποδική υπερβολής ως προς µια εστία) 

α) Ο γεωµετρικός τόπος των προβολών µιας εστίας της υπερβολής πάνω στις 
διάφορες εφαπτοµένες της υπερβολής είναι κύκλος, µε διάµετρο τον κυρίως 
άξονα και κέντρο το κέντρο της υπερβολής (ποδική της υπερβολής ως προς την 
εστία αυτή). 
β) Το γινόµενο των αποστάσεων των εστιών της υπερβολής από µια (οποι-
αδήποτε) εφαπτοµένη της είναι σταθερό. 

  
Απόδειξη 
α) Έστω ∆ (Σχήµα 11) η προβολή της εστίας Ε′ στην εφαπτοµένη στο Μ. 

Λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της υπερβολής έχουµε  
∧∧

∆=′ MEEM∆ . 

α 10 

Σ

∆

Ζ ΕΕ'

Γ

Λ

(ε)

Σχήµα 10 
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Επίσης η ∆Μ είναι κάθετη στην ∆Ε′, άρα η ∆Μ είναι µεσοκάθετη στην ΡΕ′ 
οπότε ΡΜ = ΜΕ′ και ∆ µέσο του ΡΕ′, όπως και το Ο µέσο του ΕΕ′. Εποµένως  

                             Ο∆ = α=α=ΜΕ−Ε′Μ=ΜΕ−ΡΜ= 2
2

222
ΡΕ  

Άρα το ∆ ανήκει σε κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας α. 

∆

Μ

Ο
Ε

Σ

Ε' 

Ρ

Τ

A

 
Αντίστροφα: Έστω ∆ τυχόν σηµείο του κύκλου (Ο, α) και η εφαπτοµένη ∆Μ 

της υπερβολής Η προβολή του Ε′ στην ∆ΜΣ ανήκει, σύµφωνα µε το 
προηγούµενο, στον κύκλο (Ο, α), άρα συµπίπτει µε το ∆. 

 
β) Κατ’ αρχήν, αν η εφαπτοµένη είναι στην κορυφή Α τότε  

 Ε′Α⋅ΕΑ = (ΟΕ + ΟΑ)(ΟΕ - ΟΑ) = ΟΕ2 – α2 = α2ε2 - α2 = β2.  
Θα δείξουµε ότι η τιµή αυτή του γινοµένου είναι η ίδια για οποιαδήποτε 
εφαπτοµένη.  
Έστω ∆, Σ οι προβολές των εστιών  Ε′, Ε αντίστοιχα πάνω στην εφαπτοµένη 
της υπερβολής στο σηµείο Μ και Τ το σηµείο που η ΣΟ τέµνει την Ε′∆. 
Επειδή Ο∆ = ΟΣ = α και η γωνία ∆ είναι ορθή ο κύκλος διαµέτρου ΤΣ έχει 

Σχήµα 11 
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κέντρο το Ο και διέρχεται από το ∆. Από την ισότητα των τριγώνων Ε′ΟΤ, 
ΟΣΕ (δυο πλευρές και την περιεχόµενη γωνία) έχουµε ΤΕ′ = ΣΕ, οπότε 
∆Ε′⋅ΣΕ = ∆Ε′ ⋅ ΤΕ′ (δύναµη του σηµείο Ε′ ως προς τον κύκλο(Ο, α) 

        = Ε′Ο2 - ΟΑ2  = α2ε2 - α2  = β2  σταθερό.  
           
Σηµείωση 

Ο παραπάνω κύκλος  µε διάµετρο τον κύριο άξονα ΑΑ′ λέγεται πρωτεύον ή 
βοηθητικός κύκλος της υπερβολής και είναι χρήσιµος στην µελέτη της. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  7 (Εφαπτόµενα τµήµατα) 

Έστω ότι οι εφαπτοµένες µιας υπερβολής στα σηµεία της Μ, Λ τέµνονται στο 
σηµείο Σ. Τότε 
α) Οι εφαπτοµένες σχηµατίζουν ίσες (αντίστοιχα παραπληρωµατικές) γωνίες   
µε τις  ευθείες  (εστιακές ακτίνες) ΣΕ, ΣΕ′. 
β) Τα τµήµατα  ΣΜ, ΣΛ φαίνονται µε παραπληρωµατικές (αντίστοιχα ίσες)   
γωνίες  από την εστία  Ε, καθώς και από την Ε′. 
γ) Η ΣΟ διχοτοµεί την χορδή ΜΛ. 

 
Απόδειξη 
Έστω ότι τα εφαπτόµενα τµήµατα δεν είναι στον ίδιο κλάδο της υπερβολής 
(Σχήµα 12.α)  Φέρνουµε Ε′Ρ κάθετη στην ΜΣ  που τέµνει την ΜΕ στο Ρ και 
την ΕΝ κάθετη στην ΣΛ που τέµνει την Ε′Λ στο Ν.  
Λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της υπερβολής η ευθεία ΜΣ είναι 
µεσοκάθετη στο τµήµα ΡΕ′ οπότε είναι και διχοτόµος της γωνίας ΡΣΕ′. Όµοια 
η ΣΛ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΕΝ και  διχοτόµος της γωνίας ΕΣΝ. 
Έτσι έχουµε ΡΣ = ΣΕ′, ΣΕ = ΣΝ. Τα τρίγωνα ΡΣΕ, Ε′ΣΝ έχουν ήδη δυο 
πλευρές ίσες (ΣΡ = ΣΕ′, ΣΕ = ΣΝ) αλλά και τις τρίτες:  

 
        ΡΕ = ΜΕ - ΡΜ = ΜΕ - ΜΕ′ = 2α = ΛΕ′ - ΛΕ =ΛΕ′ - ΛΝ = Ε′Ν. 

 
Άρα είναι ίσα. 
  

α) Από την ισότητα αυτή έχουµε 
∧∧
′= ΣΝΕΡΣE ή 

∧∧

=′ ΕΣΝEΡΣ  ή 2
∧∧

=′ ΕΣΛ2EΜΣ  

ή 
∧∧

=′ ΕΣΛEΜΣ . Τότε όµως είναι και 
∧∧
′= ΣΛΕΜΣE . Άρα στην περίπτωση αυτή 

έχουµε ισότητα γωνιών µεταξύ εφαπτόµενων τµηµάτων και εστιακών ακτίνων. 
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Μ

Ο

΄

Ε

Σ

Ε' 

Ρ

ΛΝ

Ζ
 

 

β) Από την ίδια ισότητα τριγώνων έχουµε και 
∧∧

=′ ΣΕMEΣΝ  αλλά 
∧∧

= ΣΕΛΣΝΛ  

και  =′+
∧∧

EΣNΣΝΛ 180ο οπότε και οι γωνίες 
∧

ΣΕΛ ,
∧

ΣEM µε τις οποίες η εστία Ε 
βλέπει τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΛ, ΣΜ είναι παραπληρωµατικές. Όµοια  και 
για την εστία Ε′. 

• Στην περίπτωση που τα εφαπτόµενα τµήµατα είναι προς τον ίδιο 
κλάδο της υπερβολής, εργαζόµενοι οµοίως βρίσκουµε αντίστροφες σχέσεις: 
οι γωνίες µεταξύ εφαπτόµενων τµηµάτων και εστιακών ακτίνων είναι 
παραπληρωµατικές, ενώ κάθε εστία βλέπει τα εφαπτόµενα τµήµατα µε ίσες 
γωνίες. 
 

γ) Βλέπε απόδειξη στην Πρόταση 11, § 5.4 (έλλειψη). 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 7.1 

Το τµήµα µιας  εφαπτοµένης της υπερβολής που περιέχεται µεταξύ των εφα-
πτοµένων στα άκρα του µεγάλου της άξονα, φαίνεται από κάθε εστία της µε 
ορθή γωνία. 

 
(Υπόδειξη: χρησιµοποιούµε ότι µια εστία βλέπει δυο εφαπτόµενα τµήµατα 
(από το ίδιο σηµείο) προς τον ίδιο κλάδο µε ίσες γωνίες και ότι η ίδια εστία 
βλέπει δυο εφαπτόµενα τµήµατα προς διαφορετικούς κλάδους µε παραπληρω-
µατικές. Έτσι τελικά έχουµε διχοτόµους δυο παραπληρωµατικών γωνιών κλπ.) 

 

Σχήµα 12.α 
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ΠΟΡΙΣΜΑ 7.2 
Έστω ΣΑ, ΣΛ δυο (σταθερά) εφαπτόµενα τµήµατα κωνικής (για την υπερβολή 
προς τον ίδιο κλάδο) και µια τυχαία εφαπτοµένη στην κωνική που τέµνει αντί-
στοιχα τα τµήµατα αυτά στα σηµεία Γ, Β. Τότε η εστία (εστίες) βλέπει το τµή-
µα ΒΓ µε σταθερή γωνία. 

 
Πράγµατι, όπως έχουµε δει (Πρόταση 8(α), §4.3 και Πρόταση 9(β), §5.4)  και 
για τις τρεις κωνικές, τα εφαπτόµενα τµήµατα από σηµείο Σ εκτός κωνικής, 
φαίνονται από την εστία της (ή εστίες) µε ίσες γωνίες. Άρα για τα εφαπτόµενα 
τµήµατα ΓΤ, ΓΑ (Σχήµα 12(β)) έχουµε ότι η ΕΓ είναι διχοτόµος της γωνίας 

∧

ΤΕΑ . Οµοίως για τα εφαπτόµενα τµήµατα ΒΤ, ΒΛ η ΕΒ είναι διχοτόµος 

της γωνίας 
∧

ΤΕΛ . Άρα η γωνία 
∧

ΕΓB  

είναι το µισό της γωνίας 
∧

ΛΕΑ , και άρα 

ίση µε την  
∧

ΕΑΣ  που είναι σταθερή. 
 
 

  ΠΡΟΤΑΣΗ 8 (Χορδή και ασύµπτωτη) 
 

Έστω µια ευθεία (ε) παράλληλη προς 
τον δευτερεύοντα (ή τον κύριο)  άξονα 
της υπερβολής  που τέµνει την υπερβο-
λή στα σηµεία Μ, Λ και τις  ασύµπτω-
τές της στα σηµεία Σ, Τ. Τότε  
α) Τα γινόµενα  ΜΣ⋅ΜΤ, ΛΣ⋅ΛΤ είναι σταθερά και ίσα µε το τετράγωνο του   
ηµιάξονα προς τον οποίο είναι παράλληλη η ευθεία (ε). 
β) Τα τµήµατα της ευθείας (ε)  µεταξύ της υπερβολής και των ασύµπτωτων   
είναι ίσα.  
 
Απόδειξη 
Έστω ότι η ευθεία είναι παράλληλη προς τον δευτερεύοντα άξονα της 
υπερβολής, και τέµνει τον κύριο άξονα στο σηµείο Π. Τότε  λόγω συµµετρίας 
των ασύµπτωτων ως προς κύριο άξονα έχουµε ΣΠ = ΠΤ (Σχήµα 13) και 

 

Σ

Α

Γ

Β

Λ

Ε

Τ

Σχήµα 12(β) 
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Μ

Ο

Σ

Τ

ΑΑ' 

Γ
Ρ Ν

Λ

Η

∆

Π

Θ

Ζ

 
 
ΜΣ⋅ΜΤ = (ΣΠ - ΜΠ)(ΠΤ + ΜΠ) = ΣΠ2 - ΜΠ2  (1) 

Αλλά επειδή η ΟΣ είναι ασύµπτωτη, εξ’ ορισµού, έχουµε ΣΠ = α
β ΟΠ,  και 

από την Πρόταση 3(β), ΑΠ⋅ΠΑ′
α
β= 2

2
2ΠM  και είναι   

                          Α′Π⋅ΑΠ = (ΟΠ + α)(ΟΠ - α) = ΟΠ2 - α2   
οπότε συνεχίζοντας  στην (1) έχουµε    

          ΜΣ⋅ΜΤ = ΣΠ2 - ΜΠ2 = ( ) 22
2

2
2

2

2

β=α
α
β=ΑΠ⋅ΠΑ′−ΟΠ

α
β . 

Όµοια βρίσκουµε ΛΤ⋅ΛΣ = β2.             
 

β) Έχουµε, 
     ΜΣ⋅ΜΤ = ΛΤ⋅ΛΣ ⇔ ΜΣ⋅(ΜΛ + ΛΤ) = ΛΤ(ΜΛ + ΜΣ) ⇔ ΜΣ = ΛΤ. 

Αν η ευθεία (ε)  είναι παράλληλη στον κύριο άξονα της υπερβολής  και τέµνει 
τις ασύµπτωτες στα Ρ, Ν και την υπερβολή στα Λ, Γ τότε οµοίως προκύπτει 
ΛΡ⋅ΛΝ = ΓΡ⋅ΓΝ = α2. 

 
 
  ΠΡΟΤΑΣΗ 9 (Υπερβολή και ασύµπτωτες) 

Αν από ένα σηµείο  της υπερβολής φέρουµε παράλληλες προς τις ασύµπτω-  
τές της τότε: 
α) Το σχηµατιζόµενο παραλληλόγραµµο έχει σταθερό εµβαδόν και ίσο µε το   
     αβ/2  (1/8 του ορθογωνίου βάσης). 
β) Το γινόµενο των αποστάσεων ενός σηµείου υπερβολής από τις ασύµπτωτές   
     της είναι σταθερό και ίσο µε (β/ε)2. 

Σχήµα 13 

(ε) 
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Απόδειξη 
α) Έστω ένα σηµείο Μ της υπερβολής και Μ∆, ΜΗ οι παράλληλες προς τις 
ασύµπτωτες (Σχήµα 13). Έστω και η κάθετη ΜΠ από το Μ προς τον κύριο 

άξονα της υπερβολής. Τότε το τρίγωνο Σ∆Μ είναι ισοσκελές (
∧∧

=ΜΣ ). Από 
την Πρόταση  8, έχουµε    ΜΣ⋅ΜΤ = β2  (1) 
Από τα όµοια τρίγωνα ∆ΣΜ, ΣΤΟ έχουµε  

     
ΜΤ
Ο∆=

ΣΜ−ΣΤ
Σ∆−ΟΣ=

ΣΤ
ΟΣ=

ΣΜ
Σ∆  ,  οπότε  2

2

ΣΤ
ΟΣ=

ΜΤ⋅ΣΜ
Ο∆⋅Σ∆   (2) 

Αλλά επειδή ΟΠ
α
β=ΣΠ , έχουµε  ΟΣ2 = ΣΠ2+ΟΠ2 = 2

2

2

1
α
β ΟΠ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ = ε2ΟΠ2, 

οπότε     2

22

2

22

2

2

44 β
αε=

ΣΠ
ΟΠε=

ΣΤ
ΟΣ   , οπότε λόγω και της (1), η  (2) δίνει   

Σ∆⋅Ο∆ = 4
(αε)2

. Αλλά Σ∆ = ∆Μ = ΟΗ, οπότε  

ΟΗ⋅Ο∆ = 4
(αε)2

  (3)  και   (∆ΜΗΟ)= 2
2

4ω24
αε)(

22

222 αβ=
β+α

αβ⋅εα=ηµ . 

(2ω: η γωνία των ασυµπώτων ) 
 

β) Έστω ΜΖ, ΜΘ οι κάθετες στις ασύµπτωτες. Έχουµε  
   Ε = (Ο∆ΜΗ) = Ο∆⋅ΜΖ = ΟΗ⋅ΜΘ, οπότε  Ε2 =  (Ο∆⋅ΟΗ)(ΜΖ⋅ΜΘ) 

αλλά  ΟΗ⋅Ο∆ = 4
(αε)2

  και  Ε = 2
αβ , οπότε µε αντικατάσταση προκύπτει 

ΜΖ⋅ΜΘ = (β/ε) 2. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 9.1 

Αν από ένα σηµείο Μ µιας  υπερβολής φέρουµε παράλληλη προς µια ασύ-
µπτωτη που τέµνει την άλλη στο σηµείο Η, τότε ΟΗ⋅ΗΜ = γ2/4.  

 
 
Σηµείωση  

Η σχέση ΟΗ⋅Ο∆ = γ2/4 είναι ουσιαστικά η εξίσωση της υπερβολής ως προς το 
σύστηµα των ασυµπώτων της (γενικά πλαγιογώνιο). Αν η υπερβολή είναι 
ισοσκελής (ορθογώνια), τότε οι ασύµπτωτές της είναι κάθετες, οπότε  αν (x, y) οι 
συντεταγµένες του Μ, ως προς το  ορθογώνιο σύστηµα Οxy µε άξονα Οx την ευ-
θεία ΟΤ και Οy την ευθεία Ο∆, τότε ΟΗ = x, Ο∆ = y, και έχουµε xy = α2/2 (α = β 
= γ/ 2 ),  δηλαδή την γνωστή εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής. 
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ΤΡΕΙΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΙΣΟΣΚΕΛΟΥΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 10  (Ισοσκελής υπερβολή) 

Έστω Α, Β, Γ σηµεία σε µια ασύµπτωτη ισοσκελούς (ορθογώνιας) υπερβολής 

ώστε 
ΟΒ
ΟΓ=

ΟΑ
ΟΒ . Από τα σηµεία Α, Β, Γ φέρνουµε παράλληλες προς την άλλη 

ασύµπτωτη της υπερβολής που  τέµνουν την υπερβολή στα σηµεία Ζ, Η, Θ 
αντίστοιχα. Αν Σ η προβολή του Ζ στην ευθεία ΓΘ, τότε ισχύουν: 
α) Τα σηµεία Ο, Η, Σ είναι συνευθειακά. 
β) Η ευθεία ΟΗ διχοτοµεί το τµήµα ΖΘ. 

 
Απόδειξη 
α) Επειδή η γωνία των ασυµπώτων στην ισοσκελή υπερβολή είναι ορθή, το 
τετράπλευρο ΑΖΣΓ (Σχήµα 14) είναι ορθογώνιο. Έστω Τ το σηµείο τοµής της 
ΟΣ µε την ΑΖ. Από την Πρόταση 9(β) έχουµε  

 

O
T

A
B

Θ

Σ

Ζ

Η
Μ

Γ

∆

Κ

 
ΟΑ⋅ΑΖ = ΟΒ⋅ΒΗ ( = α2/2)  ή 

ΒΗ
ΑΖ=

Ο
Ο

A
B   και λόγω της δοθείσας σχέσης 

έχουµε  

ΒΗ
ΑΖ=

ΟΒ
ΟΓ  ή 

ΟΓ
=

ΟΒ
ΓΣBH , και λόγω του ότι ΗΒ//ΣΓ τα τρίγωνα ΟΒΗ, ΟΓΣ 

είναι όµοια οπότε τα σηµεία Ο, Η, Σ είναι συνευθειακά. 
 

β) Τα σηµεία Ο, Η, Σ ανήκουν στην διαγώνιο ΟΣ του ορθογωνίου Ο∆ΣΓ. 
Έστω Τ το σηµείο που η ΟΣ τέµνει την ΑΖ. Έχουµε (Πρόταση 9(β)) 

Σχήµα 14 
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ΟΒ⋅ΒΗ =  ΟΓ⋅ΓΘ  ή 
ΒΗ
ΓΘ=

Ο
Ο
Γ
B  και λόγω της δοσµένης σχέσης και του ότι 

ΑΤ//ΒΗ έχουµε 
ΒΗ
ΑΤ=

ΟΒ
ΟΑ=

ΒΗ
ΓΘ , άρα ΓΘ = ΑΤ. Έτσι το τετράπλευρο ΑΤΘΓ 

είναι ορθογώνιο, άρα και το ΤΖΣΘ, οπότε η διαγώνιος ΤΣ διχοτοµεί την διαγώνιο 
ΖΘ. 

 
Σηµείωση 

Από την παραπάνω πρόταση (β) προκύπτει ότι, κάθε παράλληλο τµήµα από ένα 
σηµείο της ΤΗ προς την ΖΘ - ή την εφαπτοµένη στο Η - που περιέχεται µεταξύ 
των ΤΖ, ΤΘ, διχοτοµείται από το τµήµα ΤΗ, οπότε σύµφωνα µε την αρχή του 
Cavalieri  τα εµβαδά των (µικτογράµµων) χωρίων ΤΗΖ, ΤΗΘ είναι ίσα. Επίσης 
αποδεικνύεται εύκολα, από την δοσµένη σχέση, ότι το ορθογώνιο ΑΒxΒΗ είναι 
ίσεµβαδικό µε το ορθογώνιο ΒΓxΓΘ, οπότε προκύπτει ότι τα εµβαδά των (µικτο-
γράµµων) χωρίων ΑΖΗΒ, ΒΗΘΓ είναι ίσα.  
Έτσι, αν συνεχιστεί ο χωρισµός της ασύµπτωτης κατά γεωµετρική πρόοδο (ΟΑ, 
ΟΒ, ΟΓ,…) τα αντίστοιχα εµβαδά, που ορίζονται από τις παράλληλες στην άλλη 
ασύµπτωτη και την υπερβολή,  θα αποτελούν αριθµητική πρόοδο. Σ’ αυτήν την 
σπουδαία ιδιότητα της ισοσκελούς υπερβολής στηρίχθηκε η δηµιουργία των 
φυσικών λογαρίθµων από τον Saint Vincent (1584-1667). 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 11 (Τρίγωνο εγγεγραµµένο σε ισοσκελή υπερβολή) 

α) Έστω (F, D, C) µια τριάδα σηµείων όπου τα D, F ανήκουν σε µια ισοσκελή 
υπερβολή και C είναι το σηµείο τοµής της DF µε µια ασύµπτωτή της υπερβο-
λής.  Τότε, αν Ο το κέντρο της υπερβολής ισχύουν 

                  π(DC) =  π(ΟF),  π(FC) =  π(ΟD),  
όπου π(DC) συµβολίζει την προβολή του  DC πάνω στην ασύµπτωτη αυτή. 

β) Αν ένα τρίγωνο είναι εγγεγραµµένο σε µια ισοσκελή υπερβολή, τότε το 
ορθόκεντρό του ανήκει στην υπερβολή αυτή. 

 
Απόδειξη 
α) Έστω Ι, Φ (Σχήµα 15) οι προβολές των D,F στην ασύµπτωτη αυτή αντίστοι- 

χα. Από τα όµοια τρίγωνα IDC, CFΦ έχουµε  C
ΦC

DI
FΦ

Ι
= ,   αλλά από Πόρισµα 

9.1, ΟΦ⋅FΦ = DI⋅DI (= α2/2), οπότε 
ΟΦ

= ΟI
DI
FΦ ,  άρα 

ΟΦ
= ΟΙ

IC
ΦC  ή  

ΟΦ
= ΟΦ-ΟΙ

IC
ΙC-ΦC , οπότε   IC=  ΟΦ και  ΦC = ΟΙ. 
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β) Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ (Σχήµα 15) και ότι το ύψος του ΒΝ τέµνει την υπερ-
βολή στο σηµείο Η. Έστω Κ, Λ, Μ οι προβολές των Α, Η, Β στην ασύµπτωτη 
αυτή. Θα δείξουµε ότι η  ΑΗ∆ είναι κάθετη στην ΓΒ, οπότε το Η θα είναι 
ορθόκεντρο του ΑΒΓ και ανήκει (ήδη) στην υπερβολή. 
Αρκεί να δειχθεί ότι το τετράπλευρο ΑΚΣ∆ είναι εγγράψιµο, οπότε η γωνία 

του ∆ θα είναι ορθή. Αρκεί γι’ αυτό να δειχθεί ότι 
∧∧

ΒΣΜ=∆KA , ισοδύναµα 

ότι τα τρίγωνα ΑΚΘ, ΣΒΜ είναι όµοια, δηλαδή ότι  
ΒΜ
ΚΘ=ΣΜ

AK . (1) 

Από τα όµοια τρίγωνα ΑΚΖ, ΜΒΤ (γωνία Ζ = γωνία Β, γιατί το ΝΖΜΒ είναι 

εγγράψιµο)  έχουµε  
ΒΜ

= MT
ZK
AK . 

Από το (α) για τις τριάδες (Α, Γ, Ζ) , (Γ, Β, Σ) έχουµε αντίστοιχα π(ΑΖ) = π(ΟΓ), 
π(ΒΣ) = π(ΟΓ)  ή  ΖΚ = ΟΡ = ΣΜ και από (α) για τις τριάδες (Α, Η, Θ), (Η, Β, Τ) 
έχουµε ΚΘ = ΟΛ = ΜΤ, οπότε από την τελευταία αναλογία  προκύπτει η ζητού-
µενη (1). 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 11.1 

Αν θεωρήσουµε τις τρεις κορυφές ενός τριγώνου και το ορθόκεντρό του, τότε 
µια ισοσκελής υπερβολή που διέρχεται από τρία από τα σηµεία αυτά διέρχεται 
και από το τέταρτο. 

Σχήµα 15 
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(Υπόδειξη: το τρίγωνο που ορίζουν τρία οποιαδήποτε από αυτά τα σηµεία έχει 
το τέταρτο ως ορθόκεντρό του.) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ  12 (Εφαπτοµένη και διάµετρος) 

Έστω  µια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της υπερβολής, που τέµνει µια διάµετρό 
της ΡΝ στο σηµείο Τ και τις εφαπτοµένες στα άκρα της διαµέτρου αυτής στα 
σηµεία Γ, ∆. Αν η παράλληλη από το Μ προς εφαπτοµένες τέµνει την διά-
µετρο ΡΝ στο Π, τότε ισχύουν 
α) Το γινόµενο ΟΠ⋅ΟΤ  είναι σταθερό και ίσο µε ΟΡ2 .  
β) Τα σηµεία Τ, Π είναι συζυγή αρµονικά των Ρ, Ν. 

 
Απόδειξη 
α), β) ∆ίνουµε µόνο το σχήµα 16. Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια (και µε τα 
ίδια γράµµατα!) µε την αντίστοιχη Πρόταση 12 της §5.4. Ας σηµειωθεί µόνο 
ότι, όπως και στην έλλειψη έτσι και εδώ η ΓΟ (που δεν συµπίπτει πάντα µε 
τον κύριο άξονα) διχοτοµεί το τµήµα ΡΜ εφόσον οι ΓΜ, ΓΡ είναι εφαπτοµέ-
νες. 
 

∆

Μ

Ο

΄

Ε

Τ

Π

Ζ
Γ

Ν

Ρ

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 12.1 

Έστω  µια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της υπερβολής κέντρου Ο, που τέµνει 
τον κύριο άξονά της ΡΝ στο σηµείο Τ και τις εφαπτοµένες στα άκρα του 
άξονα αυτού στα σηµεία Γ, ∆. Αν η προβολή του Μ στον κύριο άξονα είναι  
Π, τότε ισχύουν 

Σχήµα 16 
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α) Το γινόµενο ΟΠ⋅ΟΤ  είναι σταθερό και ίσο µε ΟΡ2 = α2.  
β) Τα σηµεία Τ, Π είναι συζυγή αρµονικά των Ρ, Ν. 
γ) Ο κύκλος µε διάµετρο Γ∆ διέρχεται από τις εστίες της υπερβολής. 
δ) Το γινόµενο ΡΓ⋅Ν∆ είναι σταθερό και ίσο µε β2. 

 
Απόδειξη 
Για τα (α), (β): εφαρµόζουµε την Πρόταση 12 παίρνοντας ως διάµετρο ΡΝ τον 
κύριο άξονα της υπερβολής, (Σχήµα 17). Το (γ) ισχύει από το πόρισµα 7.1. 

 
 

∆

Μ

Ο

Σ

ΤΠ
Ν

Γ

Ρ

 
 

(δ) Από τα όµοια τρίγωνα ΡΓΤ, ΤΝ∆, ΜΠΡ έχουµε 
 

ΤΠ
ΜΠ=

ΝΤ
Ν∆=ΤP

ΓP , οπότε 222

222

2

2

)(
)(

P
P

ΤΠα−ΟΠ
α−ΟΠΜΠ=

ΤΠ
ΜΠ=

ΝΤ⋅Τ
Ν∆⋅Γ ,  

 

αλλά (Πόρισµα 3.1) 2

2

22

2

ΟΠ
ΠM

α
β=

α−
, οπότε αρκεί να δειχθεί ότι  

Σχήµα 17 
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 ΤΠ2α2 = ΤP⋅ΝΤ(ΟΠ2 - α2) ή,  λόγω της ΤP⋅ΝΤ = ΟP2 - ΟΤ2, αρκεί   
 
 ΤΠ2α2 = (α2 - ΟΤ2)(ΟΠ2 - α2)  ή  ΤΠ2α2 = α2(ΟΤ2 + ΟΠ2 - 2ΟΤ⋅ΟΠ)  
(λόγω του (α), ΟΠ⋅ΟΤ = α2), που ισχύει. 
 
 
          3η Κατασκευή εφαπτοµένης σ’ ένα σηµείο µιας υπερβολής 
 
Το Πόρισµα 12.1(α) µας παρέχει ένα ακόµη τρόπο κατασκευής εφαπτοµε-

νης υπερβολής σ’ ένα σηµείο της Μ. Αν Π η προβολή του σηµείου Μ στον 
κύριο άξονα, φέρνουµε εφαπτοµένη ΠΣ από το Π στον (βοηθητικό) κύκλο 
διαµέτρου ΑΝ = 2α. Αν Τ η προβολή του Σ στον άξονα τότε η ΜΤ είναι η ζη-
τούµενη εφαπτοµένη στο Μ. 

 
Πράγµατι, το ΣΤ (Σχήµα 17) είναι ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΠΣΟ, οπότε 
ΟΣ2 = ΟΠ⋅ΟΤ ή ΟΠ⋅ΟΤ = ΟΡ2. Έτσι µε δεδοµένη το Π, το Τ είναι εντελώς 
ορισµένο (και µοναδικό) σηµείο τοµής της εφαπτοµένης µε τον  
 
 

Συζυγείς  διάµετροι  υπερβολής 
 
  Στην υπερβολή, όπως και στην έλλειψη, ορίζονται συζυγείς διάµετροι. 

Μια δέσµη παραλλήλων χορδών υπερβολής καθορίζεται από µια διάµετρο 
παράλληλη προς µια από τις ευθείες της δέσµης. Έτσι, αν έχουµε µια διάµετρο 
(τ) µιας υπερβολής, τα µέσα όλων των παραλλήλων προς αυτήν χορδών, 
σύµφωνα µε την Πρόταση 10, §5.4, ανήκουν σε µια άλλη διάµετρο (τ′) και 
αντίστροφα. Γι’ αυτό και η (τ′) λέγεται  συζυγής της διαµέτρου (τ), όπως και η 
(τ) συζυγής της διαµέτρου (τ′), ή ότι οι (τ), (τ′) είναι  συζυγείς διάµετροι. 
Ισοδύναµα, συζυγής µιας  διαµέτρου (τ) είναι η διάµετρος (τ′) που είναι  
παράλληλη προς τις εφαπτοµένες στα σηµεία που η (τ) τέµνει την υπερβολή. Η 
διαφορά µε την έλλειψη είναι ότι  η συζυγής  ΟΣ µιας διαµέτρου Ο∆ της 
υπερβολής Υ, δεν τέµνει την Υ αλλά την συζυγή της Υ′ (Σχήµα 18, 19). 

Σχετική µε τις συζυγείς διαµέτρους υπερβολής είναι η παρακάτω πρόταση, 
αντίστοιχη της Πρόταση 14 στην έλλειψη. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 13 (Συζυγείς διάµετροι) 

Έστω µια υπερβολή Υ , µε ηµιάξονες α, β  και Υ′ η συζυγή της. Έστω Ο∆  
διάµετρος µιας  Υ και  ΟΣ (Σχήµα 18) η συζυγή της. Αν Η, Ρ οι προβολές των 
∆, Σ αντίστοιχα στον µεγάλο άξονα ενώ Κ η προβολή του Σ στον κύριο άξονα 
της Υ′. Τότε ισχύουν:     
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α) 2

2

ΟΡΟΗ
ΣΡ∆Η

α
β=

⋅
⋅ ,  β) ΟΗ2 - ΟΡ2 = α2,  ΣΡ2 - ∆Η2 = β2, 

γ) Ο∆2 - ΟΣ2 = α2 - β2,  δ) α
β

ΟΗ
ΣΡ

ΟΡ
∆Η == . 

Απόδειξη 

α) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης 14 στην έλλει-
ψη. Από το σηµείο Α′ (άκρο κυρίου άξονα) φέρνουµε παράλληλη προς την 
διάµετρο Ο∆ (Σχήµα 18) που τέµνει την υπερβολή Υ στο Μ. Τότε η ΟΣ 
διχοτοµεί το τµήµα Α′Μ (εξ’ ορισµού των συζυγών διαµέτρων). Έτσι η ΟΣ 
είναι παράλληλη στην ΜΑ, αφού ενώνει τα µέσα των Α′Α, Α′Μ. Αν Θ η 
προβολή του Μ στον άξονα από την Πρόταση 3.Α(β) έχουµε     

                               2

22

α
β

A
M =

ΘΑ⋅Θ′
Θ   (1).  

 

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα 

Α′ΜΘ, Ο∆Η έχουµε  ΟΗ
∆Η

A
M =
Θ′
Θ  

και από τα όµοια τρίγωνα ΟΣΡ, 
ΑΜΘ  (ΟΣ//ΑΜ) έχουµε    

ΟΡ
ΣΡΘM =

ΘΑ
. 

Έτσι από την (1) παίρνουµε 

   2

2

ΟΡΟΗ
ΣΡ∆Η

α
β=

⋅
⋅  (2) 

β)  Από την Πρόταση 3(γ) έχουµε για το σηµείο ∆: 

                         22

22

2

2

α
∆Η

HAΗA
∆Η

−ΟΗ
=

⋅′=
α
β    (3) 

Όµοια για το σηµείο Σ της Υ′ (ΟΡ = ΚΣ)  22

2

2

2

2

22

α+ΟΡ
ΣΡ=

α
β=

ΟΡ
β−ΣΡ  (4) 

Άρα   ( )( )2222

22

4

4 ΣΡ∆Η
ΟΡ+αα−ΟΗ

⋅=
α
β    (5) 

Απαλείφοντας το γινόµενο ∆Η⋅ΣΡ από τις (2), (5), προκύπτει  ΟΗ2 - ΟΡ2 = α2. 
Λόγω της σχέσης αυτής από τις (3), (4) έχουµε 

Σχήµα 18 

Υ 

Υ′ 

Α' Α Η Θ

Μ

∆
Σ

Ο Ρ

Κ

ω θ
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              2

22

22

2

2

2

2

2 ∆Η
α
∆Η−ΣΡ=

α+ΟΡ
ΣΡ=

ΟΡ
=

α
β , οπότε  ΣΡ2 - ∆Η2  = β2. 

γ) Από τα ορθογώνια τρίγωνα Ο∆Η, ΟΣΡ  και λόγω των σχέσεων  (β) έχουµε  

         Ο∆2 - ΟΣ2 = ΟΗ2 + ∆Η2 - ΟΡ2 - ΣΡ2 = α2 - β2. 

δ) Επειδή  ΟΡ2 =  ΟΗ2 - α2, από την (3) έχουµε  2

2

2

2

ΡO
∆Η=

α
β , οπότε λόγω και 

της  (2) προκύπτει  α
β

ΟΗ
ΣΡ

ΟΡ
∆Η == . 

ΠΟΡΙΣΜΑ 13.1 
Αν ω, θ οι  η οξείες γωνίες που σχηµατίζουν οι (ηµι)διάµετροι  Ο∆, ΟΣ µιας 
υπερβολής µε τον κύριο άξονά της αντίστοιχα, τότε αν είναι συζυγείς ισχύει 
εφθεφω = β2/α2 (ισοδύναµα, το γινόµενο των συντελεστών διεύθυνσης δυο συ-
ζυγών διαµέτρων υπερβολής είναι ίσο µε β2/α2) και αντίστροφα.  
 
 (Υπόδειξη: το ορθό είναι άµεση συνέπεια του (α). Για το αντίστροφο: θεω-
ρούµε την συζυγή της Ο∆, έστω ΟΣ′, και αποδεικνύουµε, χρησιµοποιώντας το 
ορθό, ότι ταυτίζεται µε την ΟΣ.) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ  13.2  

Έστω Ο∆, ΟΣ συζυγείς διάµετροι υπερβολής. Τότε ισχύει Ο∆2 + ΟΣ2 ≥ α2 + β2.  
 

Πράγµατι, λόγω των  σχέσεων (β) έχουµε 
Ο∆2 + ΟΣ2  = ΟΗ2 + ∆Η2 + ΟΡ2 + ΣΡ2  = 
                  = α2 + ΟΡ2  + ∆Η2 + ΟΡ2 + ∆Η2 + β2 ≥ α2 + β2 . 

(προκύπτει και µε απλές ανισότητες: Ο∆ ≥ ΟΑ, ΟΣ ≥ ΟΒ κλπ, αν θεωρηθούν 
γνωστές). Η ισότητα ισχύει αν Ο∆, ΟΣ είναι οι άξονες της υπερβολής. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ  13.3  

Αν Ο∆, ΟΣ συζυγείς διάµετροι υπερβολής και ΟΗ, ΟΡ οι προβολές των στον 
κύριο άξονα της υπερβολής, τότε τα τρίγωνα Ο∆Η, ΟΣΡ είναι ισεµβαδικά. 

 
(Υπόδειξη: προκύπτει από την (δ).) 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ  13.4  

Στην ισοσκελή υπερβολή, δυο συζυγείς διάµετροι είναι ίσες και οι γωνίες που 
σχηµατίζουν µε τον κύριο άξονα της υπερβολής είναι συµπληρωµατικές. 

 
(Υπόδειξη: από την (γ) και την (δ) τα τρίγωνα ΟΣΡ, Ο∆Η είναι ίσα.) 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 14 (Συζυγείς υπερβολές και διάµετροι) 
Έστω µια υπερβολή Υ µε κύριο άξονα α, δευτερεύοντα β και η συζυγής της Υ′ 
(µε  κύριο άξονα β, δευτερεύοντα α). Μια εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της Υ 
τέµνει την ασύµπτωτη (προς τον κλάδο που βρίσκεται το Μ) στο σηµείο Σ και 
σχηµατίζει µε τον κύριο άξονα της Υ οξεία γωνία θ. Από το κέντρο Ο της 
υπερβολής θεωρούµε  µια διάµετρο ΟΝ παράλληλη στην εφαπτοµένη ΜΣ. 
Έστω φ η οξεία γωνία που η εφαπτοµένη στο Ν σχηµατίζει µε τον κύριο άξονα 
της Υ′. Τότε ισχύουν: 

α) 2

2

2

2 β
KN

ΚΛKΜΠ
α

=⋅Ο=
ΤΠ⋅ΟΠ

  και εφφ = εφθ2

2

β
α  .  β) 

α
β=

ΟΤ
ΟΛ=ΟΚ

ΟΠ .  

γ) Οι εφαπτοµένες στα σηµεία Μ, Ν τέµνονται πάνω στην ασύµπτωτη. 
δ) Το τετράπλευρο ΟΝΣΜ είναι παραλληλόγραµµο. 

 
Απόδειξη 
α) Έστω Π (Σχήµα 19) η προβολή του Μ και Ρ η προβολή του Σ στον µεγάλο 
άξονα της Υ και Κ η προβολή του σηµείο Ν στον µεγάλο άξονα της Υ′ και Λ 
το σηµείο που  η εφαπτοµένη στο Ν τέµνει τον µεγάλο άξονα της Υ′. 
Θα  χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις  

 

2

2

22

2ΠM
α
β=

α−ΟΠ
, 2

2

22

2 α
K
KN

β
=

β−Ο
   (1)  (από Πόρισµα 3.1) 

 
         ΟΠ⋅ΟΤ = α2,  ΟΛ⋅ΟΚ = β2   (2)   (από πόρισµα 9.1) 
 

Είναι ΟΠ⋅ΤΠ = ΟΠ(ΟΠ - ΟΤ) = ΟΠ2 - α2, 
    ΟΚ⋅ΚΛ = ΟΚ(ΟΚ - ΟΛ) = ΟΚ2 - β2,  
 

Οπότε αντικαθιστώντας στις (1) προκύπτει το ζητούµενο. 

Επίσης  έχουµε   θ =
∧

ΠMT =
∧

KNO ,  (λόγω της ΟΝ//ΜΤ), φ =
∧

NΛK ,  οπότε 

     ΚΝ = εφφ⋅ΚΛ και  ΟΚ = εφθ⋅ΚΝ,  και λόγω  της 2

22 α
ΚΛK

KN
β

=
⋅Ο

   

 προκύπτει εφφ = εφθ2

2

β
α . 

β) Από την Πρόταση 13(δ) έχουµε 
α
β=Ο

ΟΠ
K , οπότε µε διαίρεση των  σχέσεων 

(2) προκύπτει το ζητούµενο. 
 
γ) Έστω Σ′ το σηµείο που η εφαπτοµένη της Υ′, στο Ν τέµνει την ίδια 
ασύµπτωτη (µε αυτήν που τέµνει η εφαπτοµένη στο Μ) και Ρ′ η προβολή του  
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στον κύριο άξονα της Υ′. Θα δείξουµε ότι τα σηµεία Σ′, Σ ταυτίζονται.  
 

 

Μ

Ο

Z

Π

΄

Ρ

Ν

Τ

K
Η

Α

Β

Λ

∆

Θ

Γ

Σ=Σ'P'

C

φ

θ

 
 

Έστω ω η γωνία ασύµπτωτης και κυρίου άξονα της Y, οπότε εφω = β/α και Τ 
το σηµείο που η ΜΣ τέµνει την ΟΠ. Από τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ΤΜΠ, 

ΤΣΡ έχουµε εφθ =
ΤΡ
ΟΡ

α
β=

ΤΡ
ΣΡ=ΜΠ

ΤΠ  και παρόµοια από τα ΚΝΛ, ΛΡ′Σ′, 

  εφφ =
ΛΡ′
Ρ′Ο⋅

β
α . Αντικαθιστώντας στην σχέση εφφ = εφθ2

2

β
α  (από  (α)),  

προκύπτει   ΟΡ
PO ′=

ΤΡ
ΛΡ′  ή   

α
β=

ΟΤ
ΟΛ=′=

ΟΤ−ΟΡ
ΟΛ−Ρ′Ο

ΟΡ
PO   (λόγω του (β)) 

 

Άρα 
α
β=′Ο

ΟP
P , όµως 

α
β=ΣΡ=εφω ΟP , οπότε ΟΡ′ = ΣΡ, εποµένως το Σ συµπίπτει 

µε το Σ′. 

Σχήµα 19 

θ =
∧

ΠMT  

φ =
∧

NΛK =
∧

ΠOM  

ω =
∧

ΣΟP  
 

Υ 

Υ′ 
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δ) Αρκεί να δειχθεί ότι ΛΣ//ΟΜ  ή  φ = 
∧

ΠOM ή ότι τα ορθογώνια τρίγωνα 

ΟΜΠ, ΚΝΛ είναι όµοια, και αρκεί γι’ αυτό 
ΚΛ
ΜΠ=ΟΠ

ΚΝ   (3). 

Από το (β) έχουµε 
ΚΛ
ΤΠ=

ΟΛ−ΟΚ
Τ−=

ΟΛ
ΟΤ=ΟΠ OΠO

ΟΚ , οπότε  ΟΠ⋅ΚΛ = ΤΠ⋅ΟΚ 

Από τα όµοια τρίγωνα ΜΤΠ, ΚΝΛ (θ =
∧∧

= ΚΝΟΠMT ) έχουµε,  
ΚΝ
ΤΠ=ΜΠ

ΟΚ  , ή 

ΜΠ⋅ΚΝ = ΤΠ⋅ΟΚ. Από τις δυο τελευταίες ισότητες γινοµένων παίρνουµε την 
την (3) . 

 
Σχετικά θέµατα 

Με τα δεδοµένα της προηγούµενης πρότασης, ισχύουν οι τριγωνοµετρικές 
σχέσεις :                             

        i) ΟΠ2 = 222

24α
β−θεφα
θεφ  ,   ii) ΟΡ2 = 

α−βεφθ
α+εφθ )(α2

   . 

       iii) ΟΜ2 = 222

424 βα
β−θεφα

+θεφ ,  iv) y2
x2

2
2

22

22

2

2

ηµ
ηµ=

θηµ
φηµ=

θηµα
φηµβ=

ΟΜ
ΟΝ . 

 
(x, y γωνίες των ΟΜ, ΟΝ µε τους κύριους άξονες των συζυγών υπερβολών) 
 

  v) ΟΣ2 = β-αεφθ
β))(αεφθβα( 22 ++  ,  vi) Ο∆2 = βαεφθ

β))(αεφθβα( 22

+
−+   .  

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 14.1 

Στην ισοσκελή υπερβολή οι (οξείες) γωνίες που σχηµατίζουν δυο συζυγείς 
διάµετροι µε τις  ασύµπτωτες  είναι συµπληρωµατικές. 

Πράγµατι, αν  (Σχήµα 19) κ = 
∧

ΣNO , λ = 
∧

ΜΟ∆ , τότε κ = θ - ω, λ = ω + 90 - φ, 
αλλά φ = θ (από (α)), οπότε  κ + λ = 90ο. 

 
  
ΠΡΟΤΑΣΗ 15 (Εφαπτοµένη,  χορδή  και ασύµπτωτες) 

α) Το τµήµα της εφαπτοµένης της υπερβολής που περιέχεται µεταξύ των   
ασύµπτωτών της διχοτοµείται από το σηµείο επαφής. 
β) Αν µια ευθεία τέµνει µια υπερβολή, τότε τα τµήµατα που ορίζονται πάνω σ’   
αυτήν µεταξύ των ασυµπώτων της και της υπερβολής είναι ίσα. 

 
Απόδειξη 
α) Έστω ότι η εφαπτοµένη στο Μ (Σχήµα 19) τέµνει την µια ασύµπτωτη στο Σ 
και την άλλη στο ∆. Θεωρούµε την διάµετρο ΖΝ παράλληλη στην ΜΣ. Από 
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την Πρόταση 14(δ), έχουµε ΟΝ = ΜΣ, αλλά και ΟΖ = Μ∆, αφού οµοίως το 
τετράπλευρο ΟΜ∆Ζ είναι παραλληλόγραµµο. Ισχύει ΟΝ = ΟΖ αφού Ο κέντρο 
της συζυγούς, οπότε ΜΣ = Μ∆. 

 
β) Έστω µια ευθεία που τέµνει την υπερβολή στα σηµεία Β, Γ και  την 
ασύµπτωτη στα σηµεία Α, Θ. Αν Η το µέσο της χορδής ΒΓ, τότε η ΟΗ είναι 
διάµετρος της υπερβολής  και αν Μ το σηµείο που τέµνει την υπερβολή, η 
εφαπτοµένη στο Μ είναι παράλλήλη στην ΒΓ (βλέπε Πρόταση 10, §5.4). Έστω 
ότι η εφαπτοµένη αυτή τέµνει τις ασύµπτωτες στα σηµεία Σ, ∆. Τότε από το 
(α) το Μ είναι µέσο της ∆Σ, οπότε λόγω του ότι Σ∆//ΑΘ, το Η είναι µέσο της 
ΑΘ. Αλλά το Η είναι και µέσο της ΒΓ, οπότε ΑΒ = ΓΘ. 

 
Κατασκευή σηµείων υπερβολής 

 
Με την βοήθεια της Πρότασης 15(β) µπορούµε να βρούµε  διάφορα  σηµεία 
υπερβολής αν γνωρίζουµε τις ασύµπτωτές της και ένα σηµείο της, έστω Β: 
φέρνουµε τυχούσα ευθεία από το Β που τέµνει τις ασύµπτωτες έστω στα 
σηµεία Α, Θ. Παίρνουµε τµήµα ΘΓ = ΑΒ, οπότε το σηµείο Γ ανήκει στην 
υπερβολή αυτή. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 15.1 

Αν µια εφαπτοµένη υπερβολής τέµνει τις ασύµπτωτές της  στα σηµεία Σ, ∆ 
τότε το γινόµενο ΟΣ⋅Ο∆ είναι σταθερό και ίσο µε γ2. Ακόµη, αν Ρ, C οι 
προβολές των  Σ, ∆  αντίστοιχα στον κύριο άξονα τότε ΟΡ⋅ΟC  = α2 . 

 
Πράγµατι, (Σχήµα 19) αν η εφαπτοµένη στο Μ τέµνει την υπερβολή στα 
σηµεία ∆, Σ τότε το Μ είναι µέσο της ∆Σ και αν ΜΙ//Ο∆, το Ι είναι του ΟΣ, 
οπότε  Ο∆ = 2ΜΙ, ΟΣ = 2ΟΙ. Από το Πόρισµα 9.1 έχουµε ΟΙ⋅ΙΜ = γ2/4, , 

οπότε ΟΣ⋅Ο∆ = γ2. Επίσης ισχύει CΟΡ
ΣO

Ο
Ο∆=ε= , οπότε  

                                  ΟΡ⋅ΟC =  ΟΣ⋅Ο∆/ε = γ2/ε2 = α2. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 15.2 

Έστω µια ευθεία που τέµνει την υπερβολή στα σηµεία Β, Γ και  την 
ασύµπτωτη στα σηµεία Α, Θ. Τότε ισχύει ΒΑ⋅ΒΘ = ΓΑ⋅ΓΘ. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 15.1 

Το παραλληλόγραµµο δυο συζυγών διαµέτρων υπερβολής έχει την µια 
διαγώνιό του ως ασύµπτωτη ενώ η άλλη διαγώνιος είναι παράλληλη στην άλλη 
ασύµπτωτη της υπερβολής 
Πράγµατι, η ΝΜ διέρχεται από τα µέσα των ΟΣ, Σ∆ (Σχήµα 19, 20). 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 16  (Τρίγωνο ασύµπτωτων και εφαπτοµένης) 
Το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις ασύµπτωτες της υπερ-
βολής και από µια εφαπτοµένη της σ’ ένα οποιοδήποτε σηµείο της υπερβολής 
είναι σταθερό και ίσο µε αβ. 

 
Απόδειξη 
Α΄ τρόπος: έστω ∆ΜΣ (Σχήµα 20) εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της υπερβο-
λής. Θεωρούµε από το Μ τις παράλληλες προς τις πλευρές Ο∆, ΟΣ του τριγώ-
νου Ο∆Σ. Το σχηµατιζόµενο παραλληλόγραµµο σύµφωνα µε την Πρόταση 
9(α) έχει εµβαδόν αβ/2. Αλλά επειδή Μ µέσο του ∆Σ εύκολα προκύπτει ότι το 
εµβαδόν του τριγώνου Ο∆Σ  είναι διπλάσιο του εµβαδού του παραλλη-
λόγραµµο αυτού. Έτσι (Ο∆Σ) = αβ (δηλαδή το ¼ του ορθογωνίου βάσης). 

Μ

Ο

Z

΄

Ν

Η
Λ

∆

Ι
Φ 2ω

Σ

Γ

Β

Α

Θ

L T Π

Κ

 
 
Β΄ τρόπος: επειδή η γωνία 2ω των ασύµπτωτων είναι σταθερή, αρκεί να 
δειχθεί ότι το γινόµενο ΟΣ⋅Ο∆ είναι σταθερό. Πράγµατι από πόρισµα 15.1 
έχουµε  ΟΣ⋅Ο∆ = α2 + β2.  Άρα 

                  (Ο∆Σ) = αβ=
β+α

αββ+α=ωηµ⋅
22

22 2
222

Ο∆ΣO . 

θ =
∧

ΠNO  

Y′  

Σχήµα 20 

Y  
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ΠΡΟΤΑΣΗ 17 (Σχέσεις συζυγών διαµέτρων) 
α) Η διαφορά των τετραγώνων δυο συζυγών ηµιδιαµέτρων υπερβολής είναι 
σταθερή και ίση µε α2 - β2. Μειωτέος της διαφοράς είναι το τετράγωνο της 
ηµιδιαµέτρου που τέµνει την υπερβολή  και έχει κύριο άξονα α. 
β) Η διαφορά των τετραγώνων των προβολών δυο  συζυγών ηµιδιαµέτρων 
υπερβολής,  πάνω σ’ ένα άξονά της, είναι  σταθερή και ίση  µε το τετράγωνο 
του άξονα αυτού. Μειωτέος της διαφοράς είναι το τετράγωνο της προβολής 
της ηµιδιαµέτρου που τέµνει την υπερβολή (ή την συζυγή της)  και έχει ως 
κύριο άξονα, τον άξονα προβολής. 
 
Απόδειξη 
Τα αποτελέσµατα αυτά έχουν αποδειχθεί στην Πρόταση 13(γ), (β). Θα δώσου-
µε  εδώ µια άλλη απόδειξη. 
α) Έστω δυο συζυγείς ηµιδιάµετροι ΟΜ, ΟΝ, (Σχήµα 20) οπότε η ΟΝ είναι 
παράλληλη στην εφαπτοµένη της υπερβολής στο Μ. Οι εφαπτοµένες της 
υπερβολής στα σηµεία Ν, Μ όπως είδαµε στην Πρόταση 14(δ) τέµνονται στο 
Σ και το τετράπλευρο ΟΝΣΜ είναι παραλληλόγραµµο. Έστω Ι το σηµείο 
τοµής των διαγωνίων του και Φ η προβολή του Μ στην ΟΣ. Η ΙΜ είναι 
παράλληλη στην Ο∆ (ενώνει µέσα πλευρών) οπότε η γωνία των διαγωνίων του 
παραλληλογράµµου είναι ίση µε γωνία των ασυµπώτων 2ω και αν β > α έχου-

µε  συν2ω = 0α
22

22

<
β+α
β− , οπότε  2ω = 

∧

ΣIM  > 90ο.  

Έτσι το σηµείο Φ βρίσκεται µεταξύ Ο και Ι και ΟΝ > ΟΜ (από τα τρίγωνα 
ΝΙΟ, ΟΙΜ που έχουν δυο πλευρές ίσες και τις περιεχόµενες γωνίες άνισες). 
Από το 2ο θεώρηµα των διαµέσων στο τρίγωνο ΟΜΣ έχουµε 

               ΟΝ2 - ΟΜ2 = 2ΟΣ⋅ΙΦ = -2ΟΣ⋅ΙΜσυν2ω 
Αλλά από την πόρισµα 15.1 έχουµε   ΟΣ⋅Ο∆ = α2 + β2  ή  ΟΣ⋅2ΙΜ = α2 + β2 , 
οπότε ΟΝ2 - ΟΜ2 = - (α2 + β2)συν2ω  = β2 - α2. 
Αν α > β, τότε οµοίως βρίσκουµε   ΟΜ2  - ΟΝ2  = α2 - β2. 
Αν α = β τότε η γωνία των ασυµπώτων είναι ορθή και το παραλληλόγραµµο 
ΟΝΣΜ είναι ρόµβος οπότε ΟΝ = ΟΜ και ισχύει πάλι. 

 
β) Θα δειχθεί ότι   ΟΠ2 - ΚΝ2  = α2  και  ΟΚ2 - ΜΠ2  = β2 . 
Για την υπερβολή Υ έχουµε  

 

             2

2

22

2ΠM
α
β=

α−ΟΠ
 ή   22

222

2

22

2

2ΠM
α+β

α−ΟΠ+ΜΠ=
α

α−ΟΠ=
β

   (1), 

 
ενώ για την υπερβολή Υ΄  
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            2

2

22

2 α
K
KN

β
=

β−Ο
  ή   22

222

2

22

2

2

α
KN

β+α
β−ΟΚ+ΚΝ=

β
β−ΟΚ=   (2)  

 
Αλλά από το (α) έχουµε   β2 - α2 = ΟΝ2 - ΟΜ2 = ΚΝ2 + ΟΚ2 - ΟΠ2 - ΜΠ2   ή  

                        ΜΠ2 + ΟΠ2 -  α2 = ΚΝ2 + ΟΚ2 - β2 .  
 
Έτσι  από τις (1), (2) προκύπτει  ΟΠ2 -  α2 = ΚΝ2   και  ΟΚ2 - β2  = ΜΠ2 

 
 ή   ΟΠ2 -  ΚΝ2  = α2    και  ΟΚ2 - ΜΠ2 = β2. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 18 (Θεµελιώδης χαρακτηριστική ιδιότητα υπερβολής) 

Έστω ΒΓ µια χορδή υπερβολής, Η το µέσο της και Μ, Μ′ τα σηµεία που η 
διάµετρος ΟΗ τέµνει την υπερβολή. Αν ΟΝ η συζυγής ηµιδιάµετρος της ΟΜ 

τότε ισχύει   2

22

OM
ON

MHHM
BH =′⋅

  ή   2

2

22

2

OM
ON

OMOH
BH =
−

 

και ο λόγος εξαρτάται µόνο από την γωνία κλίσης της ΒΓ. 
 

Απόδειξη 
Κατ’ αρχήν είναι  ΗΜ⋅ΗΜ′ = (ΟΗ - ΟΜ)(ΟΗ + ΟΜ) = ΟΗ2 - ΟΜ2.  
Από τα σηµεία Β, Μ, Η, Γ (Σχήµα 21) φέρνουµε παράλληλες προς την µια 
ασύµπτωτη που τέµνουν την άλλη έστω στα σηµεία Ζ, Ρ, Κ, Λ  αντίστοιχα. 
Ισχύουν ΟΖ⋅ΒΖ = ΟΛ⋅ΓΛ = ΟΡ⋅ΡΜ = γ2/4 = c  (1), σύµφωνα µε το Πόρισµα 
9.1. Επίσης, επειδή Η µέσο της ΒΓ έχουµε  

                   2ΗΚ = ΒΖ + ΓΛ, 2ΟΚ = ΟΖ + ΟΛ (2) 

Έστω ΜΤ παράλληλη στην ΖΛ, 2ω η γωνία των ασυµπώτων και δ = 
∧

ΒΘΟ  η 
γωνία που σχηµατίζει η χορδή ΒΓ µε την ασύµπτωτη ΟΛ. Από το τρίγωνο 
ΒΤΓ, σύµφωνα µε το θεώρηµα των ηµιτόνων έχουµε 

 

     
ηµδ

ΤΖ−ΒΖ=ηµ2ω
BH2    ή  ( )

2
22

2ηµ2ω ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ηµδ
ΓΛ−ΒΖ=ΒΗ  (3) 

 

Από τα όµοια τρίγωνα ΟΜΡ, ΟΗΚ έχουµε    OP
K

MP
HK

OM
OH Ο==    (4) 

 

οπότε, λόγω  και των  (2),    22

22

2

2

2

2

4ΓΛ)BZ(
)OMOH(4

ΜΡ−+
−=

ΜΡ
ΟΜ=

ΗΚ
ΟΗ      (5) 
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Β

Γ

Σ

Λ
Κ

Ρ
Ζ

Ο

Ν

Μ
Η

Μ'

∆

Θ

Τ

δ

Α

 
   Επίσης από την  (4) , λόγω  και των (2), (1) έχουµε  

OP
K

MP
HK Ο=  ή  2c

Λ)OOZ(MP
2

BZ +=
ΜΡ
ΓΛ+   ή  2c

)ΓΛ
c

BZ
c(MP

2
BZ +

=
ΜΡ
ΓΛ+  

ή  ΜΡ2 = ΒΖ⋅ΓΛ. Έτσι από την (5) παίρνουµε 

                          2

2

22

2

)OMOH(4
ΓΛ)BZ(

ΟΜ
ΜΡ=

−
−    (6) 

Πολλαπλασιάζουµε  την (3) και (6)  και παίρνουµε  
 

δηµΟΜ
ωηµΜΡ=

−
Η

22

22

22

2 2
OMOH

B .  Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι  ΟΝ = 
ηµδ

ωηµΜΡ 2 . 

 
Πράγµατι, αυτή ισχύει, από το θεώρηµα των ηµιτόνων στο τρίγωνο ΡΜ∆, 

αφού ω=
∧

2P , δ=
∧

∆  και Μ∆ = ΟΝ (από Πρόταση 14 και 15(α)). 
 
• Για οποιαδήποτε χορδή Β′Γ′ παράλληλη στην ΒΓ, η ΟΜ ως διάµετρος 
διέρχεται από το µέσο της Η′, οπότε σύµφωνα µε το προηγούµενο 

 

          MHHM
BH

OM
ON

MHMH
HB 2

2

22

′⋅
==′′⋅′

′′  άρα είναι σταθερός. 

 
Μάλιστα µπορεί να δειχθεί ότι, αν η χορδή ΒΓ σχηµατίζει (οξεία) γωνία θ 

µε τον µεγάλο άξονα της υπερβολής τότε  

                                     
)(

)1(α
OM
ON

442

22

2

2

εφθα+ββ
θεφ+= . 

 (ακόµη µπορεί να εκφραστεί και µέσω της γωνίας δ, αφού δ = 180 - ω - θ) 

Σχήµα 21 



Κ Ω Ν Ι Κ Ε Σ    Τ Ο Μ Ε Σ                             
 

244

Σηµείωση 
Η παραπάνω ιδιότητα είναι χαρακτηριστική της υπερβολής, αφού έχουµε δείξει 
και το αντίστροφο: στην §2.1(Β) δείξαµε ότι από αυτήν προκύπτει η ιδιότητα της 
σταθερής διαφοράς και στην §6.2(Χ) ότι από την ιδιότητα της σταθερής διαφοράς 
προκύπτει η ιδιότητα του σταθερού λόγου, που αποτέλεσε τον ορισµό µας.  
Περισσότερα για την ιδιότητα αυτή βλέπε παρακάτω, µετά το Πόρισµα 19.4. 

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 18.1 

Αν ευθεία τέµνει µια υπερβολή στα σηµεία Β, Γ και  µια ασύµπτωτη στα ση-
µεία Α, Θ, τότε ισχύει  ΒΑ⋅ΒΘ = ΓΑ⋅ΓΘ = ΟΝ2. 

 
Απόδειξη 
Ισχύει ΒΑ⋅ΒΘ = ΓΑ⋅ΓΘ, από Πόρισµα 15.2. 
Έχουµε  ΒΑ⋅ΒΘ  = (ΑΗ - ΒΗ)(ΑΗ + ΒΗ) = ΑΗ2 - ΒΗ2. 

 

Και λόγω της 2

2

22

2

OM
ON

OMOH
BH =
−

 και   OM
OH

ON
AH =  (από την οµοιότητα των 

τριγώνων ΟΜΣ, ΟΗΑ) έχουµε  

ΒΑ⋅ΒΘ = ΑΗ2 - ΒΗ2  = 2
2

222

2

22

ON
OM

)OMOH(ON
OM

ONOH =−−  

Άµεση συνέπεια: επειδή η διάµετρος ΟΝ, µε δεδοµένη την υπερβολή, εξαρτάται 
µόνο από την γωνία που σχηµατίζει η ΒΓ µε τον κύριο άξονα της υπερβολής, το 
γινόµενο ΒΑ⋅ΒΘ  παραµένει σταθερό για οποιαδήποτε άλλη χορδή παράλληλη  
στην  ΒΓ. Έτσι π.χ., αν η ΒΓ είναι  κάθετη στον κύριο άξονα, τότε ΒΑ⋅ΒΘ = β2, 
σχέση που είχαµε βρει και στην Πρόταση 8.   
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 18.2 
Αν Β σηµείο υπερβολής µε συζυγείς ηµιδιαµέτρους ΟΜ = α′, ΟΝ = β′ και 

ΒΗ//ΟΝ, τότε ισχύει 

                              1
β

BH
2

2

2

2

=
′

−
α′
ΟΗ  

(Ουσιαστικά η εξίσωση της υπερβολής ως προς το πλαγιογώνιο σύστηµα 
ΝΟΜ.) 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 19 (Βασικό θεώρηµα  κεντρικών κωνικών) 

Έστω µια χορδή ΜΛ µιας κεντρικής κωνικής (υπερβολής ή έλλειψης) που  
τέµνει την διευθετούσα στο σηµείο Ρ µε γωνία ω. Έστω ένα σηµείο Κ στην 
χορδή ΜΛ (εσωτερικό ή εξωτερικό του τµήµατος ΜΛ), ∆ η προβολή του στην 
διευθετούσα και ο κύκλος κέντρου Κ και ακτίνας ρ = εΚ∆, όπου ε η εκκεντρό-
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τητα της κωνικής. Έστω Η, Θ τα σηµεία που η ευθεία ΡΕ τέµνει τον κύκλο 
αυτό. Τότε ισχύουν: 
α) Η ευθεία ΗΚ είναι παράλληλη στην ΕΛ και η ΚΘ παράλληλη στην ΜΕ. 

β) Ο λόγος EΗΕΘ
K
⋅

Λ⋅ΚΜ  είναι ανεξάρτητος της θέσης του Κ πάνω στην ΜΛ   

   (εξαρτάται µόνο από την γωνία ω). 
 

΄

Θ

Λ

Ρ

Ε

Π

∆ Κ

Η Τ

ΗΚ//ΕΛ
ΚΘ//ΜΕ

(δ)

Ζ = Ζ' Μ = Μ'

 
Απόδειξη 

α)Έχουµε (Σχήµα 22) 
ΜΖ
ΕΜ=ε=∆Κ

HK , οπότε (ΚΘ = ΗΚ) 
ΡΜ
ΡΚ=

ΜΖ
∆Κ=Θ

ΜΕ
K  

(λόγω του ότι ∆Κ//ΜΖ) , άρα 
ΡΜ
ΡΚ=Θ

ΜΕ
K , εποµένως ΚΘ//ΜΕ. Πράγµατι, είναι 

κατ’ αρχήν αναγκαία η συνθήκη αυτή, αλλά και αρκετή: έστω Μ′ στην ευθεία 
ΜΛ ώστε ΕΜ′//ΚΘ και Ζ′ η προβολή του Μ′ στην διευθετούσα.  
Τότε από παραλληλία και το ότι ΚΘ = εΚ∆ έχουµε  

                   
∆Κ
Ζ′Μ′=

Ρ
′Ρ=′

K
M

KΘ
EM , οπότε ε=

∆Κ
ΚΘ=

Ζ′Μ′
′EM  

οπότε Μ′Ε = εΜ′Ζ′, δηλαδή  το σηµείο Μ′ ανήκει στην κωνική, οπότε 

ταυτίζεται µε το Μ. Όµοια βρίσκουµε 
ΡΛ
ΡΚ=EΛ

HK  οπότε ΗΚ//ΕΛ. 

Σχήµα 22 
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β) Επειδή ΚΘ//ΜΕ  και ΗΚ//ΕΛ  έχουµε 

 
ΡΘ
ΡΚ=Μ

EΘ
K  και  

ΡΗ
ΡΚ=Λ

EΗ
K   και µε πολλαπλασιασµό κατά µέλη παίρνουµε   

ΡΗ⋅ΡΘ
ΡΚ=

⋅
Λ⋅ΚΜ 2

EΗΕΘ
K , και αν ΡΤ η εφαπτοµένη από το Ρ στον κύκλο, έχουµε             

                                         2

2

EΗΕΘ
K

ΡΤ
ΡΚ=

⋅
Λ⋅ΚΜ   (1) . 

Επειδή η ευθεία ΜΛ σχηµατίζει  γωνία ω =
∧

∆ΡΚ  µε την διευθετούσα, ο λόγος 
Κ∆/ΡΚ είναι εξαρτάται µόνο από την γωνία ω και λόγω του ότι ΤΚ = εΚ∆, και 
ο λόγος  ΤΚ/ΡΚ εξαρτάται από την γωνία ω, εποµένως και ο λόγος ΡΚ/ΡΤ. 
∆ηλαδή ο λόγος είναι ΡΚ/ΡΤ ανεξάρτητος από την θέση του Κ πάνω στην ΜΛ 
και εξαρτάται µόνο από την γωνία ω. Μάλιστα µπορεί να δειχθεί ότι  

                                =
⋅

Λ⋅ΚΜ
EΗΕΘ
K ωηµε−= 22

2

2

1
ΡΤ
KΡ .  

Επίσης στην (1) παρατηρούµε ότι το γινόµενο  
                 ΕΘ⋅ΕΗ = ΕΚ2 - ΗΚ2 = ΕΚ2 - ε2∆Κ2  

είναι η δύναµη του σηµείου Ε (εστίας) ως προς τον κύκλο, άρα εξαρτάται µόνο 
από την θέση του σηµείου Κ πάνω στην ΜΛ.  

 
Σηµείωση: Η  χορδή ΜΛ µπορεί να ενώνει σηµεία και δυο διαφορετικών 

κλάδων υπερβολής. 
 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 19.1 

Έστω δυο παράλληλες χορδές ΜΛ, ΒΓ  κωνικής (έλλειψης ή υπερβολής) που 

διέρχονται από δυο σηµεία Κ, Σ. Τότε ο λόγος 
ΣΓ⋅ΣΒ
Λ⋅KKM  εξαρτάται µόνο από 

την θέση των σηµείων Κ, Σ. 
 

Πράγµατι, σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, εφόσον οι χορδές είναι 
παράλληλες, σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε την διευθετούσα, οπότε  (Σχήµα 23, 
24) 

  
Η′Ε⋅Θ′Ε

⋅=
⋅

Λ⋅ΚΜ ΣΓΣΒ
EΗΕΘ
K , όπου Θ′, Η′ τα αντίστοιχα σηµεία τοµής του 

αντίστοιχου  κύκλου κέντρου Σ µε την Ρ′Ε (Ρ′ το σηµείο που ΒΓ τέµνει την 
διευθετούσα). Όµως το γινόµενο ΕΘ⋅ΕΗ είναι η δύναµη του σηµείου Ε ως 
προς τον κύκλο  κέντρου Κ, άρα είναι εξαρτάται µόνο από το Κ. Όµοια και το 

γινόµενο ΕΘ′⋅ΕΗ′. Έτσι τελικά και ο λόγος   
Η′Ε⋅Θ′Ε

ΕΗ⋅=
ΣΓ⋅
Λ⋅ΚΜ ΕΘ

ΣΒ
K  εξαρτάται 
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µόνο από την θέση των σηµείων Κ, Σ (εποµένως είναι σταθερός αν τα Κ, Σ 
είναι δεδοµένα). 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 19.2 

Έστω (ΜΚΛ, ΒΣΓ) και (Μ′ΚΛ′, Β′ΣΓ′), (Σχήµα 23(α)), δυο ζεύγη παραλ-
λήλων χορδών  κωνικής (έλλειψης ή υπερβολής) που διέρχονται από δυο  
σηµεία  Κ, Σ. Τότε ισχύει 

Γ′Σ⋅Β′Σ
ΣΓ⋅ΣΒ=

Λ′⋅′
Λ⋅ΚΜ

KMK
K . 

Πράγµατι, από το προηγούµενο πόρισµα ο λόγος 
ΣΓ⋅ΣΒ
Λ⋅KKM  εξαρτάται µόνο 

από την θέση των Κ, Σ, που εδώ παραµένουν ίδια και για το άλλο ζευγάρι πα-
ραλλήλων Μ′ΚΛ′, Β′ΣΓ′ κλπ. 

 
Μ ∆

Η

Κ

Λ

Ζ

Ο
ω

∆'

ω

Μ Μ'

Λ'
Λ

Β

Γ

Β'

Γ'

Κ ΣO

ΡΝ

 
 

Ιδιαίτερα αν το Κ είναι το κέντρο της έλλειψης έχουµε το παρακάτω πόρισµα 
που εκφράζει την δύναµη σηµείου ως προς έλλειψη. 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 19.3 (∆ύναµη σηµείου ως προς έλλειψη) 

Έστω δυο χορδές ΒΣΓ, Β′ΣΓ′ µιας έλλειψης (ή υπερβολής)  που διέρχονται 
από το σηµείο Σ (εντός η εκτός των κωνικών). Αν ΝΟΝ′, ΡΟΡ′ (Σχήµα 23(α)) 
διάµετροι παράλληλες αντίστοιχα στις χορδές αυτές, τότε  ισχύει 

2

2

OP
ON=

Γ′Σ⋅Β′Σ
ΣΓ⋅ΣΒ . 

Σηµείωση 
Στην περίπτωση που η έλλειψη είναι κύκλος, τότε ΟΝ = ΟΡ, οπότε προκύπτει το 
γνωστό θεώρηµα της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο. 
Επίσης στην περίπτωση που οι ΟΝ, ΟΡ είναι συζυγείς διάµετροι ισοσκελούς 
υπερβολής, τότε, λόγω του ότι ΟΝ = ΟΡ, έχουµε ΣΒ⋅ΣΓ = ΣΒ′⋅ΣΓ′. Στηριζόµενοι 
σ’ αυτήν την παρατήρηση µπορούµε να δώσουµε µια άλλη απόδειξη της ιδιότη-

Σχήµα 23

(α) (β) 
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τας: αν µια ισοσκελής υπερβολή διέρχεται από τις κορυφές ενός τριγώνου τότε 
διέρχεται και από το ορθόκεντρό του.  

 
ΠΟΡΙΣΜΑ 19.4 

Έστω ΖΗ µια (σταθερή) διάµετρος κωνικής (έλλειψης ή υπερβολής) που τέ-

µνει µια  χορδή ΜΛ  στο σηµείο Κ . Τότε  2

2O
KHKZ
K

ΟΖ
∆=

⋅
Λ⋅ΚΜ , όπου Ο∆//ΜΛ. 

Αν η γωνία τοµής ω των ΖΗ, ΜΛ είναι σταθερή, τότε ο λόγος αυτός είναι 
σταθερός.  

 
(Υπόδειξη: Φέρνουµε ∆′Ο∆//ΜΛ, (Σχήµα 23(β))  και εφαρµόζουµε το 
Πόρισµα 19.2 για τα ζευγάρια των παραλλήλων χορδών (ΚΜΛ, Ο∆∆′),  και 
(ΚΖΗ, ΟΖΗ.) 

 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ 19.5 (Σηµαντικό) 

Έστω ΖΗ (σταθερή) διάµετρος κωνικής (έλλειψης ή υπερβολής). Από τυχόν 
σηµείο Μ της κωνικής φέρνουµε παράλληλη στην εφαπτοµένη της κωνικής  
στο Ζ που τέµνει την διάµετρο στο Κ. Τότε ισχύει  

                               2

22 O
KHKZ ΟΖ

∆=
⋅

ΚΜ  = σταθερός, 

 όπου Ο∆ η συζυγής ηµιδιάµετρος της ΖΗ.  
 (Άµεση συνέπεια του προηγούµενου αφού Κ µέσο της ΜΛ)      
 

Η

Ζ
Κ

∆

∆'

Μ

Λ

Β

Β'

Γ

Γ'

Μ'

Λ'

Ο

Σ

ω

 
 

 
 

Σχήµα 24
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Σηµειώσεις 
 

I. Αν ΖΗ = 2α′, ∆∆′ = 2β′, δυο δοσµένες συζυγείς διάµετροι κωνικής (έλλειψης ή 
υπερβολής) τότε  ΚΖ⋅ΚΗ = α′2 - ΟΚ2  για την έλλειψη και ΚΖ⋅ΚΗ = ΟΚ2 - α′2  για 
την υπερβολή. Έτσι το Πόρισµα 19.5 µας λέει ουσιαστικά ότι:  ως προς το σύ-
στηµα (γενικά πλαγιογώνιο) ∆ΟΗ µε άξονες τις διαµέτρους αυτές, κάθε σηµείο 
της  κωνικής  χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα  

    

  2

2

22

2

α α′
β′=

ΟΚ−′
ΚΜ   ή  1

α
OK

2

2

2

2

=
β′
ΚΜ+

′
   για την έλλειψη,  

 

και  2

2

22

2

α α′
β′=

′−ΟΚ
ΚΜ  ή 1

α
OK

2

2

2

2

=
β′
ΚΜ−

′
 για την υπερβολή (βλέπε Σχήµα 24),  

 
δηλαδή είναι ουσιαστικά η εξίσωση της κωνικής   ως προς το σύστηµα αυτό. 

 

ΙΙ. Η τελευταία µας σχέση   2

22 O
KHKZ ΟΖ

∆=
⋅

ΚΜ  = σταθερός,  είναι ουσιαστικά αυτή 

µε την οποία ο Απολλώνιος αρχίζει την µελέτη του για την έλλειψη και την υπερ-
βολή στα Κωνικά. Είναι  το «σύµπτωµα» (που είδαµε στο ιστορικό µέρος) που 
έβγαλε από την τοµή κώνου  µε επίπεδο και τo χρησιµοποίησε για όλες τις επόµε-
νες προτάσεις του. Η σχέση είναι δυναµική, αφού αναφέρεται ως οποιαδήποτε 
διάµετρο ΖΗ (και την αντίστοιχη συζυγή της), άρα και ως προς τους άξονες της 
κωνικής (έλλειψης ή υπερβολής). 
Είδαµε όµως µε πόση δυσκολία την αποδείξαµε στα προηγούµενα (Βλέπε και την 
Πρόταση 18), µε αφετηρία βέβαια τον ορισµό που δώσαµε στις κωνικές, µέσω 
του λόγου. 
 
 ΤΙΜΗΣ ΕΝΕΚΕΝ στον Απολλώνιο τον Περγαίο και στο µεγαλειώδες έργο 
του, τελειώνουµε τις ιδιότητες της υπερβολής και των κωνικών τοµών µε τρεις 
Προτάσεις  από τα Κωνικά, βιβλίο γ΄. Οι αποδείξεις είναι του Απολλωνίου, ο 
οποίος χρησιµοποιεί τις προτάσεις που αναφέρουµε και εµείς, αλλά τις από-
δεικνύει µε διαφορετικό τρόπο. 

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 20 (Απολλωνίου  Κωνικά, βιβλίο γ΄, Προτάσεις 1, 4) 

Α) Έστω δυο εφαπτόµενες ΝΘ, ΝΒ (ίδιου κλάδου) υπερβολής που τέµνουν τις 
διαµέτρους  ΒΟΚ, ΘΟΑ στα σηµεία Λ, Ζ αντίστοιχα. Τότε τα τρίγωνα ΟΒΖ, 
ΟΛΘ είναι ισεµβαδικά. 
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Β) Έστω ότι από ένα  σηµείο Γ διέρχονται δυο εφαπτόµενες ΓΑ, ΓΒ  υπερβο-
λής, προς τους δυο κλάδους της. Από τα σηµεία επαφής  Α, Β θεωρούµε τις 
διαµέτρους ΑΟΘ, ΒΟΚ  που συναντούν τις εφαπτοµένες στα σηµεία Ζ, Η 
αντίστοιχα. Τότε τα τρίγωνα ΑΗΟ, ΒΟΖ, καθώς και τα τρίγωνα ΑΓΖ, ΒΗΓ 
είναι ισεµβαδικά. 
 
Απόδειξη 
Α) Φέρνουµε ΒΡ//ΘΛ (Σχήµα 25). Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 12(α) θα 
ισχύει  

         ΟΘ2 = ΟΖ⋅ΟΡ  ή  
ΟΖ
ΟΘ=ΟΘ

OP , οπότε  ZΟΘ
OP

2

2

Ο
ΟΡ=  (1)  

Αλλά  από την οµοιότητα των τριγώνων ΟΒΡ, ΟΛΘ έχουµε )(
)(

ΟΘ
OP

2

2

ΟΛΘ
ΟΒΡ=  

και ισχύει ΟZ
OP

)BZ(
)( =

Ο
ΟΒΡ . Έτσι λόγω της  (1) προκύπτει (ΟΒΖ) = (ΟΛΘ). 

 

΄

B

Z
Θ

Ρ

Λ
Α

Γ

Κ

Η

ΝO

 
 
Β) Φέρνουµε την ΘΛ εφαπτοµένη στην υπερβολή στο Θ,  οπότε ΘΛ//ΑΓ (οι 
εφαπτοµένες στα άκρα διαµέτρου υπερβολής ή έλλειψης είναι παράλληλες, 
βλέπε Πόρισµα 10.1, § 5.4). Επειδή ΑΟ =  ΟΘ και ΘΛ//ΑΗ τα τρίγωνα ΑΗΟ, 
ΟΛΘ είναι ίσα. Άρα και (ΑΗΟ) = (ΟΛΘ). Από το (α) όµως έχουµε (ΟΒΖ) = 
(ΟΛΘ), οπότε (ΑΗΟ) = (ΒΟΖ). Προφανώς θα  είναι και  (ΑΓΖ) = (ΒΗΓ). 

 
 

ΠΡΟΤΑΣΗ 21 (Κωνικά, βιβλίο γ΄, Πρόταση 44) 
Οι εφαπτοµένες στα σηµεία Α, Β (όχι του ίδιου κλάδου) µιας υπερβολής 
τέµνονται στο σηµείο Θ. Αν η εφαπτοµένη στο Α τέµνει τις ασύµπτωτες της 
υπερβολής στα σηµεία Γ, Ζ, ενώ η εφαπτοµένη στο Β στα σηµεία Σ, Η τότε οι 
ευθείες ΖΗ, ΑΒ και ΓΣ είναι παράλληλες µεταξύ τους. 

Σχήµα 25 
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Απόδειξη  
Από το Πόρισµα 15.1 έχουµε  (Σχήµα 26) 

                 ΟΓ⋅ΟΖ = ΟΣ⋅ΟΗ    ή  
ΟΖ
ΟΣ=ΟΗ

ΓO  ,  άρα ΖΗ//ΓΣ. 

 

Θ

Α
Β

ΣΓ

Ζ Η

Ο

 
 

Εφ’ όσον όµως ΖΗ//ΓΣ έχουµε 
ΗΣ
ΘΗ=ΖΓ

ΘΖ   και από την Πρόταση 15(α) τα Α, 

Β είναι µέσα των ΓΖ, ΣΗ, οπότε ΗΒ
ΗΣ=

ΖΑ
ΖΓ ( = 2). Με πολλαπλασιασµό των 

δυο τελευταίων σχέσεων προκύπτει  ΗΒ
ΘΗ

A
ΘZ =
Ζ

, οπότε  και ΖΗ//ΑΒ. 

 
 
 

    6.5  ΑΛΛΕΣ  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ         
     

1. Θεωρούµε την υπερβολή µε εστία Ε, εκκεντρότητα ε > 1 και διευθετούσα 
(δ). Έστω Κ προβολή του Ε στην (δ) µε ΕΚ = d και  Α, Α′ τα σηµεία που 
χωρίζουν το τµήµα ΕΚ εσωτερικά και εξωτερικά αντίστοιχα σε  λόγο ε.  
Αν Ο το µέσο του τµήµατος ΑΑ′, Ε′ το συµµετρικό του Ε ως προς το Ο, τότε 
ισχύουν 

α) ΕΑ =
ε+

ε
1

d , ΕΑ′ = 1
d
−ε
ε , ΑΑ′ = 

1
d2

2 −ε
ε , 

β) αν α = 
1

d
2 −ε
ε , τότε  ΟΕ = αε, ΟΚ = 

ε
α .  

Σχήµα 26 
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2. Έστω Ε, Σ δυο σταθερά σηµεία ενός επιπέδου µε ΕΣ > 2α, όπου α δεδοµένο 
µήκος. Ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το 
σηµείο Σ και εφάπτονται εξωτερικά του κύκλου µε κέντρο Ε και ακτίνα 2α 
είναι ένα κλάδος υπερβολής. (Aν εναλλάξουµε τον ρόλο των Ε, Σ θα πάρουµε 
τον άλλο κλάδο της υπερβολής.) 
 
3. Θεωρούµε δυο κύκλους µε κέντρα Ο, Κ και ακτίνες R, ρ αντίστοιχα, µε  
ΟΚ > R + ρ και R > ρ. Τότε κέντρα των κύκλων που εφάπτονται στους 
κύκλους αυτούς ανήκουν σε µια υπερβολή. 
 
4. Μια ασύµπτωτη τέµνει την διευθετούσα στο σηµείο Ζ και την εφαπτοµένη 
στην αντίστοιχη κορυφή Α στο σηµείο Η. Αν Ε η αντίστοιχη εστία, τότε  
ΗΕ//ΑΖ. 

 
5. Να αποδειχθούν οι πέντε προτάσεις της §6.3 (Ζ). 

 
6. Η κάθετη στο σηµείο Μ µιας ισοσκελούς υπερβολής τέµνει τον κύριο άξονα 
στο Γ και τον δευτερεύοντα στο ∆. Αν Π η προβολή του Μ στον κύριο άξονα 
τότε τα σηµεία Π, Μ είναι αντίστοιχα µέσα των ΟΓ, ∆Γ. 

 
7. Έστω µια υπερβολή µε κύριο άξονα α (έλλειψη µε µεγάλο άξονα α) και 
εστίες Ε′, Ε. Η κάθετη σ’ ένα σηµείο Μ της υπερβολής (έλλειψης) τέµνει τον 
συζυγή άξονα (τον µικρό άξονα) στο σηµείο Γ. Αν ∆ η προβολή του Γ στην 
ΜΕ′, τότε το τετράπλευρο ΓΜΕΕ′ είναι εγγράψιµο και Μ∆ = α.  

 
8. Να αποδειχθεί ότι ο γεωµετρικός τόπος των συµµετρικών µιας εστίας 
υπερβολής ως προς τις διάφορες εφαπτοµένες της υπερβολής είναι κύκλος µε 
κέντρο την άλλη εστία και ακτίνα ίση µε τον κύριο άξονα της υπερβολής.  
 
9. Αν Μ σηµείο µιας ισοσκελούς υπερβολής, Ο το κέντρο της και Ε,  Ε′ οι   
εστίες της, τότε ισχύει ΟΜ2 = ΜΕ′⋅ ΜΕ. 
 
10. Έστω Α, Α′ τα σηµεία τοµής του κύριου άξονα µιας ισοσκελούς υπερβο-
λής µε την υπερβολή και Β ένα σηµείο της. Αν Γ το συµµετρικό του Β ως προς 
τον κύριο άξονα, τότε το σηµείο Α′ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. 

11. Έστω υπερβολή µε εστίες Ε′, Ε και µεγάλο άξονα 2α. Σ’ ένα σηµείο Μ της 
υπερβολής θεωρούµε την εφαπτοµένη της που τέµνει την παράλληλη από το 
κέντρο Ο προς την ΜΕ στο σηµείο Σ. Ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου Σ 
είναι ο κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας α (πρωτεύον κύκλος). 
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12. Έστω µια υπερβολή µε ηµιάξονες α, β, α > β και δυο συζυγείς ηµιδιάµε-
τροι Ο∆, ΟΣ µε  Ο∆ > ΟΣ. Τότε ισχύουν 

α) 
Ο∆
ΟΣ>β

α , β) α + β < ΟΣ + Ο∆, γ) Το ορθογώνιο µε πλευρές τους άξονες έχει 

µικρότερο εµβαδόν από το ορθογώνιο µε διαστάσεις δυο συζυγείς διαµέτρους. 
δ) α - β > ΟΣ - Ο∆. 
 
13. Έστω Μ σηµείο υπερβολής µε κύριο άξονα α και δευτερεύοντα β,  ώστε 

∧
′MEE = 90ο. Αν ΟΝ η συζυγής ηµιδιάµετρος της ΟΜ, τότε ισχύει ΟΝ2 =2β2. 
 

14. α) ∆ίνονται δυο ασύµπτωτες υπερβολής και ένα σηµείο της. Να κατα-
σκευαστούν δυο συζυγείς διάµετροί της εκ των οποίων η µια να είναι παράλ-
ληλη σε µια δοσµένη ευθεία. β) ∆ίνεται µια υπερβολή και δυο συζυγείς διάµε-
τροί της. Να κατασκευαστούν οι άξονες της υπερβολής.  
(Υπόδειξη: Πόρισµα 18.1, Πρόταση 14(δ).) 
 
15. ∆υο υπερβολές έχουν τις ίδιες ασύµπτωτες και διαφορετικές εστίες. Αν µια 
χορδή ΑΒ της µιας εφάπτεται στην άλλη στο σηµείο Σ, τότε ΑΣ = ΣΒ.  

 
16. Aν µια έλλειψη και µια υπερβολή έχουν τις ίδιες εστίες, τότε τέµνονται 
ορθογώνια (κάθετες εφαπτοµένες στα σηµεία τοµής). 
 
17. Αν οι άξονες µιας έλλειψης συµπίπτουν µε τις ασύµπτωτες µιας ισο-
σκελούς υπερβολής και η έλλειψη εφάπτεται στην υπερβολή στα σηµεία Γ, ∆, 
τότε η Γ∆ είναι κοινή διάµετρος των δυο κωνικών και ο κύριος άξονας της 
υπερβολής είναι µέση ανάλογος των ηµιαξόνων της έλλειψης. 

    
 
                                     
 
 

*  *  *  *  *  * 
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