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Περίληψη-Summary 

 

 

Στην εργασία αυτή ασχολούµαστε µε την δράση συµπαγών και συνεκτικών οµάδων Lie σε 

γραµµικούς χώρους πεπερασµένης διάστασης. Η δράση τους περιγράφεται και καθορίζεται 

πλήρως από την Lie άλγεβρα τους. Έτσι περνάµε στην µελέτη της δράσης των αλγεβρών Lie σε 

γραµµικούς χώρους πεπερασµένης διάστασης. Εφαρµόζουµε τα αποτελέσµατα αυτά για την 

δράση της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO(3, )�  στους ιδιόχωρους της Hamiltonian του ατόµου 

του υδρογόνου και κάνουµε προβλέψεις για τις ενεργειακές του καταστάσεις. 

 

Λέξεις κλειδιά: Οµάδα Lie, άλγεβρα Lie, αναπαράσταση, δράση, αναλλοίωτος υπόχωρος, 

ανάγωγη αναπαράσταση, εδική ορθογώνια οµάδα, ειδική µοναδιακή οµάδα, Hamiltonian. 

 

 

In the present work we are studying the action of compact and connected Lie groups on linear 

spaces of finite dimension. Their action is determined and can be described from their Lie 

algebra. Consequently it’s enough to study the action of Lie algebras on linear spaces of finite 

dimension. We apply our results to the case of the action of the special orthogonal group 

SO(3, )�  on the eigenspaces of the hydrogen atom’s Hamiltonian and we make predictions 

about its energy levels. 

 

Key words: Lie group, Lie algebra, representation, action, invariant subspace, irreducible 

representation, special orthogonal group, special unitary group, Hamiltonian. 
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Κεφάλαιο 1 

 

Η συµµετρία στην κβαντοµηχανική, οµάδες Lie 

 

 

 

1.1     Αρχές της κβαντοµηχανικής 

 

1.1.1. Κατάσταση συστήµατος 

Στην κλασική µηχανική, κατάσταση κίνησης ενός συστήµατος ονοµάζεται κάθε δυνατή 

κίνηση του συστήµατος η οποία συµφωνεί µε τους νόµους του Νεύτωνα. Ας υποθέσουµε ότι το 

σύστηµα µας αποτελείται από ένα σωµάτιο το οποίο κινείται στον Ευκλείδειο χώρο 3
� . Τότε 

στην γλώσσα των µαθηµατικών η κίνηση περιγράφεται από µία συνάρτηση 
3 3F : → ×� � �  µε 

( )F( ) ( ), ( )t t t= r p , 

όπου 3, : →r p � �  είναι οι παραµετρίσεις της θέσης και της ορµής του σωµατίου αντιστοίχως. 

Κατάσταση του συστήµατος την χρονική στιγµή 0t  ονοµάζουµε την κατάστασή κίνησης την 

χρονική στιγµή 0t , 

( )0 0 0F( ) ( ), ( )t t t= r p . 

Η κατάσταση του συστήµατος  την χρονική στιγµή 0t  

( )0 0 0 0( ), ( ) ( , )t t =r p r p , 

καθορίζει µονοσήµαντα την κατάσταση κίνησης του. Πράγµατι αν 
3 3: →F � �  είναι η λεία 

συνάρτηση η οποία περιγράφει το πεδίο δυνάµεων, τότε από το θεώρηµα Picard-Lindelof το 

διανυσµατικό πρόβληµα αρχικών τιµών 

0 0

0 0

1
( )

  , m
( )

( )

t

t

 ′       = =      ′     
 

r rr p

p pp
F r

, 

όπου m  είναι η µάζα του σωµατίου, έχει τοπικά µοναδική λύση η οποία σε σχέση µε τις αρχικές 

συνθήκες µπορεί να επεκταθεί στο � . 

 Στην κβαντοµηχανική η ακριβής γνώση της θέσης και της ορµής του σωµατίου, όπως 

είναι το ηλεκτρόνιο στο άτοµο του υδρογόνου, είναι αδύνατη. Η «εικόνα» της κίνησης είναι 

διαφορετική από αυτή που είχαµε στην κλασική µηχανική. 
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Η κατάσταση του παραπάνω απλού κβαντοµηχανικού συστήµατος, κάποια χρονική 

στιγµή 0t , µπορεί να περιγραφεί από ένα µη µηδενικό διάνυσµα 0ψ  του µιγαδικού γραµµικού 

χώρου Hilbert 2 3( , )= L � �� . ∆ύο γραµµικώς εξαρτηµένα διανύσµατα αντιστοιχούν στην ίδια 

κατάσταση. Το διάνυσµα 0ψ  το ονοµάζουµε κυµατοσυνάρτηση του σωµατίου. 

Όπως γνωρίζουµε κάθε χώρος Hilbert έχει µία ορθοκανονική βάση. Αν λοιπόν 

θεωρήσουµε µία ορθοκανονική βάση { }|ne n∈�  του � , τότε η κυµατοσυνάρτηση 0ψ  µπορεί 

να γραφεί ως ένα άπειρο άθροισµα 

0 0

1

ψ ,ψn n

n

e e
∞

=

=∑ . 

Έτσι η κατάσταση του συστήµατος τώρα θα καθορίζεται από µία άπειρη ακολουθία µιγαδικών 

αριθµών 

( )1 0 2 0 0,ψ , ,ψ ,..., ,ψ ,...
n

e e e , 

σε αντίθεση µε την κλασική µηχανική όπου η ακολουθία αυτή ήταν πεπερασµένη. 

1.1.3. Η φυσική σηµασία της κυµατοσυνάρτησης 

 Σύµφωνα µε όσα προηγήθηκαν η κατάσταση ενός κβαντοµηχανικού συστήµατος κάποια 

χρονική στιγµή 0t  περιγράφεται από ένα µονοδιάστατο υπόχωρο του χώρου Hilbert �  και 

συνεπώς η κυµατοσυνάρτηση 0ψ  που την αντιπροσωπεύει, µπορεί πάντα να επιλέγεται έτσι 

ώστε 

3

2

0 0ψ ψ 1= =∫
�

. 

Θεωρούµε κάθε πείραµα εντοπισµού του σωµατίου στον χώρο Ευκλείδειο χώρο 3
�  ως ένα 

πείραµα τύχης. Τότε η θέση του σωµατίου 0( )tr  την χρονική στιγµή 0t  θα είναι µία τυχαία 

µεταβλητή. Το τετράγωνο της απόλυτης τιµής της κυµατοσυνάρτησης [ )2 3

0ψ : 0,→ +∞�  είναι 

η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της θέσης 0( )tr . Συνεπώς η πιθανότητα σε µία µέτρηση 

να εντοπίσουµε το σωµάτιο σε µία περιοχή 
3S⊂ �  του χώρου θα είναι 

( )
2

0 0

S

( ) S ψt ∈ = ∫r� . 

∆εν µπορούµε λοιπόν να γνωρίζουµε ακριβώς την θέση του σωµατίου αλλά µόνο την 

πιθανότητα να βρίσκεται σε µία περιοχή του χώρου. 

1.1.3. Η ενέργεια του σωµατίου 

Ένα πείραµα µέτρησης της ενέργειας E  του σωµατίου θεωρείται ως ένα πείραµα τύχης 

και συνεπώς η ενέργεια είναι και αυτή µία τυχαία µεταβλητή. Στο φυσικό µέγεθος ενέργεια E  

αντιστοιχούµε έναν γραµµικό τελεστή H , ο οποίος δρα στον (πυκνό) υπόχωρο 
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{ }    f f f= ∈ ∈� � �
∞∞∞∞

λεία και όλες οι µερικές παράγωγοι της κάθε τάξης  

του χώρου Hilbert � . Αν 
3V : →� �  είναι η συνάρτηση του δυναµικού, τότε ο τελεστής 

: →H � �
∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

 ορίζεται ως 

2
2 V  ,

2m
= − ∇ +H
�

 

όπου �  είναι η σταθερά του Plank. Ο τελεστής H  αναφέρεται ως τελεστής Schrodinger ή 

ακόµα και ως Hamiltonian του συστήµατος. 

Ορισµός 1.1.1. Ένας γραµµικός τελεστής : →T � � , ο οποίος είναι ορισµένος σε κάποιον 

πυκνό υπόχωρο ⊂� � , λέγεται ερµιτιανός αν για κάθε ,f g∈�  ισχύει 

( ), , ( )f g f g=T T  

● 

Πρόταση 1.1.1. Ο τελεστής Schrodinger H  είναι ένας ερµιτιανός γραµµικός τελεστής. 

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ο γραµµικός διαφορικός τελεστής 
2 :∇ →∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

� �  είναι ερµιτιανός. 

Αρχικά θα περιοριστούµε σε συναρτήσεις του �
∞∞∞∞  µε συµπαγή φορέα. Έστω λοιπόν ,f g  

συναρτήσεις του χώρου �
∞∞∞∞  οι οποίες έχουν συµπαγή φορέα. Τότε θα υπάρχει 0ε >  τέτοιος 

ώστε  

supp( ),supp( ) B( )f g ε⊂  

όπου B( ) B(0, )ε ε=  είναι η ανοιχτή µπάλα µε κέντρο το µηδέν και ακτίνα ε . Από τους τύπους 

του Green έχουµε 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

3

2 2

2

  

B( )

  2

B( ) B( )

  2

B( ) B( )

,

            

            

            ,  .

f g f g

f g

f g f g g f d

f g f g d g f d

ε

ε ε

ε ε

∂

∂ ∂

∇ = ∇

= ∇

= ∇ + − ⋅

= ∇ + ⋅ − ⋅

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

s

s s

�

∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇

∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇

 

Όµως επειδή για κάθε B( )x ε∈∂  ( ) ( ) 0f x g x= = , έπεται ότι 

( ) ( )
B( ) B( )

0g f d f g d
ε ε∂ ∂

⋅ = ⋅ =∫ ∫s s∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇  

και συνεπώς 

2 2, ,f g f g∇ = ∇ . 

Τώρα θα δείξουµε ότι οι συναρτήσεις µε συµπαγή φορέα είναι πυκνές στον �
∞∞∞∞ . Για 

κάθε n∈�  υπάρχει λεία bump function 
3:

n
a →� �  τέτοια ώστε 
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( )i .  B( )x n∀ ∈  ( ) 1
n

a x =  

( ).ii  
1

supp( ) B( )
2

n n
a n= + . 

Έστω τώρα h∈�
∞∞∞∞ . Τότε η ακολουθία συναρτήσεων { }

1n n n
h a h

∞

=
=  είναι µία ακολουθία 

συναρτήσεων του �
∞∞∞∞  µε φραγµένο φορέα, τέτοιες ώστε 

  

n
h h→� . 

Πράγµατι για κάθε n∈�  έχουµε 

3

C

C

2

2 2 2

      

1 1B( )
B( )\B( ) B( )

2 2

2 2

      

1 1
B( )\B( ) B( )

2 2

          

          0  .

n n

n n

n n

n n n

n
n n n

n

n n n

h h h h

h h h h h h

h h h

+ +

+ +

− = −

= − + − + −

= + − +

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

�

�

 

Όµως επειδή 
1

( ) \ ( ) 0
2n

m n n
 Β + Β → 
 

 και επειδή η h  είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη θα 

ισχύουν 

C

2 2

1 1
B( ) B( )\B( )

2 2

, 0

n n

n

n n n

h h h

+ +

− →∫ ∫  

και συνεπώς 0nh h− →
�

. 

 Έστω λοιπόν ,ϕ ψ ∈�
∞∞∞∞ . Υπάρχουν ακολουθίες { } { }

1 1
,

n nn n
ϕ ψ∞ ∞

= =
 όµοιες µε αυτήν που 

περιγράψαµε παραπάνω, τέτοιες ώστε 

    
 ,  

n n
ϕ ϕ ψ ψ→ →� �  

και για κάθε n∈�  

2 2, ,
n n n n

ϕ ψ ϕ ψ∇ = ∇ . 

Λαµβάνοντας το όριο προκύπτει ότι 

2 2

2 2

2 2

    lim , lim ,

    lim , lim lim , lim

, ,

n n n n
n n

n n n n
n n n n

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞ →∞

∇ = ∇ ⇒

∇ = ∇ ⇒

∇ = ∇

 

και ολοκληρώνεται η απόδειξη του ισχυρισµού. Συνεπάγεται λοιπόν τώρα ότι και ο H  είναι 

ερµιτιανός ως γραµµικός συνδυασµός ερµιτιανών τελεστών�  

Επειδή ο γραµµικός τελεστής H  είναι ερµιτιανός, οι ιδιοτιµές του είναι πραγµατικές και 

έχουν φυσικό νόηµα: Τα µόνα δυνατά αποτελέσµατα, σε µία µέτρηση της ενέργειας του 
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σωµατίου, είναι οι ιδιοτιµές του H . Αν η κατάσταση του σωµατίου κάποια χρονική στιγµή 

περιγράφεται από ένα ιδιοδιάνυσµα ϕ  του τελεστή H , τότε λέµε ότι το σωµάτιο βρίσκεται σε 

µία ιδιοκατάσταση της ενέργειας. Σε αυτή την περίπτωση το µόνο δυνατό αποτέλεσµα, σε µία 

µέτρηση της ενέργειας, είναι η ιδιοτιµή E  στην οποία αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα ϕ . 

1.1.4. Η ενέργεια του ηλεκτρονίου στο άτοµο του υδρογόνου 

Στην περίπτωση του ηλεκτρονίου στο άτοµο του υδρογόνου, η συνάρτηση του 

δυναµικού V  έχει τύπο 

2

2 2 2
V( , , )

e
x y z

x y z
= −

+ +
 

και ορίζεται στο { }3 \ 0� , δηλαδή παντού στο χώρο εκτός από την αρχή των αξόνων, όπου 

βρίσκεται το πρωτόνιο. Συνεπώς αν f ∈ ∞∞∞∞
�  και { }3( , , ) \ 0x y z ∈� , τότε 

2 2
2

2 2 2
( , , ) ( , , )  ( , , )

2m

e
f x y z f x y z f x y z

x y z
= − ∇ −

+ +
H

�
. 

Επειδή το ηλεκτρόνιο στο άτοµο του υδρογόνου είναι δέσµιο, δηλαδή δεν µπορεί να 

διαφύγει, η ενέργεια του θα είναι αρνητική. ∆ηλαδή σε οποιαδήποτε µέτρηση της ενέργειας Ε  

του ηλεκτρονίου θα έχουµε 0Ε < . 

∆εν µπορούµε να µιλήσουµε για συµµετρία στην κβαντοµηχανική αν πρώτα δεν πούµε 

τα ελάχιστα που απαιτούνται για τις οµάδες Lie και τις αναπαραστάσεις τους. 

 

1.2.     Οµάδες Lie 

 

Ορισµός 1.2.1. Έστω G  µία λεία πολλαπλότητα διάστασης n∈� . Αν η G  µε µία πράξη 

: G G G⋅ × →  έχει την δοµή οµάδας, έτσι ώστε οι απεικονίσεις, : G G Gµ × →  µε  

( , )g h g hµ = ⋅  

και : G Gι →  µε 

1( )g gι −=  

να είναι λείες, τότε το ζεύγος ( , )G ⋅  ονοµάζεται οµάδα Lie διάστασης n • 

 Μία ιδιότητα των συνεκτικών τοπολογικών οµάδων και κατά συνέπεια των οµάδων Lie 

είναι ότι παράγονται από µία περιοχή της µονάδας. Για την ακρίβεια έχουµε την ακόλουθη 

πρόταση. 

Πρόταση 1.2.1. Έστω G  µία συνεκτική τοπολογική οµάδα και U  µία περιοχή της µονάδας. 

Τότε η U  παράγει την οµάδα G . 
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Απόδειξη. Έστω U  ένα ανοιχτό υποσύνολο της G  µε 1U ∋ . Τότε H U=  είναι µία ανοιχτή 

τοπολογική υποοµάδα της G . Πράγµατι αν h H∈ , τότε h U H⋅ ⊂  είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο 

της G  µε h U h⋅ ∋  και συνεπώς το H  είναι ανοιχτό στην G . 

 Θα δείξουµε ότι το H  είναι και κλειστό στην G . Έστω { }
1n n

h
∞

=
 ακολουθία της H  και 

h G∈  ώστε 
n

h h→ . Υπάρχει W U⊂  περιοχή του 1 τέτοια ώστε W U⊂  και από την συνέχεια 

των πράξεων υπάρχει V  περιοχή του 1 ώστε για κάθε ,h g V∈  

1h g W− ⋅ ∈ . 

Τότε για την ακολουθία { }1

1n n
h h

∞−

=
⋅  θα έχουµε 

1 1
n

h h
− ⋅ →  και χωρίς βλάβη της γενικότητας για 

κάθε n∈�  

1

n
h h V
− ⋅ ∈ . 

Σταθεροποιούµε κάποιον 0n ∈� . Τότε για κάθε n∈�  

0

1 1 1( ) ( )n nh h h h W
− − −⋅ ⋅ ⋅ ∈  

και λαµβάνοντας το όριο της παραπάνω ακολουθίας 

0 0

1 1 1 1( ) ( )n nh h h h h h W U
− − − −⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ∈ ⊂ . 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι 
0n

h h U H∈ ⋅ ⊂ , οπότε το H  είναι και κλειστό. Επειδή όµως η G  είναι 

συνεκτική τοπολογική οµάδα θα έχουµε G H= �  

Για τυχόν n∈�  µπορούµε να ταυτίσουµε τον χώρο πινάκων n n×
�  µε τον Ευκλείδειο 

χώρο 
22n

�  και τον χώρο πινάκων n n×
�  µε τον Ευκλείδειο χώρο 

2n
� . Έτσι θα αποκαλούµε τους 

χώρους πινάκων n n×
� , n n×

�  και αυτούς Ευκλείδειους χώρους. 

Παράδειγµα 1.2.1. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο n n×
�  και την απεικόνιση της ορίζουσας 

det : n n× →� � . Η απεικόνιση det  είναι συνεχής και συνεπώς  

{ }{ } { }1det \ 0 det 0n nM A A− ×= = ∈ ≠� �  

είναι µια λεία ανοιχτή υποπολλαπλότητα του Ευκλείδειου χώρου n n×
�  διάστασης 

22n . Η M  

είναι κλειστή ως προς την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ πινάκων και έχει την δοµή 

οµάδας. Τέλος επειδή οι απεικονίσεις, : M M Mµ × →  µε  

( , )A B A Bµ = ⋅  

και : M Mι →  µε 

1( )A Aι −=  
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έχουν συνιστώσες ρητές συναρτήσεις είναι λείες. Έτσι M  είναι µία οµάδα Lie η οποία 

ονοµάζεται µιγαδική γενική γραµµική οµάδα και συµβολίζεται µε GL( , )n � . Οµοίως ορίζουµε και 

την γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  η οποία έχει διάσταση 
2

n ￭ 

 Όσον αφορά τις Lie οµάδες πινάκων που θα µας απασχολήσουν σε αυτό το κείµενο, 

είναι όλες κλειστές Lie υποοµάδες της µιγαδικής γενικής γραµµικής οµάδας GL( , )n �  και της 

γενικής γραµµικής οµάδας GL( , )n � . Συγκεκριµένα είναι υποοµάδες οι οποίες είναι και οµαλές 

υποπολλαπλότητες των GL( , )n � , GL( , )n � . Πρότυπο οµαλής υποπολλαπλότητας του n
�  

διάστασης k n≤  είναι το υποσύνολο 

{ }1 2 1 2( , ,..., ) ... 0n n k k n
x x x x x x

+ +∈ = = = =�  

του n
� , το οποίο είναι οµοιοµορφικό µε τον k

� . Αν θεωρήσουµε µία λεία πολλαπλότητα M  

διάστασης n , τότε µία οµαλή υποπολλαπλότητα της M  διάστασης k  θα «φαίνεται» τοπικά ως 

µία οµαλή υποπολλαπλότητα του n
�  διάστασης k . 

Παράδειγµα 1.2.2. Η οµάδα των µοναδιακών πινάκων 

{ }U( ) GL( , ) GL( , )n A n A A I n
∗= ∈ ⋅ = ≤� �  

είναι µία συµπαγής οµαλή υποπολλαπλότητα της µιγαδικής γενικής γραµµικής οµάδας 

GL( , )n �  διάστασης 
2

n . Για να το δείξουµε αυτό θα θεωρήσουµε τον γραµµικό χώρο των 

ερµιτιανών πινάκων 

{ }S( , ) n n
n A A A

× ∗= ∈ =� � , 

ο οποίος έχει διάσταση 
2

n  και την λεία απεικόνιση : GL( , ) S( , )n nΦ →� �  µε 

( )A A A∗Φ = ⋅ . 

Επειδή η Φ  είναι συνεχής και 1U( ) ( )n I−= Φ  συνεπάγεται ότι το U( )n  είναι κλειστό. Ακόµη 

επειδή κάθε στήλη ενός στοιχείου U( )g n∈  έχει µέτρο 1 θα έχουµε 

g n=  

και συνεπώς το U( )n  είναι φραγµένο. 

Αρκεί τώρα να δείξουµε ότι το 1( )I−Φ  είναι ένα οµαλό σύνολο στάθµης, δηλαδή για κάθε 

U( )A n∈  το διαφορικό ( ) ( ), Φ( ): GL( , ) S( , )A A AT n T n∗Φ →� �  της Φ  στο A  είναι επί. Ο χώρος 

( )GL( , )AT n �  έχει διάσταση 
22n  ταυτίζεται µε τον χώρο πινάκων n n×

�  και οµοίως ο χώρος 

( )Φ( ) S( , )AT n �  ταυτίζεται µε τον S( , )n � . Επειδή η απεικόνιση της ορίζουσας είναι συνεχής, για 

κάθε n nB ×∈�  υπάρχει 0ε >  ώστε η λεία καµπύλη : ( , ) n nγ ε ε ×− →�  µε 

( )t A tBγ = + , 
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να παίρνει τιµές στην GL( , )n � . Επειδή λοιπόν (0) Aγ =  και (0) Bγ ′ = , συνεπάγεται ότι 

, 0

   0

    0

    

( ) ( )

          ( )

         ( ) ( )

         .

A t

t

t

d
B

dt

d
A tB

dt

d
A tB A tB

dt

B A A B

γ∗ =

=

∗
=

∗ ∗

Φ = Φ

= Φ +

= + +

= +

�

 

Έστω τώρα S( , )C n∈ � . Τότε έχουµε 

,

1 1 1

2 2 2

1 1
                    

2 2

1 1
                    

2 2

                    ,

A
AC AC A A AC

C A A A AC

C C

C

∗
∗

∗

∗ ∗ ∗

     Φ = +     
     

= +

= +

=

 

δηλαδή το διαφορικό είναι επί. Έτσι από το θεώρηµα οµαλού συνόλου στάθµης, η οµάδα U( )n  

των µοναδιακών πινάκων είναι µία οµαλή υποπολλαπλότητα της GL( , )n �  διάστασης 
2

n . 

Συνοψίζοντας η µοναδιακή οµάδα U( )n  είναι µία συµπαγής Lie υποοµάδα της µιγαδικής 

γενικής γραµµικής οµάδας GL( , )n �  διάστασης 
2

n ￭ 

Παράδειγµα 1.2.3. Η ειδική µοναδιακή οµάδα  

{ }SU( ) GL( , )  και det 1 GL( , )n A n A A I A n
∗= ∈ ⋅ = = ≤� �  

είναι µία οµαλή υποπολλαπλότητα της GL( , )n �  διάστασης 
2 1n − . Πράγµατι η απεικόνιση της 

ορίζουσας 1det : U( ) Sn →  είναι λεία και το 1SU( ) det (1)n −=  είναι ένα οµαλό σύνολο στάθµης. 

Από το θεώρηµα οµαλού συνόλου στάθµης η SU( )n  θα είναι µία οµαλή υποπολλαπλότητα της 

U( )n  διάστασης 
2 1n − . Τότε θα είναι και οµαλή υποπολλαπλότητα της GL( , )n �  διάστασης 

2 1n − . Έτσι είναι µία κλειστή Lie υποοµάδα της GL( , )n �  διάστασης 
2 1n − . Μάλιστα για 2n =  

είναι απλό να επαληθεύσουµε ότι 

2 2SU(2) GL(2, ) | | | | 1
a b

a b
b a

  
= ∈ + =  −  

� ￭ 

Παράδειγµα 1.2.4. Η οµάδα των ορθογωνίων πινάκων 

{ }O( , ) GL( , ) GL( , )T
n A n A A I n= ∈ ⋅ = ≤� � �  

είναι µία συµπαγής οµαλή υποπολλαπλότητα της γενικής γραµµικής οµάδας GL( , )n �  

διάστασης ( 1) / 2n n − . Τα επιχειρήµατα που χρησιµοποιούµε για να το δείξουµε αυτό είναι 
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όµοια µε αυτά του παραδείγµατος 1.2.2. Έτσι είναι µία συµπαγής Lie υποοµάδα της GL( , )n �  

διάστασης ( 1) / 2n n −  η οποία ονοµάζεται ορθογώνια οµάδα￭ 

Παράδειγµα 1.2.5. Η οµάδα των ορθογωνίων πινάκων µε ορίζουσα 1, 

{ }SO( , ) GL( , )  και det 1T
n A n A A I A= ∈ ⋅ = =� �  

είναι µία συµπαγής και συνεκτική οµαλή υποπολλαπλότητα της γενικής γραµµικής οµάδας 

GL( , )n �  διάστασης ίσης µε την διάσταση της O( , )n � . Πράγµατι αν { }det :Ο( , ) 1,1n → −�  

είναι η απεικόνιση της ορίζουσας, η οποία είναι συνεχής, τότε 1SO( , ) det (1)n −=� . Αυτό 

σηµαίνει ότι το SO( , )n �  ανοιχτό και κλειστό υποσύνολο της O( , )n � . Άρα SO( , )n �  είναι µία 

συνεκτική ανοιχτή υποπολλαπλότητα της O( , )n �  µε διάσταση ( 1) / 2n n − . Τότε όµως θα είναι 

µία οµαλή υποπολλαπλότητα της O( , )n � , άρα και της GL( , )n � . Τέλος θα είναι συµπαγής 

γιατί είναι κλειστό υποσύνολο της O( , )n � . Συνοψίζοντας η ειδική ορθογώνια οµάδα SO( , )n �  

είναι µία συµπαγής και συνεκτική Lie υποοµάδα της GL( , )n �  διάστασης ( 1) / 2n n − . 

Μας ενδιαφέρει η ειδική ορθογώνια οµάδα SO(3, )� , για την οποία µε απλούς 

υπολογισµούς µπορούµε να δείξουµε ότι 

x

y

z

1 0 0

SO(3, ) 0 cos sin

0 sin cos

cos 0 sin

SO(3, ) 0 1 0

sin 0 cos

cos sin 0

SO(3, ) sin cos 0

0 0 1

θ

θ

θ

θ θ θ
θ θ

θ θ
θ

θ θ

θ θ
θ θ θ

  
  = = − ∈  
    

 −  
  = = ∈  
    

 −  
  = = ∈  
    

X

Y

Z

� �

� �

� �

 

είναι µεταθετικές υποοµάδες της SO(3, )� ￭ 

Παράδειγµα 1.2.9. Έστω Q  ένας γραµµικός χώρος επί του �  µε dim 4=Q  και { }1, , ,Β = i j k  

µία βάση του Q . Ορίζουµε µία πράξη :⋅ × →Q Q Q  ως εξής: Έστω 11a a a a= + + +
i j k

a i j k , 

11b b b b= + + +
i j k

b i j k ∈Q . Τότε 

1 1 1 1

1 1 1 1

( )1 ( )

         ( ) ( ) .

a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b

⋅ = − − − + + + −

+ − + + + + − +
i i j j k k i i j k k j

j i k j k i k i j j i k

a b i

j k
 

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι για κάθε ∈a,b,c Q  και για κάθε ,λ µ∈�  ισχύουν οι 

ιδιότητες 

( )i .   ( ) ( )⋅ ⋅ = ⋅ ⋅a b c a b c  
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( )ii .  ( ) ( ) ( )λ µ λ µ⋅ + = ⋅ + ⋅a b c a b a c  

( )iii . ( ) ( ) ( )λ µ λ µ+ ⋅ = ⋅ + ⋅a b c a c b c  

και συνεπώς ο γραµµικός χώρος Q  µε την πράξη που ορίσαµε είναι µία γραµµική άλγεβρα επί 

του � , η οποία ονοµάζεται γραµµική άλγεβρα των quaternions επί του � . Με απλές πράξεις 

µπορούµε να δούµε ότι τα διανύσµατα της βάσης ικανοποιούν τις ακόλουθες χαρακτηριστικές 

κυκλικές σχέσεις 

 , 

 , 

 , 

⋅ = ⋅ = −

⋅ = ⋅ = −

⋅ = ⋅ = −

i j k j i k

j k i k j i

k i j i k j

 

και την ισότητα 2 2 2 1= = = −i j k . 

 Τώρα επειδή για κάθε ∈a Q  

1 1⋅ = ⋅ =a a a  

συµπεραίνουµε ότι η τριάδα ( , , )+ ⋅Q  είναι ένας δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο. Έστω τώρα 

∈a Q  µε ≠a 0  και 11a a a a= + + +i j ka i j k . Τότε το διάνυσµα 11a a a a= − − −i j ka i j k  ονοµάζεται 

συζυγές του a  και ισχύει 

2 2 2 2

1( )1a a a a⋅ = + + +i j ka a . 

Αν λοιπόν 
2 2 2 2

1| | a a a a= + + +i j ka  είναι το µέτρο του διανύσµατος a , τότε επειδή ≠a 0  θα έχουµε 

| |≠a 0  και 

1
| |

 
⋅ = 
 

a
a

a
. 

∆ηλαδή κάθε µη µηδενικό στοιχείο του Q  έχει αντίστροφο στοιχείο. Για λόγους απλότητας το 

διάνυσµα 1a ∈Q  µπορούµε να το συµβολίζουµε απλά µε a  και στα επόµενα θα υιοθετήσουµε 

τον συµβολισµό αυτό. 

 Θεωρούµε τώρα το σύνολο  

{ } | | 1= ∈ = ⊂
u

Q a Q a Q  

των quaternions τα οποία έχουν µέτρο µονάδα. Τότε είναι απλό να δούµε ότι οι απεικονίσεις, 

:µ × →
u u u

Q Q Q  µε  

( , )µ = ⋅a b a b  

και :ι →
u u

Q Q  µε  

1( )ι −=a a  

είναι λείες. Έτσι ( , )⋅
u

Q  είναι µία Lie οµάδα διάστασης 3  η οποία ονοµάζεται οµάδα των 

µοναδιαίων quaternions και συµβολίζεται απλά µε 
u

Q ￭ 
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1.3     Οµοµορφισµοί οµάδων Lie 

 

Ορισµός 1.3.1. Έστω G , H  δύο οµάδες Lie και :F H G→  ένας οµοµορφισµός οµάδων. Αν η 

απεικόνιση F  είναι λεία, τότε ονοµάζεται οµοµορφισµός οµάδων Lie. Αν επιπλέον η F  είναι µία 

αµφιδιαφόριση, τότε ονοµάζεται ισοµορφισµός οµάδων Lie. Αν υπάρχει ένας τέτοιος 

ισοµορφισµός, τότε οι Lie οµάδες G  και H  λέγονται ισόµορφες και γράφουµε H G≅ .  

∆ύο οµάδες Lie οι οποίες είναι ισόµορφες, είναι ουσιαστικά οι «ίδιες» και µπορούν να 

ταυτιστούν• 

Παράδειγµα 1.3.1. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του � , πεπερασµένης διάστασης και 

1
ˆ ( ,..., )

n
e e e=  µία διατεταγµένη βάση του V . Η απεικόνιση : ( ) n nV ×Φ →��  που απεικονίζει 

έναν γραµµικό τελεστή στον πίνακα του ως προς την βάση ê  

ˆ( ) ( : )T T eΦ = , 

είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών χώρων και συνεπώς µία αµφιδιαφόριση. Τότε όµως ο 

περιορισµός | GL( ) : GL( ) GL( , )V V nΦ → �  στην οµάδα GL( )V  των ισοµορφισµών του χώρου 

V , είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων Lie. Έχουµε λοιπόν 

GL( ) GL( , )V n≅ �  

και συνεπώς η GL( )V  είναι µία οµάδα Lie διάστασης 
22n , που µπορεί να ταυτιστεί µε την 

µιγαδική γενική γραµµική οµάδα GL( , )n � . Οµοίως αν ο V  είναι ένας πραγµατικός γραµµικός 

χώρος, τότε η οµάδα GL( )V  είναι µία οµάδα Lie διάστασης 
2

n , ισόµορφή µε την γενική 

γραµµική οµάδα GL( , )n � ￭ 

Παράδειγµα 1.3.2. Έστω V  µιγαδικός γραµµικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο  , ⋅ ⋅  και 

1
ˆ ( ,..., )

n
e e e=  µία διατεταγµένη ορθοκανονική βάση του V . Ένας γραµµικός τελεστής :T V V→  

λέγεται µοναδιακός αν διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο. ∆ηλαδή αν για κάθε ,x y V∈  

( ), ( ) ,T x T y x y= . 

Ο γραµµικός τελεστής T  είναι µοναδιακός αν και µόνο αν ο πίνακας του ως προς µία 

ορθοκανονική βάση είναι µοναδιακός, δηλαδή αν και µόνο αν 

( ) U( )T nΦ ∈ . 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι η οµάδα των µοναδιακών τελεστών ( )1 U( ) U( )n V
−Φ =  είναι µία οµαλή 

υποπολλαπλότητα της GL( )V  διάστασης 
2

n  και ο περιορισµός | U( ) : U( ) U( )V V nΦ →  είναι 

ένας ισοµορφισµός οµάδων Lie. Έτσι η µοναδιακή οµάδα U( )n  είναι ισόµορφη µε την U( )V . 
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Με παρόµοια επιχειρήµατα εξηγούµε ότι SU( )V  είναι µία οµαλή υποπολλαπλότητα της GL( )V  

και κατά συνέπεια Lie υποοµάδα της GL( )V , ισόµορφη µε την ειδική µοναδιακή οµάδα SU( )n ￭ 

Παράδειγµα 1.3.3. Έστω V  ένας πραγµατικός γραµµικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο  , ⋅ ⋅  

και 1
ˆ ( ,..., )

n
e e e=  µία διατεταγµένη ορθοκανονική βάση του V . Ένας γραµµικός τελεστής 

:T V V→  λέγεται ισοµετρία αν για κάθε ,x y V∈  

( ), ( ) ,T x T y x y=  

ή ισοδύναµα αν για κάθε x V∈  

( )T x x= . 

Ο γραµµικός τελεστής T  είναι µία ισοµετρία αν και µόνο αν ο πίνακας του ως προς µία 

ορθοκανονική βάση είναι ορθογώνιος, δηλαδή αν και µόνο αν 

( ) O( , )T nΦ ∈ � . 

Για τον λόγο αυτό οι ισοµετρίες λέγονται και ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί. Συνεπάγεται λοιπόν 

ότι η οµάδα των ισοµετριών ( )1O( ) O( , )V n
−= Φ �  του χώρου V  είναι οµαλή υποπολλαπλότητα 

της GL( )V , διάστασης ( 1) / 2n n −  και ο περιορισµός | O( ) : O( ) O( , )V V nΦ → �  είναι ένας 

ισοµορφισµός οµάδων Lie. Συνεπώς  

O( ) O( , )V n≅ � . 

Οµοίως SO( )V  είναι µία οµαλή υποπολλαπλότητα της GL( )V  διάστασης ( 1) / 2n n −  η οποία 

είναι ισόµορφη µε την ειδική ορθογώνια οµάδα, SO( ) SO( , )V n≅ � . 

 Αν ταυτίσουµε την οµάδα O( )n
�  των ορθογώνιων µετασχηµατισµών του Ευκλείδειου 

χώρου n
�  µε την ορθογώνια οµάδα O( , )n � , τότε η ειδική ορθογώνια οµάδα SO( , )n �  περιέχει 

τους ορθογώνιους µετασχηµατισµούς µε ορίζουσα 1. Αν ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός 

: n n
T →� �  είναι στοιχείο της SO( , )n � , τότε διατηρεί τον προσανατολισµό του n

� . Συνεπώς 

µία δεξιόστροφη βάση του n
�  θα απεικονίζεται µέσω της T  σε µία δεξιόστροφη βάση. 

Ισοδύναµα η οµάδα SO( , )n �  περιέχει τις στροφές της O( , )n � ￭ 

Παράδειγµα 1.3.2. Η απεικόνιση : SU(2)Ψ →
u

Q  µε  

( )
u ix y iz

u x y z
y iz u ix

+ + 
Ψ + + + =  − + − 

i j k  

είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων Lie. Πράγµατι µε απλούς υπολογισµούς µπορούµε να 

δείξουµε ότι για κάθε , ∈
u

a b Q  

( ) ( ) ( )Ψ ⋅ = Ψ ⋅Ψa b a b  

και συνεπώς Ψ  είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Επίσης δεν είναι δύσκολο να δούµε ότι  
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{ }Ker 1Ψ =  

και συνεπώς η Ψ  είναι ένας µονοµορφισµός οµάδων. Η Ψ  όµως είναι και ένας επιµορφισµός, 

γιατί αν 

a b
g

b a

 
=  − 

 

είναι ένα τυχόν στοιχείο της SU(2) , τότε  

( )Re( ) Im( ) Re( ) Im( )a a b b gΨ + + + =i j k . 

Η Ψ  λοιπόν είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων και µάλιστα η 
1 :SU(2)−Ψ →

u
Q  δίνεται από τον 

τύπο 

1 Re( ) Im( ) Re( ) Im( )
a b

a a b b
b a

−  
Ψ = + + + − 

i j k . 

Για να δείξουµε ότι είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων Lie θα πρέπει να δείξουµε ότι είναι και µία 

αµφιδιαφόριση, κάτι που δεν είναι δύσκολο￭ 

 

1.4     Αναπαραστάσεις οµάδων και οµάδων Lie 

 

Ορισµός 1.4.1. Έστω G  µία οµάδα (Lie), V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος (πεπερασµένης 

διάστασης) και : GL( )G Vρ →  ένας οµοµορφισµός οµάδων (Lie). Τότε η τριάδα ( , , )G V ρ  

ονοµάζεται αναπαράσταση της οµάδας (Lie) G  στον χώρο V . 

Αν ο V  είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο  ,   και ( ) U( )G Vρ ⊂ , τότε η 

αναπαράσταση ( , , )G V ρ  ονοµάζεται µοναδιακή• 

Παρατήρηση 1.4.1. Ορίζουµε την αναπαράσταση µίας Lie οµάδας µόνο σε χώρους 

πεπερασµένης διάστασης, σε αντίθεση µε την αναπαράσταση µίας οµάδας που την ορίζουµε σε 

οποιονδήποτε γραµµικό χώρο. Επίσης ο χώρος µπορεί να είναι και πραγµατικός χωρίς να 

αλλάζει κάτι στον ορισµό. 

Ορισµός 1.4.2. Έστω G  µία οµάδα (Lie), V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος (πεπερασµένης 

διάστασης) και :G V Vδ × →  µία (λεία) απεικόνιση η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες 

( )i .   για κάθε x V∈  ( , )e x xδ =  

( )ii .  για κάθε ,g h G∈  και για κάθε x V∈  ( , ( , )) ( , )g h x gh xδ δ δ=  

( )iii . για κάθε ,x y V∈  και ,λ µ∈�  ( , ) ( , ) ( , )g x y g x g yδ λ µ λδ µδ+ = + . 

Τότε η δ  ονοµάζεται δράση της οµάδας (Lie) G  στον χώρο V  και γράφουµε ( , )g x g xδ = ⋅ • 

Παρατήρηση 1.4.2. Οµοίως ορίζουµε την δράση µίας Lie οµάδας µόνο σε χώρους 

πεπερασµένης διάστασης σε αντίθεση µε την δράση µιας οµάδας που την ορίζουµε σε 
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οποιονδήποτε γραµµικό χώρο. Μάλιστα ο χώρος µπορεί να είναι πραγµατικός χωρίς να αλλάζει 

κάτι στον παραπάνω ορισµό. 

Πρόταση 1.4.3. Έστω G  µία οµάδα Lie και V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος πεπερασµένης 

διάστασης. Τότε ( , , )G V ρ  είναι µία αναπαράσταση της οµάδας Lie G  στον χώρο V  αν και 

µόνο αν :G V Vδ × →  µε 

( , ) ( )( )g x g xδ ρ= , 

είναι µία δράση της οµάδας Lie G  στον V . 

Απόδειξη. Έστω ( , , )G V ρ  αναπαράσταση της οµάδας Lie G  στον χώρο V  και η απεικόνιση 

:G V Vδ × →  µε  

( , ) ( )( )g x g xδ ρ= . 

Είναι απλό να δούµε ότι η δ  ικανοποιεί τις ιδιότητες του ορισµού 1.4.2 και συνεπώς µένει να 

δείξουµε ότι είναι λεία. Έστω 1
ˆ ( ,..., )

n
e e e=  είναι µία διατεταγµένη βάση του V . Αν ταυτίσουµε 

την GL( )V  µε την µιγαδική γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  ,τότε για κάθε { }, 1,...,i j n∈  η 

συνάρτηση ( ) :
ij

g Gρ →�  είναι λεία. Έτσι αν 1( ,..., )nx x x= , θα έχουµε 

1 1

( , ) ( )
n n

j

ij i

i j

g x x g eδ ρ
= =

=∑∑  

και συνεπώς η δ  είναι λεία. 

 Έστω :G V Vδ × →  δράση της οµάδας Lie G  στον χώρο V  και : GL( )G Vρ →  η 

απεικόνιση τέτοια ώστε 

( )( ) ( , )g x g xρ δ= . 

Είναι απλό να δούµε ότι η ρ  είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Μένει να δείξουµε ότι η ρ  είναι 

λεία. Πράγµατι για κάθε { }, 1,...,i j n∈  η συνάρτηση ( )
ij

gρ  είναι λεία γιατί 

       

( ) π ( ( , ))

     π ( , ),

i

ij j

i

j

g g e

g e

ρ δ

δ

=

= �
 

όπου π :i n →� �  είναι η συνάρτηση της i  προβολής, η οποία είναι λεία�  

Παρατήρηση 1.4.3. Υπάρχει λοιπόν µία αντιστοιχία ανάµεσα στις αναπαραστάσεις και τις 

δράσεις µίας οµάδας (Lie) σε έναν γραµµικό χώρο (πεπερασµένης διάστασης). Έτσι όταν 

αναφερόµαστε στην αναπαράσταση µίας οµάδας θα µιλάµε και για την αντίστοιχη δράση της 

όποτε το κρίνουµε βολικό. 

Παράδειγµα 1.4.1. Η γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  δρα µε «φυσιολογικό» τρόπο στον 

χώρο n
�  ως εξής 
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1

1( ,..., ) ( )T

n

n

x

g x x g

x

 
 ⋅ =  
  

� . 

Είναι απλό να δούµε ότι η απεικόνιση αυτή είναι λεία και συνεπώς η GL( , )n �  δρα στον n
�  ως 

µία οµάδα Lie. Η δράση της GL( , )n �  αντιστοιχεί στην αναπαράσταση : GL( , ) GL( )nnρ →� �  

µε 

( )( )g x g xρ = ⋅ . 

Μάλιστα κάτω από την ταύτιση της GL( )n
�  µε την GL( , )n �  θα έχουµε GL( , )1

n
ρ =

�
. Οµοίως και 

για την δράση της µιγαδικής γραµµικής οµάδας GL( , )n �  στον n
� ￭ 

Παράδειγµα 1.4.2. Ο περιορισµός στο SO( , ) nn ×� �  της «φυσιολογικής» δράσης της γενικής 

γραµµικής οµάδας GL( , )n �  στον n
� , µας δίνει την δράση της ειδικής ορθογώνιας οµάδας 

SO( , )n �  στον n
� . Επειδή ο περιορισµός αυτός είναι µία λεία απεικόνιση, η SO( , )n �  δρα 

στον n
�  ως µία οµάδα Lie. 

Όταν ένα στοιχείο της SO( , )n �  δρα πάνω σε ένα διάνυσµα του n
� , τότε το 

αποτέλεσµα είναι η στροφή γύρω από κάποιο άξονα. Για κάθε SO( , )g n∈ �  και για κάθε 

n
x∈�  

g x x⋅ = . 

Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, η δράση της υποοµάδας zSO(3, )�  στον 3
�  έχει ως 

αποτέλεσµα την στροφή των διανυσµάτων γύρω από τον άξονα Oz . Οµοίως η δράση της 

υποοµάδας xSO(3, )� , έχει ως αποτέλεσµα την στροφή των διανυσµάτων του 3
�  γύρω από 

τον άξονα Ox  και της ySO(3, )�  την στροφή γύρω από τον Oy ￭ 

Παράδειγµα 1.4.3. Αν περιορίσουµε την παραπάνω δράση της SO( , )n �  στο 1SO( , ) Snn −×� , 

τότε προκύπτει η δράση της SO( , )n �  στην µοναδιαία σφαίρα 
1Sn−
. Ο περιορισµός αυτός είναι 

µία λεία απεικόνιση και συνεπώς η ειδική ορθογώνια οµάδα SO( , )n �  δρα στην 
1Sn−
 ως µία 

οµάδα Lie￭ 
Παράδειγµα 1.4.4. Αν περιορίσουµε στο U( ) nn ×�  την «φυσιολογική» δράση της GL( , )n �  

στον n
� , τότε προκύπτει η δράση της µοναδιακής οµάδας U( )n  στον n

� . Ο περιορισµός 

αυτός είναι λεία απεικόνιση και συνεπώς η U( )n  δρα στον n
�  ως µία οµάδα Lie. Μάλιστα για 

κάθε , nx y∈�  και U( )g n∈  θα έχουµε 

, ,g x g y x y⋅ ⋅ = . 
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Οµοίως η δράση της ειδικής µοναδιακής οµάδας SU( )n  στον n
�  προκύπτει από τον 

περιορισµό στο SU( ) nn ×�  της δράσης της GL( , )n �  στον n
� ￭ 

Παράδειγµα 1.4.5. Η δράση της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO( , )n �  στον n
�  επάγει µία 

αναπαράσταση :SO( , ) GL( )
n

nρ →� �  στον χώρο Hilbert 
2 ( , )n

n
= L � ��  ως εξής: 

1( ) ( ) ( )g f x f g xρ −= ⋅ . 

Η ρ  είναι καλώς ορισµένη. Πράγµατι επειδή το µέτρο Lebesgue είναι αναλλοίωτο στις στροφές, 

η συνάρτηση g f⋅  είναι µετρήσιµη και 

2 2

n n

g f f⋅ =∫ ∫
� �

. 

Η ρ  είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, γιατί για κάθε , SO( , )g h n∈ �  

1

1 1

   

1 1

   

1

   

   

( ) ( ) (( ) )

               (( ) )

               ( ( ))

               ( ) ( )

              ( ) ( ).

gh f x f gh x

f h g x

f h g x

g f h x

gh f x

ρ

ρ

ρ

−

− −

− −

−

= ⋅

= ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅

=

 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι για κάθε SO( , )g n∈ �  η ( )gρ  είναι µία ισοµετρία στον 
n

�  και η 

αναπαράσταση ρ  είναι µοναδιακή. Το τελευταίο µπορούµε να το δούµε ως εξής 

  

  

  

( ) , ( ) ( )( )

                        ( )

                        

                        , .

n

n

n

g g g g

g

ρ ϕ ρ ψ ϕ ψ

ϕψ

ϕψ

ϕ ψ

= ⋅ ⋅

= ⋅

=

=

∫

∫

∫

�

�

�

 

Επειδή ο χώρος 
n

�  δεν είναι πεπερασµένης διάστασης, η SO( , )n �  δεν δρα στον 
n

�  

ως µία οµάδα Lie. Αυτός είναι γενικά ο τρόπος που η SO( , )n �  δρα σε χώρους συναρτήσεων οι 

οποίες είναι ορισµένες στον n
� . Το αποτέλεσµα της δράσης είναι η στροφή της συνάρτησης 

γύρω από κάποιον άξονα. Αν θεωρήσουµε µία κανονική βάση 1
ˆ ( ,..., )

n
e e e=  του n

�  και 

συµβολίσουµε µε [ ] 1

ˆ

n

e
x

×∈�  την αναπαράσταση του διανύσµατος 1( ,..., ) n

n
x x x= ∈�  στην 

βάση ê , τότε 

[ ] [ ]1

ˆ ˆg e e
x g x

−

⋅
= , 
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όπου 1
ˆ ( ,..., )

n
g e g e g e⋅ = ⋅ ⋅  µία επίσης ορθοκανονική βάση του n

� . Από την ισότητα αυτή 

διαπιστώνουµε ότι η δράση της SO( , )n �  στον 
n

�  είναι ισοδύναµη µε την αντίστροφη δράση 

της πάνω στο σύστηµα συντεταγµένων￭ 

Παράδειγµα 1.4.6. Η δράση της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO( , )n �  στην µοναδιαία σφαίρα 

1Sn−
 επάγει µία αναπαράσταση :SO( , ) GL( )

n
nρ →� � , στον χώρο Hilbert 

2 1(S , )n

n

−= L ��  ως 

εξής: 

1( ) ( ) ( )g f x f g xρ −= ⋅ . 

Οµοίως όπως και προηγουµένως µπορούµε να δείξουµε ότι η ρ  είναι καλώς ορισµένη και 

µάλιστα είναι µοναδιακή. Η δράση της SO( , )n �  στρέφει της συναρτήσεις του 
n

�  γύρω από 

κάποιο άξονα. Τέλος επειδή ο χώρος 
n

�  δεν είναι πεπερασµένης διάστασης, η SO( , )n �  δεν 

δρα στον 
n

�  ως µία οµάδα Lie￭ 

Ορισµός 1.4.12. Έστω G  µία οµάδα (Lie) και ( , , )G V ρ , ( , , )G W σ  αναπαραστάσεις της 

οµάδας (Lie) G  στους µιγαδικούς γραµµικούς χώρους (πεπερασµένης διάστασης) V ,W . Είναι 

απλό να δούµε ότι η απεικόνιση : GL( )G V Wρ σ⊕ → ⊕  µε 

( )( )( ) ( ) ( )  , όπου  και  g x y g x g y x V y Wρ σ ρ σ⊕ + = + ∈ ∈  

είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων (Lie) και συνεπώς ( , , )G V W ρ σ⊕ ⊕  είναι µία αναπαράσταση 

της οµάδας (Lie) G  στον χώρο ευθύ άθροισµα V W⊕ . Ακόµη η : GL( )G V Wρ σ⊗ → ⊗  µε 

( )( ) ( ) ( )  , όπου  και  g x y g x g y x V y Wρ σ ρ σ⊗ ⊗ = ⊗ ∈ ∈  

είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων (Lie) και συνεπώς ( , , )G V W ρ σ⊗ ⊗  είναι µία αναπαράσταση 

της οµάδας (Lie) G  στον χώρο τανυστικό γινόµενο V W⊗ • 

 Ακόµη αν θεωρήσουµε δύο αναπαραστάσεις ( , , )G V ρ , ( , , )H W σ  των οµάδων (Lie) G , 

H  στους χώρους (πεπερασµένης διάστασης) V , W , τότε µπορούµε να γενικεύσουµε τον 

τελευταίο ορισµό σε µία αναπαράσταση : GL( )G H V Wρ σ⊗ × → ⊗  της Lie οµάδας γινόµενο 

G H×  στον χώρο V W⊗  ως εξής 

( )( , ) ( ) ( )g h x y g x h yρ σ ρ σ⊗ ⊗ = ⊗ . 

Είναι απλό να δούµε ότι η απεικόνιση αυτή είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων (Lie) και συνεπώς 

( , , )G H V W ρ σ× ⊗ ⊗  είναι µία αναπαράσταση της οµάδας (Lie) G H×  στον χώρο V W⊗ . 

Παράδειγµα 1.4.12. Η µιγαδική γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  δρα στον χώρο 
n n⊗� �  ως 

εξής 

( )g z w g z g w⋅ ⊗ = ⋅ ⊗ ⋅ . 

Μάλιστα ο γραµµικός τελεστής µετάθεσης P : n n n n⊗ → ⊗� � � � , για τον οποίο έχουµε 
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P( )z w w z⊗ = ⊗ , 

είναι ένας ισοµορφισµός και µετατίθεται µε την δράση της GL( , )n �  στον 
n n⊗� � . Πράγµατι 

   

   

     

P( ) ( )

                

                P( )

               P( ( )),

g z w g w z

g w g z

g z g w

g z w

⋅ ⊗ = ⋅ ⊗

= ⋅ ⊗ ⋅

= ⋅ ⊗ ⋅

= ⋅ ⊗

 

ολοκληρώνοντας την απόδειξη του ισχυρισµού￭ 

Πρόταση 1.4.13. Αν V ,W  είναι χώροι µε εσωτερικό γινόµενο και οι αναπαραστάσεις ( , , )G V ρ , 

( , , )G W σ  είναι µοναδιακές, τότε και η αναπαράσταση ( , , )G V W ρ σ⊗ ⊗  είναι µοναδιακή. 

Απόδειξη. Ο χώρος τανυστικό γινόµενο V W⊗  είναι «φυσικά» εφοδιασµένος µε ένα εσωτερικό 

γινόµενο  , 
V W⊗

 ως εξής, 

, , ,
V W V W

x y u w x u y w
⊗

⊗ ⊗ = . 

Αν τώρα οι αναπαραστάσεις ( , , )G V ρ  και ( , , )G W σ  είναι µοναδιακές, από τον ορισµό που 

προηγήθηκε θα έχουµε 

    

    

    

, ,

                                  , ,

                                  , ,

                                  ,

V W V W

V W

V W

V W

g x y g u w g x g y g u g w

g x g u g y g w

x u y w

x y u w

⊗ ⊗

⊗

⋅ ⊗ ⋅ ⊗ = ⋅ ⊗ ⋅ ⋅ ⊗ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=

= ⊗ ⊗

 

και ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης�  

Παρατήρηση 1.4.13. Επίσης µε όµοιο τρόπο δείχνουµε ότι αν ( , , )G V ρ , ( , , )H W σ  είναι 

µοναδιακές αναπαραστάσεις των οµάδων G , H  στους χώρους V , W , τότε και η 

αναπαράσταση ( , , )G H V W ρ σ× ⊗ ⊗  είναι µοναδιακή. 

 Παρακάτω ορίζουµε τους αναλλοίωτους υπόχωρους και τις ανάγωγες αναπαραστάσεις. 

Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις έχουν την έννοια αναπαραστάσεων που δεν µπορούν να 

απλοποιηθούν και όπως θα δούµε µπορούµε να «χτίσουµε» τον χώρο µίας αναπαράστασης 

από ανάγωγους αναλλοίωτους υπόχωρους. 

Ορισµός 1.4.3. Έστω G  µία οµάδα (Lie), V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος (πεπερασµένης 

διάστασης) και ( , , )G V ρ  µία αναπαράσταση της G  στον V . Ένας γραµµικός υπόχωρος 

W V≤  ονοµάζεται αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( , , )G V ρ , αν για κάθε g G∈  

( )( )g W Wρ ⊂ . 

Αν W  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( , , )G V ρ , τότε : GL( )
W

G Wρ →  

µε  

( ) ( )W g g Wρ ρ=  
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είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων (Lie) και η αναπαράσταση ( , , )
W

G W ρ  της οµάδας (Lie) G  

στον χώρο W , λέγεται υποαναπαράσταση της ( , , )G V ρ  στον W .  

Αν η αναπαράσταση ( , , )G V ρ  είναι µη τετριµµένη και οι µόνοι αναλλοίωτοι υπόχωροι 

της είναι οι V  και { }0 , τότε η ( , , )G V ρ  ονοµάζεται ανάγωγη αναπαράσταση• 

Παράδειγµα 1.4.7. Η αναπαράσταση της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO( , )n �  στον n
�  που 

περιγράψαµε στο παράδειγµα 1.4.2 είναι ανάγωγη. Πράγµατι για κάθε 0

n
x ∈�  µε 0|| || 1x =  η 

εικόνα της απεικόνισης : n nϕ →� �  µε 

0( )x g xϕ = ⋅ , 

είναι η µοναδιαία σφαίρα 
1Sn−
. Έτσι αν V  είναι µη τετριµµένος αναλλοίωτος υπόχωρος, τότε θα 

πρέπει { }1Sn nV −⊃ ⊃ �κανονική βάση του  και συνεπώς 
n

V = � ￭ 

Παράδειγµα 1.4.8. O υπόχωρος 

{ }    
n n n

f f f= ∈ ∈λεία και όλες οι µερικές παράγωγοι της κάθε τάξης� � �
∞∞∞∞  

του χώρου Hilbert 
2 ( , )n

n
= L � ��  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης 

(SO( , ), , )
n

n ρ� �  που περιγράψαµε στο παράδειγµα 1.4.5. Αν στρίψουµε µία συνάρτηση του 

n
�

∞∞∞∞  γύρω από κάποιον άξονα θα «πέσουµε» πάλι στον 
n

�
∞∞∞∞ . Η υποαναπαράσταση που 

προκύπτει θα είναι στο εξής η αναπαράσταση της SO( , )n �  στον 
n

�
∞∞∞∞ ￭ 

Πρόταση 1.4.9. Έστω G  µία οµάδα, V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος µε εσωτερικό 

γινόµενο  ,  και ( , , )G V ρ  µία µοναδιακή αναπαράσταση της G  στον V . Αν W V≤  είναι ένας 

αναλλοίωτος υπόχωρος της ( , , )G V ρ , τότε και ο W
⊥

 είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της 

( , , )G V ρ . 

Απόδειξη. Έστω g G∈  και x W
⊥∈ . Θα δείξουµε ότι για κάθε y W∈  

( )( ), 0g x yρ = . 

Πράγµατι επειδή η ρ  είναι µοναδιακή θα έχουµε 

1 1

1

 

1

 

( )( ), ( ) ( )( ), ( )( )

                  ( )( ), ( )( )

                  , ( )( ) .

g x y g g x g y

e x g y

x g y

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ

− −

−

−

=

=

=

 

Όµως επειδή W  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος θα έχουµε 1( )( )g y Wρ − ∈  και συνεπώς  

1( )( ), , ( )( ) 0g x y x g yρ ρ −= = . 
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Συνεπάγεται λοιπόν ότι για κάθε g G∈  ( )( )g W Wρ ⊥ ⊥⊂  ολοκληρώνοντας της απόδειξη της 

πρότασης�  

Ορισµός 1.4.4. Έστω G  µία οµάδα και ( , , )G V ρ , ( , , )G W σ  αναπαραστάσεις της G  στους 

µιγαδικούς γραµµικούς χώρους V , W  αντιστοίχως. Μία γραµµική απεικόνιση :T V W→  

λέγεται οµοµορφισµός των αναπαραστάσεων ( , , )G V ρ  και ( , , )G W σ , αν για κάθε g G∈  ισχύει 

( ) ( )T g g Tρ σ=� � . 

Αν επιπλέον η T  είναι ισοµορφισµός γραµµικών χώρων, τότε ονοµάζεται ισοµορφισµός των 

αναπαραστάσεων ( , , )G V ρ , ( , , )G W σ . Σε αυτή την περίπτωση οι αναπαραστάσεις λέγονται 

ισόµορφες και γράφουµε ρ σ≅ . 

Αν :S V V→  είναι ένας γραµµικός τελεστής τέτοιος ώστε για κάθε g G∈  να ισχύει 

( ) ( )S g g Sρ ρ=� � , 

τότε λέµε ότι ο S  µετατίθεται µε την αναπαράσταση ( , , )G V ρ  ή µε την αντίστοιχη δράση• 

Πρόταση 1.4.10. Ο γραµµικός διαφορικός τελεστής 
2 :∇ →� �

∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞
 µετατίθεται µε την δράση 

της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO(3, )�  στον �
∞∞∞∞ . 

Απόδειξη. Έστω :SO(3, ) GL( )σ →� �
∞∞∞∞  η αναπαράσταση της SO(3, )�  στον χώρο �

∞∞∞∞  και 

SO(3, )g∈ � . Αν 3:SO(3, ) GL( )ρ →� �  είναι η αναπαράσταση της SO(3, )�  στον 3
�  και 

f ∈�
∞∞∞∞ , τότε 

( )( ) ( )g f f gσ ρ= � . 

Θέτουµε 
1 2 3

( ) ( ( ) , ( ) , ( ) )
x x x

g g g gρ ρ ρ ρ=  και εφαρµόζοντας δύο φορές τον κανόνα της αλυσίδας 

προκύπτει ότι 

( ) ( )
( )
( )

1 1 2 1 3 1 1

1 2 2 2 3 2 2

1 3 2 3 3 3

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )

                        ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( )

                        ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) (

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

f g g g g f g

g g g f g

g g g

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

∇ = ∂ + ∂ + ∂ ∂

+ ∂ + ∂ + ∂ ∂

+ ∂ + ∂ + ∂ ∂

� �

�

( )
3

1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2 1 2

1 2 1 3 2 2 2 3 3 2

2 ) ( )

                        2 ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) ) ( ) ( )

                        2 ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

f g

g g g g g g f g

g g g g g

ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂

�

�

( )
( )

3 3 2 3

1 3 1 1 2 3 2 1 3 3 3 1 3 1

( ( ) ) ( ) ( )

                        2 ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) ) ( ( ) )( ( ) ) ( ) ( ).

x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

g f g

g g g g g g f g

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂

�

�

 

Έστω ê  η κανονική βάση του 3
�  και ˆ( ( ) : ) [ ]

ij
g e aρ =  ο πίνακας της ( )gρ  ως προς την βάση 

ê . Τότε  για κάθε { }, 1,2,3i j∈  

( )
j iij x x

a gρ= ∂  

και συνεπάγεται ότι 
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( )
1

2

3

1 2

2 2 2 2 2

11 12 13

2 2 2 2

21 22 23

2 2 2 2

31 32 33

11 21 12 22 13 23

( ) ( )( ) ( )

                        ( )( ) ( )

                        ( )( ) ( )

                        2( )( )

x

x

x

x x

f g a a a f g

a a a f g

a a a f g

a a a a a a f

ρ ρ

ρ

ρ

∇ = + + ∂

+ + + ∂

+ + + ∂

+ + + ∂ ∂

� �

�

�

2 3

3 1

21 31 22 32 23 33

31 11 32 12 33 13

( )

                        2( )( ) ( )

                        2( )( ) ( ).

x x

x x

g

a a a a a a f g

a a a a a a f g

ρ

ρ

ρ

+ + + ∂ ∂

+ + + ∂ ∂

�

�

�

 

Όµως επειδή ο πίνακας ˆ( ( ) : )g eρ  είναι ορθογώνιος, θα έχουµε 

2 2 2

11 12 13 11 21 12 22 13 23 11 31 12 32 13 33

2 2 2

21 11 22 12 23 13 21 22 23 21 31 22 32 23 33

2 2 2

31 11 32 12 33 13 31 21 32 22 33 23 31 32 33

1 0 0

0 1 0

0 0 1

a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

 + + + + + +  
   + + + + + + =   
   + + + + + +   

 

και συνεπάγεται ότι 

( ) ( )

( )

1 2 3

2 2

2 2 2

    

2

    

2

    

( ) ( ) ( )

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                     ( ) ( )

                     ( ) ( ).

x x x

g f f g

f g f g f g

f g

g f

σ ρ

ρ ρ ρ

ρ

σ

∇ =∇

= ∂ + ∂ + ∂

= ∇

= ∇

� �

� � �

�

�

 

Η f  είναι τυχούσα συνάρτηση και συνεπώς για κάθε SO(3, )g∈ � , 

2 2( ) ( )g gσ σ∇ = ∇� � �  

Παρατήρηση 1.4.10. Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να γενικεύσουµε την παραπάνω πρόταση 

για την δράση της SO( , )n �  στον χώρο 
n

�
∞∞∞∞ . Ο διαφορικός τελεστής 

2 :
n n

∇ →� �
∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

 µε 

1 2

2 2 2 2...
nx x x∇ = ∂ + ∂ + + ∂ , 

µετατίθεται µε την δράση της SO( , )n �  στον 
n

�
∞∞∞∞ . 

Πρόταση 1.4.11. Έστω G  µία οµάδα και ( , , )G V ρ  µία αναπαράσταση της G  σε έναν µιγαδικό 

γραµµικό χώρο V . Αν :T V V→  είναι ένας γραµµικός τελεστής ο οποίος µετατίθεται µε την 

δράση της G  στον V , τότε κάθε ιδιόχωρος του T  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της 

αναπαράστασης ( , , )G V ρ . 

Απόδειξη. Έστω ( )V λ  ένας ιδιόχωρος του T  ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ∈� . Τότε 

για κάθε g G∈  και ( )x V λ∈  έχουµε 

     

     

( ) ( )

        ( )

        ( )

T g x g T x

g x

g x

λ

λ

⋅ = ⋅

= ⋅

= ⋅

 

και συνεπώς ( )g x V λ⋅ ∈ . Έτσι για κάθε g G∈  έχουµε ( )( ( )) ( )g V Vρ λ λ⊂ , ολοκληρώνοντας 

την απόδειξη της πρότασης�  
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Το λήµµα του Schur. Έστω ( , , )G V ρ , ( , , )G W σ  ανάγωγες αναπαραστάσεις της οµάδας G  

στους µιγαδικούς γραµµικούς χώρους V , W . Αν ο χώρος V  είναι πεπερασµένης διάστασης 

και :T V V→  είναι ένας γραµµικός τελεστής ο οποίος µετατίθεται µε την ( , , )G V ρ , τότε 

υπάρχει λ∈�  ώστε 

1
V

T λ= . 

Ακόµη αν ( , , ) ( , , )G V G Wρ σ≅  και :S V W→  είναι ένας οµοµορφισµός αναπαραστάσεων, 

τότε 0S = . 

Απόδειξη. Ο T  θα έχει µία τουλάχιστον ιδιοτιµή λ∈�  και ο ιδιόχωρος ( )V λ  που αντιστοιχεί 

σε αυτή την ιδιοτιµή θα είναι, σύµφωνα µε την πρόταση 1.4.11, ένας αναλλοίωτος υπόχωρος 

της ( , , )G V ρ . Τότε όµως θα πρέπει ( )V V λ=  και συνεπώς 

1
V

T λ= . 

Για το δεύτερο µέρος παρατηρήσουµε ότι, εφόσον ο S  είναι οµοµορφισµός αναπαραστάσεων, 

ο πυρήνας του ker( )S V⊂  και η εικόνα του Im( )S W⊂  είναι αναλλοίωτοι υπόχωροι των 

( , , )G V ρ  και ( , , )G W σ  αντιστοίχως. Αλλά επειδή είναι ανάγωγες θα πρέπει  

{ }ker( )  ή 0S V=  

και 

{ }Im( )  ή 0S W= . 

∆ηλαδή ο S  είναι ισοµορφισµός ή 0S = . Επειδή οι αναπαραστάσεις δεν είναι ισόµορφες θα 

έχουµε 0S = , ολοκληρώνοντας την απόδειξη του ισχυρισµού�  

Πόρισµα 1.4.11. Αν ( , , )G V ρ  είναι ανάγωγη αναπαράσταση µίας µεταθετικής οµάδας G , τότε 

ο χώρος V  είναι µονοδιάστατος. 

Απόδειξη. Επειδή η οµάδα είναι µεταθετική, για κάθε g G∈  ο γραµµικός τελεστής ( )gρ  

µετατίθεται µε την ( , , )G V ρ . Τότε όµως από το λήµµα του Schur θα έχουµε 

( ) ( )1
V

g gρ λ=  

και συνεπώς για κάθε x V∈  

( ) ( )g x g xρ λ= . 

Θα έχουµε λοιπόν dim 1V = �  

Ορισµός 1.4.14. Έστω G  µία οµάδα και ( , , )G V ρ  αναπαράσταση της G  στον µιγαδικό 

γραµµικό χώρο V . Αν υπάρχουν ανάγωγες αναπαραστάσεις { }( , , )i i i I
G V ρ

∈
 της G  τέτοιες ώστε 

( , , ) ( , , ),
i i

i I i I
G V G Vρ ρ

∈ ∈
≅ ⊕ ⊕  

τότε λέµε ότι η ( , , )G V ρ  αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων• 
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 Η ακόλουθη πρόταση µας λέει ότι κάθε µοναδιακή αναπαράσταση µίας οµάδας Lie σε 

έναν γραµµικό χώρο πεπερασµένης διάστασης αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων 

αναπαραστάσεων. 

Πρόταση 1.4.15. Έστω G  µία οµάδα Lie, V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος πεπερασµένης 

διάστασης µε εσωτερικό γινόµενο  ,  και ( , , )G V ρ  µία µοναδιακή αναπαράσταση της G  στον 

V . Τότε η ( , , )G V ρ  αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων. 

Απόδειξη. Θα δείξουµε την πρόταση µε επαγωγή ως προς την διάσταση n∈�  του χώρου V . 

Αν 1n = , τότε η αναπαράσταση ( , , )G V ρ  είναι ανάγωγη και έχουµε τελειώσει. Έστω ότι η 

πρόταση είναι αληθής για κάθε n k≤ ∈�  και dim 1V k= + . Αν η ( , , )G V ρ  είναι ανάγωγη, τότε 

έχουµε τελειώσει. Αν δεν είναι ανάγωγη θα υπάρχει αναλλοίωτος υπόχωρος W  της ( , , )G V ρ  

µε 1 dim 1W k≤ < + . Σύµφωνα όµως µε την πρόταση 1.4.9, ο W
⊥

 είναι επίσης αναλλοίωτος 

υπόχωρος της ( , , )G V ρ  και µάλιστα V W W
⊥= ⊕ . Τότε όµως θα πρέπει 1 dim 1W k

⊥≤ < +  και 

ακόµη 

( , , ) ( , , )W W
G V G W Wρ ρ ρ ⊥

⊥≅ ⊕ ⊕ . 

Τώρα από την υπόθεση της επαγωγής υπάρχουν ανάγωγες αναπαραστάσεις { }
1

( , , )
i i i

G V
µρ
=

 και 

{ }
1

( , , )j j j
G W

ν
σ

=
 τέτοιες ώστε 

1 1
( , , ) ( , , )W i i

i i
G W G V

µ µ

ρ ρ
= =

≅ ⊕ ⊕  

και 

1 1
( , , ) ( , , )j jW j j
G W G W

ν ν

ρ σ⊥
⊥

= =
≅ ⊕ ⊕ . 

Τότε όµως θα έχουµε 

1 1 1 1
( , , ) , ,i j i j

i j i j
G V G V W

µ µν ν

ρ ρ σ
= = = =

       ≅ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕              
, 

ολοκληρώνοντας την απόδειξη της πρότασης�  

Λήµµα 1.4.15. Αν ( , , )G V ρ , ( , , )G W σ  είναι ισόµορφες αναπαραστάσεις της οµάδας G  στους 

µιγαδικούς γραµµικούς χώρους V , W  και :T V V→  είναι ένας γραµµικός τελεστής ο οποίος 

µετατίθεται µε την ( , , )G V ρ , τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός :S V W→  τέτοιος ώστε ο 

1
:S T S W W

− →� �  να µετατίθεται µε την ( , , )G W σ . 

Απόδειξη. Εφόσον ( , , ) ( , , )G V G Wρ σ≅  υπάρχει ένας ισοµορφισµός αναπαραστάσεων 

:S V W→  και θέτουµε 
1

A S T S
−= � � . Τότε για κάθε g G∈  θα έχουµε 
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1

1

      

1

      

1

      

1

      

      

( ) ( ) ( )

         ( ( ) )

         ( ( ) )

         ( ( ) )

         ( ) ( )

         ( ),

g A g S T S

g S T S

S g T S

S T g S

S T S g

A g

σ σ

σ

ρ

ρ

σ

σ

−

−

−

−

−

=

=

=

=

=

=

� � � �

� � �

� � �

� � �

� � �

�

 

ολοκληρώνοντας την απόδειξη του λήµµατος�  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι ( , , )G V ρ  είναι µία τυχούσα αναπαράσταση της οµάδας G  

στον µιγαδικό χώρο πεπερασµένης διάστασης V , η οποία αναλύεται σε ευθύ άθροισµα 

ανάγωγων αναπαραστάσεων 

1 1
( , , ) ( , , )

n n

i i
i i

G V G Vρ ρ
= =

≅ ⊕ ⊕ , 

ώστε 

  ( , , ) ( , , )
i i j j

i j G V G Vρ ρ≠ ⇒ ≅  

και :T V V→  ένας γραµµικός τελεστής ο οποίος µετατίθεται µε την ( , , )G V ρ . Τότε υπάρχει 

ένας ισοµορφισµός 
1

:
n

i
i

S V V
=

→⊕  και µιγαδικοί αριθµοί 1 2, ,...,
n

λ λ λ  ώστε 

1

1
1

i

n

i V
i

S T S λ−

=
= ⊕� � . 

Πράγµατι σύµφωνα µε το λήµµα 1.4.15 υπάρχει ισοµορφισµός 
1

:
n

i
i

S V V
=

→⊕  ώστε ο τελεστής 

1

1 1
:

n n

i i
i i

A S T S V V
−

= =
= ⊕ →⊕� �  να µετατίθεται µε την 

1 1
( , , )

n n

i i
i i

G V ρ
= =
⊕ ⊕ . Για κάθε { }, 1, 2,...,i j n∈  

θέτουµε ( | ) :
iij j V i j

A A V V= Π →� , όπου 
1

:
n

j i j
i

V V
=

Π ⊕ →  είναι η συνάρτηση προβολής στον 

υπόχωρο 
j

V . Τότε 
1 1

n n

ij
i j

A A
= =

= ⊕⊕  και για κάθε g G∈  

      

      

      

( ) ( ) ( | )

            ( ) ( | )

            ( | ) ( )

            ( ),

i

i

i

j ij j j V

j V

j V i

ij i

g A g A

g A

A g

A g

ρ ρ

ρ

ρ

ρ

= Π

= Π

= Π

=

� � �

� �

� �

�

 

δηλαδή ο 
ij

A  είναι ένας οµοµορφισµός των αναπαραστάσεων ( , , )
i i

G V ρ  και ( , , )
j j

G V ρ . Όµως 

επειδή { }
1

( , , )
n

i i i
G V ρ

=
 είναι ανάγωγες και µη ισόµορφες ανά δύο αναπαραστάσεις, από το λήµµα 

του Schur θα υπάρχουν 1,..., n
λ λ ∈�  ώστε για κάθε { }1, 2,...,i n∈  

1
iii i V

A λ=  
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και ακόµη για κάθε { }, 1, 2,...,i j n∈  µε i j≠  θα έχουµε 0
ij

A = . Συνεπάγεται λοιπόν ότι 

1 1
1

i

n n

ii i V
i i

A A λ
= =

= ⊕ = ⊕ . 

Αν µέσω του ισοµορφισµού S  ταυτίσουµε τους χώρους V  και 
1

n

i
i

V
=
⊕  ώστε για κάθε { }1, 2,...,i n∈  

να έχουµε 
i

V V⊂ , τότε µπορούµε απλούστερα να γράψουµε 

1
1

i

n

i V
i

T λ
=

= ⊕  

και για τα επόµενα θα υιοθετήσουµε την σύµβαση αυτή. 

Οι αριθµοί 
i
λ  είναι ιδιοτιµές του T , όχι απαραίτητα διάφορες µεταξύ τους, έτσι για κάθε 

{ }1, 2,...,i n∈  θα έχουµε ( )
i i

V V λ⊂ , όπου ( )
i

V λ  είναι ο ιδιόχωρος της ιδιοτιµής 
i
λ . 

Συγκεκριµένα αν ( )V λ  είναι ένας ιδιόχωρος του T  ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ∈� , 

τότε µπορούµε να τον «χτίσουµε» µε ανάγωγες αναπαραστάσεις. Θα υπάρχουν δηλαδή 

{ }1 ( ),..., 1,2,...,ki i nλ ∈  ώστε 

( )

1
( )

m

k

i
m

V V
λ

λ
=

= ⊕ . 

Έτσι η αναπαράσταση ( , , )G V ρ  µπορεί να µας βοηθήσει να διαγωνοποιήσουµε τον τελεστή T . 

Αν η οµάδα G  είναι αρκετά «µεγάλη», τότε οι ιδιόχωροι του T  θα συµπέσουν µε τους 

ανάγωγους αναλλοίωτους υπόχωρους της ( , , )G V ρ . 

Ας θεωρήσουµε τώρα ότι V  είναι ένας οποιοσδήποτε γραµµικός χώρος ώστε η 

αναπαράσταση ( , , )G V ρ  να αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων 

( , , ) ( , , )
i i

i I i I
G V G Vρ ρ

∈ ∈
≅ ⊕ ⊕ , 

όπου { }i i I
V

∈
 είναι χώροι πεπερασµένης διάστασης και οι αναπαραστάσεις { }( , , )i i i I

G V ρ
∈

 είναι 

µη ισόµορφες ανά δύο. Τότε οµοίως θα δούµε ότι ένας γραµµικός τελεστής :T V V→  ο οποίος 

µετατίθεται µε την ( , , )G V ρ  είναι διαγωνίσιµος και για κάθε i I∈  υπάρχει 
i
λ ∈�  ώστε 

1
ii V

i I
T λ

∈
= ⊕ . 

Οι µιγαδικοί αριθµοί 
i
λ  είναι ιδιοτιµές του T , όχι απαραίτητα διακεκριµένες. Αν ( )V λ  είναι ένας 

ιδιόχωρος του T  ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ , τότε υπάρχει ένα σύνολο δεικτών 

( )I Iλ ⊂  τέτοιο ώστε 

( )
( ) i

i I
V V

λ
λ

∈
= ⊕ . 
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1.5     Η οµάδα συµµετρίας κβαντοµηχανικού συστήµατος 

 

 Ας θεωρήσουµε το απλό κβαντοµηχανικό σύστηµα ενός σωµατίου, το οποίο κινείται 

στον Ευκλείδειο χώρο 3
�  και η κατάσταση του οποίου, κάποια χρονική στιγµή, περιγράφεται 

από ένα διάνυσµα ψ  του χώρου Hilbert � . Αν δράσουµε µε κάποιο στοιχείο SΟ(3, )g∈ �  στο 

σύστηµα συντεταγµένων { }, ,i j k  θα προκύψει ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων, 

{ } { }, , , ,g′ ′ ′ = ⋅i j k i j k  

«στραµµένο» ως προς το αρχικό γύρω από κάποιον άξονα. Στο νέο σύστηµα συντεταγµένων η 

κατάσταση του σωµατίου θα περιγράφεται από το διάνυσµα gψ ψ′ = ⋅  και η νέα Hamiltonian θα 

είναι 

1( ) ( )g gρ ρ −′ =H H� � , 

όπου :SΟ(3, ) GL( )ρ →� �
∞∞∞∞  είναι η αναπαράσταση της οµάδας SΟ(3, )�  στον �

∞∞∞∞  όπως 

την έχουµε περιγράψει στο παράδειγµα 1.4.5. Αν για κάποια υποοµάδα G  της SΟ(3, )�  

έχουµε ′ =H H , τότε η υποοµάδα G  λέγεται οµάδα συµµετρίας του συστήµατος και έχουµε τον 

ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.5.1. Μία υποοµάδα G  της SΟ(3, )�  λέγεται οµάδα συµµετρίας του συστήµατος αν 

αφήνει την Hamiltonian του συστήµατος αναλλοίωτη. ∆ηλαδή αν για κάθε g G∈  

( ) ( )g gρ ρ=H H� � • 

Πρόταση 1.5.1. Αν G  είναι µία οµάδα συµµετρίας και ( , , )G ρ�
∞∞∞∞  η αναπαράστασή της στον 

χώρο �
∞∞∞∞ , τότε κάθε ιδιόχωρος της Hamiltonian είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της ( , , )G ρ�

∞∞∞∞ . 

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τον ορισµό της οµάδας συµµετρίας, η Hamiltonian H  µετατίθεται µε 

την αναπαράσταση ( , , )G ρ�
∞∞∞∞ , 

( ) ( )g gρ ρ=H H� �  

και από την πρόταση 1.4.11 έχουµε τον ζητούµενο ισχυρισµό�  

 Αν G  είναι µία οµάδα συµµετρίας έτσι ώστε η αναπαράσταση ( , , )G ρ�
∞∞∞∞  να αναλύεται 

σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων 

( , , ) ( , , )i i
i I i I

G G Vρ ρ
∈ ∈

≅ ⊕ ⊕�
∞∞∞∞ , 

όπου { }i i I
V

∈
 είναι µιγαδικοί γραµµικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης και οι αναπαραστάσεις 

{ }( , , )i i i I
G V ρ

∈
 είναι µη ισόµορφες ανά δύο, τότε η Hamiltonian H  είναι διαγωνίσιµη και για κάθε 

i I∈  υπάρχει 
i
λ ∈�  ώστε 
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1
ii V

i I
λ

∈
= ⊕H . 

Η γνώση λοιπόν της συµµετρίας του συστήµατος µπορεί να µας βοηθήσει στην 

διαγωνοποίηση της Hamiltonian. Όµως η καθαρά «γεωµετρική» συµµετρία που περιγράψαµε 

παραπάνω ίσως να µην είναι αρκετή ώστε οι ανάγωγοι αναλλοίωτοι υπόχωροι 
i

V  να 

συµπίπτουν µε τους ιδιόχωρους της Hamiltonian. Για το λόγο αυτό θα πρέπει να γενικεύσουµε 

την έννοια της συµµετρίας στον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.5.2. Μία οµάδα H  λέγεται οµάδα συµµετρίας του συστήµατος αν υπάρχει 

αναπαράσταση ( , , )H ρ�
∞∞∞∞  της H  στον �

∞∞∞∞  η οποία µετατίθεται µε την Hamiltonian H . 

 

1.6     Η οµάδα συµµετρίας στο άτοµο του υδρογόνου 

 

 Ας θεωρήσουµε τώρα το ηλεκτρόνιο στο άτοµο του υδρογόνου. Η Hamiltonian αυτού του 

συστήµατος µετατίθεται µε την δράση της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SΟ(3, )�  στον �
∞∞∞∞  και 

συνεπώς η SΟ(3, )�  είναι οµάδα συµµετρίας του συστήµατος. Πράγµατι σύµφωνα µε την 

πρόταση 1.4.8 για κάθε SΟ(3, )g∈ �  έχουµε 

2 2( ) ( )g gρ ρ∇ = ∇� � . 

Ακόµη επειδή το δυναµικό 
3V : →� �  στο άτοµο του ηλεκτρονίου είναι κεντρικό, θα έχουµε 

( )V Vgρ =  

από όπου προκύπτει ότι 

( ) V V ( )g gρ ρ=� � . 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι 

2

2

  

2

  

2

  

  

( ) ( ) ( V)

            ( ) ( ) V

            ( ) V ( )

            ( V) ( )

            ( ).

g g

g g

g g

g

g

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

ρ

= ∇ +

= ∇ +

= ∇ +

= ∇ +

=

H

H

� �

� �

� �

�

�

 

Για να είµαστε ακριβείς, η ορθογώνια οµάδα Ο(3, )�  είναι επίσης µία οµάδα συµµετρίας, η 

οποία περιέχει την SΟ(3, )� . Τα να λάβουµε όµως υπόψη και τις ανακλάσεις δεν µας βοηθάει 

ουσιαστικά στην διαγωνοποίηση της Hamiltonian. Για να το δούµε αυτό θα θεωρήσουµε την 

επέκταση : O(3, ) GL( )ρ →� � �
∞∞∞∞  της αναπαράστασης :SO(3, ) GL( )ρ →� �

∞∞∞∞ . 

Πρόταση 1.5.1. Οι ανάγωγοι αναλλοίωτοι υπόχωροι της αναπαράστασης ρ�  είναι της µορφής 

( )V I V+ − ⋅ , 

όπου V  είναι ένας ανάγωγος αναλλοίωτος υπόχωρος της ρ . 
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Απόδειξη. Έστω V�  ένας ανάγωγος αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ρ� . Επειδή η 

ρ�  είναι επέκταση της ρ , ο V�  θα περιέχει κάποιον ανάγωγο αναλλοίωτο υπόχωρο V  της ρ . 

Παρατηρούµε ότι κάθε στοιχείο Ο(3, ) \ SΟ(3, )g∈ � �  γράφεται 

( ) ( ) ( ) ( )g I g g I= − ⋅ − = − ⋅ − , 

όπου το στοιχείο Ο(3, ) \ SΟ(3, )I− ∈ � �  αναπαριστά την ανάκλαση ως προς την αρχή και 

SΟ(3, )g− ∈ � . Τότε όµως 

( )
 

( ) ( )

     ( )

g V I g V

I V

⋅ = − − ⋅

⊂ − ⋅
 

και συνεπώς ( )V I V V+ − ⋅ ⊂ �  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της ρ� . Επειδή όµως ο V�  είναι 

ανάγωγος και { }( ) 0V I V+ − ⋅ ≠ , θα πρέπει ( )V V I V= + − ⋅�  ολοκληρώνοντας την απόδειξη της 

πρότασης�  

 Με µία πρώτη µατιά φαίνεται ότι οι αναλλοίωτοι υπόχωροι «µεγαλώνουν» κάτω από την 

«µεγαλύτερη» οµάδα συµµετρίας Ο(3, )� . Στην πραγµατικότητα όµως κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει 

γιατί οι ανάγωγοι αναλλοίωτοι υπόχωροι της ρ  χωρίζονται σε δύο µεγάλες κλάσεις: Σε αυτούς 

που περιέχουν άρτιες συναρτήσεις και σε αυτούς που περιέχουν περιττές. Αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα, σε κάθε περίπτωση να έχουµε  

( )V V I V= + − ⋅ . 

Για να το δούµε αυτό θα θεωρήσουµε τον τελεστή οµοτιµίας :P →� �
∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

 ο οποίος ορίζεται 

ως 

( ) ( )P f I f= − ⋅ . 

Ο P  είναι διαγωνίσιµος µε ιδιοτιµές { }1, 1− + . Ο ιδιόχωρος ( 1)V −  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

1−  είναι ο χώρος των περιττών συναρτήσεων του �
∞∞∞∞  και ο ιδιόχωρος ( 1)V +  που αντιστοιχεί 

στην ιδιοτιµή 1+  είναι ο χώρος των άρτιων συναρτήσεων του �
∞∞∞∞ . Επειδή κάθε συνάρτηση 

µπορεί να γραφεί ως άθροισµα µίας άρτιας και µίας περιττής θα έχουµε 

( 1) ( 1)V V= − ⊕ +�
∞∞∞∞ . 

Το σηµαντικό όµως είναι ότι ο P  µετατίθεται µε την αναπαράσταση ρ . Πράγµατι για κάθε 

SO(3, )h∈ �  και f ∈�
∞∞∞∞  έχουµε 

( )
( )
( )

( )

( ) ( )

            ( )

            ( )

            ( )

            ( ).

h P f h I f

h I f

I h f

I h f

P h f

⋅ = ⋅ − ⋅

= − ⋅

= − ⋅

= − ⋅

= ⋅
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Συνεπώς κάθε ανάγωγος αναλλοίωτος υπόχωρος της ρ  θα περιέχεται σε έναν από τους 

ιδιόχωρους του P , δηλαδή θα περιέχει άρτιες ή περιττές συναρτήσεις. Κλείνουµε το κεφάλαιο 

αυτό µε την ακόλουθη πρόταση. 

Πρόταση 1.5.1. Αν 0E <  είναι µία ιδιοτιµή της Hamiltonian H , τότε η διάσταση του ιδιόχωρου 

( )V E  στον οποίο αντιστοιχεί η ιδιοτιµή E  είναι πεπερασµένη. 

Απόδειξη. ∆ες [1] σελ. 264-266. 

 Έτσι σε κάθε ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  της Hamiltonian που αντιστοιχεί σε αρνητική ιδιοτιµή E  

έχουµε µία µοναδιακή αναπαράσταση της οµάδας Lie SΟ(3, )� , η οποία αναλύεται σε ευθύ 

άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων. Εδώ όµως σταµατάµε για να παρουσιάσουµε την Lie 

άλγεβρα της SΟ(3, )�  και να δούµε πως µπορεί αυτή να µας βοηθήσει στην µελέτη της 

παραπάνω αναπαράστασης. Στόχος µας είναι να βρούµε τις ιδιοτιµές και την διάσταση των 

ιδιόχωρων της Hamiltonian. 
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Κεφάλαιο  2   

 

Αναπαραστάσεις Lie αλγεβρών και οι ανάγωγες 

αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας ��������(4,����) 

 

 

 

2.1     Γενικά περί Lie αλγεβρών 

 

Ορισµός 2.1.1. Έστω �  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και [  , ] :⋅ ⋅ × →� � �  µία πράξη η 

οποία για κάθε , ,A B C∈�  και για κάθε ,λ µ∈�  ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες 

( )i .   [ ] [ ], ,A B B A= −  

( )ii .  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ], , ,  , , , ,A B C A C B C A B C A B A Cλ µ λ µ λ µ λ µ+ = + + = +  

( )iii . [ ] [ ] [ ], , , , , , 0A B C B C A C A B     + + =      . 

Τότε η πράξη [  , ]⋅ ⋅  ονοµάζεται αγκύλη Lie στον χώρο �  και το ζεύγος ( ,[  , ])⋅ ⋅�  λέγεται 

άλγεβρα Lie επί του �  ή πραγµατική Lie άλγεβρα. 

Αν V ≤ �  ένας γραµµικός υπόχωρος κλειστός ως προς την αγκύλη Lie, τότε η 

πραγµατική Lie άλγεβρα ( ,[  , ] [  , ] | )
V V V

V ×⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  ονοµάζεται Lie υποάλγεβρα της ( ,[  , ])⋅ ⋅�  και 

γράφουµε ( ,[  , ] ) ( ,[  , ])
V

V ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅�  ή απλά V ≤ � • 

Παράδειγµα 2.1.2. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και ο γραµµικός χώρος ( )V�  

επί του � . Στον χώρο ( )V�  ορίζουµε µία αγκύλη Lie [  , ]⋅ ⋅  ως εξής 

[ ],f g fg gf= − . 

Έτσι ( )( ),[  , ]V ⋅ ⋅�  είναι µία Lie άλγεβρα επί του �  την οποία συµβολίζουµε µε ( )V�� ￭ 

Παράδειγµα 2.1.3. Έστω Q  η γραµµική άλγεβρα των quaternions επί του �  και { }1, , ,i j k  η 

βάση του χώρου Q . Στον υπόχωρο , ,=Q i j k�  ορίζουµε µια αγκύλη Lie [  , ] :⋅ ⋅ × →
Q Q Q

� � �  

ως εξής 

[ ], ( )a b a b= Π ⋅ , 
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όπου :Π →
Q

Q �  είναι η ορθογώνια προβολή του Q  επί του 
Q

� . ∆εν είναι δύσκολο να 

επαληθεύσουµε ότι η απεικόνιση αυτή ικανοποιεί τις ιδιότητες µίας αγκύλης Lie και συνεπώς το 

ζεύγος ( ),[  , ]⋅ ⋅
Q

�  είναι µία Lie άλγεβρα επί του � , την οποία συµβολίζουµε απλά µε 
Q

� . 

 Με κάποιους στοιχειώδεις υπολογισµούς βρίσκουµε ότι οι αγκύλες Lie των διανυσµάτων 

της βάσης { }, ,i j k  του χώρου 
Q

�  ικανοποιούν τις ακόλουθες «κυκλικές» σχέσεις 

[ ] [ ] [ ],  , ,  , ,= = =i j k j k i k i j . 

Πράγµατι αν 1 2 3 1 2 3,  a a a b b b= + + = + + ∈
Q

a i j k b i j k �  θα έχουµε 

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1[ , ] ( ) ( ) ( )a b a b a b a b a b a b= − + − + −a b i j k  

και θέτοντας ,= =a i b j  παίρνουµε την ισότητα [ , ] =i j k . Οµοίως για και τις άλλες δύο￭ 

Παράδειγµα 2.1.4. Θεωρούµε τον γραµµικό χώρο πινάκων n n×
�  επί του � , για κάποιον n∈�  

και την πράξη [  , ] : n n n n n n× × ×⋅ ⋅ × →� � �  µε  

[ ],A B AB BA= − . 

∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι η πράξη [  , ]⋅ ⋅  είναι µία αγκύλη Lie στον n n×
�  οπότε το ζεύγος 

( ),[  , ]n n× ⋅ ⋅�  είναι µία Lie άλγεβρα επί του � . Η Lie άλγεβρα ( ),[  , ]n n× ⋅ ⋅�  συµβολίζεται µε 

( , )n ��� . 

 Με όµοιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε την Lie άλγεβρα ( , )n ���  επί του �  η διάσταση 

της οποίας είναι 
2dim ( , )n n=��� , µικρότερη δηλαδή από την διάσταση της ( , )n ���  που είναι 

2dim ( , ) 2n n=��� . Θα πρέπει µάλιστα να προσέξουµε ότι ( , )n ���  είναι ένας γραµµικός χώρος 

επί του �  και όχι επί του � ￭ 

Παράδειγµα 2.1.5. Θεωρούµε τώρα την Lie άλγεβρα (2, )���  και τον γραµµικό υπόχωρο 

{ }2 2 0 και 0 (2, )V A A A TrA
× ∗= ∈ + = = ≤� ��� . ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι ,A B V∀ ∈  

[ ],A B V∈  και συνεπώς ο περιορισµός [  , ] | [  , ]
V V V×⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  είναι µία αγκύλη Lie στον χώρο V . 

Πράγµατι αν ,A B V∈ , τότε 

[ ] [ ], , ( ) ( )

                        ( ) ( )

                        

                        

                        ( ) ( )

             

A B A B AB BA AB BA

AB BA AB BA

B A A B AB BA

BA AB AB BA

B A A A B B

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

+ = − + −

= − + −

= − + −

= − + + −

= − + + +

           0 0

                        0

B A= − +

=
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και ακόµη 

[ ]( )Tr , Tr( )

                 Tr( ) Tr( )

                 0.

A B AB BA

AB BA

= −

= −

=

 

Την Lie υποάλγεβρα ( ),[  , ]VV ⋅ ⋅  της (2, )���  την συµβολίζουµε µε (2)�� . Επίσης είναι απλό να 

επαληθεύσουµε ότι 

2 2(2) , ,
ia b ic

a b c
b ic ia

× +  
= ∈ ∈  − + −  

� ���  

και συµπεραίνουµε ότι dim (2) 3=�� . Ακόµη το σύνολο  

0 0 1 0
, ,

0 1 0 0

i i

i i

      
      − −      

 

είναι η κανονική βάση της (2)�� ￭ 

Παράδειγµα 2.1.6. Έστω η Lie άλγεβρα (3, )���  και ο γραµµικός υπόχωρος 

{ }(3, ) 0 (3, )T
W A g A A= ∈ + = ≤	 � ��� . Μπορούµε µε απλές πράξεις να δείξουµε ότι 

,A B W∀ ∈  [ ],A B W∈  και κατά συνέπεια ο περιορισµός [  , ] | [  , ]
W W W×⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  είναι µία αγκύλη Lie 

στον χώρο W . Την Lie άλγεβρα ( ),[  , ]WW ⋅ ⋅  την συµβολίζουµε µε (3, )��� . ∆εν είναι δύσκολο 

να δούµε ότι, 

3 3

0

(3, ) 0 , ,

0

c b

c a a b c

b a

×

 − −  
  = − ∈ ∈  
    

� � ���  

και τώρα γίνεται προφανές ότι dim (3, ) 3=��� . Μία βάση λοιπόν της (3, )���  είναι το σύνολο  

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 , 0 0 0 , 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0

 − −      
      −      
            i

 

Οµοίως ορίζουµε και την Lie άλγεβρα (4, )���  ως την Lie υποάλγεβρα  

{ }(4, ) 0T
A A A∈ + =���  

της (4, )���  και βρίσκουµε ότι 

4 4

0

0
(4, ) , , , , ,

0

0

f e d

f c b
a b c d e f

e c a

d b a

×

 − − −  
  − −  = ∈ ∈  −     i

� � ���  
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Η διάσταση λοιπόν της (4, )���  είναι dim (4, ) 6=��� ￭ 

Ορισµός 2.1.7. Έστω ( ),[  , ]⋅ ⋅ ��  , ( ),[  , ]⋅ ⋅ ��  Lie άλγεβρες επί του � , ⊕� �  ο γραµµικός 

χώρος ευθύ άθροισµα και η απεικόνιση [  , ] : ( ) ( )⋅ ⋅ ⊕ × ⊕ → ⊕� � � � � �  την οποία ορίζουµε ως 

εξής 

[ ] [ ] [ ], , ,A B C D A C B D+ + = +
� �

. 

∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι η απεικόνιση [  , ]⋅ ⋅  είναι µία αγκύλη Lie στον χώρο ⊕� �  και 

( ),[  , ]⊕ ⋅ ⋅� �  είναι µία Lie άλγεβρα επί του � . Η Lie άλγεβρα ( ),[  , ]⊕ ⋅ ⋅� �  ονοµάζεται Lie 

άλγεβρα ευθύ άθροισµα των � , �  και συµβολίζεται απλά µε ⊕� � • 

 

2.2     Η Lie άλγεβρα µίας οµάδας Lie 

 

Ας θεωρήσουµε µία οµάδα Lie G  διάστασης n∈� . Έστω g G∈  ένα τυχόν σηµείο και 

e  το µοναδιαίο στοιχείο της οµάδας. ∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι η απεικόνιση 

:
g

G G→	  µε  

( )
g

x g x= ⋅	  

είναι µία αµφιδιαφόριση µε 1

1( )
g g

−
− =	 	 . Πράγµατι η απεικόνιση :

g
G G Gι → ×  µε ( ) ( , )

g
h g hι =  

είναι λεία και 
g g

µ ι=	 � , όπου : G G Gµ × →  είναι η απεικόνιση της πράξης της οµάδας. Τότε 

το διαφορικό της στο σηµείο e  

,( ) : ( ) ( )
g e e g

T G T G∗ →	  

είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών χώρων. Περιγράφοντας λοιπόν τον εφαπτόµενο χώρο 

( )
e

T G  της G  στην µονάδα e  έχουµε περιγράψει τον εφαπτόµενο χώρο της στο τυχόν σηµείο 

g , 

( ),( ) ( ) ( )g g e eT G T G∗= 	 . 

Σε αυτό το κείµενο ασχολούµαστε µε Lie οµάδες πινάκων και αυτή την περίπτωση το διαφορικό 

,( )
g I∗	  παίρνει την απλή µορφή πολλαπλασιασµού από αριστερά, όπως περιγράφουµε στο 

ακόλουθο παράδειγµα. 

Παράδειγµα 2.2.1. Ας θεωρήσουµε την γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  και ένα στοιχείο 

GL( , )g n∈ � . Τότε για κάθε ( )GL( , ) n n

IA T n
×∈ ≅� �  θα έχουµε 

,

1 1

( ) ( ) ( )
n n

g I ij gij
i j

A g A
x

∗
= =

∂
= ⋅

∂∑∑	 . 
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Πράγµατι αν n nA ×∈� , τότε υπάρχει λεία καµπύλη : GL( , )c n→� �  µε αρχή το σηµείο I  και 

(0)c A′ = . Μπορούµε λοιπόν να υπολογίσουµε 

( )

( )

, 0

 0

 0

 

1 1

   

1 1

( ) ( ) ( )( )

              ( ( ))

              ( )

              (0)

             ( )

g I t g

t g

t

n n

gijij
i j ij

n n

ij gij
i j

d
A c t

dt

d
c t

dt

d
g c t

dt

g c
x

g A
x

∗ =

=

=

= =

= =

=

=

= ⋅

∂
′= ⋅

∂

∂
= ⋅

∂

∑∑

∑∑

	 	 �

	

 

και συνεπώς το διαφορικό ,( )
g I∗	  είναι ουσιαστικά ένας πολλαπλασιασµός από αριστερά. 

Οµοίως και για την µιγαδική γενική γραµµική οµάδα GL( , )n � ￭ 

Ο ( )
e

T G  ως γραµµικός χώρος είναι εφοδιασµένος µε µία αγκύλη Lie [  , ]⋅ ⋅ , την οποία 

σκοπεύουµε να ορίσουµε παρακάτω. Πρώτα όµως θα µιλήσουµε για λεία διανυσµατικά πεδία 

σε λεία τοπολογική πολλαπλότητα. 

Ορισµός 2.2.2. Έστω M  µία λεία πολλαπλότητα διάστασης n∈� . Ένα διανυσµατικό πεδίο 

X  στην M  λέγεται λείο, αν για κάθε χάρτη ( )1 2, ( , ,..., )nU x x xϕ =  στην M  και για κάθε 

{ }1, 2,...,i n∈ , η συνάρτηση :
i

a U →�  η οποία ορίζεται από την σχέση 

1

( )   ,   
n

p i pi
i

X a p p U
x=

∂
= ∈

∂∑  

είναι λεία• 

Ας θεωρήσουµε µία λεία τοπολογική πολλαπλότητα M  διάστασης n∈�  και X  ένα 

διανυσµατικό πεδίο στην M . Το διανυσµατικό πεδίο X  µπορούµε να το «δούµε» ως έναν 

γραµµικό τελεστή : ( , ) MX C M∞ →� � , όπου M
�  είναι το σύνολο των πραγµατικών 

συναρτήσεων ορισµένων στην M , που δρα στην γραµµική άλγεβρα των λείων συναρτήσεων 

( , )C M∞
�  ως εξής: Αν ( )

p p
X T M∈  είναι η τιµή του X  στο σηµείο p  και ( , )f C M∞∈ � , τότε  

( )( ) ( )
p

X f p X f= . 

Οδηγούµαστε λοιπόν στον ακόλουθο χαρακτηρισµό των λείων διανυσµατικών πεδίων. 

Πρόταση 2.2.4. Έστω M  µία λεία πολλαπλότητα διάστασης n∈�  και X  ένα διανυσµατικό 

πεδίο στην M . Τότε το διανυσµατικό πεδίο X  είναι λείο αν και µόνο αν για κάθε λεία 

συνάρτηση ( , )f C M∞∈ �  η συνάρτηση ( ) :X f M →�  είναι λεία. 
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Απόδειξη. Έστω X  ένα διανυσµατικό πεδίο στην M  και ( )1 2, ( , ,..., )nU x x xϕ =  ένας χάρτης 

της M . Τότε για κάθε p M∈  το σύνολο 

1 2
, ,...,p p pn

x x x

∂ ∂ ∂ 
 
∂ ∂ ∂ 

 

είναι µία βάση του ( )
p

T M  και υπάρχουν 1 2( ), ( ),..., ( )
n

a p a p a p ∈�  ώστε 

1

( )
n

p i pi
i

X a p
x=

∂
=

∂∑ , 

όπου 
p

X  είναι η τιµή του διανυσµατικού πεδίου X  στο p . Θεωρούµε τις συναρτήσεις 

1 2, ,..., :
n

a a a U →� , οι οποίες ορίζονται από την παραπάνω σχέση. 

Έστω λοιπόν ότι το διανυσµατικό πεδίο X  είναι λείο. Τότε από τον ορισµό 2.2.2 για 

κάθε { }1, 2,...,i n∈  η συνάρτηση :
i

a U →�  είναι λεία και συνεπώς η συνάρτηση ( ) |
U

X f  µε 

1

( )( ) ( ) ( ) ( )
n

p i i
i

f
X f p X f a p p

x=

∂
= =

∂∑  

είναι λεία. Επειδή ( , )U ϕ  είναι τυχόν χάρτης συµπεραίνουµε ότι η ( )X f  είναι λεία συνάρτηση, 

δηλαδή ( ) ( , )X f C M∞∈ � . 

 Έστω τώρα ότι για κάθε ( , )f C M∞∈ �  η συνάρτηση ( ) :X f M →�  είναι λεία. Για κάθε 

{ }1, 2,...,j n∈  υπάρχει λεία επέκταση :j
x M →� �  της :j

x U →� . Τότε ( )jX x�  είναι λεία 

συνάρτηση και για κάθε p U∈  

1

( )( ) ( ) ( ) ( )
jn

j j

p i p ji
i

x
X x p X x a p a p

x=

∂
= = =

∂∑� � . 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι για κάθε { }1, 2,...,j n∈  η :
j

a U → �  είναι λεία συνάρτηση και επειδή 

( , )U ϕ  είναι τυχόν χάρτης η απόδειξη της πρότασης έχει ολοκληρωθεί 

 Συµβολίζουµε µε ( )M(����  τον πραγµατικό γραµµικό χώρο των λείων διανυσµατικών 

πεδίων στην M  και µε ( )M				  τον γραµµικό χώρο των παραγωγίσεων στην γραµµική άλγεβρα 

( , )C M∞
� . Οι δύο αυτοί χώροι είναι ισόµορφοι και µπορούν να ταυτιστούν. Πράγµατι ένα λείο 

διανυσµατικό πεδίο X  στην M  µπορούµε να το «δούµε» και ως µία παραγώγιση 

: ( , ) ( , )X C M C M∞ ∞→� � . Αν , ( , )f g C M∞∈ � , τότε για κάθε p M∈  

( )

   

   

   

( )( ) ( )

                ( ) ( ) ( ) ( )

                ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

                ( ) ( ) ( )

p

p p

X f g p X f g

f p X g g p X f

f p X g p g p X f p

f X g g X f p

⋅ = ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅
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και συνεπώς ( ) ( ) ( )X f g f X g g X f⋅ = ⋅ + ⋅ . Αλλά και αντιστρόφως µία παραγώγιση P  στην 

( , )C M∞
�  είναι ένα λείο διανυσµατικό πεδίο στην M . Αν ( , )pC M

∞
�  είναι η γραµµική άλγεβρα 

των συναρτήσεων που είναι λείες στο σηµείο p M∈  και , ( , )pf g C M
∞∈ � , τότε 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
p

P f g P f g p P f p g p f p P g p⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅  

και συνεπώς 
p

P  είναι µία παραγώγιση στην ( , )pC M
∞

� , άρα ένα εφαπτόµενο διάνυσµα στο 

σηµείο p . 

Λήµµα 2.2.5. Αν ,X Y  λεία διανυσµατικά πεδία στην M  τέτοια ώστε για κάθε ( , )f C M∞∈ �  

να έχουµε ( ) ( )X f Y f= , τότε X Y= . 

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι για κάθε λεία συνάρτηση :f M → �  έχουµε ( ) ( )X f Y f=  και 

( )1 2, ( , ,..., )nU x x xϕ =  είναι ένας χάρτης στην M . Για κάθε p U∈  

1 2
, ,...,p p pn

x x x

∂ ∂ ∂ 
 
∂ ∂ ∂ 

 

είναι µία βάση του ( )
p

T M  και για κάθε { }1, 2,...,i n∈  υπάρχουν λείες συναρτήσεις 

, :
i i

a b U → �  τέτοιες ώστε για κάθε p U∈  

1 1

( )  ,  ( )
n n

p i p p j pi j
i j

X a p Y b p
x x= =

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ∑ . 

Για κάθε { }1,2,...,k n∈  υπάρχει λεία επέκταση :k
x G →� �  της :k

x U → �  και για τυχόν p U∈  

θα έχουµε 

( ) ( )k k

p pX x Y x=� � . 

Όµως 

1 1

( ) ( ) ( ) ,  ( ) ( ) ( )
k kn n

k k

p i p k p j p ki j
i j

x x
X x a p a p Y x b p b p

x x= =

∂ ∂
= = = =

∂ ∂∑ ∑
� �

� �  

και συνεπώς ( ) ( )
k k

a p b p= . ∆ηλαδή για κάθε { }1,2,...,k n∈  ισχύει 
k k

a b=  και επειδή ο χάρτης 

( , )U ϕ  είναι τυχόν θα έχουµε X Y=  

Ο χώρος ( )M(����  των λείων διανυσµατικών πεδίων στην M  είναι εφοδιασµένος µε µία 

αγκύλη Lie [  , ]: ( ) ( ) ( )M M M⋅ ⋅ × →( ( (� � �� � �� � �� � � . Παρακάτω την ορίζουµε και «µετατρέπουµε» έτσι τον 

χώρο ( )M(����  σε µία πραγµατική Lie άλγεβρα. 

Έστω X ,Y  λεία διανυσµατικά πεδία στην M , τα οποία τα «βλέπουµε» ως 

παραγωγίσεις στην γραµµική άλγεβρα ( , )C M∞
� . Τότε XY YX−  είναι επίσης µία παραγώγιση 

στην ( , )C M∞
� . Πράγµατι αν , ( , )f g C M∞∈ � , τότε 
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( ) ( )
( ) ( )

   

( )( ) ( ) ( )

                        ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         

XY YX f g XY f g YX f g

X Y f g Y X f g

X f Y g g Y f Y f X g g X f

X f Y g f XY g X g Y f g XY f

− ⋅ = ⋅ − ⋅

= ⋅ − ⋅

= ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( )( ) ( )( ).

Y f X g f YX g Y g X f g YX f

f XY g f YX g g XY f f YX g

f XY YX g g XY YX f

− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅

= ⋅ − + ⋅ −

 

Έστω τώρα ( , )ph C M
∞∈ � . Ορίζουµε την τιµή [ ],

p
X Y  του διανυσµατικού πεδίου [ ],X Y  στο 

σηµείο p U∈  ως εξής 

[ ]

 

, ( ) ( )( )( )

                ( )( ).

p

p p

X Y h XY YX h p

X Y Y X h

= −

= −
 

Θα πρέπει να δείξουµε ότι [ ],
p

X Y  είναι πράγµατι ένα διάνυσµα του εφαπτόµενου χώρου 

( )
p

T M . Επειδή XY YX−  είναι µία παραγώγιση στη γραµµική άλγεβρα ( , )C M
∞

�  συνεπάγεται 

ότι [ ],
p

X Y  είναι µία κατά σηµείο παραγώγιση στην γραµµική άλγεβρα των σπερµάτων 

( , )pC M
∞

� . Πράγµατι 

[ ] ( )
( )

( ) ( )
[ ] [ ]

, ( ) ( )( ) ( )

                      ( )( ) ( )( ) ( )

                      ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

                      ( ) , ( ) ( ) , ( )

p

p p

X Y f g XY YX f g p

f XY YX g g XY YX f p

f p XY g YX g p g p XY g YX g p

f p X Y g g p X Y f

⋅ = − ⋅

= ⋅ − + ⋅ −

= ⋅ − + ⋅ −

= ⋅ + ⋅

 

και συνεπώς είναι διάνυσµα του εφαπτόµενου χώρου ( )
p

T M . 

 Μένει να δείξουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο [ ],X Y  είναι λείο. Σύµφωνα µε την πρόταση 

2.2.4 αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ( , )f C M∞∈ �  η συνάρτηση [ ], ( )X Y f  είναι λεία. 

Πράγµατι  

[ ]
( ) ( )  

, ( ) ( )( ) ( )( )

              ( ) ( ) ,

X Y f XY f YX f

X Y f Y X f

= −

= −
 

που είναι λεία συνάρτηση γιατί ( )X f  και ( )Y f  είναι λείες. 

Έτσι [ ], ( )X Y M∈ (����  και είναι απλό να δούµε ότι η πράξη [  , ]: ( ) ( ) ( )M M M⋅ ⋅ × →( ( (� � �� � �� � �� � �  

ικανοποιεί τις ιδιότητες µίας αγκύλης Lie. Στην συνέχεια ορίζουµε τα συσχετιζόµενα 

διανυσµατικά πεδία µέσω µίας λείας απεικόνισης και δείχνουµε πόσο «φυσιολογικά» έρχεται να 

«κολλήσει» αυτός ο ορισµός µε την αγκύλη Lie στην ( )M(���� . 
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Ορισµός 2.2.3. Έστω M , N  λείες τοπολογικές πολλαπλότητες και :F M N→  µία λεία 

απεικόνιση. Αν X  είναι ένα διανυσµατικό πεδίο στην M  και Y  είναι ένα διανυσµατικό πεδίο 

στην N  ώστε για κάθε p M∈  

, ( )( )
p p F p

F X Y∗ = , 

τότε τα διανυσµατικά πεδία X  και Y  λέγονται F  συσχετιζόµενα• 

Πρόταση 2.2.5. Αν :F M N→  είναι µία αµφιδιαφόριση και ( )X M∈ (���� , τότε υπάρχει µοναδικό 

λείο διανυσµατικό πεδίο ( )Y N∈ (����  το οποίο είναι F  συσχετιζόµενο µε το X . 

Απόδειξη. Ορίζουµε το διανυσµατικό πεδίο Y  στην N  ως εξής, 

1 1, ( ) ( )p F p F p
Y F X− −∗

=  

και είναι το µοναδικό F  συσχετιζόµενο διανυσµατικό πεδίο µε το X . Μένει να δείξουµε ότι το 

Y  είναι λείο. Θεωρούµε έναν χάρτη ( )1, ( ,..., )nU y yϕ =  στην N . Τότε Υπάρχει χάρτης 

( )1, ( ,..., )nV x xψ =  στην M  τέτοιος ώστε 1( )V F U−= . Επίσης για κάθε { }1, 2,...,i n∈  υπάρχει 

λεία συνάρτηση :i
X V →� , ώστε στο V  η τοπική έκφραση του διανυσµατικού πεδίου X  είναι 

1

n
i

i
i

X X
x=

∂
=

∂∑ . 

Τότε για κάθε q U∈  θα έχουµε 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1

, ( ) ( )
1

1

 , ( ) ( )
1

1 1

 

1 1

1 1

   

1 1

( )

  ( )

  ( ) ( )

 ( ) ( )

n
i

q iF q F q
i

n
i

iF q F q
i

jn n
i

qi j
i j

jn n
i

qi j
i j

Y F X F q
x

X F q F
x

F
X F q F q

x y

F
X F q F q

x y

− −

− −

−

∗
=

−

∗
=

− −

= =

− −

= =

∂ 
=  ∂ 

∂ =  ∂ 

∂ ∂
=

∂ ∂

∂ ∂
=

∂ ∂

∑

∑

∑ ∑

∑∑

 

και η τοπική έκφραση του Y  στο U  θα είναι 

1 1

1 1

jn n
i

i j
j i

F
Y X F F

x y

− −

= =

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ 
∑ ∑ � � . 

Επειδή η συναρτήσεις 
1 1

j
i

i

F
X F F

x

− −∂
∂

� �  είναι λείες και ο χάρτης ( , )U ϕ  τυχόν, συµπεραίνουµε 

ότι το Y  είναι λείο 

Παρατήρηση 2.2.3. Αν η :F M N→  είναι µία αµφιδιαφόριση και ( )X M∈ (����  ένα λείο 

διανυσµατικό πεδίο στην M , τότε µπορούµε να ορίσουµε το pushforward ( )F X N∗ ∈ (����  του X , 

από τον τύπο 
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( ) ,( ) p pF p
F X F X∗ ∗= . 

Πρόταση 2.2.6. Έστω M , N  λείες τοπολογικές πολλαπλότητες, :F M N→  µία λεία 

απεικόνιση και τα διανυσµατικά πεδία ( )X M∈ (���� , ( )Y N∈ (���� . Τα X , Y  είναι F  συσχετιζόµενα 

αν και µόνο αν για κάθε C ( , )f N∞∈ �  

( ) ( )X f F Yf F=� � . 

Απόδειξη. Έστω ότι τα X  και Y  είναι F  συσχετιζόµενα. Τότε για κάθε C ( , )f N∞∈ �  και για 

κάθε p M∈  

( ) , ( )
F p p p

Y f F X f∗= . 

Όµως από τον ορισµό του διαφορικού, 

( )( ( )) ( )
p

Y f F p X f F= �  

ή ισοδύναµα 

( ) ( ) ( )( )Y f F p X f F p=� � . 

Έχουµε δηλαδή ( ) ( )Y f F X f F=� � . Επειδή οι ισότητες είναι ισοδύναµες έπεται αµέσως και το 

αντίστροφο κοµµάτι της πρότασης 

Πρόταση 2.2.7. Έστω M , N  λείες τοπολογικές πολλαπλότητες, :F M N→  µία λεία 

απεικόνιση και τα λεία διανυσµατικά πεδία , ( )X Y M∈ (����  τα οποία είναι F  συσχετιζόµενα µε τα 

( ),X Y N∈� � �(  αντιστοίχως. Τότε η αγκύλη Lie [ ], ( )X Y M∈ (����  είναι F  συσχετιζόµενη µε την 

, ( )X Y N ∈ 
� � (���� . 

Απόδειξη. Έστω C ( , )f N∞∈ � . Τότε θα έχουµε 

[ ]

( )

 , ( ) ( )

                    ( ) ( )

                    ( ) ( )

                    ( )

                    ,

X Y f F XY f F YX f F

X Yf F Y Xf F

XYf F YXf F

XYf YXf F

X Y f F

= −

= −

= −

= −

 =  

� � �

� �� �

� � � �� �

� � � � �

� � �

 

και από την πρόταση 2.2.6 τα διανυσµατικά πεδία [ ],X Y  και ,X Y  
� �  είναι F  συσχετιζόµενα 

Πόρισµα 2.2.8. Αν :F M N→  είναι µία αµφιδιαφόριση και , ( )X Y M∈ (���� , τότε 

[ ] [ ], ,F X Y F X F Y∗ ∗ ∗= . 

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την πρόταση που προηγήθηκε τα διανυσµατικά πεδία [ ], ( )X Y M∈ (����  

και [ ], ( )F X F Y N∗ ∗ ∈ (����  είναι F  συσχετιζόµενα. Όµως από την πρόταση 2.2.5 το µοναδικό F  

συσχετιζόµενο διανυσµατικό πεδίο µε το [ ],X Y  είναι το [ ],F X Y∗  και τελειώσαµε 
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Ορισµός 2.2.6. Ένα διανυσµατικό πεδίο X  στην οµάδα Lie G  λέγεται αριστερά αναλλοίωτο αν 

για κάθε g G∈  

( )
g

X X∗ =	 . 

∆ηλαδή αν για κάθε g G∈  το X  είναι 
g
	  συσχετιζόµενο µε τον εαυτό του ή ισοδύναµα αν για 

κάθε ,g h G∈  

,( ) ( )
g h g h h

X X⋅ ∗= 	 • 

Πρόταση 2.2.9. Κάθε αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο X  στην G  είναι λείο. 

Απόδειξη. Έστω :f G →�  µία λεία συνάρτηση. Σύµφωνα µε την πρόταση 2.2.4 αρκεί να 

δείξουµε ότι ( )X f  είναι επίσης λεία συνάρτηση. Υπάρχει λεία καµπύλη :c G→�  τέτοια ώστε 

(0)c e=  , (0)
e

c X′ =  

και για κάθε g G∈  έχουµε 

( ),

0

( )( )

              ( )

              ( )

              (0)( )

              ( ).

g

g e e

e g

g

t g

X f g X f

X f

X f

c f

d
f c

dt

∗

=

=

=

=

′=

=

	

� 	

� 	

�	 �

 

Η συνάρτηση : Gϕ × →� �  µε ( , ) ( )
g

t g f c tϕ = � 	 �  είναι λεία. Πράγµατι αν θεωρήσουµε την 

απεικόνιση της πράξης της οµάδας : G G Gµ × → , η οποία είναι λεία εξορισµού και την 1
G

c×  η 

οποία είναι επίσης λεία, τότε 

(1 )
G

f cϕ µ= ×� � . 

Έστω ( , )U ψ  είναι ένας χάρτης της G  τέτοιος ώστε U g∋ . Τότε η µερική παράγωγος 

:U
t

ϕ∂
× →

∂
� �  είναι λεία και συνεπώς η 0 :

t
U

t

ϕ
=

∂
→

∂
�  είναι λεία στο g . Όµως για κάθε 

h U∈  

0
( ) ( )( )

t
h X f h

t

ϕ
=

∂
=

∂
 

και η απόδειξη ολοκληρώνεται εδώ 

Πρόταση 2.2.10. Έστω ( )L G  ο πραγµατικός γραµµικός χώρος των αριστερά αναλλοίωτων 

διανυσµατικών πεδίων. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός : ( ) ( )
e

S T G L G→ . 

Απόδειξη. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση : ( ) ( )
e

S T G L G→  την οποία ορίζουµε ως εξής: 

Αν ( )
e e

X T G∈ , τότε η τιµή του διανυσµατικού πεδίου ( )
e

S X X=  στο σηµείο h  είναι 

,( ) ( )
h h e e

X X∗= 	 . 
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Θα δείξουµε ότι η S  είναι καλώς ορισµένη, δηλαδή ότι το διανυσµατικό πεδίο ( )
e

S X  είναι 

αριστερά αναλλοίωτο. Πράγµατι από τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε 

( ) ,

, ,

,

,

( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( )

                  ( ) ( )

                  ,

g g h hg h

g h h e e

g h e e

g h e e

g h

X X

X

X

X

X

∗ ∗⋅

∗ ∗

∗

⋅ ∗

⋅

=

=

=

=

=

	 	

	 	

	 � 	

	

 

δηλαδή το X  είναι ένα αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο. 

Η S  είναι ένας µονοµορφισµός γραµµικών χώρων. Πράγµατι επειδή το διαφορικό 

,( )
g e∗	  είναι ένας ισοµορφισµός θα έχουµε 

,( ) ( ) ( ) 0  0
e g g e e e

S X X X∗= = ⇔ =	  

και συνεπώς { }ker( ) 0S = . 

 Η S  είναι ένας επιµορφισµός γραµµικών χώρων. Πράγµατι αν Y  είναι αριστερά 

αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο και ( )
e e

Y T G∈  είναι η τιµή του στην µονάδα e , τότε από την 

σχέση  

,( ) ( )
g h g h h

Y Y⋅ ∗= 	  

 για h e=  θα έχουµε 

,( ) ( )
g g e e

Y Y∗= 	  

και συνεπώς ( )
e

S Y Y=  

 Το διανυσµατικό πεδίο ( )
e

S X  λέγεται αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο που 

παράγεται από το εφαπτόµενο διάνυσµα ( )
e e

X T G∈ . Λέµε ακόµη ότι το εφαπτόµενο διάνυσµα 

( )
e e

X T G∈  παράγει το αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο ( )
e

S X . Πολλές φορές αντί του 

( )
e

S X  χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό 
e

X� . Στο επόµενο παράδειγµα παρουσιάζουµε τα 

αριστερά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία της γενικής γραµµικής οµάδας. 

Παράδειγµα 2.2.8. Θεωρούµε την γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  και A  ένα διάνυσµα του 

εφαπτόµενου χώρου ( )GL( , )IT n � . Αν X  είναι το αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο το 

οποίο παράγεται από διάνυσµα A , τότε σύµφωνα µε τον ορισµό 2.2.6 και το παράδειγµα 2.2.1, 

για κάθε GL( , )g n∈ �  θα έχουµε 

,

      

1 1

( ) ( )

 ( ) .

g g e

n n

ij gij
i j

X A

g A
x

∗

= =

=

∂
= ⋅

∂∑∑
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Η τιµή λοιπόν του X  στο g  προκύπτει µε έναν απλό πολλαπλασιασµό από αριστερά g A⋅ . Σε 

όµοιο συµπέρασµα καταλήγουµε και για την µιγαδική γενική γραµµική οµάδα GL( , )n � ￭ 

 Παρακάτω θα δείξουµε ότι ο γραµµικός υπόχωρος ( ) ( )L G G≤ (����  είναι κλειστός ως προς 

την αγκύλη Lie που ορίσαµε και συνεπώς είναι µία Lie υποάλγεβρα της ( )G(���� . 

Λήµµα 2.2.9. Έστω G  µία οµάδα Lie. Ένα διανυσµατικό πεδίο X  στην G  είναι αριστερά 

αναλλοίωτο αν και µόνο αν για κάθε ( , )f C G∞∈ �  και για κάθε g G∈  ισχύει 

( ) ( )
g g

X f X f=� 	 � 	 . 

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του ορισµού του αριστερά αναλλοίωτου διανυσµατικού πεδίου 

και της πρότασης 2.2.6 

Πρόταση 2.2.11. Έστω X ,Y  αριστερά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία στην Lie οµάδα G . 

Τότε και το διανυσµατικό πεδίο [ ],X Y  είναι αριστερά αναλλοίωτο. 

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το λήµµα 2.2.9 αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ( , )f C G∞∈ �  και για 

κάθε g G∈  ισχύει η ισότητα 

[ ] [ ], ( ) , ( )g gX Y f X Y f=� 	 � 	 . 

Έστω λοιπόν ( , )f C G∞∈ �  και g G∈ . Τότε 

[ ]

( ) ( )
( ) ( )

      

      

      

      

, ( ) ( )( )

                  ( ) ( )

                  ( ) ( )

                  ( ) ( )

                  ( ) ( )

         

g g

g g

g g

g g

g g

X Y f XY YX f

XY f YX f

X Y f Y X f

X Y f Y X f

XY f YX f

= −

= −

= −

= −

= −

� 	 � 	

� 	 � 	

� 	 � 	

� 	 � 	

� 	 � 	

[ ]               , ( ) gX Y f= � 	

 

και ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης 

 Τώρα είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε µια αγκύλη Lie στον εφαπτόµενο χώρο ( )
e

T G  της G . 

Για να το πετύχουµε αυτό θα χρησιµοποιήσουµε τον ισοµορφισµό S  τον οποίο παρουσιάσαµε 

στην πρόταση 2.2.10 και θα «µεταφέρουµε» την αγκύλη Lie από την Lie άλγεβρα των αριστερά 

αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων ( )L G  στον ( )
e

T G . 

Ορισµός 2.2.11. Έστω , ( )
e

A B T G∈  διανύσµατα του εφαπτόµενου χώρου και , ( )A B L G∈� �  τα 

διανυσµατικά πεδία που παράγουν. Τότε ορίζουµε την αγκύλη Lie [  , ]: ( ) ( ) ( )
e e e

T G T G T G⋅ ⋅ × →  

στον εφαπτόµενο χώρο ( )
e

T G  της οµάδας Lie G  ως εξής 

[ ], ,
e

A B A B =  
� � . 

Η Lie άλγεβρα ( )( ),[  , ]eT G ⋅ ⋅  ονοµάζεται Lie άλγεβρα της οµάδας Lie G  και συµβολίζεται µε � • 
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Πρόταση 2.2.12. Έστω G , H  δύο οµάδες Lie και � , �  οι Lie άλγεβρες τους αντιστοίχως. Τότε 

η Lie άλγεβρα της οµάδας Lie γινόµενο G H×  είναι η Lie άλγεβρα ευθύ άθροισµα ⊕� � . 

Απόδειξη. Ο εφαπτόµενος χώρος ( )
e

T G H×  της οµάδας Lie G H×  είναι ο χώρος ευθύ 

άθροισµα ( ) ( )
e e

T G T H⊕ , οπότε προκύπτει ο ζητούµενος ισχυρισµός 

 Στο τέλος αυτής της ενότητας παρουσιάζουµε την εκθετική απεικόνιση σε µία οµάδα Lie, 

µε την βοήθεια της οποίας θα ορίσουµε παρακάτω την «φυσιολογική» δράση της Lie άλγεβρας 

µίας οµάδας Lie σε χώρους συναρτήσεων. Ξεκινάµε µε την ακόλουθη γενική πρόταση. 

Πρόταση 2.2.13. Έστω M  µία λεία τοπολογική πολλαπλότητα διάστασης n , ( )X M∈����(  ένα 

λείο διανυσµατικό πεδίο στην M  και p M∈ . Τότε σε µία περιοχή U p∋ , υπάρχει µοναδική 

ολοκληρωτική καµπύλη γ  του X , µε αρχή το σηµείο p . 

Απόδειξη. Έστω ( )1, ( ,..., )nU x xϕ =  ένας χάρτης στην M  µε U p∋ . Η τοπική έκφραση του X  

στο U  θα είναι της µορφής 

1

n
i

i
i

X X
x=

∂
=

∂∑ , 

όπου :i
X U → � , { }1,...,i n∈  είναι λείες συναρτήσεις. Θέτουµε 1 1 1( ,..., )nf X Xϕ ϕ− −= � � , που 

είναι µία λεία συνάρτηση από το ( )Uϕ  στο n
� . Υπάρχει 0ε >  ώστε το πρόβληµα αρχικών 

τιµών 

( )1 1( )  ,  (0) ( ),..., ( )n ny f y y p x p p x p′ = = = = , 

έχει µοναδική λεία λύση : ( , ) ( )y Uε ε ϕ− → . Τότε y  είναι η αναπαράσταση, µέσω του χάρτη 

( , )U ϕ , της ολοκληρωτικής καµπύλης 1 : ( , )y Uγ ϕ ε ε−= − →�  του διανυσµατικού πεδίου X , 

στον Ευκλείδειο χώρο n
� . Πράγµατι είναι µία ολοκληρωτική καµπύλη γιατί 

( )

1

  ( )

1

  ( )

1

( )

( ) ( ) ( )

     ( ) ( )

     ( )( )

       

n
i

ti
i

n
i

ti
i

n
i

ti
i

t

t t
x

x t
x

X t
x

X

γ

γ

γ

γ

γ γ

γ

γ

=

=

=

∂′ ′=
∂

∂
′=

∂

∂
=

∂

=

∑

∑

∑

�

�

 

και είναι µοναδική ολοκληρωτική καµπύλη του X  µε αρχή το σηµείο p , στο U  

Λήµµα 2.2.13. Έστω G  µία οµάδα Lie, ( )X L G∈  ένα αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό 

πεδίο και : ( , ) Gγ ε ε− →  µία ολοκληρωτική καµπύλη του X  µε αρχή το g . Τότε για κάθε 

h G∈  η 
h

h γ γ⋅ = 	 �  είναι µία ολοκληρωτική καµπύλη του X  µε αρχή το h g⋅ . 
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Απόδειξη. Η καµπύλη h γ⋅  είναι λεία ως σύνθεση λείων απεικονίσεων µε ( )(0)h h gγ⋅ = ⋅  και 

( )

( )

,

 , ( )

  , ( ) ( )

  ( )

( ) ( ) ( )

            ( ) ( )

           ( )

           ,

h t t

h t

h t t

h t

d
h t

dt

t

X

X

γ

γ γ

γ

γ γ

γ

∗

∗

∗

⋅

 ′⋅ =  
 
′=

=

=

	 �

	

	

 

ολοκληρώνοντας την απόδειξη του λήµµατος 

Πρόταση 2.2.14. Έστω G  µία οµάδα Lie διάστασης n , �  η Lie άλγεβρα της και A∈� . Τότε 

υπάρχει ένας µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων Lie :
A

Gγ →�  τέτοιος ώστε  

(0)
A

Aγ ′ = . 

Ο οµοµορφισµός 
A
γ  ονοµάζεται µονοπαραµετρική υποοµάδα του στοιχείου A∈� . 

Απόδειξη. Έστω ( )X L G∈  το αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο που παράγεται από το 

διάνυσµα A∈� . Σύµφωνα µε την πρόταση 2.2.13, σε µία περιοχή U e∋ , υπάρχει µοναδική 

ολοκληρωτική καµπύλη : ( , ) Uγ ε ε− →  του διανυσµατικού πεδίου X  µε αρχή την µονάδα e . 

Θα επεκτείνουµε την καµπύλη αυτή σε µία λεία καµπύλη : Gγ →� � . Για αυτό αρκεί να δείξουµε 

ότι για κατάλληλα , ( , )t s ε ε∈ −  ισχύει 

( ) ( ) ( )s t s tγ γ γ+ = ⋅ . 

Πράγµατι από το λήµµα 4.2.12, για κατάλληλο 0δ > , οι λείες καµπύλες 1 2, : ( , ) Uγ γ δ δ− →  µε  

1( ) ( )t s tγ γ= +   και  2 ( ) ( ) ( )t s tγ γ γ= ⋅  

είναι ολοκληρωτικές καµπύλες του X  µε αρχή το ( )sγ  και συνεπώς από την µοναδικότητα θα 

έχουµε 1 2( ) ( )t tγ γ= . Η ολοκληρωτική καµπύλη γ�  του αριστερά αναλλοίωτου διανυσµατικού 

πεδίου X , που παράγεται από το διάνυσµα A∈� , είναι ο ζητούµενος οµοµορφισµός 

Ορισµός 2.2.14. Έστω G  µία Lie οµάδα, �  η Lie άλγεβρά της. Ορίζουµε την εκθετική 

απεικόνιση exp : G→�  της G  ως εξής 

exp( ) (1)
A

A γ= , 

όπου 
A
γ  είναι η µονοπαραµετρική υποοµάδα του A∈� • 

 Από την µοναδικότητα της µονοπαραµετρικής υποοµάδας, µπορούµε να δείξουµε ότι για 

κάθε , tλ ∈�  και για κάθε A∈�  ισχύει 

( ) ( )
A A

t tλγ λ γ= . 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι ( ) (1)
A tA

tγ γ= , δηλαδή η 
A
γ  εξαρτάται από το γινόµενο tA  και µάλιστα 

( ) (1) exp( )
A tA

t tAγ γ= = . 
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Πρόταση 2.2.15. Η εκθετική απεικόνιση exp : G→�  είναι µία τοπική αµφιδιαφόριση από µία 

περιοχή 0V ∋  της Lie άλγεβρας �  σε µία περιοχή 1U ∋  της οµάδας Lie G . 

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το διαφορικό ,0(exp) :∗ →� �  της εκθετικής απεικόνισης exp  στο 0  

είναι ένας µονοµορφισµός. Τότε ο ζητούµενος ισχυρισµός έπεται αµέσως από το θεώρηµα της 

αντίστροφης απεικόνισης. Έστω A∈� . Θεωρούµε την λεία καµπύλη :c →� �  µε 

( )c t tA= , 

για την οποία έχουµε (0) 0c =  και (0)c A′ = . Τότε  

,0 0

 0

 

(exp) ( ) (exp )

                exp( )

                

t

t

d
A c

dt

d
tA

dt

A

∗ =

=

=

=

=

�

 

και συνεπώς ,0(exp) 1∗ = � , ολοκληρώνοντας την απόδειξη της πρότασης 

Παράδειγµα 2.2.15. Ας θεωρήσουµε την γενική γραµµική οµάδα GL( , )n �  και την Lie άλγεβρά 

της ( , )n ��� . Τότε η µονοπαραµετρική υποοµάδα : GL( , )
A

nγ →� � , του διανύσµατος 

( , )A n∈ ��� , θα έχει την ακόλουθη µορφή 

2

0

1 1 1 1
( ) ( ) ... ( ) ... ( )

1! 2! ! !

n n

A

n

t I tA tA tA tA
n n

γ
∞

=

= + + + + + =∑ . 

Πράγµατι η 
A
γ  είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, γιατί για κάθε ,s t∈�  η συνέλιξη 

0 0

1 1

! !

n n n n

n n

s A t A
n n

∞ ∞

= =

   
∗   

   
∑ ∑  

των σειρών 
0

1

!

n n

n

s A
n

∞

=
∑  και 

0

1

!

k k

k

t A
k

∞

=
∑ , είναι 

0 0 0 0

   

0 0

     

0 0

1 1 1 1

! ! ! ( )!

1 !
                                 

! !( )!

1
                                

!

       

n
n n n n k k n k n k

n n n k

n
n k k n

n k

n
n k k n

n k

s A t A s A t A
n n k n k

n
t s A

n k n k

n
t s A

kn

∞ ∞ ∞
− −

= = = =

∞
−

= =

∞
−

= =

∗ =
−

=
−

 
=  

 

∑ ∑ ∑∑

∑∑

∑ ∑

    

0

    

1
                          ( )

!

                                 ( ).

n n

n

A

s t A
n

s tγ

∞

=

= +

= +

∑

 

Όµως από το θεώρηµα Cauchy-Mertens για την συνέλιξη σειρών, 

0 0 0 0

1 1 1 1

! ! ! !

n n n n n n n n

n n n n

s A t A s A t A
n n n n

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

      
∗ =      

      
∑ ∑ ∑ ∑  
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και συνεπάγεται η ισότητα ( ) ( ) ( )
A A A

s t s tγ γ γ+ = ⋅ . Ακόµη είναι απλό να δούµε ότι (0)
A

Iγ =  και 

0

1
( ) ( )

!

n

A

n

t A tA
n

γ
∞

=

′ = ⋅∑ , 

οπότε (0)
A

Aγ ′ = . Έτσι από την µοναδικότητα συµπεραίνουµε ότι 
A
γ  είναι η µονοπαραµετρική 

υποοµάδα του A  και η εκθετική απεικόνιση exp : ( , ) GL( , )n n→� ��� , δίνεται από τον τύπο 

0

exp
!

n
A

n

A
A e

n

∞

=

= =∑ ￭ 

Πρόταση 2.2.16. Έστω G , H  οµάδες Lie και η οµάδα Lie γινόµενο G H× . Τότε για την 

εκθετική απεικόνιση exp :
G H

G H× ⊕ → ×� �  θα έχουµε 

( )exp ( ) exp ( ),exp ( )G H G HA B A B× + = . 

Απόδειξη. Είναι συνέπεια του ορισµού της εκθετικής απεικόνισης 

 

2.3.     Οµοµορφισµοί Lie αλγεβρών 

 

Ορισµός 2.3.1. Έστω ,[  , ] )( ⋅ ⋅ �� , ,[  , ] )( ⋅ ⋅ ��  δύο πραγµατικές Lie άλγεβρες. Μία γραµµική 

απεικόνιση :T →� �  τέτοια ώστε για κάθε ,A B∈�  να ισχύει 

[ ]( ) [ ], ( ), ( )T A B T A T B=
� �

, 

ονοµάζεται οµοµορφισµός Lie αλγεβρών. 

 Αν επιπλέον η T  είναι ισοµορφισµός γραµµικών χώρων, τότε ονοµάζεται ισοµορφισµός 

Lie αλγεβρών. Αν υπάρχει ένας τέτοιος ισοµορφισµός :T →� �  τότε οι Lie άλγεβρες � , �  

λέγονται ισόµορφες και συµβολικά γράφουµε ≅� � . ∆ύο Lie άλγεβρες οι οποίες είναι 

ισόµορφες µπορούν ουσιαστικά να ταυτιστούν• 

Πρόταση 2.3.2. Έστω ,[  , ] )( ⋅ ⋅ �� , ,[  , ] )( ⋅ ⋅ ��  πραγµατικές Lie άλγεβρες πεπερασµένης 

διάστασης, { }1 2, ,..., nA A A  µία βάση της �  και :T →� �  µία γραµµική απεικόνιση. Η T  είναι 

ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών αν και µόνο αν για κάθε { }, 1, 2,...,i j n∈  υπάρχουν 

1 2, ,...,
ij ij ijn

a a a ∈�  ώστε 

1

( ), ( ) ( )
n

i j ijk k

k

T A T A a T A
=

  =  ∑�
. 

Απόδειξη. Έστω ,B C∈� . Τότε υπάρχουν 1 2 1 2, ,..., , , ,...,
n n

x x x y y y ∈�  τέτοιοι ώστε 
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1

1

n

i i

i

n

j j

j

B x A

C y A

=

=

=

=

∑

∑
 

και συνεπάγεται ότι 

[ ]
1 1

, [ , ]
n n

i j i j

i j

B C x y A A
= =

=∑∑ ��
. 

Σύµφωνα µε τον ορισµό 2.3.1 η T  είναι ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών αν και µόνο αν για 

κάθε { }, 1, 2,...,i j n∈  έχουµε 

, ( ), ( )i j i jT A A T A T A   =   � �
. 

Όµως για κάθε { }, 1, 2,...,i j n∈  υπάρχουν 1 2, ,...,
ij ij ijn

a a a ∈�  ώστε  

1

,
n

i j ijk k

k

A A a A
=

  =  ∑�
 

οπότε η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναµη µε την 

1

( ), ( ) ( )
n

i j ijk k

k

T A T A a T A
=

  =  ∑�
 

Πρόταση 2.3.3. Έστω G  µία Lie οµάδα και : ( ) ( )
e

S T G L G→  ο ισοµορφισµός γραµµικών 

χώρων που παρουσιάσαµε στην πρόταση 2.2.10. Τότε ο S  είναι και ισοµορφισµός Lie 

αλγεβρών. 

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της αγκύλης Lie στον ( )
e

T G  

Πρόταση 2.3.4. Η Lie άλγεβρα της γενικής γραµµικής οµάδας GL( , )n �  είναι ισόµορφη µε την 

Lie άλγεβρα ( , )n ��� . 

Απόδειξη. Έστω �  η Lie άλγεβρα της GL( , )n � , A∈�  και ο χάρτης 

11 12 1

GL( , )

1 2

  

GL( , ) , 1           

  

n

n

n n nn

x x x

n

x x x

  
  

=  
    

�

i

�

� � �

�

 

Τότε το σύνολο των παραγωγίσεων  

{ } , 1,2,...,
ij

I

i j n
x

 ∂
∈ 

∂ 
 

είναι µία βάση της �  και συνεπώς για κάθε { }, 1, 2,...,i j n∈  υπάρχουν 
ij

a ∈�  ώστε 

1 1

n n

ij Iij
i j

A a
x= =

∂
=

∂∑∑ . 

Η απεικόνιση : ( , )T n→ �� ��  µε 
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1 1

[ ]
n n

ij I ijij
i j

a a
x= =

∂
∂∑∑ �  

είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών χώρων. Θα δείξουµε ότι είναι και ένας οµοµορφισµός Lie 

αλγεβρών. Έστω λοιπόν ,A B  δύο διανύσµατα της �  και , ( )A B L G∈� �  τα αντίστοιχα 

διανυσµατικά πεδία. Τότε από το παράδειγµα 4.2.8 έχουµε 

1 1 1

1 1 1

.

n n n

g ir rj gij
i j r

n n n

g pk kq gpq
p q k

A g A
x

B g B
x

= = =

= = =

∂
=

∂

∂
=

∂

∑∑∑

∑∑∑

�

�

 

Όµως µε την βοήθεια της ( , )i j  συνάρτησης προβολής : GL( , )ijx n →� �  και παραλείποντας 

για λόγους απλότητας τα σύµβολα της άθροισης, έχουµε 

( )

( ) .

ir

g rj gij

pk

g kq gpq

A x g A
x

B x g B
x

∂
=

∂
∂

=
∂

�

�

 

Υπολογίζουµε τώρα την αγκύλη Lie των διανυσµατικών πεδίων ,A B� �  

, ,

          

          

          

ir pk

rj kqij pq

ir pk pk ir

rj kq kq rjij pq pq ij

ir pk pk ir

rj kq kq rjij pq pq ij

pk
ir

rj kq

A B x A x B
x x

x A x B x B x A
x x x x

x A B x x B A x
x x x x

x
x A B

∂ ∂   =    ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂   = −   ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂ ∂   = −   ∂ ∂ ∂ ∂   

∂
=

∂

� �

          

          

          (

ir
ir pk pk pk ir

rj kq kq rj kq rjij pq ij pq pq ij pq ij

pk ir
ir pk

rj kq kq rjij pq pq ij

ir pk

rj jq kq qjiq pj

ir ir

rj jq r

x
x A B x x B A x B A x

x x x x x x x x

x x
x A B x B A

x x x x

x A B x B A
x x

x A B x B

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂

= − )
k kq iq
A

x

∂
∂

 

και επειδή στο I  

1,    
( )

0,    

ir
i r

x I
i r

=
= 

≠
 

συνεπάγεται ότι 

( )

, ( )

            ( ) ( ) .

ij jq ik kq IiqI

iq iq Iiq

A B A B B A
x

AB BA
x

∂  = −  ∂
∂

= −
∂

� �
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Αυτή η ισότητα ολοκληρώνει την απόδειξη της πρότασης, αφού γίνεται τώρα προφανές ότι ο 

ισοµορφισµός T  είναι και οµοµορφισµός Lie αλγεβρών 

 Μπορούµε λοιπόν να ταυτίσουµε την Lie άλγεβρα της GL( , )n �  µε την Lie άλγεβρα 

( , )n ���  και στο εξής δεν θα τις διακρίνουµε µεταξύ τους. Οµοίως επειδή η Lie άλγεβρα της Lie 

οµάδας GL( , )n �  είναι ισόµορφη µε την Lie άλγεβρα ( , )n ��� , θα τις θεωρούµε ταυτόσηµες. 

Στην συνέχεια θα δούµε πως µπορούµε να ταυτίσουµε την Lie άλγεβρα µίας Lie υποοµάδας 

των GL( , )n �  και GL( , )n �  µε µία Lie υποάλγεβρα των ( , )n ��� , ( , )n ��� . 

Ορισµός 2.3.5. Έστω H , G  δύο οµάδες Lie και :F H G→  ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie. 

Ορίζουµε την απεικόνιση : ( ) ( )F L H L G∗ →  ως εξής: Επειδή ( )F e e′= , όπου e  και e′  είναι τα 

µοναδιαία στοιχεία στις οµάδες H  και G  αντιστοίχως, το διαφορικό της F  στην µονάδα θα 

είναι µία απεικόνιση , :
e

F∗ →� � . Αν λοιπόν A∈�  και A� , B�  είναι τα αριστερά αναλλοίωτα 

διανυσµατικά πεδία στην H  και στην G  αντιστοίχως που παράγονται από τα διανύσµατα A , 

, ( )
e

B F A∗= , τότε 

( )F A B∗ =� � . 

Αν A�  είναι ένα αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο στην H ,τότε το F A∗
�  λέγεται push-

forward του A�  µέσω του οµοµορφισµού F • 

Πρόταση 2.3.6. Έστω :F H G→  ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie και ( )A L H∈� . Τότε το A�  

είναι F  συσχετιζόµενο µε το ( )F A L G∗ ∈� . 

Απόδειξη. Έστω B F A∗= �� . Θα δείξουµε ότι για κάθε h H∈  

( ) ,F h h hB F A∗= �� . 

Πράγµατι από τον ορισµό του αριστερά αναλλοίωτου διανυσµατικού πεδίου και τον κανόνα της 

αλυσίδας έχουµε 

( )
( )

, , ,

    , ,

   ,

( )

      ( )

       ( )

h h h h e

h h e

h e

F A F A

F A

F A

∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

=

=

=

� 	

� 	

� 	

 

Όµως επειδή ( )h F h
F F=� 	 	 �  συνεπάγεται ότι 

( )
, ( ) ,

 ( ) , ,

 ( ) ,

 ( )

( )

        ( ) ( )

        ( )

        

h h F h e

F h e e

F h e

F h

F A F A

F A

B

B

∗ ∗

′∗ ∗

′∗

=

=

=

=

� 	 �

	

	

�

 

και ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης 
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 Τώρα µπορούµε να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε την βασική πρόταση αυτής της 

ενότητας. Ότι δηλαδή σε έναν οµοµορφισµό οµάδων Lie το διαφορικό στην µονάδα είναι ένας 

οµοµορφισµός αλγεβρών Lie. 

Πρόταση 2.3.7. Έστω :F H G→  ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie. Τότε το διαφορικό στην 

µονάδα , :
e

F∗ →� �  είναι ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie. 

Απόδειξη. Έστω ,A B  διανύσµατα της � . Θα δείξουµε ότι 

[ ], , ,, ,
e e e

F A B F A F B∗ ∗ ∗ =   . 

Σύµφωνα µε την πρόταση που προηγήθηκε το A�  είναι F  συσχετιζόµενο µε το 
,eF A∗  και το B�  

είναι F  συσχετιζόµενο µε το 
,eF B∗ . Τότε όµως από την πρόταση 2.2.7 οι αγκύλες Lie ,A B  
� �  

και 


, ,,
e e

F A F B∗ ∗
 
   είναι F  συσχετιζόµενες. Συνεπάγεται λοιπόν ότι 









, , ,
( )

, ,

, ,

                  , .

e e e
e F e

e e
e

F A B F A F B

F A F B

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ′

   =   

 =  

� �

 

Όµως από τον ορισµό της αγκύλης Lie  

[ ], ,
e

A B A B  = 
� �  , 



, , , ,, ,
e e e e

e
F A F B F A F B∗ ∗ ∗ ∗′
   =     

και έπεται η ζητούµενη ισότητα 

Πόρισµα 2.3.7. Έστω H  µία Lie υποοµάδα της G , τότε όπως έχουµε δει η απεικόνιση 

εγκλεισµού : H Gι →  είναι λεία και το διαφορικό της , :
e

ι∗ →� �  είναι ένας µονοµορφισµός 

γραµµικών χώρων. Μπορούµε λοιπόν να υιοθετήσουµε την σύµβαση  

⊂� � . 

Όµως τότε, σύµφωνα µε την πρόταση που προηγήθηκε, η αγκύλη Lie στην �  θα είναι η αγκύλη 

Lie της �  περιορισµένη στην � . Μάλιστα η �  θα είναι µία Lie υποάλγεβρα της � . Επίσης κάτω 

από την σύµβαση αυτή η εκθετική απεικόνιση exp :
H

H→�  στην Lie οµάδα H  είναι ο 

περιορισµός της εκθετικής απεικόνισης exp :
G

G→�  στην � , 

exp expH G H= . 

Πρόταση 2.3.8. Η Lie άλγεβρα της ειδικής µοναδιακής οµάδας SU(2)  είναι η (2)�� . 

Απόδειξη. Έστω �  η Lie άλγεβρα της ειδικής µοναδιακής οµάδας SU(2)  και (2, )���  η Lie 

άλγεβρα της µιγαδικής γενικής γραµµικής οµάδας GL(2, )� . Η SU(2)  είναι µία Lie υποοµάδα 

της GL(2, )�  και θα έχουµε 

(2, )⊂ �� �� . 
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Έστω X ∈� . Υπάρχει λεία καµπύλη : SU(2)ϕ →�  τέτοια ώστε (0) Iϕ =  και 

(0) Xϕ′ = . Η καµπύλη ϕ  ικανοποιεί την ισότητα 

Iϕ ϕ∗⋅ =  

και αν det : GL( , )n →� �  η απεικόνιση της ορίζουσας, τότε 

det 1ϕ =� . 

Από την πρώτη ισότητα παίρνουµε 

( ) 0ϕ ϕ ϕ ϕ ∗∗′ ′⋅ + ⋅ =  

οπότε 

( )

    

    

0 (0) (0) (0) (0)

.

X I I X

X X

ϕ ϕ ϕ ϕ ∗∗

∗

∗

′ ′= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅

= +

 

Από την δεύτερη έχουµε 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

,0
0

,0,
0

,

,

0 det (0)

  det

  det

  det (0)

  det

  .

I

I

I

d

dt

d

dt

X

TrX

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

∗

∗∗

∗

∗

′=

 
=  

 

  
=   

  
′=

=

=

�

�

 

Για την τελευταία ισότητα δες [3] σελ. 157. Συνοψίζοντας (2)≤� �� . Όµως  

dim 3 dim (2)= =� ��  

και έπεται η ισότητα (2)=� ��  

Πρόταση 2.3.9. Η Lie άλγεβρα της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO(3, )�  είναι η (3, )��� . 

Απόδειξη. Έστω �  η Lie άλγεβρα της ειδικής ορθογώνιας οµάδας SO(3, )�  και (3, )���  η Lie 

άλγεβρα της γενικής γραµµικής οµάδας GL(3, )� . Η SO(3, )�  είναι µία Lie υποοµάδα της 

GL(3, )�  και θα έχουµε 

(3, )⊂ �� �� . 

Έστω X ∈� . Υπάρχει λεία καµπύλη : SO(3, )ϕ →� �  τέτοια ώστε (0) Iϕ =  και (0) Xϕ′ = . 

Όµως T Iϕ ϕ⋅ =  και συνεπάγεται ότι 

( ) 0T Tϕ ϕ ϕ ϕ′ ′⋅ + ⋅ = . 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι 
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0 (0) (0) (0) (0)T T

T T

T

X I I X

X X

ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅

= +

, 

οπότε (3, )X ∈ ��� . Έτσι έχουµε δείξει ότι (3, )≤ �� �� . Όµως 

dim 3 dim (3, )= = �� ��  

και αναγκαστικά θα έχουµε (3, )= �� ��  

Πρόταση 2.3.10. Οι Lie άλγεβρες (3, )��� , (2)��  και 
Q

�  είναι ισόµορφες. 

Απόδειξη. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση 1 : (2)T →
Q

� ��  την οποία ορίζουµε ως εξής 

1 1 1

0 0 1 01 1 1
( )  ,  ( )  ,  ( )

0 1 0 02 2 2

i i
T T T

i i

     
= = =     − −     

i j k . 

Επειδή { }1 1 1( ), ( ), ( )T T Ti j k  είναι µία βάση της (2)�� , η 1T  είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών 

χώρων. Θα δείξουµε ότι είναι και ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών. Για αυτό αρκεί να δείξουµε 

ότι τα διανύσµατα της βάσης { }, ,i j k  ικανοποιούν τις σχέσεις 

[ ]1 1 1( ), ( ) [ , ]T T T=i j i j  

[ ]1 1 1( ), ( ) [ , ]T T T=j k j k  

[ ]1 1 1( ), ( ) [ , ]T T T=k i k i . 

Πράγµατι για την πρώτη ισότητα θα έχουµε 

[ ]1 1 1 1 1 1

1

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1 0 1 01 1
                  

0 1 0 1 0 04 4

0 0 01 1 1
                  

0 0 04 4 2

                  ( )

                

T T T T T T

i i

i i

i i i

i i i

T

= −

       
= −       − − − −       

−     
= − =     −     
=

i j i j j i

k

1  [ , ].T= i j

 

Οµοίως αποδεικνύουµε και τις άλλες δύο. Έτσι έχουµε δείξει ότι  

(2) ≅
Q

�� � . 

Τώρα θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση 2 : (3, )T →
Q

�� ��  την οποία ορίζουµε ως εξής 

2 2 2

0 0 0 0 0 1 0 1 0

( ) 0 0 1  , ( ) 0 0 0  , ( ) 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0

T T T

−     
     = − = =     
     −     

i j k

i
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Πάλι επειδή { }2 2 2( ), ( ), ( )T T Ti j k  είναι µια βάση της (3, )��� , η 2T  θα είναι ένας ισοµορφισµός 

γραµµικών χώρων. Για να ολοκληρώσουµε θα δείξουµε ότι είναι και οµοµορφισµός Lie 

αλγεβρών. Έτσι έχουµε 

[ ]2 2 2 2 2 2( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

                   0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

                   1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

       

T T T T T T= −

       
       = − − −       
       − −       

   
   = −   
      

i j i j j i

2

2

0 1 0

            1 0 0

0 0 0

                   ( )

                   [ , ].

T

T

− 
 =  
  

=

=

k

i j

 

Οµοίως δείχνουµε τις ισότητες 

[ ]2 2 2( ), ( ) [ , ]T T T=j k j k  

[ ]2 2 2( ), ( ) [ , ]T T T=k i k i . 

Οπότε θα έχουµε (3, )≅
Q

�� ��  και ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης 

Πρόταση 2.3.11. Η Lie άλγεβρα καρτεσιανό γινόµενο (2) (2)×�� ��  και η Lie άλγεβρα (4, )���  

είναι ισόµορφες. 

Απόδειξη. Θεωρούµε την Lie άλγεβρα καρτεσιανό γινόµενο ×
Q Q

� �  και ορίζουµε την γραµµική 

απεικόνιση : (4, )S × →
Q Q

�� � ��  ως εξής 

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 01 1 1
( ,0) , ( ,0) , ( ,0)

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 02 2 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 11 1
(0, ) , (0, ) ,

0 0 0 1 1 0 0 02 2

0 0 1 0 0 1 0 0

S S S

S S S

     
     − −     = = =
     − −
     

− −     
− −   

   
   = =
   −
   

−   

i j k

i j

0 0 0 1

0 0 1 01
(0, )

0 1 0 02

1 0 0 0

− 
 − =
 
 
 

k

i

 

Τότε δεν είναι δύσκολο να δούµε ότι { }(0, ), (0, ), (0, ), ( ,0), ( ,0), ( ,0)S S S S S Si j k i j k  είναι µια 

βάση της (4, )���  και η S  είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών χώρων.  

 Θα δείξουµε ότι είναι και ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών. Σύµφωνα µε την πρόταση 

4.3.1 αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε { }, 1, 2,...,6i j∈  υπάρχουν 1 2 6, ,...,
ij ij ij

a a a ∈�  ώστε 
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6

1

( ), ( ) ( )i j ijk k

k

S S a S
=

  =  ∑e e e , 

όπου 1 2 6(0, ), (0, ),..., ( ,0)= = =e i e j e k . Για την αγκύλη [ ]( ,0), ( ,0)S Si j  έχουµε 

[ ]( ,0), ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1 01 1
                                                           

0 1 0 0 0 1 0 04 4

1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 01
                        

2

S S S S S S= −

−   
   −   = −
   −
   
−   

−
=

i j i j j i

0 1 0 0

1 0 0 0

                        ( ,0).S

 
 
 
 
 
− 

= k

 

Οι υπολογισµοί για τις υπόλοιπες αγκύλες είναι όµοιοι και συµπεραίνουµε ότι η S  είναι ένας 

ισοµορφισµός Lie αλγεβρών. Επίσης η απεικόνιση 1 1 : (2) (2)T T× × → ×
Q Q

�� ��� �  είναι ένας 

ισοµορφισµός Lie αλγεβρών και κατά συνέπεια η ( ) 1

1 1 : (2) (2) (4, )S T T
−

× × →� ��� �� ��  είναι 

ένας ισοµορφισµός Lie αλγεβρών 

 

2.4     Αναπαραστάσεις Lie αλγεβρών 

 

Ορισµός 2.4.1. Έστω �  µία Lie άλγεβρα επί του � , V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και η 

Lie άλγεβρα ( )V��  επί του � . Αν : ( )Vρ →� ��  είναι ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών, τότε η 

τριάδα ( , , )V ρ�  ονοµάζεται αναπαράσταση της Lie άλγεβρας �  στον χώρο V . 

Αν ο V  είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο  ,   και ( ) ( )Vρ ⊂� � , τότε η 

αναπαράσταση ( , , )V ρ�  ονοµάζεται αντιερµιτιανή• 

Ορισµός 2.4.2. Έστω �  µία Lie άλγεβρα επί του �  και V  ένας γραµµικός χώρος επί του � . 

Μία απεικόνιση :D V V× →�  η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες 

( )i .  για κάθε ,A B∈�  και για κάθε ,λ µ∈�  ( , ) ( , ) ( , )D A B x D A x D B xλ µ λ µ+ = +  

( )ii . για κάθε ,A B∈�  [ ]( ), , ( , ( , )) ( , ( , ))D A B x D A D B x D B D A x= −  

ονοµάζεται δράση της Lie άλγεβρας �  στον χώρο V  και γράφουµε ( , )D A x A x= ⋅ • 

Παρατήρηση 2.4.3. Υπάρχει µία αντιστοιχία ανάµεσα στις αναπαραστάσεις και τις δράσεις µίας 

Lie άλγεβρας σε έναν γραµµικό χώρο. Αν µας δώσουν µία αναπαράσταση ( , , )V ρ�  της Lie 

άλγεβρας �  στον χώρο V , τότε επάγεται µία δράση :D V V× →�  της �  στον V , 
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( )( )A x A xρ⋅ = . 

Αντιστρόφως αν µας δώσουν µία δράση :D V V× →�  της �  στον χώρο V  τότε επάγεται µια 

αναπαράσταση ( , , )V ρ�  ως εξής 

( )( )A x A xρ = ⋅ . 

Συνεπώς όταν µιλάµε για την αναπαράσταση µίας Lie άλγεβρας θα αναφερόµαστε και στην 

αντίστοιχη δράση της, όποτε το κρίνουµε πιο βολικό και αντιστρόφως. 

Η αναπαράσταση της Lie άλγεβρας µιας οµάδας Lie. Ας υποθέσουµε ότι ( , , )G V ρ  είναι η 

αναπαράσταση µίας οµάδας Lie G  στον µιγαδικό γραµµικό χώρο πεπερασµένης διάστασης V . 

Τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2.3.7, το διαφορικό : ( )Vρ∗ →� ��  της ρ  στην µονάδα είναι 

ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie και επάγεται έτσι µία αναπαράσταση ( , , )V ρ∗�  της Lie 

άλγεβρας �  στον χώρο V . Μάλιστα σε κάθε A∈�  θα έχουµε 

0( ) (exp )
t

d
A tA

dt
ρ ρ∗ == . 

Στα επόµενα θα δούµε ότι αν οµάδα Lie G  είναι συνεκτική, τότε η µελέτη της αναπαράστασης 

( , , )G V ρ  είναι ουσιαστικά ισοδύναµη µε την µελέτη της αναπαράστασης ( , , )V ρ∗� . Αυτό 

βασίζεται εν µέρη στην πρόταση 1.2.1, σύµφωνα µε την οποία µία περιοχή 1U ∋  παράγει όλη 

την οµάδα G . Αν λάβουµε υπόψη και την εκθετική απεικόνιση exp : G→� , η οποία σύµφωνα 

µε την πρόταση 2.2.15 είναι µία τοπική αµφιδιαφόριση, τότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η 

G  παράγεται από στοιχεία της µορφής  

1exp( ),..., exp( ) , 0 | |
n

tA tA t ε≤ <  

όπου { }1,..., nA A  είναι µία βάση της � . Επίσης η καµπύλη (exp ) : GL( )tA Vρ →�  είναι η 

µονοπαραµετρική υποοµάδα του διανύσµατος ( ) ( )A Vρ∗ ∈��  και σύµφωνα µε την πρόταση 

2.2.14 θα έχει την µορφή 

( )(exp ) exp ( )tA t Aρ ρ∗= . 

Όµως σύµφωνα µε το παράδειγµα 2.2.15 οι µονοπαραµετρικές υποοµάδες της GL( , )n �  

µπορούν να εκφραστούν σε µία δυναµοσειρά 

( ) ( )
0

exp ( ) ( )
!

k
k

k

t
t A A

k
ρ ρ

∞

∗ ∗
=

=∑ . 

Η δράση λοιπόν των στοιχείων της µορφής 
1

exp( )tA ,…, exp( )
n

tA  στον χώρο V  µπορεί να 

γραφεί ως 

( )
0

exp( )
!

k
k

i i

k

t
tA x A x

k

∞

=

⋅ = ⋅∑  
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και συνεπώς η δράση της G  στον V  µπορεί να περιγραφεί πλήρως από την δράση της � ♦ 

Ορισµός 2.4.3. Έστω �  µία άλγεβρα Lie και ( , , )V ρ� , ( , , )W σ�  αναπαραστάσεις της �  

στους µιγαδικούς γραµµικούς χώρους V ,W . Μπορούµε να ορίσουµε νέες αναπαραστάσεις της 

�  στους χώρους V W⊕  και V W⊗ . 

Είναι απλό να δούµε ότι η απεικόνιση : ( )V Wρ σ⊕ → ⊕� ��  µε 

( )( )( ) ( ) ( )A x y A x A yρ σ ρ σ⊕ + = + , 

είναι ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie και συνεπώς ( , , )V W ρ σ⊕ ⊕�  είναι µία αναπαράσταση 

της άλγεβρας Lie �  στον χώρο ευθύ άθροισµα V W⊕ .  

Ακόµη η απεικόνιση : ( )V Wρ σ⊗ → ⊗� ��  µε 

( )( ) ( ) ( )A x y A x y x A yρ σ ρ σ⊗ ⊗ = ⊗ + ⊗ , 

είναι ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie και συνεπώς ( , , )V W ρ σ⊗ ⊗�  είναι µία αναπαράσταση 

της άλγεβρας Lie �  στον χώρο τανυστικό γινόµενο V W⊗ • 

 Για να δικαιολογήσουµε τον παραπάνω ορισµό θα θεωρήσουµε τις αναπαραστάσεις 

( , , )G V ρ , ( , , )G W σ  της οµάδας Lie G  στους χώρους πεπερασµένης διάστασης V , W  και την 

αναπαράσταση τανυστικό γινόµενο ( , , )G V W ρ σ⊗ ⊗ . Επάγεται λοιπόν µία αναπαράσταση 

( ), , ( )V W ρ σ ∗⊗ ⊗�  της Lie άλγεβρας �  στον χώρο V W⊗  µε 

0( ) ( ) ( )(exp( ))t

d
A tA

dt
ρ σ ρ σ∗ =⊗ = ⊗ . 

Σύµφωνα µε τον ορισµό 1.4.12 θα έχουµε 

0

   0 0 0 0

   

( ) ( ) (exp( ) (exp( ))

                 (exp( ) (exp( )) (exp( )) (exp( )

                 ( ) 1 1 ( ),

t

t t t t

W V

d
A tA tA

dt

d d
tA tA tA tA

dt dt

A A

ρ σ ρ σ

ρ σ ρ σ

ρ σ

∗ =

= = = =

∗ ∗

⊗ = ⊗

   = ⊗ + ⊗   
   

= ⊗ + ⊗

 

που συµφωνεί µε τον ορισµό 2.4.3. 

 Ακόµη αν θεωρήσουµε δύο αναπαραστάσεις ( , , )V ρ� , ( , , )W σ�  των αλγεβρών Lie � , 

�  στους χώρους V  και W , τότε µπορούµε να γενικεύσουµε τον παραπάνω ορισµό σε µία 

αναπαράσταση : ( )V Wρ σ⊗ → ⊗×� � ��  της Lie άλγεβρας γινόµενο ×� �  στον χώρο V W⊗  

ως εξής 

( )( , ) ( ) ( )A B x y A x y x B yρ σ ρ σ⊗ ⊗ = ⊗ + ⊗ . 

Η απεικόνιση αυτή είναι ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie και ( , , )V W ρ σ⊗ ⊗×� �  είναι µία 

αναπαράσταση της Lie άλγεβρας ×� �  στον χώρο V W⊗ . 
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Παράδειγµα 2.4.4. Η Lie άλγεβρα πινάκων ( , )n ���  δρα στον Ευκλείδειο χώρο n
�  ως εξής: Αν 

( , )A n∈ ���  και 
1 2

( , ,..., ) n

n
x x x= ∈r � , τότε 

1

( )T

n

x

A A

x

 
 ⋅ =  
  

r � . 

Οµοίως και κάθε Lie υποάλγεβρα της ( , )n ��� ■ 

Παράδειγµα 2.4.5. Η δράση της Lie άλγεβρας (3, )���  στον 3
�  µπορεί να γραφεί στην µορφή 

εξωτερικού γινοµένου διανυσµάτων 

( , , )A a a a⋅ = ×
i j k

r r , 

όπου ( , , )a a a
i j k

 είναι οι συντεταγµένες του διανύσµατος A  ως προς την κανονική βάση της 

(3, )���  

,

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 , 0 0 0 , 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0

A A A

 −      
      = − = =      
      −      

i j k
 

που παρουσιάσαµε στο παράδειγµα 2.1.6. Μάλιστα έχουµε δείξει στο παράδειγµα 2.3.10 ότι ο 

3
�  µαζί µε το εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων ×  είναι µία Lie άλγεβρα ισόµορφη µε την 

(3, )��� ■ 

Παράδειγµα 2.4.6. Θεωρούµε τώρα την µονοπαραµετρική υποοµάδα : SO(3, )
A
γ →

k
� �  του 

διανύσµατος A
k
. Τότε για κάθε κ ∈�  

2

1 0 0

( 1) 0 1 0

0 0 0

A
κ κ

 
 = −  
  

k
 

και ακόµη 

2 1

0 1 0

( 1) 1 0 0

0 0 0

A κ κ−

− 
 = −  
  

k

i

 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι για κάθε θ ∈�  

2 1 2

1 0

 

0 1 0 1 0 0 0 0 0

exp( ) ( 1) 1 0 0 ( 1) 0 1 0 0 0 0
(2 1)! (2 )!

0 0 0 0 0 0 0 0 1

cos 0 0 0 sin 0 0 0 0

             0 cos 0 sin 0 0

0 0 0 0 0 0

A
κ κ

κ κ

κ κ

θ θ
θ

κ κ

θ θ
θ θ

−∞ ∞

= =

 −        
        = − + − +        −                

−   
   = + +   
      

∑ ∑k

0 0 0

0 0 1

 
 
 
  
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cos sin 0

sin cos 0                                                                 

0 0 1

                                                                θ

θ θ
θ θ

− 
 =  
  

= Z

 

και συνεπώς { }( )
A θγ θ= ∈

k
Z� � . Η δράση λοιπόν της υποοµάδας ( )

A
γ

k
�  στον 3

�  έχει ως 

αποτέλεσµα την στροφή των διανυσµάτων του γύρω από τον άξονα Oz . Οµοίως βρίσκουµε ότι 

η υποοµάδα ( )
A
γ

j
�  αναπαριστά τις στροφές γύρω από τον άξονα Oy  και η υποοµάδα ( )

A
γ

i
�  

τις στροφές γύρω από τον άξονα ( )
A
γ

i
� ■ 

Παρατήρηση 2.4.7. Έστω λοιπόν ( , , )x y z=r  ένα διάνυσµα του 3
� . Τότε σύµφωνα µε την 

παραπάνω πρόταση θα έχουµε 

( )

    

0

    

0

1
     

!

1
     ( ) .

!

A
e

A

A

θ
θ

κ κ

κ

κ

κ

θ
κ

θ
κ

∞

=

∞

=

⋅ = ⋅

 
= ⋅ 
 

= ⋅

∑

∑

k

k

k

Z r r

r

r

 

Από την ισότητα αυτή συµπεραίνουµε ότι το διάνυσµα A
k
 δρα άπειρες φορές στο r  

πετυχαίνοντας µία πεπερασµένη στροφή του γύρω από τον άξονα Oz . Για τον λόγο αυτό οι 

φυσικοί αποκαλούν το A
k
 απειροστό γεννήτορα της δράσης της υποοµάδας 

z
SO(3, )�  στα 

διανύσµατα του 3
� . 

Παράδειγµα 2.4.8. Όπως είδαµε στο τέλος του πρώτου κεφαλαίου, σε κάθε ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  

της Hamiltonian H  του ατόµου του υδρογόνου που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή E , 

έχουµε και µία αναπαράσταση ρ  της SO(3, )� . Επάγεται λοιπόν η αναπαράσταση ρ∗  της Lie 

άλγεβρας (3, )���  στον χώρο συναρτήσεων ( )E�
∞∞∞∞  ως εξής 

( )0( ) ( , , ) exp( ) ( , , )
t

d
A f x y z f tA x y z

dt
ρ∗ == ⋅ . 

Έτσι σε κάθε ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  έχουµε και µία αναπαράσταση της (3, )���  η οποία δίνεται από 

τον παραπάνω τύπο. 

Η Lie άλγεβρα (3, )���  δρα στις συναρτήσεις του ( )E�
∞∞∞∞  ως ένας διαφορικός τελεστής 

παραγωγίζοντας τις σε κάθε 
3

x∈�  κατά την διεύθυνση του διανύσµατος A x⋅ . Ας θεωρήσουµε 

όµως την βάση 

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 , 0 0 0 , 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0

A A A

 −      
      = − = =      
      −      

i j k
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της (3, )��� . Τότε από τον κανόνα της αλυσίδας θα έχουµε 

( )1

0

 

 

( ) ( , , ) ( , , ) exp( ) ( , , )

                       ( , , ) ( ( , , ))

                       ( , , ) ( ( , , )).

t

d
A f x y z f x y z tA x y z

dt

f x y z A x y z

f x y z A x y z

ρ −
∗ == ∇ ⋅ ⋅

= ∇ ⋅ − ⋅

= −∇ ⋅ ⋅

�

�

�
 

Τώρα επειδή 

( , , ) (0, , )

( , , ) ( ,0, )

( , , ) ( , ,0),

A x y z z y

A x y z z x

A x y z y x

⋅ = −

⋅ = −

⋅ = −

i

j

k

 

βρίσκουµε ότι οι διαφορικοί τελεστές ( )Aρ∗ i
, ( )Aρ∗ j

 και ( )Aρ∗ k
 είναι οι 

( )

( )

( )

y z

z x

x y

A z y

A x z

A y x

ρ

ρ

ρ

∗

∗

∗

= ∂ − ∂

= ∂ − ∂

= ∂ − ∂

i

j

k

 

και συνεπώς θα υπάρχουν , ,a a a ∈
i j k

�  τέτοιοι ώστε 

( ) ( ) ( ) ( )A a A a A a Aρ ρ ρ ρ∗ ∗ ∗ ∗= + +
i i j j k k

￭ 

Παρατήρηση 2.4.9. Η αναπαράσταση ρ∗  της Lie άλγεβρας (3, )���  στον ( )E�
∞∞∞∞  σχετίζεται 

µε την στροφορµή. Συγκεκριµένα οι συνιστώσες της στροφορµής 
i

L , 
j

L , 
k

L  είναι διαφορικοί 

τελεστές οι οποίοι δρουν στον ( )E�
∞∞∞∞  τέτοιοι ώστε 

( )

( )

( ).

A

A

A

ρ

ρ

ρ

∗

∗

∗

=

=

=

i i

j j

k k

L

L

L

 

Ακόµη το µέτρο της στροφορµής 2L  είναι ένας διαφορικός τελεστής που δρα στον ( )E�
∞∞∞∞ , 

2 2 2 2= + +i j kL L L L  

και συνεπώς 
2 2 2 2( ) ( ) ( )A A Aρ ρ ρ∗ ∗ ∗= + +i j kL . Αργότερα θα δούµε ότι 2L  είναι ο τελεστής 

Casimir της αναπαράστασης ( )(3, ), ( ),E ρ∗��� �
∞∞∞∞ . Στο εξής θα συµβολίζουµε την ρ∗  µε L . 

Ορισµός 2.4.10. Έστω �  µία Lie άλγεβρα επί του � , V ,W  µιγαδικοί γραµµικοί χώροι και 

( , , )V ρ� , ( , , )W σ�  αναπαραστάσεις της �  στους χώρους V ,W . Μία γραµµική απεικόνιση 

:T V W→  λέγεται οµοµορφισµός αναπαραστάσεων Lie αλγεβρών, αν για κάθε A∈�  ισχύει 

( ) ( )T A A Tρ σ=� � . 
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Αν επιπλέον η T  είναι ισοµορφισµός γραµµικών χώρων, τότε λέγεται ισοµορφισµός 

αναπαραστάσεων Lie αλγεβρών. Αν υπάρχει ένας τέτοιος ισοµορφισµός, τότε οι 

αναπαραστάσεις ( , , )V ρ� , ( , , )W σ�  λέγονται ισόµορφες και γράφουµε 1 1 2 2( , , ) ( , , )V Vρ ρ≅� � • 

Αν ( , , )V ρ�  είναι µία αναπαράσταση της �  στον χώρο V  και :T V V→  είναι ένας 

οµοµορφισµός αναπαραστάσεων, τότε σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, για κάθε A∈�  θα 

έχουµε  

( ) ( )T A A Tρ ρ=� � . 

Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι ο γραµµικός τελεστής T  µετατίθεται µε την αναπαράσταση 

( , , )V ρ� . 

Πρόταση 2.4.11. Έστω ( , , )G V ρ  αναπαράσταση της συνεκτικής οµάδας Lie G  στον χώρο 

πεπερασµένης διάστασης V  και ( , , )V ρ∗�  η αναπαράσταση της Lie άλγεβρας της � . Τότε 

ένας γραµµικός τελεστής :T V V→  µετατίθεται µε την ρ  αν και µόνο αν µετατίθεται µε την ρ∗ . 

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι :T V V→  είναι ένας γραµµικός τελεστής ο οποίος µετατίθεται µε 

την αναπαράσταση ( , , )G V ρ  και A∈� . Τότε 

( )

( )

0

     0

     0

     0

     

( ) (exp( )

           (exp( )

           (exp( )

           (exp( )

           ( ) .

t

t

t

t

d
T A T tA

dt

d
T tA

dt

d
tA T

dt

d
tA T

dt

A T

ρ ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

∗ =

=

=

=

∗

 =  
 

=

=

 =  
 

=

� �

�

�

�

�

 

Ο T  λοιπόν θα µετατίθεται µε την ρ∗ . 

 Έστω τώρα ότι ο T  µετατίθεται µε την αναπαράσταση ( , , )V ρ∗�  της Lie άλγεβρας �  και 

:
A

Gγ →�  η µονοπαραµετρική υποοµάδα τυχόντος διανύσµατος A∈� . ∆ηλαδή 

( ) exp( )
A

t tAγ = . 

Τότε : GL( )
A

Vρ γ →� �  είναι η µονοπαραµετρική υποοµάδα του διανύσµατος ( ) ( )A Vρ∗ ∈��  

και θα έχει την µορφή 

( )

( ) 

0

( ) exp ( )

            ( ) .
!

A

n
n

n

t t A

t
A

n

ρ γ ρ

ρ

∗

∞

∗
=

=

=∑

�

 

Συνεπάγεται λοιπόν ότι 
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( ) ( )

( )

( )

( )

( )

0

   

0

   

0

   

0

   

( ) ( )
!

                   ( )
!

                   ( )
!

                   ( )
!

                   ( ) .

n
n

A

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

A

t
T t T A

n

t
T A

n

t
A T

n

t
A T

n

t T

ρ γ ρ

ρ

ρ

ρ

ρ γ

∞

∗
=

∞

∗
=

∞

∗
=

∞

∗
=

=

=

=

 
=  
 

=

∑

∑

∑

∑

� � �

�

�

�

� �

 

Όµως η οµάδα G  είναι συνεκτική και αν { }1,..., nA A  είναι µία βάση της � , τότε η G  παράγεται 

από στοιχεία της µορφής 

1exp( ),..., exp( ) , 0 | |
n

tA tA t ε≤ < . 

Έπεται λοιπόν ότι για κάθε g G∈  θα έχουµε ( ) ( )T g g Tρ ρ=� �  

Παράδειγµα 2.4.12. Ας θεωρήσουµε την δράση της (3, )���  σε κάποιον ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  της 

Hamiltonian, που περιγράψαµε στο παράδειγµα 4.4.8. Τότε σύµφωνα µε την παραπάνω 

πρόταση, η δράση αυτή της (3, )���  µετατίθεται µε την Hamiltonian H . ∆ηλαδή για κάθε 

(3, )A∈ ���  

( ) ( )A Aρ ρ∗ ∗=H H� � ￭ 

Ορισµός 2.4.13. Έστω �  µία Lie άλγεβρα επί του � , V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και 

( , , )V ρ�  µία αναπαράσταση της �  στον χώρο V . Ένας υπόχωρος W V≤  λέγεται 

αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( , , )V ρ� , αν για κάθε A∈�  έχουµε 

( )( )A W Wρ ≤ . 

Αν W  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της ( , , )V ρ�  τότε η γραµµική απεικόνιση 

: ( )
W

Wρ →� ��  µε 

( ) ( )W A A Wρ ρ=  

είναι ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών και η αναπαράσταση ( , , )
W

W ρ�  ονοµάζεται 

υποαναπαράσταση της ( , , )V ρ� . 

 Αν οι µοναδικοί αναλλοίωτοι υπόχωροι της αναπαράστασης ( , , )V ρ�  είναι ο { }0  και ο 

V , τότε αυτή ονοµάζεται ανάγωγη• 

Πρόταση 2.4.14. Έστω ( , , )G V ρ  αναπαράσταση της συνεκτικής οµάδας Lie G  στον χώρο 

πεπερασµένης διάστασης V  και ( , , )V ρ∗�  η αναπαράσταση της Lie άλγεβρας της � . Ένας 
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υπόχωρος W V⊂  είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( , , )G V ρ  αν και µόνο αν 

είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( , , )V ρ∗� . 

Απόδειξη. Έστω W V⊂  αναλλοίωτος υπόχωρος της ( , , )G V ρ , A∈�  και x W∈ . Τότε 

( )

( )( )

0

   0

( ) exp( )

         exp( )

t

t

d
A x tA x

dt

d
tA x W

dt

ρ ρ

ρ

∗ =

=

 =  
 

= ∈

 

γιατί ο W  είναι πεπερασµένης διάστασης και συνεπώς κλειστός υπόχωρος του V . Έτσι ο W  

είναι αναλλοίωτος υπόχωρος και της ρ∗ . 

 Ας υποθέσουµε τώρα ότι W V⊂  είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της ( , , )V ρ∗�  και 

:
A

Gγ →�  είναι η µονοπαραµετρική υποοµάδα του τυχόντος διανύσµατος A∈� . Τότε οµοίως 

όπως στην απόδειξη της πρότασης 2.4.11 : GL( )
A

Vρ γ →� �  είναι η µονοπαραµετρική 

υποοµάδα του διανύσµατος ( ) ( )A Vρ∗ ∈��  και 

( )
0

( ) ( ) .
!

n
n

A

n

t
t A

n
ρ γ ρ

∞

∗
=

=∑�  

Συνεπάγεται λοιπόν ότι για κάθε x W∈  

( )
0

( ) ( )
!

n
n

A

n

t
t x A x W

n
ρ γ ρ

∞

∗
=

 
= ∈ 

 
∑� , 

γιατί ο W  είναι κλειστός. Όµως η οµάδα G  είναι συνεκτική και αν { }1,..., nA A  είναι µία βάση της 

� , τότε παράγεται από στοιχεία της µορφής 

1exp( ),..., exp( ) , 0 | |
n

tA tA t ε≤ < . 

Έπεται λοιπόν ότι για κάθε g G∈  θα έχουµε ( )g x Wρ ∈  

Πρόταση 2.4.15. Έστω �  µία Lie άλγεβρα, V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος µε εσωτερικό 

γινόµενο  ,  και ( , , )V ρ�  µία αντιερµιτιανή αναπαράσταση της �  στον V . Αν W V⊂  είναι 

ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της ( , , )V ρ� , τότε και ο W
⊥

 είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της 

( , , )V ρ� . 

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι όµοια µε την απόδειξη της πρότασης 1.4.9 

Ορισµός 2.4.16. Έστω �  µία άλγεβρα Lie και ( , , )V ρ�  αναπαράσταση της �  στον µιγαδικό 

γραµµικό χώρο V . Αν υπάρχουν ανάγωγες αναπαραστάσεις { }( , , )i i i I
V ρ

∈
�  της �  τέτοιες ώστε 

( , , ) ( , , ),
i i

i I i I
V Vρ ρ

∈ ∈
≅ ⊕ ⊕� �  

τότε λέµε ότι η ( , , )V ρ�  αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων• 
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Παρατήρηση 2.4.16. Ας θεωρήσουµε πάλι µία αναπαράσταση ( , , )G V ρ  της συνεκτικής 

οµάδας Lie G  στον χώρο πεπερασµένης διάστασης V  και την αναπαράσταση ( , , )V ρ∗�  της 

Lie άλγεβρας της � . Σύµφωνα µε την πρόταση 2.4.13 η ( , , )G V ρ  αναλύεται σε ένα ευθύ 

άθροισµά ανάγωγων αναπαραστάσεων 

( , , ) ( , , )
i i

i I i I
G V G Vρ ρ

∈ ∈
≅ ⊕ ⊕  

αν και µόνο αν η ( , , )V ρ∗�  αναλύεται στο ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων 

( )( , , ) , , ( )
i i

i I i I
V Vρ ρ∗ ∗

∈ ∈
≅ ⊕ ⊕� � . 

Παράδειγµα 2.4.16. Ας θεωρήσουµε πάλι την αναπαράσταση της SΟ(3, )�  σε κάποιον 

ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  της Hamiltonian που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή E . Η αναπαράσταση 

αυτή είναι µοναδιακή και αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων. Συνεπώς 

και η αναπαράσταση της (3, )���  στον ( )E�
∞∞∞∞  θα αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων 

αναπαραστάσεων µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο￭ 

Πρόταση 2.4.17. Έστω �  µία άλγεβρα Lie, V  ένας µιγαδικός γραµµικός χώρος πεπερασµένης 

διάστασης µε εσωτερικό γινόµενο  ,  και ( , , )V ρ�  µία αντιερµιτιανή αναπαράσταση της �  

στον V . Τότε η ( , , )V ρ�  αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων. 

Απόδειξη. Οµοίως όπως αποδείξαµε την πρόταση 1.4.15 

Πρόταση 2.4.18. Έστω �  µία Lie άλγεβρα επί του � , 1V , 2V  γραµµικοί χώροι επί του �  και 

1 1( , , )V ρ�  , 2 2( , , )V ρ�  αναπαραστάσεις της �  στους χώρους 1V , 2V . Αν 1 2:T V V→  είναι ένας 

οµοµορφισµός αναπαραστάσεων Lie αλγεβρών, τότε ker( )T  είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της 

1 1( , , )V ρ�  και Im( )T  είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της 2 2( , , )V ρ� . 

Απόδειξη. Έστω ker( )x T∈  και A∈� . Τότε 

( )1 1

2

2

( )( ) ( )( )

                    ( ) ( )

                    ( )(0)

                    0

T A x T A x

A T x

A

ρ ρ

ρ

ρ

=

=

=

=

�

�
 

και συνεπώς 1( )( ) ker( )A x Tρ ∈ . ∆ηλαδή ker( )T  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της 

αναπαράστασης 1 1( , , )V ρ� . 

 Έστω τώρα ( ) Im( )y T x T= ∈  και A∈� . Τότε 
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( )

( )

2 2

     2

     1

     1

( )( ) ( ) ( )

           ( ) ( )

           ( )( )

           ( )( ) ,

A y A T x

A T x

T A x

T A x

ρ ρ

ρ

ρ

ρ

=

=

=

=

�

�
 

οπότε 2 ( )( ) Im( )A y Tρ ∈ . ∆ηλαδή Im( )T  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της 

αναπαράστασης 2 2( , , )V ρ�  

Πρόταση 2.4.19. Έστω �  µία Lie άλγεβρα επί του � , V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και 

( , , )V ρ�  µία αναπαράσταση της �  στον χώρο V . Αν :T V V→  είναι ένας οµοµορφισµός 

αναπαραστάσεων, δηλαδή για κάθε A∈�  

( ) ( )T A A Tρ ρ=� � , 

τότε κάθε ιδιόχωρος της T  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( , , )V ρ� . 

Απόδειξη. Έστω ( )V λ  ένας ιδιόχωρος της T  ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ∈� , 

( )x V λ∈  και A∈� . Τότε  

( )

( )

( )( ) ( )( )

                   ( ) ( )

                   ( ) ( )

                   ( )( )

                   ( )( )

T A x T A x

A T x

A T x

A x

A x

ρ ρ

ρ

ρ

ρ λ
λρ

=

=

=

=

=

�

�

 

και συνεπώς ( )( ) ( )A x Vρ λ∈ . ∆ηλαδή ο ( )V λ  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της 

αναπαράστασης ( , , )V ρ�  

Το λήµµα του Schur. Έστω ( , , )V ρ� , ( , , )W σ�  ανάγωγες αναπαραστάσεις της άλγεβρας Lie 

�  στους χώρους πεπερασµένης διάστασης V ,W . Αν :T V V→  είναι γραµµικός τελεστής ο 

οποίος µετατίθεται µε την ( , , )V ρ� , τότε υπάρχει λ∈�  τέτοιος ώστε 

1
V

T λ= . 

Ακόµη αν οι αναπαραστάσεις ( , , )V ρ� , ( , , )W σ�  είναι µη ισόµορφες και :S V W→  είναι ένας 

οµοµορφισµός αναπαραστάσεων, τότε 0S = . 

Απόδειξη. Είναι όµοια µε την απόδειξη του λήµµατος του Schur που αφορά αναπαραστάσεις 

οµάδων Lie 

 

2.5.     Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας ��������(2) 

 

 Έστω η Lie άλγεβρα (2)�� . Θα κατασκευάσουµε µία αναπαράσταση της (2)��  στον 

µιγαδικό γραµµικό χώρο πολυωνυµικών συναρτήσεων 
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{ }2P :  p p= →� � πολυωνυµική συνάρτηση . 

Για αυτό αρκεί να κατασκευάσουµε έναν οµοµορφισµό Lie αλγεβρών : (2) (P)U →�� �� . Στην 

πρόταση 2.3.10 παρουσιάσαµε τον ισοµορφισµό Lie αλγεβρών 1 : (2)T →
Q

� ��  και είδαµε ότι 

{ }1 1 1( ), ( ), ( )T T Ti j k  είναι µία βάση της (2)�� . Για λόγους απλότητας θα θεωρήσουµε την { }, ,i j k  

ως βάση της (2)��  κάτω από τον ισοµορφισµό 1T . Θεωρούµε τους λοιπόν τους γραµµικούς 

διαφορικούς τελεστές , , : P PU U U →
i j k

 µε 

( )
2

1
( )

2

( )
2

y y

y x

y x

i
U x y

U x y

i
U x y

= ∂ − ∂

= ∂ − ∂

= ∂ + ∂

i

j

k

 

και ορίζουµε την U  ως εξής 

( )

( )

( ) .

U U

U U

U U

=

=

=

i

j

k

i

j

k

 

Θα πρέπει τώρα να δείξουµε ότι η U  είναι ένας οµοµορφισµός Lie αλγεβρών. Πράγµατι δεν 

είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι ισχύουν 

[ ]
[ ]
[ ]

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ).

U U U

U U U

U U U

=

=

=

i j k

j k i

k i j

 

Ενδεικτικά για την πρώτη ισότητα έχουµε 

[ ]

      

      

      

( ), ( ) ( )( ) ( )( )
4 4

              ( ) ( )
4 4

              ( )
4

              (
2

x y y x y x x y

x y x x y y y x y x y y x x x y

y x y x

i i
U U x y x y x y x y

i i
x x x y y x y y x x x y y x y y

i
x y x y

i
x

= ∂ − ∂ ∂ − ∂ − ∂ − ∂ ∂ − ∂

= ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ + ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ + ∂ ∂

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂

=

i j

      

)

              ( ).

y x
y

U

∂ + ∂

= k

 

Έχουµε λοιπόν µία αναπαράσταση ( )(2), P,U��  της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο των 

πολυωνυµικών συναρτήσεων P . 

Πρόταση 2.5.1. Για κάθε n∈�  ο υπόχωρος 

{ }P P  οµογενής πολυωνυµική συνάρτηση βαθµού n p p n= ∈  
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του P  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( )(2), P,U��  και µάλιστα η 

υποαναπαράσταση ( )(2),P ,n

n
U��  είναι ανάγωγη. 

Απόδειξη. Έστω n∈� . Θα δείξουµε πρώτα ότι ο υπόχωρος Pn  είναι ένας αναλλοίωτος 

υπόχωρος της αναπαράστασης ( )(2), P,U�� . Πράγµατι { }1 1, ,..., ,n n n nB x yx y x y− −=  είναι µία 

βάση του και για κάθε nx y Bκ κ− ∈  έχουµε 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

( ) (2 )
2

1
( ) ( )

2

( ) ( ) .
2

n n

n n n

n n n

i
U x y n x y

U x y n x y x y

i
U x y n x y x y

κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ

κ

κ κ

κ κ

− −

− + − − − − +

− + − − − − +

= −

= − −

= − +

i

j

k

 

Έτσι για κάθε Pnp∈  και για κάθε (2)A∈��  θα έχουµε ( )( ) PnU A p ∈ . 

 Τώρα θα δείξουµε ότι η υποαναπαράσταση ( )(2),P ,n

n
U��  είναι ανάγωγη και για αυτό 

θα αναπτύξουµε µία τεχνική την οποία αργότερα θα γενικεύσουµε. Αρχικά παρατηρούµε ότι 

κάθε διάνυσµα nx y Bκ κ− ∈  είναι ιδιοδιάνυσµα του γραµµικού τελεστή U
i
 µε ιδιοτιµή (2 )

2

i
nκ −  

και συνεπώς τα ιδιοδιανύσµατα του 
P
| nU

i
 παράγουν τον χώρο Pn . 

 Ορίζουµε δύο γραµµικούς τελεστές , (P)∈X Y �� . Τον γραµµικό τελεστή ανόδου 

: P P→X  µε  

y
U iU x= − = ∂

j k
X  

και τον γραµµικό τελεστή καθόδου : P PY →  µε 

x
U iU y= + = − ∂

j k
Y . 

Αυτοί οι τελεστές δεν ανήκουν στην εικόνα ( )(2)U �� , οι ιδιότητες τους όµως είναι 

χαρακτηριστικές: 

( )i .  Αν PV ≤  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( )(2), P,U��  τότε 

( ), ( )V V V≤X Y . ∆ηλαδή οι X , Y  διατηρούν τους αναλλοίωτος υπόχωρους. 

( )ii . Έστω nx yκ κ−  ένα διάνυσµα της βάσης B . Αν nκ < , τότε 

1 1

( ) ( )

                 ( )

n n

y

n

x y x x y

n x y

κ κ κ κ

κ κκ

− −

+ − −

= ∂

= −

X
 

και αν nκ =  τότε 

( ) 0nx =X . 

Ακόµη αν 0κ > , τότε 
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1 1

( ) ( )

                

n n

x

n

x y y x y

x y

κ κ κ κ

κ κκ

− −

− − +

= − ∂

= −

Y
 

και αν 0κ = , τότε 

( ) 0ny =Y . 

( )iii . Έστω κλ ∈�  η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα nx y Bκ κ− ∈  του U
i
. Τότε 

( ) ( ) ( )
n n

U x y i x y
κ κ κ κ

κλ
− −= +

i
X X  

και  

( ) ( ) ( )
n n

U x y i x y
κ κ κ κ

κλ
− −= −

i
Y Y . 

 Υποθέτουµε τώρα ότι P
n

V ≤  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης 

( )(2),P ,n

n
U�� , 

0

0
n

n
u a x y

κ κ
κ

κ

−

=

= ≠∑  ένα διάνυσµα του V  και { }{ }0 min 0,1,..., 0n aκκ κ= ∈ ≠ . 

Τότε σύµφωνα µε την ιδιότητα ( )i  το διάνυσµα 

0 0 0

0      0

( ) ( )

         ( )!

n n n

y

n

u x u

a n x

κ κ κ

κ κ

− − −= ∂

= −

X
 

θα πρέπει να ανήκει στον V . Συνεπάγεται λοιπόν ότι 
n

x V∈ . Για τον ίδιο λόγο για κάθε 

{ }1,2,...,m n∈  

( )m nx V∈Y . 

Όµως  

( )!
( ) ( 1)

!

m n m m n mn m
x y x

m

−−
= −Y  

και συνεπώς m n my x V− ∈ . Έχουµε λοιπόν ότι B V⊂ , άρα Pn
V =  και εδώ ολοκληρώνεται η 

απόδειξη της πρότασης 

 Θα δείξουµε ότι οι µόνες ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας (2)��  σε χώρους 

πεπερασµένης διάστασης είναι αυτές που µόλις περιγράψαµε. Για να το πετύχουµε αυτό θα 

γενικεύσουµε την τεχνική που µόλις αναπτύξαµε. 

Ορισµός 2.5.2. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και ( (2), , )V ρ��  µία 

αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Ο γραµµικός τελεστής :V Vρ →X  µε 

( ) ( )iρ ρ ρ= −X j k  

ονοµάζεται τελεστής ανόδου και ο γραµµικός τελεστής :V Vρ →Y  µε 

( ) ( )iρ ρ ρ= +Y j k  

ονοµάζεται τελεστής καθόδου της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� • 
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Λήµµα 2.5.3. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και ( (2), , )V ρ��  µία αναπαράσταση 

της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Τότε 

, 2 ( )iρ ρ ρ  = X Y i . 

Απόδειξη. Από τον ορισµό 2.5.2 έχουµε 

( )( ) ( ) ( )   

2 2 2 2

   

   

,

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

        

i i i i

i i i i

i i

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

  = − 
= − + − + −

= + − + − + − −

= −

X Y X Y Y X

j k j k j k j k

j j k k j k j j k k j k

j k k j

[ ]   

   

    2 ( ), ( )

            2 ( )

i

i

ρ ρ

ρ

=

=

j k

i

 

και ολοκληρώνεται η απόδειξη του λήµµατος 

Πρόταση 2.5.4. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του � , ( (2), , )V ρ��  µία αναπαράσταση 

της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V  και u  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  µε ιδιοτιµή λ∈� . 

Τότε 

( ) ( ) ( ) ( )u i uρ ρρ λ= +i X X  

και ακόµη 

( ) ( ) ( ) ( )u i uρ ρρ λ= −i Y Y . 

Απόδειξη. Ενδεικτικά για την πρώτη ισότητα έχουµε 

( )
( )
( )
[ ] [ ]

     

     

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

u i u

i u

i i i u

i i

ρρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

= −

= −

= − + + − −

= − + −

i X i j k

i j i k

i j j i j i k i k i i k

i j i k j i k( )
( )
( )

( )

     

     

     

     

( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( )

u

i i u

i i u

i i u

i uρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ λρ λρ

λ ρ ρ

λ

= + + −

= + + −

= + −

= +

i

k j j i k i

k j j k

j k

X

 

και οµοίως για την δεύτερη 

 Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι αν u  είναι ιδιοδιάνυσµα του γραµµικού τελεστή ( )ρ i  µε 

ιδιοτιµή λ∈� , τότε ( )uρX  είναι επίσης ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  µε ιδιοτιµή iλ +  ή 

( ) 0uρ =X .Εδώ λοιπόν δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 2.5.5. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  πεπερασµένης διάστασης και 

( (2), , )V ρ��  µία αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Αν 0u V∈  είναι 
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ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  τέτοιο ώστε 0( ) 0uρ =X , τότε το 0u  ονοµάζεται διάνυσµα µεγίστου 

βάρους της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ��  

Αν πάλι 0v V∈  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  τέτοιο ώστε 0( ) 0vρ =Y , τότε το 0v  

ονοµάζεται διάνυσµα ελαχίστου βάρους της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� • 

 Αν θεωρήσουµε την αναπαράσταση ( (2),P, )U��  της (2)��  στον χώρο P  τότε το 

διάνυσµα 
n

x  είναι ένα διάνυσµα µεγίστου βάρους και το ny  είναι ένα διάνυσµα ελαχίστου 

βάρους της ( (2),P, )U�� . 

Λήµµα 2.5.6. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  πεπερασµένης διάστασης και 

( (2), , )V ρ��  µία αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Τότε υπάρχει ένα 

τουλάχιστον διάνυσµα µεγίστου βάρους 0u V∈  της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� . 

Απόδειξη. Έστω u V∈  ένα ιδιοδιάνυσµα του γραµµικού τελεστή ( )ρ i  µε ιδιοτιµή λ∈� . 

Σύµφωνα µε την πρόταση 2.5.4 για κάθε { }0κ ∈�∪  θα έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )u i u
κ κ
ρ ρρ λ κ= +i X X  

και συνεπώς ( )u
κ
ρX  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  µε ιδιοτιµή iλ κ+  ή ( ) 0u

κ
ρ =X . Θεωρούµε 

το σύνολο { }{ }0 ( ) 0u
κ
ρκΑ = ∈ ≠ ⊂X�∪ �  το οποίο είναι µη κενό γιατί 0∈Α  και 

πεπερασµένο γιατί τα ιδιοδιανύσµατα του ( )ρ i  είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ο χώρος V  είναι 

πεπερασµένης διάστασης . Θέτουµε 0 maxκ = Α . Τότε  

0 ( ) 0u
κ
ρ ≠X  

και 

0 1
( ) 0u

κ
ρ
+ =X . 

∆ηλαδή το διάνυσµα 0

0 ( )u u
κ
ρ= X  είναι ένα διάνυσµα µεγίστου βάρους της αναπαράστασης 

( (2), , )V ρ��  

 Με όµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι υπάρχει και ένα τουλάχιστον διάνυσµα 

ελαχίστου βάρους της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� . Στην πρόταση που ακολουθεί 

συνοψίζουµε την τεχνική των τελεστών ανόδου και καθόδου. Είναι ουσιαστικά µια γενίκευση των 

όσων είπαµε στην αρχή της παραγράφου. 

Πρόταση 2.5.7. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  πεπερασµένης διάστασης, 

( (2), , )V ρ��  µία αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V  και 0u  ένα διάνυσµα 

µεγίστου βάρους της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� . Τότε υπάρχει µοναδικός { }0n∈�∪  

τέτοιος ώστε 
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0( ) 0n
uρ ≠Y  

και 

1

0( ) 0n
uρ

+ =Y . 

Μάλιστα το υποσύνολο  

{ }0 0 0, ( ),..., ( )nu u uρ ρY Y  

του V  είναι γραµµικώς ανεξάρτητο, ο υπόχωρος 0 0 0, ( ),..., ( )nW u u uρ ρ= Y Y  του V  είναι ένας 

αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ��  και  για κάθε { }0,1,...,nκ ∈  ισχύει 

0 0( ) ( ) ( 2 ) ( )
2

i
u n u

κ κ
ρ ρρ κ= −i Y Y . 

Τέλος η υποαναπαράσταση ( (2), , )
W

W ρ��  της ( (2), , )V ρ��  είναι ανάγωγη. 

Απόδειξη. Θεωρούµε το µη κενό σύνολο { }{ } { }00 ( ) 0 0u
µ
ρµΒ = ∈ ≠ ⊂Y�∪ �∪ . Επειδή ο 

χώρος V  είναι πεπερασµένης διάστασης το σύνολο Β  είναι φραγµένο και συνεπώς θα έχει 

µέγιστο στοιχείο. Θέτουµε λοιπόν maxn = Β . Τότε 

0( ) 0n
uρ ≠Y  

και  

1

0( ) 0n
uρ

+ =Y . 

Από τον ορισµό του ο { }0n∈�∪  είναι ο µοναδικός µε την ιδιότητα αυτή, γιατί δεν είναι δυνατόν 

το Β  να έχει δύο διαφορετικά µέγιστα στοιχεία. 

 Έστω 0λ  η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα 0u . Τότε για κάθε { }0,1, 2,..., nκ ∈  

έχουµε 0( ) 0u
κ
ρ ≠Y  και έτσι 0( )u

κ
ρY  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  µε ιδιοτιµή 0 iλ κ− . 

Συνεπώς το σύνολο 

{ }0 0 0, ( ),..., ( )nS u u uρ ρ= Y Y  

είναι γραµµικώς ανεξάρτητο γιατί κάθε στοιχείο του είναι ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  µε διαφορετική 

ιδιοτιµή. 

 Τώρα θα δείξουµε ότι ο υπόχωρος W S=  του V  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος 

της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� . Για αυτό αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε { }0,1,...,nκ ∈  

0 0 0( ) ( ) ,  ( ) ( ) ,  ( ) ( )u u u W
κ κ κ
ρ ρ ρρ ρ ρ ∈i Y j Y k Y . 

Όµως επειδή  

( )1
( )

2
ρ ρρ = +j Y X  
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και 

( )1
( )

2i
ρ ρρ = −k Y X , 

αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε { }0,1,...,nκ ∈  

0 0 0( ) ( ) ,  ( ) ,  ( )u u u W
κ κ κ
ρ ρ ρ ρ ρρ ∈i Y Y Y X Y . 

Έστω λοιπόν { }0,1,...,nκ ∈ . Τότε 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )u i u W
κ κ
ρ ρρ λ κ= − ∈i Y Y  

και  

1

0 0( ) ( )u u W
κ κ

ρ ρ ρ
+= ∈Y Y Y . 

Τώρα παρατηρούµε ότι για 0κ =  

0

0 0

 

( ) ( )

              0 .

u u

W

ρ ρ ρ=

= ∈

X Y X
 

Έστω 1κ ≥  και ότι 
1

0( )u W
κ

ρ ρ
− ∈X Y . Τότε 

( )
( )

( )

1

0 0

1

0

1

0

1 1

0 0

( ) ( )

                ( )

                , ( )

                2 ( ) ( ) ( ) ,

u u

u

u

i u u W

κ κ
ρ ρ ρ ρ ρ

κ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

κ
ρ ρ ρ ρ ρ

κ κ
ρ ρ ρ ρρ

−

−

−

− −

=

= − +

 = + 

= + ∈

X Y X Y Y

X Y Y X Y X Y

X Y Y X Y

i Y Y X Y

 

γιατί 
1

0( ) ( )u W
κ
ρρ − ∈i Y  και ( )1

0( )u Wκ
ρ ρ ρ

− ∈Y X Y  από την υπόθεση της επαγωγής. Έχουµε 

λοιπόν ότι για κάθε { }0,1,...,nκ ∈  0( )u W
κ

ρ ρ ∈X Y . 

 Τώρα θα δείξουµε ότι για κάθε { }0,1,...,nκ ∈  

0 0( ) ( ) ( 2 ) ( )
2

i
u n u

κ κ
ρ ρρ κ= −i Y Y . 

Έστω λοιπόν â  µία διατεταγµένη βάση του W  και οι γραµµικοί τελεστές ( ) |
W

ρ i , |
WρX , |

WρY . 

Σύµφωνα µε το λήµµα 4.5.1  

| , | 2 ( ) |
W W W

iρ ρ ρ  = X Y i  

και θα έχουµε  

( )

( ) ( )     

     

1
ˆ ˆTr( ( ) | : ) Tr | , | :

2

1 1
ˆ ˆ                 Tr | : Tr | :

2 2

                 0.

W W W

W W

a a
i

a a
i i

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ  =  

= −

=

i X Y

X Y Y X  
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Όµως ο γραµµικός τελεστής ( ) |
W

ρ i  είναι διαγωνίσιµος µε ιδιοδιανύσµατα τα στοιχεία του S  και 

ιδιοτιµές 

{ }0 0 0, ,...,i inλ λ λ− − . 

Από την τελευταία λοιπόν ισότητα θα έχουµε 

( ) 0

0

ˆr ( ) | : ( )

                        0

n

W
a i

κ

ρ λ κ
=

Τ = −

=

∑i
 

και βρίσκουµε ότι 0
2

in
λ = . Συνεπώς η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα 0( )u

κ
ρY  του 

( )ρ i  θα είναι ( 2 )
2

i
n κ−  και όλες οι ιδιοτιµές του ( ) |

W
ρ i  θα είναι  

, ,..., ,
2 2 2 2

in in in in
i i

 − − + − 
 

. 

 Τέλος θα δείξουµε ότι η υποαναπαράσταση ( (2), , )
W

W ρ��  είναι ανάγωγη. Υποθέτουµε 

λοιπόν ότι U W≤  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( (2), , )
W

W ρ��  

διάφορος του { }0  και έστω u  ένα µη µηδενικό διάνυσµα του U . Τότε υπάρχουν 

0 1, ,...,
n

c c c ∈�  τέτοιοι ώστε 

0

0

( )
n

u c u
κ

κ ρ
κ =

=∑ Y  

και το σύνολο { }{ }0,1,..., 0n cκκΓ = ∈ ≠  είναι µη κενό. Θέτουµε 0 minκ = Γ  και θα έχουµε 

( )0 0 0 0

0 0

0

0 0

0

1

0 1 0 0

21

0 1 0 0

0

( ) ( ) ( ) ... ( )

             ( ) ( ) ... ( )

             ( ).

n n n

n

nn n

n

n

u c u c u c u

c u c u c u

c u

κ κ κ κ
ρ ρ κ ρ κ ρ ρ

κ
κ ρ κ ρ ρ

κ ρ

− − +
+

−+
+

= + + +

= + + +

=

Y Y Y Y Y

Y Y Y

Y

 

Όµως είναι απλό να δούµε ότι ( )U Uρ ≤Y  και συνεπώς 0 ( )
n

U U
κ

ρ
− ≤Y . Θα έχουµε λοιπόν 

0 ( )
n

u U
κ

ρ
− ∈Y  και αυτό από την τελευταία ισότητα συνεπάγει ότι 0( )n

u Uρ ∈Y . 

 Το διάνυσµα 0 0( )n
v uρ= Y  είναι ένα διάνυσµα ελαχίστου βάρους της αναπαράστασης 

( (2), , )
U

U ρ�� . Θα υπάρχει λοιπόν µοναδικός { }0m∈�∪  τέτοιος ώστε 

0( ) 0m
vρ ≠X  

και  

1

0( ) 0m
vρ

+ =X . 

Ακόµη το υποσύνολο  
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{ }0 0 0, ( ),..., ( )mv v vρ ρX X  

του U  είναι γραµµικώς ανεξάρτητο και ο υπόχωρος  

0 0 0, ( ),..., ( )mU v v vρ ρ= X X�  

είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης ( (2), , )
U

U ρ�� . Τέλος οι ιδιοτιµές του 

( ) |Uρ i �  θα είναι  

, ,...,
2 2 2

im im im
i

 − − + 
 

. 

Τα επιχειρήµατα που χρησιµοποιούµε για τα παραπάνω είναι όµοια µε αυτά που 

χρησιµοποιήσαµε ως τώρα για τον αναλλοίωτο υπόχωρο W  και δεν θα τα αναπαράγουµε. 

 Όµως επειδή η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στο 0v  είναι 
2

in
−  θα πρέπει 

, ,...,
2 2 2 2

in im im im
i

 − ∈ − − + 
 

, 

κάτι που συµβαίνει µόνο αν m n≥ . Τότε θα ισχύει 

dim dimU W≥�  

αλλά επειδή 

U U W≤ ≤� , 

θα έχουµε τελικά U U W= =�  και ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης 

 Τώρα είµαστε έτοιµοι για την κεντρική πρόταση αυτής της παραγράφου, δηλαδή της 

ταυτοποίησης των ανάγωγων αναπαραστάσεων της Lie άλγεβρας (2)��  σε χώρους 

πεπερασµένης διάστασης. 

Πρόταση 2.5.8. Έστω V  ένας χώρος πεπερασµένης διάστασης επί του �  και ( (2), , )V ρ��  

µία ανάγωγη αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Τότε υπάρχει { }0n∈�∪  

τέτοιος ώστε η αναπαράσταση ( (2), , )V ρ��  να είναι ισόµορφη µε την αναπαράσταση 

( )(2),P ,n

n
U�� . 

Απόδειξη. Έστω 0u  ένα διάνυσµα µεγίστου βάρους της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ��  και το 

µη κενό σύνολο { }{ } { }00 ( ) 0 0u
µ
ρµΑ = ∈ ≠ ⊂Y�∪ �∪ . Επειδή ο χώρος V  είναι 

πεπερασµένης διάστασης, το Α  είναι άνω φραγµένο και θέτουµε maxn = Α . Σύµφωνα µε την 

πρόταση 2.5.3 το σύνολο  

{ }0 0 0, ( ),..., ( )nS u u uρ ρ= Y Y  
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είναι βάση ενός αναλλοίωτου υπόχωρου W  της ( (2), , )V ρ�� . Όµως επειδή η αναπαράσταση 

( (2), , )V ρ��  είναι ανάγωγη θα έχουµε V W=  ή ισοδύναµα το S  είναι µία βάση του V . 

 Θεωρούµε τώρα την γραµµική απεικόνιση : Pn
T V →  την οποία ορίζουµε ως εξής: Για 

κάθε { }0,1,...,nκ ∈  

( )0( ) ( )nT u xκ κ
ρ =Y Y , 

όπου Y  είναι ο τελεστής καθόδου της αναπαράστασης ( )(2),P ,n

n
U�� . Θα δείξουµε ότι η T  

είναι ένας ισοµορφισµός των αναπαραστάσεων ( (2), , )V ρ��  και ( )(2),P ,n

n
U�� .  

 Πρώτα παρατηρούµε ότι το σύνολο  

( ) { }{ } { }0

!
( ) 0,1,..., 0,1,...,

( )!

nn
T u n y x n

n

κ κ κ
ρ κ κ

κ
− 

∈ = − ∈ 
− 

Y  

είναι µία βάση του nP  και συνεπώς η T  είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών χώρων. 

Οπότε για να τελειώσουµε θα πρέπει να δείξουµε ότι είναι και οµοµορφισµός 

αναπαραστάσεων. Επειδή  

( )1
( )

2
ρ ρρ = +j Y X  και ( )1

( ) ,
2i

ρ ρρ = −k Y X  

αρκεί να δείξουµε τις ισότητες 

     

    

  ( ) ( )

 .

n
T U T

T T

T T

ρ

ρ

ρ =

=

=

i i

X X

Y Y

� �

� �

� �

 

Έστω { }0,1,...,nκ ∈ . Τότε για την πρώτη από αυτές θα έχουµε 

( ) ( )

( )

( )

0 0

 0

 0

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

                         ( 2 ) ( )
2

                         ( 2 ) ( )
2

                         ( 2 ) ( )
2

                         ( ) ( )

   

n

n

n

T u T u

i
T n u

i
n T u

i
n x

U x

κ κ
ρ ρ

κ
ρ

κ
ρ

κ

κ

ρ ρ

κ

κ

κ

=

 = − 
 

= −

= −

=

i Y i Y

Y

Y

Y

i Y

�

( )
( )

 0

 0

                      ( ) ( )

                         ( ) ( ) ,

n

n

U T u

U T u

κ
ρ

κ
ρ

=

=

i Y

i Y�

 

ενώ για την δεύτερη 
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( ) ( )

( )
( )

( )

1

0 0

1

 

 

 0

 0

( ) ( )

                       ( )

                       ( )

                       ( )

                       ( ) .

n

n

T u T u

x

x

T u

T u

κ κ
ρ ρ ρ

κ

κ

κ
ρ

κ
ρ

+

+

=

=

=

=

=

Y Y Y

Y

Y Y

Y Y

Y Y

�

�

 

Τέλος για την τρίτη ισότητα παρατηρούµε ότι για 0κ =  είναι αληθής, 

( )

( )

0 0

     

     

     

     0

     0

( ) ( )

             (0)

             0

             ( )

             ( )

             ( ).

n

T u T u

T

x

T u

T u

ρ ρ=

=

=

=

=

=

X X

X

X

X

�

�

 

Έστω 1κ ≥  και ότι η πρόταση είναι αληθής για 1κ − . Τότε  

( ) ( )
( )
( )
( )( )

0 0

1

0

1

0

1

0

( ) ( )

                         ( )

                         ( ) ( )

                         , ( )

                         2 ( )

T u T u

T u

T u

T u

iT

κ κ
ρ ρ ρ ρ

κ
ρ ρ ρ

κ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

κ
ρ ρ ρ ρ ρ

ρ

−

−

−

=

=

= − +

 = + 

=

X Y X Y

X Y Y

X Y Y X Y X Y

X Y Y X Y

i Y

�

�

� ( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( ) ( )
( )

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

( ) ( )

                         2 ( ) ( ) ( )

                         , ( ) ( )

                         ( )

                        

n

u T u

iU T u T u

T u T u

T u

κ κ
ρ ρ ρ ρ

κ κ
ρ ρ ρ

κ κ
ρ ρ

κ
ρ

− −

− −

− −

−

+

= +

= +

=

Y X Y

i Y Y X Y

X Y Y YX Y

XY Y

�

� �

� �

�

( )
( )

1

0

0

 ( )

                         ( )

T u

T u

κ
ρ ρ

κ
ρ

−=

=

X Y Y

X Y

�

�

 

και συνεπώς η ισότητα είναι αληθής για κάθε { }0,1,...,nκ ∈ . Έτσι έχοντας δείξει ότι η T  είναι 

και οµοµορφισµός αναπαραστάσεων ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης 

 Επειδή οι Lie άλγεβρες (2)��  και (3, )���  είναι ισόµορφες έχουµε ουσιαστικά καθορίσει 

τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της (3, )���  σε χώρους πεπερασµένης διάστασης. Πράγµατι 

δεν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι αν : (2) (3, )T → ��� ��  είναι ένας ισοµορφισµός Lie 

αλγεβρών, τότε ( (2), , )V ρ��  είναι ανάγωγη αναπαράσταση της (2)��  στον χώρο V  αν και 

µόνο αν ( )1(3, ), ,V Tρ −
� ���  είναι ανάγωγη αναπαράσταση της (3, )���  στον ίδιο χώρο. 
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2.6.   Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας ��������(4,����) 

 

 Σε αυτή την παράγραφο θα προσδιορίσουµε τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie 

άλγεβρας (4, )���  σε χώρους πεπερασµένης διάστασης. Επειδή όπως δείξαµε στην πρόταση 

2.3.11, η (4, )���  είναι ισόµορφη µε την Lie άλγεβρα καρτεσιανό γινόµενο (2) (2)×�� �� , αρκεί 

να βρούµε ποιες είναι οι ανάγωγες αναπαραστάσεις της (2) (2)×�� ��  σε χώρους 

πεπερασµένης διάστασης. Για να το πετύχουµε αυτό θα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες του 

τελεστή του Casimir τον οποίο ορίζουµε αµέσως. 

Ορισµός 2.6.1. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και ( (2), , )V ρ��  µία 

αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Ο γραµµικός τελεστής :C V V→  µε  

2 2 2( ) ( ) ( )C ρ ρ ρ= + +i j k  

ονοµάζεται τελεστής Casimir της αναπαράστασης ( (2), , )V ρ�� • 

 Μία από τις ιδιότητες του τελεστή Casimir είναι ότι µετατίθεται µε την αναπαράσταση 

στην οποία τον έχουµε ορίσει. 

Πρόταση 2.6.2. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  και ( (2), , )V ρ��  µία 

αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Τότε ο τελεστής Casimir C  της 

( (2), , )V ρ��  µετατίθεται µε αυτήν, δηλαδή για κάθε (2)A∈��  

( ) ( )A C C Aρ ρ=� � . 

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι ισχύουν οι ισότητες 

[ ] [ ] [ ], ( ) , ( ) , ( ) 0C C Cρ ρ ρ= = =i j k . 

Ενδεικτικά για την µία από τις τρεις θα έχουµε 

[ ] 2 2 2

3 2 2 3 2 2

     

2 2 2 2

     

2

     

, ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

C ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

 = + + 

= + + − − −

= − + −

= − +

i i j k i

i j i k i i i j i k

j i i j k i i k

j i j i j j

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( )

2

2 2

     

     

) ( ) ( ) ( )

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

−

+ − + −

= + + +

= − + − + +

i j i j

k i k i k k i k i k

j j i j i j k k i k i k

j k k j k j j

     

)

          0=

k

 

και οµοίως δείχνουµε και τις άλλες δύο 

 Μία συνέπεια της ιδιότητας αυτής του τελεστή Casimir είναι και η ακόλουθη πρόταση, 

την οποία θα επικαλεστούµε αργότερα. 
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Πρόταση 2.6.3. Έστω V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  πεπερασµένης διάστασης και 

( (2), , )V ρ��  µία ανάγωγη αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον χώρο V . Τότε ο 

τελεστής Casimir C  της ( (2), , )V ρ��  είναι  

( 1)1
V

C = − +	 	 , 

όπου { }1
0

2
∈	 �∪ . 

Απόδειξη. Έστω λ∈�  µία ιδιοτιµή του τελεστή Casimir ( )C V∈��  και ( )V λ  ο ιδιόχωρος του 

C  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ . Επειδή ο C  µετατίθεται µε την αναπαράσταση 

( (2), , )V ρ�� , συνεπάγεται από την πρόταση 2.4.19 ότι ο ιδιόχωρος ( )V λ  είναι ένας 

αναλλοίωτος υπόχωρος της ( (2), , )V ρ�� . Όµως επειδή η ( (2), , )V ρ��  είναι µία ανάγωγη 

αναπαράσταση και 

{ }( ) 0V λ ≠  

θα έχουµε αναγκαστικά ( )V Vλ = . Τότε όµως για κάθε x V∈  θα έχουµε 

( )C x xλ=  

και συνεπώς 1
V

C λ= . 

 Σύµφωνα µε την πρόταση 2.5.4 υπάρχει { }0n∈�∪  τέτοιος ώστε η ( (2), , )V ρ��  να 

είναι ισόµορφη µε την αναπαράσταση ( (2), P , )n

n
U��  της (2)��  στον χώρο Pn . Έστω 

n
C  ο 

τελεστής Casimir της ( (2), P , )n

n
U�� . Τότε σύµφωνα µε όσα προηγήθηκαν και επειδή η 

( (2), P , )n

n
U��  είναι ανάγωγη θα υπάρχει 

n
λ ∈�  τέτοιος ώστε 

P
1 nn n

C λ= . 

∆εν είναι τώρα δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι 

21
( ) ( 2 )

4

n n

n
C x n n x= − +  

και να συµπεράνουµε τελικά ότι  

21
 ( 2 )

4

     ( 1)

n n nλ = − +

= − +	 	

 

µε { }1
0

2 2

n
= ∈	 �∪ . 

 Όµως επειδή οι αναπαραστάσεις ( (2), , )V ρ��  και ( (2), P , )n

n
U��  είναι ισόµορφες, οι 

τελεστές Casimir C ,
n

C  θα συνδέονται µε µία σχέση οµοιότητας. Πράγµατι αν : Pn
T V →  είναι 

ένας ισοµορφισµός αναπαραστάσεων, τότε 
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1

n
C T C T

−= � � . 

Τότε όµως θα έχουν και την ίδια ιδιοτιµή, δηλαδή ( 1)
n

λ λ= = − +	 	  και ολοκληρώνεται η 

απόδειξη της πρότασης 

Πρόταση 2.6.4. Έστω η Lie άλγεβρα (2)�� , V  ένας γραµµικός χώρος επί του �  

πεπερασµένης διάστασης και (2), , )( V ρ��  µία αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2)��  στον 

χώρο V . Αν ο τελεστής Casimir :C V V→  της αναπαράστασης (2), , )( V ρ��  είναι  

( 1)1
V

C = − +	 	 ,  

όπου { }1
0

2
∈	 �∪ , τότε οι ιδιοτιµές του ( )ρ i  είναι { }, ,...,i i i i− − +	 	 	  και µόνο αυτές. 

Απόδειξη. Έστω u V∈  ένα ιδιοδιάνυσµα του ( )ρ i  µε ιδιοτιµή λ∈� . Θεωρούµε το µη κενό 

σύνολο { }{ }0 ( ) 0u
κ
ρκΑ = ∈ ≠X�∪  το οποίο είναι φραγµένο, γιατί ο χώρος V  είναι 

πεπερασµένης διάστασης και θέτουµε 0 maxκ = Α . Αν 0

0 ( )u u V
κ
ρ= ∈X , τότε 

0( ) 0uρ =X  

και συνεπώς το διάνυσµα 0u V∈  είναι ένα διάνυσµα µεγίστου βάρους της αναπαράστασης 

(2), , )( V ρ�� . Επίσης το µη κενό σύνολο { }{ }00 ( ) 0u
µ
ρµΒ = ∈ ≠Y�∪  είναι άνω φραγµένο και 

θέτουµε maxn = Β . Έχουµε δείξει στην πρόταση 2.5.3 ότι 

0 0 0, ( ),..., ( )nW u u u Vρ ρ= ≤Y Y  

είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης (2), , )( V ρ��  και µάλιστα η 

υποαναπαράσταση (2), , )(
W

W ρ��  είναι ανάγωγη. Αν λοιπόν 
W

C  είναι ο τελεστής Casimir της 

(2), , )(
W

W ρ�� , τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2.6.2 

( 1)1
W W W W

C = − +	 	 , 

όπου 
2

W

n
=	 . Επειδή όµως |

W
C C W=  θα έχουµε αναγκαστικά 

2
W

n
= =	 	 . 

Γνωρίζουµε ότι οι ιδιοτιµές του ( ) ( ) |
W

Wρ ρ=i i  είναι  

{ }, ,..., , ,...,
2 2 2

n n n
i i i i i i i i

 − − + = − − + 
 

	 	 	  

και µάλιστα η ιδιοτιµή που αντιστοιχεί στο διάνυσµα 0u  είναι 0
2

n
i iλ = = 	 . Τότε όµως η ιδιοτιµή 

που αντιστοιχεί στο διάνυσµα u  θα είναι 0 0 0i i iλ λ κ κ= − = −	 . Οπότε αρκεί να δείξουµε ότι 
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0 2nκ ≤ = 	 , γιατί σε αυτή την περίπτωση η τυχούσα ιδιοτιµή λ∈�  του ( )ρ i  θα ανήκει στο 

σύνολο { }, ,...,i i i i− − +	 	 	 . 

Θα δείξουµε ότι { }00,1,...,m κ∀ ∈  0 ( )
m

u W
κ
ρ
− ∈X . Για κάθε { }00,1,...,m κ∈  θέτουµε  

0 ( )
m

mv u
κ
ρ
−= X  

και 

0( )m

mu uρ= Y . 

Τότε αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε { }00,1,...,m κ∈  υπάρχει ένας 
m

c ∈�  ώστε 
m m m

u c v= . 

Πράγµατι για 0m =  έχουµε 0

0 0( )v u u
κ
ρ= =X , οπότε 0 1c = . 

Υποθέτουµε για κάποιο { }00,1,...,m κ∈  µε 1m ≥ , ότι η πρόταση είναι αληθής για 1m − . 

Τότε θα έχουµε 

0

0

1

1 1

1

1

1

1

( )

    ( )

    ( )

    ( )

    ( ).

m m

m m

m

m

m

m

m m

u u

c v

c u

c u

c v

ρ

ρ

κ
ρ ρ

κ
ρ ρ ρ

ρ ρ

−

− −

− +
−

−
−

−

=

=

=

=

=

Y

Y

Y X

Y X X

Y X

 

Όµως 

( ) ( )

[ ]

2 2

   

2

   

2

   

2

   

( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ), ( )

       ( ) [ , ]

       ( ) ( )

i i

i i

C i

C i

C i

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

= + −

= + + −

= − +

= − +

= − −

Y X j k j k

j k k j j k

i k j

i k j

i i

 

και συνεπάγεται ότι 

( )2

1

1

( ) ( ) ( )

    ( )

    ,

m m m

m m

m m

u c C i v

c c v

c v

ρ ρ−

−

= − −

=

=

i i

 

όπου 
m

c ∈� . Εδώ λοιπόν ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης 

Η ακόλουθη πρόταση είναι η κεντρική πρόταση αυτής της παραγράφου. Προσδιορίζουµε 

τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας (2) (2)×�� ��  σε χώρους πεπερασµένης 

διάστασης. 

Πρόταση 2.6.6. Έστω η Lie άλγεβρα καρτεσιανό γινόµενο (2) (2)×�� �� , V  ένας γραµµικός 

χώρος επί του �  πεπερασµένης διάστασης και (2) (2), , )( V ρ×�� ��  µία ανάγωγη 
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αναπαράσταση της Lie άλγεβρας (2) (2)×�� ��  στον χώρο V . Τότε υπάρχουν γραµµικοί χώροι 

1W , 2W  επί του �  και ανάγωγες αναπαραστάσεις 1 1(2), , )( W σ�� , 2 2(2), , )( W σ��  της Lie 

άλγεβρας (2)��  στους χώρους 1W , 2W  ώστε η αναπαράσταση (2) (2), , )( V ρ×�� ��  να είναι 

ισόµορφη µε την 1 2 1 2(2) (2), , )( W W σ σ× ⊗ ⊗�� �� . 

Απόδειξη. θεωρούµε τις Lie άλγεβρες καρτεσιανό γινόµενο { }(2) 0×�� , { }0 (2)×��  οι οποίες 

είναι ισόµορφες µε την Lie άλγεβρα (2)�� . Πράγµατι η απεικονίσεις { }1 : (2) 0 (2)T × →�� ��  , 

{ }2 : 0 (2) (2)T × →�� ��  µε 

1( ,0)T A A=  , 2 (0, )T B B=  

είναι ισοµορφισµοί Lie αλγεβρών.  

Ορίζουµε τις αναπαραστάσεις Lie αλγεβρών { }( )1(2) 0 , ,V ρ×�� , { }( )20 (2), ,V ρ×��  ως 

εξής, 

{ } { }1 (2) 0
| : (2) 0 ( )Vρ ρ ×= × →
��

�� �� , 

{ } { }2 0 (2)
| : 0 (2) ( )Vρ ρ ×= × →

��
�� ��  

και είναι απλό να δούµε γιατί οι απεικονίσεις 1ρ , 2ρ  είναι οµοµορφισµοί Lie αλγεβρών. Ακόµη 

ορίζουµε τους τελεστές Casimir 1 2, :C C V V→  των αναπαραστάσεων αυτών µε τον ακόλουθο 

«φυσιολογικό» τρόπο 

2 2 2

1 1 1 1( ,0) ( ,0) ( ,0)C ρ ρ ρ= + +i j k , 

2 2 2

2 2 2 2(0, ) (0, ) (0, )C ρ ρ ρ= + +i j k , 

σύµφωνα µε την ταύτιση που αναφέραµε, δηλαδή ( ,0)A A�  και (0, )B B� . 

Έχουµε δείξει ότι (2)A∀ ∈��  [ ] [ ]1 1 1, ( ,0) , ( ,0) 0C A C Aρ ρ= = . Ακόµη (2)B∀ ∈��  έχουµε 

[ ]

[ ] [ ]

2 2 2

1

2 2 2

    

    

, (0, ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) , (0, )

                ( ,0) , (0, ) ( ,0) , (0, ) ( ,0) , (0, )

                ( ,0) ( ,0), (0, ) ( ,0), (0, ) ( ,0) ( ,0) ( ,0), (0,

C B B

B B B

B B B

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

 = + + 

     = + +     
= + +

i j k

i j k

i j j i j j[ ]
[ ] [ ] [ ]

    

)

                      ( ,0), (0, ) ( ,0) ( ,0) ( ,0), (0, ) ( ,0), (0, ) ( ,0)

                0

B B Bρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ + +

=

j j k k k k

 

γιατί ( , ) (2) (2)A B∀ ∈ ×�� ��  

[ ] [ ] [ ]( )( ,0), (0, ) ,0 , 0, (0,0)A B A B= = . 

Τότε όµως για κάθε ( , ) (2) (2)A B∀ ∈ ×�� ��  θα έχουµε 

[ ] [ ] [ ]1 1 1, ( , ) , ( ,0) , (0, ) 0C A B C A C Bρ ρ ρ= + =  

ή ισοδύναµα 
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1 1( , ) ( , )C A B A B Cρ ρ=� � . 

Ο τελεστής 1C  έχει µία τουλάχιστον ιδιοτιµή 1λ ∈�  και ο ιδιόχωρος της ιδιοτιµής αυτής 

1( )V λ  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης (2) (2), , )( V ρ×�� �� , γιατί 

µετατίθεται µε αυτήν. Όµως επειδή αυτή είναι ανάγωγη θα έχουµε 1( )V V λ=  και συνεπώς 

1 11V
C λ= . Τότε όµως σύµφωνα µε την πρόταση 2.6.2 θα υπάρχει 1

1

2
∈	 �  τέτοιος ώστε 

1 1 1( 1)1
V

C = − +	 	 . Οµοίως για τον τελεστή Casimir 2C  θα υπάρχει 2

1

2
∈	 �  ώστε 

2 2 2( 1)1
V

C = − +	 	 . 

Θεωρούµε τον υπόχωρο  

{ }1 2 1 2( ,0)  και (0, ) ( ) ( )U x V x i x x i x V i V iρ ρ= ∈ = = =i i	 	 	 ∩ 	  

του V . Έχουµε δείξει στην πρόταση 2.6.3 ότι εφόσον 1 1 1( 1)1
V

C = − +	 	 , το σύνολο των 

ιδιοτιµών του 1( ,0) ( ,0) :V Vρ ρ= →i i  είναι το 

{ }1 1 1 1, ,..., ,i i i i i i− − + −	 	 	 	  

και οµοίως εφόσον 2 2 2( 1)1
V

C = − +	 	 , το σύνολο ιδιοτιµών του 2 (0, ) (0, ) :V Vρ ρ= →i i  είναι το 

{ }2 2 2 2, ,..., ,i i i i i i− − + −	 	 	 	 . 

Τότε όµως ένα µη µηδενικό διάνυσµα w U∈  είναι ένα διάνυσµα µεγίστου βάρους και για τις δύο 

αναπαραστάσεις { }( )1(2) 0 , ,V ρ×�� , { }( )20 (2), ,V ρ×�� . Θέλουµε να δείξουµε ότι υπάρχει ένα 

τέτοιο διάνυσµα, δηλαδή ότι { }0U ≠ . 

Έχουµε δείξει ότι (2)B su∀ ∈  1 2 2 1( ,0) (0, ) (0, ) ( ,0)B Bρ ρ ρ ρ=i i� � , δηλαδή ο γραµµικός 

τελεστής 1( ,0)ρ i  είναι ένας οµοµορφισµός των αναπαραστάσεων { }( )1(2) 0 , ,V ρ×�� , 

{ }( )20 (2), ,V ρ×��  και συνεπώς 1( )V i	  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης 

{ }( )20 (2), ,V ρ×�� . Θεωρούµε λοιπόν την υποαναπαράσταση { }( )
11 ( )0 (2), ( ),

V i
V i ρ×

	
	��  της 

{ }( )20 (2), ,V ρ×�� . Τότε πάλι το σύνολο των ιδιοτιµών του 
1( ) 2 1(0, ) (0, ) ( )V i V iρ ρ=i i	 	  είναι το 

{ }2 2 2 2, ,..., ,i i i i i i− − + −	 	 	 	  και συνεπώς { }1 2( ) ( ) 0V i V i ≠	 ∩ 	 . 

Έστω λοιπόν ένα µη µηδενικό διάνυσµα 1 2( ) ( )w V i V i∈ 	 ∩ 	  και 1 2, :V V→Y Y  οι 

τελεστές καθόδου των αναπαραστάσεων { }( )1(2) 0 , ,V ρ×�� , { }( )20 (2), ,V ρ×��  αντιστοίχως, 

δηλαδή 

1 1 1( ,0) ( ,0)iρ ρ= +Y j k  , 
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2 2 2(0, ) (0, )iρ ρ= +Y j k . 

Θεωρούµε τον αριθµό { }{ }1 1max 0 ( ) 0w
κκ κ= ∈ ≠Y�∪ . Τότε όπως έχουµε δείξει στην 

πρόταση 2.5.7 ο υπόχωρος  

1

1 1 1, ( ),..., ( )W w w w V
κ= ≤Y Y  

είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης { }( )1(2) 0 , ,V ρ×��  και µάλιστα η 

υποαναπαράσταση { }( )
11(2) 0 , ,

W
W ρ×��  είναι ανάγωγη. Ακόµη επειδή ο τελεστής Casimir 

αυτής 
1W

C  είναι  

1 11 1( 1)1
W W

C = − +	 	 , 

οι ιδιοτιµές του 
1 1 1( ,0) ( ,0)W Wρ ρ=i i  θα είναι το σύνολο { }1 1 1 1, ,..., ,i i i i i i− − + −	 	 	 	 . Θα πρέπει 

λοιπόν 1 12κ = 	 . Οµοίως δείχνουµε ότι ο υπόχωρος 

22

2 2 2, ( ),..., ( )W w w w V= ≤Y Y
	

 

είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης { }( )20 (2), ,V ρ×��  και µάλιστα ότι η 

υποαναπαράσταση { }( )
220 (2), ,

W
W ρ×��  είναι ανάγωγη. Θεωρώντας τους οµοµορφισµούς Lie 

αλγεβρών 1 1: (2) ( )Wσ →�� ��  και 2 2: (2) ( )Wσ →�� ��  µε 

11( ) ( ,0)
W

A Aσ ρ=  , 
22 ( ) (0, )

W
B Bσ ρ=  

είναι απλό να δούµε ότι οι αναπαραστάσεις 1 1( (2), , )W σ��  και 2 2( (2), , )W σ��  είναι ανάγωγες. 

Αυτές είναι οι ζητούµενες αναπαραστάσεις. 

Με την βοήθεια αυτών των αναπαραστάσεων κατασκευάζουµε την ανάγωγη 

αναπαράσταση  

( )1 2 1 2(2) (2), , σW W σ× ⊗ ⊗�� �� , 

η οποία είναι ισόµορφη µε την ( )(2) (2), ,V ρ×�� �� . Για να το δείξουµε αυτό θεωρούµε την 

γραµµική απεικόνιση 1 2:T W W V⊗ →  την οποία ορίζουµε ως εξής 

{ } { } ( )1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2   ( ( ) ( ) ( )T w w w
κ κ κ κκ κ∀ ∈ × ⊗ =Y Y Y Y	 	 . 

Θα δείξουµε ότι η T  είναι ένας οµοµορφισµός των αναπαραστάσεων. Έστω 

{ } { }1 2 1 2( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2κ κ ∈ ×	 	  και ( , ) (2) (2)A B ∈ ×�� �� . Τότε επειδή 

1 2

1 2(0, ), ( ,0), 0B A
κ κρ ρ   = =   Y Y  και 1 2

1 2, 0κ κ  = Y Y  

συνεπάγεται ότι 

( )1 2 1 2

1 2 1 2( ,0) ( ) ( ) ( ,0) ( )T A w w A w
κ κ κ κρ ρ⊗ =Y Y Y Y . 
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Πράγµατι υπάρχουν 
11 2 2, ,...,α α α ∈
	
�  τέτοιοι ώστε 

1

1

2

1 1

0

( ,0) ( ) ( )n

n

n

A w a w
κρ

=

=∑Y Y
	

 και έχουµε 

( )
1

1 2 2

1

2

1

2

2

1 2 1 2

0

2

   1 2

0

2

   2 1

0

( ,0) ( ) ( ) ( ) ( )

                                          ( )

                                          ( )

                 

n

n

n

n

n

n

n

n

n

T A w w T a w w

a w

a w

κ κ κ

κ

κ

ρ
=

=

=

 
⊗ = ⊗ 

 

=

=

∑

∑

∑

Y Y Y Y

Y Y

Y Y

	

	

	

1

2

2 1

2 1

2

   2 1

0

   2 1

   2 1

                         ( )

                                          ( ,0) ( )

                                          ( ,0) ( )

                          

n

n

n

a w

A w

A w

κ

κ κ

κ κ

ρ

ρ

=

=

=

=

∑Y Y

Y Y

Y Y

	

1 2

   1 2                ( ,0) ( ).A w
κ κρ= Y Y

 

Οµοίως δείχνουµε ότι ( )1 2 1 2

1 2 1 2( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )T w B w B w
κ κ κ κρ ρ⊗ =Y Y Y Y  και µε αυτά έχουµε 

( )1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1

1 2 1 2

   1 2 1 2

   1 2 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

                                             ( ,0) ( ) (0, ) ( )

                                             ( ,0) ( ) (0,

A B T w w A B w

A w B w

A w

κ κ κ κ

κ κ κ κ

κ κ κ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

⊗ =

= +

= +

Y Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y

�

( )
( )( )

2

1 2 1 2

1 2

2 1

2

   1 1 2 1 2 2

   1 2 1 2

) ( )

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                             ( ) 1 1 ( ) ( ) ( )

                

W W

B w

T A w w w B w

T A B w w

κ

κ κ κ κ

κ κ

σ σ

σ σ

= ⊗ + ⊗

= ⊗ + ⊗ ⊗

Y

Y Y Y Y

Y Y

( )( )( )
( )( )

1 2

2 1

1 2

   1 2 1 2

1 2 1 2

                             ( ) 1 1 ( ) ( ) ( )

                                                ( )( , ) ( ) ( )

W W
T A B w w

T A B w w

κ κ

κ κ

σ σ

σ σ

= ⊗ + ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗

Y Y

Y Y

�

�

 

Θα δείξουµε ακόµη ότι η T  είναι ένας ισοµορφισµός γραµµικών χώρων. Για να δείξουµε 

ότι η T  είναι ένας µονοµορφισµός γραµµικών χώρων αρκεί να δείξουµε ότι το υποσύνολο 

( ) { } { }{ }1 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2T w w
κ κ κ κ⊗ ∈ ×Y Y 	 	  του V  είναι γραµµικά ανεξάρτητο. 

Πράγµατι για κάθε { } { }1 2 1 2( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2κ κ ∈ ×	 	  έχουµε 1 2

1 2 ( ) 0w
κ κ ≠Y Y . Υποθέτουµε ότι 

υπάρχουν 
1 2,cκ κ ∈�  µε { } { }1 2 1 2( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2κ κ ∈ ×	 	  ώστε  

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2

, 1 2

0 0

( ) 0c w
κ κ

κ κ
κ κ= =

=∑∑ Y Y
	 	

. 

Επειδή { } { }1 2 1 2( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2κ κ∀ ∈ ×	 	  1 2

1 2, 0Y
κ κ  = Y  και 2

2( ,0), 0κρ  = i Y  θα έχουµε 
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1 2 2 1

2 1

2 1

2 1

1 2 2 1

       2 1

       2 1 1 1

       1 1 2 1

( ,0) ( ) ( ,0) ( )

                      ( ,0) ( )

                      ( ) ( )

                      ( ) ( )

                    

w w

w

i w

i w

κ κ κ κ

κ κ

κ κ

κ κ

ρ ρ

ρ

κ

κ

=

=

= −

= −

i Y Y i Y Y

Y i Y

Y Y

Y Y

	

	

1 2

       1 1 1 2  ( ) ( ).i w
κ κκ= − Y Y	

 

∆ηλαδή το διάνυσµα 1 2

1 2 ( )w
κ κ

Y Y  είναι ιδιοδιάνυσµα του ( ,0)ρ i  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

1 1( )i κ−	 . Έπεται λοιπόν ότι { }1 10,1,..., 2κ∀ ∈ 	  το διάνυσµα  

2

1 2

1 2

2

2

, 1 2

0

( )c w
κ κ

κ κ
κ =
∑ Y Y
	

 

είναι ιδιοδιάνυσµα του ( ,0)ρ i  µε ιδιοτιµή 1 1( )i κ−	 . Θα πρέπει λοιπόν { }1 10,1,..., 2κ∀ ∈ 	  να 

έχουµε 
2

1 2

1 2

2

2

, 1 2

0

( ) 0c w
κ κ

κ κ
κ =

=∑ Y Y
	

. Ακόµη { }2 20,1,..., 2κ∀ ∈ 	  

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

    1 2 2 2

    2 2 1 2

(0, ) ( ) (0, ) ( )

                        ( ) ( )

                        ( ) ( ),

w w

i w

i w

κ κ κ κ

κ κ

κ κ

ρ ρ

κ

κ

=

= −

= −

i Y Y Y i Y

Y Y

Y Y

	

	

 

δηλαδή το διάνυσµα 1 2

1 2 ( )w
κ κ

Y Y  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του (0, )ρ i  µε ιδιοτιµή 2 2( )i κ−	 . 

Επειδή τα ιδιοδιανύσµατα αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές θα είναι και γραµµικώς 

ανεξάρτητα και έτσι { } { }1 2 1 2( , ) 0,1,..., 2 0,1,..., 2κ κ∀ ∈ ×	 	  
1 2, 0cκ κ = . 

Τέλος θα δείξουµε ότι η T  είναι και επιµορφισµός γραµµικών χώρων. Επειδή η T  είναι 

οµοµορφισµός αναπαραστάσεων ο υπόχωρος 1 2( )T W W⊗  του V  είναι αναλλοίωτος υπόχωρος 

της αναπαράστασης ( (2) (2), , )V ρ×�� ��  και δεν είναι ο τετριµµένος υπόχωρος. Θα έχουµε 

λοιπόν 1 2( )T W W V⊗ =  
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Κεφάλαιο  3   

 

Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας 

��������(4,����) στο άτοµο του υδρογόνου 

 

 

 

3.1     Οι ανάγωγες αναπαραστάσεις της ��������(3,����) στο άτοµο 

του υδρογόνου 

 

 Σύµφωνα µε όσα είπαµε στην ενότητα 2.4, σε κάθε ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  της Hamiltonian 

H  έχουµε µία αντιερµιτιανή αναπαράσταση ( )(3, ), ( ),E L��� �
∞∞∞∞  της Lie άλγεβρας (3, )��� , η 

οποία αναλύεται σε ένα ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων 

( )
1 1

(3, ), ( ), (3, ), ,
k k

i i
i i

E V
= =

 ≅ ⊕ ⊕ 
 

L L� ��� ���
∞∞∞∞ . 

Στην ενότητα 2.5 είδαµε ότι οι µη τετριµµένες ανάγωγες αναπαραστάσεις της Lie άλγεβρας 

(2)��  σε χώρους πεπερασµένης διάστασης είναι οι αναπαραστάσεις 

{ }(2),P , )( n

n
U n∈��� , 

όπου Pn  είναι ο µιγαδικός γραµµικός χώρος των οµογενών πολυωνύµων 2:p →� �  βαθµού 

n . Όµως η (2)��  είναι, σύµφωνα µε την πρόταση 2.3.10, ισόµορφη µε την (3, )��� . Αν λοιπόν 

: (3, ) (2)T →��� ��  είναι ένας ισοµορφισµός Lie αλγεβρών, τότε οι ανάγωγες αναπαραστάσεις 

της (3, )���  σε χώρους πεπερασµένης διάστασης θα είναι 

{ }(3, ), P , )( n

n
U T n∈� � ���  

και για κάθε { }1,...,i k∈  θα υπάρχει 
i

n ∈�  τέτοιος ώστε 

(3, ), , ) (3, ),P , )( ( i

i

n

i i nV U T≅L� � ��� �� . 

Αυτό όµως δεν µας δίνει ικανοποιητική πληροφορία για την διάσταση του ( )E�
∞∞∞∞ , δηλαδή την 

τάξη εκφυλισµού της ιδιοτιµής E . Για τον λόγο αυτό θα «µεγαλώσουµε» την Lie άλγεβρα (2)��  

στην (2) (2)×�� ��  η οποία είναι ισόµορφη, σύµφωνα µε την πρόταση 2.3.11, µε την (4, )��� . 
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3.2     Οι τελεστές Runge-Lenz 

 

 Οι τελεστές Runge-Lenz είναι διαφορικοί τελεστές που δρουν στον ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  της 

Hamiltonian που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή E  και ορίζονται ως εξής 

2

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

.

2

8

2

8

2

8

y y z z

z z x x

x x y y

i me x

mE x y z

i me x

mE x y z

i me x

mE x y z

 
= ∂ + ∂ − ∂ −∂ +  − + + 

 
= ∂ + ∂ − ∂ −∂ +  − + + 

 
= ∂ + ∂ − ∂ −∂ +  − + + 

i k k j j

j i i k k

k j j i i

R L L L L

R L L L L

R L L L L

�

�

�

�

�

�

 

Οι τελεστές Runge-Lenz θα µας βοηθήσουν να κατασκευάσουµε µία αναπαράσταση της Lie 

άλγεβρας (2) (2)×�� ��  στον ( )E�
∞∞∞∞ . Αλλά πρώτα διατυπώνουµε την ακόλουθη πρόταση. 

Πρόταση 3.2.1. Οι τελεστές Runge-Lenz 
i

R ,
j

R , : ( ) ( )E E→
k

R � �
∞ ∞∞ ∞∞ ∞∞ ∞

 είναι ερµιτιανοί 

γραµµικοί τελεστές. 

Απόδειξη. Επειδή η αναπαράσταση ρ  της SO(3, )�  στον ( )E�
∞∞∞∞  είναι µοναδιακή, η 

αναπαράσταση ρ∗ = L  της (3, )���  στον ( )E�
∞∞∞∞  θα είναι αντιερµιτιανή και συνεπώς οι 

τελεστές 
i

L , 
j

L , 
k

L  είναι αντιερµιτιανοί. Τότε όµως οι τελεστές i
i

L , i
j

L , i
k

L  θα είναι 

ερµιτιανοί. 

 Ακόµη µε όµοιο τρόπο όπως δείξαµε την πρόταση 1.1.1 µπορούµε να δείξουµε ότι και οι 

διαφορικοί τελεστές 
x
∂ , 

y
∂ , 

z
∂  που δρουν στον ( )E�

∞∞∞∞  είναι ερµιτιανοί. Συνεπάγεται λοιπόν 

ότι  

2

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2
( ) ( )

2
( ) ( )

2
( ) ( )

y y z z

z z x x

x x y y

me x
i i i i

x y z

me x
i i i i

x y z

me x
i i i i

x y z

∂ + ∂ − ∂ −∂ +
+ +

∂ + ∂ − ∂ −∂ +
+ +

∂ + ∂ − ∂ −∂ +
+ +

k k j j

i i k k

j j i i

L L L L

L L L L

L L L L

�

�

�

 

είναι ερµιτιανοί τελεστές, γιατί και ο πολλαπλασιαστικός τελεστής 
2

2 2 2

2me x

x y z+ +�

 είναι ερµιτιανός 

ολοκληρώνοντας την απόδειξη της πρότασης�  
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3.3.     H αναπαράσταση της Lie άλγεβρας ��������(4,����) στους 

ιδιόχωρους της Hamiltonian 

 

 Θα κατασκευάσουµε την αναπαράσταση A  της Lie άλγεβρας (2) (2)×�� ��  στον 

( )E�
∞∞∞∞ . Ξεκινάµε µε την αναπαράσταση B  της (2)��  στον ( )E�

∞∞∞∞  την οποία ορίζουµε ως 

εξής 

1
( ) ( )

2

1
( ) ( )

2

1
( ) ( ).

2

= +

= +

= +

i i

j j

k k

B i L R

B j L R

B k L R

 

Όπως µπορούµε να υπολογίσουµε οι παραπάνω τελεστές ικανοποιούν τις παρακάτω κυκλικές 

σχέσεις µετάθεσης, 

[ ]
[ ]
[ ]

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

=

=

=

B i B j B k

B j B k B i

B k B i B j

 

και συνεπώς η B  είναι πράγµατι µία αναπαράσταση. Μετά από υπολογισµούς (δες [1] σελ. 

271-277) βρίσκουµε ότι ο τελεστής Casimir της B  είναι 

4
2 2 2

2 ( )

1 1
( ) 1 1

4 4 2 E

me

E

 
= + = + 

 
B L R

� �
∞∞∞∞ . 

Έχουµε φτάσει στην µέση της κατασκευής. Για να τελειώσουµε ορίζουµε την αναπαράσταση D  

της (2)��  στον ( )E�
∞∞∞∞  ως εξής 

1
( ) ( )

2

1
( ) ( )

2

1
( ) ( ).

2

= −

= −

= −

i i

j j

k k

D i L R

D j L R

D k L R

 

Οµοίως υπολογίζουµε και βρίσκουµε ότι οι παραπάνω τελεστές ικανοποιούν τις κυκλικές 

σχέσεις µετάθεσης 

[ ]
[ ]
[ ]

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ),

=

=

=

D i D j D k

D j D k D i

D k D i D j
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οπότε πράγµατι η D  είναι µία αναπαράσταση της (2)��  στον ( )E�
∞∞∞∞ . Μάλιστα έχει τον ίδιο 

τελεστή Casimir µε την B  (δες [1] παρ. 8.6), 

4
2 2 2

2 ( )

1 1
( ) 1 1

4 4 2 E

me

E

 
= + = + 

 
D L R

� �
∞∞∞∞ . 

Τέλος για κάθε (2)A∈��  οι τελεστές ( )AB  και ( )AD  µετατίθενται, δηλαδή 

[ ]( ), ( ) 0A A =B D  

Όλους τους παραπάνω υπολογισµούς µπορεί να τους βρει κάποιος στο «Linearity, Symmetry, 

and Prediction in the Hydrogen Atom» της Singer. Γίνεται λοιπόν τώρα προφανές ότι η 

απεικόνιση ( ): (2) (2) )( E× →A �� �� �� �
∞∞∞∞  µε 

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) ( )

=

=

=

A i 0 B i

A j 0 B j

A k 0 B k

 

και 

,

A(0, i) = D(i)

A(0, j) = D(j)

A(0,k) = D(k)

 

είναι µία αναπαράσταση της (2) (2)×�� ��  στον ιδιόχωρο ( )E�
∞∞∞∞  της Hamiltonian που 

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή E . 

Πρόταση 3.3.1. Η αναπαράσταση (2) (2) ( ),( , )E× A�� �� �
∞∞∞∞  αναλύεται σε ευθύ άθροισµα 

ανάγωγων αναπαραστάσεων. 

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι αν V  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της A , τότε και ο V
⊥

 

είναι επίσης ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της A , γιατί η συνέχεια είναι όµοια µε την απόδειξη 

της πρότασης 1.4.15. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι V  είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος της A , 

x V
⊥∈  και y V∈ . Τότε θα έχουµε 

 

 

( , ) , ( ) ,

1
                  ( ) ,

2

1 1
                  , ,

2 2

x y x y

x y

x y x y

=

= +

= +

i i

i i

A i 0 B i

L R

L R

 

και λαµβάνοντας υπόψη ότι ο 
i

L  είναι αντιερµιτιανός ενώ ο 
i

R  είναι ερµιτιανός τελεστής, θα 

έχουµε 
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1 1
( , ) , , ,

2 2

1
                , ( )

2

                , ( , )

                0.

x y x y x y

x y

x y

= − +

= − −

= −

=

i i

i i

A i 0 L R

L R

A 0 i

 

Συνεχίζοντας µε όµοιο τρόπο δείχνουµε και τις ισότητες 

( , ) , , ( , ) 0

( , ) , , ( , ) 0.

x y x y

x y x y

= − =

= − =

A j 0 A 0 j

A k 0 A 0 k
 

Τελικά για κάθε διάνυσµα βάσης { }( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )A∈ i 0 j 0 k 0 0 i 0 j k 0  της (2) (2)×�� ��  θα 

έχουµε 

( ) , 0A x y =A , 

ολοκληρώνοντας την απόδειξη της πρότασης�  

 

3.4.     Τα αποτελέσµατα 

 

 Σύµφωνα µε την πρόταση 2.6.3 θα υπάρχει n∈�  τέτοιος ώστε ο τελεστής Casimir 2B  

της (2), ( ),( )E B�� �
∞∞∞∞  να είναι 

2 2

( )

1
( 2 )1

4 E
n n= − +B

�
∞∞∞∞  

και συνεπώς θα έχουµε 

4
2

2

1 1
( 2 ) 1

4 4 2

me
n n

E

 
− + = + 

 �
, 

από όπου συνεπάγεται ότι 

4

2 22 ( 1)

me
E

n

−
= −

+�
. 

∆ηλαδή µε λίγα λόγια βρήκαµε τις ιδιοτιµές της Hamiltonian στο άτοµο του υδρογόνου. 

 Σύµφωνα τώρα µε την πρόταση 3.3.1 η αναπαράσταση (2) (2) ( ),( , )E× A�� �� �
∞∞∞∞  

αναλύεται σε ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων, 

1 1
(2) (2) ( ), (2) (2) ,( , ) ( , )

j j
j j

E V
= =

× ×≅ ⊕ ⊕A A
	 	

�� �� �� ���
∞∞∞∞ . 

Σύµφωνα µε την πρόταση 2.6.6, για κάθε { }1,...,j∈ 	  υπάρχουν ανάγωγες αναπαραστάσεις 

( (2), P , )  ,  ( (2), P , )j j

j j

n m

n m
U U�� ��  
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της (2)��  στους χώρους των οµογενών πολυωνύµων P jn
 και P jm

 τέτοιες ώστε 

(2) (2) ,( , ) ( (2) (2), P P , )j j

j j

n m

j j n m
V U U× ≅ × ⊗ ⊗A�� �� �� �� . 

Όµως οι τελεστές Casimir των αναπαραστάσεων ( (2), P , )j

j

n

n
U��  και ( (2), P , )j

j

m

m
U��  έχουν 

την ίδια τιµή 2( 2 ) / 4n n+ . Συνεπώς θα έχουµε αναγκαστικά 
j j

n m n= =  και οδηγούµαστε στο 

συµπέρασµα ότι ο ( )E�
∞∞∞∞  «χτίζεται» από ανάγωγους αναλλοίωτους υπόχωρους της µορφής 

P Pn n⊗  η διάσταση των οποίων είναι 2( 1)n + . ∆εν γνωρίζουµε πόσοι τέτοιοι απαιτούνται για το 

«χτίσιµο» του ( )E�
∞∞∞∞  και συµπεραίνουµε απλά ότι η διάσταση του ( )E�

∞∞∞∞  είναι ένα ακέραιο 

πολλαπλάσιο του 2( 1)n + . 
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