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Περύληψη 

Στθν παροφςα εργαςία αρχικά επιχειρείται  ςυνοπτικι περιγραφι τθσ κεμελίωςθσ και 

εξζλιξθσ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Στθ ςυνζχεια και μζςα από τθν εξζταςθ διδακτικϊν 

εγχειριδίων, περιγράφεται θ ειςαγωγι τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ωσ αντικείμενο 

Εκπαίδευςθσ ςτθν Ελλάδα. Τισ τζςςερισ τελευταίεσ δεκαετίεσ θ πρϊτθ επαφι των μακθτϊν 

με το αντικείμενο αυτό πραγματοποιείται ςτο Λφκειο. Στο πλαίςιο τθσ προςπάκειασ να 

διερευνθκεί ο βακμόσ κατανόθςθσ του νζου αυτοφ αντικειμζνου, πραγματοποιικθκε 

ζρευνα ςε μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου (ζρευνα δράςθσ), θ οποία αποτελεί και το βαςικό ςτόχο 

τθσ μελζτθσ αυτισ, με βάςθ τθν οποία αποδεικνφεται ότι υπάρχουν προβλιματα που 

ςχετίηονται με τθν κατανόθςθ των εννοιϊν (ευκεία, κωνικζσ τομζσ), αλλά και του πλαιςίου 

διαπραγμάτευςισ τουσ. Τα βαςικά προβλιματα που εμφανίηονται είναι ςτθ ςφνδεςθ των 

λφςεων τθσ εξίςωςθσ μιασ γραμμισ με τα ςθμεία τθσ γραμμισ, κακϊσ επίςθσ και ςτισ 

αναγκαίεσ μετατροπζσ των αναπαραςτάςεων των εννοιϊν που πραγματοποιοφνται ςτο 

ςφνκετο αυτό πλαίςιο. Σε μία ςφντομθ διδακτικι παρζμβαςθ (μια διδακτικι ϊρα) 

επιχειρικθκε να διορκωκοφν τα προβλιματα αυτά,  διαχωρίηοντασ τα πλαίςια 

αναπαράςταςθσ των εννοιϊν (οριςμόσ, εξίςωςθ, ςχιμα), δίνοντασ τουσ απαραίτθτουσ 

ςυνδζςμουσ μεταξφ των πλαιςίων αναπαράςταςθσ και εκπαιδεφοντασ τουσ μακθτζσ ςτισ 

μετατροπζσ των εννοιϊν. Οι παραπάνω δράςεισ βελτίωςαν, ςε ζνα βακμό, τισ επιδόςεισ 

των μακθτϊν ςτο χειριςμό των εννοιϊν ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. 

Λζξεισ κλειδιά: Αναλυτικι Γεωμετρία, αναπαραςτάςεισ, εξιςϊςεισ ευκείασ – κφκλου – 

κωνικϊν τομϊν, καρτεςιανό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, ςυναρτιςεισ. 
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Abstract  

The present study begins with a concise description of the foundation and the development 

of Analytic Geometry. The introduction of Analytic Geometry as an object of education in 

Greece is then described, through the investigation of instructive handbooks. During the last 

four decades the students' first contact with this subject takes place in the Lykeion (upper 

high school). In an attempt to investigate the level of comprehension of this new subject, a 

research (action research) was undertaken with 11th grade students from two schools 

(Lykeion) in Greece. This constitutes the main objective of this study. It is shown that there 

exist problems related to the comprehension of concepts (straight line, conic sections), but 

also with the frame of their negotiation. The basic problems presented are in the connection 

of solutions of the equation of a line with the points of the line, as well as in the necessary 

transformations of representations of concepts that are effected in this complex framework. 

In a short intervention (45 minutes) it was attempted to correct these problems, separating 

the frames of representation of concepts (definition, equation, shape), giving the essential 

contacts between the frames of representation and educating the students in the 

transformations of concepts. The intervention improved, to some extent, the ability of the 

students to handle concepts in the frame of Analytic Geometry.  

Keywords: Analytic Geometry, representations, equations of straight line – circle – conic  

sections, Cartesian coordinate system, functions.  

 



 ix 

 

Περιεχόμενα 

Ειςαγωγι 

1. Επιςκόπθςθ τθσ εξζλιξθσ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ 

1.1. Ρριν από τον Descartes 

1.2. Descartes 

1.3. Fermat 

1.4. Τα χρόνια των ερμθνευτικϊν ςχολίων 

1.5. Από τον Newton ςτον Euler 

1.6. Ο οριςτικόσ ςχθματιςμόσ του κλάδου 

 

2. Θ Αναλυτικι Γεωμετρία ςτθν Δευτεροβάκμια και Σριτοβάκμια Εκπαίδευςθ τθσ 

Ελλάδασ 

2.1. Δευτεροβάκμια Εκπαίδευςθ 

2.2. Τριτοβάκμια Εκπαίδευςθ 

 

3.  Θεωρίεσ για τον τρόπο που αναπτφςςεται θ μακθματικι γνϊςθ και τθ 

διδαςκαλία μακθματικϊν 

3.1.  Εννοιολογικζσ εικόνεσ και εννοιολογικοί οριςμοί 

3.2.  Ο δυιςμόσ διεργαςίασ-αντικειμζνου και θ κεωρία τθσ υποςταςιοποίθςθσ 

3.3.  Θ κεωρία APOS 

3.4.  Θ οντο-ςθμειωτικι προςζγγιςθ για ζρευνα ςτθν μακθματικι εκπαίδευςθ 

3.5.  Αναπαραςτάςεισ 

 3.5.1. Οι ςθμειωτικζσ αναπαραςτάςεισ 

 3.5.2. Θ οντο-ςθμειωτικι προςζγγιςθ για τισ αναπαραςτάςεισ 

            

4.  Θ μεκοδολογία ζρευνασ και θ ζρευνα 

4.1.  Θ μεκοδολογία 

4.2.  Γενικζσ πλθροφορίεσ για τθν ζρευνα 

4.3.  Θ αρχικι ιδζα 

4.4.  Ρροςδιοριςμόσ τθσ ταυτότθτασ και αποςαφινιςθ τθσ αρχικισ ιδζασ 

 4.4.1.  Οι οδθγίεσ του Ραιδαγωγικοφ Λνςτιτοφτου 

1 

4 

4 

6 

11 

14 

16 

23 

 

 

29 

30 

36 

 

 

44 

45 

48 

53 

58 

67 

70 

75 

 

80 

80 

81 

82 

83 

85 



 x 

 

4.5.  Αναγνϊριςθ 

 4.5.1.  Αποτελζςματα ςχετικϊν εργαςιϊν 

 4.5.2.  Αποτελζςματα τθσ πρϊτθσ φάςθσ τθσ ζρευνασ 

  4.5.2.1. Ανάλυςθ του πρϊτου ερωτθματολογίου — φφλλου εργαςίασ 

  4.5.2.2. Συνοπτικι περιγραφι των αποτελεςμάτων 

4.6.  Καταςκευι ενόσ γενικοφ πλάνου 

4.7.  Ανάπτυξθ (με ακρίβεια) των βθμάτων δράςθσ 

4.8.  Εφαρμογι των βθμάτων δράςθσ 

4.9.  Ραρακολοφκθςθ των επιπτϊςεων τθσ εφαρμογισ 

 4.9.1.  Ανάλυςθ του δεφτερου ερωτθματολογίου — φφλλου εργαςίασ 

 4.9.2.  Συνοπτικι περιγραφι των αποτελεςμάτων 

4.10.  Συμπεράςματα 

4.11.  Ρροτάςεισ 

Παράρτθμα Α (1ο και 2ο ερωτθματολόγιο) 

Παράρτθμα Β (φφλλα εργαςίασ τθσ ωριαίασ διδακτικισ παρζμβαςθσ) 

Παράρτθμα Γ (ςυγκεντρωτικοί πίνακεσ αποτελεςμάτων ανά ερϊτθςθ) 

Παράρτθμα Δ (αναλυτικοί πίνακεσ αποτελεςμάτων ανά ερϊτθςθ και μακθτι) 

Βιβλιογραφικζσ αναφορζσ 

 

 

86 

87 

89 

89 

124 

126 

128 

139 

140 

141 

188 

190 

198 

201 

207 

211 

232 

235 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 



 1 

 

Ειςαγωγό 

Θ ειςαγωγι των μακθτϊν ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ι Γεωμετρίασ των 

ςυντεταγμζνων, όπωσ αναφζρεται τελευταία, γίνεται τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ ςτο Λφκειο. 

Τθν τελευταία δεκαετία θ ειςαγωγι αυτι πραγματοποιείται ςτθν Βϋ τάξθ. Μετά από τθν 

ειςαγωγι ςτο διανυςματικό λογιςμό, το αντικείμενο τθσ μελζτθσ είναι θ ευκεία, ο κφκλοσ 

και οι κωνικζσ τομζσ. Θ ευκεία και ο κφκλοσ ωσ γεωμετρικά μακθματικά αντικείμενα είναι 

γνωςτά από πριν ςτουσ μακθτζσ. Πμωσ οι κωνικζσ τομζσ είναι ουςιαςτικά καινοφργια 

γεωμετρικά αντικείμενα, αφοφ θ παραβολι και θ υπερβολι, που ζχουν διδαχκεί ςτθν Αϋ 

Λυκείου, μελετικθκαν ωσ γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων, χωρίσ καμία αναφορά ςε 

γεωμετρικό οριςμό των εννοιϊν. Θ όλθ προςπάκεια ςυνίςταται ςτον εφοδιαςμό του 

επιπζδου με ζνα ςφςτθμα αξόνων, το οποίο εφοδιάηει τα ςθμεία με ςυντεταγμζνεσ, και τισ 

γραμμζσ με εξιςϊςεισ. Εγείρονται διάφορα ερωτιματα ςε ςχζςθ με τθν προςπάκεια αυτι. 

Ζνα πρϊτο ερϊτθμα ςχετίηεται με τθ κεμελίωςθ του καινοφργιου πλαιςίου. Γίνεται ςαφζσ 

ςτουσ μακθτζσ ότι ο εφοδιαςμόσ του επιπζδου με ζνα ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, μασ 

επιτρζπει να αναπαραςτιςουμε τισ γεωμετρικζσ ζννοιεσ μζςα από αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ; Τι 

ςχζςθ ζχουν, για τουσ μακθτζσ, οι λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ με τα ςθμεία του ςχιματοσ; 

Ρόςο ικανοί είναι να επεξεργάηονται το ςχιμα και τθν εξίςωςθ; Μποροφν, για τισ ζννοιεσ 

που διαπραγματεφονται, με ευκολία να μετατρζπουν τθ μια αναπαράςταςθ τθσ ζννοιασ ςε 

μια άλλθ αναπαράςταςθ τθσ ίδιασ ζννοιασ (οριςμόσ, εξίςωςθ, ςχιμα);  Ροιεσ είναι οι 

δυςκολίεσ που ςυναντοφν οι μακθτζσ όταν προχωροφν ςε τζτοιου είδουσ μετατροπζσ; Θ 

ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ εμπλζκεται άμεςα (τουλάχιςτον διδακτικά αφοφ για παράδειγμα θ 

ευκεία διδάςκεται ωσ γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ ςτθν Αϋ Λυκείου) ςτθ μελζτθ των 

παραπάνω εννοιϊν. Ζχει γίνει θ απαιτοφμενθ ςφνδεςθ, αλλά και θ αξιοποίθςθ τθσ ζννοιασ 

αυτισ, ςτο βακμό που αυτι ζχει κατανοθκεί από τουσ μακθτζσ, ςτθ μελζτθ των εννοιϊν 

αυτϊν; 

Στθν παροφςα εργαςία επιχειρείται, κατ’ αρχι, ςυνοπτικι παρουςίαςθ τθσ κεμελίωςθσ 

και εξζλιξθσ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Ουςιαςτικά θ περιγραφι των ιςτορικϊν γεγονότων 

ξεκινάει από τον Descartes. Ρεριγράφονται τα ιςτορικά γεγονότα, που διαδραματίςτθκαν 

ςε χρονικό διάςτθμα δφο αιϊνων περίπου, τα οποία ςυνδζονται με τθν κεμελίωςθ και 

ανάπτυξθ του ςυγκεκριμζνου μακθματικοφ κλάδου, εςτιάηοντασ περιςςότερο ςε κζματα 
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που αφοροφν τισ μεκόδουσ, όπωσ αναπτφχκθκαν διαχρονικά, αλλά και τθ ςυνάφεια των 

μακθματικϊν αντικειμζνων, με τα αντικείμενα που ςχετίηονται με τθν παροφςα εργαςία. 

Στθ δεφτερθ ενότθτα περιγράφεται θ ειςαγωγι τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ςτθ 

Δευτεροβάκμια και Τριτοβάκμια Εκπαίδευςθ ςτθν Ελλάδα. Για τθ Δευτεροβάκμια 

Εκπαίδευςθ, μζςα από τα βιβλία που διδάχτθκαν ι διδάςκονται ακόμα, επιχειρείται 

προςζγγιςθ του αντικειμζνου μελζτθσ των μακθτϊν τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ, ςε ςχζςθ με 

το κζμα αυτό. Για τθν Τριτοβάκμια Εκπαίδευςθ, πάλι μζςα από τα βιβλία, γίνεται 

προςπάκεια να ςκιαγραφθκοφν οι πρϊτεσ προςπάκειεσ ειςαγωγισ του αντικειμζνου. Οι 

προςπάκειεσ αυτζσ ζγιναν ςτο τζλοσ του 18ου αιϊνα και τον 19ο αιϊνα. Από τισ αρχζσ του 

20ου αιϊνα και μετά, θ Αναλυτικι Γεωμετρία διδάςκεται ςυςτθματικά ςτα Ρανεπιςτιμια 

τθσ Ελλάδασ. 

Στθν τρίτθ ενότθτα επιχειρείται περιγραφι τεςςάρων από τισ κεωρίεσ που ζχουν 

αναπτυχκεί και ςχετίηονται με τθ μάκθςθ και τθ διδαςκαλία των μακθματικϊν εννοιϊν. 

Κατ’ αρχιν, αναπτφςςονται οι απόψεισ των David Tall και Shlomo Vinner (1981) αναφορικά 

με τισ «εννοιολογικζσ εικόνεσ και ςτουσ εννοιολογικοφσ οριςμοφσ» που αναπτφςςει το 

άτομο για ζνα μακθματικό αντικείμενο. Στθ ςυνζχεια περιγράφεται ο δυιςμόσ διεργαςίασ 

— αντικειμζνου και θ κεωρία τθσ υποςταςιοποίηςησ ςτα Μακθματικά, με πθγι 

πλθροφόρθςθσ τισ εργαςίεσ τθσ Sfard (1991) και των Sfard και Linchevski (1994). Επίςθσ 

γίνεται αναφορά ςτθ κεωρία APOS (action, process, object, schema) ι (δράςη, διεργαςία, 

αντικείμενο, ςχήμα) του Dubinsky (1991) και των ςυνεργατϊν του. Τζλοσ περιγράφεται θ 

οντο-ςημειωτική προςζγγιςθ ςτθ γνϊςθ και τθ διδαςκαλία των μακθματικϊν εννοιϊν των 

Godino — Batanero — Font (2007), Font — Godino — D’ Amore (2007) και των Font — 

Contreras (2008). Πλεσ οι παραπάνω προςεγγίςεισ ζχουν ωσ ςκοπό να ερμθνεφςουν, τον 

τρόπο που το άτομο αντιλαμβάνεται τισ μακθματικζσ ζννοιεσ, τισ δομεί και αναπτφςςει 

ικανότθτα χειριςμοφ τουσ. Αναπτφςςουν πλικοσ μεκοδολογικϊν εργαλείων που είναι 

χριςιμα ςτθ διερεφνθςθ τθσ κατανόθςθσ-χριςθσ των εννοιϊν από τουσ μακθτζσ, αλλά και 

ςτο ςχεδιαςμό διδακτικϊν παρεμβάςεων για κεραπεία τυχόν προβλθμάτων που 

ςχετίηονται με τθν κατανόθςθ-χριςθ των εννοιϊν. Συμπλθρϊνοντασ το κεωρθτικό πλαίςιο, 

παρουςιάηονται οι απόψεισ διαφόρων επιςτθμόνων για τισ αναπαραςτάςεισ των 

μακθματικϊν αντικειμζνων. Ριο ςυγκεκριμζνα γίνεται ειδικι αναφορά ςτισ ςθμειωτικζσ 

αναπαραςτάςεισ, αλλά και ςτισ απόψεισ των υποςτθριχτϊν τθσ οντο-ςθμειωτικισ 

προςζγγιςθσ για τισ αναπαραςτάςεισ των μακθματικϊν αντικειμζνων. 



 3 

 

Στθν τζταρτθ και τελευταία ενότθτα περιγράφεται θ ζρευνα που ζγινε ςτουσ μακθτζσ τθσ 

Βϋ Λυκείου, με αντικείμενο  τθν κατανόθςθ των εννοιϊν που διδάςκονται ςτο πλαίςιο του 

μακιματοσ «Μακθματικά Κατεφκυνςθσ» και ειδικά τθ μελζτθ τθσ ευκείασ, του κφκλου και 

των κωνικϊν τομϊν. Ειδικά ζγινε προςπάκεια να απαντθκοφν τα ερωτιματα που τζκθκαν 

ςτθν πρϊτθ παράγραφο τθσ ειςαγωγισ. Θ μεκοδολογία που χρθςιμοποιικθκε λζγεται 

ζρευνα δράςθσ. Στο πλαίςιο αυτισ τθσ μεκόδου αφοφ προςδιορίςτθκε θ ταυτότθτα των 

προβλθμάτων, αναγνωρίςτθκαν τα προβλιματα μζςα από τισ απαντιςεισ των μακθτϊν ςε 

ζνα ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ, αλλά και μζςα από αποτελζςματα ςχετικϊν 

εργαςιϊν. Στθ ςυνζχεια, αφοφ καταςκευάςτθκε ζνα γενικό πλάνο, ςχεδιάςτθκε μια ωριαία 

διδακτικι παρζμβαςθ που είχε ςτόχο τθ κεραπεία των παραπάνω προβλθμάτων. Τζλοσ, 

αξιολογικθκε θ αποτελεςματικότθτα τθσ παρζμβαςθσ αυτισ μζςω ενόσ δεφτερου 

ερωτθματολογίου — φφλλου εργαςίασ. Στο δεφτερο ερωτθματολόγιο παρατθρικθκε 

μεταςτροφι (ςε μικρό ι μεγάλο ποςοςτό) των απόψεων των μακθτϊν ςε κάποια από τα 

κζματα που μασ απαςχόλθςαν, ενϊ ςε άλλα παρατθρικθκε ςταςιμότθτα. Ζγινε 

προςπάκεια να ερμθνευτεί θ ςυμπεριφορά αυτι με βάςθ το κεωρθτικό πλαίςιο που 

αναφζρεται ςτθν τρίτθ ενότθτα, αλλά και τα αποτελζςματα ςυναφϊν εργαςιϊν που ζχουν 

εκπονθκεί. Επίςθσ, μζςα από τθν εμπειρία αυτι, προζκυψαν διάφορεσ προτάςεισ που 

πικανά είναι χριςιμεσ για περαιτζρω διερεφνθςθ του κζματοσ. 
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1. Επιςκόπηςη τησ εξϋλιξησ τησ Αναλυτικόσ Γεωμετρύασ 

Μια πλιρθσ περιγραφι των προςπακειϊν που κατζβαλαν οι Μακθματικοί για τθ 

κεμελίωςθ και ανάπτυξθ του κλάδου τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, ξεφεφγει από τα πλαίςια 

τθσ ςυγκεκριμζνθσ εργαςίασ. Για το λόγο αυτό, επιχειρείται θ περιγραφι των προςπακειϊν 

κάποιων Μακθματικϊν που ςυνειςζφεραν ςτθν ανάπτυξθ του κλάδου, χωρίσ καμία 

πρόκεςθ για υποβάκμιςθ τθσ ςυνειςφοράσ των υπόλοιπων. Δφο είναι τα βαςικά κριτιρια 

επιλογισ των μακθματικϊν αντικειμζνων που περιγράφονται. Το πρϊτο είναι θ 

παρουςίαςθ των μεκόδων τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, όπωσ αναπτφχκθκαν διαχρονικά και 

το δεφτερο θ ςυνάφεια των μακθματικϊν αντικειμζνων που επιλζχκθκαν με τα μακθματικά 

αντικείμενα που ςχετίηονται με τθν παροφςα εργαςία.  

Υπάρχει ζνα βαςικό ερϊτθμα που πρζπει να απαντθκεί, πριν ξεκινιςει αυτι θ ςφντομθ 

ιςτορικι αναφορά ς’ αυτόν τον κλάδο των μακθματικϊν. Τι ακριβϊσ εννοοφμε, όταν 

αναφζρουμε τισ λζξεισ «Αναλυτικι Γεωμετρία». Ο Forbes (1977) αναφζρει ότι ςφμφωνα με 

τθν άποψθ του Gunther (1877), υπάρχουν τρία διαχωριςμζνα μεταξφ τουσ νοθτικά ςτάδια, 

τα οποία ζπρεπε εξελικτικά να επιτευχκοφν για να μποροφμε να μιλάμε για φπαρξθ αυτοφ 

του κλάδου των μακθματικϊν. Τα τρία αυτά ςτάδια είναι: 

 Ο προςδιοριςμόσ τθσ κζςθσ πάνω ςε μια επιφάνεια με αναφορά ςε δφο άξονεσ. 

 Θ γραφικι αναπαράςταςθ τθσ ςχζςθσ μεταξφ εξαρτθμζνθσ και ανεξάρτθτθσ 

μεταβλθτισ. 

 Θ ανακάλυψθ ενόσ κανόνα, ι μιασ αλγεβρικισ εξίςωςθσ που αντιςτοιχεί ςε μια 

γεωμετρικι καμπφλθ.  

Ραρόμοια περιγράφει τθν παραπάνω κζςθ και ο Coolidge (1936) και προςκζτει ότι κατά τον 

Gunther, όταν βρίςκουμε ζνα παράδειγμα από το τρίτο ςτάδιο, χωρίσ τα άλλα δφο, 

μποροφμε να αναγνωρίςουμε ζνα περίςςευμα εξυπνάδασ από τθ μεριά του ςυγγραφζα, 

αλλά όχι να κεωρείται ότι αυτό είναι Αναλυτικι Γεωμετρία. 

1.1. Πριν από τον Descartes 

Ο Coolidge (1936) δεν αποδζχεται τθν παραπάνω άποψθ και προςπακεί να τεκμθριϊςει τθ 

κζςθ, ότι ο κεμελιωτισ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ δεν είναι ο Descartes. Στθν προςπάκεια 

του αυτι αναφζρεται, ςτθ δθμιουργία ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων για τθν ουράνια ςφαίρα 
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από τον Μππαρχο και τθ γραφικι αναπαράςταςθ κανόνων μεταξφ τθσ εξαρτθμζνθσ και 

ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ από τον Nicholas Oresme (14ο αιϊνασ). Ραρατθρεί δε, ότι δεν 

μπορεί να προςδιοριςτεί θ καταγωγι τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ από τα δφο πρϊτα 

ςτάδια. 

Θ κζςθ που παίρνει είναι ότι, θ ουςία τθσ επίπεδθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ είναι θ 

μελζτθ των γεωμετρικϊν τόπων, μζςα από τθ μελζτθ των εξιςϊςεων τουσ. Επιςθμαίνει δε, 

ότι αυτοφ του είδουσ θ προςζγγιςθ ιταν γνωςτι ςτουσ Ζλλθνεσ και αποτελοφςε βάςθ για 

τθ μελζτθ των κωνικϊν τομϊν. Για να τεκμθριϊςει τθν παραπάνω κζςθ αναφζρει, μεταξφ 

άλλων, και ζνα μζροσ από το επιςτθμονικό ζργο του Μζναιχμου.  

Το πρόβλθμα που απαςχόλθςε το Μζναιχμο, ιταν ο διπλαςιαςμόσ του κφβου (Διλιο 

πρόβλθμα) και μια μικρι γενίκευςι του, που περιλαμβάνει τθν παρεμβολι δφο μζςων 

αναλόγων μεταξφ δφο δοςμζνων αρικμϊν. Ο διπλαςιαςμόσ του κφβου επιτυγχάνεται με τθν 

παρεμβολι δφο μζςων αναλόγων μεταξφ των αρικμϊν a  και 2a , όπου a  είναι θ πλευρά 

του κφβου του οποίου ο όγκοσ ηθτείται να διπλαςιαςτεί. Το πρόβλθμα αυτό οδθγεί ςτισ 

εξιςϊςεισ 
2

a x y

x y a
  , άρα και ςτθν εξίςωςθ 3 32x a . Ενϊ θ γενίκευςθ του παραπάνω 

προβλιματοσ, με  a  και b  τουσ δφο δοςμζνουσ αρικμοφσ, οδθγεί ςτισ εξιςϊςεισ 

,
a x y

x y b
    άρα και ςτισ εξιςϊςεισ 2x ay , 2y bx , xy ab , 2 2 0x y ax by    . Κακϊσ 

ο Μζναιχμοσ δεν ιξερε τίποτε από Άλγεβρα, αντιλαμβάνονταν όλα αυτά γεωμετρικά και 

είχε προςπακιςει να βρει τι είδουσ καμπφλεσ αντιςτοιχοφν ς’ αυτζσ τισ εξιςϊςεισ 

(ενδεχομζνωσ ςχζςεισ για το Μζναιχμο). Σφμφωνα με τον Coolidge (1936) ο Μζναιχμοσ 

ζλυςε το πρόβλθμα, βρίςκοντασ τισ τομζσ του κφκλου και τθσ παραβολισ που προκφπτουν 

από τισ αρχικζσ εξιςϊςεισ (για παράδειγμα ο κφκλοσ 2 2 2 0x y ax ay     και θ παραβολι 

2 2y ax ). Πμωσ πϊσ προςδιόριςε ότι θ ςχζςθ 2 2y ax  παριςτάνει παραβολι; Θ 

παραβολι είναι μια επίπεδθ καμπφλθ, που προκφπτει από τθν τομι ορκογϊνιου κϊνου (θ 

γωνία τθσ κορυφισ του κϊνου είναι ορκι) με επίπεδο κάκετο ςε μια γενζτειρα του κϊνου. 

Αν πάρουμε τον άξονα ςυμμετρίασ τθσ παραβολισ ωσ τον x -άξονα, οι τεταγμζνεσ y  

μποροφμε να κεωριςουμε ότι είναι κάκετεσ ς’ αυτόν. Τότε 2y  είναι θ δφναμθ του ςθμείου 

( ,0)x  ωσ προσ τον κφκλο, που προκφπτει από τομι ενόσ επιπζδου που διζρχεται από το 

ςθμείο ( ,0)x  και είναι κάκετο ςτο φψοσ του κϊνου, με τον κϊνο. Εκφράηοντασ τθ δφναμθ 
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του ςθμείου, με όρουσ ευκυγράμμων τμθμάτων τθσ διαμζτρου του κφκλου που διζρχεται 

από το ςθμείο, και με χριςθ αναλογιϊν που προκφπτουν από ομοιότθτα τριγϊνων, κα 

βροφμε τθν εξίςωςθ 2 2y mx . 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 1: Θ εφρεςη τησ εξίςωςησ τησ παραβολήσ 

Ο van der Waerden (1961, ςελ. 283) επιςθμαίνει ότι «ο Αρχιμιδθσ, ο Απολλϊνιοσ και οι 

περιςςότεροι αρχαίοι ςυγγραφείσ εκφράηουν τισ κωνικζσ τομζσ ςυςτθματικά μζςω των 

«ςυμπτωμάτων», δθλαδι μζςω των εξιςϊςεων, που ςυχνά αναφζρονται ςε ζνα ορκογϊνιο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, αλλά μερικζσ φορζσ επίςθσ ςε πλαγιογϊνιο».  

Τζλοσ, ςφμφωνα με τον Bell (1965, 1οσ τόμοσ, ςελ. 7), ο Descartes ιταν ο άνκρωποσ που 

αποκρυςτάλλωςε τθ μζκοδο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, αν και ςτθ ςυνζχεια δθλϊνει ότι 

δε κζλει να πει ότι θ Αναλυτικι Γεωμετρία ξεπιδθςε ςε όλθ τθσ τθν ορμι από το κεφάλι του 

Descartes. Ρολλοί πριν απ’ αυτόν είχαν κάνει ςθμαντικά βιματα προσ αυτιν τθν 

κατεφκυνςθ (κζςθ με τθν οποία ςυμφωνεί και ο Forbes (1977)), αλλά αυτόσ ιταν που ζκανε 

το τελικό βιμα, κακιςτϊντασ τθ μζκοδο κατάλλθλο εργαλείο τθσ γεωμετρικισ απόδειξθσ, 

ανακάλυψθσ και επινόθςθσ. Αλλά ακόμθ και ο Descartes πρζπει να μοιραςτεί τθν τιμι αυτι 

με τον Fermat.  

Επειδι θ αναηιτθςθ των ριηϊν τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ δεν είναι το αντικείμενο τθσ 

παροφςασ μελζτθσ, θ περιγραφι των ιςτορικϊν γεγονότων κα αρχίςει από τον κορυφαίο 

Γάλλο μακθματικό René Descartes (1596-1650). 

1.2.  Descartes 

Ππωσ αναφζρουν οι Boyer και Merzbach (1989, κεφάλαιο 17), ο Descartes είχε 

επαναςτατικζσ απόψεισ όςον αφορά τθ Φιλοςοφία και τθ Φυςικι. Πςον αφορά τα 

Μακθματικά ςυνζχιςε τθν παράδοςθ, θ οποία επζβαλε τθν επιςτροφι ςτο παρελκόν, που 
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ζφερε ωσ αποτζλεςμα τθν Αναλυτικι Γεωμετρία, θ οποία ιταν θ βαςικι ςυνειςφορά του 

Descartes ςτα Μακθματικά. Με αφορμι το πρόβλθμα των τεςςάρων ευκειϊν του Ράππου, 

ο Descartes εφάρμοςε τισ νζεσ μεκόδουσ του, ζλυςε το πρόβλθμα με ευκολία, 

ςυνειδθτοποίθςε τθ δφναμθ και τθ γενικότθτα τθσ μεκόδου του και ςτθ ςυνζχεια ζγραψε 

το διάςθμο ζργο του «La Géométrie» (τρία βιβλία), το οποίο ζκανε τθν Αναλυτικι 

Γεωμετρία γνωςτι τθσ ςφγχρονουσ του. Το La Géométrie εμφανίςτθκε το 1637 ωσ 

παράρτθμα ςε μια μεγαλφτερθ και γνωςτότερθ φιλοςοφικι εργαςία με τίτλο: «Discours de 

la Méthode pour Bien Conduire Sa Raison, et Chercher la Verité dans les Sciences».  

Πμωσ τι γράφει ο ίδιοσ ο Descartes ςτο ζργο του La Géométrie; Ο ςτόχοσ του Descartes 

(1637) αναφζρεται ςτθν πρϊτθ φράςθ του πρϊτου βιβλίου: «Κάκε πρόβλθμα τθσ 

Γεωμετρίασ μπορεί εφκολα να μετατραπεί ζτςι ϊςτε θ γνϊςθ των μθκϊν οριςμζνων 

ευκυγράμμων τμθμάτων να αρκεί για τθν καταςκευι (τθσ λφςθσ) του» (ςελ. 2). Αμζςωσ 

μετά αςχολείται με τθν αντιςτοίχθςθ των πζντε αρικμθτικϊν πράξεων (πρόςκεςθ- 

αφαίρεςθ- πολλαπλαςιαςμό- διαίρεςθ- εξαγωγι ρίηασ) με απλζσ καταςκευζσ με κανόνα και 

διαβιτθ, δικαιολογϊντασ ζτςι τθν ειςαγωγι αρικμθτικϊν όρων ςτθ Γεωμετρία. Στο 

παράδειγμα για τον πολλαπλαςιαςμό λζει: αν πάρουμε ςαν μονάδα το AB  και απαιτείται 

να πολλαπλαςιάςουμε το BD  με το BC , τότε αρκεί να ενϊςουμε τα ςθμεία A  και C  και 

να φζρουμε τθν DE  παράλλθλθ ςτθν CA , τότε το BE  είναι το γινόμενο των BD  και BC  

(ςελ. 5 ςτθ μετάφραςθ και ςελ. 298 ςτο πρωτότυπο). 

 

Σχήμα 2: Ο πολλαπλαςιαςμόσ ευθυγράμμων τμημάτων (La Géométrie, 1637) 

Ζτςι, ςφμφωνα με τον Coolidge (1940, ςελ. 126), o Descartes ζκανε ζνα πελϊριο βιμα 

μπροςτά απελευκερϊνοντασ τον εαυτό του από τθν πρόλθψθ τθσ ομοιογζνειασ (π.χ. ςτθν 

εξίςωςθ 3 3x ax b   το a  κεωρείται επίπεδο και το b  ςτερεό) και τισ διακρίςεισ μεταξφ 

γραμμικϊν, επίπεδων και ςτερεϊν μεγεκϊν. Δθλαδι θ ζκφραςθ 2x  δεν είναι απαραίτθτα 

το εμβαδό ενόσ τετραγϊνου πλευράσ x , αλλά ο τζταρτοσ όροσ τθσ αναλογίασ 21: :x x x . 
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Οι Boyer και Merzbach (1989, ςελ. 377) ςθμειϊνουν ότι ξζφυγε από τθν ελλθνικι 

παράδοςθ που κεωροφςε ότι το 3x  παριςτάνει όγκο, ταυτόχρονα όμωσ διατιρθςε τθ 

γεωμετρικι ςθμαςία των πράξεων, όπωσ κα δοφμε παρακάτω, ςε αντίκεςθ με τον Viète  

που υποςτιριηε ς’ όλα τα ζργα του τθν αρχι τθσ ομοιογζνειασ. 

Ο Descartes (1637) χρθςιμοποίθςε μια νζα μζκοδο για τθ λφςθ του προβλιματοσ του 

Ράππου. Θ διατφπωςθ τθσ πρόταςθσ βρίςκεται ςτθ ςελίδα 325 του δεφτερου βιβλίου (ι ςτθ 

ςελίδα 60 τθσ μετάφραςθσ). Συγκεκριμζνα κεωρεί τζςςερισ ςυνεπίπεδεσ ευκείεσ AB , AD , 

EF , GH  και τζςςερισ γωνίεσ. Ψάχνει το γεωμετρικό τόπο των ςθμείων C  του επιπζδου 

ζτςι ϊςτε, αν τα τζςςερα ευκφγραμμα τμιματα CB , CD , CF , CH  ςχθματίηουν τισ 

δοςμζνεσ γωνίεσ με τισ τζςςερισ ευκείεσ, το γινόμενο των CB  και CF  να ιςοφται με το 

γινόμενο των CH  και CD  (Ο van der Waerden (1961, ςελ. 276), διατυπϊνει το πρόβλθμα 

του Ράππου διαφορετικά αλλά ιςοδφναμα. Συγκεκριμζνα αναφζρεται ςε αποςτάςεισ του 

ςθμείου από τισ τζςςερισ ευκείεσ, δθλαδι κεωρεί όλεσ τισ γωνίεσ ορκζσ και τα γινόμενα 

δεν είναι απαραίτθτα ίςα, αλλά ο λόγοσ των γινομζνων είναι ςτακερόσ). Στθ ςυνζχεια 

προχωρεί ςτθ λφςθ και διερεφνθςθ του προβλιματοσ. Ο τρόποσ που διαπραγματεφτθκε τθν 

εφρεςθ τθσ εξίςωςθσ είναι ο παρακάτω (ζνα μζροσ των παρακάτω ενεργειϊν, ο Descartes 

(1637) τισ κάνει ςτο πρϊτο κεφάλαιο, αμζςωσ μετά τθ διατφπωςθ τθσ παραπάνω πρόταςθσ 

ςτθ γενικι τθσ μορφι δθλαδι όταν ζχουμε οποιοδιποτε πλικοσ ευκειϊν (ςελ. 26-27):  

 

Σχήμα 3: Το πρόβλημα του Πάππου (La Géométrie, 1637) 
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Ο Descartes (1637) κζτει AB x  και BC y , κεωρϊντασ ςτθν ουςία μόνο τθν AB  ωσ 

άξονα, αφοφ το BC  ςτθ γενικι περίπτωςθ ανικει ςε παράλλθλεσ ευκείεσ για τισ διάφορεσ 

κζςεισ του C  ςτο επίπεδο. Λζει ότι οι γωνίεσ του τριγϊνου ARB  είναι γνωςτζσ, άρα ο 

λόγοσ των πλευρϊν AB  και BR  είναι γνωςτόσ, οπότε κζτει : :AB BR z b . Άρα ζχουμε 

bx
RB

z
  και 

bx
CR y

z
   (αν το R  είναι μεταξφ των C  και B  τότε 

bx
CR y

z
   και αν το 

C  είναι μεταξφ των B  και R  τότε 
bx

CR y
z

   ). Επίςθσ οι γωνίεσ του τριγϊνου DRC  

είναι γνωςτζσ, άρα και ο λόγοσ των πλευρϊν CR  και CD  είναι γνωςτόσ και κζτει 

: :CR CD z c  (μπορεί να το κάνει αφοφ υπάρχει c  ζτςι ϊςτε ο γνωςτόσ λόγοσ να είναι 

ίςοσ με τον :z c ). Άρα 
2 2

cy bcx zcy bcx
CD

z z z


    αφοφ 

bx
CR y

z
  . Ομοίωσ, κζτοντασ το 

AE k  και κάνοντασ ανάλογουσ χειριςμοφσ ζχουμε 
2

ezy dek dex
CF

z

 
  και κζτοντασ 

AG l  ζχουμε 
2

gzy fgl fgx
CH

z

 
  όπου τα γράμματα , , ,d e f g  ορίηουν ποςότθτεσ που 

μποροφν να προςδιοριςτοφν από τισ αναλογίεσ πλευρϊν τριγϊνων που οι γωνίεσ τουσ  είναι 

γνωςτζσ. Θ διερεφνθςθ των ςχετικϊν κζςεων των ςθμείων οδθγεί ςτθν αλλαγι των 

προςιμων των παραςτάςεων και όχι τθσ μορφισ τουσ. Γνωρίηοντασ ότι CB CF CD CH    

ζχουμε τθν εξίςωςθ  

2 2 2
2

3 2

( ) ( )cfglz dckz y dez cfgz bcgz xy bcfglx bcfgx
y

ez cgz

     



 

Στο πλαίςιο τθσ διερεφνθςθσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ ο Descartes κζτει 

2

3 2

lg
2

cf z dekz
m

ez cgz





 και 

2

3 2

2n dez cfgz bcgz

z ez cgz

 



 οπότε θ παραπάνω εξίςωςθ γίνεται 

2
2

3 2

2
2

n bcfglx bcfgx
y my xy

z ez cgz


  


 θ οποία ζχει ρίηα τθν 

2 2 2
2

2 3 2

2nx mnx n x bcfglx bcfgx
y m m

z z z ez cgz


     


. Τζλοσ κζτει: 

2

2 3 2

p n bcfg

m z ez cgz
 


 και 

3 2

2mn bcfgl
o

z ez cgz
  


 και καταλιγει ςτθν εξίςωςθ 
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2 2n p
y m x m ox x

z m
     . 

Στθ ςυνζχεια καταςκευάηει γεωμετρικά τθ λφςθ του και διερευνά τισ διάφορεσ καμπφλεσ 

που μπορεί να παριςτάνει θ παραπάνω εξίςωςθ. Ειδικά, πότε θ παραπάνω εξίςωςθ 

παριςτάνει ευκεία ι κφκλο (ειδικι περίπτωςθ τθσ ζλλειψθσ) και πότε παριςτάνει 

παραβολι, ζλλειψθ ι υπερβολι (ανάλογα αν ο όροσ 2p
x

m
 είναι μθδζν, αρνθτικόσ ι 

κετικόσ). 

Πςον αφορά το κζμα τθσ κάκετθσ-εφαπτόμενθσ μιασ καμπφλθσ ο Descartes ζλεγε (ςελ. 

100 ζωσ 111) ότι για να βροφμε τθν κάκετθ μιασ καμπφλθσ, ςε ζνα ςτακερό ςθμείο τθσ P , 

πρζπει να κεωριςουμε ζνα μεταβλθτό ςθμείο Q  τθσ καμπφλθσ και ςτθ ςυνζχεια να 

βροφμε τθν εξίςωςθ του κφκλου με κζντρο τον άξονα των ςυντεταγμζνων (διότι 

χρθςιμοποιοφςε μόνο ζνα άξονα τετμθμζνων), ο οποίοσ να διζρχεται από τα P  και Q . 

Κατόπιν, κζτοντασ ίςθ με μθδζν τθ διακρίνουςα τθσ εξίςωςθσ που ορίηει τα ςθμεία τομισ 

κφκλου και καμπφλθσ, βρίςκουμε το κζντρο του κφκλου άρα και τθν κάκετθ τθσ καμπφλθσ 

ςτο P  (ςυμπίπτει με το Q ) ωσ ακτίνα του κφκλου. 

Στα βιβλία του ο Descartes αςχολείται επίςθσ, με τθν ταξινόμθςθ των γεωμετρικϊν 

προβλθμάτων ανάλογα με το βακμό τθσ εξίςωςθσ που αυτά οδθγοφν, τα ωοειδι τα οποία 

είναι ιδιαίτερα χριςιμα ςτθν οπτικι και τζλοσ με τθν καταςκευι των ριηϊν μιασ εξίςωςθσ 

(και παραπάνω από 2ου βακμοφ). Το μακθματικό κείμενο μπορεί εφκολα να διαβαςτεί 

ςιμερα, αφοφ το μόνο ςχεδόν ςφμβολο που διαφζρει από τα ςθμερινά, είναι το ςφμβολο 

τθσ ιςότθτασ. Ακριβζςτερα γίνεται χριςθ του « » αντί για το «=» για τθν ιςότθτα. Βζβαια θ 

κατανόθςθ του κειμζνου από τουσ ςφγχρονουσ του Descartes δεν ιταν εφκολθ υπόκεςθ. 

Σφμφωνα με τουσ Boyer και Merzbach (1989, ςελ. 383), θ παράλειψθ των περιςςοτζρων 

ςτοιχειωδϊν λεπτομερειϊν, ζκανε το ζργο ιδιαίτερα δυςανάγνωςτο για τουσ ςυγχρόνουσ 

του. 

Γενικότερα κατά τον Molland (1976), θ προςπάκεια του Descartes ιταν να δθμιουργιςει 

ζνα νζο πλαίςιο το οποίο κα μποροφςε να διερευνιςει πιο ςφνκετεσ καμπφλεσ απ’ αυτζσ 

που ειςιγαγαν οι αρχαίοι. Άρα, ιταν μια προςπάκεια επζκταςθσ των αντικειμζνων τα 

οποία περιζχονται ςτθ Γεωμετρία και όχι μια απόπειρα να προςδιορίςει τα πεδία τθσ 

Άλγεβρασ και Γεωμετρίασ. 
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1.3. Fermat 

Ο δεφτεροσ κορυφαίοσ Γάλλοσ μακθματικόσ, που ςυνζβαλε ςτθν ανάπτυξθ του κλάδου τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, ιταν ο Pierre de Fermat (1601-1665). Σφμφωνα με τουσ Boyer και 

Merzbach (1989, ςελ. 387), ενϊ ο Descartes είχε ξεκινιςει με τθν ανάλυςθ του 

προβλιματοσ του Ράππου, χρθςιμοποιϊντασ μια από τισ ευκείεσ ωσ άξονα των 

τετμθμζνων, ο Fermat ξεκίνθςε με τθ γραμμικι εξίςωςθ και επζλεξε ζνα τυχαίο ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων, επάνω ςτο οποίο τθ ςχεδίαςε. 

Ασ δοφμε πωσ ενεργεί ο ίδιοσ ο Fermat με πθγι πλθροφόρθςθσ το βιβλίο του Mahoney 

(1973, ςελ. 84) και αναφορά ςτθ μελζτθ του Fermat με τίτλο «Ad locos planos et solidos 

isagoge» (Ειςαγωγι ςτουσ Γεωμετρικοφσ Τόπουσ του Επιπζδου και του Χϊρου), που 

ςφμφωνα με τον Loria (1931, 2οσ τόμοσ, ςελ. 256) γράφτθκε πριν το 1637.  

 

Σχήμα 4: Θ ευθεία από τον Fermat 

Κεωρεί τθν εξίςωςθ D A B E    και με τθ δικιά του ςθμειογραφία λζει: ζςτω NZM  μια 

ευκεία ςε μια δοςμζνθ κζςθ, τθσ οποίασ το ςθμείο N  είναι δοςμζνο. Ζςτω ότι το NZ  είναι 

ίςο με τθν άγνωςτθ ποςότθτα A , και ζςτω το τμιμα ZI  ορκωμζνο ςε μια δοςμζνθ γωνία 

NZI , ίςο με τθν άλλθ άγνωςτθ ποςότθτα E . Αν D  φορζσ το A  είναι ίςο με B  φορζσ το 

E , τότε το ςθμείο I  κα κείται ςε ευκεία ςε μια δεδομζνθ κζςθ. 

Αυτό ιςχφει γιατί ότι μζροσ του D  είναι το B , είναι και το A  του E . Άρα ο λόγοσ του A  

προσ E  είναι δοςμζνοσ και θ γωνία Z  είναι δοςμζνθ. Άρα ο τφποσ του τριγϊνου NZI  είναι 

δοςμζνοσ και θ γωνία INZ  είναι δοςμζνθ. Επίςθσ το ςθμείο N  είναι δοςμζνο και θ ευκεία 

γραμμι NZ  είναι ςε μια δοςμζνθ κζςθ. Συνεπϊσ, θ NI  κα είναι ςε μια ςυγκεκριμζνθ 

κζςθ. Θ ςφνκεςθ είναι εφκολθ. Βζβαια με το ςυγκεκριμζνο τρόπο ορίηει θμιευκεία με άκρο 

τθν αρχι των αξόνων, γιατί ο Fermat όπωσ και ο Descartes, δε χρθςιμοποιοφςε αρνθτικζσ 

ςυντεταγμζνεσ.  
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Τθ γενικότερθ μορφι γραμμικισ εξίςωςθσ 2ax by c   (ασ ςθμειωκεί ότι ο Fermat 

διατιρθςε τθν ομοιογζνεια του  Viète ), τθ ςχεδίαςε ωσ ζνα ευκφγραμμο τμιμα ςτο πρϊτο 

τεταρτθμόριο το οποίο περιορίηεται από τουσ άξονεσ ςυντεταγμζνων. 

Ο Fermat αφιερϊνει το μεγαλφτερο μζροσ από τθν Ειςαγωγήσ του ςτο ακόλουκο 

κεϊρθμα: «οι απροςδιόριςτεσ αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ πρϊτου και δευτζρου βακμοφ με δφο 

αγνϊςτουσ κακορίηουν καμπφλεσ, οι οποίεσ είναι μζλθ τθσ γενικισ οικογζνειασ των 

κωνικϊν τομϊν» (Mahoney, 1973, ςελ. 82). Χωρίηει τθν οικογζνεια των πρωτοβάκμιων και 

δευτεροβάκμιων εξιςϊςεων με δφο αγνϊςτουσ ςε επτά υποοικογζνειεσ, που θ κακεμία 

εκπροςωπείται από μια εξίςωςθ. Δείχνει για κάκε υποοικογζνεια τθν επίπεδθ ευκεία ι 

καμπφλθ ςτθν οποία αντιςτοιχεί. Οι επτά εξιςϊςεισ είναι (Mahoney, 1973, ςελ. 83):  

ax by , xy b  , 2 2x xy ay  , 2x ay , 2 2 2b x y  , 2 2 2b x ay  , 2 2 2b x ay  . 

Ιξερε από τουσ Ζλλθνεσ ότι οι παρακάτω τφποι εξιςϊςεων 2 2y mx , 
2

2

2
(2 )

b
y a x

a
   , 

xy c  αντιςτοιχοφν ςε μια κωνικι τομι (Coolidge 1940, ςελ. 124). Σφμφωνα με τον 

Mahoney (1973, ςελ. 85-86), για τθν παραβολι είπε: «αν Aq  είναι ίςο με D E , τότε το 

ςθμείο I  ανικει ςε μια παραβολι». Θ απόδειξθ ξεκινάει εμπλζκοντασ κατ’ αρχιν τισ 

κάκετεσ γραμμζσ NZ  και ZI  και με ςτακερό το ςθμείο N . 

 

Σχήμα 5: Θ παραβολή από τον Fermat 

Ο Fermat ςχεδιάηει τθν NP  παράλλθλθ ςτθ ZI  και με τον NP  ωσ άξονα περιγράφει τθν 

παραβολι τθσ οποίασ το ορκόν πλάτοσ (latus rectum) είναι ίςο με D  και τθν τετμθμζνθ PI  

παράλλθλθ ςτθν NZ . Θ πρόταςθ του ιταν ότι, από καταςκευι, 2D NP PI   ( 2D y x  ), 

A NZ PI   και E ZI NP  , άρα το ςθμείο I  ανικει ςτθν παραβολι. Το ορκόν πλάτοσ 

για τθν παραβολι τθσ μορφισ 2x py  είναι το p  (van der Waerden, 1961, ςελ. 291). 

Σφμφωνα με τον Mahoney (1973, ςελ. 88-89), το πρόβλθμα του ιταν να αντιςτοιχιςει 

κάκε δευτεροβάκμια εξίςωςθ με δφο μεταβλθτζσ, θ οποία αναπαριςτά ζνα γεωμετρικό 
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τόπο, όχι κφκλο ι ευκείεσ, με ζναν από τουσ παραπάνω βαςικοφσ τφπουσ των Ελλινων. Ο 

Fermat επιλζγει ωσ ειδικό παράδειγμα τθσ γενικισ τεχνικισ του τθν εξίςωςθ 

2 2 22 2b x xy y   . Κατ’ αρχάσ προςαρμόηει τθν εξίςωςθ που περιζχει μεταβλθτζσ τα x , y  

ςε μια με μεταβλθτζσ τα x , x y . Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα αυτι θ προςαρμογι δεν 

παρουςιάηει κανζνα πρόβλθμα:  

2 2 2( )b x x y   . 

Ραίρνοντασ, ςτο ςφςτθμα αξόνων του, το NZ  ωσ x  και το ZI  ωσ x y , ο Fermat φζρνει 

κφκλο με κζντρο το N  και ακτίνα b . Αλλά το ZI  που αναπαριςτά το x y  ζχει το άκρο I  

ςτον κφκλο και όχι τθν καμπφλθ. Στθν προςπάκεια του να αλλάξει μεταβλθτι φζρνει ευκεία 

NR  που ςχθματίηει γωνία 45ο με τθ NM  και προεκτείνει τθν IZ  κατά ZO , όπου O  το  

 

Σχήμα 6: Ο μεταςχηματιςμόσ τησ εξίςωςησ τησ ζλλειψησ 

ςθμείο τομισ με τθν NR . Επειδι το τρίγωνο NZO  είναι ορκογϊνιο και ιςοςκελζσ, ζχουμε 

ότι ZO NZ x   άρα OV x y  . Κεωρϊντασ άξονεσ τουσ NR  και OI  και ξζροντασ ότι 

2NO x , κζτει 2u x  και v x y  , και καταλιγει ςτθν εξίςωςθ 
2

2 2

2

u
b v   ι 

2 2 22 2b u v  , 

θ οποία είναι εξίςωςθ μιασ ζλλειψθσ. 

Με τον παραπάνω τρόπο ο Fermat προςδιορίηει το γεωμετρικό τόπο που αντιςτοιχεί ςτθ 

γενικι εξίςωςθ με τφπο: 2 2 0x y xy x y           , ςτθν οποία όλοι οι ςυντελεςτζσ 

είναι διάφοροι του μθδενόσ. Θ διαςτολι του άξονα και θ γωνία μεταξφ των NZ  και NO  

ποικίλει ωσ ςυνάρτθςθ των   και  . 
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Τζλοσ ςφμφωνα με τον Coolidge (1940, ςελ. 124), χρθςιμοποιϊντασ τισ κωνικζσ ζλυςε 

εξιςϊςεισ με ζνα άγνωςτο μεγαλφτερου βακμοφ. Για παράδειγμα τθν εξίςωςθ 

4 3 4x c x d  , αφοφ τθ μεταςχθμάτιςε ςτθ μορφι 2 2 2 4 2 2 3 4( ) 2x b b b x c x d     , τθν 

ζλυςε μζςω των ςθμείων τομισ τθσ παραβολισ 2 2 2x b by   και του κφκλου 

2 2 4 2 2 3 42 2b y b b x c x d    . Επίςθσ αςχολικθκε με ςτερεομετρία γράφοντασ διάφορα 

κεωριματα, όλα γνωςτά ςτον Αρχιμιδθ, για κϊνουσ, κυλίνδρουσ κ.α. χωρίσ αποδείξεισ. 

1.4. Τα χρόνια των ερμηνευτικών ςχολύων 

Σφμφωνα με τον Boyer (1956, κεφάλαιο VI), θ Αναλυτικι Γεωμετρία του Descartes και του 

Fermat δεν προκάλεςε μια γριγορθ μετατροπι των μακθματικϊν. Ο λόγοσ ιταν θ κλαςικι 

διαμάχθ μεταξφ των μοντζρνων και αυτϊν που υπερεκτιμοφςαν τισ κλαςικζσ μεκόδουσ τθσ 

αρχαιότθτασ. Επίςθσ ο Descartes δεν ιταν αρκετά επεξθγθματικόσ, δεν ταξινόμθςε τθν 

εργαςία του με ςυςτθματικό τρόπο, οφτε προχϊρθςε ςε λεπτομζρειεσ που κα ξεκακάριηαν 

τθ λεπτότθτα των επιχειρθμάτων του. Μάλιςτα, ςτο τζλοσ τθσ εργαςίασ του αιτιολογεί τθν 

ανεπάρκεια τθσ παρουςίαςθσ με ζνα αδόκιμο ςχόλιο, ότι ζχει αφιςει πολλά που δεν είπε, 

για να μθν κλζψει τθ χαρά τθσ ανακάλυψθσ απ’ αυτόν που κα διαβάςει τθν εργαςία του. Τα 

παραπάνω προκάλεςαν ζνα χείμαρρο ερμθνευτικϊν ςχολίων από επαγγελματίεσ 

γεωμζτρεσ με αξιοςθμείωτθ ικανότθτα. Ζνασ παραπάνω λόγοσ είναι ότι θ εργαςία του 

Fermat, που τα Μακθματικά ιταν γι’ αυτόν μόνο χόμπι, εμφανίςτθκε πολφ αργότερα (1679) 

από αυτιν του Descartes με αποτζλεςμα να εκλθφκεί με κάποια αδιαφορία (αφοφ είχαν 

προθγθκεί ι δρομολογθκεί οι εργαςίεσ των μακθματικϊν πάνω ςτο καινοτόμο που κόμιηε ο 

Descartes). 

Σφμφωνα με τον Boyer (1956, κεφάλαιο VI), ζνασ ςφγχρονοσ των παραπάνω 

μακθματικϊν που ςυνζλαβε το νόθμα τθσ εργαςίασ του Descartes ιταν ο Gilles Personne de 

Roberval (1602-1675). Το βιβλίο του Roberval με τίτλο «De geometrica planarum et 

cubicarum aequationum resolution», είναι ζνα εξαιρετικό παράδειγμα Αναλυτικισ 

Γεωμετρίασ ςτο πνεφμα του Descartes. Αςχολείται με δφο προβλιματα: τθν αναπαράςταςθ 

των γεωμετρικϊν τόπων με εξιςϊςεισ και τθ χριςθ των τομϊν των  γεωμετρικϊν τόπων για 

τθ λφςθ εξιςϊςεων. Ο Roberval εκφράηει τθν ουςία τθσ Καρτεςιανισ γεωμετρίασ όταν 

γράφει ότι «ζχει ειπωκεί, ότι κάκε γεωμετρικόσ τόποσ μπορεί να μετατραπεί ςε μια 

αναλυτικι εξίςωςθ, ςτθν οποία ζχουμε μια, δφο, ι τρεισ το πολφ άγνωςτεσ ποςότθτεσ». 
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Αςχολείται με τισ εξιςϊςεισ απλϊν και οικείων καμπυλϊν, όπωσ κφκλου, ζλλειψθσ, κ.α. 

αλλά δεν υπάρχει καμία αναφορά ςτθν ευκεία γραμμι. 

Μια αξιοςθμείωτθ εργαςία εκείνθ τθν εποχι ζγινε από τον Άγγλο μακθματικό John 

Wallis (1616-1703).  Ο Wallis αντικατζςτθςε, όπου ιταν δυνατόν, τισ γεωμετρικζσ ζννοιεσ με 

αρικμθτικζσ, ςθμειϊνοντασ ότι οι αποδείξεισ με αλγεβρικοφσ υπολογιςμοφσ είναι τόςο 

ζγκυρεσ, όςο τα ςυμπεράςματα με χριςθ γεωμετρικϊν γραμμϊν. Στο βιβλίο του με τίτλο 

«Tractatus de sectionibus conicis», που κυκλοφόρθςε το 1655, εκφράηει για πρϊτθ φορά τισ 

γνωςτζσ (ςτον Απολλϊνιο και πικανά ςτο Μζναιχμο) ιδιότθτεσ (ςυμπτϊματα) ωσ εξιςϊςεισ. 

Στθ ςυνζχεια ορίηει για πρϊτθ φορά τισ κωνικζσ με βάςθ τθν εξίςωςι τουσ. Για παράδειγμα 

ορίηει τθν ζλλειψθ ωσ το επίπεδο ςχιμα που χαρακτθρίηεται από τθν ιδιότθτα 2 2l
e ld d

t
   

όπου e  είναι θ τεταγμζνθ, d  θ τετμθμζνθ, l  το ορκόν πλάτοσ και t  θ «διάμετροσ» ι 

άξονασ (θ ίδια εξίςωςθ αποδίδεται ςτον Απολλϊνιο από τον  van der Waerden (1961, ςελ. 

291) που με ςφγχρονο ςυμβολιςμό είναι  2 ( : )y x p p a x   όπου το p  είναι το ορκόν 

πλάτοσ και το a  είναι το latus transversum). Στθ ςυνζχεια παίρνοντασ δεδομζνεσ τισ 

εξιςϊςεισ, αποδεικνφει ότι οι καμπφλεσ που ορίηονται απ’ αυτζσ είναι οι κωνικζσ τομζσ των 

αρχαίων και μζςα από τισ εξιςϊςεισ παράγει άλλεσ ιδιότθτεσ, όπωσ εφαπτόμενεσ και 

ςυηυγείσ διαμζτρουσ. 

Μια αξιόλογθ μελζτθ ςφνκεςε ο Jan de Witt (1623-1672) όταν ιταν είκοςι τριϊν ετϊν, με 

τίτλο «Elementa curvarum». Θ προςζγγιςι του μοιάηει με αυτι του Fermat αφοφ ξεκινάει 

με εξιςϊςεισ και όχι με καμπφλεσ και γεωμετρικοφσ τόπουσ. Στθ ςυνζχεια λειτουργϊντασ 

ςυμπλθρωματικά από τον Wallis, παράγει τισ ιδιότθτεσ των κωνικϊν γεωμετρικά και ςτθ 

ςυνζχεια δείχνει αναλυτικά ότι οι δευτζρου βακμοφ εξιςϊςεισ αναπαριςτοφν καμπφλεσ με 

αυτζσ τισ ιδιότθτεσ. 

Ο René de Sluse (1622-1685), το 1659, με το ζργο του «Mesolabum» (Των μζςων), 

βοικθςε ςτθν εξάπλωςθ τθσ Γεωμετρίασ του Descartes. Αςχολικθκε με τθ γεωμετρικι 

καταςκευι των ριηϊν των εξιςϊςεων και απζδειξε ότι δεδομζνθσ οποιαςδιποτε κωνικισ 

τομισ, μποροφμε να καταςκευάςουμε τισ ρίηεσ κάκε κυβικισ και τεταρτοβάκμιασ εξίςωςθσ 

μζςω τθσ τομισ τθσ κωνικισ και ενόσ κφκλου.  

Ο Philipe de l’Hire (1640-1718), ςτο ζργο του «Nouveaux élémens des section coniques» 

(Νζα ςτοιχεία των κωνικϊν τομϊν) που κυκλοφόρθςε το 1679, προςεγγίηει μετρικά και 

διδιάςτατα και προχωρεί, ςτθν περίπτωςθ τθσ ζλλειψθσ και τθσ υπερβολισ, από τουσ 
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οριςμοφσ ςυναρτιςει του ακροίςματοσ και τθσ διαφοράσ των εςτιακϊν ακτινϊν και, ςτθν 

περίπτωςθ τθσ παραβολισ, τθν εξίςωςθ των αποςτάςεων από τθν εςτία και τθ 

διευκετοφςα. Μετζφερε όρουσ από τθ γλϊςςα του Desargues, όπωσ ο άξονασ των 

τετμθμζνων ιταν ο «κορμόσ», τα ςθμεία του ιταν οι «κόμβοι» και οι τεταγμζνεσ ιταν οι 

«κλάδοι». Ιταν μια πρϊτθ προςπάκεια για τθ δθμιουργία κατάλλθλθσ τεχνικισ γλϊςςασ 

όςον αφορά τθν Αναλυτικι Γεωμετρία, αν και το μόνο που επζηθςε, ιταν ο όροσ «αρχι των 

αξόνων». Ο l’Hire παρουςίαςε ζνα από τα πρϊτα παραδείγματα μιασ επιφάνειασ 

εκφραςμζνθσ αναλυτικά, με τθ βοικεια μιασ εξίςωςθσ με τρεισ αγνϊςτουσ, το οποίο ιταν 

ζνα από τα πρϊτα βιματα προσ τθ ςτερεά Αναλυτικι Γεωμετρία. 

Ο Jacques Ozanam (1640-1717), αν και πρόςκεςε λίγα πράγματα ςτθν Αναλυτικι 

Γεωμετρία, βοικθςε να κακιερωκεί θ τριπλι διαίρεςθ τθσ νζασ Γεωμετρίασ. Το ζργο που 

παρουςίαςε το 1687 ιταν χωριςμζνο ςε τρία μζρθ. Το πρϊτο αςχολοφνταν με τθν 

καταςκευι μιασ κεωρίασ για τισ κωνικζσ τομζσ, ςτο δεφτερο μελετοφςε εξιςϊςεισ και ςτο 

τρίτο ζλυνε εξιςϊςεισ με τομζσ καμπυλϊν. 

Επίςθσ αςχολικθκαν με τθν Αναλυτικι Γεωμετρία ο Jacques Bernoulli (1654-1705), που 

για πρϊτθ φορά βλζπουμε τθν ιδζα των πολικϊν ςυντεταγμζνων και ο Jean Bernoulli (1667-

1748), που ςπάει τθν παράδοςθ με ζνα εναλλακτικό τρόπο καταςκευισ των εξιςϊςεων. Ο 

τελευταίοσ ςε μια επιςτολι του ςτον Leibniz ςτισ 3 Απριλίου του 1697, ςχεδιάηει μια 

τεταρτοβάκμια καμπφλθ και δείχνει ότι οι τομζσ τθσ με τον άξονα των τετμθμζνων δίνουν 

τισ ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ. Εδϊ κάποιοσ βλζπει τθ μοντζρνα γραφικι επίλυςθ πολυωνυμικισ 

εξίςωςθσ. Επίςθσ ο Jean Bernoulli αςχολικθκε με επιφάνειεσ. 

1.5. Από τον Newton ςτον Euler 

Ζνασ μεγάλοσ μακθματικόσ που αςχολικθκε με τθν Αναλυτικι Γεωμετρία είναι ο Isaac 

Newton (1642-1727). Το πρϊτο ζργο του Newton που ςχετίηεται με το κζμα μασ ζχει τίτλο 

«Enumeratio linearum tertii ordinis» (Απαρίκμθςθ των καμπυλϊν τρίτου βακμοφ). Άρχιςε 

να γράφεται το 1676, τελείωςε το 1695 και δθμοςιεφτθκε το 1704 ωσ παράρτθμα τθσ 

«Οπτικισ». Ο Newton μ’ αυτι τθ μελζτθ, δίνει ζνα παράδειγμα μεκοδικισ εφαρμογισ του 

αλγεβρικοφ λογιςμοφ ςτθ μελζτθ και ταξινόμθςθ μιασ νζασ κατθγορίασ γεωμετρικϊν 

ςχθμάτων, που αγνοοφνταν προθγοφμενα ςε όλθ τουσ τθ γενικότθτα (Loria 1931, 2οσ τόμοσ, 

ςελ. 385).  Σφμφωνα με τον Boyer (1956, κεφάλαιο VII), o Newton, παρουςίαςε εβδομιντα 
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δφο είδθ κυβικϊν καμπυλϊν (παραλείπει ζξι) και ςε κάκε περίπτωςθ τισ ςχεδιάηει 

προςεκτικά. Είναι θ πρϊτθ φορά που ςυναντάμε τθ ςυςτθματικι χριςθ δφο αξόνων, αν και 

θ δεφτερθ γραμμι αναφζρεται ωσ κφρια τεταγμζνθ και δε χρθςιμοποιείται με τθν ίδια 

ςθμαςία όπωσ ο άξονασ των τετμθμζνων. Επίςθσ δε δίςταςε να χρθςιμοποιιςει αρνθτικζσ 

τιμζσ για τισ ςυντεταγμζνεσ. Οι άξονεσ, όπωσ ςτισ περιςςότερεσ εργαςίεσ εκείνθ τθν 

περίοδο, γενικά κεωροφνται πλάγιοι και οι μεταφορζσ των αξόνων δε δίνονται 

ςυγκεκριμζνα, αλλά ο Newton τισ χρθςιμοποιεί όταν κζλει να μετατρζψει τθν εξίςωςθ ςε 

κανονικι μορφι. Τζλοσ, περιγράφει τισ καμπφλεσ ωσ μθ αλγεβρικζσ ι αλγεβρικζσ ανάλογα 

με το αν κάποια ευκεία τζμνει ι όχι τθν καμπφλθ ςε άπειρα ςθμεία, πραγματικά ι 

φανταςτικά. 

Το δεφτερο ζργο του Newton που ςχετίηεται με το κζμα μασ είναι το «Method of 

fluxions» (Μζκοδοσ των υκμϊν Μεταβολισ), γραμμζνο ςτα λατινικά γφρω ςτο 1671, αλλά 

εκδόκθκε το 1736 από τον Colson. Σ’ αυτό το ζργο ςυναντοφμε οκτϊ καινοφρια είδθ 

ςυςτθμάτων ςυντεταγμζνων. Ζνα απ’ αυτά είναι το γνωςτό ςε μασ, ςφςτθμα πολικϊν 

ςυντεταγμζνων. 

Τζλοσ, ςτο ζργο του «Arithmetica Universalis» (Γενικι Αρικμθτικι) που ιταν γραμμζνο 

από το 1673 αλλά δθμοςιεφτθκε το 1707, ο Newton (ο Loria (1931, 2οσ τόμοσ, ςελ. 388) 

ιςχυρίηεται ότι το ζγραψε ο διάδοχοσ του ςτθν κακθγθτικι ζδρα του Ρανεπιςτθμίου και 

μάλιςτα αμφιβάλει αν αυτό ζγινε με τθ ςυγκατάκεςθ του ίδιου του Newton) ςφμφωνα με 

τον Coolidge (1940, ςελ. 128), είναι ο πρϊτοσ ςυγγραφζασ που είχε το πλεονζκτθμα τθσ 

μεγάλθσ απλοποίθςθσ, που προζρχεται από τθ δυνατότθτα των ςυντεταγμζνων να 

παίρνουν αρνθτικζσ τιμζσ. Ρρϊτα δθλϊνει το πρόβλθμα γεωμετρικά και εμφανίηει 

αλγεβρικοφσ τφπουσ και χειριςμοφσ όταν είναι χριςιμοι. Ζνα αξιοςθμείωτο χαρακτθριςτικό 

είναι θ παρουςίαςθ τθσ μεκόδου των απροςδιόριςτων ςυντελεςτϊν (είχε αναφζρει αλλά 

δεν είχε υλοποιιςει ο Descartes). Ζνα παράδειγμα υλοποίθςθσ τθσ παραπάνω μεκόδου 

είναι ο προςδιοριςμόσ τθσ εξίςωςθσ τθσ παραβολισ, όταν γνωρίηουμε τζςςερα ςθμεία τθσ.   

«Θ περιγραφι μιασ παραβολισ που διζρχεται από τζςςερα ςθμεία» (πρόβλθμα LIV (ςελ. 

209-211) ςτο πρωτότυπο και πρόβλθμα LVIII (ςελ. 336-338) ςτθ μετάφραςθ από τον 

Ralphson το 1728) από τον Newton (1707) είναι θ εξισ: 
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Σχήμα 7: Θ εφρεςη τησ εξίςωςησ τησ παραβολήσ (Newton, 1707) 

Ζςτω ότι τα δοςμζνα ςθμεία είναι τα A , B , C , D . Ο Newton φζρνει το ευκφγραμμο 

τμιμα AB  και κεωρεί E  το μζςο του. Από το E  φζρνει ευκεία γραμμι VE , θ οποία 

κεωρεί ότι είναι διάμετροσ τθσ παραβολισ και το ςθμείο V  είναι θ κορυφι τθσ. Στο τζλοσ 

τθσ περιγραφισ αναφζρει τον τρόπο καταςκευισ τθσ VE  (θ VE  είναι παράλλθλθ ςτθ CK , 

όπου DK  είναι μζςο ανάλογο των DG  και DH , όπου CH  παράλλθλθ ςτθν BD ), 

αποδεικνφοντασ ότι το V  είναι όντοσ θ κορυφι τθσ παραβολισ. Φζρνει το ευκφγραμμο 

τμιμα AC  και από το D  φζρνει ευκεία DG  παράλλθλθ ςτθν AB , με G  ςθμείο τθσ AC . 

Κζτει AB a , AC b , AG c  και GD d . Επί του AC  κεωρεί ςθμείο P  και φζρνει PQ  

παράλλθλθ ςτθν AB , όπου Q  ςθμείο τθσ παραβολισ. Κζτει AP x , PQ y  και λζει 

«πάρε κάκε εξίςωςθ που εκφράηει τθν παραβολι, θ οποία μπορεί να υπολογίηει τθ ςχζςθ 

μεταξφ των AP  και PQ , όπωσ y e fx gg hx    . 

Τϊρα, αν το AP  ι το x  είναι ίςο με 0, τότε το P  ςυμπίπτει με το A  και το PQ  ι y  κα 

είναι ίςο με μθδζν, ι με AB . Γράφοντασ τθν υποτικζμενθ εξίςωςθ με 0 ςτθ κζςθ του x , 

κα ζχουμε y e gg   ι y e g  . Θ μεγαλφτερθ τιμι για το y είναι το 0 και θ μικρότερθ 

το – a , άρα 0e g   και e g a    οπότε e g   και 2g a    ι 
1

2
g a  και ζτςι θ 

εξίςωςθ γίνεται 
1 1

2 4
y a fx aa hx     . Στθν προςπάκεια του να υπολογίςει τουσ 

άλλουσ δφο ςυντελεςτζσ τοποκετεί το P  κατ’ αρχιν ςτθ κζςθ του C , οπότε το ζνα μζροσ 

τθσ εξίςωςθσ ( παίρνει τον κλάδο με το κετικό πρόςθμο ςτθ ρίηα, γιατί μόνο γι’ αυτόν 
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μπορεί να προςδιορίςει το y ) γίνεται 
1 1

0
2 4

a fb aa hb      και υψϊνοντασ 

κατάλλθλα ςτο τετράγωνο καταλιγει ςτθ ςχζςθ h af ffb   , δθλαδι θ εξίςωςθ γίνεται 

1 1

2 4
y a fx aa ffbx fax      . 

Για να προςδιορίςει το f , τοποκετεί το P  ςτθ κζςθ του G . Στθν περίπτωςθ αυτι όμωσ 

κα ζχουμε x c  και y GD d     για το άλλο μζροσ τθσ εξίςωςθσ ( παίρνει τον κλάδο με 

το αρνθτικό πρόςθμο ςτθ ρίηα, γιατί μόνο γι’ αυτόν μπορεί να προςδιορίςει το y ) οπότε 

ζχουμε 
1 1

2 4
d a fc aa ffbc fac       και με υψϊνοντασ κατάλλθλα ςτο τετράγωνο 

καταλιγει ςτθν εξίςωςθ δευτζρου βακμοφ ωσ προσ f : 
2d dd ad

ff f
b c bc cc


 

 
. Κζτει 

b c k   φτάνοντασ τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι: 
2d dd ad

ff f
k kc


  , για τθν οποία 

παρατθρεί ότι είναι τριϊνυμο και ζχει ρίηεσ: 
d ddc ddk adk

f
k kkc

 
  . Άρα το  f , λζει ο 

Newton, ζχει προςδιοριςτεί, άρα ζχει προςδιοριςτεί πλιρωσ θ εξίςωςθ τθσ παραβολισ και 

είναι:  

1 1

2 4
y a fx aa ffbx fax     . 

Σ’ αυτι τθ μελζτθ περιλαμβάνονται, εκτόσ των άλλων, οι λεγόμενεσ «ταυτότθτεσ του 

Newton» για τα ακροίςματα των δυνάμεων των ριηϊν μιασ πολυωνυμικισ εξίςωςθσ και 

χρθςιμοποιείται βελτιωμζνο ςυμβολικό αλγεβρικό ςφςτθμα ωσ προσ τθ ςτακερι χριςθ 

εκκετϊν. Επίςθσ, ςφμφωνα με τον Loria (1931, 2οσ τόμοσ, ςελ. 389), δε λείπουν οι ςελίδεσ 

που είναι αφιερωμζνεσ ςτισ εξιςϊςεισ με δφο αγνϊςτουσ και ειδικά με τθν πράξθ που 

ςιμερα ονομάηουμε «απαλοιφι». Ο Newton παρατθρεί ότι αυτι εκτελείται μζςω 

αντικαταςτάςεων, όταν ο ζνασ άγνωςτοσ ειςζρχεται γραμμικά ςε μια από τισ δοκείςεσ 

εξιςϊςεισ και ακόμθ όταν, με κατάλλθλο ςυνδυαςμό των εξιςϊςεων, μποροφμε να 

φτάςουμε ςε μια εξίςωςθ αυτοφ του είδουσ (εννοεί γραμμικι εξίςωςθ). 

Ο Marquis de l’Hospital (1661-1704) ςτο ζργο του «Traité analytique des sections 

coniques» (Αναλυτικι πραγματεία των κωνικϊν τομϊν), που δθμοςιεφτθκε το 1707, 

διαπραγματεφεται τισ κωνικζσ τομζσ εκτεταμζνα και με ςφγχρονο τρόπο. Αν και εμφανίηει 
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ςτουσ άξονεσ ςυντεταγμζνων τα πρόςθμα + και – (Loria, 1931, 2οσ τόμοσ, ςελ. 443), διςτάηει 

να χρθςιμοποιιςει τισ αρνθτικζσ ςυντεταγμζνεσ. Κάνει χριςθ του Ρυκαγορείου 

Κεωριματοσ ωσ τφπο απόςταςθσ (Boyer, 1956, ςελ. 151). Ασ δοφμε πωσ περιγράφει ο Boyer 

(1956, ςελ. 151-152), τθν εφρεςθ τθσ εξίςωςθσ τθσ ζλλειψθσ από τον L’Hospital. 

Ζςτω M  είναι ζνα ςθμείο τθσ ζλλειψθσ με κζντρο C , τα ςθμεία F ,  f  είναι οι εςτίεσ 

ενϊ τα ςθμεία A, a, B, και b είναι οι κορυφζσ τθσ. Κζτει το μεγάλο άξονα ίςο με 2t , το μικρό 

ίςο με 2c και τθν εςτιακι απόςταςθ ίςθ με 2m . Στθ ςυνζχεια κζτει MF t z   και 

Mf t z   και γράφει 2 2 2 2 2 22 2MF t tz z y m mx x        και 

2 2 2 2 2 22 2Mf t tz z y m mx x       , χρθςιμοποιϊντασ Ρυκαγόρειο κεϊρθμα για τισ 

αποςτάςεισ. 

άτιτλο-e
C

B

f F

B

b

Aa

M

άτιτλο-t

 

Σχήμα 8: Θ εφρεςη τησ εξίςωςησ τησ ζλλειψησ από τον L’Hospital. 

Αφαιρϊντασ κατά μζλθ τισ εξιςϊςεισ βρίςκουμε ότι 
mx

z
t

  και αντικακιςτϊντασ ςτθν μια 

από τισ δφο εξιςϊςεισ καταλιγουμε ςτθν εξίςωςθ 
2 2

2 2

2

c x
y c

t
  , όπου 2 2 2c t m  . Ζχει 

ενδιαφζρον να ςθμειϊςουμε ότι για τισ κζςεισ που μπορεί να πάρει το M  «ςτθν άλλθ 

μεριά του κζντρου» (ο L’Hospital αποφεφγει να αναφζρεται ςτον άξονα των τεταγμζνων), ο 

L’Hospital γράφει MF t z   και Mf t z  , υπονοϊντασ ότι οι τιμζσ του x  πρζπει να 

λαμβάνονται κετικζσ απ’ όπου και αν μετράμε, ςε ςχζςθ με το κζντρο. 

Ο Alexis Claude Clairaut (1713-1765) ςε θλικία δζκα ζξι ετϊν παρουςίαςε ςτθν Ακαδθμία 

Επιςτθμϊν το ζργο του «Recherches sur les courbes à double courbure» (Μελζτθ των 

καμπυλϊν διπλισ καμπυλότθτασ), το οποίο δθμοςιεφτθκε δφο χρόνια αργότερα. Ο  Clairaut 

μελετά τισ καμπφλεσ του χϊρου, μζςω των προβολϊν τουσ ςε δφο επίπεδα ςυντεταγμζνων. 

Το αξιοςθμείωτο για τθν παροφςα εργαςία είναι θ εμφάνιςθ του τφπου απόςταςθσ δφο 

ςθμείων για τισ δφο και τρεισ διαςτάςεισ. 

Ο Boyer (1956, ςελ. 169), αναφζρει ότι οι τφποι αυτοί εμφανίςτθκαν ςυμπτωματικά ςτον 

προςδιοριςμό τθσ εξίςωςθσ τθσ ςφαιρικισ επιφάνειασ: Ζςτω C  το κζντρο τθσ ςφαίρασ με 
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ςυντεταγμζνεσ AB a  ,  BD b   και DC c   με αναφορά ςτον άξονα AB  και επίπεδο 

βάςθσ το ABD  και N  ζνα οποιοδιποτε ςθμείο τθσ ςφαίρασ με ςυντεταγμζνεσ AP x , 

PM y  και MN z . Ο Clairaut ζγραψε ότι 
2 2

EN MD x a y b   . 

 

Σχήμα 9: Οι τφποι απόςταςησ από τον Clairaut 

Συνζχιςε με ανάλογο τφπο για τον τριςδιάςτατο χϊρο 

2 2 2

f CN x a y b y c    . 

Αυτι πικανά είναι θ πρϊτθ φορά που εμφανίηονται τυπωμζνοι αυτοί οι τφποι. Οι τφποι του 

διαφζρουν ελαφρά από τουσ ςφγχρονουσ ςτο ότι, αποτυγχάνουν να κεωριςουν τισ 

ποςότθτεσ που εκφράηονται από τα a , b  και c  ανεξάρτθτα από το πρόςθμό τουσ. 

Ζνασ πολφ ςθμαντικόσ μακθματικόσ που αςχολικθκε με τθν Αναλυτικι Γεωμετρία είναι 

ο Leonhard Euler (1707-1783). Στο ζργο του με τίτλο «Introductio in analysin infinitorum» 

που δθμοςιεφτθκε το 1748, ςτο δεφτερο τόμο, αςχολείται με τθ μελζτθ των καμπυλϊν 

μζςω των εξιςϊςεϊν τουσ. Το βιβλίο αυτό κακιζρωςε τισ ςυντεταγμζνεσ ωσ τθ βάςθ τθσ 

ςυςτθματικισ μελζτθσ καμπυλϊν κι επιφανειϊν, ςτισ δφο και τρεισ διαςτάςεισ. Αντί να 

ςυγκεντρϊςει τθν προςοχι του ςτισ κωνικζσ τομζσ, ο Euler παρουςίαςε μια κεωρία 

καμπυλϊν γενικότερα, βαςιςμζνθ ςτθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ που ιταν το κζμα του 

πρϊτου τόμου (Boyer, Merzbach, 1989, ςελ. 512). 

Σφμφωνα με τον Loria (1931, 3οσ τόμοσ, ςελ. 131), ο Euler δε κεωρεί τα ςθμεία 

μεμονωμζνα, αλλά ότι αποτελοφν ςυνεχείσ ςθμειοςειρζσ και γι’ αυτό αποκλείονται 

προβλιματα που ζχουν να κάνουν με προςδιοριςμό γωνιϊν και αποςτάςεων. Δεν υπάρχει 

θ γενικι ζκφραςθ τθσ απόςταςθσ δφο ςθμείων, αν και ςε μερικζσ περιπτϊςεισ παράγεται 

από το Ρυκαγόρειο κεϊρθμα. Πμωσ ςυναντάμε τουσ ςυμβατικοφσ κανόνεσ ςιμανςθσ των 

καρτεςιανϊν ςυντεταγμζνων και οι τφποι αλλαγισ ςυντεταγμζνων απζκτθςαν πλζον όλθ 
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τουσ τθ γενικότθτα (ςφμφωνα με τον Boyer (1956, ςελ. 185), βλζπουμε για πρϊτθ φορά τισ 

εξιςϊςεισ μεταςχθματιςμϊν από ορκογϊνιεσ ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ ςτθ ςφγχρονθ 

αυςτθρι τουσ μορφι: cosx z   και siny z  ). Από αυτά παράγει δφο ςθμαντικά 

ςυμπεράςματα, δθλαδι ότι οι ςυντεταγμζνεσ είναι μεγζκθ που ζχουν τθν ίδια φφςθ και ότι 

οι ευκείεσ του επιπζδου παριςτάνονται από γραμμικζσ εξιςϊςεισ (ςφμφωνα με τον Boyer 

(1956, ςελ. 182), ο Euler καλφπτει όλουσ τουσ τφπουσ ευκειϊν, δίνοντασ τθ γενικι εξίςωςθ 

0ax by c   , ςθμειϊνοντασ τα ςθμεία τομισ με τουσ άξονεσ και διερευνϊντασ τισ 

διάφορεσ περιπτϊςεισ εκτόσ τθσ περίπτωςθσ 0b c  , πικανά επειδι χρθςιμοποιοφςε ζνα 

μοναδικό άξονα). Από το ουςιϊδεσ αυτό ςυμπζραςμα ο Euler κατανοεί τθ γεωμετρικι 

ςθμαςία του βακμοφ μιασ εξίςωςθσ και ταξινομεί τισ καμπφλεσ με βάςθ το βακμό τουσ. 

Επειδι οι γραμμζσ 1ου βακμοφ είναι γνωςτζσ, διερευνά τισ 2ου βακμοφ, όπου φυςικά 

καταλιγει ςτισ κωνικζσ τομζσ. Αςχολείται με τισ τομζσ καμπυλϊν και τθ γραφικι λφςθ 

εξιςϊςεων (ςφμφωνα με τον Boyer (1956, ςελ. 181), το Introductio είναι θ πρϊτθ διατριβι 

που ζχει αρικμοφσ ςτο γράφθμα ςυγκεκριμζνων καμπυλϊν, με αρικμθτικοφσ ςυντελεςτζσ, 

δείχνοντασ κακαρά τθ χριςθ μονάδασ ςτον άξονα των τετμθμζνων). 

Ζνα ενδιαφζρον κζμα που ςυναντάμε ςτο βιβλίο αυτό, είναι θ μελζτθ των καμπυλϊν 

μζςω των παραμετρικϊν εξιςϊςεϊν τουσ. Σφμφωνα με τον Boyer (1956, ςελ. 187), ο 

Descartes ςτθν παρουςίαςθ τθσ βαςικισ αρχισ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ είχε ςθμειϊςει 

ότι, για μια καμπφλθ, πρζπει κάποιοσ να ζχει ζνα παραπάνω άγνωςτο απ’ ότι ςυνκικεσ ι 

εξιςϊςεισ. Οι παραμετρικζσ εξιςϊςεισ είναι μια ειδικι περίπτωςθ αυτισ τθσ αρχισ. Ο Euler 

ςυςτθματοποίθςε αυτι τθ μζκοδο και επιςιμανε τα πλεονεκτιματα τζτοιων τφπων. 

Οι υπερβατικζσ καμπφλεσ δεν αγνοοφνται, όπωσ ςυνθκιηόταν, ζτςι ϊςτε, εδϊ, για πρϊτθ 

φορά θ γραφικι μελζτθ των τριγωνομετρικϊν ςυναρτιςεων αποτελοφςε μζροσ τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Συμπεριλαμβάνονται, επίςθσ, και άλλεσ κοινζσ καμπφλεσ κακϊσ και 

οριςμζνεσ όχι τόςο ςυνθκιςμζνεσ όπωσ οι xy x , x yy x και ( 1)xy   . Τζλοσ ςε ζνα 

μεγάλο παράρτθμα του Introductio, αςχολείται με τθ ςτερεά Αναλυτικι Γεωμετρία, όπου 

ςφμφωνα με τον Boyer (1956, ςελ. 188) είναι θ πρϊτθ εκτεταμζνθ περιγραφι του 

αντικειμζνου που ςυναντάμε ςε βιβλίο. 
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1.6. Ο οριςτικόσ ςχηματιςμόσ του κλϊδου 

Σφμφωνα με τον Boyer (1956, κεφάλαιο VIII), τα πρϊτα αποφαςιςτικά βιματα για τθν 

εφαρμογι τθσ Άλγεβρασ ςτα προβλιματα τθσ ςτοιχειϊδουσ Γεωμετρίασ, ζγιναν ςτον 

τριδιάςτατο χϊρο και όχι ςτισ δφο διαςτάςεισ. Θ ιςτορία του ςθμείου και τθσ γραμμισ ςτθ 

ςτερεά Αναλυτικι Γεωμετρία διαφζρει για προφανείσ λόγουσ απ’ αυτιν του επιπζδου. Θ 

ευκεία ςτο χϊρο δεν οδθγεί άμεςα ςτθν καταςκευι με το καρτεςιανό νόθμα ι τθ χάραξθ 

ςθμείο προσ ςθμείο με βάςθ το νόθμα που ζδιναν οι Fermat, Newton και Euler. 

Επιπρόςκετα, δεδομζνων δφο ςθμείων ι δφο γραμμϊν ςτο επίπεδο, οι ςχζςεισ απόςταςθσ 

και διεφκυνςθσ είναι προφανείσ ςτθν αντιμετϊπιςθ τουσ, άςχετα από ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων. Αυτό δεν είναι αλικεια γι’ αυτά τα ςτοιχεία όταν τα βλζπουμε ςτον 

τριδιάςτατο χϊρο ι ςτισ επίπεδεσ προβολζσ τουσ. Οι ςχετικζσ κζςεισ τουσ ξεκακαρίηουν 

όταν τα αναφζρουμε ςε ςχζςθ με ζνα οικείο ςχθματιςμό, όπωσ ζνα ςφςτθμα αξόνων. 

Τα παραπάνω δικαιολογοφν το μεγάλο άλμα ςτθ ςκζψθ των Lagrange και Monge. Ο 

Joseph Louis Lagrange (1736-1813), ς’ ζνα άρκρο με τίτλο «Solutions analytiques de 

quelques problems sur les pyramides triangulaires» (Αναλυτικζσ λφςεισ οριςμζνων 

προβλθμάτων για τισ τριγωνικζσ πυραμίδεσ), που δθμοςιεφτθκε το 1775, διαπραγματεφεται 

με αναλυτικό τρόπο κζματα που αφοροφν τθ Στερεομετρία. Ο ίδιοσ αναφζρει ότι 

«Κολακεφομαι, διότι πιςτεφω ότι οι λφςεισ που κα παρουςιάςω ενδιαφζρουν τουσ 

γεωμζτρεσ όχι μόνο ωσ προσ τα αποτελζςματα αλλά και ωσ προσ τισ μεκόδουσ. Οι λφςεισ 

αυτζσ είναι κακαρά αναλυτικζσ και μπορεί να γίνουν κατανοθτζσ ακόμθ και χωρίσ 

ςχιματα» (Boyer, 1956, ςελ. 201). Συνεπισ ςτα λόγια του, ςτο ζργο του δεν ςυναντάμε οφτε 

ζνα διάγραμμα. Είναι χαρακτθριςτικό ότι ξεκινάει το ζργο του κεωρϊντασ ςυντεταγμζνεσ 

για τισ τζςςερισ κορυφζσ του τετραζδρου και υπολογίηει τισ ακμζσ του τετραζδρου με τον 

τφπο τθσ απόςταςθσ. Σφμφωνα με τον Loria (1931, 3οσ τόμοσ, ςελ. 187), πριν από τον 

Lagrange οι ζρευνεσ τζτοιασ φφςεωσ ςυνδζονταν αναπόςπαςτα με τθ κεϊρθςθ του 

ςχετικοφ ςχιματοσ, είχαν ωσ προχπόκεςθ τθν κατάλλθλθ εκλογι αξόνων και απαιτοφςαν 

κοπιϊδεισ εφαρμογζσ τθσ ομοιότθτασ και του Ρυκαγορείου κεωριματοσ. Ο Lagrange 

κατζςτθςε φανερό ότι επιτυγχάνουμε περιςςότερθ αςφάλεια και ταχφτθτα όταν ζχουμε εκ 

των προτζρων γενικοφσ τφπουσ, οι οποίοι μποροφν να εφαρμοςτοφν ςε κάκε δυνατι 

διάταξθ του ςχιματοσ. 
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Σφμφωνα με τον Boyer (1956, ςελ. 203-204), θ Αναλυτικι Γεωμετρία του Lagrange είναι 

πιο κοντά ςτθ ςφγχρονθ μορφι του αντικειμζνου, απ’ όλουσ τουσ προκάτοχουσ του. Ιταν 

ςτοιχειϊδθσ Γεωμετρία με αναλυτικι γλϊςςα. Οι αναλυτικοί τφποι αντικακιςτοφν τισ 

γεωμετρικζσ οντότθτεσ και οι πράξεισ εκτελοφνται με πλιρθ γενικότθτα. 

Ραρόμοια εργαςία μ’ αυτι του Lagrange ζκανε και ο Gaspard Monge (1746-1818) ςτθ 

Στερεομετρία. Ο Monge αςχολικθκε με τθν Αναλυτικι Γεωμετρία ςτα πλαίςια τθσ 

διδαςκαλίασ του ςτθν École Polytechnique ενόσ μακιματοσ που ιταν ειςαγωγι ςτθ 

Διαφορικι Γεωμετρία. Για το μάκθμα αυτό ζγραψε και τφπωςε τα «Feuilles d’ analyse» 

(Φφλλα τθσ ανάλυςθσ) για τουσ φοιτθτζσ του. Σ’ αυτό το ςθμείο θ Αναλυτικι Γεωμετρία των 

τριϊν διαςτάςεων αναπτφχκθκε ςε όλο τθσ το μεγαλείο. Αυτό ιταν το μάκθμα, πάνω ςτο 

οποίο βαςίςτθκαν τα ςθμερινά προγράμματα ςπουδϊν τθσ ςτερεάσ Αναλυτικισ 

Γεωμετρίασ. Επίςθσ ς’ ζνα άρκρο του  Monge με τίτλο «Mémoire sur la théorie des déblais 

et des remblais» που δθμοςιεφτθκε το 1784, δίνεται ρθτά ο ςφγχρονοσ τφποσ τθσ εξίςωςθσ 

(ςθμείο-κλίςθ) τθσ ευκείασ ςτο επίπεδο. Συγκεκριμζνα δθλϊνεται ότι «θ εξίςωςθ μιασ 

(ευκείασ) γραμμισ είναι γενικά του τφπου y ax b   και αν κάποιοσ κζλει να εκφράςει ότι 

αυτζσ οι γραμμζσ διζρχονται από το ςθμείο Μ το οποίο ζχει ςυντεταγμζνεσ 'x  και 'y , το 

οποίο προςδιορίηει τθν ποςότθτα b , θ παραπάνω εξίςωςθ γίνεται ' ( ')y y a x x   , ςτθν 

οποία το a είναι θ εφαπτομζνθ τθσ γωνίασ που θ ευκεία ςχθματίηει με τον άξονα των x ». 

Αν και οι μακθματικοί από τον πρϊτο καιρό που αναπτφχτθκε θ Αναλυτικι Γεωμετρία ιταν 

εξοικειωμζνοι με τθν ιδιότθτα που εκφράηει αυτι θ εξίςωςθ, ότι «θ ευκεία κείται μεταξφ 

των άκρων τθσ», το ςθμαντικό τθσ παραπάνω διλωςθσ είναι θ τάςθ τυποποίθςθσ τθσ 

ευκείασ με αναλυτικά ςφμβολα, ςτθν κατεφκυνςθ που ο Lagrange είχε προτείνει ςτουσ 

γεωμζτρεσ. 

Πτι ζκανε ο Lagrange και ο Monge ςτισ τρεισ διαςτάςεισ, ζκανε ο Sylvestre Francois 

Lacroix (1765-1843), μακθτισ και ςυνάδελφοσ του Monge, ςτισ δφο διαςτάςεισ. Ο Lacroix 

ζγραψε δφο εργαςίεσ που ςθμαδεφουν το τελικό ςτάδιο ςτθν ιςτορία τθσ ςτοιχειϊδουσ 

επίπεδθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Οι εργαςίεσ αυτζσ είναι θ «Traité de calcul» (Μελζτθ των 

λογιςμϊν) το 1797 και θ «Traité élémentaire de trigonométrie rectiligne et sphérique et 

application de l’algébre à la géométrie» (Στοιχειϊδθσ μελζτθ τθσ ευκφγραμμθσ και 

ςφαιρικισ τριγωνομετρίασ και εφαρμογι τθσ Άλγεβρασ ςτθ Γεωμετρία) το 1798-1799. 
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Στθν ειςαγωγι τθσ πρϊτθσ εργαςίασ, ο Lacroix αναφζρει ότι «αποφεφγοντασ, με 

προςοχι, κάκε γεωμετρικι καταςκευι κα ζκανα τον αναγνϊςτθ να ςυνειδθτοποιιςει ότι 

υπάρχει ζνασ τρόποσ κεϊρθςθσ τθσ Γεωμετρίασ, τον οποίο κα μποροφςαμε να ονομάςουμε 

Αναλυτικι Γεωμετρία, ο οποίοσ ςυνίςταται ςτο ςυμπεραςμό των ιδιοτιτων τθσ επζκταςθσ 

από το μικρότερο δυνατό αρικμό αρχϊν με κακαρά αναλυτικζσ μεκόδουσ, όπωσ ζκανε και ο 

Lagrange ςτθ Μθχανικι του, όςον αφορά ςτισ ιδιότθτεσ τθσ ιςορροπίασ και τθσ κίνθςθσ» 

(Boyer, 1956, ςελ. 211). Ρίςτευε ότι θ Άλγεβρα και θ Γεωμετρία «πρζπει να 

αντιμετωπίηονται χωριςτά, κρατϊντασ όςο το δυνατόν μεγαλφτερθ τθν απόςταςθ μεταξφ 

τουσ, και τα αποτελζςματα τθσ κακεμιάσ πρζπει να χρθςιμοποιοφνται για αμοιβαία 

διευκρίνθςθ, κάτι αντίςτοιχο, για παράδειγμα, με το κείμενο ενόσ βιβλίου και τθ 

μετάφραςι του» (Boyer, 1956, ςελ. 212). Σ’ ζνα άλλο απόςπαςμα προςκζτει ότι «θ 

Άλγεβρα είναι μια γλϊςςα κατάλλθλθ για προτάςεισ» και εκ νζου ότι «θ εφαρμογι τθσ 

Άλγεβρασ ςτθ Γεωμετρία δεν περιορίηεται ςτθ χριςθ τθσ Άλγεβρασ για τθ μελζτθ των 

επεκτάςεων» (θ άποψθ του Descartes), «κάποιοσ βλζπει ς’ αυτό επίςθσ όλεσ τισ ιδιότθτεσ 

που υποδθλϊνει μια αλγεβρικι ζκφραςθ». Σθμείωςε τθν εργαςία του Lagrange για το 

τετράεδρο ωσ μια περίπτωςθ αυτισ τθσ άποψθσ, αλλά πίςτευε ότι ο Monge ιταν «ο πρϊτοσ 

που ςκζφτθκε να παραςτιςει με αυτόν τον τρόπο, τθν εφαρμογι τθσ Άλγεβρασ ςτθ 

Γεωμετρία» (Boyer, 1956, ςελ. 212).  

Το αποτζλεςμα αυτισ τθσ οπτικισ του Lacroix, ιταν μια Αναλυτικι Γεωμετρία που 

μοιάηει εντυπωςιακά ςτα ςφγχρονα βιβλία. Στο κεφάλαιο «Théorie des lignes curbes» του 

Traité de calcul παρουςιάηει ρθτά, ςε πολλζσ περιπτϊςεισ για πρϊτθ φορά, τα περιςςότερα 

από τα ςτοιχεία που εμφανίηονται ςε κάκε ςφγχρονο κείμενο. Ζνα χρόνο αργότερα ο Lacroix 

δθμοςιεφει τα ίδια ςτοιχεία ςτο βιβλίο του για τθν Τριγωνομετρία και τθν εφαρμογι τθσ 

Άλγεβρασ ςτθ Γεωμετρία. Ο τφποσ απόςταςθσ, για παράδειγμα, δίνεται με το γνωςτό τφπο 

2 2( ' ) ( ' )      . Θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ (ςθμείο-κλίςθ) παρουςιάηεται ςυςτθματικά, 

μαηί με το ςχετικό τφπο για δφο ςθμεία 
'

( )
'

y x
 

 
 


  


. Θ εφαπτόμενθ του κφκλου 

2 2 2x y r   από το ςθμείο του ( , )  , δίνεται ωσ ( )y x


 


    . Το εμβαδόν ενόσ 

τριγϊνου με κορυφζσ (0,0) ,  ( , )   και ( ', ')   δίνεται από τον τφπο 
' '

2

  
. Θ 
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απόςταςθ του ςθμείου ( , )   από τθν ευκεία y ax b  , δίνεται από τον τφπο 
21

a b

a

  


. 

Υπιρχαν τφποι για το θμίτονο, ςυνθμίτονο και εφαπτομζνθ μιασ γωνίασ   μεταξφ δφο 

ευκειϊν: 
2 2

( )
sin

1 1

r a a

a a





 
, 

2 2

(1 )
cos

1 1

r aa

a a





 
, tan

1

a a

aa






, όπου τα a  και a  

είναι οι κλίςεισ και r  θ ακτίνα. Θ αλλαγι ςυντεταγμζνων γίνεται με απλό τυπικό τρόπο. 

Επίςθσ δίνεται θ γενικι εξίςωςθ του κφκλου. Θ εξίςωςθ του κφκλου ιταν μεν ιδθ γνωςτι, 

αλλά εδϊ για πρϊτθ φορά εμφανίηεται μια ςυςτθματικι κεϊρθςθ του κφκλου, γιατί θ 

Αναλυτικι Γεωμετρία ιταν απορροφθμζνθ με τισ κωνικζσ και ανϊτερεσ επίπεδεσ καμπφλεσ. 

Οι καμπφλεσ και οι γεωμετρικοί τόποι, με ζμφαςθ ςτισ κωνικζσ παρουςιάηονται από τον 

Lacroix ςχεδόν όπωσ ςιμερα. 

Θ ςυνεχισ ζμφαςθ που δίνει ςτθ ςχεδόν αυτοματοποιθμζνθ εφαρμογι των τφπων, κάνει 

το αντικείμενο να μοιάηει με αλγόρικμο, με ανεξάρτθτεσ αναφορζσ ςτισ γεωμετρικζσ 

ιδιότθτεσ των ςχθμάτων. Θ βαςικι αρχι τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ δθλϊνεται ρθτά: «θ 

εξίςωςθ μιασ καμπφλθσ λαμβάνεται εκφράηοντασ αναλυτικά μια από τισ ιδιότθτζσ τθσ» και 

αμοιβαία, «μζςω τθσ εξίςωςθσ μιασ καμπφλθσ γίνονται γνωςτζσ οι ιδιότθτεσ από τισ οποίεσ 

είναι φτιαγμζνθ» (Boyer, 1956, ςελ. 214). 

Αν και ο Lacroix δε χρθςιμοποίθςε ςτον τίτλο των εργαςιϊν του τον όρο Αναλυτικι 

Γεωμετρία, ο όροσ αυτόσ άρχιςε να εμφανίηεται με αυξανόμενθ ςυχνότθτα. Το όνομα 

«Αναλυτικι Γεωμετρία» εμφανίηεται το 1779 ωσ τίτλοσ ςτο ζργο Method of Fluxions του 

Newton ςτα Opera που εκδόκθκε από τον Horsley, και ςτουσ τίτλουσ δφο εργαςιϊν του Fuss 

το 1780 και 1781 και ςτθ ςυνζχεια ςιγά-ςιγά κακιερϊνεται ωσ όροσ που περιγράφει το 

ςυγκεκριμζνο αντικείμενο. 

Ο επόμενοσ μεγάλοσ ςτακμόσ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ είναι οι ομογενείσ 

ςυντεταγμζνεσ. Σφμφωνα με τον Boyer (1956, κεφάλαιο IX), ο Julius Plücker (1801-1868),  το 

1829 ςε ζνα άρκρο του με τίτλο «Über ein neues Coordinatensystem» (ςχετικά με ζνα νζο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων), ανακάλυψε εκ νζου ζνα ςφςτθμα ςυντεταγμζνων που είχε 

επινοθκεί από τον  A. F. Möbius (1790-1860), τον Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) και 

τον École Bobillier (1798-1840) ςτο παρελκόν. Ο Plücker ςτθν αρχι κεϊρθςε τρεισ 

ςυντεταγμζνεσ p , q  και r  ενόσ ςθμείου M  του επιπζδου ωσ τα τρία μικθ των ευκειϊν 

που φζρνει από το M  προσ τρεισ ευκείεσ αναφοράσ, ανά δφο όχι παράλλθλεσ, οι οποίεσ 
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ςχθματίηουν ςυγκεκριμζνεσ γωνίεσ με τισ ευκείεσ αναφοράσ. Αργότερα υιοκετεί 

αποςτάςεισ (κάκετεσ), που αντιςτοιχοφν ςτισ γνωςτζσ τριγραμμικζσ ςυντεταγμζνεσ. 

 Στθ ςυνζχεια όμωσ το 1831, ςτο δεφτερο τόμο τθσ Analytisch-geometrische 

Abhandlungen,  ζδωςε τον πιο ςυνθκιςμζνο οριςμό των ομογενϊν ςυντεταγμζνων ωσ ζνα 

ςφνολο διατεταγμζνων τριάδων ( , , )x y t  ςχετικϊν με τισ καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ ( , )X Y  

του P  ζτςι ϊςτε x Xt  και y Yt . Είναι προφανζσ ότι οι ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ ενόσ 

ςθμείου P  δεν είναι μοναδικζσ, διότι οι τριάδεσ ( , , )x y t  και ( , , )kx ky kt  για κάκε *k , 

αντιςτοιχοφν ςτο ίδιο καρτεςιανό ηεφγοσ ( , )
x y

t t
 .  

Το 1829 ο Plücker παρουςίαςε μια επαναςτατικι άποψθ, θ οποία άλλαξε πλιρωσ τθν 

ιδζα ότι οι ςυντεταγμζνεσ παριςτάνουν ευκφγραμμα τμιματα. Τθν αρχικι περίοδο 

δθμιουργίασ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, οι παράμετροι a , b  και c  ςτθν εξίςωςθ 

2ax by c  , ιταν κατανοθτζσ ωσ οριςμζνα ευκφγραμμα τμιματα, ςτα πλαίςια τθσ 

διατιρθςθσ τθσ ιδζασ τθσ ομοιογζνειασ (κάκε γινόμενο παριςτάνει εμβαδό). Βακμιαία οι 

ςυντελεςτζσ αποκτοφςαν υπόςταςθ γνιςιων αρικμϊν. Τθ εποχι που γεωμετρικι 

ομοιογζνεια εξαφανίηονταν, εμφανίςτθκαν οι ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ, οδθγϊντασ όχι 

ςτθν επιςτροφι ςτισ γεωμετρικζσ ζννοιεσ, αλλά ςτθν πλιρθ αρικμθτικοποίθςθ. 

Ξεκινϊντασ με τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ 0Ax By C   , ο  Plücker χρθςιμοποιϊντασ 

ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ τθ μετζτρεψε ςτθ μορφι 0aA bB cC   . Οι τρεισ ςυντελεςτζσ 

( , , )A B C  κακορίηουν τθν ευκεία, ακριβϊσ όπωσ οι ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ ( , , )a b c  

κακορίηουν το ςθμείο. Υπάρχει δθλαδι, μια αναλογία μεταξφ των ποςοτιτων των δφο 

ςυνόλων (τριάδεσ που κακορίηουν τθν ευκεία και τριάδεσ που κακορίηουν το ςθμείο). Αν οι 

( , , )a b c  καλοφνται ςυντεταγμζνεσ, θ ίδια φραςεολογία μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και για 

τισ ( , , )A B C . Ο Plücker αξιοποίθςε το πλεονζκτθμα αυτισ τθσ κατάςταςθσ και κάλεςε τθν 

τελευταία τριάδα «ςυντεταγμζνεσ ευκείασ». Οι ςυντεταγμζνεσ τθσ ευκείασ ςτο άπειρο, για 

παράδειγμα, είναι (0,0, )C  και οι ςυντεταγμζνεσ των ευκειϊν που διζρχονται από τθν αρχι 

των αξόνων είναι του τφπου ( , ,0)A B . 

Για να τθν προςαρμόςει ςτθν καρτεςιανι ςφμβαςθ, όπου οι άγνωςτοι (μεταβλθτζσ) 

ςθμειϊνονται από γράμματα κοντά ςτο τζλοσ του αλφαβιτου, ο Plücker ξανάγραψε τθν 

εξίςωςθ του ωσ 0au bv cw   . Αν ( , , )a b c  είναι οι ςυντεταγμζνεσ ενόσ μεταβλθτοφ 

ςθμείου και τα , ,u v w  είναι ςτακερά, θ εξίςωςθ αναπαριςτά τθν ευκεία που περιζχει όλα 
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τα παραπάνω ςθμεία. Αν ( , , )u v w  είναι οι ςυντεταγμζνεσ μιασ μεταβλθτισ ευκείασ γραμμισ 

και τα , ,a b c  είναι ςτακερά, θ εξίςωςθ παριςτά το ςθμείο που είναι κοινό ςε όλεσ τισ 

ευκείεσ. Δθλαδι μια πρϊτου βακμοφ εξίςωςθ ςε ςυντεταγμζνεσ ςθμείων αναπαριςτά μια 

ευκεία, ενϊ ςε ςυντεταγμζνεσ ευκειϊν μια τζτοια εξίςωςθ αναπαριςτά ςθμείο. Για 

παράδειγμα θ εξίςωςθ 2 3 4 0x y t    αν το ( , , )x y t  είναι ςυντεταγμζνεσ ςθμείου 

αναπαριςτά ευκεία και αν το ( , , )x y t  είναι ςυντεταγμζνεσ ευκείασ αναπαριςτά ςθμείο. Ζτςι 

ο Plücker ανακάλυψε ζνα αναλυτικό αντίγραφο τθσ γεωμετρικισ αρχισ του δυϊςμοφ. Θ 

εναλλαγι των λζξεων «ςθμείο» και «ευκεία», απλά αντιςτοιχεί ςτθν εναλλαγι των λζξεων 

«ςτακερά» και «μεταβλθτι», όςον αφορά τισ ποςότθτεσ , ,a b c  και , ,u v w . Αλλά θ 

αλγεβρικι διεργαςία παραμζνει θ ίδια και ζτςι κάκε κεϊρθμα εμφανίηεται αμζςωσ ςε δφο 

τφπουσ που ο ζνασ είναι δυϊκόσ του άλλου. 

Ολοκλθρϊνοντασ αυτι τθ ςφντομθ και περιλθπτικι περιγραφι των προςπακειϊν των 

μακθματικϊν ςε διάςτθμα δφο αιϊνων,  για τον πλιρθ προςδιοριςμό του μακθματικοφ 

αντικειμζνου που ςιμερα ονομάηουμε Αναλυτικι Γεωμετρία, κα αναφερκοφμε ςε τρία 

ςχόλια του Boyer (1956, ςελ. 266) όςον αφορά τθν εξζλιξθ και το μζλλον του κλάδου. Το 

πρϊτο είναι ότι «ο κάνατοσ του Plücker δε φζρνει και το τζλοσ τθσ ανάπτυξθσ τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, αφοφ όπωσ πολλοί μεγάλοι άνδρεσ, είχε πακιαςμζνουσ οπαδοφσ». 

Το δεφτερο ςχόλιο, που ςχετίηεται και με τισ απόψεισ του Coolidge (1940), είναι ότι « θ 

ιςτορία δείχνει ότι θ γενικι τάςθ (ςτθ Γεωμετρία ςαν ςφνολο, όπωσ επίςθσ και ςτθν 

Αναλυτικι Γεωμετρία) ιταν ολοζνα και περιςςότερθ γενίκευςθ (και αφαίρεςθ όςον αφορά 

τισ μακθματικζσ μεκόδουσ κατά τον Coolidge), αν και οι ςυνειςφορζσ των ατόμων ζτειναν 

ςτθν αντίκετθ κατεφκυνςθ». Το τρίτο ςχόλιο είναι μια παρουςίαςθ του προβλθματιςμοφ 

του Wieleitner από τον Boyer, ο οποίοσ αναφζρει ότι «πικανόν ςε εκατό ι διακόςια χρόνια 

από τϊρα θ Αναλυτικι Γεωμετρία κα είναι τόςο διαφορετικι από τθ δικιά μασ, όςο 

διαφορετικι είναι θ δικιά μασ από αυτιν του Descartes και του Fermat». 
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2. Η Αναλυτικό Γεωμετρύα ςτη Δευτεροβϊθμια και 

Τριτοβϊθμια Εκπαύδευςη τησ Ελλϊδασ 

Στθν ενότθτα αυτι επιχειρείται προςζγγιςθ ςτθ διδαςκαλία τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ςτθ 

Δευτεροβάκμια και Τριτοβάκμια Εκπαίδευςθ, μζςα από τθν περιλθπτικι περιγραφι 

ςχετικϊν βιβλίων.  

Πςον αφορά τθ Δευτεροβάκμια Εκπαίδευςθ, εξετάηονται πζντε βιβλία. Το πρϊτο βιβλίο 

χρθςιμοποιικθκε τθ δεκαετία του εβδομιντα ςτο τότε εξατάξιο Γυμνάςιο. Τα υπόλοιπα 

τζςςερα βιβλία χρθςιμοποιικθκαν ςτο Λφκειο. Τα τρία απ’ αυτά ωσ διδακτικά εγχειρίδια 

ςτθν Γϋ τάξθ και το τζταρτο χρθςιμοποιείται, ακόμα και ςιμερα, ςτθ Βϋ τάξθ του Λυκείου. Θ 

ειςαγωγι τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ωσ εκπαιδευτικό αντικείμενο προςδιορίηεται τθ 

δεκαετία του εβδομιντα. Σίγουρα όμωσ από τθ δεκαετία του ογδόντα  και μζχρι ςιμερα, 

διδάςκεται ςυςτθματικά ςτο Λφκειο. 

 Πςον αφορά τθν Τριτοβάκμια Εκπαίδευςθ, περιγράφονται τα πρϊτα βιβλία που 

εμφανίςτθκαν ςτα ελλθνικά και χρθςιμοποιικθκαν ωσ διδακτικά εγχειρίδια. Ασ ςθμειωκεί 

ότι εδϊ και ζνα περίπου αιϊνα θ Αναλυτικι Γεωμετρία διδάςκεται ςυςτθματικά ςτα 

Ρανεπιςτιμια και ζχουν εκδοκεί πλικοσ βιβλίων και ςθμειϊςεων ςτο αντικείμενο αυτό. Το  

πρϊτο νεοελλθνικό βιβλίο που περιείχε ςτοιχεία Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, είναι τα Στοιχεία 

Μακθματικϊν (Μόςχα 1798-1799) του Νικθφόρου Κεοτόκθ, ενϊ το βιβλίο με τίτλο Των 

Κωνικϊν Τομϊν Αναλυτικι Ρραγματεία (Βιζννθ 1803) του Σπυρίδωνα Αςάνθ είναι το πρϊτο 

αυτοτελζσ βιβλίο Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Στθν Ακινα το 1857, τυπϊκθκε βιβλίο με τίτλο 

Μακιματα Αναλυτικισ Γεωμετρίασ του Αντιςυνταγματάρχθ Ρυροβολικοφ Μιχάλθ Σοφιανοφ 

για τθ Σχολι Ευελπίδων. Πςον αφορά το Ρανεπιςτιμιο Ακθνϊν, που ιδρφκθκε το 1837, τα 

μακθματικά ςτθν αρχι ιταν μζροσ των ςπουδϊν τθσ Φιλοςοφικισ Σχολισ. Θ ανεξαρτθςία 

του Μακθματικοφ και Φυςικοφ τμιματοσ πραγματοποιικθκε το 1904 (επίςθμθ ιςτοςελίδα 

του Ρανεπιςτθμίου Ακθνϊν). Ο Λωάννθσ Ν. Χατηθδάκθσ, κακθγθτισ του Ρανεπιςτθμίου 

Ακθνϊν, ζγραψε ζνα βιβλίο με τίτλο Αναλυτικι Γεωμετρία και πικανι χρονολογία ζκδοςθσ 

το 1879. Οι ςθμειϊςεισ από τισ διαλζξεισ του κακθγθτι του Ρανεπιςτθμίου Ακθνϊν 

Κυπάριςςου Στζφανου, ςτο Εκνικό Μετςόβιο Ρολυτεχνείο το 1915, μασ βεβαιϊνουν ότι θ 

Αναλυτικι Γεωμετρία διδάςκονταν ςυςτθματικά τθν εποχι εκείνθ ςτθν Τριτοβάκμια 

Εκπαίδευςθ. Τζλοσ ο Νικόλαοσ Β. Γεννθματάσ, τακτικόσ κακθγθτισ του Εκνικοφ Μετςόβιου 
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Ρολυτεχνείου, ζγραψε ζνα βιβλίο με τίτλο «Αναλυτικι και Διανυςματικι Γεωμετρία» το 

οποίο τυπϊκθκε ςε δφο τεφχθ το πρϊτο το 1924 και το δεφτερο το 1925.  

Για τα βιβλία του Κεοτόκθ και του Αςάνθ θ περιγραφι ςτθρίηεται ςε άρκρο των Καςτάνθ 

και Λάμπρου (2003), ενϊ για τα υπόλοιπα βιβλία θ πθγι πλθροφόρθςθσ είναι τα ίδια τα 

βιβλία. 

2.1. Δευτεροβϊθμια Εκπαύδευςη 

Το πρϊτο βιβλίο που κα γίνει αναφορά είναι τα «Μακθματικά» Εϋ Γυμναςίου (Κετικισ 

κατεφκυνςθσ) του Θλία Β. Ντηιϊρα, από τον Οργανιςμό Εκδόςεων Διδακτικϊν Βιβλίων, 

Ακινα 1972. Το τζταρτο και τελευταίο μζροσ του παραπάνω βιβλίου, που είχε γραφτεί από 

τον Λωάννθ Ρανάκθ, αναφζρεται ςε κζματα Αναλυτικισ Γεωμετρίασ αν και, με βάςθ 

προφορικζσ πθγζσ πλθροφόρθςθσ, το μζροσ αυτό δε διδάςκονταν ςυχνά ςτουσ μακθτζσ.  

Στο μζροσ αυτό του βιβλίου, γίνεται ςπουδι του Διανυςματικοφ Λογιςμοφ και ςτθ 

ςυνζχεια ορίηεται διανυςματικά θ ευκεία ςτο επίπεδο. Μετά τθν εφρεςθ των 

παραμετρικϊν εξιςϊςεων, ο ςυγγραφζασ καταλιγει ςτθν καρτεςιανι εξίςωςθ τθσ ευκείασ. 

Αποδεικνφει μζςω των παραμετρικϊν εξιςϊςεων ότι «ζνα ςφνολο ςθμείων αποτελεί ευκεία 

όταν, και μόνο όταν, οι ςυντεταγμζνεσ ( , )x y  των ςθμείων αυτϊν ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ 

0x y    , όπου οι ςυντελεςτζσ   και   δε μθδενίηονται ταυτόχρονα» (ςελ. 387). 

Αφοφ διερευνά τθ γενικι εξίςωςθ ευκείασ, περιορίηει ςτο πζμπτο κεφάλαιο τθν παραπάνω 

μελζτθ ςε ορκοκανονικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων και παράγει τφπουσ όπωσ για 

παράδειγμα, ςυνκικθ κακετότθτασ, απόςταςθ ςθμείου από ευκεία. Μελετά γραφικά τθ 

λφςθ ανιςϊςεων και τζλοσ, αφοφ ειςάγει τισ πολικζσ ςυντεταγμζνεσ, βρίςκει τθν εξίςωςθ 

τθσ ευκείασ ςε αυτζσ. 

Τα επόμενα βιβλία που περιγράφονται, με βάςθ τα οποία διδάςκονταν και διδάςκονται 

Αναλυτικι Γεωμετρία οι μακθτζσ του Λυκείου, είναι τα 

 Στοιχεία Αναλυτικισ Γεωμετρίασ του Γρθγορίου Φ. Τςάγκα, από τισ εκδόςεισ του 

Λδρφματοσ Ευγενίδου, 1981. 

 Μακθματικά I, Γϋ Λυκείου (Αναλυτικι Γεωμετρία) των Ν. Βαρουχάκθ, Λ. 

Αδαμόπουλου, Χ. Γιαννίκου, Α. Μπζςθ, Δ. Νοταρά, Κ. Σολδάτου και Σ. Φωτόπουλου, 

από τον Οργανιςμό Εκδόςεων Διδακτικϊν Βιβλίων, Ακινα 1991.  



 31 

 

 Μακθματικά Γϋ Λυκείου (Άλγεβρα- Αναλυτικι Γεωμετρία- Ρικανότθτεσ) των Σ. 

Ανδρεαδάκθ, Ν. Κουςζρα, Σ. Μζτθ, Σ. Ραπαςταυρίδθ, Γ. Ρολφηου και Α. Σβζρκου, 

από τον Οργανιςμό Εκδόςεων Διδακτικϊν Βιβλίων, Ακινα 1993.  

 Μακθματικά Κετικισ και Τεχνολογικισ κατεφκυνςθσ, Βϋ Τάξθσ Ενιαίου Λυκείου των 

Λ. Αδαμόπουλου, Β. Βιςκαδουράκθ, Δ. Γαβαλά, Γ. Ρολφηου και Α. Σβζρκου, από τον 

Οργανιςμό Εκδόςεων Διδακτικϊν Βιβλίων, Ακινα 2003 (διδάςκεται ςιμερα). 

Στόχοσ είναι να περιγραφεί ο τρόποσ που διαπραγματεφονται κάποιεσ ζννοιεσ τα 

παραπάνω βιβλία, ζννοιεσ που ςχετίηονται κυρίωσ με τθν ζρευνα που περιγράφεται ςτισ 

επόμενεσ ενότθτεσ. Και τα τζςςερα βιβλία διαπραγματεφονται, μεταξφ άλλων, τθν ευκεία, 

τον κφκλο και τισ κωνικζσ τομζσ ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Με χριςθ των 

εργαλείων που προςφζρει ο παραπάνω κλάδοσ, αποδεικνφονται διάφορεσ ιδιότθτεσ των 

καμπφλων και λφνονται διάφορα προβλιματα που εμπλζκουν τισ παραπάνω ζννοιεσ. 

Ρροθγείται ο διανυςματικόσ λογιςμόσ, ο οποίοσ χρθςιμοποιείται ςτθ ςυνζχεια ςτον οριςμό 

τθσ ευκείασ και ςτισ αποδείξεισ διαφόρων προτάςεων. Στα βιβλία του Τςάγκα (1979) και 

των Βαρουχάκθ κ.α. (1991) υπάρχει κεφάλαιο που αςχολείται με τον τριδιάςτατο χϊρο, και 

μάλιςτα, ςτο βιβλίο του Τςάγκα (1979) ζχουμε ςυςτθματικι μελζτθ των εξιςϊςεων τθσ 

ευκείασ και του επιπζδου. Να ςθμειϊςουμε ότι τα τρία βιβλία διδάςκονταν ςτθ Γϋ Λυκείου, 

ενϊ το τελευταίο διδάςκεται ςτθ Βϋ Λυκείου. 

Το πρϊτο ςχετικό κζμα είναι θ ζννοια τθσ εξίςωςθσ μιασ γραμμισ (ευκείασ-καμπφλθσ) 

γενικά. Το βιβλίο του Τςάγκα (1979) αναφζρει ότι «μια εξίςωςθ ( , ) 0f x y  , παριςτάνει μια 

καμπφλθ ςτο 2 και αν οι εξιςϊςεισ 1( )x t  και 2 ( )y t , όπου t  παράμετροσ, πλθροφν 

τθν ( , ) 0f x y  , τότε λζμε ότι οι παραπάνω εξιςϊςεισ είναι οι παραμετρικζσ εξιςϊςεισ τθσ 

καμπφλθσ C » (ςελ. 46). Εκφράηει τθ διανυςματικι ακτίνα του τυχαίου ςθμείου τθσ 

καμπφλθσ, ωσ προσ τισ 1  και 2  , τθν οποία καλεί διανυςματικι εξίςωςθ τθσ C . Τζλοσ 

αναφζρει ότι αν απαλείψουμε τθν παράμετρο t , εφ’ όςον είναι αυτό δυνατόν, κα πάρουμε 

τθν εξίςωςθ ( , ) 0f x y   χωρίσ παράμετρο.  

Το βιβλίο των Βαρουχάκθ κ.α. (1991), αςχολείται κατ’ αρχιν με τθ γραφικι παράςταςθ 

ςυνάρτθςθσ, τθν οποία ςυνδζει με τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x . Στθ ςυνζχεια, 

προςπακϊντασ να γενικεφςει τθν παραπάνω ιδζα, αναφζρει ζνα ςυγκεκριμζνο 

παράδειγμα. Κεωρεί τον κφκλο C  κζντρου (0,0) και ακτίνασ 2 και αποδεικνφει ότι οι 
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ςυντεταγμζνεσ του τυχαίου ςθμείου του κφκλου επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ 2 2 4x y   και, 

αντίςτροφα, αν οι ςυντεταγμζνεσ ενόσ ςθμείου επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ, τότε αυτό το 

ςθμείο ανικει ςτον κφκλο. Αφοφ παρατθρεί ότι ο κφκλοσ δεν είναι ςυνάρτθςθ, διατυπϊνει 

ςε πλαίςιο τον κανόνα, για το πότε μια εξίςωςθ ( , ) 0x y   λζγεται εξίςωςθ μιασ γραμμισ 

(ευκφ και αντίςτροφο). Συγκεκριμζνα αναφζρει ότι «θ εξίςωςθ ( , ) 0x y   κα λζγεται 

εξίςωςθ τθσ γραμμισ C  (ι εξίςωςθ του ςθμειοςυνόλου C ) όταν:  

 Οι ςυντεταγμζνεσ ,x y  κάκε ςθμείου M  τθσ C  επαλθκεφουν τθν ( , ) 0x y   και 

 Κάκε ςθμείο που οι ςυντεταγμζνεσ του επαλθκεφουν τθν ( , ) 0x y   ανικει ςτθ C » 

(ςελ. 71). 

Ειδικά για τισ λφςεισ και τα ςθμεία, τα αντιμετωπίηει ωσ διαφορετικζσ οντότθτεσ, 

ςθμειϊνοντασ τθ ςχζςθ μεταξφ τουσ, δθλαδι ότι: «…οι λφςεισ προςδιορίηουν τα ςθμεία…». 

Τζλοσ, ςθμειϊνει ότι με τισ εξιςϊςεισ των γραμμϊν, μποροφμε με κακαρά αλγεβρικζσ 

μεκόδουσ, να μελετάμε γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ των γραμμϊν αυτϊν ι να αντιμετωπίηουμε 

διάφορα άλλα ςυναφι προβλιματα και ότι αυτό ακριβϊσ είναι το αντικείμενο τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. 

Το βιβλίο των Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993) ζχει μια παρόμοια προςζγγιςθ με το βιβλίο των 

Βαρουχάκθ κ.α. (1991). Αναφζρει ςτθν αρχι το παραπάνω παράδειγμα του κφκλου και το 

διαπραγματεφεται με τον ίδιο τρόπο. Στθ ςυνζχεια διατυπϊνει ωσ οριςμό, για το πότε κα 

λζμε ότι μια εξίςωςθ είναι εξίςωςθ μιασ γραμμισ, χωρίσ όμωσ να διακρίνει το ευκφ και το 

αντίςτροφο, αφοφ απλά διατυπϊνει τθν ιςοδυναμία, δθλαδι ότι: « … όταν οι 

ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων τθσ C και μόνον αυτζσ τθν επαλθκεφουν» (ςελ. 139). Δεν κάνει 

ςαφι τον οντολογικό διαχωριςμό μεταξφ λφςεων και ςθμείων, αφοφ δεν αναφζρεται 

χωριςτά ςτο ςφνολο των λφςεων τθσ εξίςωςθσ και ςτα ςθμεία που αυτζσ αντιςτοιχοφν ςτο 

γεωμετρικό πεδίο αναπαράςταςθσ τθσ ζννοιασ. Επίςθσ διατυπϊνει  τθν ίδια παρατιρθςθ 

που αναφζρεται ςτο βιβλίο των Βαρουχάκθ κ.α. (1991), ςε ςχζςθ με το αντικείμενο τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Τζλοσ κζλοντασ να ςυνδζςει τισ παραπάνω εξιςϊςεισ με τισ 

ςυναρτιςεισ, αναφζρει ότι πολλζσ φορζσ θ εξίςωςθ μιασ γραμμισ μπορεί να λυκεί ωσ προσ 

y , δθλαδι μπορεί να πάρει τθ μορφι ( )y f x , όπου f  είναι μια ςυνάρτθςθ του x  και το 

πράττει ςε μια ευκεία και ςτον παραπάνω κφκλο, αφοφ πρϊτα τον χωρίςει ςε δφο 

θμικφκλια. 
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Το βιβλίο των Αδαμόπουλου κ.α. (2003), αναφζρει κατ’ αρχιν ζνα άλλο παράδειγμα. 

Κεωρεί τθν εξίςωςθ 2y x . Αφοφ λζει ότι λφςθ τθσ εξίςωςθσ είναι κάκε ηεφγοσ αρικμϊν 

( , )x y  που τθν επαλθκεφει, αναφζρει μερικά παραδείγματα λφςεων, όλεσ με κετικι τιμι 

για το x . Ζχει το ςχιμα τθσ παραβολισ ςχεδιαςμζνο ςτο επίπεδο και πάνω ς’ αυτό κάποια 

ςθμεία άςχετα με τισ προαναφερκείςεσ λφςεισ. Στθ ςυνζχεια διατυπϊνεται θ εξισ πρόταςθ: 

«Αν τϊρα ςε ζνα ςφςτθμα αξόνων παραςτιςουμε με ςθμεία όλεσ τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ  

2y x , τότε κα προκφψει θ γραμμι C , του διπλανοφ ςχιματοσ που, όπωσ γνωρίηουμε από 

προθγοφμενεσ τάξεισ, λζγεται παραβολι» (ςελ. 57). Δε διατυπϊνει ρθτά, τθν αντιςτοίχθςθ 

των λφςεων τθσ εξίςωςθσ με τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων. Επειδι το παράδειγμα που 

χρθςιμοποιεί, δεν προςφζρεται για απόδειξθ ςτο ςθμείο αυτό, απλά παρατθρεί ότι: 

«Επειδι οι ςυντεταγμζνεσ ( , )x y  των ςθμείων ( , )M x y  τθσ παραβολισ C, και μόνο αυτζσ, 

επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ 2y x , γι’ αυτό θ εξίςωςθ 2y x  λζγεται εξίςωςθ τθσ 

παραβολισ C » (ςελ. 57). Ομοίωσ με το βιβλίο των Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993) δε γίνεται 

ςαφισ οντολογικόσ διαχωριςμόσ, μεταξφ λφςεων και ςθμείων. Αφοφ γενικεφςει τον 

παραπάνω οριςμό, διατυπϊνει τθν ίδια παρατιρθςθ που αναφζρεται ςτο βιβλίο των 

Βαρουχάκθ κ.α. (1991), ςε ςχζςθ με το αντικείμενο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. 

Το δεφτερο ςχετικό κζμα είναι θ χριςθ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθ 

διαπραγμάτευςθ των κεμάτων από τα παραπάνω βιβλία. Ππωσ είδαμε παραπάνω, τα 

βιβλία των Βαρουχάκθ κ.α. (1991) και των Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993) εμπλζκουν τισ 

ςυναρτιςεισ από τθν αρχι. Είναι βζβαια βιβλία που απευκφνονται ςε μακθτζσ τθσ Γϋ 

Λυκείου. Πμωσ, και ςτθ Βϋ Λυκείου θ ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ δεν είναι άγνωςτθ ςτουσ 

μακθτζσ. Στθν Αϋ Λυκείου, υπάρχει ζνα ολόκλθρο κεφάλαιο που διαπραγματεφεται 

διάφορεσ ςυναρτιςεισ. 

Πςον αφορά το βιβλίο του Τςάγκα (1979), οι καμπφλεσ δεν αντιμετωπίηονται ωσ 

γράφθμα ςυνάρτθςθσ. Μια αναφορά ςε ςυναρτιςεισ γίνεται όταν ορίηονται οι 

παραμετρικζσ εξιςϊςεισ μιασ γραμμισ. Το βιβλίο των Βαρουχάκθ κ.α. (1991), αν και αρχικά 

ειςάγει τθν εξίςωςθ μιασ γραμμισ μζςα από τθ ςφνδεςθ τθσ με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

( )y f x , ςτθ ςυνζχεια δεν αναφζρεται πουκενά θ λζξθ ςυνάρτθςθ. Στο βιβλίο των 

Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993), θ ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ είναι ςυςχετιςμζνθ με  τισ εξιςϊςεισ των 

γραμμϊν και χρθςιμοποιείται ουςιαςτικά. Για παράδειγμα για τον προςδιοριςμό τθσ 

εξίςωςθσ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ παραβολισ, χρθςιμοποιείται θ ζννοια τθσ παραγϊγου 
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ςυνάρτθςθσ. Στο βιβλίο των Αδαμόπουλου κ.α. (2003), θ λζξθ ςυνάρτθςθ αναφζρεται μόνο 

ςτθν περίπτωςθ τθσ παραβολισ 2 2x py και μόνο για να κυμίςει ςτουσ μακθτζσ τθ 

ςυνάρτθςθ που ζχουν μάκει ςτθν Αϋ Λυκείου.  

Το επόμενο κζμα είναι θ μετάβαςθ από μια αναπαράςταςθ μιασ ζννοιασ ςε μια άλλθ. 

Συγκεκριμζνα, κα διερευνθκεί θ μετάβαςθ από τον οριςμό μιασ ζννοιασ ωσ γεωμετρικό 

τόπο, ςτθν εξίςωςθ που αναπαριςτά τθν ζννοια και αντίςτροφα θ μετάβαςθ από τθν 

εξίςωςθ ςτον οριςμό, ςτισ αποδείξεισ που ζχουν τα βιβλία για τον κφκλο και τισ κωνικζσ 

τομζσ. 

Στο βιβλίο του Τςάγκα (1979), θ μετάβαςθ από τον οριςμό του κφκλου ωσ γεωμετρικό 

τόπο ςθμείων, ςτθν εξίςωςθ γίνεται με το μεταςχθματιςμό τθσ διανυςματικισ εξίςωςθσ 

0r r R  , όπου 0, ,r r R  είναι οι διανυςματικζσ ακτίνεσ του τυχαίου ςθμείου του κφκλου, 

του κζντρου του κφκλου και θ ακτίνα του κφκλου, ςτθν αναλυτικι εξίςωςθ του κφκλου. Το 

αντίςτροφο δε διατυπϊνεται και θ πρόταςθ που χρθςιμοποιείται για τθν ιςοδυναμία των 

δφο εξιςϊςεων είναι «θ εξίςωςθ 0r r R   με τθ βοικεια των ςυντεταγμζνων των 

ςθμείων μεταβάλλεται ςτθν εξίςωςθ του κφκλου» (ςελ. 64), θ οποία φυςικά δεν 

παραπζμπει απαραίτθτα, ςτθν ιςοδυναμία των δφο εξιςϊςεων. Πςον αφορά τισ κωνικζσ 

τομζσ, θ μετάβαςθ από τον γεωμετρικό οριςμό ςτθν εξίςωςθ γίνεται με πλιρθ απόδειξθ. 

Στισ περιπτϊςεισ τθσ ζλλειψθσ και τθσ υπερβολισ θ αντίςτροφθ πρόταςθ, δθλαδι θ 

μετάβαςθ από τθν εξίςωςθ ςτο γεωμετρικό οριςμό αποδεικνφεται ςυςτθματικά, ενϊ για 

τθν παραβολι, το αντίςτροφο απλά ςθμειϊνεται, χωρίσ να γίνεται θ απόδειξθ του. 

Στο βιβλίο των Βαρουχάκθ κ.α. (1991), θ μετάβαςθ από τον οριςμό του κφκλου ωσ 

γεωμετρικό τόπο ςθμείων ςτθν εξίςωςθ και αντίςτροφα, γίνεται με τθν απόδειξθ τθσ 

ιςοδυναμίασ του οριςμοφ του κφκλου με τθν εξίςωςθ του (με χριςθ τθσ λζξθσ ιςοδφναμα ι 

του ςυμβόλου τθσ ιςοδυναμίασ). Με τον ίδιο τρόπο αντιμετωπίηεται και θ παραβολι, ενϊ 

για τθν ζλλειψθ και τθν υπερβολι, γίνεται χωριςτά θ απόδειξθ του αντίςτροφου, δθλαδι 

ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ αντιςτοιχοφν ςε ςυντεταγμζνεσ ςθμείων τθσ αντίςτοιχθσ κωνικισ 

τομισ, με βάςθ τον οριςμό τθσ. 

Στο βιβλίο των Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993), όςον αφορά τον κφκλο ζχουμε τθν ίδια 

αντιμετϊπιςθ με το βιβλίο των Βαρουχάκθ κ.α. (1991), ςτθν παραβολι όμωσ διατυπϊνεται 

ρθτά θ ιςοδυναμία του γεωμετρικοφ οριςμοφ με τθ ςχζςθ ( , ) ( , )d M d M E  , όπου M  

είναι το τυχαίο ςθμείο τθσ παραβολισ, E  θ εςτία τθσ και   θ διευκετοφςα, αλλά για τθ 
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μετάβαςθ από τθν παραπάνω εξίςωςθ ςτθν αναλυτικι εξίςωςθ τθσ παραβολισ 

χρθςιμοποιείται θ ζκφραςθ: «ζχουμε διαδοχικά» (ςελ. 174). Στισ περιπτϊςεισ τθσ ζλλειψθσ 

και τθσ υπερβολισ, αποδεικνφεται θ εξίςωςθ από το γεωμετρικό οριςμό, αλλά θ 

αντίςτροφθ πρόταςθ απλά ςθμειϊνεται, χωρίσ να γίνεται θ απόδειξθ τθσ. Μια παρατιρθςθ 

που κα μποροφςε να γίνει όςον αφορά π.χ. τθ διατφπωςθ του αντίςτροφου, είναι ότι θ 

ζκφραςθ: «το ςθμείο ( , )M x y  που επαλθκεφει τθν εξίςωςθ» προχποκζτει τθν 

ταυτοποίθςθ των λφςεων μιασ εξίςωςθσ και (των ςυντεταγμζνων) των ςθμείων του 

ςχιματοσ που αυτι αναπαριςτά. 

Στο βιβλίο των Αδαμόπουλου κ.α. (2003), το παραπάνω κζμα αντιμετωπίηεται με τον ίδιο 

τρόπο όπωσ ςτο βιβλίο των Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993), με μόνθ διαφορά ότι  διαχωρίηει τον 

κφκλο με κζντρο τθν αρχι των αξόνων, από τον κφκλο με κζντρο οποιοδιποτε ςθμείο. 

Επίςθσ, ςτθ διατφπωςθ τθσ αντίςτροφθσ πρόταςθσ για τθν ζλλειψθ και τθν υπερβολι, 

χρθςιμοποιείται θ ζκφραςθ «το ςθμείο ( , )M x y , του οποίου οι ςυντεταγμζνεσ 

επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ» (ςελ. 103), που κάνει πιο ςαφι τθ διάκριςθ μεταξφ ςθμείων 

του ςχιματοσ και λφςεων τθσ εξίςωςθσ. 

Το τελευταίο κζμα είναι θ εφαπτομζνθ καμπφλθσ, αν και δεν αφορά άμεςα τθν παροφςα 

εργαςία. Και ςτα τζςςερα βιβλία θ εφαπτόμενθ του κφκλου ςε ζνα ςθμείο του, ορίηεται ωσ 

θ ευκεία που είναι κάκετθ ςτθν ακτίνα του κφκλου που διζρχεται από το ςθμείο αυτό. Στα 

βιβλία του Τςάγκα (1979) και των Βαρουχάκθ κ.α. (1991), θ εφαπτομζνθ ςε οποιαδιποτε 

κωνικι ορίηεται με αλγεβρικό τρόπο, δθλαδι με τθν απαίτθςθ θ ευκεία που διζρχεται από 

το ςθμείο τθσ κωνικισ, να ζχει ζνα μόνο κοινό ςθμείο με τθν καμπφλθ, πράγμα που οδθγεί 

ςτθ διπλι ρίηα τθσ δευτεροβάκμιασ εξίςωςθσ (που είναι ςωςτό τισ κωνικζσ τομζσ, αλλά δεν 

ιςχφει για οποιαδιποτε καμπφλθ). Στο βιβλίο των Ανδρεαδάκθ κ.α. (1993), θ εφαπτομζνθ 

ςτισ κωνικζσ τομζσ ορίηεται με χριςθ παραγϊγων (θ Αναλυτικι Γεωμετρία διδαςκόταν 

παράλλθλα με τθν Ανάλυςθ), αφοφ αρχικά οι παραπάνω καμπφλεσ κεωροφνται ωσ 

γραφικζσ παραςτάςεισ μιασ ι δφο ςυναρτιςεων. Τζλοσ, ςτο βιβλίο των Αδαμόπουλου κ.α. 

(2003, ςελ. 93-94) για τθν παραβολι, ζχουμε μια προςζγγιςθ που μοιάηει με αυτι που κα 

δοφμε παρακάτω να χρθςιμοποιείται από τον Μιχάλθ Σοφιανό και τον Λωάννθ Χατηθδάκθ. 

Συγκεκριμζνα ορίηει τθν εξίςωςθ τθσ τζμνουςασ ευκείασ ςε δφο ςθμεία 1 1 1( , )M x y  και 

2 2 2( , )M x y τθσ παραβολισ ( 2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x


  


). Στθ ςυνζχεια με αλγεβρικοφσ 
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χειριςμοφσ των ςχζςεων 2

1 12y px  και 2

2 22y px  εκφράηει διαφορετικά το ςυντελεςτι 

διεφκυνςθσ τθσ τζμνουςασ ( 2 1

2 1 2 1

2y y p

x x y y




 
). Κάνει τθν αντικατάςταςθ τθσ ςχζςθσ αυτισ 

ςτθν εξίςωςθ τθσ τζμνουςασ και καταλιγει ςτθν εξίςωςθ 2 1 1 1( )( ) 2 ( )y y y y p x x    . Στθ 

ςυνζχεια ςθμειϊνει ότι αν το ςθμείο 2 2 2( , )M x y , κινοφμενο πάνω ςτθν παραβολι, τείνει να 

ςυμπζςει με το ςθμείο 1 1 1( , )M x y , τότε το 
2y  τείνει να γίνει ίςο με το 

1y , οπότε θ εξίςωςθ 

τθσ τζμνουςασ τείνει να πάρει τθ μορφι 1 1 1 1( )( ) 2 ( )y y y y p x x     δθλαδι τθ μορφι 

1 1( )yy p x x  . Αφοφ επαναλαμβάνει ότι θ εξίςωςθ που βρικε παριςτάνει μια ευκεία που 

είναι οριακι κζςθ τθσ τζμνουςασ, γράφει ότι θ ευκεία αυτι ( 1 1( )yy p x x  ) λζγεται 

εφαπτομζνθ τθσ παραβολισ ςτο ςθμείο τθσ 1 1 1( , )M x y . Οι εξιςϊςεισ των εφαπτόμενων τθσ 

ζλλειψθσ και τθσ υπερβολισ απλά ςθμειϊνονται, ςυνοδευόμενεσ από το ςχόλιο ότι 

πράττουμε ομοίωσ με τθν παραβολι. 

2.2. Τριτοβϊθμια Εκπαύδευςη 

Σφμφωνα με τουσ Καςτάνθ και Λάμπρου (2003), το πρϊτο νεοελλθνικό βιβλίο που περιζχει 

Αναλυτικι Γεωμετρία (όχι ωσ αυτοτελζσ ζργο), είναι τα Στοιχεία Μακθματικϊν (Μόςχα 

1798-1799) του Νικθφόρου Κεοτόκθ (1731-1800). Ο Κεοτόκθσ δίδαξε ςτο «Κοινόν 

Φροντιςτιριον» τθσ Κζρκυρασ και ςτθν Θγεμονικι Ακαδθμία του Λαςίου. Στον τρίτο τόμο 

του ζργου του, με αντικείμενο τθν Άλγεβρα, παρουςιάηει με αναλυτικό τρόπο τον κφκλο και 

τισ κωνικζσ τομζσ. Ραράγει τισ εξιςϊςεισ του κφκλου, τθσ παραβολισ, τθσ ζλλειψθσ και τθσ 

υπερβολισ με τθ βοικεια ενςωματωμζνων ςυςτθμάτων αναφοράσ, και ςυγκεκριμζνα μια 

πρωταρχικι διάμετρό τουσ ζχοντασ ωσ αρχι το ςθμείο τομισ ι ζνα από τα ςθμεία τομισ 

αυτισ τθσ διαμζτρου με τθν εκάςτοτε καμπφλθ. Επίςθσ, προςδιορίηει τισ εφαπτόμενεσ των 

κωνικϊν καμπυλϊν από τισ εξιςϊςεισ τουσ με τθ βοικεια διαφορικϊν. Δθλαδι, ζχουμε ςε 

αυτό το ςθμείο τθν πρϊτθ χριςθ παραγϊγων ςε ελλθνικό μακθματικό ζντυπο τθσ εποχισ 

τθσ Τουρκοκρατίασ. 

Το δεφτερο βιβλίο, ςφμφωνα με τουσ Καςτάνθ και Λάμπρου (2003) που χρθςιμοποιεί τα 

εργαλεία τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ζχει ελλθνικό τίτλο: «Των Κωνικϊν Τομϊν Αναλυτικι 

Ρραγματεία» (Βιζννθ 1803) και είναι μετάφραςθ που ζγινε από το Σπυρίδωνα Αςάνθ (1749-

1833) του ζργου του Nicolas Louis De La Caille (1713-1762), με τίτλο: «Tractatus Analyticus 
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de Sectionibus Conicis». Ο Αςάνθσ δίδαξε ςτα Αμπελάκια τθν περίοδο 1799-1804. Το βιβλίο 

αυτό αποτελεί ςτακμό ςτθν ιςτορία τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ςτθν Ελλάδα. Ζνασ λόγοσ 

για τθν παραπάνω κεϊρθςθ είναι οι, ξεχαςμζνεσ ςιμερα, τεχνικζσ τθσ Απειροςτικισ 

Γεωμετρίασ. 

Ξεκινάει με μια μεταβλθτι τθν οποία ονομάηει «ποςότθτα» και δίνει παραδείγματα 

παραςτάςεων, όπωσ 
1

2
a , 2a , a  κ.τ.λ., τθσ μεταβλθτισ a  τισ οποίεσ ονομάηει 

«ςυνεκκζςεισ». Ειςάγει άξονεσ ςυντεταγμζνων και ορίηει τισ τιμζσ ςτο κετικό άξονα ωσ 

«καταφατικζσ», ενϊ ςτον αρνθτικό ωσ «ἀποθαηικές». Θ αρχι των αξόνων ονομάηεται «Ἀρτή», 

ο άξονασ των x  είναι θ «Γραμμή ηῶν Ἀποηεημημένων» και των y  θ «Γραμμή ηῶν Τεηαγμένων». 

Οι άξονεσ είναι, εν γζνει, πλάγιοι. Για το γράφθμα μιασ ςυνάρτθςθσ ςθμειϊνει «Καμπύλη 

ὁποιαδήποηε ἐν ἐπιπέδῳ καηαγραθομένη, ὡς ζειρὰ θεωρεῖηαι ηῶν ἐκ ηῶν ἀκαριαίων προβάζεων ἰτνῶν 

ἅγε ζημεῖον ζσνετῶς κινούμενον ἐν ἐπιπέδῳ ζημειοῖ διά ηινος ἀπαραηρέπηοσ κανόνος» 

(επθρεαςμζνοσ από τον Euler). Αςχολείται με τθν εφρεςθ των εξιςϊςεων καμπυλϊν, τισ 

οποίεσ κατθγοριοποιεί με βάςθ το βακμό τουσ. Αντιμετωπίηει κζματα εφαπτόμενων, 

καμπυλότθτασ και εμβαδοφ με τθ μζκοδο των απειροςτϊν. Για παράδειγμα, για τθν εφρεςθ 

του κφκλου καμπυλότθτασ μιασ καμπφλθσ ςε ζνα ςθμείο τθσ M , παίρνει δφο ςθμεία A  και 

B  τθσ καμπφλθσ εκατζρωκεν του M  και επιχειρθματολογεί ότι AM MB  λζγοντασ «ἴζαι 

ἀλλήλοις ὡς ἀπειράκις ἐλάτιζηαι οὖζαι». Βρίςκει τον κφκλο που διζρχεται από τα τρία ςθμεία 

και ςτθ ςυνζχεια προςδιορίηει τον κφκλο καμπυλότθτασ, παίρνοντασ (με δικι μασ ορολογία 

και μεκοδολογία) το όριο όταν τα A  και B  τείνουν ςτο M . 

Το βιβλίο με τίτλο «Μακιματα Αναλυτικισ Γεωμετρίασ», είχε γραφτεί από τον 

Αντιςυνταγματάρχθ του Ρυροβολικοφ Μιχάλθ Σοφιανό, κακθγθτι τθσ Σχολισ των 

Ευελπίδων, για χριςθ των μακθτϊν του και τυπϊκθκε ςτθν Ακινα το 1857. Το βιβλίο 

χωρίηεται ςε δφο μζρθ. Το πρϊτο μζροσ αςχολείται με το επίπεδο και το δεφτερο με τισ 

τρείσ διαςτάςεισ. 

Στθν αρχι του βιβλίου ορίηει τθν Αναλυτικι Γεωμετρία, λζγοντασ ότι είναι το μζροσ των 

Μακθματικϊν που πραγματεφεται τθ χριςθ τθσ Άλγεβρασ ςτισ γεωμετρικζσ ζρευνεσ. 

Επίςθσ διατυπϊνει απλά γεωμετρικά προβλιματα και ςτθ ςυνζχεια πιο ςφνκετα, τα οποία 

λφνει με χριςθ αλγεβρικϊν μεκόδων. Ορίηει ομογενι εξίςωςθ, αυτιν που όλοι οι όροι είναι 

ιςοβάκμιοι (ομοιογζνεια του  Viète ). Καταςκευάηει γεωμετρικά αλγεβρικζσ εκφράςεισ π.χ 

τθν 2 2x     όπου τα   και    είναι γνωςτά ευκφγραμμα τμιματα. 
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Ορίηει άξονεσ ςυντεταγμζνων δφο ευκείεσ που τζμνονται υπό γνωςτι γωνία (ςυνικωσ 

ορκι). Ορίηει τθ κζςθ κάκε ςθμείου του επιπζδου, με βάςθ τα ςθμεία τομισ των αξόνων 

και των παραλλιλων που φζρνει από το ςθμείο προσ τουσ άξονεσ. Τισ προςανατολιςμζνεσ 

αποςτάςεισ των ςθμείων αυτϊν από το ςθμείο τομισ των αξόνων, ονομάηει τετμθμζνθ και 

τεταγμζνθ, και προςκζτει ότι πρζπει να κεωροφνται ποςότθτεσ μεταβλθτζσ που μποροφν 

να πάρουν κετικζσ ι αρνθτικζσ τιμζσ. Αναφζρει ότι θ εξίςωςθ εκφζρει με γενικό τρόπο τθ 

ςχζςθ των ςυντεταγμζνων τθσ γραμμισ, θ δε γραμμι είναι ο γεωμετρικόσ τόποσ τθσ 

εξίςωςθσ. Διαπραγματεφεται τθ γραφικι παράςταςθ εξιςϊςεων, όπωσ για παράδειγμα τθν 

2  , μζςω πίνακα τιμϊν. Ενϊνει τα ςθμεία επικαλοφμενοσ τθ μεταβολι του   κατά 

ςυνεχι τρόπο, το οποίο δθλϊνει ότι ςυμβαίνει και για το  . Δίδει τφπουσ για μεταφορά και 

ςτροφι των αξόνων και παρατθρεί το αναλλοίωτο του βακμοφ τθσ εξίςωςθσ ωσ προσ τουσ 

παραπάνω μεταςχθματιςμοφσ. Κατατάςςει τισ αλγεβρικζσ καμπφλεσ με βάςθ το βακμό 

τουσ και αςχολείται με τισ εξιςϊςεισ πρϊτου και δεφτερου βακμοφ. Επίςθσ δίνει τουσ 

τφπουσ απόςταςθσ δφο ςθμείων.  

Αφοφ αποδεικνφει γεωμετρικά ότι θ    είναι εξίςωςθ ευκείασ, γενικεφει και ςτθ 

ςυνζχεια διερευνά τθ γενικι εξίςωςθ τθσ ευκείασ. Πςον αφορά τισ δευτεροβάκμιεσ 

καμπφλεσ, ξεκινάει ςτο κεφάλαιο ΣΤϋ από τθ γενικι εξίςωςθ 

2 2 0            τθν οποία για 0   τθ μεταςχθματίηει ςτθ μορφι 

21
2

2
y         


, όπου διακρίνοντασ περιπτϊςεισ για το 2 4      

ορίηει τθν ζλλειψθ ( 0  ), τθν υπερβολι ( 0  ) και τθν παραβολι ( 0  ). 

Αςχολείται ςε τζςςερα κεφάλαια με τον κφκλο και τισ κωνικζσ τομζσ, όπου αποδεικνφει 

αναλυτικά διάφορεσ ιδιότθτεσ τουσ. Το πρόβλθμα τθσ εφαπτομζνθσ το αντιμετωπίηει και 

ςτισ τζςςερισ καμπφλεσ με τον ίδιο τρόπο. Για παράδειγμα, ςτον κφκλο με εξίςωςθ 

2 2 2     κεωρεί ςθμεία  M  και M΄  του κφκλου, με ςυντεταγμζνεσ ,    και  

,  και τθν εξίςωςθ τθσ τζμνουςασ MM΄ : ( )
 

   
 

 
   

 
. Από τισ ςχζςεισ που 

προκφπτουν μζςω τθσ επαλικευςθσ των ςυντεταγμζνων των ςθμείων ςτθν εξίςωςθ του 

κφκλου, παράγει τθν ταυτότθτα: 
   

   

    
 

    
 και με αντικατάςταςθ ςτθν εξίςωςθ 

τθσ τζμνουςασ καταλιγει ςτθν εξίςωςθ: ( )
 

   
 

 
    

 
. Αναφζρει ότι, αν το M  
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ταυτιςτεί με το M΄ , τότε     και    και θ τζμνουςα παίρνει τθ κζςθ τθσ 

εφαπτόμενθσ με εξίςωςθ  ( )


   



    


 δθλαδι 2       (ςελ. 131-132). Ο  

ςυγγραφζασ χρθςιμοποιεί όρια για να βρει τισ αςφμπτωτεσ 


 


   τθσ υπερβολισ 

2 2 2 2 2 2        . Τζλοσ αποδεικνφει ότι οι καμπφλεσ αυτζσ είναι οι ίδιεσ που 

προκφπτουν από τθν τομι κϊνου ι κυλίνδρου με ζνα επίπεδο και αναφζρει διάφορεσ 

εφαρμογζσ των κωνικϊν τομϊν, μεταξφ άλλων και τα περίφθμα προβλιματα τθσ 

αρχαιότθτασ (διπλαςιαςμό κφβου, τριχοτόμθςθ γωνίασ). 

Το δεφτερο τμιμα του βιβλίου είναι αφιερωμζνο ςτθ Στερεομετρία. Ο ςυγγραφζασ 

παράγει τθν εξίςωςθ του επιπζδου και τθσ ευκείασ. Δίνει τφπουσ μεταςχθματιςμϊν 

ςυντεταγμζνων. Αςχολείται με τθ ςφαιρικι, κυλινδρικι, κωνικι, κωνοειδι επιφάνεια και με 

τισ επιφάνειεσ εκ περιςτροφισ. Διερευνά τισ επιφάνειεσ δευτζρου βακμοφ και βρίςκει το 

εφαπτόμενο επίπεδο ςε μια τζτοια επιφάνεια. 

Ο Λωάννθσ Ν. Χατηθδάκθσ (1844-1921), που διορίςτθκε τακτικόσ κακθγθτισ των 

Μακθματικϊν του Ρανεπιςτθμίου Ακθνϊν το 1884 και κακθγθτισ του Ρολυτεχνείου ςτθν 

Ζδρα τθσ Κεωρθτικισ Μθχανικισ το 1888 (Οδθγόσ Ρροπτυχιακϊν Σπουδϊν του 

Μακθματικοφ Τμιματοσ του Εκνικοφ Καποδιςτριακοφ Ρανεπιςτθμίου), ζγραψε ζνα βιβλίο 

με τίτλο «Αναλυτικι Γεωμετρία» με πικανό ζτοσ ζκδοςθσ το 1879. Επίςθσ ζγραψε ζνα 

δεφτερο βιβλίο με τίτλο «Στερεά Αναλυτικι Γεωμετρία» με ζτοσ ζκδοςθσ το 1880. 

Αναφορικά με το πρϊτο βιβλίο, ςτθν ειςαγωγι του προςδιορίηεται το αντικείμενο τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ωσ θ ςπουδι των γεωμετρικϊν ςχθμάτων δια τθσ Άλγεβρασ. Ορίηει 

τον τρόπο που μποροφν να παραςτακοφν τα ςθμεία δεδομζνθσ ευκείασ με ζνα πραγματικό 

αρικμό και γενικεφει για τα ςθμεία του επιπζδου. Συγκεκριμζνα αναφζρει ότι «κάκε ςθμείο 

ς’ ζνα δοςμζνο επίπεδο μπορεί να παραςτακεί από ζνα ηεφγοσ αρικμϊν» και «τα ςθμεία 

του επιπζδου αντιςτοιχοφν προσ τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ, αν τουσ πάρουμε ανά δφο ˙ 

ζνα ςθμείο προσ ζνα ηεφγοσ αρικμϊν και αντίςτροφα» (ςελ. 4). Οι ςυντεταγμζνεσ των 

ςθμείων ςυμβολίηονται όπωσ και ςιμερα, για παράδειγμα θ αρχι των αξόνων ζχει 

ςυντεταγμζνεσ (0,0) . Οι άξονεσ είναι κάκετοι ι πλάγιοι.  

Για τθν γεωμετρικι παράςταςθ των εξιςϊςεων αναφζρει ότι, αν δϊςουμε μια τιμι ςτθ 

x , τότε μζςω τθσ εξίςωςθσ μποροφμε να βροφμε τθν y . Αυτό γεωμετρικά ςθμαίνει ότι αν 

x   τότε αν υπάρχει λφςθ (ι λφςεισ) ζχουμε y  .   
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Σχήμα 10: Θ γεωμετρική παράςταςη των εξιςϊςεων 

Κεωρεί το   να κινείται παράλλθλα προσ τον   άξονα και αναφζρει ότι το ςθμείο   

του οποίου οι ςυντεταγμζνεσ ςε κάκε κζςθ επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ, κα γράψει (ςελ. 23): 

 γραμμι, αν όπωσ ςυνικωσ ςυμβαίνει το  x  μεταβλθκεί ςυνεχϊσ μεταξφ δφο τιμϊν 

οπότε και το y  κάνει το ίδιο, ι  

 μεμονωμζνα ςθμεία, αν μόνο για μεμονωμζνεσ τιμζσ x  του θ εξίςωςθ δίνει τιμζσ 

ςτο y και τζλοσ  

 κανζνα ςθμείο, αν για οποιαδιποτε τιμι του x  δεν υπάρχουν τιμζσ του y  που να 

επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ. 

 Ορίηει τισ αλγεβρικζσ καμπφλεσ και αποδεικνφει ότι ο βακμόσ τουσ παραμζνει αναλλοίωτοσ 

ωσ προσ τουσ μεταςχθματιςμοφσ των αξόνων. 

Αποδεικνφει ότι κάκε εξίςωςθ πρϊτου βακμοφ παριςτάνει ευκεία και αντίςτροφα. 

Ερμθνεφει τουσ ςυντελεςτζσ και αςχολείται με διάφορα προβλιματα ςχετικά με τισ 

ευκείεσ. Διαπραγματεφεται τισ εξιςϊςεισ δευτζρου βακμοφ. Ραράγει τθν εξίςωςθ του 

κφκλου από τον τφπο τθσ απόςταςθσ, αλλά και με χριςθ γεωμετρικϊν προτάςεων. 

Διερευνά τθ γενικι εξίςωςθ του κφκλου και λφνει, με αναλυτικζσ μεκόδουσ, διάφορα 

προβλιματα που ςχετίηονται με τον κφκλο. Με παρόμοιο τρόπο αντιμετωπίηονται και οι 

κωνικζσ τομζσ. Ορίηονται ωσ γεωμετρικόσ τόποσ ςθμείων που ζχουν μια ιδιότθτα, π.χ. για 

τθν ζλλειψθ ότι είναι «ο τόποσ των ςθμείων των οποίων οι αποςτάςεισ από δφο δοκζντα 

ςθμεία ζχουν άκροιςμα δεδομζνθ ευκεία». Το κζμα τθσ εφαπτομζνθσ των καμπυλϊν το 

αντιμετωπίηει παρόμοια με το Σοφιανό, αφοφ παρατθρεί ότι θ εξίςωςθ τθσ τζμνουςασ 

καταςτρζφεται αν ταυτίςουμε τα ςθμεία. Διερευνά τθ γενικι εξίςωςθ δευτζρου βακμοφ 

και αποδεικνφει ότι οι καμπφλεσ δευτζρου βακμοφ είναι τομζσ κϊνου και αντίςτροφα. 

Αποδεικνφει, ότι πζντε ςθμεία, ανά τρία μθ ςυνευκειακά, προςδιορίηουν μια μοναδικι 

κωνικι τομι (μζςω τθσ εξίςωςισ τθσ). Επίςθσ διακζτει ζνα κεφάλαιο ςτισ ομογενείσ 

Μ 

Ρ Χ Ο 

Ψ 
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ςυντεταγμζνεσ και παράγει τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν ς’ 

αυτζσ. 

Με χριςθ ορίων προςδιορίηει τισ αςφμπτωτεσ τθσ υπερβολισ και με παραγϊγουσ μελετά 

τισ καμπφλεσ, βρίςκοντασ για παράδειγμα μζγιςτα και ελάχιςτα. Επίςθσ υπολογίηει εμβαδά 

χωρίων με χριςθ ακροιςμάτων. Στθν προτελευταία παράγραφο του βιβλίου με τίτλο 

«Ραραβολικαί καμπφλαι», για τθν καμπφλθ ( )y x , όπου το ( )x  είναι ακζραιο 

πολυϊνυμο, βρίςκει το εμβαδόν κάνοντασ χριςθ τθσ αντιπαραγϊγου. 

Ο Κυπάριςςοσ Στζφανοσ (1857-1917) διορίςτθκε ωσ κακθγθτισ τθσ Αναλυτικισ 

Γεωμετρίασ και τθσ Ανϊτερθσ Άλγεβρασ ςτο Ρανεπιςτιμιο Ακθνϊν το 1884 (Οδθγόσ 

Ρροπτυχιακϊν Σπουδϊν του Μακθματικοφ Τμιματοσ του Εκνικοφ Καποδιςτριακοφ 

Ρανεπιςτθμίου). Μςωσ δεν ζγραψε κάποιο βιβλίο Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, αλλά δίδαςκε 

Αναλυτικι Γεωμετρία, γεγονόσ που πιςτοποιείται από τθν φπαρξθ των Σθμειϊςεων 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ από τισ παραδόςεισ του ςτο Εκνικό Μετςόβιο Ρολυτεχνείο το 1915. 

Στισ ςθμειϊςεισ αφοφ ειςάγει τθν ζννοια του προςανατολιςμζνου ευκφγραμμου 

τμιματοσ, ορίηει ςυντεταγμζνεσ ςτθν ευκεία, ςτο επίπεδο και ςτο χϊρο. Χαρακτθριςτικά 

ςθμειϊνει τθ μονάδα μζτρθςθσ και ςτουσ δφο άξονεσ ςτθν περίπτωςθ του επιπζδου. Δίνει 

τφπουσ για μεταφορά των αξόνων, αλλά και ςτροφισ των ορκογϊνιων αξόνων. Ειςάγει 

τουσ τριγωνομετρικοφσ αρικμοφσ, τουσ οποίουσ και χρθςιμοποιεί για τθν ειςαγωγι των 

πολικϊν ςυντεταγμζνων, τθ ςτροφι των αξόνων, αλλά και ςτισ εκφράςεισ διαφόρων τφπων 

που ςχετίηονται με πλάγιουσ άξονεσ ςυντεταγμζνων. Πςον αφορά τθν εξίςωςθ που 

παριςτάνει μια γραμμι ςτο επίπεδο, ςθμειϊνει ότι: «εξίςωςθ τθσ γραμμισ κα καλοφμε, τθν 

εξίςωςθ που εκφράηει τθν ικανι και αναγκαία ςυνκικθ, ςτθν οποία πρζπει να υπόκεινται 

οι ςυντεταγμζνεσ ενόσ ςθμείου του επιπζδου, για να βρίςκεται το ςθμείο αυτό πάνω ςτθ 

γραμμι» (ςελ. 13). 

 Ζνα μζροσ των ςθμειϊςεων είναι αφιερωμζνο ςτα επίπεδα ςχιματα. Αποδεικνφει τισ 

εξιςϊςεισ τθσ ευκείασ, του κφκλου, των κωνικϊν τομϊν και πολλζσ άλλεσ ιδιότθτεσ των 

καμπφλων αυτϊν. Στο κζμα τθσ εφαπτομζνθσ, για τον κφκλο κεωρεί τθν κάκετθ ςτθν 

ακτίνα, ενϊ, για παράδειγμα ςτθν ζλλειψθ, για να βρει τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ςε 

ζνα ςθμείο, κεωρεί ζνα κφκλο που θ ζλλειψθ είναι θ προβολι του και φζρνει τθν 

εφαπτόμενθ του κφκλου ςτο αντίςτοιχο ςθμείο, τθν οποία ςτθ ςυνζχεια προβάλει ςτο 

επίπεδο τθσ ζλλειψθσ.  Κάνει χριςθ των οριηουςϊν για τθν παράςταςθ τθσ εξίςωςθσ τθσ 

ευκείασ και του εμβαδοφ τριγϊνου. 
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Στο χϊρο αποδεικνφει τισ εξιςϊςεισ του επιπζδου και τθσ ευκείασ. Επίςθσ αςχολείται με 

τθ ςφαίρα, τθσ οποίασ μεταξφ άλλων, βρίςκει το εφαπτόμενο επίπεδο ς’ ζνα ςθμείο τθσ 

από το γεγονόσ ότι είναι κάκετο ςτθν ακτίνα. Επίςθσ αςχολείται και βρίςκει εξιςϊςεισ για 

κωνικζσ, κυλινδρικζσ και κωνοειδείσ επιφάνειεσ, κακϊσ και για επιφάνειεσ εκ περιςτροφισ, 

όπωσ ελλειψοειδι, υπερβολοειδι και παραβολοειδι.  

Το τελευταίο βιβλίο, που επιχειρείται περιλθπτικι περιγραφι του, είναι του Νικολάου Β. 

Γεννθματά (1875-1932), τακτικοφ κακθγθτι του Εκνικοφ Μετςόβιου Ρολυτεχνείου. Το 

βιβλίο αυτό τυπϊκθκε ςε δφο τεφχθ με τίτλο: «Αναλυτικι και Διανυςματικι Γεωμετρία». Το 

πρϊτο τεφχοσ τυπϊκθκε ςτθν Ακινα το 1924 και διαπραγματεφεται τθν Αναλυτικι 

Γεωμετρία του επιπζδου. Το δεφτερο τεφχοσ τυπϊκθκε ςτθν Ακινα το 1925 και μελετά τθν 

Αναλυτικι Γεωμετρία του χϊρου και Διανυςματικι Γεωμετρία. 

Στθν ειςαγωγι του πρϊτου τεφχουσ ο ςυγγραφζασ δίνει διάφορουσ οριςμοφσ όπωσ ότι 

«ςθμειοςειρά είναι το ςφνολο των ςθμείων μιασ ευκείασ» (ςελ. 1) και επεκτείνοντασ τθν 

ζννοια των γεωμετρικϊν ςτοιχείων ορίηει για παράδειγμα, το «επ’ άπειρον ςθμείο τθσ 

ευκείασ να είναι ταυτόςθμο με τθν ζννοια τθσ διεφκυνςθσ τθσ ευκείασ» (ςελ. 2). Στθ 

ςυνζχεια αςχολείται με οριςμοφσ και τθν πρόςκεςθ και αφαίρεςθ διανυςμάτων. 

Το πρϊτο μζροσ του πρϊτου τεφχουσ είναι θ επιπεδομετρία. Ειςάγει άξονεσ 

ςυντεταγμζνων, ςτουσ οποίουσ οι κετικοί θμιάξονεσ ςθμειϊνονται ωσ διανφςματα που 

ορίηουν τθ κετικι φορά. Οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου M  ορίηονται ωσ θ αλγεβρικι τιμι 

των προβολϊν του OM  ςτουσ άξονεσ (O  είναι θ αρχι των αξόνων), λαμβάνοντασ υπ’ όψιν 

τθ κετικι ι αρνθτικι φορά των διανυςμάτων. Ορίηει τισ πολικζσ ςυντεταγμζνεσ και δίνει 

τφπουσ για μεταφορά και ςτροφι αξόνων. 

Μελετά τθν ευκεία, τθν οποία και διερευνά πλιρωσ ςε ευκφγραμμεσ και πολικζσ 

ςυντεταγμζνεσ. Στθ ςυνζχεια αςχολείται με τον κφκλο και τισ κωνικζσ τομζσ. Βρίςκει τισ 

εξιςϊςεισ τουσ και ορίηει παραμετρικζσ εξιςϊςεισ, που τισ ονομάηει «δεςμικζσ εξιςϊςεισ». 

Για παράδειγμα, ςτον κφκλο με εξίςωςθ 2 2 2x y r   ορίηει ωσ παραμετρικζσ εξιςϊςεισ 

(ςελ. 64) τισ  

( )

1
( )

y x r

y x r





 



  


. 
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Αποδεικνφει διάφορεσ ιδιότθτεσ και λφνει διάφορα προβλιματα που ςχετίηονται με το 

κφκλο και τισ κωνικζσ, κάνοντασ χριςθ και των παραμετρικϊν εξιςϊςεων. Το κζμα τθσ 

εφαπτομζνθσ του κφκλου, το λφνει κεωρϊντασ τθν εφαπτομζνθ κάκετθ ςτθν ακτίνα. Για τθν 

ζλλειψθ όμωσ, για παράδειγμα με εξίςωςθ 
2 2

2 2
1

x y

 
  , κεωρεί τισ «δεςμικζσ εξιςϊςεισ» 

0 0

2

0 02

( )

( )

y y x x

y y x x





 

  



   


, όπου 0( , )oA x y  ζνα ςθμείο τθσ ζλλειψθσ. Δθλαδι τισ εξιςϊςεισ 

δφο ευκειϊν που διζρχονται από τα δφο αντιδιαμετρικά ςθμεία A  και A  και τζμνονται ςε 

ςθμείο   τθσ ζλλειψθσ. Διατυπϊνει δε ότι όταν θ μια ευκεία ςυμπζςει με τθ διάμετρο 

AA , τότε θ άλλθ γίνεται εφαπτόμενθ τθσ ζλλειψθσ. Με αυτό τον τρόπο, προςδιορίηει το 

ςυντελεςτι διεφκυνςθσ τθσ εφαπτομζνθσ ςτο τυχαίο ςθμείο τθσ 0( , )oA x y  (ςελ. 130-131). 

Επίςθσ διερευνά τθ γενικι εξίςωςθ δευτζρου βακμοφ. 

Στο δεφτερο τεφχοσ αςχολείται με το χϊρο. Ορίηει ανάλογα τισ ςυντεταγμζνεσ, και 

μελετά το επίπεδο και τθν ευκεία ςτο χϊρο, μζςα από τισ εξιςϊςεισ τουσ. Στθ ςυνζχεια 

αςχολείται με τθ ςφαίρα και διάφορεσ επιφάνειεσ, όπωσ ελλειψοειδι, παραβολοειδι και 

άλλα. Τζλοσ μελετά περαιτζρω τα διανφςματα, βρίςκει τισ διανυςματικζσ εξιςϊςεισ τθσ 

ευκείασ, του επιπζδου και ορίηει πράξεισ όπωσ το εςωτερικό, το  εξωτερικό και το μικτό 

γινόμενο διανυςμάτων. 
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3.  Θεωρύεσ για τον τρόπο που αναπτύςςεται η μαθηματικό 

γνώςη και τη διδαςκαλύα    μαθηματικών 

Σφμφωνα με τουσ Godino, Batanero και Font (2007), θ Διδακτική των Μαθηματικϊν ι 

Μαθηματική Εκπαίδευςη (Mathematics Education), ωσ επιςτθμονικόσ κλάδοσ, ζχει ςτόχο να 

μελετιςει τουσ παράγοντεσ που επιδροφν ςτθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ των 

μακθματικϊν, και να αναπτφξει προγράμματα που να βελτιϊνουν τθ διδαςκαλία των 

μακθματικϊν. 

Στθν προςπάκεια αυτι διάφοροι επιςτθμονικοί κλάδοι, όπωσ Ψυχολογία, Ραιδαγωγικι, 

Κοινωνιολογία, Φιλοςοφία, κ.τ.λ., ζχουν ςυνειςφζρει και ςυνεχίηουν να βοθκοφν ςτθν 

επίτευξθ του παραπάνω ςτόχου. Θ χριςθ των παραπάνω ςυνειςφορϊν ςτθ Διδακτικι των 

Μακθματικϊν, πρζπει να βαςίηεται ςε μία ανάλυςθ τθσ φφςθσ των μακθματικϊν και των 

μακθματικϊν εννοιϊν και ςτθν ατομικι και πολιτιςτικι τουσ ανάπτυξθ. Μια τζτοια 

επιςτθμολογικι ανάλυςθ είναι ουςιαςτικι ςτθ διδακτικι των Μακθματικϊν, γιατί κα ιταν 

πολφ δφςκολο να μελετθκοφν κατάλλθλα, θ διδαςκαλία και θ διαδικαςία μάκθςθσ 

απροςδιόριςτων και αςαφϊν αντικειμζνων. Μερικά φιλοςοφικά ερωτιματα, που δεν 

μποροφν να αγνοθκοφν ςτθν προςπάκεια αυτι είναι τα παρακάτω:  

 Ροια είναι θ φφςθ των μακθματικϊν αντικειμζνων; 

 Ροιοσ είναι ο ρόλοσ τθσ ανκρϊπινθσ δραςτθριότθτασ και τθσ κοινωνικό-πολιτιςτικισ 

διεργαςίασ ςτθν ανάπτυξθ των μακθματικϊν ιδεϊν; 

 Στα μακθματικά ανακαλφπτουμε ι εφευρίςκουμε; 

 Οι τυπικοί οριςμοί και οι δθλϊςεισ καλφπτουν το πλιρεσ νόθμα των εννοιϊν και των 

προτάςεων; 

 Ροιοσ είναι ο ρόλοσ των νοθμάτων που αποδίδουμε ςτα μακθματικά αντικείμενα, 

ςτθ ςχζςθ τουσ με άλλα αντικείμενα, ςε προβλιματα ςτα οποία χρθςιμοποιοφνται 

και ςτισ διαφορετικζσ ςυμβολικζσ αναπαραςτάςεισ τουσ; 

Θ ςχετικά πρόςφατθ ανάπτυξθ του κλάδου ωσ επιςτθμονικοφ πεδίου, εξθγεί τθν 

απουςία μιασ παγιωμζνθσ και κυρίαρχθσ ερευνθτικισ ςχολισ. Ροικίλεσ κεωρθτικζσ 

προςεγγίςεισ ζχουν αναπτυχκεί τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ. Στθν ενότθτα αυτι επιχειρείται θ 

περιγραφι τεςςάρων από τισ προςπάκειεσ αυτζσ. Κατ’ αρχιν αναπτφςςονται οι απόψεισ 

των David Tall και Shlomo Vinner (1981) ςε ςχζςθ με τισ εννοιολογικζσ εικόνεσ και τουσ 
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εννοιολογικοφσ οριςμοφσ των εννοιϊν ςτα Μακθματικά. Στθ ςυνζχεια περιγράφεται ο 

δυϊςμόσ διεργαςίασ-αντικειμζνου και θ κεωρία τθσ υποςταςιοποίθςθσ τθσ Sfard (1991). 

Επίςθσ γίνεται αναφορά ςτθ κεωρία APOS (Action-Process-Object-Schema) του Dubinsky 

(1991) και των ςυνεργατϊν του. Τζλοσ περιγράφεται θ οντο-ςθμειωτικι προςζγγιςθ ςτθ 

Διδακτικι των Μακθματικϊν των Godino, Batanero, Font (2007). Επίςθσ ςυμπλθρϊνοντασ 

το κεωρθτικό πλαίςιο γίνεται αναφορά ςτισ αναπαραςτάςεισ των μακθματικϊν εννοιϊν. Οι 

αναπαραςτάςεισ ζχουν κυρίαρχο ρόλο ςτθν ανάπτυξθ, αλλά και ςτθν κατανόθςθ των 

μακθματικϊν εννοιϊν, αφοφ τισ μακθματικζσ ζννοιεσ τισ αντιλαμβανόμαςτε μζςα από τισ 

αναπαραςτάςεισ τουσ. Ειδικά γίνεται εκτενισ αναφορά ςτισ ςθμειωτικζσ αναπαραςτάςεισ 

και το ρόλο τουσ ςτθν κατανόθςθ των μακθματικϊν εννοιϊν. Επίςθσ γίνεται εκτενισ 

αναφορά ςτισ απόψεισ των εμπνευςτϊν τθσ οντο-ςθμειωτικισ προςζγγιςθσ, όςον αφορά 

τισ πολλαπλζσ αναπαραςτάςεισ ενόσ μακθματικοφ αντικειμζνου, κακϊσ επίςθσ και ςτθ 

χριςθ ενόσ αντικειμζνου ωσ γζνιο ςτοιχείο. 

3.1. Εννοιολογικϋσ εικόνεσ και εννοιολογικού οριςμού 

Σ’ αυτι τθν ενότθτα περιγράφονται οι απόψεισ των David Tall και Shlomo Vinner από τθν 

εργαςία τουσ με τίτλο: «Εννοιολογικζσ εικόνεσ και εννοιολογικοί οριςμοί εννοιϊν ςτα 

Μακθματικά με ςυγκεκριμζνεσ αναφορζσ ςτα όρια και ςτθ ςυνζχεια» (1981). 

Σφμφωνα με τουσ Tall και Vinner (1981), ςυγκρινόμενα με άλλα πεδία τθσ ανκρϊπινθσ 

ςκζψθσ, τα Μακθματικά ςυνικωσ κεωροφνται ζνα πεδίο μεγάλθσ ακρίβειασ, ςτο οποίο 

ζννοιεσ μποροφν να οριςτοφν με μεγάλθ ακρίβεια, εφοδιάηοντασ τθ μακθματικι κεωρία με 

ςτακερά κεμζλια. Στθν πραγματικότθτα τα πράγματα είναι κάπωσ διαφορετικά. Ρολλζσ 

μακθματικζσ ζννοιεσ τισ ζχουμε ςυναντιςει με τον ζνα ι τον άλλο τρόπο, πριν να οριςτοφν 

τυπικά και μια ςφνκετθ γνωςτικι δομι υπάρχει ςτο μυαλό του κάκε ατόμου, όταν γίνεται 

αναφορά ςε μια ζννοια. 

Ο όροσ εννοιολογική εικόνα (concept image) περιγράφει τθ ςυνολικι γνωςτικι δομι που 

ςυνδζεται με μια ζννοια. Ρεριλαμβάνει όλεσ τισ διανοθτικζσ εικόνεσ και ςυςχετίηει 

ιδιότθτεσ και διεργαςίεσ. Αναπτφςςεται διαχρονικά μζςα από εμπειρίεσ όλων των ειδϊν και 

μεταβάλλεται όταν το άτομο ςυναντά νζα ερεκίςματα και φφςεισ των εννοιϊν. Θ 

εννοιολογικι εικόνα δεν είναι ςυνεκτικι κακϊσ αναπτφςςεται. Γι’ αυτό δφναται να περιζχει 

πάντα το ςπόρο μιασ πικανισ μελλοντικισ ςφγκρουςθσ.  



 46 

 

Ο εννοιολογικόσ οριςμόσ (concept definition) είναι μια ςειρά λζξεων, που 

χρθςιμοποιοφνται για να ορίςουν μια ζννοια. Μπορεί δε να διαχωριςτεί ςε: 

 Ατομικό εννοιολογικό οριςμό, που γενικεφει τθν ατομικι εννοιολογικι εικόνα και ςε 

 Φορμαλιςτικό εννοιολογικό οριςμό που είναι αποδεκτόσ από τθν ευρφτερθ 

μακθματικι κοινότθτα. 

Για παράδειγμα ο φορμαλιςτικόσ εννοιολογικόσ οριςμόσ για τθ ςυνάρτθςθ είναι: μια ςχζςθ 

με τθν οποία αντιςτοιχίηουμε ςε κάκε ςτοιχείο του ςυνόλου Α ζνα και μόνο ζνα ςτοιχείο 

του ςυνόλου Β. Για τον ατομικό εννοιολογικό οριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ μποροφμε να ζχουμε 

τον τφπο, το γράφθμα, τον πίνακα τιμϊν, ζνα κανόνα αντιςτοίχθςθσ και άλλα. 

Θ ζλλειψθ ςυνδετικϊν κρίκων ανάμεςα ςτισ εννοιολογικζσ εικόνεσ ι ακόμα ςοβαρότερα 

θ ςφγκρουςθ μιασ εννοιολογικισ εικόνασ με τον εννοιολογικό οριςμό, δθμιουργοφν 

γνωςτικι ςφγχυςθ. Ζτςι μιλάμε για δυνθτικοφσ παράγοντεσ ςφγκρουςθσ ι για γνωςτικοφσ 

παράγοντεσ ςφγκρουςθσ. Οι τελευταίοι παρουςιάηονται όταν διαφορετικζσ εννοιολογικζσ 

εικόνεσ ανακαλοφνται ταυτόχρονα.  

Ζνα παράδειγμα ζλλειψθσ ςυνδετικϊν κρίκων που αναφζρουν οι ςυγγραφείσ είναι όταν 

ςε ζρευνα που ζγινε ςε πρωτοετείσ φοιτθτζσ, τουσ ηθτικθκε να υπολογίςουν το παρακάτω 

όριο: 

9 9 9
lim 1 ...

10 100 10nn

 
    

 
 

και να βρουν τθ ςχζςθ διάταξθσ ανάμεςα ςτουσ αρικμοφσ 0, 9  και 1. Οι 14 ςτουσ 36 που 

βρίςκουν το όριο τθσ ακολουκίασ ςωςτά, απαντοφν λάκοσ ςτθ ςχζςθ διάταξθσ. Οι φοιτθτζσ 

δε ςυνδζουν το 0, 9  με τθ δεκαδικι του αναπαράςταςθ και κατά ςυνζπεια με το άκροιςμα 

άπειρων όρων γεωμετρικισ προόδου ι το όριο ακολουκίασ. Πταν τουσ ηθτικθκε να 

γράψουν το 0, 9  με δεκαδικι αναπαράςταςθ και να ξαναβροφν τθ ςχζςθ διάταξθσ, τότε 13 

από τουσ 14 απάντθςαν ςωςτά. 

Ζνα δεφτερο παράδειγμα ζλλειψθσ ςυνδετικϊν κρίκων ςτο πεδίο τθσ Αναλυτικισ 

Γεωμετρίασ, που μπορεί να παρατεκεί αφορά τισ λφςεισ των εξιςϊςεων που παριςτάνουν 

ευκείεσ ι καμπφλεσ. Οι μακθτζσ ζχουν ςυνθκίςει να λφνουν εξιςϊςεισ με ζνα άγνωςτο και 

να παράγουν λφςεισ οι οποίεσ προςδιορίηονται από ζναν αρικμό π.χ. x=3. Ζτςι 
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δυςκολεφονται να αντιλθφκοφν ότι οι λφςεισ μιασ εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ, αν 

υπάρχουν, είναι ηευγάρια τιμϊν δθλαδι δφο αρικμοί προςδιορίηουν μια τζτοια λφςθ (αυτό 

προκφπτει από τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ που ακολουκεί). Ζνασ τρόποσ να ςυνδεκεί το 

x με το y είναι βζβαια το ςχιμα, δθλαδι θ ταυτοποίθςθ των λφςεων με τισ ςυντεταγμζνεσ 

των ςθμείων του ςχιματοσ, αλλά υπάρχει και ζνασ δεφτεροσ τρόποσ ςφνδεςθσ, θ ζννοια τθσ 

ςυνάρτθςθσ. Θ ςυνάρτθςθ εξ οριςμοφ ςυνδζει το x με το y και παρζχει ςτο μακθτι τθ 

δυνατότθτα να αντιλαμβάνεται αυτζσ τισ δφο ποςότθτεσ άμεςα ςυνδεδεμζνεσ (για κάκε x 

υπάρχει ζνα μόνο y). Βζβαια τα ςχιματα των καμπυλϊν δεν αποτελοφν απαραίτθτα 

γραφιματα ςυναρτιςεων, όμωσ μποροφν να παραςτακοφν από γραφιματα ςυναρτιςεων 

κάποια μζρθ των καμπυλϊν (π.χ. το θμικφκλιο). 

Σφμφωνα με τουσ Tall και Vinner (1981), προκφπτει ζνα παράδειγμα γνωςτικισ 

ςφγκρουςθσ, όταν ορίηουμε ζνα μιγαδικό αρικμό x+iy ςαν ζνα διατεταγμζνο ηεφγοσ 

πραγματικϊν αρικμϊν (x,y). Θ ταυτοποίθςθ του x+0i =(x,0) με τον πραγματικό αρικμό x, 

είναι ζνασ πικανόσ παράγοντασ ςφγχυςθσ. Σε ερωτθματολόγιο που δόκθκε, οι μακθτζσ 

απαντοφν ότι το 2  δεν είναι μιγαδικόσ, παρά το γεγονόσ ότι είχαν ορίςει τουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ ωσ «μιγαδικοφσ με φανταςτικό μζροσ μθδζν». Ζτςι κεωροφν το 

2  πραγματικό, ενϊ το 2 0i  μιγαδικό. Εδϊ ζχουμε ζνα πικανό παράγοντα ςφγχυςθσ 

από τθ ςυνολοκεωρθτικι ςκοπιά, ότι το ςτοιχείο x είναι διαφορετικό από το διατεταγμζνο 

ηεφγοσ (x,0). 

Ζνα δεφτερο παράδειγμα γνωςτικισ ςφγκρουςθσ που δίνουν οι ςυγγραφείσ, ζχει ςχζςθ 

με τθν ζννοια του ορίου ςυνάρτθςθσ. Συγκεκριμζνα για τθν ζννοια lim ( )
x a

f x c


  

χρθςιμοποιϊντασ τουσ όρουσ «τείνει, πλθςιάηει, προςεγγίηει» ι ακόμα τθ διαιςκθτικι 

εικόνα του ότι «όταν το x πλθςιάηει ςτο α, τότε το f(x) πλθςιάηει το c» πικανά να 

δθμιουργιςουμε τθ λανκαςμζνθ εννοιολογικι εικόνα ότι ( )f x c . Επίςθσ ειςάγοντασ το 

όριο με παραδείγματα τφπων όπωσ 
2

1

1
lim 2

1x

x

x





 δίνεται θ εντφπωςθ ότι ο περιοριςμόσ 

1x   προκφπτει από το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ και όχι από το φορμαλιςτικό οριςμό 

του ορίου: lim ( ) ( 0, 0 :0 ( ) )
x a

f x l x a f x l   


             που πρζπει να  

τονίηεται ότι x a . Αυτόσ ο δυνθτικόσ παράγοντασ ςφγκρουςθσ μπορεί να γίνει γνωςτικόσ 

ςτθν περίπτωςθ τθσ ςφνκεςθσ ςυναρτιςεων. Για παράδειγμα, ςτθν ερϊτθςθ ςωςτοφ- 
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λάκουσ 

lim ( )

lim ( ( ))

lim ( )

x a

x a

y b

f x b

g f x c

g y c









 
  

  
 
  

, οι 20 ςτουσ 21 φοιτθτζσ απαντοφν ότι είναι 

ςωςτό. Αν για παράδειγμα πάρουμε ( ) 0,f x x   και 
0, 0

( )
1, 0

y
g y

y


 


 τότε εφκολα 

μπορεί κάποιοσ να δει ότι 
0

lim ( ) 0
x

f x


  και 
0

lim ( ( )) (0) 1
x

g f x g


  . Πμωσ για τουσ φοιτθτζσ 

που πιςτεφουν ότι μπορεί 0x   και ( ) 0f x   προκφπτει άμεςα ότι 

0 0
lim ( ( )) lim ( ) 0
x y

g f x g y
 

   που είναι λάκοσ. 

Τζλοσ, ζνα παράδειγμα γνωςτικισ ςφγκρουςθσ που αφορά τθν Αναλυτικι Γεωμετρία, 

είναι θ εξίςωςθ των ευκειϊν που είναι παράλλθλεσ ςτον y΄y  άξονα ( x a ). Οι μακθτζσ 

γνωρίηουν ότι θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ 2 5 0x   είναι 
5

2
x   . Δεν μποροφν πικανά να 

αντιλθφκοφν, ότι θ ίδια εξίςωςθ περιγράφει τισ ςυντεταγμζνεσ των άπειρων ςθμείων μιασ 

ευκείασ 
5

( , )
2

y , y  ςτο επίπεδο.  

3.2. Ο δυώςμόσ διεργαςύασ — αντικειμϋνου και η θεωρύα τησ 

υποςταςιοπούηςησ 

Σ’ αυτι τθν ενότθτα αναπτφςςονται οι απόψεισ που περιγράφονται ςτισ εργαςίεσ τθσ Sfard 

(1991) και των Sfard και Linchevski (1994). Στθν αρχι γίνεται αναφορά ςτο δυϊςμό 

διεργαςία — αντικείμενο και ςτθ ςυνζχεια περιγράφονται τα τρία ςτάδια ςχθματιςμοφ μιασ 

ζννοιασ: θ εςωτερίκευςη (interiorization), θ ςυμπφκνωςη (condensation) και θ 

υποςταςιοποίηςη (reification). 

Συμφϊνα με τθ Sfard (1991), τισ μακθματικζσ ζννοιεσ μποροφμε να τισ δοφμε ωσ 

αφθρθμζνα αντικείμενα ι ωσ διεργαςίεσ. Πταν αναφερόμαςτε ςτθν ζννοια ωσ αφθρθμζνο 

αντικείμενο, τότε ζχουμε δομική αντίληψη (structural conception) τθσ ζννοιασ, δθλαδι 

αναφερόμαςτε ςε μια ςτατικι δομι, ςτιγμιαία και ολοκλθρωμζνθ. Για παράδειγμα, ο 

κφκλοσ μπορεί να κεωρθκεί, ωσ ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων του επιπζδου που 

ιςαπζχουν από δοκζν ςθμείο. Στθν περίπτωςθ που αναφερόμαςτε ςτθν ζννοια ωσ 

διεργαςία, τότε ζχουμε λειτουργική αντίληψη (operational conception) τθσ ζννοιασ, δθλαδι 

εναςχόλθςθ κυρίωσ με διεργαςίεσ, αλγορίκμουσ και δράςεισ. Για παράδειγμα, ο κφκλοσ ς’ 
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αυτι τθ περίπτωςθ μπορεί να κεωρθκεί ωσ μια καμπφλθ, που προκφπτει αν περιςτρζψω το 

διαβιτθ γφρω από ζνα ςτακερό ςθμείο ι ωσ ζνα ςφνολο ςθμείων, που οι ςυντεταγμζνεσ 

τουσ προκφπτουν ωσ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ ςτο πεδίο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. 

Είναι ςθμαντικό να αναφερκεί, ότι οι δφο παραπάνω τρόποι προςζγγιςθσ των 

μακθματικϊν εννοιϊν είναι φαινομενικά αμοιβαία αποκλειόμενοι, ςτθν πραγματικότθτα 

όμωσ είναι ςυμπλθρωματικοί. Οι όροι δομικι και λειτουργικι επινόθςθ, αναφζρονται ςε 

δφο αδιαχϊριςτεσ όψεισ τθσ ζννοιασ και γι’ αυτό αναφερόμαςτε ςε δυϊκότθτα και όχι ςε 

διχοτόμθςθ. Θ διαδικαςία τθσ μάκθςθσ και τθσ επίλυςθσ προβλθμάτων, απαιτεί ςυνδυαςμό 

δομικισ και λειτουργικισ προςζγγιςθσ τθσ ίδιασ ζννοιασ. Θ ίδια θ Sfard δίνει ζμφαςθ ςτθ 

δυϊκότθτα (διεργαςία — αντικείμενο) των εννοιϊν και ςθμειϊνει ότι «για να κατακτιςει 

κάποιοσ το νόθμα ςε μακθματικζσ ζννοιεσ ανωτζρου επιπζδου, χρειάηεται να είναι ικανόσ 

να ςκζπτεται ςυγχρόνωσ λειτουργικά και δομικά» (Sfard 1991). 

Στθν αρικμθτικι, μπορεί κάποιοσ να κεωριςει το 2+3 ςαν μία πράξθ ι να το βλζπει ςαν 

τθν ποςότθτα 5. Μπορεί δθλαδι να εςτιάςει ςτθ διεργαςία ι ςτο αποτζλεςμα (αντικείμενο) 

τθσ πράξθσ. Ζνασ τζτοιοσ διαχωριςμόσ είναι αδφνατον να ςυμβεί ςτθν Άλγεβρα με 

εκφράςεισ, όπωσ α+β ι 3χ+1. Εδϊ δεν μπορεί να υπάρξει διεργαςία, οπότε δεν υπάρχει 

αποτζλεςμα και ζνα άτομο πρζπει να αντιλαμβάνεται τισ εκφράςεισ αυτζσ δομικά. Ζνα 

δεφτερο παράδειγμα που μπορεί να παρατθρθκεί ο παραπάνω δυϊςμόσ, είναι ςτθν 

περίπτωςθ τθσ εξίςωςθσ ψ=2χ+4. Μπορεί να κεωρθκεί ωσ υπολογιςτικι διαδικαςία για 

παραγωγι λφςεων ι ωσ το ςφνολο των διατεταγμζνων ηευγαριϊν (ςυνάρτθςθ- αντικείμενο) 

ι ωσ το ςφνολο των ςθμείων μιασ ευκείασ-αντικείμενο (τα ηευγάρια των λφςεων αποτελοφν 

τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων). 

Θ Sfard εικάηει μζςω ιςτορικϊν παραδειγμάτων (π.χ. θ εξζλιξθ τθσ ζννοιασ του αρικμοφ) 

και υπό το φϊσ γνωςτικϊν κεωριϊν (Piaget και άλλων), ότι θ λειτουργικι επινόθςθ είναι 

για τουσ περιςςότερουσ ανκρϊπουσ το πρϊτο βιμα για τθν κατάκτθςθ μιασ νζασ 

μακθματικισ ζννοιασ. Θ Sfard (1991) όριςε τρία ςτάδια ςτθν ανάπτυξθ των εννοιϊν: τθν 

εςωτερίκευςη (interiorization), τθν ςυμπφκνωςη (condensation) και τθν υποςταςιοποίηςη 

(reification). 

Στο επίπεδο τθσ εςωτερίκευςησ, το άτομο αρχίηει να εξοικειϊνεται με διεργαςίεσ που κα 

προκαλζςουν μια νζα ζννοια (όπωσ θ μζτρθςθ οδθγεί ςτουσ φυςικοφσ αρικμοφσ, θ 

αφαίρεςθ οδθγεί ςτουσ αρνθτικοφσ αρικμοφσ ι οι αλγεβρικοί χειριςμοί ςτισ ςυναρτιςεισ). 

Αυτζσ οι διεργαςίεσ, είναι λειτουργίεσ που εκτελοφνται ςε χαμθλότερου επιπζδου 
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μακθματικά αντικείμενα (ςε ςχζςθ μ’ αυτά που προκφπτουν). Βακμιαία το άτομο 

εξοικειϊνεται με τθν εκτζλεςθ αυτϊν των διεργαςιϊν. Οι διεργαςίεσ ζχουν εςωτερικευκεί, 

αν μποροφν να πραγματοποιθκοφν μζςω νοθτικϊν αναπαραςτάςεων και προκειμζνου να 

εξεταςτοφν, αναλυκοφν και ςυγκρικοφν, δεν υπάρχει ανάγκθ ςτθν πραγματικότθτα να 

εκτελεςτοφν. Θ ςυγγραφζασ αναφζρει δφο παραδείγματα. Στθν περίπτωςθ των αρνθτικϊν 

αρικμϊν, το ςτάδιο αυτό πραγματϊνεται όταν το άτομο αποκτά επιδεξιότθτα ςτθν 

εκτζλεςθ αφαιρζςεων. Στθν περίπτωςθ των ςυναρτιςεων το ςτάδιο αυτό πραγματϊνεται 

όταν θ ζννοια τθσ μεταβλθτισ ζχει κατανοθκεί και ζχει αποκτθκεί από το άτομο θ 

ικανότθτα χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο να βρίςκει τιμζσ για τθν εξαρτθμζνθ μεταβλθτι.  

Το ςτάδιο τθσ ςυμπφκνωςησ, είναι θ περίοδοσ κατά τθν οποία μεγάλεσ ςε μικοσ 

ακολουκίεσ λειτουργιϊν ςυμπυκνϊνονται ςε πιο εφκολεσ ςτο χειριςμό μονάδεσ. Σε αυτό το 

ςτάδιο, το άτομο γίνεται ολοζνα και πιο ικανό να ςκεφτεί τθ ςυγκεκριμζνθ διεργαςία ι 

μζροσ αυτισ, ωσ μια ολότθτα, χωρίσ να αιςκάνεται τθν ανάγκθ να υπειςζλκει ςε 

λεπτομζρειεσ. Σϋ αυτι τθ ςυμπυκνωμζνθ ολότθτα δίνεται ζνα όνομα και «αυτό είναι το 

ςθμείο ςτο οποίο μια καινοφργια ζννοια, επιςιμωσ, γεννιζται». Στο ςτάδιο αυτό το άτομο 

ευκολότερα ςυνδυάηει διαδικαςίεσ, κάνει ςυγκρίςεισ και γενικεφει. Μια ςπουδαία πλευρά 

τθσ ςυμπφκνωςθσ, είναι θ αυξανόμενθ ικανότθτα του ατόμου για εναλλαγι μεταξφ των 

διαφορετικϊν αναπαραςτάςεων τθσ ίδιασ ζννοιασ. Στο παράδειγμα των αρνθτικϊν 

αρικμϊν, θ ςυμπφκνωςθ μπορεί να αξιολογθκεί μζςω τθσ ικανότθτασ του ατόμου, να 

ςυνδυάηει τθ ςυμπυκνωμζνθ διεργαςία με άλλεσ υπολογιςτικζσ πράξεισ, δθλαδι να μπορεί 

να εκτελεί μακθματικοφσ υπολογιςμοφσ, όπωσ πρόςκεςθ ι πολλαπλαςιαςμό κετικϊν και 

αρνθτικϊν αρικμϊν. Στθν περίπτωςθ τθσ ςυνάρτθςθσ, θ ςυμπφκνωςθ είναι το ςτάδιο 

εκείνο ςτο οποίο το άτομο ζχει αποκτιςει τθν ικανότθτα να βλζπει και να χειρίηεται το 

γράφθμα ωσ ολότθτα, χωρίσ να κοιτάξει τισ ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ. Μπορεί να μελετά 

ςυναρτιςεισ, να ςχεδιάηει γραφιματα, να ςυνδυάηει ηεφγθ ςυναρτιςεων, ακόμα και να 

βρίςκει τθν αντίςτροφθ μιασ ςυνάρτθςθσ. 

Το ςτάδιο τθσ ςυμπφκνωςθσ διαρκεί, όςο θ καινοφρια οντότθτα παραμζνει ςτενά 

ςυνδεδεμζνθ με τθ ςυγκεκριμζνθ διεργαςία. Μόνο όταν το άτομο γίνει ικανό, να δει τθν 

ζννοια ςαν ζνα ολοκλθρωμζνο αντικείμενο, λζμε ότι ζχει επιτευχκεί θ υποςταςιοποίηςη. 

Ζτςι θ υποςταςιοποίθςθ ορίηεται ωσ μια οντολογικι αλλαγι, μια ξαφνικι δυνατότθτα να 

δοφμε κάτι οικείο από μια εντελϊσ διαφορετικι ςκοπιά. Ενϊ θ εςωτερίκευςθ και θ 

ςυμπφκνωςθ είναι βακμιαίεσ, ποςοτικζσ παρά ποιοτικζσ αλλαγζσ, θ υποςταςιοποίθςθ είναι 
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ζνα ςτιγμιαίο άλμα: θ διεργαςία παγιϊνεται ωσ αντικείμενο, μετατρζπεται ςε μια ςτατικι 

καταςκευι. Ρολλζσ αναπαραςτάςεισ τθσ ζννοιασ ενοποιοφνται ςε μια αφθρθμζνθ και 

κακαρά φανταςτικι καταςκευι. Θ νζα οντότθτα, ςφντομα αποςπάται από τθ διεργαςία που 

τθν παριγαγε και αρχίηει να αποκτά νόθμα ςαν μζλοσ μιασ ςυγκεκριμζνθσ κατθγορίασ. Θ 

κατθγορία αυτι, γίνεται τελικά θ βάςθ για ιςχυριςμοφσ που αφοροφν το καινοφργιο 

αντικείμενο. Το άτομο μπορεί να ερευνιςει γενικζσ ιδιότθτεσ αυτισ τθσ κατθγορίασ και 

ποικίλεσ ςχζςεισ μεταξφ των αναπαραςτάςεων τθσ. Μπορεί να λφνει προβλιματα που 

ςχετίηονται με τθν εφρεςθ όλων των παραδειγμάτων από τθν κατθγορία, που ικανοποιοφν 

μια δοκείςα υπόκεςθ. Καινοφργια μακθματικά αντικείμενα μποροφν πλζον να 

καταςκευαςτοφν από το παρόν αντικείμενο. Για τουσ αρνθτικοφσ αρικμοφσ, το ςτάδιο τθσ 

υποςταςιοποίθςθσ πραγματοποιείται, όταν το άτομο αποκτά τθν ικανότθτα να χειρίηεται 

τουσ αρνθτικοφσ αρικμοφσ ωσ ζνα υποςφνολο του δακτυλίου των ακεραίων. Πςον αφορά 

τισ ςυναρτιςεισ, το ςτάδιο αυτό επιτυγχάνεται, όταν το άτομο μπορεί να λφνει εξιςϊςεισ, 

ςτισ οποίεσ οι άγνωςτοι είναι ςυναρτιςεισ, να μιλά για γενικζσ ιδιότθτεσ διαφορετικϊν 

διεργαςιϊν που εκτελοφνται ςε ςυναρτιςεισ και να αναγνωρίηει ότι θ δυνατότθτα 

υπολογιςμοφ δεν είναι απαραίτθτο χαρακτθριςτικό του ςυνόλου των διατεταγμζνων 

ηευγαριϊν, τα οποία κεωροφνται ωσ ςυναρτιςεισ. 

Ζνα ακόμα παράδειγμα ςχετικό με τθν παροφςα εργαςία, είναι θ ευκεία ωσ αντικείμενο 

τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Στο ςτάδιο τθσ εςωτερίκευςησ, το άτομο ζχει κατανοιςει το 

ρόλο των μεταβλθτϊν — αγνϊςτων ςτθν εξίςωςθ και ζχει αποκτιςει τθν ικανότθτα, 

χρθςιμοποιϊντασ τθν εξίςωςθ, να βρίςκει ηευγάρια λφςεων για διάφορεσ τιμζσ των 

μεταβλθτϊν — αγνϊςτων, π.χ. για 3x   βρίςκω το y , άρα και ςθμεία του ςχιματοσ. Στο 

ςτάδιο τθσ ςυμπφκνωςησ, το άτομο βλζπει το ςχιμα ωσ ολότθτα χωρίσ να ενδιαφζρεται για 

ςυγκεκριμζνεσ λφςεισ-ςθμεία. Μπορεί μελετϊντασ τθν κλίςθ τουσ, να βρίςκει τθ ςχετικι 

τουσ κζςθ (παράλλθλεσ, τεμνόμενεσ, κάκετεσ, κ.α.). Επίςθσ μελετϊντασ το ςθμείο τομισ με 

τον y΄y  άξονα, ςε ςυνδυαςμό με τθν κλίςθ, να καταλιξει ςε ςυμπεράςματα ςε ςχζςθ με 

παράλλθλθ μεταφορά ευκειϊν και ίςωσ για απόςταςθ δφο ευκειϊν.  Στο ςτάδιο τθσ 

υποςταςιοποίηςησ, μπορεί να παράγει νζεσ ευκείεσ, μζςα από το ςυςχετιςμό ιδθ 

υπαρχουςϊν ευκειϊν (μεςοπαράλλθλθ, διχοτόμο, κ.α.). Επίςθσ μπορεί να μελετά ςφνολα 

ευκειϊν, για παράδειγμα τθ δζςμθ ευκειϊν που περιγράφεται από τισ εξιςϊςεισ 1y mx   

με m  και τθν εξίςωςθ 0x  , βρίςκοντασ χαρακτθριςτικζσ ιδιότθτεσ τουσ.   
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Το γενικό μοντζλο ςχθματιςμοφ μιασ ζννοιασ, φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα:  

       

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 11: Γενικό μοντζλο διαμόρφωςησ των εννοιϊν (Sfard, 1991) 

Θ Sfard (1991) υπογραμμίηει τθν αναγκαιότθτα του διπλοφ τρόπου προςζγγιςθσ των 

μακθματικϊν εννοιϊν, δθλαδι τθ λειτουργικι και τθ δομικι. Οι πλθροφορίεσ που 

μποροφμε να αποκτιςουμε με λειτουργικζσ διεργαςίεσ, είναι απαραίτθτεσ και τισ 

περιςςότερεσ φορζσ επαρκείσ για τθ λφςθ προβλθμάτων. Πμωσ δεν μποροφν εφκολα να 

εξελιχκοφν. Βαςικόσ λόγοσ είναι θ μικρι χωρθτικότθτα τθσ ανκρϊπινθσ μνιμθσ και θ 

δυςκολία ςτθν αφομοίωςθ τθσ γνϊςθσ. Ζτςι, το άτομο είναι απαραίτθτο να ςπάει τισ 

 

 

Υποςταςιοποίθςθ 

Συμπφκνωςθ 

Εςωτερίκευςθ 

 

 

Υποςταςιοποίθςθ 

Συμπφκνωςθ 

Εςωτερίκευςθ 

  

 

Υποςταςιοποίθςθ 

Συμπφκνωςθ 

Εςωτερίκευςθ 

 
Δθμιουργθμζνα 

αντικείμενα 

Διεργαςίεσ ςτα 

δθμιουργθμζνα 

αντικείμενα 

Αντικείμενο Α 
Διεργαςίεσ 

ςτο Α 

Ζννοια Γ 

Αντικείμενο Β 

Αντικείμενο Γ 

Διεργαςίεσ 

ςτο Β 

Ζννοια Α 

Ζννοια Β 



 53 

 

περίπλοκεσ διεργαςίεσ ςε απλοφςτερα μζρθ και να χρθςιμοποιεί τα αφθρθμζνα 

αντικείμενα ωσ ζνα τρόπο μετάβαςθσ από το ζνα μζροσ ςτο άλλο. Επιπλζον, θ μετάβαςθ 

από τισ μθχανιςτικζσ διεργαςίεσ ςτα αφθρθμζνα αντικείμενα, αυξάνει το βακμό 

κατανόθςθσ των μακθματικϊν. 

Για παράδειγμα, θ αναγκαιότθτα του διπλοφ τρόπου προςζγγιςθσ των μακθματικϊν 

εννοιϊν, προκφπτει ςτθ λφςθ του ςυςτιματοσ: 
2( 3) 1

2 7

x y

x y

   
 

  
 (Sfard και Linchevski, 

1994). Χωρίσ τθ λειτουργικι προςζγγιςθ ςτον αλγεβρικό τφπο του ςυςτιματοσ, δεν είναι 

εφκολο κάποιοσ να αντιλθφκεί ότι το παραπάνω ςφςτθμα γραμμικϊν εξιςϊςεων ζχει 

άπειρεσ λφςεισ. Πμωσ, προςεγγίηοντασ το ςφςτθμα δομικά, μπορεί να αντιλθφκεί ότι 

πρόκειται για δφο ςυναρτιςεισ που είναι ίςεσ ι για δφο ευκείεσ που ςυμπίπτουν και ζτςι 

να ερμθνεφςει τθ ςχζςθ 0=0, που ςυνικωσ προκφπτει και ταυτόχρονα να αντιλθφκεί ότι οι 

λφςεισ του ςυςτιματοσ είναι θ ςυνάρτθςθ ι οι ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων τθσ ευκείασ. 

Τζλοσ, αναφερόμενθ ςτθ ςχζςθ όλων των παραπάνω με τθν εκπαιδευτικι πράξθ, κεωρεί 

ότι ο μακθτισ πρζπει να εκπαιδεφεται ςτο να χειρίηεται αλγορικμικζσ διαδικαςίεσ, δθλαδι 

να προςεγγίηει τισ ζννοιεσ λειτουργικά, προκειμζνου περνϊντασ από τα τρία ςτάδια να 

κατακτιςει τθν ζννοια που περιγράφεται ςτον αλγόρικμο. Από τθν άλλθ, πρζπει να 

προςεγγίηει τισ ζννοιεσ δομικά, ϊςτε να ζχει μια καλφτερθ κατανόθςθ τθσ ζννοιασ και ο 

αλγόρικμοσ να μθν είναι χωρίσ νόθμα και δφςκολο να απομνθμονευτεί. Το βαςικό 

πρόβλθμα που προκφπτει ςτθν εκπαιδευτικι πρακτικι, είναι θ δυςκολία ςτο να επιτευχκεί 

από το μακθτι το ςτάδιο τθσ υποςταςιοποίηςησ, κακϊσ απαιτεί πολφ προςπάκεια και 

κάποιεσ φορζσ ζρχεται ςαν μια ξαφνικι αναλαμπι. Αυτι θ κακυςτζρθςθ τθσ 

υποςταςιοποίθςθσ μπορεί να δθμιουργιςει ζνα μόνιμο κακό: τθν πεποίκθςθ ςτο μακθτι 

ότι δεν μπορεί να μάκει Μακθματικά, να χάςει τθν υπομονι του και να απογοθτευτεί. 

3.3. Η θεωρύα APOS 

Σε αυτι τθν ενότθτα, περιγράφεται θ κεωρία APOS (Action — Process — Object — Schema) 

του Dubinsky και των ςυνεργατϊν του, ςφμφωνα με τισ εργαςίεσ του Dubinsky (1991) και 

των Dubinsky, Dautermann, Leron και Zazkis (1994). Επίςθσ, μζςα από παραδείγματα, 

γίνεται προςπάκεια να φωτιςτοφν οι διάφοροι κεωρθτικοί ιςχυριςμοί, με ςτόχο τθν 

καλφτερθ κατανόθςθ τθσ κεωρίασ αυτισ. 
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Θ κφρια πθγι τθσ κεωρίασ αυτισ, είναι θ κεωρία τθσ μάκθςθσ του Piaget από τθ νθπιακι 

θλικία ςτθν εφθβεία και θ προςπάκεια τθσ εφαρμογισ του μθχανιςμοφ τθσ ςτοχαςτικισ 

αφαίρεςθσ, ςτθν εκμάκθςθ των μακθματικϊν πιο πζρα από τθ μζςθ εκπαίδευςθ, ςτθν 

προχωρθμζνθ μακθματικι ςκζψθ.  

Σφμφωνα με τουσ ςυγγραφείσ, ο Piaget διακρίνει τρία είδθ αφαίρεςθσ, τθν εμπειρική 

αφαίρεςη (empirical abstraction), τθ ψευδο-εμπειρική αφαίρεςη (pseudo-empirical 

abstraction) και τθ ςτοχαςτική αφαίρεςη (reflective abstraction). Στθν εμπειρική αφαίρεςη, 

θ γνϊςθ παράγεται από τισ ιδιότθτεσ των αντικειμζνων. Αυτό το είδοσ τθσ αφαίρεςθσ, 

οδθγεί ςε εξαγωγι των κοινϊν ιδιοτιτων των αντικειμζνων και εκτεταμζνεσ γενικεφςεισ, 

που ζχουν τθν ζννοια του περάςματοσ από το «μερικό» ςτο «όλο», από το «ειδικό» ςτο 

«γενικό». Θ ψευδο-εμπειρική αφαίρεςη, είναι το ενδιάμεςο ςτάδιο μεταξφ τθσ εμπειρικισ 

και ςτοχαςτικισ αφαίρεςθσ και αναφζρεται ςτθν αφιζρωςθ χρόνου για τθν εφρεςθ 

πλθροφοριϊν ι του νοιματοσ των ιδιοτιτων, που οι ενζργειεσ του ατόμου ζχουν 

ςυναντιςει ςτα αντικείμενα. Τζλοσ θ ςτοχαςτική αφαίρεςη, περιγράφεται απ’ αυτό που ο 

Piaget αναφζρει ωσ γενικοί ςυντονιςμοί των δράςεων και ωσ τζτοια ζχει ωσ κφρια πθγι το 

άτομο και αποτελεί αποκλειςτικά εςωτερικι διεργαςία. Αυτό το είδοσ τθσ αφαίρεςθσ 

οδθγεί ςε ζνα πολφ διαφορετικό τφπο γενίκευςθσ, που είναι εποικοδομθτικόσ και αυτό που 

ςυμβαίνει είναι μια νζα ςφνκεςθ, ςτο επίκεντρο τθσ οποίασ ειδικοί κανόνεσ λαμβάνουν νζο 

νόθμα. Ζνα παράδειγμα αυτοφ είναι ο ευκλείδειοσ δακτφλιοσ που είναι ςίγουρα μια 

αφαίρεςθ και γενίκευςθ. Μπορεί να κεωρείται, όμωσ, ότι προζρχεται από ζνα μοναδικό 

παράδειγμα, τουσ ακζραιουσ.  

Ο  Dubinsky (1991) οριοκετεί τθ ςτοχαςτικι αφαίρεςθ όςον αφορά τθ κεωρία του, ςτθν 

καταςκευι νοθτικϊν αντικειμζνων και νοθτικϊν δράςεων πάνω ς’ αυτά τα αντικείμενα, και 

κεωρεί πζντε είδθ καταςκευϊν ςτα πλαίςια τθσ ςτοχαςτικισ αφαίρεςθσ (τα τζςςερα πρϊτα 

ςφμφωνα με τον Piaget): 

 Εςωτερίκευςη (interiorization): θ δθμιουργία εςωτερικϊν διεργαςιϊν 

αναπαράςταςθσ των λειτουργιϊν που εκτελεί το άτομο, με ςτόχο να κατανοιςει τα 

φαινόμενα που αντιλαμβάνεται. 

 Σφνθεςη ή ςυντονιςμόσ (composition or coordination) δφο ι περιςςοτζρων 

διεργαςιϊν για τθν καταςκευι μιασ νζασ διεργαςίασ. 
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 Ενθυλάκωςη (encapsulation) ι μετατροπι μιασ (δυναμικισ) διεργαςίασ ςε ζνα 

(ςτατικό) αντικείμενο.  

 Γενίκευςη (generalization) π.χ. μιασ ςυγκεκριμζνθσ διεργαςίασ ςθμαίνει τθν 

εφαρμογι τθσ ςε μια ευρφτερθ ςυλλογι φαινομζνων. 

 Αντιςτροφή (reversal): δθλαδι καταςκευι μιασ νζασ διεργαςίασ αντιςτρζφοντασ τθν 

αρχικι διεργαςία. 

Θ κεωρία «APOS» υποςτθρίηει, ότι όταν ζνα άτομο αντιμετωπίηει καταςτάςεισ 

προβλθματιςμοφ ςε ζνα ςυγκεκριμζνο κοινωνικό πλαίςιο, τότε κα αντιμετωπίςει τισ 

καταςτάςεισ αφομοιϊνοντασ τεσ ςτο υπάρχον ςχιμα που είναι διακζςιμο ι 

χρθςιμοποιϊντασ ςτοχαςτικι αφαίρεςθ, κα αναδθμιουργιςει αυτά τα ςχιματα ςε 

υψθλότερο επίπεδο εκλζπτυνςθσ. Δθλαδι, θ εξζλιξθ πραγματοποιείται μζςα από νζεσ 

καταςκευζσ, που αν και διατθροφν ςθμεία ομοιότθτασ με τισ προθγοφμενεσ, διαφζρουν ςε 

επίπεδο εκλζπτυνςθσ. Πμωσ τι είδουσ καταςκευζσ κάνουν τα άτομα; Οι υποςτθριχτζσ αυτισ 

τθσ κεωρίασ τισ χωρίηουν ςε τζςςερα είδθ: δράςη (action), διεργαςίεσ (processes), 

αντικείμενα (objects), ςχήματα (schemas). 

Ριο ςυγκεκριμζνα, ςφμφωνα με τθ ςυγκεκριμζνθ κεωρία, θ κατανόθςθ μιασ 

μακθματικισ ζννοιασ ξεκινά με τθ δράςη, που ορίηεται ωσ ο κάκε επαναλαμβανόμενοσ 

φυςικόσ ι νοθτικόσ χειριςμόσ, που μεταςχθματίηει αντικείμενα με κάποιο τρόπο. Ζνα 

παράδειγμα εννοιολογικισ δράςθσ, είναι θ εφρεςθ λφςεων των εξιςϊςεων με δφο 

αγνϊςτουσ. Δθλαδι όταν ζχουμε τθν εξίςωςθ του κφκλου: 2 2( 1) 4x y   και για κάποιεσ 

τιμζσ του x  (π.χ.  2, 1,0,1,2x A    ) υπολογίηουμε τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ του y . 

 Πταν θ ολικι δράςθ, μπορεί να γίνει πλιρωσ ςτο μυαλό του ατόμου ι να φαντάηεται ότι 

γίνεται, χωρίσ απαραίτθτα να αναπαράγει όλα τα βιματα, κα λζμε ότι θ δράςθ ζχει 

εςωτερικευκεί ςε διεργαςία. Είναι πικανό για το άτομο, να χρθςιμοποιιςει τθ διεργαςία 

για να φτιάξει νζεσ διεργαςίεσ, αν για παράδειγμα τθ ςυντονίςει με άλλεσ διεργαςίεσ, 

δθλαδι να ςυνδυάςει δφο ι περιςςότερεσ διεργαςίεσ και να φτιάξει μια καινοφρια. Επίςθσ 

αντιςτρζφοντασ μια διεργαςία μπορεί να φτιάξει μια νζα διεργαςία.  Στο παραπάνω 

παράδειγμα αυτό ςθμαίνει ότι το άτομο ζχει ςτο μυαλό του τθ διεργαςία εφρεςθσ λφςεων 

τθσ εξίςωςθσ, χωρίσ απαραίτθτα να κάνει τθν εκτζλεςθ των πράξεων. Συνδυάηοντασ τθν 

παραπάνω διεργαςία με τθν επίλυςθ τφπου μπορεί να οδθγθκεί κάποιοσ ςτθν εφρεςθ του 
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ςυνόλου τιμϊν των ςυναρτιςεων που προκφπτουν ( 2

1( ) 1 4f x y x    , 

2

2( ) 1 4f x y x    ) με πεδίο οριςμοφ π.χ. το A . Επίςθσ αντιςτρζφοντασ τθ διεργαςία, 

αν γνωρίηει τρία ςθμεία του κφκλου, δθλαδι τρία ηευγάρια λφςεων μπορεί να προςδιορίςει 

τον κφκλο μζςα από τθν εξίςωςθ του, αφοφ βζβαια λφςει το αντίςτοιχο ςφςτθμα. 

Πταν το άτομο βλζπει μια ςυγκεκριμζνθ διεργαςία ωσ ολότθτα, ςτοχάηεται πάνω ς’ 

αυτιν, αντιλαμβάνεται ποιοι μεταςχθματιςμοί μποροφν να ενεργιςουν ςε αυτι και είναι 

ικανό να καταςκευάηει κατάλλθλουσ μεταςχθματιςμοφσ ι όταν μια διεργαςία είναι πικανόν 

να μεταςχθματιςτεί από κάποια δράςθ, τότε κα λζμε ότι ζχει ενκυλακωκεί (encapsulated) 

και ζχει γίνει αντικείμενο. Τα αντικείμενα, αν χρειαςτεί μποροφν να από-ενκυλακωκοφν 

ςτισ διεργαςίεσ από τισ οποίεσ προζρχονται. Στο παράδειγμα μασ, το αντικείμενο που 

γεννιζται είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ. Δθλαδι όταν θ διεργαςία ςυςχετιςμοφ δφο 

ςυνόλων, μζςω τθσ εξίςωςθσ, ενκυλακωκεί τότε ζχουμε τθ δθμιουργία ενόσ νζου 

αντικειμζνου, τα ηευγάρια τιμϊν ( , )x y  που είναι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ. Φυςικά, όταν 

χρειαςτεί, το αντικείμενο από-ενκυλακϊνεται ςε διεργαςία υπολογιςμοφ ηευγαριϊν τιμϊν. 

Τζλοσ οι διεργαςίεσ και τα αντικείμενα οργανϊνονται ςε ςχήματα. Δθλαδι από 

κεωρθτικι άποψθ, τα ςχιματα είναι οι δομζσ ςτισ οποίεσ υπάρχουν οι ζννοιεσ ςτο μυαλό 

του ατόμου. Στο παράδειγμα μασ, οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ςυνδζονται με τα ςθμεία του 

κφκλου και το γράφθμα των ςυναρτιςεων. Στα πλαίςια τθσ οργάνωςθσ ενόσ ςχιματοσ 

πρζπει ενδεχομζνωσ, να γίνει θ αμφιμονοςιμαντθ αντιςτοίχθςθ των λφςεων τθσ εξίςωςθσ 

και των ςθμείων του κφκλου, μζςω του μεταςχθματιςμοφ «οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι οι 

ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του κφκλου και αντίςτροφα», με ςτόχο να αποτυπωκοφν οι 

λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ςτο επίπεδο, εφοδιαςμζνο με ζνα ορκοκανονικό ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων. Το αποτζλεςμα είναι θ ςφνδεςθ δφο διαφορετικϊν μακθματικϊν κλάδων, 

τθσ Άλγεβρασ και τθσ Γεωμετρίασ που επιτυγχάνεται ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ 

Γεωμετρίασ. Στο πλαίςιο διαχείριςθσ αυτοφ του αντικείμενου και με δεδομζνθ τθν 

αντιςτοίχθςθ — ταυτοποίθςθ των λφςεων των εξιςϊςεων με τα ςθμεία του επιπζδου, το 

άτομο μπορεί να εξθγιςει το πλικοσ των λφςεων ενόσ ςυςτιματοσ, π.χ. το ςφςτθμα 

2 2( 1) 4

2 1

x y

x y

   
 

  
 ζχει δφο λφςεισ, αφοφ θ ευκεία τζμνει τον κφκλο. Επίςθσ μπορεί να γίνει 

θ ταυτοποίθςθ του γραφιματοσ τθσ 1f  με το θμικφκλιο, άρα με το ςφνολο των λφςεων 

( , )x y με 1y   και αντίςτοιχα για τθν 2f , με αποτζλεςμα να υπάρχει δυνατότθτα εμπλοκισ 
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ενόσ ακόμα κλάδου των μακθματικϊν, του Απειροςτικοφ Λογιςμοφ, για τθ μελζτθ τθσ 

καμπφλθσ. 

Μια ςχθματικι περιγραφι των ςχθμάτων και των καταςκευϊν τουσ, περιγράφεται ςτο 

ςχιμα 12, το οποίο δεν μπορεί κάποιοσ να το ςκζφτεται ςτατικά, αλλά ωσ μια δυναμικι 

δραςτθριότθτα. Θ περιγραφι που βλζπουμε είναι απαραίτθτα γραμμικι και ςπάει ςε 

κάποιο ςθμείο. Μπορεί, όμωσ να περιγράψει τα πζντε είδθ καταςκευϊν που χαρακτθρίηουν 

τθ ςτοχαςτικι αφαίρεςθ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Σχήμα 12: Το ςχήμα και οι καταςκευζσ του (Dubinsky, 1991) 

 Ρρϊτα ξεκινάμε με τα αντικείμενα. Τζτοια ςτα Μακθματικά είναι οι αρικμοί, οι 

μεταβλθτζσ, οι εξιςϊςεισ, οι ςυναρτιςεισ, τα ςφνολα, τα διανφςματα κ.α., οτιδιποτε 

δθλαδι μπορεί να καταςκευαςτεί από το άτομο κατά τθ διάρκεια τθσ μακθματικισ του 

ανάπτυξθσ. Κάκε ςτιγμι, πραγματοποιοφνται μια ςειρά από δράςεισ του ατόμου πάνω ςε 

αυτά τα αντικείμενα. Αυτζσ οι δράςεισ, πρζπει να εςωτερικευκοφν ςε διεργαςίεσ, 

προκαλϊντασ ςυνειδθτοποίθςθ των ενεργειϊν του ατόμου. Τζλοσ, θ ενκυλάκωςθ των 

διεργαςιϊν ςε νζα αντικείμενα κλείνει τον κφκλο, δθμιουργϊντασ μια διαρκεί δράςθ που 

οδθγεί ςτθν κατάκτθςθ τθσ γνϊςθσ. 

                                                                  Εςωτερίκευςθ  

 

    Δράςθ 

  Αντικείμενα                                                                            Διεργαςίεσ 

                                                                                                                                         Συντονιςμόσ  

                                                                                                                                          Αντιςτροφι  

                                                                   Ενκυλάκωςθ 

 

 

 

                                                                       Γενίκευςθ  
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3.4. Η οντο-ςημειωτικό προςϋγγιςη για ϋρευνα ςτη Διδακτικό των 

Μαθηματικών 

Σ’ αυτι τθν ενότθτα, επιχειρείται θ περιγραφι «μιασ ενοποιθμζνθσ προςζγγιςθσ ςτθ 

μακθματικι γνϊςθ και διδαςκαλία», με πθγζσ πλθροφόρθςθσ τισ εργαςίεσ των Godino —  

Batanero — Font (2007), Font — Godino — D’ Amore (2007) και των Font — Contreras 

(2008). Οι ςυγγραφείσ πιςτεφουν ότι είναι αναγκαίο και πικανό, να κτιςτεί μια ενοποιθμζνθ 

προςζγγιςθ ςτθ μακθματικι γνϊςθ και διδαςκαλία, θ οποία να επιτρζπει τθν υπερνίκθςθ 

των διλθμμάτων που τίκενται από τα διάφορα είδθ ανταγωνιςτικϊν κοινωνικϊν ςχολϊν: 

ρεαλιςμόσ — πραγματιςμόσ, ατομιςμόσ — κεςμικι γνϊςθ, κονςτρουκτιβιςμόσ — 

ςυμπεριφοριςμόσ, κ.α. Θ πρόοδοσ ς’ αυτι τθν κατεφκυνςθ, κα πρζπει να λάβει υπ’ όψιν 

κάποια νοθτικά και μεκοδολογικά εργαλεία από ολιςτικοφσ επιςτθμονικοφσ κλάδουσ, όπωσ 

Σθμειωτικι, Ανκρωπολογία και Οικολογία, αρκρϊνοντασ τεσ ςυνεκτικά με άλλουσ 

επιςτθμονικοφσ κλάδουσ, όπωσ θ Ψυχολογία και Ραιδαγωγικι, οι οποίεσ παραδοςιακά 

εμπλζκονται με τθ διδακτικι των μακθματικϊν. Ειδικά δίνεται ζμφαςθ, ςτο μζροσ τθσ 

παραπάνω προςζγγιςθσ που αφορά τθ μακθματικι γνϊςθ και τουσ τρόπουσ που αυτι 

γίνεται αντιλθπτι από το άτομο.   

Ριο ςυγκεκριμζνα ορίηουν τισ μαθηματικζσ πρακτικζσ (mathematical practices), ωσ 

οποιαδιποτε ενζργεια ι εκδιλωςθ (γλωςςικι ι άλλθ), που πραγματοποιείται από κάποιον 

για να λφςθ μακθματικά προβλιματα, για να διαβιβάςει τθ λφςθ ςε άλλουσ ανκρϊπουσ και 

ζτςι, να επικυρϊςει και να γενικεφςει αυτι τθ λφςθ ςε άλλα πλαίςια και προβλιματα. Οι 

πρακτικζσ είναι ιδιοςυγκραςιακζσ ενόσ ατόμου ι κεςμικζσ ςτα πλαίςια τθσ λειτουργίασ 

ενόσ κεςμοφ (Σχολείο, Ρανεπιςτιμιο, κ.α.). Ο διαχωριςμόσ αυτόσ επιτρζπει τθν 

κατθγοριοποίθςθ τουσ. Πςον αφορά τισ κεςμικζσ πρακτικζσ, τισ κατθγοριοποιοφν ωσ εξισ: 

 Εφαρμοςμζνεσ (implemented): το ςφςτθμα των πρακτικϊν που ο δάςκαλοσ 

εφαρμόηει αποτελεςματικά ςε μια ςυγκεκριμζνθ διδαςκαλία. 

 Αξιολογικζσ (assessed): το ςφςτθμα των πρακτικϊν που ζνασ δάςκαλοσ χρθςιμοποιεί 

για να αξιολογιςει τθ μάκθςθ των μακθτϊν του. 

 Σκόπιμεσ (intended): το ςφςτθμα των πρακτικϊν που περιλαμβάνονται ςτο 

ςχεδιαςμό τθσ διεργαςίασ μάκθςθσ. 
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 Αναφερόμενεσ (referential): το ςφςτθμα των πρακτικϊν που χρθςιμοποιείται ωσ 

αναφορά π.χ. αυτό που περιζχεται ςτο πρόγραμμα ςπουδϊν. 

Πςον αφορά τισ ατομικζσ πρακτικζσ, τισ κατθγοριοποιοφν ωσ εξισ: 

 Ολικζσ (global): το ςφνολο των προςωπικϊν πρακτικϊν, που ζνα άτομο είναι 

δυνθτικά ικανό να πραγματοποιιςει, ςυςχετιςμζνεσ με ζνα ςυγκεκριμζνο 

αντικείμενο. 

 Δηλωμζνεσ (declared): προςωπικζσ πρακτικζσ που δείχνουν αποτελεςματικά το 

ςωςτό ι το λάκοσ από τθ κεςμικι ςκοπιά. 

 Επιτυχημζνεσ (achieved): προςωπικζσ πρακτικζσ που ταιριάηουν με το κεςμικό 

νόθμα που εκφράηει ο δάςκαλοσ. 

Στισ μακθματικζσ πρακτικζσ εμφανίηονται δεικτικά αντικείμενα (ostensive), π.χ. ςφμβολα, 

γραφιματα και μη δεικτικά αντικείμενα (εμφανίηονται ςτο μυαλό, όταν κάνεισ 

Μακθματικά). Πταν οι μακθματικζσ πρακτικζσ αναπτφςςονται ςτα πλαίςια ενόσ κεςμοφ 

(ςχολείο), τότε τα αναδυόμενα αντικείμενα μποροφν να κεωροφνται θεςμικά, ενϊ ςτισ 

ατομικζσ πρακτικζσ κεωροφνται ατομικά αντικείμενα. Οι ςυγγραφείσ προτείνουν ζξι 

κατθγορίεσ πρωταρχικϊν μακθματικϊν αντικειμζνων: 

 Γλϊςςα (όροι, εκφράςεισ, ςθμειογραφία, γραφικά). 

 Καταςτάςεισ (προβλιματα, εφαρμογζσ, αςκιςεισ, κ.α.). 

 Ζννοιεσ δοςμζνεσ από οριςμοφσ ι περιγραφζσ (αρικμόσ, ςθμείο, ευκεία, 

ςυνάρτθςθ, κ.α.). 

 Ρροτάςεισ, ιδιότθτεσ ι γνωρίςματα. 

 Διαδικαςίεσ (πράξεισ, αλγόρικμοι, τεχνικζσ). 

 Επιχειριματα που χρθςιμοποιοφνται για να επικυρϊςουν και να εξθγιςουν τισ 

προτάςεισ και τισ διαδικαςίεσ. 

Αυτά τα αντικείμενα είναι οργανωμζνα ςε πιο ςφνκετεσ οντότθτεσ, όπωσ εννοιολογικά 

ςχιματα, κεωρίεσ κ. α. Οι ζξι αρχικοί τφποι διαςτζλλουν τθν παραδοςιακι διάκριςθ μεταξφ 

εννοιολογικϊν και διαδικαςτικϊν οντοτιτων, που κατά τθν άποψθ των ςυγγραφζων είναι 

ανεπαρκισ ςτο να περιγράψει τα αντικείμενα που παρεμβαίνουν ι αναδφονται από τθ 

μακθματικι δραςτθριότθτα. Για τθ φφςθ των αντικειμζνων απαντοφν με τον παρακάτω 
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τρόπο. Για παράδειγμα, ςτθν ερϊτθςθ «τι είναι αρικμθτικόσ μζςοσ», οι ςυγγραφείσ 

απαντοφν ότι «είναι το ςφςτθμα των πρακτικϊν, που ζνα άτομο εκφζρει (προςωπικό 

νόθμα) ι ςτα πλαίςια ενόσ κεςμοφ εκφζρεται (κεςμικό νόθμα), για να λφςει ζνα τφπο 

προβλιματοσ ςτον οποίο είναι αναγκαίο να βρει μια αντιπροςωπευτικι τιμι ενόσ ςυνόλου 

δεδομζνων».  

Οι ςημειωτικζσ λειτουργίεσ (semiotic functions), είναι αυτζσ που κακορίηουν τισ ςχζςεισ 

μεταξφ των αντικειμζνων και ορίηονται ωσ θ εξάρτθςθ μεταξφ του κειμζνου και των 

ςυςτατικϊν του ι των ςυςτατικϊν μεταξφ τουσ, δθλαδι θ αντιςτοιχία μεταξφ του 

προγενζςτερου (ζκφραςθ, ςθμαίνον) και τθσ ςυνζπειασ (περιεχόμενο, ςθμαινόμενο). Για 

τουσ ςυγγραφείσ οι ςχζςεισ εξάρτθςθσ μποροφν να είναι: 

 Αναπαραςτάςιμεσ (representational), δθλαδι ζνα αντικείμενο τοποκετείται ςτθ 

κζςθ ενόσ άλλου. 

 Εργαλειακζσ (instrumental), δθλαδι ζνα αντικείμενο χρθςιμοποιεί ζνα άλλο 

αντικείμενο ςαν εργαλείο. 

 Δομικζσ (structural), δθλαδι δφο ι περιςςότερα αντικείμενα δθμιουργοφν ζνα 

ςφςτθμα, από το οποίο νζα αντικείμενα αναδφονται. 

Τα μακθματικά αντικείμενα διαμορφϊνουν ςχηματιςμοφσ (configuration), οι οποίοι 

ορίηονται ωσ δίκτυα αντικειμζνων, που περιλαμβάνονται και προκφπτουν από τα 

ςυςτιματα πρακτικϊν. Οι ςχθματιςμοί μπορεί να είναι επιςτημικοί (epistemic), δθλαδι 

δίκτυο κεςμικϊν αντικειμζνων ι γνωςτικοί (cognitive), δθλαδι δίκτυο προςωπικϊν 

αντικειμζνων. 

Τα μακθματικά αντικείμενα, που επεμβαίνουν ςτισ μακθματικζσ πρακτικζσ ι αναδφονται 

απ’ αυτζσ, μποροφν να εξεταςτοφν από τισ επόμενεσ δυϊκζσ διαςτάςεισ ι πλευρζσ. 

Προςωπικά — θεςμικά (personal — institutional). Τα κεςμικά αντικείμενα αναδφονται, 

από ςυςτιματα πρακτικϊν που άπτονται του πλαιςίου λειτουργίασ ενόσ ιδρφματοσ, ενϊ τα 

ατομικά αντικείμενα, αναδφονται από ςυγκεκριμζνεσ πρακτικζσ ενόσ ατόμου. Ρροςωπικι 

γνϊςθ είναι αποτζλεςμα ατομικισ ςκζψθσ και δραςτθριότθτασ, ενϊ κεςμικι γνϊςθ είναι 

αποτζλεςμα διαλόγου, ςυμφωνίασ και κανονιςμοφ μζςα ςτθν ομάδα των ατόμων που 

αποτελοφν το κεςμό (Σχολείο, Ρανεπιςτιμιο, κ.α.). 

Δεικτικά — μη δεικτικά (ostensive — non-ostensive), (υλοποιημζνα — εξιδανικευμζνα). 

Τα μακθματικά αντικείμενα δεν είναι γενικά αιςκθτά, όμωσ ςτισ δθμόςιεσ πρακτικζσ τα 
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αντιλαμβανόμαςτε μζςα από τισ δεικτικζσ αναπαραςτάςεισ τουσ (όπωσ εκφράςεισ, 

ςφμβολα, γραφιματα, κ.τ.λ.). Δεικτικά αντικείμενα μποροφν επίςθσ να γίνουν ςκζψεισ, που 

φαντάηεται ζνα άτομο ι υποκρυπτόμενα ςτο δθμόςιο διάλογο (για παράδειγμα το ςφμβολο 

του πολλαπλαςιαςμοφ ςτθν Άλγεβρα). Για παράδειγμα μια ευκεία ςχεδιαςμζνθ (που ζχει 

πάχοσ και πεπεραςμζνο μικοσ) είναι θ δεικτικι αναπαράςταςθ τθσ εξιδανικευμζνθσ 

ευκείασ (που δεν ζχει πάχοσ και ζχει άπειρο μικοσ).  

Εντατικά — εκτατικά (intensive — extensive), (τφποσ — παράδειγμα). Ζνα εκτατικό 

αντικείμενο χρθςιμοποιείται ωσ μια ειδικι περίπτωςθ (π.χ. θ ευκεία 2 1y x  ), από μία 

γενικι ομάδα (π.χ. οι ευκείεσ y mx n   με ,m n ), θ οποία είναι ζνα εντατικό 

αντικείμενο. Θ δυϊκότθτα εντατικό — εκτατικό, χρθςιμοποιείται για να εξθγιςει ζνα βαςικό 

χαρακτθριςτικό τθσ μακθματικισ δραςτθριότθτασ, τθ  χριςθ γζνιων (generic) ςτοιχείων 

(βλζπε ςτθν παράγραφο 3.5.2). Αυτι θ δυϊκότθτα, μασ επιτρζπει να εςτιάςουμε τθν 

προςοχι μασ ςτθ διαλεκτικι ςχζςθ ανάμεςα ςτο γενικό και το ειδικό.  

Μονικά — ςυςτημικά (unitary — systemic). Σε κάποιεσ περιπτϊςεισ, τα μακθματικά 

αντικείμενα χρθςιμοποιοφνται ωσ μονικζσ (ζχει επζλκει θ υποςταςιοποίθςθ) οντότθτεσ, 

ενϊ ςε άλλεσ περιπτϊςεισ, τα βλζπουμε ωσ ςυςτιματα, που μποροφν να αναλυκοφν για να 

μελετθκοφν. Ρ.χ. θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ, αλγόρικμοι, δεκαδικό ςφςτθμα αρικμϊν 

κεωροφνται ςτισ μεγαλφτερεσ τάξεισ ωσ κάτι γνωςτό ι ωσ μονικζσ οντότθτεσ. Τα ίδια 

αντικείμενα, ςτισ πρϊτεσ τάξεισ αντιμετωπίηονται ςυςτθμικά και κεωροφνται ςφνκετα 

αντικείμενα μάκθςθσ. Ζνα δεφτερο παράδειγμα κα μποροφςε να είναι θ εξίςωςθ 

2 2 1x y  . Θ ςυςτθμικι αντιμετϊπιςθ τθσ εξίςωςθσ αυτισ κα μποροφςε να περιλαμβάνει, 

ζνα αλγόρικμο εφρεςθσ των λφςεων ι τθν αναγνϊριςθ του κφκλου, τθ δυνατότθτα εφρεςθσ 

του κζντρου και τθσ ακτίνασ, ακόμα και τθν εφρεςθ τθσ ςχετικισ κζςθσ του κφκλου με μια 

άλλθ καμπφλθ, κακϊσ επίςθσ και τθ μετάβαςθ από μια αναπαράςταςθ του κφκλου ςε μια 

άλλθ. Πτι κάποιοσ αντιλαμβάνεται μονικά τθν παραπάνω εξίςωςθ ςθμαίνει, ότι βλζπει τθν 

εξίςωςθ αυτι ωσ ζνα αντικείμενο μιασ γενικότερθσ κατθγορίασ εξιςϊςεων (π.χ. 

2 2 2x y   ) τθν οποία μπορεί να μελετά και να λφνει προβλιματα που ςχετίηονται με τθν 

εφρεςθ των κφκλων αυτισ τθσ κατθγορίασ που ικανοποιοφν μια δοκείςα υπόκεςθ. 

Ζκφραςη — περιεχόμενο (expression — content), (προγενζςτερα — επακόλουθα). Είναι 

τα προθγοφμενα και οι ςυνζπειεσ των ςθμειωτικϊν λειτουργιϊν. Θ μακθματικι 

δραςτθριότθτα είναι ουςιαςτικά ςυςχετιςτικι, ενόςω τα διάφορα αντικείμενα που 
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περιγράφονται δεν είναι απομονωμζνα, αλλά είναι ςυςχετιςμζνα ςτθ μακθματικι γλϊςςα 

και δραςτθριότθτα, κάτω από το νόθμα των ςθμειωτικϊν λειτουργιϊν. Κάκε τφποσ 

αντικειμζνου, μπορεί να παίξει το ρόλο του προγενζςτερου ι επακόλουκου ςε μια 

ςθμειωτικι λειτουργία που εκτελεί ζνα άτομο. 

Οι ςυγγραφείσ με το παρακάτω ςχιμα ςυνοψίηουν τισ παραπάνω απόψεισ τουσ για τισ 

μακθματικζσ πρακτικζσ. Τα ζξι είδθ μακθματικϊν αντικειμζνων και τα πζντε είδθ δυϊκϊν 

πλευρϊν που αυτά τα αντικείμενα μποροφν να περιγραφοφν, φαίνονται ςτο ςχιμα αρκετά 

παραςτατικά. 

                  

Σχήμα 13: Θ οντο-ςημειωτική προςζγγιςη (Godino, Batanero, Font, 2007) 

Δε βλζπουν τθν κατανόθςθ ωσ μια νοθτικι διεργαςία, αλλά ωσ ικανότθτα. Κάποιοσ 

λζγεται ότι κατάλαβε ζνα μακθματικό αντικείμενο, όταν μπορεί να το χρθςιμοποιιςει με 

αποτελεςματικό τρόπο ςε διαφορετικζσ πρακτικζσ. Πταν κάποιοσ μιλάει για γνϊςθ, είναι 

ιςοδφναμο να μιλάει για το περιεχόμενο των ςθμειωτικϊν λειτουργιϊν και θ 

διαφορετικότθτα των τφπων τθσ γνϊςθσ αντιςτοιχεί ςτθν ποικιλία των ςθμειωτικϊν 



 63 

 

λειτουργιϊν, οι οποίεσ μποροφν να εφαρμοςτοφν ςτισ ποικίλεσ οντότθτεσ που ςυναντάει 

κάποιοσ ς’ ζνα κεωρθτικό μοντζλο. 

Ασ δοφμε ζνα παράδειγμα ανάλυςθσ των ςθμειωτικϊν λειτουργιϊν, που 

χρθςιμοποιικθκαν ςτθν διδακτικι παρζμβαςθ που ζγινε ςτο πλαίςιο τθσ εργαςίασ αυτισ 

(βλζπε παράρτθμα Β: κφκλοσ). Στο πρϊτο τμιμα του φφλλου εργαςίασ δίνεται ο τφποσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ( 24)( xxf  ) και το πεδίο οριςμοφ ( 22  x ). Στο δεφτερο τμιμα 

ηθτείται από τουσ μακθτζσ να βρουν τισ τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ για κάποιεσ δοςμζνεσ τιμζσ 

του x . Στο ίδιο τμιμα υπάρχει ερϊτθςθ ςχετικά με το πλικοσ των τιμϊν που μπορεί να 

πάρει θ ςυνάρτθςθ. Στο επόμενο τμιμα, ηθτείται να γράψουν οι μακθτζσ τισ ςυντεταγμζνεσ 

των ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ που αντιςτοιχοφν ςτισ τιμζσ που 

ζχουν προςδιοριςτεί, ενϊ ςτο τζλοσ υπάρχει ερϊτθςθ για το πλικοσ των ςθμείων τθσ 

γραφικισ παράςταςθσ. Στο επόμενο μζροσ του φφλλου εργαςίασ πρζπει να ςυμπλθρωκεί θ 

εξίςωςθ, τθσ οποίασ οι λφςεισ είναι οι ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων που ζχουν βρεκεί 

προθγουμζνωσ. Στθ ςυνζχεια πρζπει τα ςθμεία αυτά να βρεκοφν ςτο επίπεδο και να 

ενωκοφν, φτιάχνοντασ ζνα θμικφκλιο. Τζλοσ ςτο τελευταίο τμιμα πρζπει να περιγραφεί 

λεκτικά το ςφνολο των ςθμείων που βρικαμε. Στο παρακάτω ςχιμα φαίνονται οι 

ςθμειωτικζσ λειτουργίεσ που πικανά πρζπει να εκτελζςει κάποιοσ ςυμπλθρϊνοντασ το 

ςυγκεκριμζνο φφλλο εργαςίασ. 

Οι ςθμειωτικζσ λειτουργίεσ (ΣΛ) που χρθςιμοποιικθκαν μποροφν να αναλυκοφν ςε 

διάφορα επίπεδα. Οι δφο αρικμοί που χρθςιμοποιθκικαν δθλϊνουν: 

Ο πρϊτοσ, αν είναι από 1 ζωσ 4, τθ μετάβαςθ από ζνα αντικείμενο ςε ζνα άλλο με 

αναπαραςτατικι ςθμειωτικι λειτουργία και ςυγκεκριμζνα: 

1. ΣΛ1 Τθ μετάβαςθ από το εκτατικό ςτο εκτατικό. 

 ΣΛ1.1 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με ζνα άλλο τθσ ίδιασ ομάδασ. 

 ΣΛ1.2 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με ζνα άλλο που δεν ανικουν ςτθν ίδια 

ομάδα. 

2. ΣΛ2.Τθ μετάβαςθ από το εκτατικό ςτο εντατικό. 

 ΣΛ2.1 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με τθν ομάδα ςτθν οποία ανικει. 

 ΣΛ2.2 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με μια ομάδα ςτθν οποία δεν ανικει. 
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3. ΣΛ3.Τθν μετάβαςθ από το εντατικό ςτο εκτατικό. 

 ΣΛ3.1 ςχετίηει μια ομάδα με ζνα παράδειγμα που ανικει ςτθν ομάδα. 

 ΣΛ3.2 ςχετίηει μια ομάδα με ζνα αντικείμενο που δεν ανικει ςτθν ομάδα. 

4. ΣΛ4.Τθ μετάβαςθ από το εντατικό ςτο εντατικό. 

 ΣΛ4.1 Αυτι θ ςθμειωτικι λειτουργία ορίηει μια ομάδα αντικειμζνων με ζνα 

διαφορετικό τρόπο. 

 ΣΛ4.2 Αυτι θ ςθμειωτικι λειτουργία ςχετίηει μια εντατικι οντότθτα με μια 

άλλθ διαφορετικι εντατικι οντότθτα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 14: Οι ςημειωτικζσ λειτουργίεσ για τη ςυμπλήρωςη του φφλλου εργαςίασ για τον κφκλο 

ΣΛ 5 

ΣΛ1.2 

ΣΛ1.2 

ΣΛ2.2 

ΣΛ2.1 

ΣΛ3.1 

ΣΛ1.2 

ΣΛ1.2 

ΣΛ4.2 

ΣΛ5 

Συγκεκριμζνθ ςυνάρτθςθ 

( 2( ) 4f x x  ) 

Ρεδίο οριςμοφ 

(εντατικό) 

Συγκεκριμζνεσ τιμζσ 

του x 

Συγκεκριμζνεσ τιμζσ 

του ( )f x  

Σθμεία του 

γραφιματοσ 

Γραφικι παράςταςθ 

(ςχιμα) 

Άπειρα ςθμεία 

(εντατικό) 

( )y f x  

(εντατικό) 

Εξίςωςθ:
2 2 4, 0x y y  

 

Οριςμόσ 

(γεωμετρικόσ) 
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Αν ο πρϊτοσ είναι 5, πρόκειται για δομικι ςθμειωτικι λειτουργία. 

Θ ανάλυςθ κα γινόταν πιο ςφνκετθ, αν εμπλεκόταν θ ζννοια τθσ εργαλειακισ 

ςθμειωτικισ λειτουργίασ, θ οποία ςυμβαίνει π.χ. ςτο ςθμείο που βρίςκουμε τισ τιμζσ τθσ 

f , χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο τθσ. Με το παραπάνω ςχιμα γίνονται ςαφείσ οι ςθμειωτικζσ 

λειτουργίεσ που πρζπει να εκτελεςτοφν και φαίνονται κακαρά οι δφο δρόμοι που μπορεί να 

επιλζξει κάποιοσ για να φτάςει ςτον οριςμό. Θ χριςθ των δφο εντατικϊν αντικειμζνων, 

δθλαδι του πεδίου οριςμοφ και τα άπειρα ςθμεία που προκφπτουν απ’ αυτό, δίνουν τθ 

δυνατότθτα, τουλάχιςτον διαιςκθτικά, να αντιλθφκοφν οι μακθτζσ γιατί ενϊνουμε τα 

ςθμεία ςτο ςχιμα. Ο τρόποσ που τα ενϊνουμε κακορίηεται από το είδοσ τθσ καμπφλθσ, που 

ζχουμε ωςτόςο βρει ότι είναι θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ. Το τρίτο εντατικό 

αντικείμενο, δθλαδι θ εξίςωςθ ( )y f x , ςυνδζει τισ ςυναρτιςεισ με τισ εξιςϊςεισ και 

επιτρζπει τθν επανάλθψθ του ςυλλογιςμοφ και ςε άλλεσ ανάλογεσ περιπτϊςεισ. Ζτςι, θ 

ςυγκεκριμζνθ ςυνάρτθςθ χρθςιμοποιείται ωσ γζνιο (generic) παράδειγμα με ςτόχο τθν 

ενοποίθςθ των πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων του κφκλου. 

Το γζνιο παράδειγμα (generic example), είναι μια ειδικι περίπτωςθ που επιλζγεται με 

ςτόχο τθν ευκολία ςτουσ χειριςμοφσ, όμωσ διατθρεί τα γενικά χαρακτθριςτικά τθσ 

κατθγορίασ του (γζνοσ), με αποτζλεςμα τθ δυνατότθτα γενίκευςθσ των αποτελεςμάτων 

(αυτϊν που ςχετίηονται με τα γενικά χαρακτθριςτικά) ςε όλθ τθν κατθγορία. Θ διαδικαςία 

γενίκευςθσ μ’ αυτόν τον τρόπο, ονομάςτθκε γζνια αφαίρεςθ (generic abstraction) από τουσ 

Harel και Tall(1989). Συγκεκριμζνα, ορίςτθκε ωσ γζνια αφαίρεςθ «θ επιτυχισ διεργαςία, θ 

οποία ςυντελείται, όταν ζνα άτομο βλζποντασ ζνα ι δφο ςυγκεκριμζνα παραδείγματα ωσ 

τυπικά μιασ ευρφτερθσ κατθγορίασ παραδειγμάτων, ενςαρκϊνει μια αφθρθμζνθ ζννοια» 

(Harel, Tall, 1989).   

Επιςτρζφοντασ ςτθν οντο-ςθμειωτικι προςζγγιςθ, και όςον αφορά τα διδακτικά 

προβλιματα οι ςυγγραφείσ παρουςιάηουν το διδακτικό ςχήμα (didactical configuration) ωσ 

τθν πρωταρχικι μονάδα για διδακτικι ανάλυςθ. Αυτό αποτελείται από τθν αλλθλεπίδραςθ 

δαςκάλου — μακθτι όταν μελετάται ζνα μακθματικό αντικείμενο. Κάκε εκπαιδευτικι 

διεργαςία αναπτφςςεται ςε δοςμζνο χρόνο διαμζςου μιασ ακολουκίασ διδακτικϊν 

ςχθμάτων. Ζνα διδακτικό ςχιμα περιζχει ζνα επιςτημικό ςχήμα (epistemic configuration), 

δθλαδι ζνα μακθματικό πρόβλθμα, τθ γλϊςςα και τισ δράςεισ που απαιτοφνται για να το 

λφςεισ, κανόνεσ και επιχειριματα που κεωροφνται αλθκι από το δάςκαλο, τουσ μακθτζσ, ι 

και τουσ δφο. Επίςθσ υπάρχει ζνα εκπαιδευτικό ςχήμα (instructional configuration) που 



 66 

 

αποτελείται από το δάςκαλο, τουσ μακθτζσ και τα ενδιάμεςα αντικείμενα (διαφορετικζσ 

πθγζσ) που ςχετίηονται με το μακθματικό περιεχόμενο που μελετάται. Τζλοσ θ μάκθςθ 

κτίηεται μζςα από μια διαδικαςία, που μπορεί κάποιοσ να τθ κεωριςει ωσ ζνα ςφνολο 

γνωςτικϊν ςχημάτων, δθλαδι ζνα δίκτυο αντικειμζνων που αναδφονται ι εμπλζκονται ς’ 

ζνα ςφςτθμα προςωπικϊν πρακτικϊν που οι μακθτζσ εμφανίηουν κατά τθ διάρκεια τθσ 

εφαρμογισ ενόσ επιςτθμικοφ ςχιματοσ. 

Τζλοσ ςυμπλθρϊνουν τισ κεωρθτικζσ ζννοιεσ που περιγράφθκαν, με τθν ζννοια τθσ 

διδακτικήσ καταλληλότητασ (didactical suitability), τθν οποία ορίηουν ωσ τθ ςυνεκτικι και 

ςυςτθμικι άρκρωςθ των ζξι παρακάτω ςυνιςτωςϊν: 

 Επιςτημική καταλληλότητα (epistemic suitability): αντιπροςωπευτικότθτα των 

κεςμικά εφαρμοςμζνων νοθμάτων, ωσ απαιτιςεισ των αναφερόμενων νοθμάτων 

που ζχουν οριςτεί από πριν. 

 Γνωςτική καταλληλότητα (cognitive suitability): ευρφτθτα με τθν οποία τα κεςμικά 

εφαρμοηόμενα νοιματα περιλαμβάνονται ςτθ «ηϊνθ τθσ επικείμενθσ ανάπτυξθσ» 

και θ εγγφτθτα των προςωπικϊν νοθμάτων με τα εφαρμοηόμενα. 

 Διαδραςτική καταλληλότητα (interactive suitability): θ ευρφτθτα με τθν οποία τα 

διδακτικά ςχιματα και οι τροχιζσ επιτρζπουν τθν αναγνϊριςθ και επίλυςθ 

ςθμειωτικϊν ςυγκροφςεων, οι οποίεσ μποροφν να ςυμβοφν κατά τθ διάρκεια τθσ 

εκπαιδευτικισ διαδικαςίασ. 

 Καταλληλότητα των μζςων/πηγϊν (media/resources suitability): διακεςιμότθτα και 

επάρκεια των υλικϊν και ιςτορικϊν πθγϊν που χρειάηονται για να αναπτυχκεί θ 

διαδικαςία διδαςκαλίασ και μάκθςθσ. 

 Συναιςθηματική καταλληλότητα (emotional suitability): θ εμπλοκι (ενδιαφζρον, 

κινθτοποίθςθ) των μακθτϊν ςτθ διαδικαςία μάκθςθσ. 

 Οικολογική καταλληλότητα (ecological suitability): το εφροσ με το οποίο θ 

διδαςκαλία και θ μάκθςθ ταιριάηουν ςτο εκπαιδευτικό ζργο, ςτο ςχολείο και τθν 

κοινωνία και λαμβάνουν υπ’ όψιν τουσ κακοριςτικοφσ παράγοντεσ τθσ διάταξθσ 

ςτθν οποία ζχουν αναπτυχκεί. 

Οι ςυγγραφείσ ςυνοψίηοντασ αναφζρουν ότι τα κεωρθτικά εργαλεία που αναπτφχκθκαν 

ςτθν οντο-ςθμειωτικι προςζγγιςθ ςτθ μακθματικι γνϊςθ και διδαςκαλία, μποροφν να 

εφαρμοςτοφν ςτθν ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ διδαςκαλίασ και μάκθςθσ, εφαρμοηόμενα ςε 
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μια ςυγκεκριμζνθ διδαςκαλία, ςτο ςχεδιαςμό και τθν ανάπτυξθ μιασ διδακτικισ μονάδασ, ι 

ςε πιο γενικό επίπεδο, ςτο ςχεδιαςμό και τθν πραγματοποίθςθ μιασ ςειράσ μακθμάτων ι 

ςτα πλαίςια μιασ ειςιγθςθσ για το πρόγραμμα ςπουδϊν. Επίςθσ μποροφν να φανοφν 

χριςιμα ςτθν ανάλυςθ επιμζρουσ κεμάτων τθσ διαδικαςίασ τθσ μελζτθσ όπωσ, διδακτικζσ 

πθγζσ, βιβλία, απαντιςεισ μακθτϊν ςε εργαςίεσ, κ.τ.λ. 

3.5. Αναπαραςτϊςεισ 

Σφμφωνα με τον Dreyfus (1991), αναπαριςτϊ μια ζννοια ςθμαίνει, ότι δθμιουργϊ ζνα 

ςτιγμιότυπο, ζνα δείγμα, ζνα παράδειγμα, μια εικόνα τθσ ζννοιασ αυτισ. Αλλά αυτοφ του 

είδουσ θ περιγραφι είναι ανεπαρκισ, γιατί δεν προςδιορίηει ακριβϊσ αν το ςτιγμιότυπο 

είναι ςυμβολικό ι νοθτικό, οφτε δεικνφει τι ςθμαίνει «δθμιουργϊ» ςε ςχζςθ με τθ 

διεργαςία, από τθν οποία οι νοθτικζσ αναπαραςτάςεισ παράγονται και πωσ αναπτφςςονται. 

Μια ςυμβολικι αναπαράςταςθ εμφανίηεται εξωτερικά, γράφοντασ ι μιλϊντασ και ςυνικωσ 

ζχει ςκοπό να κάνει ευκολότερθ τθν επικοινωνία για τθν ζννοια. Ο ςυμβολιςμόσ είναι 

απαραίτθτοσ ςτα Μακθματικά. Πμωσ υπάρχουν κίνδυνοι παρανοιςεων. Για παράδειγμα 

όταν γράφουμε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ 2 1y x   ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, 

τα x  και y  είναι άγνωςτεσ ποςότθτεσ ι μεταβλθτζσ; Μια νοθτικι αναπαράςταςθ, από τθν 

άλλθ μεριά, αναφζρεται ςε εςωτερικά ςχιματα ι πλαίςια αναφοράσ, το οποία 

χρθςιμοποιεί το άτομο για να αλλθλεπιδρά με τον εξωτερικό κόςμο. Δθλαδι, όταν μασ 

απαςχολεί ζνα μακθματικό αντικείμενο ι διεργαςία, κακ’ ζνασ από μασ το ςχετίηει με κάτι 

που ζχει ςτο νου του. Βζβαια αυτό που ζρχεται ςτο νου του κακενόσ μπορεί να διαφζρει 

από άνκρωπο ςε άνκρωπο. Για παράδειγμα, από τθν παραπάνω αλγεβρικι ςχζςθ μπορεί 

κάποιοσ να αναγνωρίςει τθν εξίςωςθ μιασ ευκείασ, ενϊ κάποιοσ άλλοσ τθ ςυνάρτθςθ που 

ορίηει θ ςχζςθ αυτι. 

 Σφμφωνα με τον Dreyfus (1991), για να είςαι επιτυχθμζνοσ ςτα Μακθματικά είναι 

ςθμαντικό να ζχεισ ςτθ διάκεςθ ςου πολλζσ νοθτικζσ αναπαραςτάςεισ των εννοιϊν, όμωσ θ 

φπαρξθ τουσ και μόνο, δεν αρκεί για τθν ευζλικτθ χριςθ των εννοιϊν ςτθ λφςθ 

προβλθμάτων. Χρειάηεται θ δυνατότθτα εναλλαγισ από μια αναπαράςταςθ ςε μια άλλθ, θ 

οποία είναι πιο αποτελεςματικι για το επόμενο βιμα που κζλουμε να κάνουμε, αλλά αυτό 

προχποκζτει τθν φπαρξθ επιτυχϊν και ιςχυρϊν ςυνδζςμων μεταξφ των αναπαραςτάςεων. 

Συγκεκριμζνα ο ςυγγραφζασ βλζπει τθ διεργαςία μάκθςθσ να περιζχει τζςςερα ςτάδια: 
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 Χριςθ μιασ απλισ αναπαράςταςθσ. 

 Ραράλλθλθ χριςθ παραπάνω από μιασ αναπαραςτάςεων. 

 Δθμιουργία ςυνδζςμων μεταξφ παράλλθλων αναπαραςτάςεων. 

 Ενοποίθςθ αναπαραςτάςεων και ευζλικτθ εναλλαγι τουσ. 

Πταν θ παραπάνω διεργαςία ολοκλθρωκεί, τότε ζχουμε το ςχθματιςμό αφαιρετικισ 

αντίλθψθσ τθσ ζννοιασ, που οδθγεί ςτον ελεγχόμενο τρόπο χριςθσ των αναπαραςτάςεων 

τθσ ζννοιασ ςτθ λφςθ μακθματικϊν προβλθμάτων, ςτα οποία εμφανίηεται θ ζννοια. Επειδι 

επίςθσ, θ εμπλοκι πολλϊν αναπαραςτάςεων τθσ ίδιασ ζννοιασ μπορεί να προκαλζςει 

ςφγχυςθ ςτουσ μακθτζσ, ο ςυγγραφζασ προτείνει τθ ςυςτθματικι χριςθ διαφορετικϊν 

αναπαραςτάςεων τθσ ζννοιασ ςτθ διδαςκαλία και να δίνεται ζμφαςθ ςτθν εναλλαγι των 

αναπαραςτάςεων από τθν αρχι. 

Επειδι κάκε ζννοια είναι ενταγμζνθ ς’ ζνα πλαίςιο μακθματικισ δραςτθριότθτασ, 

κεωροφμε ότι είναι καταλλθλότερο να αναφερόμαςτε όχι ςε αναπαραςτάςεισ, αλλά ςε 

ςυςτιματα ι μοντζλα αναπαράςταςθσ. Πμωσ από τι αποτελείται ζνα ςφςτθμα 

αναπαράςταςθσ; Σφμφωνα με τον Goldin (1998), ζνα τζτοιο ςφςτθμα κατ’ αρχιν 

αποτελείται από πρωτόγονουσ χαρακτιρεσ ι ςθμάδια (λζξεισ που χρθςιμοποιεί ο 

ςυγγραφζασ εναλλακτικά), ενςαρκωμζνα με κάποιο τρόπο. Αυτοί μπορεί να είναι ιδιαίτερεσ 

οντότθτεσ που περιζχονται ς’ ζνα καλά οριςμζνο ςφνολο, όπωσ για παράδειγμα, 

χαρακτιρεσ ςτθ ςυμβολικι λογικι, ειπωμζνεσ λζξεισ, γράμματα του αλφαβιτου, ςθμεία 

ςτίξθσ, ψθφία, ςφμβολα αρικμθτικϊν πράξεων. Μπορεί επίςθσ να είναι  λιγότερο καλά 

οριςμζνεσ οντότθτεσ, όπωσ φυςικά αντικείμενα και οι ιδιότθτεσ τουσ. Τζλοσ μπορεί να είναι 

αφθρθμζνεσ μακθματικζσ ι φυςικζσ οντότθτεσ, όπωσ αρικμοί, διανφςματα, πίνακεσ, 

ταχφτθτεσ ι δυνάμεισ. Επιπρόςκετα, ζνα αναπαραςτατικό ςφςτθμα περιλαμβάνει κανόνεσ 

για ςυνδυαςμό των ςυμβόλων ςε επιτρεπόμενουσ ςχθματιςμοφσ. Τυπικά ζνα 

αναπαραςτατικό ςφςτθμα ζχει πολφ μεγαλφτερθ δομι απ’ αυτι. Ρεριζχει  κανόνεσ (μερικζσ 

φορζσ διφοροφμενουσ) για μετακίνθςθ από ζνα επιτρεπόμενο ςχθματιςμό ς’ ζνα άλλο, ι 

από ζνα ςφνολο ςχθματιςμϊν ς’ ζνα άλλο, κακιερϊνοντασ ζνα είδοσ δομικοφ δικτφου. Ο 

βαςικόσ λόγοσ που καλοφμε αυτά τα ςυςτιματα αναπαραςτατικά είναι γιατί χαρακτιρεσ, 

ςχθματιςμοί, ι δομζσ ς’ ζνα τζτοιο ςφςτθμα, μποροφν να κωδικοποιιςουν, 

ενεργοποιιςουν, παραγάγουν, αποτελζςουν βάςθ, αναπαραςτιςουν, ι ςυμβολίςουν 

αυτοφσ ς’ ζνα άλλο ςφςτθμα, ςφμφωνα με κανόνεσ (ςυχνά αμφίςθμουσ). 
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Ο Goldin (1998) ορίηει ωσ εξωτερικά αναπαραςτατικά ςυςτιματα, τα κοινά, 

αντιπροςωπευτικά ςυςτιματα που αναπτφχκθκαν από τθν ανκρϊπινθ κοινωνικι διεργαςία 

και περιλαμβάνουν φυςικζσ γλϊςςεσ, ςυςτιματα μακθματικϊν ςθμειογραφιϊν και 

ςυμβάςεισ, διαχωρίηοντάσ τα από τα εςωτερικά αναπαραςτατικά ςυςτιματα που είναι 

ατομικά. Τα εςωτερικά αναπαραςτατικά ςυςτιματα κατά το ςυγγραφζα, είναι το γλωςςικό, 

το εικονικό (που ςυνδζεται με τθ φανταςία), του χειριςμοφ των τυπικϊν ςθμειογραφικϊν 

ςυςτθμάτων, του προγραμματιςμοφ — παρακολοφκθςθσ — εκτελεςτικοφ ελζγχου, το 

ςυναιςκθματικό. Οι εςωτερικζσ αναπαραςτάςεισ προςδιορίηονται από τισ ικανότθτεσ  που 

ζχει ζνα άτομο, ςτο πλαίςιο των παραπάνω αναπαραςτατικϊν ςυςτθμάτων, να εκτελεί μια 

δράςθ.  

Πμωσ υπάρχουν και άλλεσ απόψεισ για το διαχωριςμό των αναπαραςτάςεων. Σφμφωνα 

με τον Duval (2000), ο όροσ αναπαραςτάςεισ «ςυχνά χρθςιμοποιείται αναφερόμενοσ ςε 

νοθτικζσ οντότθτεσ: εικόνα, κάτι μακρινό ι κάτι που απουςιάηει, το οποίο ανακαλείται ςτο 

νου και, τελικά, αυτό που καταλαβαίνουν τα υποκείμενα». Στο πλαίςιο αυτό, οι νοθτικζσ 

αναπαραςτάςεισ κεωροφνται ωσ το αντίκετο των ςυμβόλων, τα οποία πρζπει να είναι μόνο 

«υλικά» ι «εξωτερικά» ςφμβολα. Ο διαχωριςμόσ ςε εςωτερικζσ (νοθτικζσ) και εξωτερικζσ 

(υλικζσ) αναπαραςτάςεισ είναι παραπλανθτικόσ και προκαλεί δφο καταςτροφικζσ 

ςυγχφςεισ. Θ πρϊτθ είναι ότι ο διαχωριςμόσ ςε νοθτικζσ/εξωτερικζσ αναφζρεται ςτον 

τρόπο παραγωγισ τουσ και όχι ςτθ φφςθ ι τον τφπο τουσ. Με βάςθ αυτό, τα ςφμβολα δεν 

είναι οφτε νοθτικζσ, οφτε φυςικζσ ι εξωτερικζσ οντότθτεσ. Θ ςθμαςία ενόσ ςυμβόλου δεν 

κακορίηεται από τθν κατανόθςι του ωσ υλικό αντικείμενο, αλλά από τισ ςχζςεισ αντίκεςθσ 

που ζχει με άλλα ςφμβολα. Θ δεφτερθ είναι ότι, όπωσ ςυμβαίνει και με τθ γλϊςςα, θ χριςθ 

ενόσ ςθμειωτικοφ ςυςτιματοσ μπορεί να είναι νοθτικι ι γραπτι (αυτό είναι το εξωτερικό). 

Για παράδειγμα όταν κάποιοσ κάνει αρικμθτικι με το νου του, χρθςιμοποιεί το ίδιο 

ςφςτθμα αρίκμθςθσ που χρθςιμοποιεί και όταν κάνει υπολογιςμοφσ γράφοντασ, όχι όμωσ 

και τθν ίδια ςτρατθγικι γιατί ζχει γνωςτικό κόςτοσ. Για τον Duval (2000), υπάρχουν δφο 

είδθ γνωςτικϊν αναπαραςτάςεων. Αυτζσ που ςκόπιμα παράγονται χρθςιμοποιϊντασ 

κάποιο ςθμειωτικό ςφςτθμα: προτάςεισ, γραφικζσ παραςτάςεισ, διαγράμματα, ςχζδια… Θ 

παραγωγι τουσ μπορεί να είναι εξίςου νοθτικι ι εξωτερικι. Και αυτζσ, που είναι 

αιτιολογικά και αυτόματα παραγόμενεσ από ζνα οργανικό ςφςτθμα (οπτικζσ εικόνεσ 

ονείρου ι μνιμθσ) ι από ζνα φυςικό μθχανιςμό (αντανακλάςεισ, φωτογραφίεσ). Στθν 

πρϊτθ κατθγορία, το περιεχόμενο μιασ αναπαράςταςθσ υποδθλϊνει το αναπαριςτϊμενο 
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αντικείμενο. Είναι μια ρθτι επιλογι, γιατί κάκε δθλωτικι μονάδα απορρζει από μια 

επιλογι. Στθ δεφτερθ κατθγορία, το περιεχόμενο των αναπαραςτάςεων είναι θ ζκβαςθ μιασ 

φυςικισ δράςθσ του αναπαριςτϊμενου αντικειμζνου, ςε κάποιο οργανικό ςφςτθμα  ι ςε 

κάποιο φυςικό μθχανιςμό. Δθλαδι ο Duval (2000) προτείνει τθ διαίρεςθ των 

αναπαραςτάςεων ςε ςθμειωτικζσ και ςε φυςικζσ/οργανικζσ και όχι ςε νοθτικζσ 

αναπαραςτάςεισ και εξωτερικζσ αναπαραςτάςεισ, όπωσ ςυχνά χρθςιμοποιείται ςτισ 

γνωςτικζσ επιςτιμεσ. Στθ ςυνζχεια επιχειρείται περαιτζρω μελζτθ των ςθμειωτικϊν 

αναπαραςτάςεων. 

3.5.1.   Οι ςημειωτικϋσ αναπαραςτϊςεισ 

Αυτό το οποίο διαχωρίηει τθ μακθματικι ςκζψθ από άλλεσ μορφζσ γνϊςθσ, αυτό που τθν 

ξεχωρίηει, κατά κάποιο τρόπο, δεν είναι θ χρθςιμοποίθςθ ςθμείων, ςυμβόλων και 

αναπαραςτάςεων που επιτρζπουν τθν ζκφραςθ μζςα από εικόνεσ, αλλά είναι το γεγονόσ 

ότι αυτι θ χρθςιμοποίθςθ είναι απολφτωσ απαραίτθτθ για να προςεγγίηουμε τα 

αντικείμενα τα οποία μελετά (αρικμοφσ, ςυναρτιςεισ, γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ, κ.α.) και για 

να εργαςτοφμε με αυτά τα αντικείμενα, ι πάνω ςε αυτά τα αντικείμενα. Δθλαδι οι 

ςθμειωτικζσ αναπαραςτάςεισ είναι ενδογενείσ ςτθν άςκθςθ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ και 

γι’ αυτό τα Μακθματικά ανζπτυξαν μια ποικιλία ςθμειωτικϊν ςυςτθμάτων 

αναπαραςτάςεων, τισ οποίεσ δε βρίςκουμε ςτισ άλλεσ επιςτθμονικζσ περιοχζσ (Duval, 

2003). 

Επειδι θ ποικιλία των ςυςτθμάτων ςθμειωτικϊν αναπαραςτάςεων είναι μεγάλθ ςτα 

Μακθματικά, ο Duval (2003) προτείνει τθν ακόλουκθ ταξινόμθςθ: Πλα τα ςυςτιματα 

αναπαράςταςθσ που χρθςιμοποιοφνται ςτα Μακθματικά παρουςιάηουν δφο τφπουσ 

χαρακτθριςτικϊν. Από τθ μία, μπορεί να είναι πολυ-λειτουργικά, ι μονο-λειτουργικά. Από 

τθν άλλθ, μπορεί να χρθςιμοποιοφν ι να μθν χρθςιμοποιοφν κάποια γλϊςςα (discursive ι 

non-discursive). Ζνα ςφςτθμα είναι πολυ-λειτουργικό όταν μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για να 

εξυπθρετιςει πολφ διαφορετικζσ λειτουργίεσ: τθ λειτουργία τθσ επικοινωνίασ προφανϊσ, 

αλλά επίςθσ λειτουργίεσ επεξεργαςίασ, αντικειμενικοποίθςθσ, εικονογράφθςθσ, 

προςομοίωςθσ, κτλ. Ζνα ςφςτθμα είναι μονο-λειτουργικό, όταν δεν μπορεί να εξυπθρετιςει 

παρά μόνο μια λειτουργία. Οι αναπαραςτάςεισ που χρθςιμοποιοφν κάποια γλϊςςα 

χαρακτθρίηονται από τθ ςυντακτικι γραμμικότθτα ςυνδυαςμϊν νοθματικϊν ενοτιτων και 

από τθν αλλθλουχία των επιπζδων νοθματικισ διάρκρωςθσ (αλγεβρικζσ παραςτάςεισ-
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αλγεβρικόσ λογιςμόσ). Αντικζτωσ, οι αναπαραςτάςεισ που δε χρθςιμοποιοφν κάποια 

γλϊςςα χαρακτθρίηονται από μια, ςχεδόν άμεςθ, ςυνοπτικι αντίλθψθ και από τθν απουςία 

ςυντακτικϊν δεςμεφςεων διάταξθσ για να τισ διατρζξουμε ι να τισ εξερευνιςουμε 

(ςχιματα, διαγράμματα, γραφικζσ παραςτάςεισ). 

Για τα Μακθματικά ζνα τζτοιο ςφςτθμα (μονο-λειτουργικό), είναι ζνα ςφςτθμα 

επεξεργαςίασ. Οι επεξεργαςίεσ είναι μεταςχθματιςμοί που πραγματοποιοφνται μζςα ςτο 

ίδιο πεδίο: π.χ. ο αρικμθτικόσ ι αλγεβρικόσ υπολογιςμόσ. Πλεσ οι επεξεργαςίεσ που 

πραγματοποιοφνται ς’ ζνα μονο-λειτουργικό πεδίο μποροφν να δϊςουν αφορμι για ζνα 

αλγόρικμο. Για παράδειγμα, αν δει κάποιοσ τθν εφρεςθ του ςθμείου τομισ δφο ευκειϊν ωσ 

λφςθ του ςυςτιματοσ των εξιςϊςεϊν τουσ, τότε περιορίηεται ςτο επίπεδο των αλγεβρικϊν 

χειριςμϊν (μονο-λειτουργικό) και θ λφςθ του ςυςτιματοσ γίνεται αλγορικμικά.   

Αντίκετα ςτα πολφ-λειτουργικά αναπαραςτατικά ςυςτιματα, οι επεξεργαςίεσ δεν 

μποροφν να δϊςουν αφορμι για ζνα αλγόρικμο. Δεν υπάρχει αλγόρικμοσ για να μάκουμε 

να βλζπουμε πάνω ς’ ζνα γεωμετρικό ςχιμα τθ λφςθ ενόσ προβλιματοσ. Δεν υπάρχει 

αλγόρικμοσ για να επιχειρθματολογιςουμε, ι για να αποδείξουμε όςο βριςκόμαςτε μζςα 

ςτο πεδίο τθσ φυςικισ γλϊςςασ. 

Ζνα ςφςτθμα χρθςιμοποιεί κάποια γλϊςςα, όταν πλθροί τα διάφορα είδθ λειτουργιϊν, 

που μποροφμε να κάνουμε με κάποια γλϊςςα. Ζτςι, οποιοδιποτε ςφςτθμα που μπορεί να 

πραγματοποιεί υπολογιςμοφσ, μπορεί να κεωρθκεί ότι είναι ςφςτθμα που χρθςιμοποιεί μια 

γλϊςςα (Αρικμθτικι, Άλγεβρα). Και όλεσ οι αναπαραςτάςεισ οι οποίεσ δεν παράγονται από 

μια γλϊςςα, κα λζγονται αναπαραςτάςεισ που δε χρθςιμοποιοφν γλϊςςα. Μια 

παρατιρθςθ που κάνει ο ςυγγραφζασ είναι ότι, ς’ αυτό το ςθμείο δεν αντιπαρακζτει απλά 

γλϊςςα και εικόνα. Διότι υπάρχουν πολλζσ αναπαραςτάςεισ μθ προερχόμενεσ από κάποια 

γλϊςςα, οι οποίεσ δεν είναι, ι δε λειτουργοφν ςαν τισ εικόνεσ, π.χ. τα ςχιματα, γεωμετρικά, 

ι όχι. 

Ζτςι με ςυνδυαςμό των δφο παραπάνω κατθγοριοποιιςεων, ζχουμε τζςςερεισ μεγάλεσ 

τάξεισ ςυςτθμάτων ςθμειωτικϊν αναπαραςτάςεων. Τισ ονομάηει πεδία αναπαράςταςθσ και 

παρατθρεί ότι επιτρζπουν μετατροπζσ  των αναπαραςτάςεων που ζχουν παραχκεί ςε άλλεσ 

αναπαραςτάςεισ.  

Μετατροπι είναι θ αλλαγι τθσ αναπαράςταςθσ ενόσ αντικειμζνου ι μιασ κατάςταςθσ θ 

οποία δθμιουργικθκε ς’ ζνα πεδίο, ςε μια άλλθ αναπαράςταςθ του ίδιου αντικειμζνου, 

αλλά που δθμιουργικθκε μζςα ς’ ζνα άλλο πεδίο και είναι μια δράςθ γνωςτικά ςφνκετθ. 
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Για παράδειγμα, ο κφκλοσ ζχει ωσ γεωμετρικι αναπαράςταςθ το επίπεδο ςχιμα που 

μετατρζπεται ςε εξίςωςθ, που είναι μια αναπαράςταςθ του κφκλου ςτο αλγεβρικό πεδίο 

που προςφζρει θ Αναλυτικι Γεωμετρία. Σε παλαιότερθ δθμοςιευμζνθ εργαςία ο Duval 

(2000) παρατθρεί ότι, θ εμφανιηόμενθ ζλλειψθ ομοιότθτασ (ςφμπτωςθσ) μεταξφ των δφο 

περιεχομζνων των αναπαραςτάςεων του ίδιου αντικειμζνου, εμφανίηεται λόγω του 

γεγονότοσ ότι το περιεχόμενο τθσ αναπαράςταςθσ δεν εξαρτάται κφρια από το  αντικείμενο 

που αναπαρίςταται, αλλά από το ςφςτθμα που ενεργοποιείται για να παράγει τθν 

αναπαράςταςθ. Κατά τον Duval (2003) δφο αναπαραςτάςεισ του ίδιου αντικειμζνου, μζςα 

ςε δφο διαφορετικά πεδία, δεν ζχουν το ίδιο περιεχόμενο. Είναι δφςκολο κάποιεσ φορζσ να 

βρεκοφν οι αντιςτοιχίεσ ανάμεςα ςτα δφο περιεχόμενα και επομζνωσ ν’ αναγνωρίςουμε 

ότι, ςτθν πραγματικότθτα, είναι το ίδιο αντικείμενο που αναπαρίςταται. Βζβαια, αφοφ δεν 

υπάρχει άλλθ πικανι πρόςβαςθ προσ το αντικείμενο, πζραν τθσ ςθμειωτικισ, υπάρχει μια 

γνωςτικι αδυναμία ςτο διαχωριςμό των ςθμειωτικϊν αναπαραςτάςεων από το αρχικό 

αντικείμενο που αναπαρίςταται, με αποτζλεςμα, κάποιεσ φορζσ, δφο αναπαραςτάςεισ ενόσ 

αντικειμζνου να κεωροφνται ωσ δφο μακθματικά αντικείμενα (Duval, 2006). Θ δυνατότθτα 

ι θ μθ-δυνατότθτα να πραγματοποιιςουμε αυτι τθ δράςθ, εξαρτάται από το ςυντονιςμό 

μζςα ςτο άτομο δφο πεδίων αναπαράςταςθσ. 

Σφμφωνα με τουσ Γκαγκάτςθ, Θλία και Αντρζου (2003),  θ ζλλειψθ δυνατότθτασ από το 

μακθτι, όταν εργάηεται ςε ζνα πεδίο αναπαράςταςθσ να επικοινωνεί τισ ιδζεσ του με 

επιτυχία ςε ζνα άλλο πεδίο αναπαράςταςθσ ορίηεται ωσ «ςτεγανοποίθςθ». Σε ζρευνα τουσ, 

που ζγινε ςε μεγάλο πλθκυςμό μακθτϊν Γυμναςίου (183 μακθτζσ) και Λυκείου (404 

μακθτζσ) ςτθν Ελλάδα με αντικείμενο ζρευνασ τθ χριςθ των αναπαραςτάςεων των 

ςυναρτιςεων (π.χ. y x  , 3 / 2y  , 2y x  ) και ςυγκεκριμζνα τθ μετάβαςθ από μία 

αναπαράςταςθ ςε μια άλλθ (γραφικι παράςταςθ, λεκτικι ζκφραςθ, αλγεβρικι ζκφραςθ), 

παρατθρικθκε θ «ςτεγανοποίθςθ». 

Σφμφωνα με τον Duval (2003), θ μετατροπι δεν είναι γνωςτικά αναςτρζψιμθ διαδικαςία, 

αφοφ δεν πρόκειται για τισ ίδιεσ δράςεισ. Για παράδειγμα, όταν ζχουμε το ςχιμα μιασ 

παραβολισ, με άξονα ςυμμετρίασ τον y΄y  και κορυφι τθν αρχι των αξόνων, που διζρχεται 

από το ςθμείο (1,2)A , τότε για να βροφμε τθν εξίςωςθ τθσ, μποροφμε να κεωριςουμε τθ 

γενικι εξίςωςθ που παριςτάνει τθν παραβολι αυτι ( 2 2y px ) και ςτθ ςυνζχεια, αφοφ το 

ςθμείο A  είναι ςθμείο τθσ, κα επαλθκεφει τθ γενικι εξίςωςθ, οπότε απ’ αυτιν τθν 
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επαλικευςθ μποροφμε να βροφμε το p , άρα και τθν εξίςωςθ. Το αντίςτροφο, δθλαδι αν 

γνωρίηουμε τθν εξίςωςθ και κζλουμε να βροφμε το ςχιμα, ςυνικωσ αντιμετωπίηεται 

γνωςτικά διαφορετικά, π.χ. με εφρεςθ, μζςω τθσ εξίςωςθσ, ικανοφ αρικμοφ ςθμείων τα 

οποία ενϊνουμε, γνωρίηοντασ ότι ςχεδιάηουμε μια παραβολι. 

Ο Duval (2006), αναφερόμενοσ ςε εργαςία του (1988), δίνει ζνα παράδειγμα 

ςυμπεριφοράσ των μακθτϊν θλικίασ 15-16 ετϊν ςτο παραπάνω κζμα, ςε ςχζςθ με τισ 

εξιςϊςεισ ευκειϊν. Αναφερόμενοσ ςτθν καταςκευι ενόσ γραφιματοσ, ςθμειϊνει ότι αρκεί 

να ζχουμε μόνο τον ακόλουκο κανόνα: ςτο επίπεδο εφοδιαςμζνο με άξονεσ 

ςυντεταγμζνων, ςε κάκε διατεταγμζνο ηεφγοσ αρικμϊν αντιςτοιχεί ζνα ςθμείο, με 

ςυντεταγμζνεσ το διατεταγμζνο ηεφγοσ αρικμϊν. Θ καταςκευι γραφθμάτων που 

αντιςτοιχεί ςε γραμμικζσ εξιςϊςεισ, φαίνεται ότι δε δθμιουργεί προβλιματα ςτουσ 

μακθτζσ. Πμωσ για τθν αντίςτροφθ διαδικαςία, ο κανόνασ δεν είναι λειτουργικόσ οφτε 

επαρκεί. 

 

Σχήμα 15: Θ αναγνϊριςη των ευθειϊν (Duval, 2006) 

Αυτό που είχαν να κάνουν οι μακθτζσ ιταν απλά να αναγνωρίςουν και όχι να 

καταςκευάςουν ι να διαβάςουν ςυντεταγμζνεσ ςθμείων. Για παράδειγμα, ερϊτθςθ για τθν 

πρϊτθ ευκεία ιταν να διαλζξουν μεταξφ των εξιςϊςεων y x , y x  , 1y x  , αυτι που 

αντιςτοιχεί ςτο γράφθμα. Ο ςυγγραφζασ ςθμειϊνει ότι αν τουσ είχε ηθτθκεί να 

καταςκευάςουν τα δφο γραφιματα, τότε το ποςοςτό επιτυχίασ κα είχε ανζλκει ςτο 90%. 

 Ο Duval (2000), αναφερόμενοσ ςτο ςυντονιςμό μεταξφ πεδίων αναπαράςταςθσ 

παρατθρεί, ότι τα πεδία αναπαράςταςθσ μιασ ζννοιασ δεν είναι ιςόμορφα και δεν είναι 

αποδοτικό να δείχνεισ μαηί δφο διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ του ίδιου αντικειμζνου, με 

ςτόχο να δθμιουργιςεισ ςυςχετιςμοφσ. Ρροςπακϊντασ να ορίςει το ςυντονιςμό μεταξφ 

πεδίων αναπαράςταςθσ γράφει ότι, «για να μάκεισ Μακθματικά πρζπει να μάκεισ να 

ξεχωρίηεισ και να ςυνδυάηεισ ςθμειωτικά ςυςτιματα αναπαράςταςθσ, με ςτόχο να γίνεισ 
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ικανόσ για κάκε μεταςχθματιςμό τθσ αναπαράςταςθσ». Για παράδειγμα, ςτθν περίπτωςθ 

τθσ ευκείασ ο Duval (2006) αναφζρει ότι, ο ςυντονιςμόσ απαιτεί τθν ικανότθτα να διακρίνει 

ο μακθτισ, πωσ δφο γραφιματα, που οπτικά μοιάηουν, είναι διαφορετικά από μακθματικισ 

άποψθσ. Κεωρεί ότι δεν είναι προφανισ θ οπτικι διάκριςθ των γραφθμάτων και προτείνει 

τθν παρακάτω κατθγοριοποίθςθ, ωσ ζνα δίκτυο ςτο οποίο κάκε εικονικι ιδιότθτα ταιριάηει 

με μια κατθγορία τθσ αλγεβρικισ ζκφραςθσ y ax b  .  

 

Σχήμα 16: Οι χαρακτηριςτικζσ περιπτϊςεισ για την ευθεία (Duval, 2006)  

Θ διάκριςθ των περιπτϊςεων γίνεται με βάςθ τθν y x  και τισ εικονικζσ αντικζςεισ που 

ςχετίηονται με το πρόςθμο του a  , τθν κλίςθ για 1a   και τθ διαφοροποίθςθ του 

ςυντελεςτι b  (από 0b   ςε 1b  ). Κατά το ςυγγραφζα, ερευνϊντασ τθ διακφμανςθ των 

αναπαραςτάςεων ςτο ζνα πεδίο ςε ςχζςθ με το άλλο, οι μακθτζσ μποροφν να αντιλθφκοφν 

τι είναι μακθματικά ςχετικό ςε μια αναπαράςταςθ, να επιτφχουν τθ μετατροπι ςε ζνα άλλο 

πεδίο και να διαχωρίςουν το αναπαριςτάμενο αντικείμενο από το περιεχόμενο αυτϊν των 

αναπαραςτάςεων. 

Με βάςθ τα προαναφερκζντα για τισ μετατροπζσ, ο ςυγγραφζασ αναφζρει ότι: 

 Ρρζπει να υπάρχει ςυνειδθτοποίθςθ τθσ διαφοράσ ανάμεςα ςτο περιεχόμενο τθσ 

αναπαράςταςθσ και το αναπαριςτϊμενο αντικείμενο.  

 Λαμβάνοντασ υπ’ όψιν το ηεφγοσ αναπαράςταςθ-αντικείμενο, να γνωρίηουμε ότι το 

πρϊτο ποικίλει ανάλογα το πεδίο αναπαράςταςθσ, ενϊ το δεφτερο, κατά κάποιο 

τρόπο, είναι το αναλλοίωτο ςτοιχείο τθσ μετατροπισ. Και αυτό ςθμαίνει ότι τα 

περιεχόμενα δφο αναπαραςτάςεων ενόσ αντικειμζνου είναι οπωςδιποτε 

διαφορετικά. 
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Άρα, πρζπει θ μακθματικι δραςτθριότθτα να ζχει τισ δφο ακόλουκεσ βαςικζσ διαδικαςίεσ: 

 Τθν ενεργοποίθςθ δφο τουλάχιςτον διαφορετικϊν αναπαραςτάςεων τθσ 

ζννοιασ(εςωτερικά ςε κακζνα από τα ενεργοποιθμζνα πεδία). 

 Τθν εκ περιτροπισ, ι παράλλθλθ διεξαγωγι των δφο τφπων (επεξεργαςία, 

μετατροπι) μεταςχθματιςμϊν αναπαράςταςθσ (θ επεξεργαςία εςωτερικά ςε 

κακζνα από τα ενεργοποιθμζνα πεδία και θ μετατροπι για το πζραςμα από το ζνα 

πεδίο ςτο άλλο).  

Θ ενεργοποίθςθ δφο διαφορετικϊν πεδίων μπορεί να είναι ςαφισ, όπωσ ςτθ Γεωμετρία 

όπου ενεργοποιοφμε ςυγχρόνωσ δφο πεδία (τουλάχιςτον) και τα περάςματα μεταξφ λόγου 

και ςχθμάτων είναι διαρκι. Αλλά τισ περιςςότερεσ φορζσ παραμζνει ζμμεςθ, όταν, για 

παράδειγμα, λφνουμε ζνα ςφςτθμα δφο εξιςϊςεων με δφο αγνϊςτουσ, δουλεφουμε ςε ζνα 

μονό-λειτουργικό ςφςτθμα τθρϊντασ ζνα αλγόρικμο. Για να κατανοιςουμε τθ δράςθ μασ 

αυτι, πρζπει να ενεργοποιιςουμε και ζνα δεφτερο πεδίο αναπαράςταςθσ (παριςτάνουν 

καμπφλεσ ςτο επίπεδο) ζτςι ϊςτε να γίνει κατανοθτι ςε βάκοσ θ ενζργεια μασ αυτι 

(βρίςκουμε ςθμεία τομισ των καμπυλϊν). 

3.5.2.   Η οντο-ςημειωτικό προςϋγγιςη για τισ αναπαραςτϊςεισ 

Οι Font, Godino, D’ Amore (2007), ςε ςχετικό άρκρο με τίτλο «An onto-semiotic approach to 

representations in mathematics education», αναφζρονται ςτθ φφςθ των αντικειμζνων που 

παρεμβαίνουν ςτισ αναπαραςτάςεισ, ςτο πρόβλθμα τθσ αναπαράςταςθσ γζνιων ςτοιχείων 

(generic elements) και ςτο ρόλο που παίηει θ αναπαράςταςθ ενόσ αντικειμζνου. Πςον 

αφορά τθ φφςθ των αντικειμζνων, επαναλαμβάνουν όςα ζχουμε αναφζρει παραπάνω. 

Πςον αφορά τα γζνια ςτοιχεία, δίνουν τον παρακάτω οριςμό: «γζνια ςτοιχεία (κλάςθ 

μακθματικϊν αντικειμζνων) είναι ζνα ςφνολο ι ςφςτθμα από ςτοιχεία που κεωροφνται ωσ 

μια μονάδα» (Font — Godino — D’ Amore, 2007). Το γζνιο ςτοιχείο (generic element) 

ορίηεται ωσ ο εκπρόςωποσ τθσ μονάδασ. Ροιοσ όμωσ, κατά περίπτωςθ, εκπροςωπεί τθ 

μονάδα; Πταν κεωριςουμε τθν κλάςθ των ρθτϊν αρικμϊν  (1,2),(2,4),(3,6),... , τότε 

οποιοςδιποτε αρικμόσ, π.χ. το 
1

2
 εκπροςωπεί τθν κλάςθ. Πταν αναφερόμαςτε ςτθν 

ιδιότθτα των τριγϊνων, ότι τα φψθ διζρχονται από το ίδιο ςθμείο, τότε πρζπει να 
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αναφερόμαςτε ςε όλα τα πικανά τρίγωνα και όχι ςε κάποιο ςυγκεκριμζνο. Στθν περίπτωςθ 

αυτι, ο κατάλλθλοσ εκπρόςωποσ, δθλαδι το γζνιο ςτοιχείο, είναι το τυχαίο τρίγωνο, 

δθλαδι ζνα οποιοδιποτε τρίγωνο, αρκεί να ενδιαφερόμαςτε για τα γενικά χαρακτθριςτικά 

του και όχι για τισ ειδικζσ πλευρζσ του ςυγκεκριμζνου τριγϊνου που επιλζξαμε. 

Θ διαλεκτικι ςχζςθ μεταξφ του γζνιου ςτοιχείου και του γενικοφ ςτοιχείου ςυχνά 

προκαλεί μια μεγάλθ γνωςτικι πολυπλοκότθτα. Ο μακθματικόσ ςυλλογιςμόσ μετάβαςθσ 

από το γενικό (general) ςτο γενικό ςυναντά μια ενδιάμεςθ φάςθ, που περιζχει το ςτοχαςμό 

ενόσ ατομικοφ αντικειμζνου. Αν ο ςυλλογιςμόσ πρζπει να εφαρμόηεται ς’ ζνα ςυγκεκριμζνο 

αντικείμενο, είναι αναγκαίο να υπάρχει μια εγγφθςθ ότι ο ςυλλογιςμόσ ιςχφει για κάκε 

αντικείμενο τθσ κλάςθσ. Το ςυγκεκριμζνο αντικείμενο κανονικά αποτελεί μζροσ μιασ 

αλυςίδασ, ςτθν οποία οι προθγοφμενοι ςφνδεςμοι είναι γζνια ςτοιχεία. Τθν ίδια ςτιγμι, το 

ςυγκεκριμζνο αντικείμενο, για να κεωρθκεί ωσ γζνιο, πρζπει να μετατραπεί ςε 

προθγοφμενουσ ςυνδζςμουσ μιασ νζασ ςυγκεκριμζνθσ περίπτωςθσ. Για παράδειγμα, θ 

οικογζνεια των ευκειϊν 2y x b   με b , είναι ζνα ςυγκεκριμζνο αντικείμενο που 

ςυνδζεται με τα γζνια ςτοιχεία ( )y f x  και ( )f x mx b   με ,m b , ενϊ ταυτόχρονα 

μπορεί να κεωρείται ωσ γζνια ςτοιχεία (κλάςθ) τθσ ςυγκεκριμζνθσ ευκείασ 2 1y x  . 

Επειδι το ςυγκεκριμζνο αντικείμενο ςχετίηεται με τθν αναπαράςταςθ του, το πρόβλθμα 

είναι πότε θ αναπαράςταςθ αναφζρεται ςτο ςυγκεκριμζνο αντικείμενο και πότε ςτθ γενικι 

ζννοια. Κατά τουσ ςυγγραφείσ, θ δυϊκότθτα εκτατικό — εντατικό παίηει πολφ ςθμαντικό 

ρόλο. Θ χριςθ των γζνιων ςτοιχείων, ςχετίηεται με ζνα ςφνκετο δίκτυο ςθμειωτικϊν 

λειτουργιϊν (άρα και αναπαραςτάςεων) που ςχετίηουν τα εντατικά με τα εκτατικά 

αντικείμενα. Πταν χρθςιμοποιοφμε μια αναπαράςταςθ ςτισ μακθματικζσ πρακτικζσ ωσ 

γζνιο ςτοιχείο, δροφμε ςε ζνα ςυγκεκριμζνο αντικείμενο, αλλά τοποκετοφμε τουσ εαυτοφσ 

μασ ςε ζνα γλωςςικό παιχνίδι, ςτο οποίο είναι κατανοθτό ότι ενδιαφερόμαςτε για τα γενικά 

χαρακτθριςτικά του αντικειμζνου και αγνοοφμε τισ ςυγκεκριμζνεσ πλευρζσ του. 

Στο παράδειγμα με τον κφκλο, που αναλφκθκε ςε προθγοφμενθ ενότθτα (3.4.), θ χριςθ 

των τριϊν εντατικϊν αντικειμζνων εξαςφαλίηει τθ γενικότθτα του ςυλλογιςμοφ, αφοφ 

αναφερόμαςτε ςτα γενικά χαρακτθριςτικά των αντικειμζνων. Συγκεκριμζνα θ εξίςωςθ 

( )y f x , μασ διαβεβαιϊνει για τθ δυνατότθτα επανάλθψθσ τθσ διαδικαςίασ, για το 

ςφνολο των ςυναρτιςεων που εκφράηονται με τφπο και οδθγεί ςτθν άμεςθ ςυςχζτιςθ των 

ςυναρτιςεων με τισ εξιςϊςεισ (κυμίηουμε ότι οι μακθτζσ τθσ Β Λυκείου διδάςκονται τισ 
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εξιςϊςεισ χωρίσ αναφορά ςτισ ςυναρτιςεισ). Κάκε ςυνάρτθςθ ζχει το πεδίο οριςμοφ τθσ. Οι 

ςυναρτιςεισ που ζχουν γραφιματα τισ καμπφλεσ που διαπραγματευόμαςτε ι τμιματα 

αυτϊν (που αντιςτοιχοφν ςε ςυνεκτικά υποςφνολα του 2  και όχι φυςικά μονοςφνολα), 

είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ οριςμζνεσ ςε διάςτθμα ι ζνωςθ διαςτθμάτων πραγματικϊν 

αρικμϊν, άρα μποροφμε να ενϊνουμε πάντα τα πεπεραςμζνα ςθμεία τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ όταν αυτά αντιςτοιχοφν ςε ζνα από τα διαςτιματα του πεδίου οριςμοφ. Ο 

τρόποσ που τα ενϊνουμε κακορίηεται από το είδοσ τθσ καμπφλθσ, που ζχουμε ωςτόςο βρει 

ότι είναι θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ. Συνολικά μπορεί να κεωρθκεί το 

ςυγκεκριμζνο φφλλο εργαςίασ ότι λειτουργεί ωσ γζνιο ςτοιχείο τθσ διαδικαςίασ 

μετατροπϊν που περιγράφει, τουλάχιςτον για τισ ςυναρτιςεισ που θ γραφικι τουσ 

παράςταςθ είναι μια καμπφλθ όπωσ αυτζσ που διαπραγματευόμαςτε ι ζνα ςυνεκτικό 

τμιμα τθσ. 

Το πρόβλθμα των πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων, αντιμετωπίηεται από τουσ ςυγγραφείσ 

όχι μόνο ςτο επίπεδο των διαφορετικϊν αναπαραςτάςεων, που μπορεί να ζχει ζνα 

μακθματικό αντικείμενο (αλγεβρικά, γραφικά, κ.α.) αλλά και ςτο επίπεδο τθσ ιςτορικισ 

εξζλιξθσ του αντικειμζνου, που δείχνει πόςο ςφνκετεσ είναι οι ςχζςεισ που διαμορφϊκθκαν 

μεταξφ του αντικειμζνου, των ςυςχετιςμζνων μ’ αυτό δεικτικϊν αναπαραςτάςεων του και 

των περιςτάςεων που το αντικείμενο χρθςιμοποιικθκε. 

Σφμφωνα με τουσ Font, Godino, D’ Amore (2007), ζνα κεντρικό ηιτθμα ςτθ διδαςκαλία 

των μακθματικϊν για κάποιουσ ςυγγραφείσ είναι να κάνουν τουσ μακθτζσ τουσ ικανοφσ να 

μεταβαίνουν από τθ μία αναπαράςταςθ ςτθν άλλθ: «θ μετατροπι των αναπαραςτάςεων 

είναι ζνα καίριο πρόβλθμα όταν μακαίνεισ Μακθματικά» (Duval, 2002, μζςα από τθν 

εργαςία των Font, Godino, D’ Amore (2007)) . Κεωροφν αφελι τον παραπάνω τρόπο να 

ςυλλάβει κάποιοσ το ρόλο των αναπαραςτάςεων ςτα Μακθματικά και ςτθν επινοθτικι 

διαδικαςία. Για τουσ ςυγγραφείσ είναι αρκετό να κοιτάξει κάποιοσ ιςτορικά ζνα 

οποιοδιποτε μακθματικό αντικείμενο για να δει τθν πολυπλοκότθτα των ςχζςεων οι οποίεσ 

είχαν δθμιουργθκεί μεταξφ του μακθματικοφ αντικειμζνου, των ςχετιηόμενων μ’ αυτό 

δεικτικϊν αναπαραςτάςεων και καταςτάςεων ςτισ οποίεσ το αντικείμενο είχε 

χρθςιμοποιθκεί για να οργανϊςει φαινόμενα. 

Το παράδειγμα που αναφζρουν οι ςυγγραφείσ είναι θ κιςςοειδισ. Θ καμπφλθ ορίηεται 

ωσ γεωμετρικόσ τόποσ ςτθ Συνκετικι Γεωμετρία και μποροφμε να τθν αναπαραςτιςουμε 

ςχεδιάηοντάσ τθν. Στο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, μποροφμε να ζχουμε ακόμα μια 
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αναπαράςταςθ τθσ κιςςοειδοφσ μζςα από τθν εξίςωςθ 3 2 2 0x x y ay   . Αυτι θ 

μετάβαςθ, από τθν καμπφλθ ςτθν εξίςωςθ, είναι μια τεχνικι που μόνθ τθσ δεν μπορεί να 

λειτουργιςει. Ρρζπει να πλαιςιωκεί από το κατάλλθλο κεωρθτικό υπόβακρο, που 

αιτιολογεί τθ μετάβαςθ και δίνει νόθμα ςτθ μετάβαςθ αυτι. Το ερευνθτικό πρόγραμμα, 

που εγκαινιάςτθκε από το Descartes είναι ζνα ολικό πρόγραμμα, ςτο οποίο δεν είναι εφικτι 

θ τοπικι μελζτθ. Αν κζλουμε να μελετιςουμε τοπικά τθν κιςςοειδι, τότε το κατάλλθλο 

εργαλείο είναι οι δυναμοςειρζσ. 

Για τθ διδακτικι των μακθματικϊν, είναι ςθμαντικό, να κεωροφμε τισ δεικτικζσ 

αναπαραςτάςεισ των μακθματικϊν αντικειμζνων απλά ωσ διαφορετικά νοιματα του ίδιου 

αντικειμζνου. Πμωσ αυτι θ κεϊρθςθ, μασ οδθγεί να υποτιμιςουμε τθ ςπουδαιότθτα των 

διαφορετικϊν δεικτικϊν αναπαραςτάςεων, τουσ ςχθματιςμοφσ των αντικειμζνων και τισ 

μεταβάςεισ που πραγματοποιοφνται από τθ μια ςτθν άλλθ, για τθν παραγωγι ενόσ ολικοφ 

νοιματοσ για το αντικείμενο. 

Οι ςυγγραφείσ, επιςθμαίνουν τρείσ επιπτϊςεισ του γεγονότοσ ότι οι δεικτικζσ 

αναπαραςτάςεισ ζχουν φτιαχτεί ςε ερευνθτικά προγράμματα, τα οποία υποδθλϊνουν τθ 

χριςθ ςχθματιςμϊν ι ςφνκετων δικτφων. 

1. Οι αναπαραςτάςεισ δεν μποροφν να κατανοθκοφν μόνεσ τουσ. Μια εξίςωςθ, ζνασ 

τφποσ, ζνα γράφθμα αποκτά νόθμα ςαν μζροσ ενόσ μεγαλφτερου ςυςτιματοσ, με 

κακιερωμζνα νοιματα και μεταφορζσ.  

2. Ενόςω το ίδιο αντικείμενο μπορεί να καταταχκεί ςε δφο διαφορετικά ερευνθτικά 

προγράμματα, το κακζνα από τα οποία ζχει το δικό του ςφςτθμα αναπαραςτάςεων, 

κάκε αναπαράςταςθ μπορεί να μετατραπεί ςε «αναπαραςτατικό αντικείμενο» τθσ 

αναπαράςταςθσ του άλλου ερευνθτικοφ προγράμματοσ. Δθλαδι θ καμπφλθ (π.χ. θ 

παραβολι) είναι θ γεωμετρικι αναπαράςταςθ τθσ εξίςωςθσ ι θ εξίςωςθ είναι ζνασ 

αλγεβρικόσ ςυμβολιςμόσ τθσ καμπφλθσ. Αυτό το γεγονόσ οδθγεί ςτθν άποψθ ότι θ 

παραβολι, αναπαριςτάται μζςω τθσ καμπφλθσ ςτθ Γεωμετρία και μζςω τθσ 

εξίςωςθσ ςτθν Αναλυτικι Γεωμετρία.  

3. Μια δεικτικι αναπαράςταςθ ζχει αναπαραςτατικι αξία, δθλαδι είναι κάτι που 

μπορεί να μπει ςτθ κζςθ ενόσ άλλου και από τθν άλλθ ζχει εργαλειακι αξία, δθλαδι 

επιτρζπει να εμφανιςτοφν ςυγκεκριμζνεσ πρακτικζσ, που με ζνα άλλο τφπο 

αναπαράςταςθσ δε κα ιταν δυνατόν να εμφανιςτοφν. Ο πρϊτοσ τφποσ μασ οδθγεί 
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ςτθ μονικι κατανόθςθ του αντικειμζνου, ενϊ ο δεφτεροσ ςτθ ςυςτθμικι κατανόθςθ 

του αντικειμζνου. 

Με βάςθ τθ μονικι — ςυςτθμικι δυϊκότθτα οι ςυγγραφείσ κεωροφν ότι μποροφν να 

επαναδιατυπϊςουν τθν άδολθ άποψθ ότι «υπάρχει ζνα αντικείμενο με διαφορετικζσ 

αναπαραςτάςεισ». Κατά τθ γνϊμθ τουσ αυτό που υπάρχει είναι ζνα ςφνκετο ςφςτθμα 

πρακτικϊν ςτο οποίο κάκε ζνα από τα διαφορετικά ηευγάρια αντικείμενο/αναπαράςταςθ 

(χωρίσ να τα διαχωρίηουμε) κάνει ενεργό ζνα υποςφνολο του ςυνόλου των πρακτικϊν, το 

οποίο κεωρείται να είναι το νόθμα του αντικειμζνου. Δθλαδι, κεωροφν ότι τα αντικείμενα 

που αναδφονται από ζνα ςφςτθμα πρακτικϊν μποροφν να κεωροφνται ωσ μονικά και με 

ζνα ολιςτικό νόθμα, όμωσ ςε κάκε υποςφνολο αυτϊν των πρακτικϊν το ηευγάρι 

αντικείμενο/αναπαράςταςθ είναι διαφορετικό, γιατί ενεργοποιεί πικανά διαφορετικζσ 

πρακτικζσ. 

Συμπεραςματικά αναφζρουν ότι προςεγγίηοντασ τισ αναπαραςτάςεισ και τα νοιματα με 

ολιςτικι ματιά, βοθκάει να καταλάβουμε τισ αναπαραςτάςεισ και τα νοιματα ωσ τθν ορατι 

πλευρά ενόσ «ςφνκετου παγόβουνου», ςτθ βάςθ του οποίου βριςκόμαςτε μπροςτά ςε ζνα 

δίκτυο αντικειμζνων, πρακτικϊν και ςυςχετιςμζνων δεικτικϊν αντικειμζνων, δομθμζνων ςε 

επιςτθμικοφσ (και γνωςτικοφσ) ςχθματιςμοφσ. Επίςθσ κεωροφν ότι θ κατανόθςθ των 

αναπαραςτάςεων με όρουσ ςθμειωτικϊν λειτουργιϊν, ζχει το πλεονζκτθμα ότι δε 

διαχωρίηεται το αντικείμενο από τθν αναπαράςταςι του. Θ κατανόθςθ του όρου 

«αναπαράςταςθ» δεν περιορίηεται μόνο ςτο ότι ζνα αντικείμενο μπαίνει ςτθ κζςθ ενόσ 

άλλου. Θ ζκφραςθ και το περιεχόμενο μια ςθμειωτικισ λειτουργίασ μπορεί να είναι κάκε 

είδουσ αντικείμενο και θ ςχζςθ τουσ δεν είναι μόνο αναπαραςτατικι, αλλά για παράδειγμα 

μπορεί να «ςχετίηεται με», «είναι μζροσ του», «είναι περίπτωςθ του/αιτία για». 
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4. Η μεθοδολογύα ϋρευνασ και η ϋρευνα 

Στθν ενότθτα αυτι παρουςιάηεται θ μεκοδολογία, με βάςθ τθν οποία εκπονικθκε θ 

παροφςα ζρευνα. Επίςθσ αναφζρονται γενικζσ πλθροφορίεσ που ςχετίηονται με το χρόνο 

και τον τόπο διεξαγωγισ τθσ ζρευνασ. Ακολουκϊντασ τα βιματα τθσ μεκόδου, 

περιγράφονται αναλυτικά οι προβλθματιςμοί, οι δράςεισ που αναλιφκθκαν και τα 

αποτελζςματα που εξιχκθςαν. Τζλοσ, ςτο πλαίςιο τθσ ανακεϊρθςθσ του γενικοφ πλάνου 

ζρευνασ, διατυπϊνονται απόψεισ για περαιτζρω διερεφνθςθ του κζματοσ. 

4.1. Η μεθοδολογύα 

Θ μεκοδολογία που ακολουκικθκε είναι γνωςτι ωσ «ζρευνα δράςθσ» (Action Research). Ο 

Elliott (1991), ςτο βιβλίο του με τίτλο «Action research for educational change», ςτο 

δεφτερο μζροσ και ςτθν 6θ ενότθτα, περιγράφει το παραπάνω μοντζλο ωσ ςπειροειδι 

ανάπτυξθ κφκλων. Ο πρϊτοσ κφκλοσ περιλαμβάνει τα εξισ βιματα: 

 Ρροςδιοριςμόσ τθσ ταυτότθτασ και αποςαφινιςθ τθσ αρχικισ ιδζασ. 

 Αναγνϊριςθ του κζματοσ (διερευνϊντασ και αναλφοντασ), περιγράφοντασ και 

εξθγϊντασ τα γεγονότα που ςυμβαίνουν ςε μια κατάςταςθ. 

 Καταςκευι ενόσ γενικοφ πλάνου. Το γενικό πλάνο περιλαμβάνει τθ γενικι ιδζα, τουσ 

παράγοντεσ που προτίκεςαι να αλλάξεισ ι να τροποποιιςεισ με ςτόχο τθ βελτίωςθ 

τθσ κατάςταςθσ, τισ δράςεισ που πρζπει να αναλάβεισ ς’ αυτι τθν κατεφκυνςθ, τισ 

διαπραγματεφςεισ που πρζπει να γίνουν με τουσ άλλουσ, τισ πθγζσ που χρειάηονται 

για να επιχειριςεισ τθν προτεινόμενθ ςειρά δράςεων και το θκικό πλαίςιο που 

ρυκμίηει τθν πρόςβαςθ και απελευκζρωςθ των πλθροφοριϊν.  

 Ανάπτυξθ (με ακρίβεια) των βθμάτων δράςθσ. 

 Εφαρμογι των βθμάτων δράςθσ. 

 Ραρακολοφκθςθ τθσ εφαρμογισ και των επιπτϊςεων. 

 Αναγνϊριςθ, εξθγϊντασ κάκε αποτυχία τθσ εφαρμογισ και των επιπτϊςεων.  

 Ανακεϊρθςθ τθσ γενικισ ιδζασ.   

Θ ανακεϊρθςθ τθσ γενικισ ιδζασ προκαλεί τθ δθμιουργία του δεφτερου κφκλου (και κάκε 

φορά του επόμενου κφκλου) που περιλαμβάνει τα εξισ βιματα: 
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 Τροποποιθμζνο πλάνο με βάςθ τθν ανακεωρθμζνθ γενικι ιδζα και τα αντίςτοιχα 

βιματα δράςθσ. 

 Ανάπτυξθ (με ακρίβεια) των βθμάτων δράςθσ. 

 Εφαρμογι των βθμάτων δράςθσ. 

 Ραρακολοφκθςθ τθσ εφαρμογισ και των επιπτϊςεων. 

 Αναγνϊριςθ, εξθγϊντασ κάκε αποτυχία τθσ εφαρμογισ και των επιπτϊςεων.  

 Ανακεϊρθςθ τθσ γενικισ ιδζασ.   

Για τθν παροφςα εργαςία εφαρμόςτθκε ο πρϊτοσ κφκλοσ, λόγο περιοριςμϊν του χρονικοφ 

πλαιςίου που τίκενται ςτο πλαίςιο μιασ μεταπτυχιακισ εργαςίασ. 

4.2. Γενικϋσ πληροφορύεσ για την ϋρευνα 

Θ ζρευνα ζγινε τθν άνοιξθ του 2010 ςε δφο ςχολεία του Νομοφ Θρακλείου και διεξιχκθ ςε 

τρείσ φάςεισ. Στθν πρϊτθ φάςθ ςυμπλθρϊκθκε ζνα ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ 

από τουσ μακθτζσ, ςτθ δεφτερθ φάςθ ζγινε μια διδακτικι παρζμβαςθ και ςτθν τρίτθ φάςθ 

ςυμπλθρϊκθκε ζνα δεφτερο ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ. Οι μακθτζσ που 

ςυμμετείχαν ανικαν ςε δφο τμιματα τθσ τεχνολογικισ κατεφκυνςθσ και ςε ζνα τμιμα 

κετικισ κατεφκυνςθσ τθσ Βϋ Λυκείου. Το ςφνολο των μακθτϊν και μακθτριϊν που 

ςυμμετείχαν ςτθν πρϊτθ φάςθ ιταν 59. Πμωσ και ςτισ τρείσ φάςεισ τθσ ζρευνασ από τα δφο 

τμιματα τεχνολογικισ ςυμμετείχαν 30 μακθτζσ και μακιτριεσ και από το τμιμα κετικισ 20 

μακθτζσ και μακιτριεσ. Οι κακθγθτζσ των μακθματικϊν που δίδαςκαν τα Μακθματικά 

Κατεφκυνςθσ τθσ Βϋ Λυκείου ςτα παραπάνω τμιματα είχαν δζκα, είκοςι πζντε και τριάντα 

χρόνια προχπθρεςία ςτθ Δθμόςια Εκπαίδευςθ. Επίςθσ τιρθςαν τισ οδθγίεσ του 

Ραιδαγωγικοφ Λνςτιτοφτου για τθ διδαςκαλία του ςυγκεκριμζνου μακιματοσ. Το πρϊτο 

ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ δόκθκε ςτουσ μακθτζσ το τρίτο δεκαιμερο του 

Μαρτίου, αφοφ είχαν ςχεδόν ολοκλθρϊςει τθ μελζτθ όλων των εννοιϊν που αφοροφςαν 

τθν ζρευνά μασ. Θ ανάλυςθ των αποτελεςμάτων και ο ςχεδιαςμόσ τθσ διδακτικισ 

παρζμβαςθσ ζγινε ςε διάςτθμα είκοςι θμερϊν (μεςολάβθςαν οι διακοπζσ του Ράςχα). Στα 

μζςα του Απριλίου, όπου είχε ολοκλθρωκεί πλιρωσ θ μελζτθ των κωνικϊν τομϊν, ζγινε θ 

διδακτικι παρζμβαςθ και τθν επόμενθ θμζρα, ςτο πλαίςιο πάντα των ωρϊν του 

μακιματοσ, οι μακθτζσ ςυμπλιρωςαν το δεφτερο ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ. Και 

οι τρείσ δράςεισ είχαν διάρκεια από μια διδακτικι ϊρα. Τα ερωτθματολόγια — φφλλα 
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εργαςίασ ςυμπλθρϊκθκαν ςτθν τάξθ παρουςία του ερευνθτι και του κακθγθτι τθσ τάξθσ. 

Θ διδακτικι παρζμβαςθ ςτο ζνα ςχολείο ζγινε ςτθν αίκουςα ιςτορίασ, ενϊ ςτο άλλο 

ςχολείο ςτθν αίκουςα του Σχολικοφ Επαγγελματικοφ Ρροςανατολιςμοφ (δεν υπιρχαν 

αίκουςεσ Μακθματικϊν). Για τθ διδακτικι παρζμβαςθ χρθςιμοποιικθκε φορθτόσ 

υπολογιςτισ και βιντεοπροβολζασ, κακϊσ επίςθσ φωτοτυπίεσ που δόκθκαν και κάποιεσ απ’ 

αυτζσ ςυμπλθρϊκθκαν από τουσ μακθτζσ, πίνακασ και μαρκαδόροι. 

4.3. Η αρχικό ιδϋα 

Ο ερευνθτισ από το 1990, ςχεδόν ανελλιπϊσ, διδάςκει ςτθ Δευτεροβάκμια Εκπαίδευςθ τθν 

Αναλυτικι Γεωμετρία ςτον ιδιωτικό τομζα (φροντιςτιριο) και από το 2002 ςτο Δθμόςιο 

Σχολείο. Το χειμερινό εξάμθνο του Ακαδθμαϊκοφ Ζτουσ 2009-2010 ιταν βοθκόσ ςτο 

ειςαγωγικό μάκθμα «Επίπεδο και Χϊροσ» που προςφζρεται ςτουσ πρωτοετείσ φοιτθτζσ του 

Μακθματικοφ Τμιματοσ του Ρανεπιςτθμίου Κριτθσ, ςτο πρϊτο εξάμθνο των ςπουδϊν 

τουσ. Το μάκθμα αυτό αςχολείται με τουσ Μιγαδικοφσ Αρικμοφσ και τθν Αναλυτικι 

Γεωμετρία ςε δφο και τρείσ διαςτάςεισ. Κατά τθν διάρκεια του εξαμινου παρατιρθςε ότι οι 

φοιτθτζσ είχαν παρόμοια προβλιματα με τουσ μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου (τα τελευταία 

χρόνια), όςον αφορά τθν Αναλυτικι Γεωμετρία. Τα προβλιματα αυτά, που κεϊρθςε ότι 

οφείλονταν ςτθν ανωριμότθτα των μακθτϊν, παρατιρθςε ότι ςυνεχίηονταν. 

Τα προβλιματα που είχε παρατθριςει ιταν: 

 Θ άγνοια για τθν φπαρξθ του ςυνόλου των λφςεων ωσ διαφορετικό ςφνολο ςε ςχζςθ 

με τα ςθμεία του ςχιματοσ. Ακόμα και οι ςυγγραφείσ των βιβλίων δθμιουργοφν 

ςφγχυςθ ς’ αυτό το κζμα όταν αναφζρουν τα ςθμεία ωσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ. Αυτό 

οδθγεί, ςε αςκιςεισ που χρειάηεται να πάρουμε μεταβλθτό ςθμείο τθσ καμπφλθσ, το 

μακθτι ςτθν ζλλειψθ κατανόθςθσ τθσ φπαρξθσ αυτοφ του ηεφγουσ αρικμϊν και τθσ 

ταυτοποίθςθσ του με τισ ςυντεταγμζνεσ του μεταβλθτοφ ςθμείου. 

 Θ αδυναμία κατανόθςθσ ότι οι λφςεισ μιασ εξίςωςθσ 1ου ι 2ου βακμοφ με δφο 

αγνϊςτουσ αντιςτοιχοφν ςτισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του ςχιματοσ. Θ 

ςυγκεκριμζνθ αδυναμία φαίνεται όταν ηθτάμε κοινά ςθμεία δφο γραμμϊν. 

 Θ αδυναμία μιασ μερίδασ μακθτϊν να μεταβεί από τον οριςμό μιασ καμπφλθσ ςτθν 

εξίςωςθ ι ςτο ςχιμα και αντίςτροφα. 
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 Θ ζλλειψθ ςυςχζτιςθσ των γεωμετρικϊν ιδιοτιτων με τισ αντίςτοιχεσ αλγεβρικζσ. Για 

παράδειγμα θ αξονικι ςυμμετρία ενόσ ςχιματοσ με τθν εμφάνιςθ ενόσ 

δευτεροβάκμιου όρου ςτθν εξίςωςθ. 

 Θ αδυναμία μιασ μερίδασ μακθτϊν να ςυςχετίςει τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ με τισ 

ζννοιεσ που διδάςκονται ςτθν Αναλυτικι Γεωμετρία. Στο βιβλίο απουςιάηει θ 

ςυςχζτιςθ των εννοιϊν που ζχουν διδαχκεί ςε προθγοφμενεσ τάξεισ οι μακθτζσ, με το 

αντικείμενο που διδάςκονται. Για παράδειγμα, τθν ευκεία τθν ζχουν διδαχτεί ωσ 

γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ πολφ αναλυτικά ςτθν Αϋ Λυκείου. Για κάποιουσ 

μακθτζσ, με βάςθ προφορικζσ πθγζσ πλθροφόρθςθσ, θ ευκεία που διδάςκονται ςτθν 

Αϋ Λυκείου κεωρείται διαφορετικό μακθματικό αντικείμενο, από τθν ευκεία που 

διδάςκονται ςτθ Βϋ Λυκείου.   

Τα παραπάνω προβλιματα ςυηιτθςε με τον κακθγθτι του Χριςτο Κουρουνιϊτθ και 

αποφάςιςαν να προχωριςουν ςτθν περαιτζρω διερεφνθςθ του ηθτιματοσ. 

4.4. Προςδιοριςμόσ τησ ταυτότητασ και αποςαφόνιςη τησ αρχικόσ 

ιδϋασ 

Σφμφωνα με τον Bell (1965, 1οσ τόμοσ, ςελ. 5) υπάρχει πρόβλθμα ςτθ γριγορθ κατανόθςθ 

του αντικειμζνου τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Ο ίδιοσ το χαρακτθρίηει ωσ το φαινόμενο τθσ 

«αργισ εξζλιξθσ» ι τθσ υποςυνείδθτθσ αφομοίωςθσ: όταν για πρϊτθ φορά μελετάται κάτι, 

οι λεπτομζρειεσ είναι τόςεσ πολλζσ και μπερδεμζνεσ και δε μζνει ςτο μυαλό μια ευκρινισ 

αντίλθψθ του όλου. Επιςτρζφοντασ μετά από μια ςφντομθ ανάπαυςθ, το κάκε πράγμα 

φαίνεται να είναι ςτθ ςωςτι κζςθ με τθν πρζπουςα ζμφαςθ, ςαν να πρόκειται για τθν 

εμφάνιςθ φωτογραφικοφ φιλμ. Αυτό το ςυναίςκθμα δοκιμάηει θ πλειοψθφία όςων με 

ςοβαρότθτα αντιμετωπίηουν τθν Αναλυτικι Γεωμετρία για πρϊτθ φορά. Είναι όμωσ αυτόσ ο 

ιςχυριςμόσ αλθκισ;  

Το κεωρθτικό πλαίςιο για τθν παροφςα εργαςία περιγράφεται ςτθν 3θ ενότθτα. 

Συνοψίηοντασ, το αναπαραςτατικό πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ είναι ζνα καινοφριο 

πλαίςιο για τουσ μακθτζσ τθσ Βϋ Λυκείου. Στο πλαίςιο αυτό γίνεται ενοποίθςθ δφο άλλων 

αναπαραςτατικϊν πλαιςίων, τθσ Άλγεβρασ και τθσ Γεωμετρίασ. Θ διαδικαςία ενοποίθςθσ 

των δφο πλαιςίων, απαιτεί μεγάλθ προςοχι ςτθ διάκριςθ των μακθματικϊν αντικειμζνων 
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(τι είναι αλγεβρικό και τι γεωμετρικό αντικείμενο), αλλά και ςτθ ςχζςθ που αναπτφςςουν τα 

αντικείμενα αυτά ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Ππωσ είδαμε ςε προθγοφμενθ 

ενότθτα, το ςχολικό βιβλίο με βάςθ το οποίο διδάςκονται οι μακθτζσ το αντικείμενο αυτό, 

δεν ξεκακαρίηει πλιρωσ τα νοιματα και τισ μεταφορζσ που γίνονται ςτο καινοφργιο αυτό 

πλαίςιο. Συγκεκριμζνα: 

 Τα επίπεδα ςχιματα που διαπραγματευόμαςτε είναι γεωμετρικά αντικείμενα και οι 

εξιςϊςεισ, που αναπαριςτοφν τα ςχιματα, είναι αλγεβρικά αντικείμενα. Ζνα 

επίπεδο ςχιμα αποτελείται από ςθμεία. Το ςφνολο των λφςεων, αν υπάρχει, μιασ 

εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ, είναι ζνα ςφνολο που αποτελείται από διατεταγμζνα 

ηευγάρια τιμϊν, που επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ. Μια εξίςωςθ λζμε ότι αναπαριςτά 

ζνα επίπεδο ςχιμα αν, ζχοντασ εφοδιάςει το επίπεδο με ζνα ςφςτθμα αξόνων, οι 

λφςεισ τθσ εξίςωςθσ βρίςκονται ςε μια ζνα προσ ζνα και επί αντιςτοιχία με τα 

ςθμεία του ςχιματοσ, μζςω τθσ απεικόνιςθσ που αντιςτοιχεί κάκε λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ, με το ςθμείο που ζχει ωσ ςυντεταγμζνεσ αυτι τθ λφςθ. Στο βιβλίο δε 

γίνεται ςαφισ οντολογικόσ διαχωριςμόσ μεταξφ των λφςεων μιασ εξίςωςθσ και των 

ςθμείων τθσ ευκείασ ι καμπφλθσ που αυτι παριςτάνει ςτο επίπεδο. Για τθν 

ακρίβεια οι ςυγγραφείσ αρχικά, χωρίσ να αναφζρουν τθν απεικόνιςθ, αναφζρονται 

γενικά ςε «λφςεισ που παριςτάνονται με ςθμεία» και «ςυντεταγμζνεσ ςθμείων που 

επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ», προκαλϊντασ ςφγχυςθ ςε ςχζςθ με το ςφνολο των 

λφςεων μιασ εξίςωςθσ. Στθ ςυνζχεια κάνουν χριςθ εκφράςεων όπωσ, «θ εξίςωςθ 

επαλθκεφεται από το ςθμείο 0 0( , )A x y …», κεωρϊντασ ότι οι μακθτζσ γνωρίηουν τθν 

αντιςτοιχία και μποροφν να αντιλθφκοφν το νόθμα τθσ ζκφραςθσ αυτισ. Για τουσ 

Μακθματικοφσ αυτόσ ο μεταςχθματιςμόσ μπορεί να φαίνεται αυτονόθτοσ, δεν είναι 

απαραίτθτο ότι ιςχφει το ίδιο και για τουσ μακθτζσ. 

 Θ ιςοδυναμία μεταξφ του γεωμετρικοφ οριςμοφ και τθσ εξίςωςθσ, δεν 

αποδεικνφεται ςε κάκε περίπτωςθ. Ακόμα και εκεί που δίνονται αποδείξεισ από το 

ςχολικό βιβλίο, ςε αρκετζσ περιπτϊςεισ, ςφμφωνα με τισ υποδείξεισ του 

Ραιδαγωγικοφ Λνςτιτοφτου, που κα δοφμε παρακάτω, δε διδάςκονται. Για τθν 

ακρίβεια αποδείξεισ διδάςκονται μόνο ςτθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ και του κφκλου. 

Αυτό ζχει ςαν αποτζλεςμα, οι μακθτζσ να μθν ζχουν τθν ευκαιρία να δουν πϊσ 
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υλοποιείται θ μετάβαςθ από τον οριςμό ςτθν εξίςωςθ και αντίςτροφα, για τισ 

κωνικζσ τομζσ.  

 Θ ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ δεν εμπλζκεται ςτθ διαπραγμάτευςθ των εννοιϊν, με 

αποτζλεςμα να χάνουμε τθν ευκαιρία τθσ ςφνδεςθσ των εννοιϊν με προθγοφμενα 

αποκτθμζνεσ γνϊςεισ των μακθτϊν, αλλά και τθ ςφνδεςθ με μακθματικά 

αντικείμενα που κα διδαχτοφν ςτο μζλλον. Οι μακθτζσ διδάςκονται τθν ευκεία, τθν 

παραβολι και τθν υπερβολι ωσ γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων ςτθν Αϋ 

Λυκείου, ενϊ ςτθ Γϋ Λυκείου αςχολοφνται με τθ μελζτθ ςυναρτιςεων. Μθ δίνοντασ 

τουσ απαραίτθτουσ ςυςχετιςμοφσ, είναι ςαν να λζμε ςτουσ μακθτζσ ότι θ ευκεία 

που γνϊριςαν ωσ γράφθμα ςυνάρτθςθσ ςτθν προθγοφμενθ τάξθ, είναι διαφορετικό 

μακθματικό αντικείμενο από τθν ευκεία που διδάςκονται τθ χρονιά αυτι. Επίςθσ 

χάνουμε τθν ευκαιρία, κάνοντασ ουςιαςτικι χριςθ του οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ, να 

βοθκιςουμε τουσ μακθτζσ να ςυςχετίςουν το x  με το y  ςτισ λφςεισ των 

εξιςϊςεων. 

Στθ ςυνζχεια τθσ ενότθτασ αυτισ, κα περιγραφοφν οι διδακτικοί ςτόχοι που κζτει για 

τουσ μακθτζσ το Ραιδαγωγικό Λνςτιτοφτο, όςον αφορά τα κεφάλαια που αναφζρονται ςτθν 

Αναλυτικι Γεωμετρία.  

4.4.1. Οι οδηγύεσ του Παιδαγωγικού Ινςτιτούτου 

Στο βιβλίο των οδθγιϊν για τθ διδακτζα φλθ και τθ διδαςκαλία των Μακθματικϊν του 

Γενικοφ Λυκείου κατά το ςχολικό ζτοσ 2007—2008, δίνονται οι κατευκφνςεισ για τθ 

διδαςκαλία του μακιματοσ των Μακθματικϊν. Πςον αφορά το ςυγκεκριμζνο μάκθμα και 

για το πρϊτο κεφάλαιο που αφορά το διανυςματικό λογιςμό οι ςυγγραφείσ επιςθμαίνουν 

ότι: «θ αμφιμονοςιμαντθ αντιςτοιχία ενόσ ςθμείου του επιπζδου με ζνα διατεταγμζνο 

ηεφγοσ πραγματικϊν αρικμϊν οδθγεί ςτθν «αλγεβροποίθςθ» τθσ Γεωμετρίασ, δθλαδι ςτθ 

μελζτθ των γεωμετρικϊν ςχθμάτων με αλγεβρικζσ μεκόδουσ». 

Για τθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ τίκενται οι παρακάτω διδακτικοί ςτόχοι για τουσ 

μακθτζσ: 

 Να γνωρίςουν τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ και να μελετιςουν με αλγεβρικζσ μεκόδουσ 

τισ ιδιότθτζσ τθσ ςτο επίπεδο. 
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 Να εξοικειωκοφν με τισ μεκόδουσ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. 

 Να κατανοιςουν τισ δυνατότθτεσ και τισ μεκόδουσ τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ για 

τθν αντιμετϊπιςθ ςφνκετων προβλθμάτων. 

Για τθν περίπτωςθ του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν τίκενται οι παρακάτω 

διδακτικοί ςτόχοι για τουσ μακθτζσ: 

 Να διευρφνουν το πεδίο των γεωμετρικϊν τουσ γνϊςεων και με άλλθ κατθγορία 

γραμμϊν εκτόσ τθσ ευκείασ και του κφκλου. 

 Να γνωρίςουν τισ βαςικζσ ιδιότθτεσ των κωνικϊν τομϊν. Να ζρκουν ςε επαφι με 

τθν ποικιλία των εφαρμογϊν των κωνικϊν τομϊν. 

Πςον αφορά τθ διδακτζα φλθ οι οδθγίεσ αναφζρουν ότι δε κα διδαχτοφν οι αποδείξεισ 

των τφπων τθσ απόςταςθσ ςθμείου από ευκεία και του εμβαδοφ τριγϊνου. Επίςθσ δε κα 

διδαχτοφν οι αποδείξεισ των εξιςϊςεων τθσ παραβολισ, τθσ ζλλειψθσ και τθσ υπερβολισ, 

κακϊσ και θ απόδειξθ του τφπου τθσ εφαπτομζνθσ τθσ παραβολισ και των αςφμπτωτων τθσ 

υπερβολισ. Δε κα διδαχτοφν ακόμα οι παραμετρικζσ εξιςϊςεισ του κφκλου και τθσ 

ζλλειψθσ και οι αντίςτοιχεσ εφαρμογζσ και αςκιςεισ. Με βάςθ τισ οδθγίεσ για τθ 

διδαςκαλία των μακθματικϊν, για το ςχολικό ζτοσ 2010—2011, εκτόσ των παραπάνω 

επιςθμαίνεται ότι από τθν παράγραφο που αναφζρεται ςτθ γενικι εξίςωςθ δευτζρου 

βακμοφ ( 2 2 0x y x y      ) κα διδαχκεί μόνο θ υποπαράγραφοσ: «ςχετικι κζςθ 

Ευκείασ και Κωνικισ» για τισ κωνικζσ που ζχουν διδαχκεί οι μακθτζσ. Ο ςτόχοσ διδαςκαλίασ 

τθσ παραπάνω παραγράφου, ςφμφωνα με τισ οδθγίεσ είναι: «να γνωρίςουν οι μακθτζσ τθν 

αλγεβρικι ερμθνεία του γεωμετρικοφ οριςμοφ τθσ εφαπτομζνθσ των κωνικϊν τομϊν και 

γενικότερα τθσ ςχετικισ κζςθσ ευκείασ και κωνικισ». Βζβαια δεν είναι ςαφζσ τι εννοοφν οι 

ςυγγραφείσ των οδθγιϊν, όταν αναφζρουν το γεωμετρικό οριςμό τθσ εφαπτομζνθσ των 

κωνικϊν τομϊν (εκτόσ τθσ περίπτωςθσ του κφκλου). Γεωμετρικόσ οριςμόσ τθσ εφαπτόμενθσ 

δε δίνεται από το ςχολικό βιβλίο.  

4.5. Αναγνώριςη 

Δε βρζκθκαν εργαςίεσ που να αςχολοφνται με τθ διδαςκαλία τθσ επίπεδθσ Αναλυτικισ 

Γεωμετρίασ. Πμωσ, βρζκθκαν εργαςίεσ που αςχολοφνται με μετατροπζσ των 

αναπαραςτάςεων των εννοιϊν (ςυναρτιςεων και ειδικά ευκείασ) ι κζτουν κοινά 

ερωτιματα με τθν παροφςα εργαςία, όπωσ για παράδειγμα, αν ο κφκλοσ είναι γράφθμα 
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ςυνάρτθςθσ. Επίςθσ, βρζκθκε μια εργαςία που αςχολείται με τθν εικόνα που ζχουν οι 

κακθγθτζσ για τισ λφςεισ των εξιςϊςεων και μάλιςτα ςε μία περίπτωςθ, θ εξίςωςθ είναι με 

δφο αγνϊςτουσ. 

Στθν ενότθτα αυτι παρουςιάηονται τα αποτελζςματα των παραπάνω εργαςιϊν. Στθ 

ςυνζχεια περιγράφονται τα αποτελζςματα τθσ πρϊτθσ φάςθσ τθσ παροφςασ ζρευνασ. 

Συγκεκριμζνα αναλφονται οι απαντιςεισ που ζδωςαν οι μακθτζσ ςτα ερωτιματα του 

πρϊτου ερωτθματολογίου — φφλλου εργαςίασ. Θ ανάλυςθ γίνεται κατ’ αρχιν για κάκε 

ερϊτθςθ χωριςτά και ςτθ ςυνζχεια ςυνοψίηοντασ ομαδοποιοφνται τα αποτελζςματα. Ο 

ςτόχοσ τθσ ενζργειασ αυτισ είναι να διαπιςτωκοφν οι απόψεισ και θ ςτάςθ των μακθτϊν 

αναφορικά με τουσ προβλθματιςμοφσ που τίκενται αρχικά. 

4.5.1.  Αποτελϋςματα ςχετικών εργαςιών 

Δφο ςχετικζσ εργαςίεσ που αφοροφν τισ μετατροπζσ των αναπαραςτάςεων των εννοιϊν, 

ζχουν ιδθ αναφερκεί ςτθν παράγραφο 3.5.1. Ο Knuth (2000) πραγματοποίθςε ζρευνα με 

ςτόχο να εξετάςει τθν ικανότθτα των μακθτϊν να χρθςιμοποιοφν μια πλευρά τθσ 

καρτεςιανισ ςφμβαςθσ, δθλαδι ότι οι ςυντεταγμζνεσ κάκε ςθμείου μιασ γραμμισ 

ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ τθσ γραμμισ, όταν το πρόβλθμα απαιτεί τθ χριςθ τθσ. Στθν 

ζρευνα ςυμμετείχαν 178 μακθτζσ όλων των τάξεων ενόσ μεγάλου Λυκείου (high school), 

που βρίςκεται ςε προάςτιο του Madison ςτισ Θνωμζνεσ Ρολιτείεσ Αμερικισ. Εκτόσ από ζνα, 

όλα τα προβλιματα που δόκθκαν ςτουσ μακθτζσ αφοροφςαν γραμμικζσ ςυναρτιςεισ. Τα 

αποτελζςματα που προζκυψαν δείχνουν, ότι οι μακθτζσ δεν ζχουν εμπεδϊςει τουσ 

ςυνδζςμουσ μεταξφ τθσ αλγεβρικισ και γραφικισ αναπαράςταςθσ των εννοιϊν. Ειδικότερα 

οι μακθτζσ αποτυγχάνουν να αναγνωρίςουν ι να δθμιουργιςουν τθ ςφνδεςθ, όταν πρζπει 

από το γράφθμα να οδθγθκοφν ςτθν εξίςωςθ. Θ πλειοψθφία των μακθτϊν δεν κεωροφν ότι 

θ επιλογι κάκε ςθμείου ςτο γράφθμα μιασ γραμμισ, αποτελεί (αντιςτοιχεί ςε) μια λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ τθσ γραμμισ. 

Οι Tall και Bakar (1992), αςχολοφνται με τα νοθτικά πρότυπα των μακθτϊν-φοιτθτϊν τθσ 

Αγγλίασ, για τισ ςυναρτιςεισ και τα γραφιματα. Στθν ζρευνα ςυμμετείχαν 28 μακθτζσ και 

109 φοιτθτζσ του πρϊτου ζτουσ που δεν είχαν διδαχκεί ςτο Ρανεπιςτιμιο τθν ζννοια τθσ 

ςυνάρτθςθσ. Μεταξφ άλλων αςχολοφνται με τθν περίπτωςθ του κφκλου. Κατ’ αρχιν θ 

πρϊτθ ςχετικι ερϊτθςθ ιταν αν ο κφκλοσ είναι γράφθμα ςυνάρτθςθσ. Σφμφωνα με τα 
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αποτελζςματα τα 2/3 περίπου των μακθτϊν του ςχολείου αλλά και των φοιτθτϊν του 

Ρανεπιςτθμίου, βλζπουν τον κφκλο να είναι γράφθμα ςυνάρτθςθσ. Οι ςυγγραφείσ 

αποδίδουν τθ ςτάςθ αυτι ςτθν εξοικείωςθ των μακθτϊν — φοιτθτϊν με τθ γραφικι 

παράςταςθ θ οποία φζρνει ςτο νου τθν ζννοια τθσ ςυνάρτθςθσ, αλλά και ςτθ γλϊςςα που 

χρθςιμοποιείται ςτισ τάξεισ των μακθματικϊν και ςυγκεκριμζνα αναφζρουν ότι πολλοί 

κακθγθτζσ χρθςιμοποιοφν τον όρο «πεπλεγμζνθ ςυνάρτθςθ», για να περιγράψουν μια 

τζτοια ςχζςθ και ο κφκλοσ είναι ζνα παράδειγμα αυτοφ του φαινομζνου. Θ δεφτερθ ςχετικι 

ερϊτθςθ ιταν, αν ςτθν αλγεβρικι εξίςωςθ 2 2 1x y   μπορεί το y  να εκφραςτεί μζςω 

μιασ ςυνάρτθςθσ με μεταβλθτι το x . Από τουσ φοιτθτζσ το 62% απαντάει ναι. 

Συγκρίνοντασ τισ απαντιςεισ βρικαν ότι το 52% των φοιτθτϊν απαντάει ότι είναι 

ςυνάρτθςθ και ςτισ δφο παραπάνω ςχετικζσ ερωτιςεισ, ενϊ μόλισ το 25% των φοιτθτϊν 

απαντάει ότι δεν είναι ςυνάρτθςθ και ςτισ δφο αυτζσ ερωτιςεισ. 

Σε μία ανάλογθ εργαςία του Hitt (1998), που διεξιχκθ ςτο Μεξικό, ςε τριάντα κακθγθτζσ 

μακθματικϊν, που άρχιηαν τθν παρακολοφκθςθ μιασ ςειράσ μεταπτυχιακϊν μακθμάτων 

πάνω ςτθ διδακτικι των μακθματικϊν, παρατθρικθκε ότι περίπου το 33% των κακθγθτϊν 

διαπράττουν το λάκοσ να κεωροφν ότι ο κφκλοσ και οι κωνικζσ τομζσ (με κφριο άξονα τον 

x΄x ) είναι ςυναρτιςεισ. Θ εξιγθςθ που δίνει ο ςυγγραφζασ για τθ ςτάςθ αυτι είναι, ότι θ 

φπαρξθ μιασ αλγεβρικισ ζκφραςθσ που ςχετίηεται με τθν καμπφλθ, οδιγθςε τουσ 

ςυγκεκριμζνουσ κακθγθτζσ να εγκαταλείψουν τον οριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ. Κανείσ απ’ 

αυτοφσ δε χρθςιμοποίθςε τον οριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ ι τθν κατακόρυφθ γραμμι ςτο 

ςυλλογιςμό του. 

Θ επόμενθ ςχετικι εργαςία ζγινε από τουσ Elia, Panaoura, Eracleous, Gagatsi (2007), με 

αντικείμενο τισ ςχζςεισ μεταξφ των εννοιϊν των μακθτϊν Δευτεροβάκμιασ Εκπαίδευςθσ για 

τισ ςυναρτιςεισ και τθ λφςθ προβλιματοσ ςε διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ. Συμμετείχαν 

ς’ αυτιν 179 δεκαεξάχρονοι μακθτζσ από τθν Κφπρο. Μεταξφ άλλων, παρατθρικθκε ότι το 

80% περίπου των μακθτϊν απαντοφν ότι από τθν αλγεβρικι εξίςωςθ 2 2 2x y  , x , 

μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ. Επειδι θ ερϊτθςθ ιταν κλειςτοφ τφπου (ναι ι όχι) δεν 

είναι φανερό γιατί οι μακθτζσ απαντοφν με αυτόν τον τρόπο. Για τθν αλγεβρικι εξίςωςθ 

7 3 0x  , x , περίπου το 65% των μακθτϊν πάλι απαντοφν ότι μποροφμε να ορίςουμε 

ςυναρτιςεισ από τθ ςυγκεκριμζνθ ςυμβολικι ζκφραςθ. Δεν είναι φανερό τι ςυνειρμοφσ 

μπορεί να ζκαναν οι μακθτζσ για να απαντιςουν ςτθν ερϊτθςθ αυτι, θ οποία ςθμειϊνεται 
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ότι ιταν και αυτι κλειςτοφ τφπου. Ζνασ τρόποσ να οριςτεί μια μθ τετριμμζνθ ςυνάρτθςθ 

από τθ ςυγκεκριμζνθ εξίςωςθ είναι να οριςτεί μια ςυνάρτθςθ του τφπου ( )x f y , και 

ςυγκεκριμζνα θ 
3

( )
7

f y   , y , αν και τουλάχιςτον για τθν ελλθνικι πραγματικότθτα 

αυτό είναι απίκανο να το ςκεφτεί θ πλειονότθτα των μακθτϊν, αφοφ ςτθν Ελλάδα οι 

μακθτζσ διδάςκονται να βλζπουν το πεδίο οριςμοφ ςτον άξονα x΄x  και το ςφνολο τιμϊν 

ςτον y΄y  άξονα. 

Θ τελευταία εργαςία που κα αναφερκεί είναι τθσ Attor (2003) με τίτλο «οι εικόνεσ των 

κακθγθτϊν για τθν ζννοια τθσ εξίςωςθσ». Θ ζρευνα ζγινε ςε 10 κακθγθτζσ ςτθ Σουθδία, με 

τουσ μιςοφσ απ’ αυτοφσ να ζχουν λιγότερο από ζνα χρόνο διδακτικισ εμπειρίασ, ενϊ οι 

υπόλοιποι είχαν από 10 ζωσ 32 χρόνια διδακτικι εμπειρία. Μεταξφ άλλων, ηθτικθκε από 

τουσ κακθγθτζσ να λφςουν τθν εξίςωςθ 2 5x y a  . Ωσ αποτζλεςμα τθσ ζρευνασ αυτισ 

αναφζρεται, ότι μερικοί απ’ αυτοφσ δε κεϊρθςαν τθν παραπάνω ζκφραςθ ωσ εξίςωςθ, 

γιατί ςκζφτθκαν ότι είναι αδφνατο να τθ λφςουν αφοφ δεν ξζρουν τισ τιμζσ των άλλων 

παραγόντων. Ασ δοφμε δφο χαρακτθριςτικζσ απαντιςεισ. Ο πρϊτοσ κακθγθτισ αναφζρει 

ότι «δεν είμαι και πολφ ςίγουροσ αν μπορϊ να τθ λφςω…. Αιςκάνομαι ότι υπάρχουν τρείσ 

άγνωςτεσ μεταβλθτζσ. Μπορεί να είναι ζνασ τφποσ, αλλά δεν μπορείσ να τθ λφςεισ γιατί δεν 

ξζρεισ κακόλου τιμζσ των μεταβλθτϊν». Ο δεφτεροσ κακθγθτισ αναφζρει ότι τα « x  και y   

είναι άγνωςτοι. Χρειάηομαι άλλθ μία εξίςωςθ για να το λφςω». 

4.5.2.  Αποτελϋςματα τησ πρώτησ φϊςησ τησ ϋρευνασ 

Τα αποτελζςματα αφοροφν τισ απαντιςεισ των 59 μακθτϊν που ςυμμετείχαν ςτθ 

ςυμπλιρωςθ του πρϊτου ερωτθματολογίου – φφλλου εργαςίασ. 

4.5.2.1. Ανϊλυςη του πρώτου ερωτηματολογύου — φύλλου εργαςύασ 

1θ ερϊτθςθ 

Θ πρϊτθ ερϊτθςθ ιταν: «Θ μελζτθ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν είναι 

για ςζνα εφκολθ, μζτριασ δυςκολίασ ι δφςκολθ δραςτθριότθτα; Αν αντιμετϊπιςεσ κάποια 

δυςκολία, τι είδουσ ιταν αυτι;». Ο ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ αυτισ ιταν να διερευνθκεί, ο 

βακμόσ δυςκολίασ που αιςκάνονται οι μακθτζσ όταν μελετοφν το ςυγκεκριμζνο 

αντικείμενο και οι δυςκολίεσ που αντιμετωπίηουν ςτθν προςπάκειά τουσ αυτι.  
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Για το πρϊτο ςκζλοσ τθσ ερϊτθςθσ υπιρξαν απαντιςεισ και για τισ τρείσ δυνατζσ 

επιλογζσ που τουσ δίνονταν, δθλαδι εφκολη με κωδικό 1.1.1, μζτριασ δυςκολίασ (1.1.2), 

δφςκολη (1.1.3), αλλά και απαντιςεισ εκτόσ των τριϊν αυτϊν επιλογϊν που 

χαρακτθρίςτθκαν με τθν ζκφραςθ άλλη (1.1.4) και είναι απαντιςεισ όπωσ «δεν ιταν αρκετά 

δφςκολθ δραςτθριότθτα, απλά υπάρχουν οριςμζνεσ περιπτϊςεισ που δυςκολεφουν τα 

πράγματα» ι όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ είναι ενδιαφζρουςα 

δραςτθριότθτα.  

 

Για το δεφτερο ςκζλοσ τθσ ερϊτθςθσ υπιρξαν διάφορεσ απαντιςεισ. Θ κυρίαρχθ 

απάντθςθ, όπωσ είναι φυςικό, ιταν θ δυςκολία ςτισ αςκήςεισ (1.2.1). Πμωσ υπιρχαν και 

απαντιςεισ όπωσ, με δυςκολεφουν οι πράξεισ ή οι τφποι (1.2.2), μπερδεφομαι από τισ 

ομοιότητεσ των κωνικϊν τομϊν όςον αφορά τουσ τφπουσ και τα ςτοιχεία τουσ (βλζπε τθν 

προθγοφμενθ απάντθςθ) (1.2.3). Επίςθσ κάποιοι μακθτζσ δυςκολεφονται από την 

αλγεβρική προςζγγιςη τησ Γεωμετρίασ (1.2.4) όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Τζλοσ, ςτθν κατθγορία διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (1.2.5), ομαδοποιικθκαν διάφορεσ 

απαντιςεισ, όπωσ αντιμετωπίηω δυςκολία ςτα ςχιματα ι αντιμετωπίηω δυςκολία ςτον 

κφκλο. 

Τα αποτελζςματα για τθν πρϊτθ ερϊτθςθ φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων, όπου θ τελευταία ράβδοσ αντιςτοιχεί ςε αυτοφσ που δεν απαντοφν 

ςτο ερϊτθμα. 
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Μια παρατιρθςθ που μπορεί να γίνει για τα παραπάνω αποτελζςματα είναι, ότι πάνω από 

το 60% των μακθτϊν τθ κεωροφν όχι εφκολθ δραςτθριότθτα, ακροίηοντασ αυτοφσ που τθ 

κεωροφν μζτριασ δυςκολίασ ι δφςκολθ δραςτθριότθτα. Πςον αφορά τισ δυςκολίεσ, ζνασ 

ςτουσ τζςςερισ περίπου (25,42%) δυςκολεφεται ςτισ αςκιςεισ. Ζνα  ποςοςτό που αγγίηει το 

45% (για τθν ακρίβεια 44,07% ι 26 μακθτζσ) δεν εςτιάηει ςε κάποιεσ δυςκολίεσ, αν και 

παραπάνω από τουσ μιςοφσ (25% περίπου ι 15 μακθτζσ) δεν ζχουν δθλϊςει ότι είναι 

εφκολθ δραςτθριότθτα (παράρτθμα Δ). 

2θ ερϊτθςθ 

Θ δεφτερθ ερϊτθςθ ιταν: «Ρϊσ κα περιζγραφεσ ς’ ζνα ςυμμακθτι ςου τθν παραβολι;», 

με ςτόχο να διαπιςτωκεί το είδοσ και θ ορκότθτα του εννοιολογικοφ οριςμοφ που κα 

χρθςιμοποιοφςαν οι μακθτζσ. Για τθν ερϊτθςθ αυτι, κατθγοριοποιικθκαν οι απαντιςεισ 

με βάςθ τισ απόψεισ των David Tall και Shlomo Vinner για τον εννοιολογικό οριςμό. Ζτςι 

ζγινε διαχωριςμόσ των απαντιςεων ςτισ εξισ κατθγορίεσ: 

 Σωςτόσ φορμαλιςτικόσ οριςμόσ (2.1). 

 Σωςτή περιγραφή με βάςη τισ άλλεσ αναπαραςτάςεισ τησ ζννοιασ (2.2). 

 Ελλιπήσ φορμαλιςτικόσ οριςμόσ (2.3). 

 Διάφορεσ ελλιπείσ περιγραφζσ (2.4). 

 Λάθοσ φορμαλιςτικόσ οριςμόσ (2.5). 

 Διάφορεσ λάθοσ περιγραφζσ (2.6). 

 Δεν απάντηςαν (2.7). 

 

Ροιεσ απαντιςεισ εντάχκθκαν ςε κάκε κατθγορία; 

 Για τθν πρϊτθ κατθγορία εννοείται ο οριςμόσ που δίνει το βιβλίο για τθν παραβολι, 

ωσ «το γεωμετρικό τόπο ςθμείων του επιπζδου τα οποία ιςαπζχουν από μια ευκεία 

(τθ διευκετοφςα) και ζνα ςθμείο (τθν εςτία) που δεν ανικει ςτθν ευκεία», αν και 

υπιρξαμε επιεικείσ με τον όρο «επίπεδο». Επίςθσ ςε δφο απαντιςεισ, υπιρξε θ 

ιςοδφναμθ με το λεκτικό οριςμό αλγεβρικι ςχζςθ ( , ) ( , )d M E d M  , όπου M  το 

τυχαίο ςθμείο τθσ παραβολισ,   θ εςτία και   θ διευκετοφςα, θ οποία 

ςυνοδεφεται από το αντίςτοιχο ςχιμα, ςτο οποίο ςθμειϊνονται θ εςτία και θ 

διευκετοφςα. 



 92 

 

 Για τθ δεφτερθ κατθγορία θ απάντθςθ δίνεται μζςω τθσ εξίςωςθσ, του ςχιματοσ, ι 

και των δφο. 

  Για τθν τρίτθ κατθγορία επιχειρείται να δοκεί ο φορμαλιςτικόσ οριςμόσ, αλλά δεν 

είναι πλιρθσ. Στθ ςυντριπτικι πλειοψθφία των απαντιςεων, που εντάχκθκαν ςτθν 

κατθγορία αυτι, το μόνο τμιμα του οριςμοφ που απουςιάηει είναι αυτό που 

αναφζρει ότι θ εςτία δεν πρζπει να ανικει ςτθ διευκετοφςα. Πμωσ δε λείπουν και οι 

απαντιςεισ, όπωσ θ παρακάτω: 

 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν διάφορεσ ελλιπείσ απαντιςεισ που δε 

ςχετίηονται με τον οριςμό, όπωσ: «κα ζλεγα πωσ είναι μια καμπφλθ που θ κζςθ τθσ 

εξαρτάται από τθν εξίςωςι τθσ ι απλά κα τθ ςχθμάτιηα ςε ζνα χαρτί» ι «ζνα 

γεωμετρικό τόπο ςθμείων ςε ζνα επίπεδο». 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ που ςχετίηονται με τον οριςμό τθσ 

παραβολισ, όμωσ ζχουν λάκθ ςτθ διατφπωςθ. Δφο τζτοια παραδείγματα είναι ότι: 

«θ παραβολι είναι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων του επιπζδου, τα οποία 

απζχουν ίςθ απόςταςθ από τισ εςτίεσ» ι όπωσ ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθν ζκτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν διάφορεσ λάκοσ απαντιςεισ που δε 

ςχετίηονται με τον οριςμό, όπωσ: «θ παραβολι είναι μια από τισ κωνικζσ τομζσ με 

άξονα ςυμμετρίασ τον 'x x  και ζχει τθ μορφι θμικυκλίου» ι « θ παραβολι είναι μια 

καμπφλθ που ζχει δφο εςτίεσ ςτο επίπεδο και μια ευκεία τθ διευκετοφςα. Ζνα 

θμικφκλιο». Σε τρείσ απ’ αυτζσ γράφεται θ λζξθ «θμικφκλιο». 

Τα αποτελζςματα για τθ δεφτερθ ερϊτθςθ φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 
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Το 22,03% των μακθτϊν κάνει μια πλιρθ περιγραφι τθσ παραβολισ, μζςα από τον οριςμό 

ι τισ άλλεσ αναπαραςτάςεισ τθσ ζννοιασ. Εντυπωςιακό είναι το ποςοςτό (67,80%) των 

μακθτϊν που επιχειροφν τθν περιγραφι με βάςθ το φορμαλιςτικό οριςμό, ςε ςχζςθ με το 

ποςοςτό (20,33%) που επιλζγει να περιγράψει τθν παραβολι διαφορετικά. Από το 37,29% 

των μακθτϊν, που απαντοφν με τον ελλιπι φορμαλιςτικό οριςμό, το 91% (δθλαδι 20 ςτουσ 

22 μακθτζσ) αναφζρουν τον οριςμό τθσ παραβολισ, ξεχνϊντασ να γράψουν ότι θ εςτία δεν 

πρζπει να ανικει ςτθ διευκετοφςα. Τζλοσ, απ’ αυτοφσ που απαντοφν με βάςθ το 

φορμαλιςτικό οριςμό το 20% επιτυγχάνει πλιρθ περιγραφι τθσ παραβολισ, ενϊ απ’ 

αυτοφσ που απαντοφν διαφορετικά το 31,25% τθν περιγράφει πλιρωσ και ςωςτά. 

3θ ερϊτθςθ 

Θ τρίτθ ερϊτθςθ ιταν: «Τι είναι για ςζνα οι λφςεισ (αν υπάρχουν) μιασ εξίςωςθσ με δφο 

άγνωςτεσ ποςότθτεσ x  και y ;». Με τθν ερϊτθςθ αυτι, γίνεται προςπάκεια να διερευνθκεί 

αν, και με ποιο τρόπο, αντιλαμβάνονται το ςφνολο των λφςεων μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ οι 

μακθτζσ. 

Οι απαντιςεισ που υπιρξαν ιταν οι παρακάτω: 

 Ηευγάρια τιμϊν που επαληθεφουν την εξίςωςη (3.1). 

 Συντεταγμζνεσ ςημείων (3.2). 

 Σημεία (3.3). 

 Αριθμοί που επαληθεφουν την εξίςωςη (3.4). 

 Αριθμοί (3.5). 

 Αποτζλεςμα μιασ διαδικαςίασ (3.6). 

 Διάφορεσ «άςχετεσ» απαντήςεισ (3.7). 

 Δεν απάντηςαν (3.8). 
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Αναλυτικότερα για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθ πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκε θ απάντθςθ ενόσ μακθτι που γράφει ότι, οι λφςεισ 

μια εξίςωςθσ είναι «τιμζσ που παίρνει το x  και y  που ταυτόχρονα επαλθκεφουν 

τθν εξίςωςθ», παραπζμποντασ ευκζωσ ςε ηευγάρια τιμϊν που τθν επαλθκεφουν. 

  Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν απαντιςεισ του τφπου: «Μπορεί να 

είναι ςυντεταγμζνεσ ςθμείου!» ι «Αν θ εξίςωςθ αυτι αποτελεί ευκεία, κφκλο ι 

κωνικι τομι τότε αυτζσ αποτελοφν τισ ςυντεταγμζνεσ ενόσ ςθμείου το οποίο ανικει 

ς’ αυτι». 

  Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν απαντιςεισ όπωσ: «είναι ςθμεία πάνω ςε 

ζνα ορκοκανονικό ςφςτθμα αξόνων (ςτο επίπεδο)» ι όπωσ τθν παρακάτω 

απάντθςθ.  

 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ όπωσ: «είναι οι τιμζσ τισ οποίεσ 

μποροφν να πάρουν οι άγνωςτοι ϊςτε να επαλθκεφεται θ εξίςωςθ» ι όπωσ θ 

παρακάτω απάντθςθ. 

         

 Στθν πζμπτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν απαντιςεισ όπωσ: «ςυνικωσ τα x  και 

y  ςυμβολίηουν δυο αρικμοφσ ςε μια εξίςωςθ» ι «είναι 2 πραγματικοί αρικμοί». 

 Στθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκαν δφο ειδϊν απαντιςεισ, που αντιμετωπίηουν 

ςυςτθμικά τισ εξιςϊςεισ. Στο πρϊτο είδοσ απαντιςεων, επιηθτείται και δεφτερθ 

εξίςωςθ και οι λφςεισ κα προκφψουν από τθ λφςθ του ςυςτιματοσ, όπωσ φαίνεται 

ςτθν παρακάτω απάντθςθ (παρατθρείται ότι θ ίδια απάντθςθ δόκθκε από κάποιον 

κακθγθτι ςτθν εργαςία τθσ Attor (2003)). 

 

Στο δεφτερο είδοσ οι μακθτζσ ταφτιςαν τισ λφςεισ με τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ ωσ 

προσ ζνα άγνωςτο, όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 
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 Στθν ζβδομθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ όπωσ: «είναι απλά κάποιεσ 

ςυνθκιςμζνεσ λφςεισ» ι όπωσ ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων.  

 

Ζνασ μόνο μακθτισ (1,69%) αναφζρει ωσ λφςεισ τα ηευγάρια τιμϊν που επαλθκεφουν τθν 

εξίςωςθ, παραπζμποντασ άμεςα ςτο ςφνολο των λφςεων τθσ εξίςωςθσ, ωσ ζνα διαφορετικό 

από τα ςθμεία ςφνολο. Μόνο μια ςτισ πζντε (ακριβζςτερα 22,03%) απαντιςεισ ανικει ςτισ 

τρείσ πρϊτεσ κατθγορίεσ, ςυνδζοντασ το x  με το y  απευκείασ ι μζςω των 

(ςυντεταγμζνων) ςθμείων, αντιμετωπίηοντασ τα ωσ ηευγάρι. Το μεγαλφτερο ποςοςτό 

(περίπου 39%) απαντάει ότι οι λφςεισ είναι αρικμοί ι αρικμοί που επαλθκεφουν, χωρίσ να 

δίνει ενδείξεισ ότι ςυνδζει με κάποιο τρόπο το x  με το y . Από το 15,25% (9 μακθτζσ) που 

αναφζρονται ςε αποτζλεςμα μιασ διαδικαςίασ, τα 2/3 ( 6 μακθτζσ) επιηθτοφν και δεφτερθ 

εξίςωςθ για να λφςουν ςφςτθμα. 

4θ ερϊτθςθ 

Θ τζταρτθ ερϊτθςθ ιταν: «Ρόςα κοινά ςθμεία μπορεί να ζχει μια ευκεία με μια 

ζλλειψθ;» και απευκφνεται ουςιαςτικά ςτθ γεωμετρικι εποπτεία των μακθτϊν,  με ςτόχο 
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να ςυςχετιςτεί με τθν 12θ ερϊτθςθ που επαναλαμβάνει το ίδιο ερϊτθμα, αλλά ζχοντασ τθν 

εξίςωςθ μιασ ευκείασ και μιασ ζλλειψθσ ωσ ςφςτθμα. 

 Οι απαντιςεισ που υπιρξαν είναι οι παρακάτω: 

 Κανζνα, ζνα ή δφο ςημεία (4.1). 

 Ζνα ή δφο ςημεία (4.2). 

 Κανζνα ή δφο ςημεία (4.3). 

 Δφο ςημεία (4.4). 

 Ζνα ςημείο (4.5). 

 Ζνα, δφο ή τρία ςημεία (4.6). 

 Ζνα, δφο ή άπειρα ςημεία (4.7). 

 Δεν απάντηςαν (4.8). 

Ριο αναλυτικά μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Οι μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν πρϊτθ κατθγορία, ςυνικωσ 

διακρίνουν περιπτϊςεισ, δε λείπουν βζβαια και οι πιο λιτζσ απαντιςεισ τθσ μορφισ: 

«το πολφ δφο κοινά ςθμεία». 

  Οι απαντιςεισ που εντάχκθκαν ςτθ δεφτερθ κατθγορία, δε ςυμπεριλαμβάνουν τθν 

περίπτωςθ θ ευκεία να μθν τζμνει τθν ζλλειψθ, αν και ςτισ περιςςότερεσ 

απαντιςεισ επιχειρείται διερεφνθςθ.  

 Στθν τρίτθ κατθγορία ζχουμε δφο πανομοιότυπεσ απαντιςεισ. Θ μια απ’ αυτζσ 

φαίνεται ςτο παρακάτω κείμενο. 

 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία οι απαντιςεισ είναι ςυνικωσ μονολεκτικζσ και φυςικά δεν 

επιχειρείται διερεφνθςθ του ερωτιματοσ.  

 Στθν πζμπτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν δφο απαντιςεισ, που ςε μια πρόταςθ 

διατυπϊνουν τθν άποψθ ότι μια ευκεία και μια ζλλειψθ ζχουν ζνα κοινό ςθμείο, 

χωρίσ καμία επεξιγθςθ.  

 Για τθν ζκτθ και ζβδομθ κατθγορία, υπιρξαν απαντιςεισ μόνο ςτο ερωτθματολόγιο 

που δόκθκε μετά τθ διδακτικι παρζμβαςθ.  
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Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

 

Κατ’ αρχιν παρατθρείται ότι κάτω από 30% των μακθτϊν απαντοφν ςωςτά, ενϊ το 

μεγαλφτερο ποςοςτό (37,29%) απαντοφν δφο ςθμεία. Από τθν ομάδα των μακθτϊν και 

μακθτριϊν, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτισ τρείσ πρϊτεσ κατθγορίεσ (55,93%), 

περίπου ζνασ ςτουσ τρείσ (για τθν ακρίβεια 12 ςτουσ 33 ι 36,36%) διερευνά το πρόβλθμα 

πριν απαντιςει. Οι υπόλοιποι μακθτζσ, που ανικουν ςτισ άλλεσ κατθγορίεσ, απαντοφν 

χωρίσ να διερευνοφν το πρόβλθμα. 

5θ ερϊτθςθ 

Θ πζμπτθ ερϊτθςθ ιταν: «Μζςα από τισ εξιςϊςεισ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των 

κωνικϊν τομϊν, μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ; Αν ναι, ςε ποιεσ περιπτϊςεισ;», με 

ςτόχο να διαπιςτωκεί ο βακμόσ ςυςχζτιςθσ των παραπάνω εννοιϊν με τισ ςυναρτιςεισ. 

Λόγω κακισ διατφπωςθσ τθσ ερϊτθςθσ, 19 από τουσ 59 μακθτζσ απαντοφν ςτο ερϊτθμα, αν 

τα ςχιματα τθσ ευκείασ, του κφκλου ι των κωνικϊν τομϊν μποροφν να είναι γραφικζσ 

παραςτάςεισ ςυναρτιςεων. 

 Με βάςθ τθν παραπάνω παρατιρθςθ οι απαντιςεισ των μακθτϊν μποροφν να 

χωριςτοφν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Ναι, εξηγϊντασ με κάποιο τρόπο (5.1). 

 Ναι, με λάθοσ επεξηγήςεισ (5.2). 

 Ναι, χωρίσ επεξηγήςεισ (5.3). 

 Όχι, χωρίσ επεξηγήςεισ (5.4). 

 Σωςτά κατά περίπτωςη (όχι απαραίτητα όλεσ οι περιπτϊςεισ) είναι ή δεν είναι 

ςυναρτήςεισ, η ευθεία, ο κφκλοσ και οι κωνικζσ τομζσ (5.5). 
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 Είναι ςυναρτήςεισ (5.6). 

 Δεν απάντηςαν (5.7). 

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Μια μακιτρια και ζνασ μακθτισ ζδωςαν απαντιςεισ που εντάχκθκαν ςτθν πρϊτθ 

κατθγορία. Οι απαντιςεισ τουσ ιταν οι εξισ:  

 

και 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν απαντιςεισ όπωσ: «μποροφμε να 

ορίςουμε ςυναρτιςεισ, όταν όμωσ δε μθδενίηουν τα x και y ταυτόχρονα» ι όπωσ:  

 

 Στθν τρίτθ και τζταρτθ κατθγορία είναι ςαφζσ τι εννοείται. Στθν πζμπτθ κατθγορία 

εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που προςπακοφν να εξθγιςουν ςε ποιεσ 

περιπτϊςεισ ζχουμε γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ και ςε ποιεσ όχι. Οι 

απαντιςεισ τουσ δεν είναι πάντα πλιρεισ. Δφο χαρακτθριςτικζσ απαντιςεισ απ’ 

αυτι τθν κατθγορία είναι οι παρακάτω. 

 

και 
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 Τζλοσ ςτθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκε θ απάντθςθ ενόσ μακθτι που μασ 

διαβεβαιϊνει ότι: 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

 

Ραρά τθν αςτοχία τθσ ερϊτθςθσ είναι δυνατόν να παρατθρθκεί ότι από τουσ 23 μακθτζσ 

(38,98%) που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτισ τζςςερισ πρϊτεσ κατθγορίεσ, μόνο δφο 

προςεγγίηουν το κζμα βεβαιωμζνα ςωςτά. Για τα (11) άτομα που οι απαντιςεισ τουσ 

ανικουν ςτθν κατθγορία με κωδικό 5.3 δεν υπάρχει δυνατότθτα να διαγνωςτεί αν θ 

απάντθςι τουσ βαςίηεται ςε ςωςτά επιχειριματα. Από τουσ 19 μακθτζσ (32,20%), που 

απαντοφν αν είναι γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ θ ευκεία, ο κφκλοσ και οι κωνικζσ 

τομζσ, μόνο 7 μακθτζσ απαντοφν πλιρωσ κάνοντασ διερεφνθςθ των περιπτϊςεων ι 

απαντϊντασ ςιβυλλικά: «για κάκε x  πρζπει να υπάρχει ζνα μόνο y ». Οι υπόλοιποι απλά 

αναφζρονται ςε κάποιεσ απ’ αυτζσ τισ ζννοιεσ για να δθλϊςουν ότι είναι ι δεν είναι 

γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων. Τζλοσ είναι θ μοναδικι ερϊτθςθ, όπου από τα 16 

άτομα που δεν απαντοφν τα 5 γράφουν: «δεν ξζρω». 
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6θ ερϊτθςθ 

Στθν ζκτθ ερϊτθςθ, ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να ςυμπλθρϊςουν ςε ποια επίπεδθ 

γραμμι αντιςτοιχοφν οι παρακάτω εξιςϊςεισ: 

α) 2 5 0x y           β) 2x y         γ) 2 2( 1) ( 2) 5x y              δ)
2 2

1
4 2

x y
   

Ο ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ αυτισ, ιταν θ διάγνωςθ τθσ δυνατότθτασ ταυτοποίθςθσ του 

ονόματοσ τθσ γραμμισ, που εκφράηεται από τισ παραπάνω εξιςϊςεισ. 

Πλοι οι μακθτζσ απάντθςαν τθ ςυγκεκριμζνθ ερϊτθςθ. Στο πρϊτο ερϊτθμα μάλιςτα, 

απάντθςαν όλοι ότι είναι ευθεία (6.1.1), εκτόσ από ζνα μακθτι που ζδωςε άλλη απάντηςη 

(6.1.2). Στο δεφτερο ερϊτθμα, εκτόσ από τθν απάντθςθ παραβολή (6.2.1), υπιρξαν και 

διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (6.2.2), όπωσ ευκεία, υπερβολι, ι απλά ςθμειϊνεται ότι 

πρόκειται για καμπφλθ. Στο τρίτο ερϊτθμα, εκτόσ από τθν απάντθςθ κφκλοσ (6.3.1), 

υπιρξαν και διάφορεσ άλλεσ απαντιςεισ (6.3.2), όπωσ ευκεία, παραβολι ι απλά 

ςθμειϊνεται ότι πρόκειται για καμπφλθ. Τζλοσ ςτο τζταρτο ερϊτθμα, εκτόσ από τθν 

απάντθςθ ζλλειψθ (6.4.1), υπιρξαν και διάφορεσ άλλεσ απαντιςεισ (6.4.2), όπωσ κφκλοσ ι 

απλά ςθμειϊνεται ότι πρόκειται για καμπφλθ. 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

        

        

Τα ποςοςτά των επιτυχϊν απαντιςεων είναι αναμενόμενα υψθλά. Εξαίρεςθ αποτελεί το 

ερϊτθμα που αφορά τθν παραβολι που το ποςοςτό των «άλλων απαντιςεων» ξεπερνά το 
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30%, δθμιουργϊντασ ζνα προβλθματιςμό για τθν αναγνϊριςθ από τουσ μακθτζσ τθσ 

εξίςωςθσ αυτισ. 

7θ ερϊτθςθ 

Θ ζβδομθ ερϊτθςθ ιταν: «Δίνεται θ παραβολι 2 4y x . Μπορείτε να βρείτε τρία ςθμεία 

τθσ παραβολισ;». Με τθν ερϊτθςθ αυτι επιχειρείται θ μζτρθςθ τθσ δυνατότθτασ που 

πικανά ζχουν οι μακθτζσ, χρθςιμοποιϊντασ τθν εξίςωςθ ςυςτθμικά, να μεταβαίνουν από 

τθν εξίςωςθ, ωσ μια αναπαράςταςθ τθσ παραβολισ, ςε ζνα υποςφνολο του ςυνόλου των 

λφςεων που είναι μια άλλθ αναπαράςταςθ τθσ παραβολισ. Οι απαντιςεισ ςτθν παραπάνω 

ερϊτθςθ εμπίπτουν ςτισ ακόλουκεσ κατθγορίεσ: 

 Σωςτά και ςυμμετρικά (7.1). 

 Σωςτά με μη αρνητικζσ ςυντεταγμζνεσ (7.2). 

 Λάθοσ ςημεία (7.3). 

 Δεν απάντηςαν (7.4). 

Ριο αναλυτικά ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που εκτόσ από το ςθμείο (0,0)  ι 

κάποιο άλλο, εμφανίηουν δφο ςθμεία ςυμμετρικά ωσ προσ τον x x  άξονα λφνοντασ 

τθν εξίςωςθ για μια μόνο (ςυγκεκριμζνθ) τιμι του x . 

  Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ, ςτισ οποίεσ δε λφνεται 

πλιρωσ (βρίςκουν μόνο τθ κετικι λφςθ) θ εξίςωςθ για τθν τιμι του x  που είναι 

διάφορθ του μθδενόσ και τα δφο άλλα ςθμεία αναηθτοφνται με τον ίδιο τρόπο για 

μια άλλθ τιμι του x  (ίςωσ και το μθδζν) ι με αντικατάςταςθ κετικϊν τιμϊν ςτο y  

παράγονται οι αντίςτοιχεσ τιμζσ του x  όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν όλεσ τισ απαντιςεισ που ζνα τουλάχιςτον 

ςθμείο είναι λάκοσ. Συνικωσ δε φαίνεται θ διαδικαςία εφρεςθσ των 

ςυντεταγμζνων, άρα και δεν είναι ορατό το ςθμείο που γίνεται το λάκοσ. Σε πζντε 
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απαντιςεισ θ εςτία λαμβάνεται ωσ ςθμείο τθσ παραβολισ όπωσ φαίνεται ςτθν 

παρακάτω απάντθςθ. 

 

Μια (περίεργθ) περίπτωςθ λάκουσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ.  

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

 

Ζνασ ςτουσ τρείσ (32,20%) αξιοποιεί το δευτεροβάκμιο παράγοντα, εμφανίηοντασ 

ςυμμετρικά ςθμεία ωσ προσ το x x  άξονα. Επίςθσ ζνασ ςτουσ τρείσ (33,90%) περίπου 

μακθτζσ παράγουν ςθμεία με μθ αρνθτικζσ ςυντεταγμζνεσ αγνοϊντασ το δευτεροβάκμιο 

παράγοντα ι αντικακιςτϊντασ τιμζσ ςτο y , οπότε ζχει να λφςει μια πρωτοβάκμια ωσ προσ 

x  εξίςωςθ. Συνολικά λοιπόν, το 66,10% των μακθτϊν μπορεί να βρει ςωςτά ζνα 

υποςφνολο του ςυνόλου των λφςεων. Τζλοσ ζνασ ςτουσ πζντε περίπου μακθτζσ (22,03%) 

βρίςκουν τουλάχιςτον ζνα ςθμείο λάκοσ. Μερικοί απ’ αυτοφσ πικανά κάνουν λάκθ ςε 

πράξεισ, όμωσ το 38,46% (5 ςτουσ 13) από τουσ μακθτζσ αυτοφσ ςθμειϊνει τθν εςτία ωσ 

ςθμείο τθσ παραβολισ.  

8θ ερϊτθςθ 

Θ όγδοθ ερϊτθςθ ιταν: «Το ςθμείο 
1

( 3, )
2

A  ανικει ςε ζλλειψθ τθσ μορφισ: 

2 2

2 2
1

x y

a 
  . Μπορείσ να βρεισ τρία ακόμθ ςθμεία που ανικουν ςτθν ζλλειψθ;», ηθτϊντασ 



 103 

 

ουςιαςτικά από τουσ μακθτζσ να βρουν τα ςυμμετρικά ωσ προσ τουσ άξονεσ και το κζντρο 

ςθμεία, αφοφ οι δφο δευτεροβάκμιοι όροι τθσ εξίςωςθσ τθσ ζλλειψθσ εξαςφαλίηουν αυτζσ 

τισ ςυμμετρίεσ. Ο ςτόχοσ για τθν παραπάνω ερϊτθςθ ιταν θ διάγνωςθ του επιπζδου 

χριςθσ τθσ ζννοιασ που εκφράηεται με τθ ςυγκεκριμζνθ αναπαράςταςθ (εξίςωςθ). Θ 

παραπάνω ςυνκικθ ορίηει μια οικογζνεια ελλείψεων που διζρχονται από το A . 

Οι απαντιςεισ ςτθν ερϊτθςθ αυτι εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Τα ςυμμετρικά του A  ωσ προσ τουσ άξονεσ και το κζντρο (8.1). 

 Εφρεςη ςημείων με ςυντεταγμζνεσ εκφραςμζνεσ ςυναρτήςει των a  και   (8.2). 

 Εφρεςη λάθοσ ςημείων (8.3). 

 Διάφορεσ ανεπιτυχείσ προςπάθειεσ εφρεςησ ςημείων μζςα από τον προςδιοριςμό 

των a  και   (8.4). 

 Δεν απάντηςαν (8.5). 

Αναλυτικότερα ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που, με (8 μακθτζσ) ι χωρίσ 

αιτιολόγθςθ τισ ςυμμετρίεσ τθσ καμπφλθσ,  αναφζρουν τα ςυμμετρικά ςθμεία του 

A  ωσ προσ τουσ άξονεσ και το κζντρο. Επίςθσ, δφο μακθτζσ  προβλθματίςτθκαν 

εργαηόμενοι πάνω ςτθν εξίςωςθ για να καταλιξουν ςτθν εφρεςθ των ςθμείων, 

όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ, που οι ςυντεταγμζνεσ 

των ςθμείων είναι εκφραςμζνεσ ςυναρτιςει των a  και   όπωσ φαίνεται ςτθν 

παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν κάποια ςθμεία που 

δεν ανικουν ςτθν ζλλειψθ, όπωσ για παράδειγμα θ παρακάτω απάντθςθ. 
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 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ, ςτισ οποίεσ γίνεται 

προςπάκεια προςδιοριςμοφ των a  και   μζςα από τθν επαλικευςθ των 

ςυντεταγμζνων του A  ςτθν εξίςωςθ. Σε κάποιεσ απ’ αυτζσ θ διαδικαςία ςταματάει 

ςτθν αντικατάςταςθ, αλλά ςε κάποιεσ άλλεσ διαπιςτϊνεται θ αδυναμία εφρεςθσ 

ςθμείων, όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

 

Ζνασ ςτουσ δφο περίπου (44,07%) μακθτζσ βρίςκουν τα τρία ςυμμετρικά ςθμεία. Απ’ 

αυτοφσ οι δφο ςτουσ τρείσ περίπου (16 ςτουσ 26) μακθτζσ απλά αναφζρουν τα ςθμεία, ενϊ 

ζνασ ςτουσ τρείσ περίπου (8 ςτουσ 26) μακθτζσ επικαλείται τθ ςυμμετρία. Δφο μακθτζσ 

καταλιγουν ςτα ςθμεία επεξεργαηόμενοι τθν εξίςωςθ. Ζνασ ςτουσ τρείσ μακθτζσ δε βρίςκει 

τα ςθμεία, αν και προςπακοφν να τα βρουν με διάφορουσ τρόπουσ. Από τουσ μακθτζσ που 

ςτθν προθγοφμενθ ερϊτθςθ βρικαν ςθμεία με μθ αρνθτικζσ ςυντεταγμζνεσ, το 55% (11 

ςτουσ 20) δεν καταφζρνουν να προςδιορίςουν τα ςυμμετρικά ςθμεία (παράρτθμα Δ). 

Τζλοσ, οι 8 μακθτζσ (ποςοςτό 13,56% επί του ςυνόλου των μακθτϊν) που βρίςκουν τα 

ςθμεία επικαλοφμενοι τισ ςυμμετρίεσ ίςωσ βρίςκονται ςτο ςτάδιο τθσ ςυμπφκνωςθσ, αφοφ 

δεν προςπακοφν μζςω τθσ χριςθσ τθσ εξίςωςθσ να βρουν τα ςθμεία, αλλά ςτθρίηονται ςτισ 

ιδιότθτεσ τθσ καμπφλθσ. 
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9θ ερϊτθςθ 

Θ ζνατθ ερϊτθςθ ιταν: «Τι αποτελεί το ςφνολο των ςθμείων του επιπζδου που απζχουν 

εξίςου από το ςθμείο (1,0) και τθν ευκεία 1x   ; Ροία είναι θ εξίςωςθ που περιγράφει 

τθν καμπφλθ αυτι;». Στο πρϊτο μζροσ τθσ ερϊτθςθσ ηθτείται θ αναγνϊριςθ του 

γεωμετρικοφ τόπου και ςτθ ςυνζχεια θ εφρεςθ τθσ εξίςωςθσ που τον περιγράφει. Μζςω 

αυτισ τθσ ερϊτθςθσ γίνεται προςπάκεια να μετρθκεί θ δυνατότθτα μετάβαςθσ από το 

φορμαλιςτικό οριςμό τθσ παραβολισ ςτθν εξίςωςθ τθσ. 

Θ κατθγοριοποίθςθ των απαντιςεων ωσ προσ το πρϊτο μζροσ τθσ ερϊτθςθσ ζγινε ωσ 

εξισ: 

 Παραβολή (9.1.1). 

 Είναι γεωμετρικόσ τόποσ (9.1.2). 

 Άλλοσ γεωμετρικόσ τόποσ (9.1.3). 

 Δεν απάντηςαν (9.1.4). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν τθν παραβολι ωσ 

το ςφνολο των ςθμείων που ζχουν τθν παραπάνω ιδιότθτα. 

 Για τθ δεφτερθ κατθγορία ζνασ μακθτισ αναφζρει απλά ότι πρόκειται για ζνα 

γεωμετρικό τόπο. 

  Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι το 

ςφνολο αυτϊν των ςθμείων αποτελεί ζλλειψθ, ευκεία ι υπερβολι. 

Για το δεφτερο μζροσ τθσ ερϊτθςθσ που αφορά τθν εξίςωςθ, δθμιουργικθκαν οι εξισ 

κατθγορίεσ απαντιςεων: 

 Εξίςωςη τησ παραβολήσ (9.2.1). 

 Γενική εξίςωςη παραβολήσ για τη ςυγκεκριμζνη περίπτωςη (9.2.2). 

 Λάθοσ εξίςωςη παραβολήσ (9.2.3). 

 Άλλη εξίςωςη (9.2.4). 

 Δεν απάντηςαν (9.2.5). 

Αναλυτικότερα: 
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 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που βρίςκουν τθν 

εξίςωςθ 2 4y x  τθσ παραβολισ (εκτατικό αντικείμενο), με προςδιοριςμό τθσ 

παραμζτρου   τθσ γενικισ εξίςωςθσ 2 2y x  (εντατικό αντικείμενο).  

 Στισ απαντιςεισ τθσ δεφτερθσ κατθγορίασ γράφεται απλά θ γενικι εξίςωςθ 

2 2y x .  

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν απαντιςεισ ςτισ οποίεσ θ εξίςωςθ 

προςδιορίηεται λάκοσ, είτε λόγο λάκουσ (ξεχνάνε το 2) ςτθ γενικι εξίςωςθ ι ςτον 

προςδιοριςμό του  , είτε λόγο τθσ επιλογισ , ςε δφο περιπτϊςεισ, τθσ εξίςωςθσ 

2 2x y , όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Τζλοσ ςτθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρονται ςε 

εξιςϊςεισ, όπωσ ευκείασ, ζλλειψθσ, υπερβολισ. Ασ δοφμε μια απ’ αυτζσ. 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

       

Ππωσ και ςτθν περίπτωςθ τθσ εξίςωςθσ, ζτςι και ςτθν περίπτωςθ του οριςμοφ θ 

ταυτοποίθςθ του ονόματοσ του γεωμετρικοφ τόπου επιτυγχάνεται από υψθλό ποςοςτό 

(67,80%) των μακθτϊν. Πμωσ το ποςοςτό πζφτει περίπου ςτο μιςό (37,29%), όταν 
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εξετάηουμε τθ δυνατότθτα μετάβαςθσ από τον οριςμό ςτθν εξίςωςθ, που προκφπτει για το 

ςυγκεκριμζνο γεωμετρικό τόπο. Ακόμα και αν προςτεκεί το ποςοςτό αυτϊν που 

αναφζρουν απλά τθ γενικι εξίςωςθ, δε κα υπερβαίνεται το 50% (για τθν ακρίβεια 47,46%). 

Τζλοσ είναι αξιοςθμείωτο ότι ζνασ ςτουσ τζςςερισ περίπου (23,73%), ενϊ ςτθ ςυντριπτικι 

τουσ πλειοψθφία (12 ςτουσ 14 μακθτζσ) ζχουν πει ότι είναι παραβολι (παράρτθμα Δ), 

καταλιγουν να προςδιορίηουν μια λάκοσ εξίςωςθ παραβολισ. 

10θ ερϊτθςθ 

Στθ δζκατθ ερϊτθςθ δόκθκε το ςχιμα μιασ ζλλειψθσ ςτο επίπεδο εφοδιαςμζνο με ζνα 

ορκογϊνιο ςφςτθμα αξόνων και ηθτικθκε, εκτόσ από το όνομα τθσ καμπφλθσ, θ εξίςωςι 

τθσ και ο προςδιοριςμόσ τθσ ιδιότθτασ που ζχουν τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ, δθλαδι ο 

οριςμόσ τθσ καμπφλθσ ωσ γεωμετρικόσ τόποσ. Θ εκφϊνθςθ τθσ ερϊτθςθσ ιταν θ εξισ: 

α) Ροιο είναι το όνομα τθσ καμπφλθσ ςτο παρακάτω ςχιμα; 

β) Ροια είναι θ εξίςωςθ που οι λφςεισ τθσ είναι τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ μασ;  

γ)Ροια ιδιότθτα ζχουν τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ; 

X' XE' E(3,0)

Y

Y'

A(5,0)O

EO
XX'

Y

Y'

E

F

άτιτλο-a

 

Ο ςτόχοσ για τθν ερϊτθςθ αυτι, ιταν θ διάγνωςθ τθσ δυνατότθτασ μετατροπισ των 

αναπαραςτάςεων τθσ ζλλειψθσ. Ειδικά τθ μετατροπι του ςχιματοσ ςε εξίςωςθ και του 

ςχιματοσ ι τθσ εξίςωςθσ ςε οριςμό. 

Για το όνομα τθσ καμπφλθσ οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Ζλλειψη (10.1.1). 

 Λάθοσ όνομα (10.1.2). 

 Δεν απάντηςαν (10.1.3). 

Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ τριϊν μακθτϊν ςτισ οποίεσ 

αναφζρουν το όνομα παραβολι, αλλά ςτθ ςυνζχεια γράφουν τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ και 
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μια απάντθςθ που αναφζρει τθ λζξθ κφκλοσ, ςτθν οποία ο μακθτισ απαντάει το δεφτερο 

ερϊτθμα με τθν εξίςωςθ του κφκλου. 

Για τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ κατθγοριοποιικθκαν οι απαντιςεισ ωσ εξισ: 

 Εξίςωςη τησ ζλλειψησ (10.2.1). 

 Γενική εξίςωςη ζλλειψησ (10.2.2). 

 Λάθοσ εξίςωςη (10.2.3). 

 Δεν απάντηςαν (10.2.4). 

Αναλυτικότερα ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που με υπολογιςμό ι όχι των 

παραμζτρων   και   τθσ γενικισ εξίςωςθσ τθσ ζλλειψθσ 
2 2

2 2
1

x y

 
    καταλιγουν 

ςτθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ 
2 2

2 2
1

5 4

x y
  .  

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν μόνο τθ 

γενικι εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ, χωρίσ να προςδιορίηουν τα   και  .  

 Τζλοσ ςτθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν δφο απαντιςεισ, θ μια αναφζρει τθν 

εξίςωςθ του κφκλου και θ άλλθ τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ ζλλειψθσ, όπωσ 

φαίνεται παρακάτω. 

      και      

Για τθν ιδιότθτα που ζχουν τα ςθμεία τθσ ζλλειψθσ, οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ 

παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Εξειδικευμζνοσ οριςμόσ (10.3.1). 

 Γενικόσ οριςμόσ (10.3.2). 

 Άλλεσ ιδιότητεσ (10.3.3). 

 Λάθοσ απαντήςεισ (10.3.4). 

 Δεν απάντηςαν (10.3.5). 

Ριο αναλυτικά: 
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 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι, το άκροιςμα 

των αποςτάςεων κάκε ςθμείου τθσ ζλλειψθσ από τισ εςτίεσ είναι 10 (εκτατικό 

αντικείμενο).  

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι, το 

άκροιςμα των αποςτάςεων κάκε ςθμείου τθσ ζλλειψθσ από τισ εςτίεσ είναι ίςο με 

2  ι απλά ςτακερό με κάποιεσ απαντιςεισ να αναφζρουν ότι πρζπει αυτό το 

άκροιςμα να είναι και μεγαλφτερο τθσ εςτιακισ απόςταςθσ (εντατικό αντικείμενο).  

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που αναφζρουν άλλεσ 

ιδιότθτεσ, που δε χαρακτθρίηουν τθν ζλλειψθ (αφοφ είναι ιδιότθτεσ και άλλων 

καμπυλϊν), όπωσ θ ςυμμετρία ι θ ανακλαςτικι ιδιότθτα. Επίςθσ εντάχκθκαν 

απαντιςεισ που αναφζρουν ότι τα ςθμεία τθσ ζλλειψθσ επαλθκεφουν τθν εξίςωςι 

τθσ.  

 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν 

διάφορεσ λάκοσ προτάςεισ που γράφτθκαν από τουσ μακθτζσ, ςτθν προςπάκεια 

τουσ να αναπαράγουν τον οριςμό. Μερικζσ απ’ αυτζσ είναι οι παρακάτω.  

Θ πρϊτθ απάντθςθ απζχει από τον οριςμό.  

 

Θ δεφτερθ απάντθςθ πλθςιάηει τον οριςμό τθσ ζλλειψθσ, αλλά αντί τισ εςτίεσ 

χρθςιμοποιεί τισ κορυφζσ τθσ ζλλειψθσ που αντιςτοιχοφν ςτο μεγάλο άξονα. 

 

 

Θ τελευταία απάντθςθ που παρατίκεται είναι ακόμα πιο κοντά ςτον οριςμό τθσ 

ζλλειψθσ. Οι λζξεισ που λείπουν «…είναι ςτακερό και μεγαλφτερο…», δθμιουργοφν 

ωσ γεωμετρικό τόπο όλο το επίπεδο, εκτόσ των ςθμείων του ευκυγράμμου τμιματοσ 

ΕΕϋ. 
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Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

        

 

Εννιά ςτουσ δζκα περίπου (91,53%) βρίςκουν το όνομα τθσ καμπφλθσ, από το ςχιμα αυτι 

τθ φορά. Δεν ιςχφει το ίδιο για τθν εξίςωςθ και τον οριςμό. Για τθν εξίςωςθ το ποςοςτό 

πζφτει ςτο 54,54%, δθλαδι ζνασ ςτουσ δφο περίπου προςδιορίηει τθν εξίςωςθ τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ ζλλειψθσ. Βζβαια ζνασ ςτουσ τρείσ περίπου (35,59%) αναφζρει τθν γενικι 

εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ, οπότε κάποιοσ κα μποροφςε να προςκζςει το δφο ποςοςτά και να 

δεχτεί ότι και ςτθν περίπτωςθ αυτι το ποςοςτό είναι υψθλό (89,83%). Θ τελευταία 

ενζργεια δεν πρζπει να κεωρθκεί ςωςτι γιατί οι μακθτζσ που αναφζρουν τθ γενικι 

εξίςωςθ απλά γράφουν τον τφπο χωρίσ να προςδιορίηουν τθν εξίςωςθ τθσ δεδομζνθσ 

καμπφλθσ, δθλαδι παραμζνουν ςτο εντατικό αντικείμενο χωρίσ ενδεχόμενα να ζχουν τθ 

δυνατότθτα προςδιοριςμοφ του αντίςτοιχου εκτατικοφ αντικειμζνου που τουσ ηθτείται. Στθ 

διαδικαςία μετάβαςθσ από το ςχιμα ι τθν εξίςωςθ ςτον οριςμό τα ποςοςτά επιτυχίασ 

πζφτουν ακόμα περιςςότερο. Μόνο δφο μακθτζσ (3,39%) απαντοφν εξειδικεφοντασ τον 

οριςμό, οι οποίοι φυςικά ζχουν απαντιςει ςωςτά ςε ςχζςθ με το όνομα και τθν εξίςωςθ 

τθσ ζλλειψθσ (παράρτθμα Δ). Από το 37,29% που αναφζρουν το γενικό οριςμό, λιγότεροι 
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από τουσ μιςοφσ (10 ςτουσ 22 ι 45,45%) μακθτζσ αναφζρουν ότι το άκροιςμα των 

αποςτάςεων του τυχαίου ςθμείου τθσ ζλλειψθσ από τισ εςτίεσ είναι 2 και απ’ αυτοφσ οι 

μιςοί (5 ςτουσ 10) ζχουν προςδιορίςει το   από το προθγοφμενο ερϊτθμα, αλλά δε 

χρθςιμοποιοφν αυτι τθν αρικμθτικι τιμι. Επίςθσ  ζνασ ςτουσ τζςςερισ περίπου (23,73%) 

μακθτζσ προςπακεί ανεπιτυχϊσ να αναπαραγάγει τον οριςμό. Τζλοσ, κακϊσ προχωροφμε 

από το πρϊτο προσ το τρίτο ερϊτθμα, παρατθρείται ζνα αυξανόμενο ποςοςτό μακθτϊν 

(από 1,69% ςε 20,34%) που δεν απαντοφν, γεγονόσ που μάλλον οφείλεται ςε αδυναμία και 

όχι ςε αδιαφορία των μακθτϊν.  

11θ ερϊτθςθ 

Στθν ενδζκατθ ερϊτθςθ, ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να περιγράψουν τισ λφςεισ των 

εξιςϊςεων: )2 5 0a x  , )2 5 0x y    , 2) 0x y   . Θ ερϊτθςθ αυτι είχε ωσ ςτόχο να 

διαπιςτωκεί αν ςτθν πράξθ μποροφν οι μακθτζσ να περιγράψουν, με κάποιο τρόπο, τισ 

λφςεισ μιασ εξίςωςθσ και ςυςχετίηεται με τθν τρίτθ ερϊτθςθ, που ηθτικθκε να πουν τι είναι 

οι λφςεισ μιασ εξίςωςθσ. Βζβαια, ιταν γνωςτό ότι δεν ζχουν διδαχκεί ουςιαςτικά τθν 

περιγραφι του ςυνόλου των λφςεων με αλγεβρικό τρόπο, π.χ. για τθν ευκεία 2 5 0x y    

το ςφνολο των λφςεων μπορεί να περιγραφεί ωσ το ςφνολο των διατεταγμζνων ηευγαριϊν 

αρικμϊν ( , ) ( ,2 5)x y x x   με x  (ςυνάρτθςθ), οπότε το ςφνολο των απαντιςεων 

περιορίηεται. 

Για τθν πρϊτθ εξίςωςθ, οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Οι λφςεισ είναι τα ςημεία τησ ευθείασ 
5

2
x     (11.1.1). 

 
5

2
x    (11.1.2). 

 Θ λφςη είναι μοναδική (11.1.3). 

 Θ λφςη είναι ςημείο (11.1.4). 

 Περιγραφή επίλυςησ (11.1.5). 

 Λάθοσ λφςη (11.1.6). 

 Δεν απάντηςαν (11.1.7). 

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 
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 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ οκτϊ μακθτϊν που περιγράφουν 

τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ 
5

2
x   . 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που απλά 

λφνουν ςωςτά τθν εξίςωςθ. 

 Στθν τρίτθ κατθγορία οι απαντιςεισ αναφζρουν απλά τθ μοναδικότθτα τθσ λφςθσ.  

 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ, που απλά αναφζρουν ότι θ λφςθ 

είναι ςθμείο, χωρίσ να διευκρινίηουν αν αναφζρονται ςε ςθμείο τθσ ευκείασ των 

πραγματικϊν αρικμϊν ι όχι.  

 Στθν πζμπτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ τριϊν μακθτϊν, που 

παρερμθνεφοντασ τθν ερϊτθςθ, περιγράφουν τθ διαδικαςία επίλυςθσ τθσ 

πρωτοβάκμιασ εξίςωςθσ. 

 Τζλοσ ςτθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι λάκοσ απαντιςεισ 
5

2
x  .    

Για τθ δεφτερθ εξίςωςθ, οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Οι λφςεισ είναι τα ςημεία τησ ευθείασ ή η ευθεία (11.2.1). 

 Οι λφςεισ είναι άπειρεσ (11.2.2). 

 Μια λφςη τησ εξίςωςησ (11.2.3). 

 Επίλυςη η περιγραφή επίλυςησ (11.2.4). 

 Διάφορεσ ςωςτζσ προτάςεισ (11.2.5). 

 Λάθοσ απόψεισ ή προςεγγίςεισ (11.2.6). 

 Δεν απάντηςαν (11.2.7). 

Ριο αναλυτικά ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ, που αναφζρουν ότι οι 

λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι τα ςθμεία τθσ ευκείασ ι θ ευκεία 2 5 0x y   , χωρίσ να 

υπάρχει απάντθςθ που να αναφζρει τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων τθσ ευκείασ.  

 Στθ δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ, που απλά δθλϊνουν ότι οι λφςεισ 

τθσ εξίςωςθσ είναι άπειρεσ. 

  Στθν τρίτθ κατθγορία οι απαντιςεισ αναφζρουν ότι θ εξίςωςθ ζχει μία λφςθ, ζνα 

ηεφγοσ λφςεων ι εμφανίηουν μία λφςθ.  Για παράδειγμα τθ λφςθ:  
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 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν δφο είδθ απαντιςεων. Στο πρϊτο είδοσ οι 

μακθτζσ επιλφουν τθν εξίςωςθ ωσ προσ x  ι ωσ προσ y . Οι περιςςότεροι λφνουν ωσ 

προσ x , μιμοφμενοι τισ πρωτοβάκμιεσ εξιςϊςεισ. Στο δεφτερο είδοσ απλά 

περιγράφουν τθ διαδικαςία επίλυςθσ. 

  Στθν πζμπτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι ςωςτζσ προτάςεισ που 

διατυπϊκθκαν από τουσ μακθτζσ, που όμωσ δεν απαντοφν ςτο ερϊτθμα, όπωσ 

φαίνεται ςτισ παρακάτω απαντιςεισ. 

   ι    

 Στθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι διάφορεσ λάκοσ απόψεισ ι προςεγγίςεισ, όπωσ 

αδυναμία εφρεςθσ λφςεων ι ανάγκθ για δεφτερθ εξίςωςθ με ςκοπό τθ δθμιουργία 

ςυςτιματοσ. Ασ δοφμε μερικζσ από τισ απαντιςεισ. Στθν πρϊτθ απάντθςθ που 

παρατίκεται, ο μακθτισ δθλϊνει απλά τθν αδυναμία λφςθσ. 

 

Στθ δεφτερθ απάντθςθ ο μακθτισ δθλϊνει τθν ανάγκθ φπαρξθσ και δεφτερθσ 

εξίςωςθσ για να λφςει ςφςτθμα. Συγκεκριμζνα λζει: «για το 2ο ερϊτθμα ζχουμε δφο 

αγνϊςτουσ άρα χρειαηόμαςτε άλλθ μία εξίςωςθ για να προςδιορίςουμε τισ 

διάφορεσ τιμζσ που μποροφν να πάρουν τα x  και y ». 

Στθ τρίτθ απάντθςθ που παρατίκεται, ο μακθτισ λφνει ςφςτθμα με τθν πρϊτθ 

εξίςωςθ.  

 

Στθν τζταρτθ απάντθςθ ο μακθτισ λφνει ςφςτθμα τθσ εξίςωςθσ με τον εαυτό τθσ, 

αντικακιςτϊντασ λάκοσ το y  με 2 5x  . Αν το αντικακιςτοφςε ςωςτά, τότε κα 

κατζλθγε ςε ταυτότθτα. Βζβαια κάνει ζνα ακόμα αλγεβρικό λάκοσ ςτο πρόςθμο, 

πριν ολοκλθρϊςει τθ λφςθ του. 
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Για τθν τρίτθ εξίςωςθ, οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Οι λφςεισ είναι τα ςημεία τησ παραβολήσ ή η παραβολή (11.3.1). 

 Οι λφςεισ είναι άπειρεσ (11.3.2). 

 Μια λφςη τησ εξίςωςησ (11.2.3). 

 Επίλυςη η περιγραφή επίλυςησ (11.2.4). 

 Διάφορεσ ςωςτζσ προτάςεισ (11.2.5). 

 Λάθοσ απόψεισ ή προςεγγίςεισ (11.2.6). 

 Δεν απάντηςαν (11.2.7). 

Αναλυτικότερα: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ, που περιγράφουν τισ 

λφςεισ ωσ ςθμεία τθσ παραβολισ ι ωσ παραβολι, χωρίσ κάποιοσ μακθτισ να 

αναφζρεται ςε ςυντεταγμζνεσ ςθμείων.  

 Στθ δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ, που απλά αναφζρουν ότι οι 

λφςεισ είναι άπειρεσ.  

 Στθν τρίτθ κατθγορία οι (δφο) απαντιςεισ  αναφζρουν μία λφςθ τθσ εξίςωςθσ.  

 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που περιγράφεται θ 

επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ ωσ προσ ζνα άγνωςτο ι επιλφεται θ εξίςωςθ ωσ προσ ζνα 

άγνωςτο (ςωςτά ι λάκοσ). Μερικά παραδείγματα φαίνονται παρακάτω. 

 

ι 

 

ι 
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 Στθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι δφο απαντιςεισ που αναφζρουν τθν ίδια 

ςωςτι πρόταςθ, χωρίσ όμωσ μζςα απ’ αυτι να προςδιορίηεται ακριβϊσ το ςφνολο 

των λφςεων. 

 

 Στθν ζκτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι διάφορεσ λάκοσ απόψεισ ι προςεγγίςεισ 

όπωσ, ότι θ εξίςωςθ περιγράφει ζνα κφκλο ι μια ευκεία, ι ότι ζχει δφο λφςεισ 

αντίκετεσ. Τρία παραδείγματα τζτοιων προτάςεων φαίνονται παρακάτω. Στο πρϊτο 

παράδειγμα θ μακιτρια δθλϊνει ότι θ εξίςωςθ «περιγράφει ζναν κφκλο». Στο 

δεφτερο παράδειγμα ο μακθτισ γράφει: 

 

Στο τρίτο παράδειγμα φαίνεται θ ςφγχυςθ που προκφπτει, ςε ςχζςθ με τισ λφςεισ, 

από τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ ωσ προσ x .  

 

Τα αποτελζςματα για τθν ενδζκατθ ερϊτθςθ, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 
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Πςον αφορά τθν πρϊτθ εξίςωςθ, το 13,56% των μακθτϊν βλζπει τθ λφςθ ςε δφο 

διαςτάςεισ, κεωρϊντασ ότι είναι ςθμεία τθσ ευκείασ 
5

2
x   . Ρερίπου οι μιςοί (49,15%) 

λφνουν τθν εξίςωςθ ςωςτά, δίνοντασ τθν απάντθςθ 
5

2
x   . Ακροίηοντασ τα δφο 

παραπάνω ποςοςτά, το 62,71% των μακθτϊν λφνουν ςωςτά τθν εξίςωςθ. Τζλοσ το 11,86% 

των μακθτϊν ςθμειϊνει απλά ότι θ λφςθ είναι μοναδικι και ο ίδιοσ αρικμόσ μακθτϊν λφνει 

λάκοσ τθν εξίςωςθ. Πςον αφορά τθ δεφτερθ εξίςωςθ, μόνο ζνασ ςτουσ τζςςερισ μακθτζσ 

περίπου (25,42%) περιγράφει τισ λφςεισ ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ, ενϊ πζντε μακθτζσ (8,47%) 

απλά δθλϊνουν ότι θ εξίςωςθ ζχει άπειρεσ λφςεισ. Ενϊ για τθν πρϊτθ εξίςωςθ τρείσ 

μακθτζσ περιγράφουν τθν επίλυςι τθσ, ςτθ δεφτερθ εξίςωςθ ο αρικμόσ των μακθτϊν, που 

περιγράφουν τθν επίλυςθ ι επιλφουν τθν εξίςωςθ ωσ προσ ζνα άγνωςτο, αυξάνεται πολφ 

(11 μακθτζσ ι 18,64%). Μεγάλοσ επίςθσ είναι ο αρικμόσ (13 μακθτζσ ι 22,03%) των 

μακθτϊν, που εκφράηουν αδυναμία εφρεςθσ λφςεων ι αναηθτοφν άλλθ μια εξίςωςθ για να 

λφςουν ςφςτθμα. Για τθν τρίτθ εξίςωςθ πζφτει ελαφρά το ποςοςτό (22,03%) των μακθτϊν, 

που κεωροφν ότι τα ςθμεία τθσ παραβολισ περιγράφουν τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ, ενϊ 

αυξάνεται ελαφρά το ποςοςτό (10,17%) αυτϊν, που δθλϊνουν απλά ότι ζχει άπειρεσ 

λφςεισ. Αυξάνεται περαιτζρω το ποςοςτό (30,51%) αυτϊν που επιλφουν τθν εξίςωςθ ωσ 

προσ ζνα άγνωςτο, με το 38,88% απ’ αυτοφσ να επιλφουν τθν εξίςωςθ λάκοσ, μάλλον 

δείχνοντασ τθν αδυναμία των μακθτϊν να προβοφν ςε οποιαδιποτε άλλθ ενζργεια. Τζλοσ, 

παραμζνει περίπου ίδιο το ποςοςτό (20,34%) των μακθτϊν που προςεγγίηουν λάκοσ το 

κζμα, με τουσ μιςοφσ απ’ αυτοφσ να βλζπουν δφο λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( x y  ι 

x y  ). 

12θ ερϊτθςθ 

Θ ερϊτθςθ αυτι ηθτοφςε να απαντιςουν οι μακθτζσ αιτιολογθμζνα ςτθν παρακάτω 

ερϊτθςθ: «Ρόςεσ λφςεισ μπορεί να ζχει το ςφςτθμα(χωρίσ να το λφςετε); 

2 24 9 36

2 5 6 0

x y

x y

  
 

   
». 

Ο ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ ιταν να διαπιςτωκεί, αν οι μακθτζσ μποροφν να αναγνωρίςουν τα 

γεωμετρικά ςχιματα που αντιςτοιχοφν ςτισ παραπάνω εξιςϊςεισ, προςεγγίηοντασ δομικά 

το ςφςτθμα, και με βάςθ αυτά, ςε ςυνδυαςμό με τθν τζταρτθ ερϊτθςθ, να απαντιςουν. 
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Οι απαντιςεισ χωρίςτθκαν ςε επτά κατθγορίεσ. Οι κατθγορίεσ αυτζσ είναι: 

 Σωςτή απάντηςη με αιτιολόγηςη γεωμετρική (12.1). 

 Σωςτή απάντηςη με αιτιολόγηςη αλγεβρική (12.2). 

 Σωςτή απάντηςη χωρίσ αιτιολόγηςη (12.3). 

 Λάθοσ απάντηςη επιχειρϊντασ γεωμετρική αιτιολόγηςη (12.4). 

 Λάθοσ απάντηςη επιχειρϊντασ αλγεβρική αιτιολόγηςη (12.5). 

 Λάθοσ απάντηςη χωρίσ αιτιολόγηςη (12.6). 

 Δεν απάντηςαν (12.7). 

Ριο αναλυτικά: 

 Οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι το ςφςτθμα ζχει καμία, μία ι δφο λφςεισ, ι ότι 

μπορεί να ζχει μζχρι δφο λφςεισ, γιατί ουςιαςτικά οι λφςεισ του ςυςτιματοσ  

αντιςτοιχοφν ςτα ςθμεία τομισ μιασ ζλλειψθσ και μιασ ευκείασ, εντάχκθκαν ςτθν 

πρϊτθ κατθγορία. Μια απ’ αυτζσ τισ απαντιςεισ είναι θ εξισ: 

 

 Οι απαντιςεισ που αναφζρουν το ίδιο με τθν προθγοφμενθ κατθγορία πλικοσ 

λφςεων, αλλά θ αιτιολόγθςθ είναι αλγεβρικι, εντάχκθκαν ςτθ δεφτερθ κατθγορία. Θ 

μία απάντθςθ, ίςωσ όχι πολφ ςαφισ ςτθ κεϊρθςθ των λφςεων ωσ ηεφγθ τιμϊν, 

είναι:  

 

 Σωςτι απάντθςθ, χωρίσ αιτιολόγθςθ υπιρξε επίςθσ μία, θ οποία και παρατίκεται. 
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 Στθν τζταρτθ κατθγορία τοποκετικθκαν οι λάκοσ απαντιςεισ που δόκθκαν, 

επιχειρθματολογϊντασ γεωμετρικά. Σ’ αυτιν τθν κατθγορία δεν υπιρξαν 

απαντιςεισ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο. 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν μια ποικιλία διαφορετικϊν λάκοσ απαντιςεων. 

Επιχειρϊντασ αλγεβρικά να αιτιολογιςουν οι μακθτζσ, ανεβάηουν τον αρικμό των 

λφςεων μζχρι το οκτϊ, με δθμοφιλζςτερο τον αρικμό δφο φυςικά. Ο επόμενοσ ςε 

ςυχνότθτα εμφάνιςθσ αρικμόσ είναι το τζςςερα, λαμβάνοντασ τισ λφςεισ όχι ςαν 

ηευγάρια αρικμϊν αλλά μετρϊντασ το x  και το y  χωριςτά. Ραρατίκενται μερικζσ 

απ’ αυτζσ τισ απαντιςεισ. Στθν πρϊτθ απάντθςθ θ μακιτρια δθλϊνει ότι κα ζχει μία 

λφςθ, αφοφ δεν είναι δευτεροβάκμιεσ και οι δφο εξιςϊςεισ. 

 

Στθ δεφτερθ απάντθςθ θ μακιτρια δθλϊνει ότι κα ζχει δφο λφςεισ, κεωρϊντασ ότι 

μια εξίςωςθ 2ου βακμοφ ζχει πάντα δφο λφςεισ. 

 

Στθν τρίτθ απάντθςθ ο μακθτισ λζει ότι ζχει δφο λφςεισ για το x  και δφο για το y , 

χωρίσ να είναι ςαφζσ ότι ςυνδζει το x  με το y . 

 

Στθν τζταρτθ απάντθςθ θ μακιτρια δθλϊνει ότι κα ζχει τρείσ λφςεισ, αφοφ 

προςκζτει τον υποτικζμενο αρικμό λφςεων των δφο εξιςϊςεων. 

 

Στθν πζμπτθ απάντθςθ ο μακθτισ μετράει όλουσ τουσ δυνατοφσ ςυνδυαςμοφσ των 

τιμϊν που παίρνει το x  και το y . 

 

Στθν τελευταία απάντθςθ ο μακθτισ κεωρεί ότι θ δευτεροβάκμια εξίςωςθ ζχει δφο 

λφςεισ για κάκε άγνωςτο (φυςικά θ ςυγκεκριμζνθ ζχει άπειρο πλικοσ λφςεων 
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διατεταγμζνων ηευγαριϊν αρικμϊν, που αντιςτοιχοφν ςτισ ςυντεταγμζνεσ των 

ςθμείων τθσ ζλλειψθσ). Για κάκε μία απ’ αυτζσ (τισ τζςςερισ λφςεισ), από τθν 

πρωτοβάκμια εξίςωςθ κα προκφψει μία ακόμα λφςθ για τον άλλο άγνωςτο. 

Ακροίηοντάσ τισ όλεσ (χωρίσ να ςυνδζει κακόλου το x  με το y ) προκφπτει ο αρικμόσ 

οκτϊ. 

 

 Τζλοσ ςτθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκαν λάκοσ απαντιςεισ όπωσ: «4 λφςεισ», 

«τουλάχιςτον 2 λφςεισ» ι «δεν ζχει λφςεισ». Στισ απαντιςεισ αυτζσ δεν υπιρχε 

κανενόσ είδουσ αιτιολόγθςθ. 

Τα αποτελζςματα για τθ δωδζκατθ ερϊτθςθ, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

 

Το 11,85% των μακθτϊν απαντάει ςωςτά και απ’ αυτοφσ το 71,43% (5 ςτουσ 7 μακθτζσ) 

αιτιολογεί γεωμετρικά. Δθλαδι, όςον αφορά το ςτόχο που είχε τεκεί, είναι φανερό ότι 

μόλισ το 8,47% (5 ςτουσ 59) των μακθτϊν αναγνϊριςαν τα γεωμετρικά ςχιματα που 

παρίςταναν οι εξιςϊςεισ, προςεγγίηοντασ δομικά και όχι λειτουργικά το ςφςτθμα. Πλοι που 

αναγνϊριςαν τα γεωμετρικά ςχιματα απάντθςαν ςωςτά. Το 66,10% των μακθτϊν απαντάει 

λάκοσ ςκεπτόμενοι αλγεβρικά. Από τουσ 39 μακθτζσ που απαντοφν με αυτό τον τρόπο 

μόλισ 11 (το 28,20%) λζνε ότι το ςφςτθμα ζχει δφο λφςεισ, ενϊ αν ακροιςτοφν οι μακθτζσ 

που απαντοφν καμία με αυτοφσ που απαντοφν μία και αυτοφσ που απαντοφν δφο λφςεισ 

προκφπτουν 18 (46,15%) μακθτζσ. Δθλαδι λιγότεροι από τουσ μιςοφσ μακθτζσ 

προςδιορίηουν το πλικοσ των λφςεων με αρικμό μικρότερο ι ίςο του δφο. Επίςθσ 8 ςτουσ 

39 μακθτζσ, δθλαδι το 20,52% απαντοφν τζςςερισ λφςεισ και ακροίηοντασ αυτοφσ που 
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αναφζρουν περιςςότερεσ από δφο λφςεισ, φτάνουμε ςτον αρικμό 16 (41,03%). Τζλοσ 5 

ςτουσ 39, δθλαδι το 12,82%, απαντοφν ότι θ εξίςωςθ ζχει δφο λφςεισ για το x  και δφο για 

το y , χωρίσ να ςυνδζουν απαραίτθτα το x  με το y , με αποτζλεςμα να μθν είναι ςαφζσ αν 

εννοοφν δφο ι τζςςερισ λφςεισ.  

13θ ερϊτθςθ 

Θ δζκατθ τρίτθ και τελευταία ερϊτθςθ αφοροφςε τισ ςυναρτιςεισ που τα γραφιματά 

τουσ είναι ευκείεσ, καμπφλεσ ι τμιματα καμπυλϊν (γνωςτϊν ςτουσ μακθτζσ) και είχε δφο 

ςκζλθ. Στο πρϊτο ςκζλοσ, ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να βρουν δφο ςθμεία του 

γραφιματοσ τθσ ςυνάρτθςθσ  ( ) , 0k x x x  . Στο δεφτερο ςκζλοσ, ηθτικθκε να πουν τι 

είδουσ επίπεδθ γραμμι είναι, θ γραφικι παράςταςθ των παρακάτω ςυναρτιςεων:  

2

( ) 3 7,

( ) , 0

( ) 4 , 2 2

f x x x

k x x x

g x x x

  

 

    

. 

Ο ςκοπόσ τθσ ερϊτθςθσ αυτισ ιταν να διαπιςτωκεί ςε τι ποςοςτό οι μακθτζσ, χειριηόμενοι 

τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ, μποροφν να προςδιορίςουν ςθμεία του γραφιματοσ τθσ. Επίςθσ 

ςε τι βακμό αναγνωρίηουν τθν ευκεία ι τισ καμπφλεσ, που ζχουν ωσ γραφικι παράςταςθ οι 

ςυναρτιςεισ αυτζσ. Θ χριςθ του εντατικοφ αντικειμζνου ( )y f x  και θ λειτουργικι 

αντιμετϊπιςθ τθσ εξίςωςθσ που προκφπτει (φψωςθ ςτο τετράγωνο) για τθ δεφτερθ και 

τρίτθ ςυνάρτθςθ, οδθγοφν ςτισ εξιςϊςεισ που παραπζμπουν ςτθν ευκεία, τθν παραβολι 

και τον κφκλο.  

Πςον αφορά το πρϊτο ςκζλοσ τθσ ερϊτθςθσ, δθμιουργικθκαν τρείσ κατθγορίεσ 

απαντιςεων: 

 Βρίςκουν δφο ςημεία που ανήκουν ςτο γράφημα (13.1.1). 

 Βρίςκουν δφο ςημεία που δεν ανήκουν ςτο γράφημα (13.1.2). 

 Δεν απάντηςαν (13.1.3). 

Στθν παραπάνω κατθγοριοποίθςθ θ δεφτερθ κατθγορία απαντιςεων ζχει ενδιαφζρον, 

αφοφ ςτισ περιςςότερεσ απαντιςεισ που εντάχκθκαν ς’ αυτι γίνεται ζνα ςυγκεκριμζνο 

λάκοσ. Οι μακθτζσ ςτθν προςπάκεια να βρουν, για παράδειγμα, τθν τιμι (1)k  γράφουν: 
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« (1) 1 1k    », οπότε βρίςκουν τα ςθμεία (1,1)A  και (1, 1)B  . Μια τζτοια απάντθςθ 

είναι θ παρακάτω. 

 

 

Βζβαια υπιρξαν και απαντιςεισ, που απλά ζδιναν ςθμεία που δεν ανικουν ςτο γράφθμα 

τθσ ςυνάρτθςθσ. 

Στο δεφτερο ςκζλοσ τθσ ερϊτθςθσ και για τθ ςυνάρτθςθ f , δθμιουργικθκαν οι 

παρακάτω κατθγορίεσ απαντιςεων: 

 Ευθεία (13.2.1). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (13.2.2). 

 Δεν απάντηςαν (13.2.3). 

Αναλυτικότερα: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν απλά ότι θ 

γραφικι παράςταςθ τθσ f  είναι ευκεία και μία απάντθςθ ενόσ μακθτι ο οποίοσ, 

όπωσ φαίνεται παρακάτω, κάνει χριςθ του τφπου ( )y f x  και καταλιγει ςτθν 

εξίςωςθ τθσ ευκείασ. 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ f  είναι παραβολι, κφκλοσ ι όπωσ λζει ο μακθτισ, επιμζνοντασ να 

λφνει εξιςϊςεισ, ότι είναι το ςθμείο 
7

3
x  . 

Για τθ ςυνάρτθςθ k , οι κατθγορίεσ που δθμιουργικθκαν είναι οι εξισ: 

 Τμήμα παραβολήσ (13.3.1). 

 Παραβολή (13.3.2). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (13.3.3). 

 Δεν απάντηςαν (13.3.4). 

Ριο αναλυτικά: 
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 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν το τμιμα τθσ 

παραβολισ προςδιορίηοντασ το y , όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ: 

 

Ι το προςδιορίηουν με βάςθ τα τεταρτθμόρια:  

 

Βζβαια ο όροσ «θμιςυνάρτθςθ» δεν είναι δόκιμοσ.  

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν απλά τθ 

λζξθ παραβολι και τθν απάντθςθ του ίδιου (με παραπάνω) μακθτι, όπου με χριςθ 

τθσ εξίςωςθσ ( )y k x  καταλιγει ςτθν εξίςωςθ τθσ παραβολισ, όπωσ φαίνεται 

παρακάτω. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ όπωσ ζλλειψθ, κφκλοσ, ευκεία ι 

υπερβολι. 

Για τθ ςυνάρτθςθ g , κατθγοριοποιικθκαν οι απαντιςεισ ωσ εξισ: 

 Θμικφκλιο (13.4.1). 

 Κφκλοσ (13.4.2). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (13.4.3). 

 Δεν απάντηςαν (13.4.4). 

Αναλυτικότερα ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι:  

 

Ι απλά αναφζρουν ότι είναι θμικφκλιο.  

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που απλά 

αναφζρουν ότι θ γραφικι παράςταςθ είναι κφκλοσ και τθν απάντθςθ του (ίδιου με 

παραπάνω) μακθτι, όπου με χριςθ του τφπου ( )y g x , καταλιγει ςτθν εξίςωςθ 

του κφκλου, όπωσ φαίνεται παρακάτω. 
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 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ όπωσ ευκεία, ζλλειψθ, παραβολι ι 

υπερβολι.  

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

    

    

Αξιοςθμείωτθ παρατιρθςθ είναι το μεγάλο ποςοςτό μακθτϊν που δεν απάντθςαν (38,98% 

ζωσ 45,76%). Ζνασ λόγοσ για τθν παραπάνω ςτάςθ, μπορεί να είναι ότι αυτι είναι θ 

τελευταία ερϊτθςθ του ερωτθματολογίου. Ζνασ άλλοσ λόγοσ, μπορεί να είναι ότι οι 

μακθτζσ δεν ακοφνε ςυχνά τθ λζξθ ςυνάρτθςθ, όταν διδάςκονται τα κεφάλαια αυτά ςτα 

πλαίςια του μακιματοσ των Μακθματικϊν. Πςον αφορά τθν εφρεςθ των ςθμείων, 

απαντάει το 55,93% των μακθτϊν. Απ’ αυτοφσ, ζνασ ςτουσ τρείσ περίπου (36,36%), βρίςκει 

ςθμεία που δεν ανικουν ςτο γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ, κάνοντασ λάκοσ ςτον υπολογιςμό 

των ςυντεταγμζνων. Για τθ ςυνάρτθςθ f  απαντάει το 61,01% των μακθτϊν και απ’ αυτοφσ 

θ ςυντριπτικι πλειοψθφία (33 ςτουσ 36 μακθτζσ ι 91,66%) γράφει ότι θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ f  είναι ευκεία. Για τθ ςυνάρτθςθ k , απαντάει το 57,62% των μακθτϊν. 

Απ’ αυτοφσ, μόνο το 8,82% αναφζρει ότι το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ είναι τμιμα 

παραβολισ, ενϊ το 55,88% αναφζρει τθ λζξθ παραβολι, χωρίσ να προςδιορίηει αν 

αναφζρεται ςε όλο το ςχιμα ι ςε μζροσ του. Τζλοσ αξίηει να ςθμειωκεί ότι ζνασ ςτουσ τρείσ 

περίπου (35,29%) απ’ αυτοφσ που απάντθςαν γράφει το όνομα μιασ άλλθσ γραμμισ. Για τθ 

ςυνάρτθςθ g , απάντθςαν το 54,24% των μακθτϊν. Απ’ αυτοφσ, μόνο τρείσ μακθτζσ (9,38%) 

δίνουν απάντθςθ το θμικφκλιο, ενϊ το 28,13% (9 μακθτζσ) απαντοφν ότι είναι κφκλοσ. Θ 
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πλειοψθφία (20 μακθτζσ ι 62,50%) των μακθτϊν που απάντθςαν αναφζρουν κάποιο άλλο 

όνομα για τθ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ g . Είναι τζλοσ χαρακτθριςτικό ότι μόνο 

ζνασ ςτουσ πενιντα εννζα μακθτζσ κάνει χριςθ του εντατικοφ αντικειμζνου ( )y f x  και 

οδθγείται ςτισ εξιςϊςεισ τθσ ευκείασ, τθσ παραβολισ και του κφκλου. Αυτόσ ίςωσ είναι και ο 

λόγοσ των ςχετικά χαμθλϊν ποςοςτϊν ςωςτϊν απαντιςεων που υπιρξαν ειδικά ςτισ 

ςυναρτιςεισ k  και g , αφοφ θ ευκεία ωσ γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ ζχει διδαχκεί 

ςτουσ μακθτζσ ςε προθγοφμενεσ τάξεισ. 

4.5.2.2. Συνοπτικό περιγραφό των αποτελεςμϊτων 

Θ εναςχόλθςθ με τθν ευκεία, τον κφκλο και τισ κωνικζσ τομζσ δεν είναι εφκολθ 

δραςτθριότθτα για τθν πλειοψθφία των μακθτϊν. Από τισ δυςκολίεσ που αναφζρουν οι 

μακθτζσ, οι δυςκολίεσ ςτισ αςκιςεισ εμφανίηουν τθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα (25,42%). 

Σθμαντικό είναι βζβαια το ποςοςτό (44,07%) των μακθτϊν που δεν εςτιάηουν ςε κάποια 

δυςκολία.  

Ζνασ ςτουσ πενιντα εννζα μακθτζσ αναφζρει τθν φπαρξθ του ςυνόλου των λφςεων μιασ 

εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ ωσ ζνα διαφορετικό από τα ςθμεία ςφνολο, ενϊ ζνασ ςτουσ 

πζντε βλζπει τισ λφςεισ ωσ ςθμεία ι ςυντεταγμζνεσ ςθμείων ςυςχετίηοντασ το x  με το y . 

Πταν τουσ ηθτείται δε να περιγράψουν τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ τα 

αποτελζςματα δε διαφοροποιοφνται πολφ. Για τθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ, περίπου ζνασ 

ςτουσ τζςςερισ μακθτζσ (25,42%) περιγράφουν τισ λφςεισ ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ ι ωσ 

ευκεία, ενϊ για τθν περίπτωςθ τθσ παραβολισ, περίπου ζνασ ςτουσ πζντε μακθτζσ 

(22,03%) περιγράφουν τισ λφςεισ ωσ ςθμεία τθσ παραβολισ ι ωσ παραβολι. Βζβαια τα 

ποςοςτά αναγνϊριςθσ τθσ ευκείασ και τθσ παραβολισ μζςα από τισ εξιςϊςεισ τουσ είναι 

πολφ υψθλότερα ( 98,31% για τθν ευκεία και 67,80% για τθν παραβολι), όπωσ φαίνεται 

από τα αποτελζςματα τθσ 6θσ ερϊτθςθσ. Κατά ςυνζπεια, βριςκόμαςτε μπροςτά ςε μια 

αδυναμία ενόσ μεγάλου αρικμοφ μακθτϊν να περιγράψουν τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ, που 

όμωσ οι ίδιοι, για παράδειγμα, αναφζρουν ότι πρόκειται για εξίςωςθ ευκείασ. Τζλοσ, 

υπάρχει ζνα ποςοςτό των μακθτϊν (13,56%), που βλζπει τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ 2 5 0x   

ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ 
5

2
x   , τοποκετϊντασ τθν εξίςωςθ αυτι ςτο πλαίςιο τθσ επίπεδθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ και όχι ςτο πλαίςιο τθσ Άλγεβρασ. 
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Το 20,03% των μακθτϊν κάνει μια πλιρθ περιγραφι τθσ παραβολισ, μζςα από τον 

οριςμό ι τισ άλλεσ αναπαραςτάςεισ τθσ ζννοιασ. Στθν προςπάκεια να περιγράψουν τθν 

παραβολι, οι περιςςότεροι (67,80%) επιχειροφν με βάςθ το φορμαλιςτικό οριςμό. Πμωσ, οι 

περιςςότεροι (8 ςτουσ 10 μακθτζσ) απ’ αυτοφσ αποτυγχάνουν τθν πλιρθ περιγραφι τθσ 

ζννοιασ. Βζβαια οι μιςοί απ’ αυτοφσ που επιχειροφν να περιγράψουν τθν παραβολι με τον 

οριςμό, είναι πολφ κοντά ςτθν πλιρθ περιγραφι τθσ ζννοιασ, αφοφ το μόνο που λείπει 

είναι το τμιμα του οριςμοφ που αναφζρει ότι θ εςτία δεν πρζπει να ανικει ςτθ 

διευκετοφςα. Συνεπϊσ, θ πολυπλοκότθτα του οριςμοφ αποτελεί εμπόδιο ςτθν πλιρθ 

περιγραφι τθσ ζννοιασ. Ομοίωσ, και απ’ αυτοφσ (20,33%) που επιχειροφν με βάςθ άλλεσ 

περιγραφζσ τθσ παραβολισ, οι περιςςότεροι (7 ςτουσ 10 περίπου) πάλι αποτυγχάνουν ςτθν 

περιγραφι τθσ παραβολισ.  

Για τα κοινά ςθμεία ευκείασ και ζλλειψθσ, περίπου ζνασ ςτουσ τρείσ απαντάει ςωςτά, 

ςυνικωσ διακρίνοντασ περιπτϊςεισ. Οι υπόλοιποι παραβλζποντασ κάποιεσ περιπτϊςεισ 

δίνουν ελλιπείσ απαντιςεισ. Πςον αφορά το αντίςτοιχο ςφςτθμα, μόνο το 8,47% των 

μακθτϊν το προςεγγίηει δομικά, με αποτζλεςμα ζνα αρκετά χαμθλό ποςοςτό ςωςτϊν 

απαντιςεων (11,85%), ςτο ερϊτθμα για τισ δυνατζσ τιμζσ που μπορεί να πάρει ο αρικμόσ 

που δθλϊνει το πλικοσ των λφςεων του ςυςτιματοσ 
2 24 9 36

2 5 6 0

x y

x y

  
 

   
. 

Θ αςτοχία ςτθν κατανόθςθ τθσ ερϊτθςθσ, που αφοροφςε τον οριςμό ςυναρτιςεων μζςα 

από τισ εξιςϊςεισ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν, δε μασ επιτρζπει να 

βγάλουμε αςφαλι ςυμπεράςματα. Ραρά το γεγονόσ αυτό, μόνο δφο ςτουσ είκοςι τρείσ 

μακθτζσ που δείχνουν να κατανοοφν τθν ερϊτθςθ, απαντοφν ςωςτά δίνοντασ κάποια 

αιτιολόγθςθ. Επίςθσ οι ζντεκα ςτουσ είκοςι τρείσ μακθτζσ που απλά απαντοφν ότι 

μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ, δε δίνουν περαιτζρω επεξθγιςεισ. Αντίςτροφα, πάνω 

από τουσ μιςοφσ (55,93%) μακθτζσ αναγνωρίηουν τθν ευκεία ωσ γραφικι παράςταςθ 

ςυνάρτθςθσ. Πςο δε αφορά το τμιμα τθσ παραβολισ ςτο πρϊτο τεταρτθμόριο 

( ( ) , 0k x x x  ), μόνο τρία άτομα το αναγνωρίηουν, ενϊ το 32,20% των μακθτϊν 

αναφζρει ότι είναι παραβολι. Για το θμικφκλιο ωσ γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ πάλι 

μόνο τρείσ μακθτζσ το αναγνωρίηουν, ενϊ το 28,13% των μακθτϊν αναφζρει ότι είναι 

κφκλοσ.  
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Λιγότεροι από τουσ μιςοφσ (44,07%) καταφζρνουν, χρθςιμοποιϊντασ ςτθν πράξθ τισ 

ςυμμετρίεσ τθσ ζλλειψθσ, να βρουν τα τρία ςθμεία που τουσ ηθτικθκαν ζχοντασ ωσ 

δεδομζνο το ςθμείο 
1

( 3, )
2

A . Οι 8 μακθτζσ (13,56%) που επικαλοφμενοι τισ ςυμμετρίεσ 

τθσ ζλλειψθσ, απαντοφν ςωςτά ίςωσ να βρίςκονται ςτο ςτάδιο τθσ ςυμπφκνωςθσ τθσ 

ζννοιασ. Απ’ αυτοφσ που δεν καταφζρνουν να προςδιορίςουν τα ςθμεία, οι περιςςότεροι 

επιχειροφν με αλγεβρικοφσ χειριςμοφσ να τα προςδιορίςουν και φυςικά αποτυγχάνουν. 

Θ εφρεςθ τριϊν ςθμείων τθσ παραβολισ 2 4y x  επιτεφχκθκε από το 66,10% των 

μακθτϊν, αν και οι μιςοί περίπου βρίςκουν ςθμεία με μθ αρνθτικζσ ςυντεταγμζνεσ (όπωσ 

κα δοφμε δεφτερο ερωτθματολόγιο αυτό το γεγονόσ οδθγεί ςε ςυγχφςεισ όςον αφορά τθ 

κζςθ του ςχιματοσ τθσ καμπφλθσ). Για τθν εφρεςθ δφο ςθμείων τθσ ςυνάρτθςθσ, το 

ποςοςτό των μακθτϊν (35,59%)  είναι αιςκθτά χαμθλότερο για δφο λόγουσ. Ο πρϊτοσ είναι 

το μεγάλο ποςοςτό (44,07%) αυτϊν που δεν απάντθςαν και ο δεφτεροσ, ζνα λάκοσ (π.χ. 

1 1  ) που ζκαναν αρκετοί (πζντε ι 8,47%) μακθτζσ. Και ςτα δφο παραπάνω ερωτιματα 

παρατθροφνται προβλιματα που προζρχονται από χειριςμοφσ ςτο πλαίςιο τθσ Άλγεβρασ. 

Τα ποςοςτά όςον αφορά τθν ταυτοποίθςθ του ονόματοσ τθσ καμπφλθσ από τθν εξίςωςθ, 

τον οριςμό ι το ςχιμα είναι αρκετά υψθλά και κυμάνκθκαν από 67,80% για τθν παραβολι 

(και τισ δφο φορζσ που ηθτικθκε) ζωσ 98,31% για τθν ευκεία. Για τθν επιτυχι μετάβαςθ 

από τθ μία αναπαράςταςθ τθσ ζννοιασ ςτθν άλλθ, τα ποςοςτά επιτυχίασ είναι ςαφϊσ 

μικρότερα. Πςον αφορά το ποςοςτό για τθν επιτυχι μετάβαςθ από τον οριςμό ςτθν 

εξίςωςθ, για τθν παραβολι, είναι 37,29%. Αρκετά μεγαλφτερο ποςοςτό (54,24%) μακθτϊν, 

πετυχαίνει τθ μετάβαςθ από το ςχιμα ςτθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ. Τζλοσ ζνα πολφ μικρό 

ποςοςτό (3,39%), μεταβαίνει επιτυχϊσ από τθν εξίςωςθ ι το ςχιμα τθσ ζλλειψθσ ςτον 

οριςμό τθσ, ενϊ ζνα μεγαλφτερο ποςοςτό (37,29%) αναφζρει το γενικό οριςμό τθσ 

ζλλειψθσ, χωρίσ να κεωρεί ςκόπιμο να προςδιορίςει τθ ςτακερι ποςότθτα ( 2 10a  ).  

4.6. Καταςκευό ενόσ γενικού πλϊνου 

Με βάςθ τα παραπάνω αποτελζςματα, παρατθρείται ότι, οι περιςςότεροι μακθτζσ 

αντιλαμβάνονται με περιοριςμζνο τρόπο το ςφνολο των λφςεων μιασ εξίςωςθσ με δφο 

αγνϊςτουσ. Επίςθσ, παρατθρείται αδυναμία ςτθν επιτυχι μετάβαςθ από μια 

αναπαράςταςθ τθσ ζννοιασ ςε μια άλλθ και ειδικά όταν θ αναπαράςταςθ που κζλουμε να 
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παραχκεί είναι ο οριςμόσ τθσ ζννοιασ. Οι μακθτζσ αντιμετωπίηουν, κατά πλειοψθφία, 

λειτουργικά τισ εξιςϊςεισ, γεγονόσ που δεν τουσ επιτρζπει να ερμθνεφουν γεωμετρικά τισ 

ιδιότθτζσ τουσ. Τζλοσ, αν και δεν ζγινε απόλυτα ςαφζσ, λόγο αςτοχίασ τθσ ςυγκεκριμζνθσ 

ερϊτθςθσ, ο ρόλοσ των ςυναρτιςεων ςτθ μελζτθ των εννοιϊν αυτϊν είναι αρκετά 

περιοριςμζνοσ. 

Με ςτόχο τθ κεραπεία των αδυναμιϊν που εμφανίςτθκαν, κεωρικθκε ότι πρζπει να 

τεκοφν οι παρακάτω διδακτικοί ςτόχοι: 

 Να ζρκουν ςε επαφι οι μακθτζσ, ίςωσ για πρϊτθ φορά οι περιςςότεροι απ’ αυτοφσ, 

με το ςφνολο των λφςεων μιασ εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ, ωσ ξεχωριςτό από τα 

ςθμεία ςφνολο και φυςικά να ςυνδεκεί το ςφνολο αυτό με τα  ςθμεία του ςχιματοσ. 

 Κατανόθςθ από μζρουσ των μακθτϊν ότι κάκε ζννοια, απ’ αυτζσ που 

διαπραγματευόμαςτε, αναπαρίςταται με διάφορουσ τρόπουσ, που ιςοδφναμα 

μποροφν να περιγράψουν ι να προςδιορίςουν τθν ζννοια. Ενίςχυςθ τθσ ικανότθτασ 

μετάβαςθσ από τθν μια αναπαράςταςθ ςε μια άλλθ για τισ ζννοιεσ αυτζσ. 

 Διευκρίνθςθ του ρόλου των ςυναρτιςεων ςτθ μελζτθ των εννοιϊν που ςχετίηονται 

με τθν ζρευνά μασ. 

 Ενίςχυςθ τθσ δομικισ αντίλθψθσ των εξιςϊςεων. Με τθ φράςθ «δομικι αντίλθψθ 

των εξιςϊςεων» εννοοφμε ότι, θ εμφάνιςθ τθσ εξίςωςθσ προκαλεί τθν άμεςθ 

ενεργοποίθςθ του αντίςτοιχου ςχιματοσ. 

Για τθν επίτευξθ των παραπάνω ςτόχων, ςχεδιάςτθκε μια διδακτικι παρζμβαςθ 45 

λεπτϊν. Θ διδακτικι παρζμβαςθ ςχεδιάςτθκε να ζχει τρία μζρθ, τα οποία ςτθν επόμενθ 

ενότθτα ονομάηονται βιματα δράςθσ και αναλφονται διεξοδικά. Είχε εξαςφαλιςτεί θ 

ςυναίνεςθ των κακθγθτϊν των τάξεων, οι οποίοι ιταν πρόκυμοι να βοθκιςουν και ιταν 

παρόντεσ κακ’ όλθ τθ διάρκεια τθσ διδακτικισ παρζμβαςθσ. Οι μακθτζσ επίςθσ ιταν 

πρόκυμοι να ςυμμετζχουν. Το τελευταίο ςυμπζραςμα προκφπτει από τθ ςε μεγάλο 

ποςοςτό ςυμμετοχι των μακθτϊν κατά τθ διάρκεια τθσ διδακτικισ παρζμβαςθσ, αλλά και 

από τα αποτελζςματα του δεφτερου ερωτθματολογίου όπου κατά πλειοψθφία 

χαρακτιριςαν τθ διδακτικι παρζμβαςθ ωσ ευχάριςτθ και δθμιουργικι. Τζλοσ υπιρχε θ 
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άδεια χριςθσ, από τον καταςκευαςτι, του προγράμματοσ Δυναμικισ Γεωμετρίασ 

EucliDraw. 

4.7. Ανϊπτυξη (με ακρύβεια) των βημϊτων δρϊςησ 

1ο βιμα 

Το πρϊτο βιμα ιταν θ παρουςίαςθ, μζςω του θλεκτρονικοφ προγράμματοσ Δυναμικισ 

Γεωμετρίασ EucliDraw, μιασ εφαρμογισ που δείχνει τισ ςυντεταγμζνεσ του μεταβλθτοφ 

ςθμείου μιασ κωνικισ τομισ (ζλλειψθσ) να επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ τθσ και ταυτόχρονα 

να ικανοποιείται ο οριςμόσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ κωνικισ τομισ. Στόχοσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ 

ενζργειασ ιταν, θ εμφάνιςθ ςτθν οκόνθ του ςυνόλου των λφςεων μιασ εξίςωςθσ και θ 

ςφνδεςι τουσ με τα ςθμεία του αντίςτοιχου ςχιματοσ. 

Το  EucliDraw, με δθμιουργό τον Αναπλθρωτι Κακθγθτι του Μακθματικοφ Τμιματοσ 

του Ρανεπιςτθμίου Κριτθσ Ράρθ Ράμφιλο, είναι μια εξζλιξθ του προγράμματοσ Isoptikon 

που δθμιοφργθςε ο ίδιοσ και εκδόκθκε πρϊτθ φορά το 1999. Θ γλϊςςα που 

χρθςιμοποιείται από το EucliDraw, ονομάςτθκε EUCLA και είναι μια παραλλαγι τθσ 

γλϊςςασ προγραμματιςμοφ C. Θ λειτουργικότθτα του προγράμματοσ, μεταξφ άλλων, 

καλφπτει: ςτοιχειϊδθ ςχιματα όπωσ ευκείεσ, κφκλουσ, τρίγωνα, κ.τ.λ., αλλά και πιο 

ςφνκετα, όπωσ κωνικζσ τομζσ, ςυναρτιςεισ, παραμετρικζσ καμπφλεσ, γεωμετρικοφσ τόπουσ, 

περιβάλλουςεσ.  Πλα τα ςχιματα ζχουν τθ δυνατότθτα δυναμικισ αλλαγισ, πράγμα που 

οδθγεί ςε ενδιαφζρουςεσ παρουςιάςεισ και ανακάλυψθ νζων ιδιοτιτων. 

Για παράδειγμα ςτθν παρακάτω εικόνα φαίνεται θ εφαρμογι που ζγινε ςτθν περίπτωςθ 

τθσ ζλλειψθσ και παρουςιάςτθκε ςτουσ μακθτζσ. Θ ζλλειψθ ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (3,0)E , 

'( 3,0)E   και μεγάλο άξονα με μικοσ 10. Στο δεξιό μζροσ τθσ οκόνθσ φαίνονται οι 

ςυντεταγμζνεσ του μεταβλθτοφ ςθμείου Μ τθσ ζλλειψθσ, άρα και οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ. 

Στο αριςτερό μζροσ τθσ οκόνθσ φαίνονται θ εξίςωςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ζλλειψθσ και θ 

επαλικευςθ τθσ εξίςωςθσ από τισ ςυντεταγμζνεσ του τυχαίου ςθμείου τθσ. Επίςθσ φαίνεται 

ότι κάκε ςθμείο ικανοποιεί τον οριςμό, δθλαδι ότι το άκροιςμα των αποςτάςεων κάκε 

ςθμείου τθσ ζλλειψθσ από τισ εςτίεσ τθσ είναι ςτακερό και ίςο με 10, αρικμόσ που είναι 

μεγαλφτεροσ από τθν εςτιακι απόςταςθ που είναι 6. Με ανάλογο τρόπο είναι δυνατόν να 

φτιαχτοφν εφαρμογζσ για όλεσ τισ κωνικζσ τομζσ. 
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2ο βιμα 

Το δεφτερο βιμα ιταν θ παρουςίαςθ πζντε διαφανειϊν. Στθν πρϊτθ διαφάνεια 

παρουςιάηεται ζνα τυχαίο επίπεδο ςχιμα. Αν το επίπεδο δεν είναι εφοδιαςμζνο με ζνα 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, τότε κάποιοσ απλά ζχει τθ δυνατότθτα να αναφζρεται ςε ςθμεία 

του ςχιματοσ. 

ΕΠΙΠΕΔΟ ΧΘΜΑ

Ζνα ςχιμα ςτο επίπεδο αποτελείται από ςθμεία.

1

 

1
η
 διαφάνεια 

 Αν όμωσ, εφοδιαςτεί το επίπεδο με ζνα ςφςτθμα αξόνων, τότε κάκε ςθμείο του ςχιματοσ 

αντιςτοιχεί ςε ζνα ηευγάρι τιμϊν ( , )x y . Στθ ςυνζχεια επιςθμαίνεται ότι για κάποια 

ςχιματα υπάρχει θ δυνατότθτα εφρεςθσ τθσ εξίςωςθσ ι των εξιςϊςεων-ανιςϊςεων, που οι 



 130 

 

λφςεισ τουσ να αντιςτοιχοφν ςε όλα τα ςθμεία του ςχιματοσ. Μ’ αυτό τον τρόπο 

περιγράφεται θ βαςικι αρχι τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. 

ΣΧΘΜΑ ΣΤΟ ΚΑΤΕΣΛΑΝΟ ΕΡΛΡΕΔΟ

Αν εφοδιάςουμε το επίπεδο  με ζνα ςφςτθμα αξόνων, τότε 
κάκε ςθμείο του ςχιματοσ αντιςτοιχεί ςε ζνα ηευγάρι 
τιμϊν (x,y). Σε κάποια ςχιματα μποροφμε να βροφμε 

εξίςωςθ ι εξιςϊςεισ-ανιςϊςεισ, που οι λφςεισ τουσ να 
αντιςτοιχοφν ςε όλα τα ςθμεία του ςχιματοσ.
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A(x, y)

y

x

2

 

2
η
 διαφάνεια 

Στθ τρίτθ διαφάνεια, με τθν προχπόκεςθ ότι ζχει εφοδιαςτεί το επίπεδο με ζνα (για τουσ 

μακθτζσ ορκοκανονικό) ςφςτθμα αξόνων, εμφανίηονται οι διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ 

που μποροφμε να ζχουμε για τισ ζννοιεσ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν. 

Οι διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ που εμφανίηονται είναι: ο οριςμόσ ι χαρακτθριςμόσ, το 

ςχιμα, τα ςθμεία του ςχιματοσ, θ εξίςωςθ και οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ. Ο οριςμόσ ςυνικωσ 

δίνεται γεωμετρικά, χωρίσ να αποκλείεται ζνασ διαφορετικόσ τρόποσ οριςμοφ τθσ ζννοιασ. 

Το ςχιμα με τα ςθμεία του είναι γεωμετρικά αντικείμενα, ενϊ θ εξίςωςθ με τισ λφςεισ τθσ 

είναι αντικείμενα τθσ Άλγεβρασ. Με βζλθ επιςθμαίνεται θ αμφίδρομθ ςχζςθ των 

αναπαραςτάςεων και θ δυνατότθτα μετάβαςθσ από τθ μια ςτθν άλλθ. Ειδικά για τα ςθμεία 

του ςχιματοσ, ςε ςχζςθ με τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ, επιςθμαίνεται θ αμφιμονοςιμαντθ 

αντιςτοιχία τουσ. Θ ταυτόχρονθ εμφάνιςθ όλων των ςθμειωτικϊν αναπαραςτάςεων των 

εννοιϊν ςε μία διαφάνεια, ζχει ςτόχο να δείξει ςτουσ μακθτζσ ότι, μία είναι θ ζννοια και 

όλεσ αυτζσ οι δυνατζσ αναπαραςτάςεισ τθσ. Επίςθσ να ςυνδζςει μεταξφ τουσ τισ 

αναπαραςτάςεισ τθσ ίδιασ ζννοιασ, αφοφ αναπαριςτοφν το ίδιο μακθματικό αντικείμενο, 

αλλά και να επιςθμάνει τθ δυνατότθτα μετάβαςθσ από τθ μια αναπαράςταςθ ςτθν άλλθ. 

Λδιαίτερθ ζμφαςθ δίνεται ςτο ςφνολο των λφςεων τθσ εξίςωςθσ, αφοφ ζνασ μόνο μακθτισ 

απαντάει ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι ηευγάρια τιμϊν που τθν επαλθκεφουν. 
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Ευκεία, κφκλοσ και κωνικζσ τομζσ.

Ζννοια 

Εξίςωςθ χιμα Οριςμόσ ι 

Χαρακτθριςμόσ 

Λφςεισ (x, y) τθσ εξίςωςθσ

Ηευγάρια τιμϊν x και y που επαλθκεφουν τθν 

εξίςωςθ.

θμεία του ςχιματοσ

Κάκε λφςθ τθσ εξίςωςθσ 
αντιςτοιχεί ςε ζνα ςθμείο του 
ςχιματοσ και αντίςτροφα.

3

 

3
η
 διαφάνεια 

Στθν τζταρτθ διαφάνεια αναπαράχκθκε θ τρίτθ διαφάνεια, ςθμειϊνοντασ τισ 

διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ μιασ ςυγκεκριμζνθσ ευκείασ. Θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ που 

χρθςιμοποιικθκε ιταν θ 2 1y x  . Δίπλα, υπάρχει το ςχιμα τθσ ςτο επίπεδο εφοδιαςμζνο 

με ζνα ορκοκανονικό ςφςτθμα αξόνων. Θ ςυγκεκριμζνθ ευκεία ορίςτθκε με δφο τρόπουσ. 

Γεωμετρικά, ωσ το ςφνολο των ςθμείων του επιπζδου που απζχουν εξίςου από τα ςθμεία 

(0,0)O  και 
4 2

( , )
5 5

K  , αλλά και ωσ το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ f  με ( ) 2 1f x x  , 

x . Πςον αφορά το ςφνολο των λφςεων τθσ εξίςωςθσ, δίνεται ζνα παράδειγμα 

ςτοιχείου του ςυνόλου αυτοφ και όχι όλο το ςφνολο. Αυτζσ οι ενζργειεσ επιλζχκθκαν γιατί 

δε κεωρικθκε ςκόπιμο να χρθςιμοποιθκοφν ζννοιεσ που οι μακθτζσ δεν ιταν 

εξοικειωμζνοι. Θ περιγραφι αυτοφ του ςυνόλου μπορεί να γίνει με διάφορουσ τρόπουσ. Ο 

πιο οικείοσ, για τουσ μακθτζσ, τρόποσ περιγραφισ του ςυνόλου αυτοφ είναι, κάνοντασ 

χριςθ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ, να περιγραφεί το ςφνολο αυτό, ωσ ςφνολο 

διατεταγμζνων ηευγαριϊν τιμϊν ( , ) ( ,2 1)x y x x   με x . Επίςθσ δίνεται το ςθμείο που 

αντιςτοιχεί ςτθ λφςθ που είχε αναφερκεί ωσ παράδειγμα, τονίηοντασ ότι κάκε λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ αντιςτοιχεί ςε ζνα ςθμείο και αντίςτροφα. Επιςθμαίνεται τζλοσ, ότι οι άπειρεσ 

λφςεισ τθσ ςυγκεκριμζνθσ εξίςωςθσ αντιςτοιχοφν ςτα άπειρα ςθμεία του ςχιματοσ. 
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Ζννοια 
(ευκεία)

Εξίςωςθ

2 1y x 

χιμα
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Οριςμόσ ι  

Χαρακτθριςμόσ

Σο ςφνολο των ςθμείων του 

επιπζδου που απζχουν 

εξίςου από τα ςθμεία                  

και                 

ι το γράφθμα τθσ 

ςυνάρτθςθσ f με f(x)=2x+1,  

(0,0)O
4 2

( , )
5 5

M 

Λφςεισ (x, y) τθσ εξίςωςθσ

κ.τ.λ.( , ) (0,1)x y 

θμεία του ςχιματοσ

κ.τ.λ.(0,1)A

Κάκε λφςθ τθσ εξίςωςθσ 
αντιςτοιχεί ςε ζνα ςθμείο του 
ςχιματοσ και αντίςτροφα.

4

x

 

4
η
 διαφάνεια 

Στθν πζμπτθ και τελευταία διαφάνεια επαναλαμβάνεται θ παραπάνω διαδικαςία ςτθν 

περίπτωςθ μιασ ζλλειψθσ. Θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ που δίνεται είναι θ 
2 2

2 2
1

5 4

x y
  . Δίνεται 

επίςθσ το ςχιμα και ο γεωμετρικόσ οριςμόσ ωσ το ςφνολο των ςθμείων του επιπζδου που 

το άκροιςμα των αποςτάςεων τουσ από τα ςθμεία (3,0)E  και ( 3,0)E   είναι ςτακερό και 

ίςο με 10. Πςον αφορά τισ λφςεισ, για τον ίδιο λόγο με τθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ, δίνεται 

πάλι ζνα παράδειγμα του ςυνόλου και όχι όλο το ςφνολο των λφςεων. Οι μακθτζσ δεν είχαν 

διδαχτεί τισ παραμετρικζσ εξιςϊςεισ τθσ ζλλειψθσ, με αποτζλεςμα να μθν μασ δίνεται θ 

ευκαιρία, με τον τρόπο αυτό, να περιγράψουμε το ςφνολο πλιρωσ. Σ’ αυτό το ςθμείο αξίηει 

να επιςθμανκεί ότι, όπωσ ζχει αναφερκεί ςε προθγοφμενθ ενότθτα, ςτισ οδθγίεσ του 

Ραιδαγωγικοφ Λνςτιτοφτου προτείνεται να μθν διδαχτοφν «οι παραμετρικζσ εξιςϊςεισ του 

κφκλου και τθσ ζλλειψθσ και οι αντίςτοιχεσ εφαρμογζσ και αςκιςεισ». Δίνεται επίςθσ το 

αντίςτοιχο ςτθ λφςθ ςθμείο και επιςθμαίνεται ότι οι άπειρεσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ 

αντιςτοιχοφν ςτα άπειρα ςθμεία του ςχιματοσ. 
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Ζννοια 
(ζλλειψθ)

Εξίςωςθ χιμα Οριςμόσ ι 

Χαρακτθριςμόσ

Σα ςθμεία του επιπζδου 

που το άκροιςμα των 

αποςτάςεων τουσ από τα 

ςθμεία και 

είναι  ςτακερό  και ίςο με 

10.
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x y
 

Λφςεισ (x, y) τθσ εξίςωςθσ

κ.τ.λ.

θμεία του ςχιματοσ

κ.τ.λ.

Κάκε λφςθ τθσ εξίςωςθσ 
αντιςτοιχεί ςε ζνα ςθμείο του 
ςχιματοσ και αντίςτροφα.

( , ) (5,0)x y  (5,0)

5

(3,0)E '( 3,0)E 

 

5
η
 διαφάνεια 

3ο βιμα  

Το τρίτο βιμα ιταν θ ςυμπλιρωςθ με τθν κακοδιγθςθ του ερευνθτι τεςςάρων φφλλων 

εργαςίασ (βλζπε παράρτθμα Β). Ο ςτόχοσ ιταν θ υλοποίθςθ τθσ μετατροπισ των 

αναπαραςτάςεων των εννοιϊν, δίνοντασ τθ δυνατότθτα ςτουσ μακθτζσ να κάνουν πράξθ 

αυτό που προθγοφμενα είχε διατυπωκεί κεωρθτικά, δθλαδι ότι μποροφν να μετατρζπουν 

τθν μια αναπαράςταςθ μιασ ζννοιασ ςε μία άλλθ αναπαράςταςθ τθσ ίδιασ ζννοιασ, για κάκε 

ζννοια απ’ αυτζσ που διαπραγματεφονται. Και τα τζςςερα φφλλα εργαςίασ είχαν ςτόχο να 

χρθςιμοποιθκοφν ωσ γζνιο παράδειγμα ι γζνιο ςτοιχείο αφοφ οι δράςεισ που 

ςχεδιάςτθκαν αφοροφςαν μεν ςυγκεκριμζνουσ γεωμετρικοφσ τόπουσ, αλλά θ εμπλοκι 

εντατικϊν αντικειμζνων όπωσ το πεδίο οριςμοφ, θ απειρία ςθμείων ι θ εξίςωςθ ( )y f x , 

κεωρείται ότι δίνουν τθ δυνατότθτα επανάλθψθσ τθσ διαδικαςίασ ςε κάκε περίπτωςθ (με 

μόνθ εξαίρεςθ τθν ευκεία x a ). 

Το πρϊτο φφλλο εργαςίασ αφοροφςε τθν ευκεία, το δεφτερο τθν ζλλειψθ, το τρίτο τον 

κφκλο και το τζταρτο τθν παραβολι. Και ςτα τζςςερα φφλλα εργαςίασ γίνεται πράξθ θ 

μετάβαςθ από τθ μια αναπαράςταςθ ςτθν άλλθ, με ςτόχο τθ βελτίωςθ τθσ ικανότθτασ των 

μακθτϊν, να πραγματοποιοφν τζτοιεσ μεταβάςεισ, κακϊσ επίςθσ και να αναγνωρίηουν τισ 

διαφορετικζσ αναπαραςτάςεισ τθσ ίδιασ ζννοιασ. 

 Θ εμπλοκι των ςυναρτιςεων γίνεται για τρείσ λόγουσ. Ο πρϊτοσ είναι ότι θ ευκεία 

(εκτόσ τθσ x a ) και θ παραβολι (με άξονα ςυμμετρίασ τον 'y y ), ζχουν διδαχκεί ςτθν Αϋ 

Λυκείου ωσ γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων. Ο δεφτεροσ λόγοσ είναι ότι, ο οριςμόσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ωσ μονοςιμαντθ αντιςτοιχία αρικμϊν ι τα ςθμεία ( , ) ( , ( ))x y x f x  του 
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γραφιματοσ, ςυνδζουν άμεςα το x  με το y , με αποτζλεςμα να βοθκοφν ςτθν κατανόθςθ 

του ςυνόλου ( , )x y  των λφςεων μιασ εξίςωςθσ. Ο τρίτοσ λόγοσ είναι θ δυνατότθτα 

παρζμβαςθσ ςτο ςχιμα χωρίηοντασ το ςε μζρθ που αποτελοφν γράφθμα ςυνάρτθςθσ, 

ενιςχφοντασ τθ δομικι αντίλθψθ των εννοιϊν. 

Ζνα ςθμαντικό ςθμείο ςτο οποίο δόκθκε ζμφαςθ, ιταν το ςφνολο των λφςεων τθσ 

εξίςωςθσ και θ ταυτοποίθςθ του με τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του ςχιματοσ. Επίςθσ 

τα ςθμεία που προκφπτουν από τον υπολογιςμό πεπεραςμζνου πλικουσ λφςεων τθσ 

εξίςωςθσ ι τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ ενϊνονταν, γνωρίηοντασ ότι πρόκειται για το ςχθματιςμό 

τθσ ςυγκεκριμζνθσ ευκείασ ι καμπφλθσ, ςε ςυνδυαςμό με τθν παρατιρθςθ ότι οι άπειρεσ 

λφςεισ τθσ εξίςωςθσ αντιςτοιχοφν ςτα άπειρα ςθμεία του ςχιματοσ. 

Το φφλλο εργαςίασ που αναφζρεται ςτον κφκλο ζχει αναλυκεί ςτθν 3θ  ενότθτα. Το 

φφλλο εργαςίασ που αφοροφςε τθ ζλλειψθ, είναι χωριςμζνο ςε ζξι μζρθ. Στο πρϊτο μζροσ 

δίνεται ο οριςμόσ τθσ ζλλειψθσ, ωσ τα ςθμεία του επιπζδου που το άκροιςμα των 

αποςτάςεων τουσ από τα ςθμεία (3,0)E  και ( 3,0)E   είναι ςτακερό και ίςο με 10. Στο 

δεφτερο μζροσ ηθτείται να βρεκεί θ εξίςωςθ αφοφ πρϊτα προςδιοριςτοφν οι παράμετροι 

 ,   και  . Ο προςδιοριςμόσ του   και του   γίνεται άμεςα από τον οριςμό τθσ 

ζλλειψθσ, αφοφ οι μακθτζσ γνωρίηουν ότι θ εςτιακι απόςταςθ είναι 2  και ότι το μικοσ 

του μεγάλου άξονα, που είναι ίςο με το άκροιςμα των αποςτάςεων του τυχαίου ςθμείου 

τθσ ζλλειψθσ από τισ εςτίεσ, είναι ίςο με 2 . Για τον προςδιοριςμό του   οι μακθτζσ 

ζπρεπε να χρθςιμοποιιςουν τθ γνωςτι ςχζςθ που ςυνδζει τισ τρείσ παραμζτρουσ 

2 2 2     (εντατικό αντικείμενο). Αφοφ προςδιοριςτεί θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ 

(
2 2

2 2
1

5 4

x y
  ) ζπρεπε ςτο τρίτο μζροσ να βρεκοφν αρκετζσ λφςεισ. Στο φφλλο εργαςίασ 

ηθτείται να ςυμπλθρωκοφν οκτϊ λφςεισ, δίνοντασ τα x  και ηθτϊντασ να υπολογιςτοφν τα 

αντίςτοιχα y , εκτόσ τθσ περίπτωςθσ 3x   όπου δινόταν και το αντίςτοιχο y , για οικονομία 

ςτο χρόνο εφρεςθσ των λφςεων. Οι τιμζσ που επιλζχτθκαν για το x  ιταν μζςα ςτο ςφνολο 

των λφςεων, και απλά ζγινε μια παρατιρθςθ για τισ δυνατζσ τιμζσ που μπορεί να πάρει 

αυτόσ ο άγνωςτοσ, αν κζλει κάποιοσ να ζχει λφςθ θ εξίςωςθ. Τζλοσ, ζπρεπε να απαντθκεί 

από τουσ μακθτζσ θ ερϊτθςθ για το πλικοσ των λφςεων αυτισ τθσ εξίςωςθσ, ςυςχετίηοντασ 

τθν απάντθςι τουσ με το πλικοσ των δυνατϊν τιμϊν που μπορεί να πάρει το x  (άπειρεσ 

τιμζσ αφοφ [ 5,5]x  ). Το επόμενο μζροσ του φφλλου εργαςίασ, ζπρεπε να ςυμπλθρωκεί 
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με ςθμεία τθσ ζλλειψθσ. Τα ςθμεία προζκυπταν αμζςωσ, με βάςθ τισ λφςεισ που είχαν 

βρεκεί, απαντϊντασ τθν ερϊτθςθ που αφοροφςε τθ ςχζςθ των ςθμείων με τισ λφςεισ τθσ 

εξίςωςθσ. Ρριν προχωριςουν ςτο επόμενο μζροσ, ηθτοφνταν από τουσ μακθτζσ να 

αναφζρουν το πλικοσ των ςθμείων τθσ ζλλειψθσ, ςυςχετίηοντάσ το με τισ άπειρεσ λφςεισ 

τθσ εξίςωςθσ. Στο πζμπτο μζροσ, ζπρεπε να προςδιορίςουν τα ςθμεία που είχαν βρει πάνω 

ςτο επίπεδο και με χριςθ τθσ παρατιρθςθσ ότι τα ςθμεία είναι άπειρα, να ενωκοφν και να 

φτιαχτεί το ςχιμα. κεωρικθκε ότι οι μακθτζσ καλφπτονται, τουλάχιςτον διαιςκθτικά, με 

τθν παραπάνω ενζργεια. Στο ζκτο και τελευταίο μζροσ του φφλλου εργαςίασ, επιλφοντασ 

τθν εξίςωςθ ωσ προσ y , οδθγοφνται ςτον τφπο 2 24
5

5
y x   . Από τον τφπο αυτό, με 

χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x , δθμιουργοφνται δφο ςυναρτιςεισ, θ 1f  με  

2 2

1

4
( ) 5

5
f x x  , [ 5,5]x   και θ 2f  με 2 2

2

4
( ) 5

5
f x x   , [ 5,5]x  , οι οποίεσ ζχουν 

ςαν γράφθμα, θ μεν 1f  το μζροσ τθσ ζλλειψθσ που βρίςκεται ςτο 1ο και 2ο τεταρτθμόριο, θ 

δε  2f  το μζροσ τθσ ζλλειψθσ που βρίςκεται ςτο 3ο και 4ο τεταρτθμόριο. Με τον τρόπο αυτό 

ζγινε χωριςμόσ του ςχιματοσ ςε δφο μζρθ. Επειδι οι μακθτζσ δεν είναι τόςο εξοικειωμζνοι 

με τισ ςυναρτιςεισ δε κεωρικθκε ςκόπιμο να τροποποιθκεί το πεδίο οριςμοφ τθσ μίασ 

ςυνάρτθςθσ για να μθν υπάρχει αλλθλοεπικάλυψθ των δφο κορυφϊν τθσ ζλλειψθσ. 

Άλλωςτε ο ςτόχοσ ιταν να δουν οι μακθτζσ το ςχιμα τθσ ζλλειψθσ ωσ ζνωςθ των γραφικϊν 

παραςτάςεων δφο ςυναρτιςεων και όχι να μποφνε ςτθ διαδικαςία να ψάξουν πωσ 

μποροφν να ορίςουν ςυναρτιςεισ που θ τομι των γραφθμάτων τουσ είναι κενι ι με 

πόςουσ τρόπουσ κα μποροφςε κάποιοσ να ορίςει ςυναρτιςεισ από τθν ζλλειψθ.  

Ροιεσ είναι όμωσ οι ςθμειωτικζσ λειτουργίεσ που μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςτθ 

διδακτικι παρζμβαςθ για τθν ζλλειψθ, με βάςθ τθν οντο-ςθμειωτικι προςζγγιςθ; 

Χρθςιμοποιοφνται οι ίδιεσ κατθγορίεσ ςθμειωτικϊν λειτουργιϊν που χρθςιμοποιικθκαν 

ςτθν 3θ ενότθτα για να αναλυκεί το φφλλο εργαςίασ που αφοροφςε τον κφκλο. Οι αρικμοί 

που χρθςιμοποιοφνται δθλϊνουν: 

 Ο πρϊτοσ αρικμόσ, αν είναι από 1 ζωσ 4, τθ μετάβαςθ από ζνα αντικείμενο ςε ζνα 

άλλο με αναπαραςτατικι ςθμειωτικι λειτουργία και ςυγκεκριμζνα: 

5. ΣΛ1 Τθ μετάβαςθ από το εκτατικό ςτο εκτατικό. 
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 ΣΛ1.1 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με ζνα άλλο τθσ ίδιασ ομάδασ. 

 ΣΛ1.2 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με ζνα άλλο που δεν ανικουν ςτθν ίδια 

ομάδα. 

6. ΣΛ2.Τθ μετάβαςθ από το εκτατικό ςτο εντατικό. 

 ΣΛ2.1 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με τθν ομάδα ςτθν οποία ανικει. 

 ΣΛ2.2 ςχετίηει ζνα αντικείμενο με μια ομάδα ςτθν οποία δεν ανικει. 

7. ΣΛ3.Τθ μετάβαςθ από το εντατικό ςτο εκτατικό. 

 ΣΛ3.1 ςχετίηει μια ομάδα με ζνα παράδειγμα που ανικει ςτθν ομάδα. 

 ΣΛ3.2 ςχετίηει μια ομάδα με ζνα αντικείμενο που δεν ανικει ςτθν ομάδα. 

8. ΣΛ4.Τθ μετάβαςθ από το εντατικό ςτο εντατικό. 

 ΣΛ4.1 Αυτι θ ςθμειωτικι λειτουργία ορίηει μια ομάδα αντικειμζνων με ζνα 

διαφορετικό τρόπο. 

 ΣΛ4.2 Αυτι θ ςθμειωτικι λειτουργία ςχετίηει μια εντατικι οντότθτα με μια 

άλλθ διαφορετικι εντατικι οντότθτα. 

 Ο πρϊτοσ αρικμόσ, αν είναι 5, ότι πρόκειται για δομικι ςθμειωτικι λειτουργία. 

Θ μετάβαςθ από τον οριςμό ςτθν εξίςωςθ γίνεται ςε δφο βιματα. Και τα δφο βιματα 

γίνονται με αναπαραςτατικζσ ςθμειωτικζσ λειτουργίεσ που το εκτατικό αντικείμενο (π.χ. 

οριςμόσ) αναπαριςτάται με ζνα άλλο εκτατικό αντικείμενο (π.χ. εξίςωςθ). Δε ςθμειϊνεται, 

όμωσ γίνεται εργαλειακι χριςθ του εντατικοφ αντικειμζνου 2 2 2     για τον 

προςδιοριςμό του  , κακϊσ επίςθσ και τθσ γενικισ εξίςωςθσ τθσ ζλλειψθσ (εντατικό 

αντικείμενο). Θ επόμενθ αναπαραςτατικι ςθμειωτικι λειτουργία οδθγεί ςε ζνα εντατικό 

αντικείμενο, που είναι οι δυνατζσ τιμζσ που μπορεί να πάρει το x  ζτςι ϊςτε να ζχει λφςεισ 

θ εξίςωςθ. Το κζμα αυτό δεν αντιμετωπίςτθκε αλγεβρικά (χειριςμόσ τθσ εξίςωςθσ) όπωσ το 

βιβλίο, αλλά γεωμετρικά χρθςιμοποιϊντασ ότι θ παραπάνω εξίςωςθ παριςτάνει ζλλειψθ με 

εςτίεσ ςτον 'x x  άξονα και μεγάλο άξονα μικουσ 10 (εννοείται ότι το κζντρο τθσ ζλλειψθσ 

είναι θ αρχι των αξόνων για τουσ μακθτζσ, αφοφ δε διδάςκονται μεταφορά των αξόνων). Θ 

παραπάνω ενζργεια είχε ςτόχο τθν ενίςχυςθ τθσ δομικισ αντίλθψθσ τθσ εξίςωςθσ 

(παριςτάνει μια ζλλειψθ). Στθν επόμενθ αναπαραςτατικι ςθμειωτικι λειτουργία, γίνεται  
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Σχήμα 17: Οι ςημειωτικζσ λειτουργίεσ για την ςυμπλήρωςη του φφλλου εργαςίασ για την ζλλειψη 

επιλογι πζντε ςτοιχείων από το προθγοφμενο εντατικό αντικείμενο. Τα τρία απ’ αυτά 

ςχετίηονται με τισ κορυφζσ τθσ ζλλειψθσ, ενϊ τα υπόλοιπα είναι δφο τυχαίεσ ακζραιεσ 

Οριςμόσ 
(γεωμετρικόσ) 

Εφρεςθ παραμζτρων 

α,β,γ 

Εφρεςθ εξίςωςθσ 
2 2

2 2
1

5 4

x y
   

 

Δυνατζσ τιμζσ που 

μπορεί να πάρει το x  

(εντατικό) 

Συγκεκριμζνεσ 

τιμζσ του x  

Συγκεκριμζνεσ 
τιμζσ του y  

 

Άπειρα ςθμεία 

(εντατικό) 

Λφςεισ τθσ εξίςωςθσ 

 

Σθμεία του ςχιματοσ 

Σχιμα 

2 24
5

3
y x    

( )y f x  

(εντατικό) 

Συναρτιςεισ 

2 24
( ) 5

3
f x x  ι 

2 24
( ) 5

3
f x x    

ΣΛ 5 

ΣΛ 2.1 
ΣΛ 1.1 

ΣΛ 1.2 

ΣΛ 1.2 

ΣΛ 3.1 

ΣΛ 4.2 

ΣΛ 1.2 

ΣΛ 1.2 

ΣΛ 1.2 

ΣΛ 5 

ΣΛ 2.2 
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τιμζσ. Για τθ μετάβαςθ από τα x  ςτα y , αν και πρόκειται για αναπαραςτατικι ςθμειωτικι 

λειτουργία, γίνεται με εργαλειακι χριςθ τθσ εξίςωςθσ. Θ επόμενθ ςθμειωτικι λειτουργία 

είναι αναπαραςτατικι, αφοφ για κάκε y  φτιάχνεται θ αντίςτοιχθ λφςθ, όμωσ μπορεί να 

κεωρθκεί και ωσ δομικι αφοφ ςυνδυάηοντασ δφο αντικείμενα παράγεται ζνα τρίτο 

αντικείμενο διαφορετικοφ είδουσ. Θ επόμενθ ςθμειωτικι λειτουργία είναι κακαρά 

αναπαραςτατικι και οδθγεί από τισ ςυγκεκριμζνεσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ςτα ςθμεία που 

αντιςτοιχοφν αυτζσ οι λφςεισ. Στθ ςυνζχεια μια δομικι ςθμειωτικι λειτουργία, που 

ςυνδυάηει τα οκτϊ ςθμεία του ςχιματοσ με το γεγονόσ ότι θ γραμμι μασ ζχει άπειρα 

ςθμεία (εντατικό αντικείμενο), οδθγεί ςτθν καταςκευι του ςχιματοσ γνωρίηοντασ βζβαια 

ότι πρόκειται για ζλλειψθ. Για να παραχκεί ζνα ηευγάρι ςυναρτιςεων που οι γραφικζσ τουσ 

παραςτάςεισ ςυνκζτουν τθν ζλλειψθ, ζπρεπε κατ’ αρχιν να γίνει επεξεργαςία τθσ εξίςωςθσ 

αναπαριςτϊντασ τθν διαφορετικά (επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ ωσ προσ y ). Στθ ςυνζχεια 

μεταβαίνοντασ ςε ζνα εντατικό αντικείμενο (τθν εξίςωςθ ( )y f x ) και ςυνδυάηοντασ τισ 

δφο αυτζσ αναπαραςτάςεισ με μια δομικι ςθμειωτικι λειτουργία, παράγεται το ηευγάρι 

των ηθτοφμενων ςυναρτιςεων. 

Θ παρουςία εντατικϊν αντικειμζνων εξαςφαλίηει τθ γενικότθτα του ςυλλογιςμοφ. Θ 

εργαλειακι χριςθ του εντατικοφ αντικειμζνου 2 2 2    , αλλά και τθσ γενικισ εξίςωςθσ 

τθσ ζλλειψθσ, μασ βεβαιϊνει για τθ δυνατότθτα επανάλθψθσ τθσ διαδικαςίασ για κάκε 

ζλλειψθ. Μποροφμε πάντα να ενϊνουμε τα πεπεραςμζνα ςε πλικοσ ςθμεία που ζχουμε 

βρει, όταν αναφερόμαςτε ςε καμπφλεσ αυτοφ του είδουσ, γνωρίηοντασ βζβαια εκ των 

προτζρων το είδοσ τθσ καμπφλθσ. Τζλοσ με χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x , μποροφμε πάντα 

να ςυνδζουμε τισ εξιςϊςεισ με τισ ςυναρτιςεισ, των οποίων θ γραφικι παράςταςθ 

αντιςτοιχεί ςτθν καμπφλθ που αναπαρίςταται μζςω τθσ εξίςωςθσ ι ζνα ςυνεκτικό τμιμα  

τθσ. Συνολικά μπορεί να κεωρθκεί ότι το ςυγκεκριμζνο φφλλο εργαςίασ ωσ γζνιο ςτοιχείο 

τθσ διαδικαςίασ μετατροπϊν που περιγράφει, τουλάχιςτον για κάκε ζλλειψθ. 

Τα φφλλα εργαςίασ που αφοροφν τθν ευκεία και τθν παραβολι, μποροφν να αναλυκοφν 

ομοίωσ. Ειδικά για τθν παραβολι, ςτο ζκτο μζροσ του φφλλου εργαςίασ ηθτοφνταν θ 

επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ 2 4y x  ωσ προσ y  για τθ δθμιουργία δφο ςυναρτιςεων, δθλαδι 

των 1( ) 2f x x  με 0x   και  2( ) 2f x x   με 0x  . Θ επιλογι αυτοφ του τρόπου 

εμπλοκισ των ςυναρτιςεων ζγινε για δφο λόγουσ. Ο πρϊτοσ λόγοσ είναι, ότι κεωρικθκε ότι 

ζπρεπε οι μακθτζσ να ςυνδζςουν αυτζσ τισ ςυναρτιςεισ με τθν παραβολι. Ο δεφτεροσ 
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λόγοσ είναι, ότι δεν υπιρξε πρόκεςθ να κεωρθκεί θ παραβολι ωσ γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ 21
( )

4
f y y  με y , που προζρχεται από τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ 2 4y x  

ωσ προσ x , αφοφ για τουσ μακθτζσ ο κφριοσ άξονασ (ο άξονασ που αποτυπϊνεται το πεδίο 

οριςμοφ) για τθ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ είναι ο 'x x . 

Σε ςχζςθ με τθν ενίςχυςθ τθσ δομικισ αντίλθψθσ των εξιςϊςεων, κεωρείται ότι ςχεδόν 

όλθ θ διδακτικι παρζμβαςθ βοθκάει προσ τθν κατεφκυνςθ αυτι. Θ ταυτόχρονθ εμφάνιςθ 

των εξιςϊςεων με τα αντίςτοιχα ς’ αυτζσ ςχιματα, θ επιςιμανςθ ότι θ ζννοιεσ μποροφν να 

περιγραφοφν ιςοδφναμα από τθν εξίςωςθ ι το ςχιμα, θ μετατροπι τθσ εξίςωςθσ ςτο 

αντίςτοιχο ςχιμα, αλλά και του ςχιματοσ ςτθν εξίςωςθ που αντιςτοιχεί και θ αντιςτοίχθςθ 

των λφςεων τθσ εξίςωςθσ με τα ςθμεία του ςχιματοσ, ενιςχφουν τθ δομικι αντίλθψθ των 

εξιςϊςεων. Θ  βαςικι ιδζα, ότι μία είναι θ ζννοια και όλεσ αυτζσ είναι οι αναπαραςτάςεισ 

τθσ, οδθγεί ςτθν ενοποίθςθ των αναπαραςτάςεων τθσ ζννοιασ άρα και τθν ενοποίθςθ του 

ςχιματοσ με τθν εξίςωςθ. Ο χωριςμόσ των ςχθμάτων ςε μζρθ που αποτελοφν γράφθμα 

ςυνάρτθςθσ, παρεμβαίνοντασ ουςιαςτικά ςτο ςχιμα, ενιςχφει τθ δομικι αντίλθψθ των 

εννοιϊν, άρα και τθ δομικι αντίλθψθ των εξιςϊςεων, ωσ μία από τισ ενοποιθμζνεσ 

αναπαραςτάςεισ τθσ ζννοιασ. 

4.8. Εφαρμογό των βημϊτων δρϊςησ 

Ο παραπάνω ςχεδιαςμόσ υλοποιικθκε και ςτα τρία τμιματα. Για τα δφο πρϊτα βιματα 

αφιερϊκθκαν περίπου δζκα λεπτά. Κατ’ αρχιν ζγινε παρουςίαςθ τθσ εφαρμογισ του 

EucliDraw για τθν ζλλειψθ, δίνοντασ τισ ςχετικζσ επεξθγιςεισ όςον αφορά το περιεχόμενο 

τθσ εφαρμογισ. Στθ ςυνζχεια ζγινε θ προβολι των πζντε διαφανειϊν, οι οποίεσ 

ςχολιάςτθκαν δίνοντασ ζμφαςθ ςτθν ποικιλία των ςθμειωτικϊν αναπαραςτάςεων που ζχει 

μια τζτοια ζννοια, κακϊσ όλεσ αυτζσ εμφανίηονταν ταυτόχρονα ςε μία διαφάνεια. Κατά τθ 

διάρκεια τθσ εφαρμογισ των δφο πρϊτων βθμάτων, τζκθκαν ερωτιςεισ κυρίωσ για τον 

οριςμό τθσ ευκείασ ωσ μεςοκακζτου ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ, οι οποίεσ απαντικθκαν 

χωρίσ επζκταςθ ςτο κζμα του γεωμετρικοφ οριςμοφ τθσ ευκείασ. Στθ ςυνζχεια και για 

περίπου 25 λεπτά, πραγματοποιικθκε θ ςυμπλιρωςθ των φφλλων εργαςίασ. Δυςτυχϊσ 

παρά τον αρχικό ςχεδιαςμό και τθν ζγκαιρθ ενθμζρωςθ των μακθτϊν, ο διακζςιμοσ χρόνοσ 

και ςτα τρία τμιματα ιταν περίπου 35 λεπτά, δζκα λεπτά λιγότερα από το χρόνο που 

διατίκεται για μια διδακτικι ϊρα ςτα ςχολεία. Ο βαςικόσ λόγοσ που ςυνζβθ αυτό είναι ότι 
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θ διδακτικι παρζμβαςθ ζγινε ςε ειδικι αίκουςα διδαςκαλίασ και όχι ςτθν αίκουςα 

διδαςκαλίασ του τμιματοσ. Το γεγονόσ αυτό δεν επζτρεψε τθν ολοκλιρωςθ τθσ 

ςυμπλιρωςθσ και των τεςςάρων φφλλων εργαςίασ. Στα δφο τμιματα ςυμπλθρϊκθκαν τα 

τρία πρϊτα φφλλα εργαςίασ δθλαδι αυτά που αφοροφςαν τθν ευκεία, τθν ζλλειψθ και τον 

κφκλο. Στο τρίτο τμιμα ξεκίνθςε, αλλά δεν ολοκλθρϊκθκε θ ςυμπλιρωςθ του φφλλου 

εργαςίασ που αφοροφςε τθν παραβολι. Τα φφλλα εργαςίασ ςυμπλθρϊνονταν από τουσ 

μακθτζσ, οι οποίοι εργάηονταν ατομικά ι ανά δφο, αφοφ οι αντικειμενικζσ ςυνκικεσ 

(χρόνοσ και χϊροσ) δεν επζτρεπαν τθν ομαδικι εργαςία. Ο ρόλοσ του ερευνθτι 

περιορίςτθκε ςε τεχνικζσ οδθγίεσ και ςτθν απάντθςθ διαφόρων ερωτθμάτων, που 

ςχετίηονταν με τθν εργαςία που είχαν να επιτελζςουν. Για λόγουσ οικονομίασ χρόνου κάκε 

φορά που μια μερίδα μακθτϊν (πάνω από 20% και ςε κάποιεσ εφκολεσ ερωτιςεισ πάνω 

από 50%) ολοκλιρωναν τθ ςυμπλιρωςθ ενόσ μζρουσ του φφλλου εργαςίασ, γραφόταν ςτον 

πίνακα οι ςωςτζσ απαντιςεισ που υπαγόρευε κάποιοσ από τουσ μακθτζσ που είχε 

ολοκλθρϊςει τθ ςυμπλιρωςθ του ςυγκεκριμζνου μζρουσ του φφλλου εργαςίασ. Οι 

κακθγθτζσ τθσ τάξθσ, οι οποίοι ιταν παρόντεσ κακ’ όλθ τθ διάρκεια τθσ παρζμβαςθσ, 

περιορίςτθκαν ςε ρόλο απλοφ παρατθρθτι, αφοφ μετά από υπόδειξθ δε ςυμμετείχαν 

ενεργά ςτθ διαδικαςία (δε βοθκοφςαν τουσ μακθτζσ). 

4.9. Παρακολούθηςη των επιπτώςεων τησ εφαρμογόσ 

Θ αξιολόγθςθ τθσ διδακτικισ παρζμβαςθσ, ζγινε μζςω ενόσ δεφτερου ερωτθματολογίου, με 

το οποίο μετρικθκαν οι διαφοροποιιςεισ ςτισ απόψεισ των μακθτϊν. Στο δεφτερο 

ερωτθματολόγιο αναλφονται οι απαντιςεισ 50 μακθτϊν και μακθτριϊν που ςυμμετείχαν 

και ςτισ τρείσ δράςεισ. Τα ςυγκριτικά αποτελζςματα προκφπτουν από τισ απαντιςεισ αυτϊν 

των μακθτϊν ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο, ςε ςχζςθ με τισ απαντιςεισ τουσ ςτο δεφτερο (ςε 

κάκε ερωτθματολόγιο ο μακθτισ ζγραφε το όνομα του). Αυτόσ είναι και ο λόγοσ τθσ μικρισ 

διαφοράσ ςτα ποςοςτά, όςον αφορά το πρϊτο ερωτθματολόγιο, που εμφανίηονται όταν το 

δείγμα περιορίηεται ςτουσ 50 μακθτζσ, ςε ςχζςθ με το αρχικό δείγμα των 59 μακθτϊν. Θ 

αντιςτοιχία των ερωτιςεων μεταξφ πρϊτου και δευτζρου ερωτθματολογίου φαίνεται ςτον 

παρακάτω πίνακα. 

1ο ερωτθματολόγιο 2θ 3θ 4θ 5θ 6θ 7θ 10θ 12θ 13θ 

2ο ερωτθματολόγιο 3θ 1θ 2θ 4θ 8θ 5θ 6θ 9θ 10θ 
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4.9.1. Ανϊλυςη του δεύτερου ερωτηματολογύου — φύλλου εργαςύασ 

1θ ερϊτθςθ 

Θ πρϊτθ ερϊτθςθ ιταν: «Τι είναι για ςζνα οι λφςεισ (αν υπάρχουν) μιασ εξίςωςθσ με δφο 

άγνωςτεσ ποςότθτεσ x και y;», και είναι ίδια με τθν 3θ ερϊτθςθ του πρϊτου 

ερωτθματολογίου. Ο ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ αυτισ ιταν θ διάγνωςθ τθσ τροποποίθςθσ των 

απόψεων, ςε ςχζςθ με το ςφνολο των λφςεων μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ, μετά τθ διδαςκαλία 

που προθγικθκε και αφοροφςε και αυτό το κζμα. 

Θ κατθγοριοποίθςθ των απαντιςεων ζγινε ακριβϊσ με τον ίδιο τρόπο, ςε ςχζςθ με τθν 

αντίςτοιχθ ερϊτθςθ του πρϊτου ερωτθματολογίου, με ςτόχο το ςυςχετιςμό των 

αποτελεςμάτων. Οι κατθγορίεσ απαντιςεων είναι οι εξισ: 

  Ηευγάρια τιμϊν που επαληθεφουν την εξίςωςη (1.1). 

 Συντεταγμζνεσ ςημείων (1.2). 

 Σημεία (1.3). 

 Αριθμοί που επαληθεφουν την εξίςωςη (1.4). 

 Αριθμοί (1.5). 

 Αποτζλεςμα μιασ διαδικαςίασ (1.6). 

 Διάφορεσ «άςχετεσ» απαντήςεισ (1.7). 

 Δεν απάντηςαν (1.8). 

Αναλυτικότερα, ςε ςχζςθ με τισ απαντιςεισ που εντάχκθκαν ςτισ παραπάνω κατθγορίεσ, 

μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Για τθν πρϊτθ κατθγορία, αυτι τθ φορά, υπιρξαν παραπάνω από μία απαντιςεισ. 

Οι απαντιςεισ αυτζσ προςδιόριςαν τισ λφςεισ ωσ «ηεφγθ τιμϊν που επαλθκεφουν 

τθν εξίςωςθ» ι ωσ διατεταγμζνο ηεφγοσ τιμϊν ( , )x y  που επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ, 

όπωσ φαίνεται και ςτθν παρακάτω απάντθςθ.  

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία, οι απαντιςεισ που εντάχκθκαν, κατά πλειοψθφία, 

αναφζρουν ότι οι λφςεισ είναι ςυντεταγμζνεσ ςθμείων που επαλθκεφουν τθν 
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εξίςωςθ, χωρίσ να λείπουν και απαντιςεισ που απλά αναφζρουν ότι είναι 

ςυντεταγμζνεσ ςθμείων ι όπωσ θ παρακάτω. 

 

Επίςθσ μια απάντθςθ αναφζρεται ίςωσ ςε ςυντεταγμζνεσ μεταβλθτοφ ςθμείου, 

όπωσ φαίνεται παρακάτω. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι, οι 

λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ είναι ςθμεία ι ςθμεία του επιπζδου που επαλθκεφουν 

τθν εξίςωςθ. Τρείσ μακθτζσ εμπλζκουν τισ γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων 

λζγοντασ ότι είναι ςθμεία τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ( )y f x , όπωσ φαίνεται 

ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ, όπωσ και ςτθν αντίςτοιχθ 

κατθγορία του πρϊτου ερωτθματολογίου, που αναφζρουν ότι «οι λφςεισ είναι 

αρικμοί που επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ». 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν τρείσ απαντιςεισ. Οι δφο αναφζρουν ότι 

οι λφςεισ είναι αρικμοί και θ τρίτθ, θ οποία παραπζμπει ςτθν ευκεία y mx , 

αναφζρει ότι: 

. 

Ο ςυγκεκριμζνοσ μακθτισ με τον τρόπο που απαντά φαίνεται να ςυςχετίηει το x  με 

το  y . 

 Στθν ζκτθ κατθγορία δεν είχαμε απαντιςεισ, αφοφ δεν υπιρξε μακθτισ ι μακιτρια 

που να αναφζρκθκε ςε επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ ι λφςθ ςυςτιματοσ. 

 Στθν ζβδομθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ όπωσ, «λφςεισ είναι θ ανταμοιβι 

μου όταν λφνω ζνα πρόβλθμα», ι είναι «οι λφςεισ ςτο ερϊτθμά μασ», ι ακόμα «οι 

λφςεισ είναι άπειρεσ». Θ τελευταία απάντθςθ που δόκθκε από τρείσ μακθτζσ 

εντάχκθκε ς’ αυτιν τθν κατθγορία αφοφ οι παραπάνω μακθτζσ δεν εξζφραςαν 
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άποψθ ςε ςχζςθ με το είδοσ του αντικειμζνου, αλλά μόνο για το πλικοσ των 

λφςεων. 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, ςυςχετιςμζνα με τα αποτελζςματα τθσ τρίτθσ 

ερϊτθςθσ του 1ου ερωτθματολογίου, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα ςχετικϊν 

ςυχνοτιτων. 

 

Ραρατθρϊντασ τα αποτελζςματα, φαίνεται μια αφξθςθ των ποςοςτϊν ςτισ τρείσ πρϊτεσ 

κατθγορίεσ και μείωςθ ςτισ υπόλοιπεσ. Συγκεκριμζνα παρατθρείται αφξθςθ 8% (από 2% 

πριν ςε 10% μετά) ςτισ απαντιςεισ των μακθτϊν, που αναφζρουν ότι οι λφςεισ μιασ 

εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ είναι ηευγάρια τιμϊν που τθν επαλθκεφουν. Αφξθςθ 14% (από 

12% πριν ςε 26% μετά) ςτο ποςοςτό των μακθτϊν, που βλζπουν τισ λφςεισ ωσ 

ςυντεταγμζνεσ ςθμείων. Επίςθσ παρατθρείται αφξθςθ 6% (από 12% πριν ςε 18% μετά) ςτο 

ποςοςτό των μακθτϊν, που κεωροφν ότι οι λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ είναι ςθμεία. 

Συνολικά ακροίηοντασ τα παραπάνω ποςοςτά παρατθρείται αφξθςθ 28% (από 26% πριν ςε 

54% μετά) ςτο ποςοςτό των μακθτϊν, που βλζπουν τισ λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ με τα 

x  και y  ςυςχετιςμζνα μεταξφ τουσ. Συμπεραςματικά λοιπόν, ζνασ ςτουσ δφο περίπου 

μακθτζσ βλζπει τισ λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ με τα x  και y  ςυςχετιςμζνα, ενϊ ζνασ 

ςτουσ δζκα πικανά κεωρεί το ςφνολο των λφςεων ωσ ζνα διαφορετικό (από τα ςθμεία) 

ςφνολο (οι μακθτζσ που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν πρϊτθ κατθγορία). Επίςθσ, 

κζλοντασ να διερευνθκεί θ ςτακερότθτα των απόψεων των μακθτϊν, που οι απαντιςεισ 

τουσ είχαν καταταχκεί ςτισ τρείσ πρϊτεσ κατθγορίεσ, του πρϊτου ερωτθματολογίου, 

παρατθρείται ότι όλοι απάντθςαν ξανά. Εκτόσ από ζναν, οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν 

πάλι ςτισ τρείσ πρϊτεσ κατθγορίεσ και μάλιςτα 7 ςτουσ 13 μακθτζσ ζδωςαν τθν ίδια 

ακριβϊσ απάντθςθ (παράρτθμα Δ). Τα παραπάνω αποτελζςματα οδθγοφν ςτο ςυμπζραςμα 

ότι υπάρχει ςτροφι των μακθτϊν ςε πιο ςωςτζσ απαντιςεισ, ενϊ οι μακθτζσ που αρχικά 
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είχαν απαντιςει πιο ςωςτά από τουσ άλλουσ διατιρθςαν τθν ορκότθτα ςτισ απόψεισ τουσ. 

Τζλοσ, από το 40% των μακθτϊν που απαντάει διαφορετικά (4θ , 5θ  και 7θ κατθγορία), 

υπιρξαν μακθτζσ που οι απόψεισ τουσ πικανά επθρεάςτθκαν από τθ διδακτικι 

παρζμβαςθ, όπωσ αυτοί που απαντοφν ότι οι λφςεισ είναι άπειρεσ. 

2θ ερϊτθςθ 

Θ δεφτερθ ερϊτθςθ ιταν θ εξισ: «Ρόςα κοινά ςθμεία μπορεί να ζχει μια ευκεία με ζνα 

κφκλο (περιπτϊςεισ);» και ςυςχετίηεται άμεςα με τθν τζταρτθ ερϊτθςθ του 1ου 

ερωτθματολογίου, με τθ διαφορά ότι προτρζπει τουσ μακθτζσ να διακρίνουν περιπτϊςεισ. 

Βζβαια θ παραπάνω ερϊτθςθ δόκθκε και ςε ςχζςθ με τθν ζνατθ ερϊτθςθ θ οποία 

αναλφεται παρακάτω και θ οποία επαναλαμβάνει το ίδιο ερϊτθμα, αλλά ζχοντασ τθν 

εξίςωςθ μιασ ευκείασ και ενόσ κφκλου ςε ςφςτθμα. 

Διατθρικθκαν οι ίδιεσ κατθγορίεσ απαντιςεων με τθν τζταρτθ ερϊτθςθ του 1ου 

ερωτθματολογίου, για να είναι δυνατι θ ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων, παρά το γεγονόσ 

ότι δεν είχαμε απαντιςεισ για δφο από τισ παρακάτω κατθγορίεσ. 

  Κανζνα, ζνα ή δφο ςημεία (2.1). 

 Ζνα ή δφο ςημεία (2.2). 

 Κανζνα ή δφο ςημεία (2.3). 

 Δφο ςημεία (2.4). 

 Ζνα ςημείο (2.5). 

 Ζνα, δφο ή τρία ςημεία (2.6). 

 Ζνα, δφο ή άπειρα ςημεία (2.7). 

 Δεν απάντηςαν (2.8). 

Πςον αφορά τα είδθ των απαντιςεων που εντάχκθκαν ςε κάκε κατθγορία, αναλυτικότερα 

μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Οι μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν πρϊτθ κατθγορία, διακρίνουν 

τισ τρείσ περιπτϊςεισ αιτιολογϊντασ ότι θ ευκεία, ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ δεν τζμνει 

τον κφκλο, ςτθ δεφτερθ περίπτωςθ εφάπτεται ςτον κφκλο και ςτθν τρίτθ περίπτωςθ 

τον τζμνει ςε δφο ςθμεία. Μόνο δφο από τισ απαντιςεισ που εντάχκθκαν, 
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αναφζρουν απλά το πλικοσ των κοινϊν ςθμείων κατά περίπτωςθ, χωρίσ γεωμετρικι 

αιτιολόγθςθ. 

 Για τθ δεφτερθ κατθγορία, όπωσ και ςτθν αντίςτοιχθ ερϊτθςθ του 1ου 

ερωτθματολογίου, ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που κάνουν 

διερεφνθςθ του κζματοσ, αλλά ξεχνάνε τθν περίπτωςθ ο κφκλοσ να μθν ζχει κοινά 

ςθμεία με τθν ευκεία. 

 Δεν υπιρξαν απαντιςεισ ς’ αυτό το ερωτθματολόγιο για να ενταχκοφν ςτθν τρίτθ 

κατθγορία. 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν δφο απαντιςεισ που απλά αναφζρουν 

ότι ο κφκλοσ και θ ευκεία ζχουν δφο κοινά ςθμεία. 

 Δεν υπιρξαν απαντιςεισ ς’ αυτό το ερωτθματολόγιο για να ενταχκοφν ςτθν πζμπτθ 

κατθγορία. 

 Στθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκε θ απάντθςθ ενόσ μακθτι που, κεωρϊντασ το κζντρο 

του κφκλου ωσ ςθμείο του, γράφει ότι:  

           

 Ενϊ ο μακθτισ που θ απάντθςι του ανικει ςτθν ζβδομθ κατθγορία απλά λζει: 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, ςυςχετιςμζνα με τα αποτελζςματα τθσ τρίτθσ 

ερϊτθςθσ του 1ου ερωτθματολογίου, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα ςχετικϊν 

ςυχνοτιτων. 

 

Ραρατθρείται υπερδιπλαςιαςμόσ του ποςοςτοφ των ςωςτϊν απαντιςεων (από 28% πριν 

ςε 72% μετά). Το γεγονόσ αυτό πικανά οφείλεται ςτθν προτροπι, μζςω τθσ υπόδειξθσ, των 
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μακθτϊν να διακρίνουν περιπτϊςεισ. Ραρά το γεγονόσ αυτό, υπάρχει ζνα μεγάλο ποςοςτό 

μακθτϊν (26%), που ακόμα και μετά τθν υπόδειξθ, δεν απαντάει ςωςτά. 

3θ ερϊτθςθ 

Θ τρίτθ ερϊτθςθ ιταν: «Ρϊσ κα περιζγραφεσ ς’ ζνα ςυμμακθτι ςου τθν ζλλειψθ;», με 

ςτόχο να διερευνθκεί αν οι μακθτζσ εμμζνουν ςτο φορμαλιςτικό οριςμό (οριςμόσ ωσ 

γεωμετρικόσ τόποσ) τθσ ζννοιασ ι αν υπάρχει μεταςτροφι των μακθτϊν ςε άλλεσ 

αναπαραςτάςεισ τθσ, κακϊσ επίςθσ και τθν ορκότθτα του εννοιολογικοφ οριςμοφ που 

χρθςιμοποιοφν για τθν περιγραφι τθσ ζννοιασ αυτισ. 

Διατθρικθκαν οι ίδιεσ κατθγορίεσ απαντιςεων με τθ δεφτερθ ερϊτθςθ του 1ου 

ερωτθματολογίου, για να είναι δυνατι θ ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων. 

 Σωςτόσ φορμαλιςτικόσ οριςμόσ (3.1). 

 Σωςτή περιγραφή με βάςη τισ άλλεσ αναπαραςτάςεισ τησ ζννοιασ (3.2). 

 Ελλιπήσ φορμαλιςτικόσ οριςμόσ (3.3). 

 Διάφορεσ ελλιπείσ περιγραφζσ (3.4). 

 Λάθοσ φορμαλιςτικόσ οριςμόσ (3.5). 

 Διάφορεσ λάθοσ περιγραφζσ (3.6). 

 Δεν απάντηςαν (3.7). 

Σχολιάηοντασ το είδοσ των απαντιςεων που εντάχκθκαν ςε κάκε κατθγορία, μποροφν να 

αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που περιγράφουν 

τθν ζλλειψθ, ωσ το γεωμετρικό τόπο των ςθμείων του επιπζδου που το άκροιςμα 

των αποςτάςεων τουσ από δφο ςθμεία (εςτίεσ) είναι ςτακερό (ίςο με 2α) και 

μεγαλφτερο από τθν εςτιακι απόςταςθ (2γ), αν και πάλι υπιρξε επιείκεια με τον 

όρο «επίπεδο». Μια τζτοια απάντθςθ είναι θ παρακάτω. 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που περιγράφουν τθν 

ζλλειψθ μζςα από τθν εξίςωςι τθσ ι το ςχιμα τθσ. 
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 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ που επιχειροφν να περιγράψουν τθν 

ζλλειψθ με βάςθ τον οριςμό, αλλά ελλιπϊσ. Θ ζλλειψθ που παρατθρικθκε ςε όλεσ 

τισ απαντιςεισ αυτισ τθσ κατθγορίασ είναι ότι, δεν αναφζρεται ότι το άκροιςμα των 

αποςτάςεων του τυχαίου ςθμείου τθσ ζλλειψθσ από τισ εςτίεσ πρζπει να είναι 

μεγαλφτερο τθσ εςτιακισ απόςταςθσ.  

 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν 

διάφορεσ ελλιπείσ περιγραφζσ που δε ςχετίηονται με τον οριςμό τθσ ζλλειψθσ, όπωσ 

«θ ζλλειψθ είναι ζνασ πιεςμζνοσ κφκλοσ» ι «θ τροχιά των πλανθτϊν γφρω από τον 

ιλιο» ι ότι είναι απλά ζνασ γεωμετρικόσ τόποσ ι όπωσ ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ που επιχειροφνται με βάςθ τον 

οριςμό τθσ ζλλειψθσ, αλλά με διάφορα λάκθ ςτθ διατφπωςθ. Μερικά παραδείγματα 

τζτοιων απαντιςεων είναι τα παρακάτω. Θ πρϊτθ απάντθςθ, αν κεωριςουμε ότι 

αναφζρεται ςε επίπεδο γεωμετρικό τόπο, παραπζμπει ςτθ μεςοκάκετο του ΕΕϋ. 

 

Θ δεφτερθ απάντθςθ, για επίπεδο γεωμετρικό τόπο, περιγράφει τα κοινά ςθμεία 

δφο κυκλικϊν δίςκων, με κζντρα τισ εςτίεσ και ακτίνα τθν εςτιακι απόςταςθ. 

 

Θ τρίτθ απάντθςθ δεν περιγράφει κάποιο ςφνολο ςθμείων ςτο επίπεδο, αφοφ δεν 

υπάρχει ςθμείο του επιπζδου που το άκροιςμα των αποςτάςεων από δφο ςθμεία 

να είναι μικρότερο από τθν απόςταςθ των δφο ςθμείων. 

 

 Τζλοσ ςτθν ζκτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν δφο λάκοσ περιγραφζσ που δε 

ςχετίηονται με το οριςμό. Στθ μία απάντθςθ περιγράφεται θ ζλλειψθ με τθν εξίςωςθ 

και το ςχιμα τθσ υπερβολισ. Στθν άλλθ απάντθςθ γίνεται μια προςπάκεια 

περιγραφισ τθσ ζλλειψθσ με βάςθ μια από τισ καταςκευζσ τθσ που περιγράφεται 
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ςτο ςχολικό βιβλίο, χωρίσ όμωσ να μπορεί να χαρακτθριςτεί ελλιπείσ αφοφ δεν 

παραπζμπει κακόλου ςτθν ζννοια, όπωσ φαίνεται παρακάτω.  

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, ςυςχετιςμζνα με τα αποτελζςματα τθσ 

δεφτερθσ ερϊτθςθσ του 1ου ερωτθματολογίου, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

 

Το ςυνολικό ποςοςτό των μακθτϊν που επιτυγχάνουν πλιρθ περιγραφι είναι 20% για τθν 

παραβολι και 26% για τθν ζλλειψθ. Ραρατθρείται μια μικρι αφξθςθ, κατά 6% (από 12% ςε 

18%), του ποςοςτοφ των μακθτϊν που απαντοφν ςωςτά, με βάςθ τον οριςμό που δίνει το 

ςχολικό βιβλίο. Βζβαια πρζπει να λθφκεί υπ’ όψιν, το γεγονόσ ότι και ςτισ δφο περιπτϊςεισ 

οι απαντιςεισ που χαρακτθρίςτθκαν ελλιπείσ (3.3), είναι πολφ κοντά ςτον οριςμό, αφοφ για 

τθν περίπτωςθ τθσ παραβολισ, αυτό που απουςιάηει είναι μόνο το τμιμα του οριςμοφ που 

αναφζρει, ότι θ εςτία δεν πρζπει να ανικει ςτθ διευκετοφςα και αντίςτοιχα για τθν 

ζλλειψθ, απουςιάηει το μζροσ τθσ πρόταςθσ που αναφζρει, ότι το άκροιςμα πρζπει να είναι 

μικρότερο τθσ εςτιακισ απόςταςθσ. Ρερίπου ο ίδιοσ αρικμόσ μακθτϊν (68% για το πρϊτο 

ερωτθματολόγιο και 64% για το δεφτερο ερωτθματολόγιο) και ςτα δφο ερωτθματολόγια, 

προτιμάει τθν περιγραφι των εννοιϊν με βάςθ τον οριςμό του βιβλίου. Συγκεκριμζνα το 

81,25% (26 ςτουσ 32 μακθτζσ) των μακθτϊν, που επιλζγουν να περιγράψουν τθν ζλλειψθ 

με βάςθ τον οριςμό, ζχει πράξει με το ίδιο και ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο (παράρτθμα Δ) 

για τθν παραβολι. Το γεγονόσ αυτό δθλϊνει ότι, για τθν περιγραφι μιασ ζννοιασ δεν 

υπιρξε μεταςτροφι των μακθτϊν προσ άλλεσ αναπαραςτάςεισ τθσ ζννοιασ. Στθν 

περίπτωςθ τθσ παραβολισ, απ’ αυτοφσ που επιλζγουν να απαντιςουν με βάςθ τον οριςμό, 

το 17,64% επιτυγχάνει πλιρθ περιγραφι, ενϊ ςτθν ζλλειψθ το αντίςτοιχο ποςοςτό 

αυξάνεται ςτο 28,13%. Τζλοσ  απ’ αυτοφσ που δεν επιλζγουν τον οριςμό για τθν περιγραφι 
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τθσ ζννοιασ, για τθν παραβολι και για τθν ζλλειψθ περιγράφουν πλιρωσ τθν ζννοια ςε 

ποςοςτό 28,57%. 

4θ ερϊτθςθ  

Θ τζταρτθ ερϊτθςθ ιταν: «Ο κφκλοσ αποτελεί γράφθμα ςυνάρτθςθσ; Αν όχι, από το 

ςχιμα του κφκλου  μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ; Δϊςτε παράδειγμα.» και ζχει 

ςχζςθ με τθν πζμπτθ ερϊτθςθ του πρϊτου ερωτθματολογίου, αν και θ ερϊτθςθ αυτι 

επικεντρϊνεται ςτθν περίπτωςθ του κφκλου. Ο ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ είναι διπλόσ. Κατ’ 

αρχιν, να διαπιςτωκεί το ποςοςτό των μακθτϊν που πιςτεφουν ότι ο κφκλοσ δεν αποτελεί 

γράφθμα ςυνάρτθςθσ και κατά δεφτερον, αν αντιλαμβάνονται οι μακθτζσ τον τρόπο που 

μποροφν να ορίςουν ςυναρτιςεισ. Υπενκυμίηοντασ εδϊ ότι, ςτθ διδακτικι παρζμβαςθ που 

προθγικθκε ο κφκλοσ καταςκευάςτθκε ωσ γράφθμα δφο ςυναρτιςεων (θμικφκλια). 

Θ κατθγοριοποίθςθ των απαντιςεων ζγινε ωσ εξισ: 

 Όχι, αλλά μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτήςεισ (με παράδειγμα) (4.1). 

 Όχι, αλλά μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτήςεισ (χωρίσ παράδειγμα) (4.2). 

 Όχι (4.3). 

 Όχι και δεν μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτήςεισ (4.4). 

 Ναι (4.5). 

 Δεν απάντηςαν (4.6). 

Πμωσ τι είδουσ απαντιςεισ εντάχκθκαν ςε κάκε κατθγορία; 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

αναφζρουν ότι ο κφκλοσ δεν αποτελεί γράφθμα ςυνάρτθςθσ, αλλά από το ςχιμα 

του μποροφν να ορίςουν ςυναρτιςεισ. Τα παραδείγματα που αναφζρουν οι 

μακθτζσ είναι τριϊν ειδϊν. Στο πρϊτο είδοσ παραδειγμάτων, οι μακθτζσ 

αναφζρονται ςτο ςχιμα και δίνουν παράδειγμα το θμικφκλιο ι τα θμικφκλια, όπωσ 

φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ.  
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Στο δεφτερο είδοσ παραδειγμάτων, οι μακθτζσ αναφζρονται ςτθν εξίςωςθ και οι 

τφποι των ςυναρτιςεων παράγονται από τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ, όπωσ βλζπουμε 

ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Και ςε κάποιεσ απαντιςεισ οι μακθτζσ ςχετίηουν τουσ τφπουσ με το ςχιμα.  

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία, εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι ο κφκλοσ δεν 

είναι γράφθμα ςυνάρτθςθσ, αλλά μποροφν να ορίςουν ςυναρτιςεισ από το ςχιμα 

του. Δεν αναφζρουν όμωσ κάποιο παράδειγμα, όπωσ τουσ ηθτείται. Δφο απ’ αυτοφσ 

επιςθμαίνουν ότι «μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ εάν ο κφκλοσ είναι πάνω ςε 

καρτεςιανό επίπεδο». 

 Στθν τρίτθ κατθγορία, ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι ο 

κφκλοσ δεν είναι γράφθμα ςυνάρτθςθσ, χωρίσ καμία περαιτζρω αναφορά. 

 Μία απάντθςθ αναφζρει ότι ο κφκλοσ δεν αποτελεί γράφθμα ςυνάρτθςθσ και 

ταυτόχρονα ότι δεν μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ, όπωσ φαίνεται παρακάτω. 

Θ απάντθςθ αυτι εντάχκθκε ςτθν τζταρτθ κατθγορία. 

 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία, εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν απλά ότι ο 

κφκλοσ αποτελεί γράφθμα ςυνάρτθςθσ και μάλιςτα δφο απ’ αυτζσ αναφζρουν ότι ο 

κφκλοσ είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ, όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω απάντθςθ.  

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 
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Ζνα ςχετικά μεγάλο ποςοςτό (30%) των μακθτϊν απαντάει ςωςτά και με πλθρότθτα ςτθν 

ερϊτθςθ αυτι, ςε ςχζςθ με το 4% των μακθτϊν (βλζπε παράρτθμα Γ) που απαντάει μ’ 

αυτόν τον τρόπο ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο και ςτθν αντίςτοιχθ (5θ ) ερϊτθςθ, αν και, 

όπωσ ζχει αναφερκεί θ ερϊτθςθ αυτι ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο είχε παρερμθνευκεί από 

πολλοφσ μακθτζσ. Βζβαια παρατθρϊντασ τον πίνακα των αποτελεςμάτων (παράρτθμα Δ), 

μπορεί να ςθμειωκεί ότι οι 13 από τουσ 14 μακθτζσ που είχαν παρερμθνεφςει τθν ερϊτθςθ 

τϊρα οι απαντιςεισ τουσ ανικουν ςτισ κατθγορίεσ 4.1 (9 μακθτζσ) και 4.2 (4 μακθτζσ). 

Ακόμα και αν προςτεκοφν οι 9 μακθτζσ με τουσ 2 που απαντοφν πλιρωσ ςτο πρϊτο 

ερωτθματολόγιο το ποςοςτό των μακθτϊν, που ενδεχομζνωσ κα απαντοφςαν ςωςτά, κα 

φτάςει ςτο 22%. Άρα υπιρξε αφξθςθ του ποςοςτοφ, τουλάχιςτον κατά 8%, των μακθτϊν 

που απαντοφν ςωςτά και με πλθρότθτα. Ζνασ ςτουσ δφο μακθτζσ πιςτεφουν ότι μποροφν 

να ορίςουν ςυναρτιςεισ από το ςχιμα του κφκλου. Το 60% των μακθτϊν αναφζρουν 

ςωςτά ότι ο κφκλοσ δεν αποτελεί γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ, ενϊ το 14% των 

μακθτϊν γράφουν ότι είναι ςυνάρτθςθ, παρά το γεγονόσ ότι είδαν ςτθ διδακτικι 

παρζμβαςθ, ότι υπιρξε ανάγκθ να χρθςιμοποιθκοφν δφο ςυναρτιςεισ για να φτιαχτεί ο 

κφκλοσ. 

5θ ερϊτθςθ 

Θ πζμπτθ ερϊτθςθ ιταν: «Δίνεται θ εξίςωςθ 2 4x y . Μπορείτε να βρείτε τρείσ λφςεισ 

τθσ εξίςωςθσ; Ρόςεσ λφςεισ ζχει θ εξίςωςθ αυτι; Ροια είναι θ καμπφλθ, που τα ηευγάρια 

των ςυντεταγμζνων των ςθμείων τθσ είναι λφςεισ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ; Μπορείτε να 

ςχεδιάςετε τθν καμπφλθ;» και είχε ωσ κφριο ςτόχο να διαπιςτωκεί, αν θ εφρεςθ των 

ςυντεταγμζνων κάποιων ςθμείων τθσ παραβολισ οδθγεί ςτο ςωςτό ςχεδιαςμό τθσ. Θ 

παρατιρθςθ, που ζγινε με βάςθ τα αποτελζςματα τθσ αντίςτοιχθσ ερϊτθςθσ του πρϊτου 

ερωτθματολογίου, ότι αρκετοί μακθτζσ βρίςκουν ςθμεία με μθ αρνθτικζσ ςυντεταγμζνεσ, 
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δθμιοφργθςε υποψίεσ ότι αυτό κα μποροφςε να αποτελζςει παράγοντα που επθρεάηει τθ 

μετάβαςθ ςε μια άλλθ αναπαράςταςθ τθσ ζννοιασ, όπωσ είναι το ςχιμα. 

Οι κατθγορίεσ απαντιςεων ςε ςχζςθ με τισ λφςεισ είναι οι ίδιεσ μ’ αυτζσ τθσ 7θσ 

ερϊτθςθσ του πρϊτου ερωτθματολογίου, λαμβάνοντασ υπ’ όψιν ότι εδϊ ηθτοφνται λφςεισ, 

ενϊ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο ηθτοφνταν ςθμεία. Το αποτζλεςμα είναι μια λεκτικι 

τροποποίθςθ των κατθγοριϊν, όπωσ φαίνεται παρακάτω: 

 Σωςτζσ και αντιςτοιχοφν ςε ςυμμετρικά ςημεία (5.1.1). 

 Σωςτζσ με μη αρνητικζσ τιμζσ για το x (5.1.2). 

 Λάθοσ λφςεισ (5.1.3). 

 Δεν απάντηςαν (5.1.4). 

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που βρίςκουν τουλάχιςτον μία 

λφςθ με αρνθτικι τιμι του x . Κάποιεσ απ’ αυτζσ ζχουν ςαν λφςθ τθ (0,0) και 

κάποιεσ όχι. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που ςτισ λφςεισ που 

δίνονται, το x  ζχει μόνο μθ αρνθτικζσ τιμζσ. Συνικωσ κζτουν μια κετικι τιμι για το 

x  και βρίςκουν το αντίςτοιχο y . 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν τρείσ απαντιςεισ που μία από τισ λφςεισ που 

γράφουν είναι λάκοσ. Οι άλλεσ δφο είναι ςωςτζσ και ςτισ τρείσ λφςεισ όμωσ τα  x  

είναι κετικά. Επίςθσ εντάχκθκε μία απάντθςθ που το μοναδικό ςθμείο που βρίςκει ο 

μακθτισ είναι θ εςτία, αλλά και αυτι τθ βρίςκει λάκοσ. 

Οι απαντιςεισ ςε ςχζςθ με το πλικοσ των λφςεων, ιταν οι εξισ: 

 Άπειρεσ λφςεισ (5.2.1). 

 Δεν απάντηςαν (5.2.2). 

Δεν υπιρξε άλλθ απάντθςθ ςτο ερϊτθμα αυτό. 

Πςον αφορά το όνομα τθσ καμπφλθσ, δόκθκαν οι παρακάτω απαντιςεισ: 

 Παραβολή (5.3.1). 

 Υπερβολή (5.3.2). 
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 Δεν απάντηςαν (5.3.3). 

Αναλυτικότερα, όςοι μακθτζσ απάντθςαν, προςδιόριςαν ότι θ καμπφλθ είναι παραβολι, 

εκτόσ ζνα μακθτι που τθν ονομάηει υπερβολι, αλλά ςτα υπόλοιπα ερωτιματα απαντάει 

ςωςτά, όπωσ φαίνεται παρακάτω. 

 

Τζλοσ όςον αφορά το ςχιμα, οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Σωςτό ςχήμα (5.4.1) 

 Θμιτελζσ ςχήμα, μόνο ςτο πρϊτο τεταρτημόριο (5.4.2). 

 Λάθοσ προςανατολιςμζνο ςχήμα (άξονασ ςυμμετρίασ ο 'x x ) (5.4.3). 

 Λάθοσ ςχήμα (5.4.4). 

 Δεν απάντηςαν (5.4.5). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που ζχουν ςωςτό ςχιμα, 

χρθςιμοποιϊντασ τα ςθμεία που αντιςτοιχοφν ςτισ λφςεισ που ζχουν βρει ι χωρίσ τθ 

χριςθ αυτϊν των ςθμείων. Τρείσ τζτοιεσ απαντιςεισ είναι οι παρακάτω. Στθν πρϊτθ 

απάντθςθ, ο μακθτισ αφοφ βρει τα ςθμεία ςτο επίπεδο, ςχθματίηει τθν παραβολι. 

Επίςθσ, ςτθν απάντθςθ αυτι παρατθρείται ότι εκφράηεται όλο το ςφνολο των 

λφςεων τθσ εξίςωςθσ, αν και λείπει ότι το x  διατρζχει τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ.  
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 Στθ δεφτερθ απάντθςθ, ο μακθτισ ςχθματίηει τθν παραβολι χωρίσ να λάβει υπ’ 

όψιν του τα ςθμεία που αντιςτοιχοφν ςτισ λφςεισ που ζχει βρει. 

 

Στθν τρίτθ απάντθςθ, ο μακθτισ ζχει ςτο νου του τα ςυμμετρικά ςθμεία και 

φτιάχνει το ςχιμα με βάςθ όλα τα ςθμεία. 

 

 Οι μακθτζσ, των οποίων οι απαντιςεισ εντάχκθκαν ςτθ δεφτερθ κατθγορία, 

φτιάχνουν το ςχιμα, αλλά μόνο ςτο πρϊτο τεταρτθμόριο, όπωσ βλζπουμε ςτθν 

παρακάτω απάντθςθ. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, ςτισ οποίεσ 

το ςχιμα ζχει καταςκευαςτεί με άξονα ςυμμετρίασ τον 'x x . Στθν απάντθςθ που 

φαίνεται παρακάτω, ο μακθτισ προςπακεί να ςχθματίηει τθν καμπφλθ με βάςθ τισ 

λφςεισ που ζχει βρει. Αγνοεί όμωσ τθ μορφι τθσ εξίςωςθσ, με αποτζλεςμα να 

οδθγείται ςε λάκοσ ςχιμα. 
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 Τζλοσ, ςτθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ που το ςχιμα είναι λάκοσ. 

Είναι  λάκοσ, γιατί ο μακθτισ απλά ενϊνει με καμπφλθ τα ςθμεία που βρικε. 

 

Είναι λάκοσ, γιατί δε λαμβάνει υπ’ όψιν του τα ςθμεία που βρικε, αλλά 

προςδιορίηει λάκοσ τθν εςτία και τθ διευκετοφςα ( 1y    είναι θ διευκετοφςα και 

(0,1)E  θ εςτία) και ςτθ ςυνζχεια φτιάχνει το ςχιμα λάκοσ (ζπρεπε θ κορυφι να 

βρίςκεται ςτθν αρχι των αξόνων) και ςε ςχζςθ με τθν εςτία και τθ διευκετοφςα που 

ζχει βρει.  

 

 Είναι λάκοσ, γιατί λαμβάνει υπ’ όψιν κάποια ςθμεία που βρικε, αλλά και κάποια 

άλλα που ζχει ςτο μυαλό του ( τα ςθμεία με ςυντεταγμζνεσ (1,2) και (-1,2)), χωρίσ 

όμωσ να διανοείται ότι θ καμπφλθ διζρχεται από τθν αρχι των αξόνων.  
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Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. Στο πρϊτο από τα ραβδογράμματα, γίνεται ςφγκριςθ των 

αποτελεςμάτων με αυτά τθσ 7θσ ερϊτθςθσ του πρϊτου ερωτθματολογίου. 

    

    

Ραρατθρείται, μια αφξθςθ (16%) του ποςοςτοφ των απαντιςεων ςτισ δφο πρϊτεσ 

κατθγορίεσ, για τθν εφρεςθ τριϊν ςθμείων τθσ παραβολισ και αντίςτοιχα μείωςθ (14%) του 

ποςοςτοφ των λάκοσ απαντιςεων. Αυτό μπορεί να οφείλεται, ςτθν αυξθμζνθ προςοχι που 

επζδειξαν οι μακθτζσ ςτθ διαδικαςία εφρεςθσ λφςεων-ςθμείων τθσ εξίςωςθσ, μετά τθ 

διδακτικι παρζμβαςθ (ςτθν οποία αςχολικθκαν με εφρεςθ λφςεων-ςθμείων μιασ 

εξίςωςθσ), αφοφ οι δφο εξιςϊςεισ ( 2 4x y , 2 4y x ) που χρθςιμοποιικθκαν ιταν 

πανομοιότυπεσ. Ρερίπου οι μιςοί (48%) απαντοφν ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι άπειρεσ, 

ενϊ μόλισ το 28% των μακθτϊν αναφζρουν ότι πρόκειται για παραβολι. Και ςτισ δφο αυτζσ 

ερωτιςεισ θ πλειοψθφία των μακθτϊν δείχνει να τισ αγνοεί αφοφ απλά δεν απαντάει. Στθν 

τελευταία ερϊτθςθ, που αφορά το ςχιμα, μόνο το 14% των μακθτϊν δεν απαντάει. 

Ρεριςςότεροι από τουσ μιςοφσ (56%) μακθτζσ φτιάχνουν ςωςτά το ςχιμα, λαμβάνοντασ 

υπ’ όψιν τισ λφςεισ-ςθμεία που ζχουν βρει ι όχι. Ρερίπου ζνασ ςτουσ τρείσ (15 μακθτζσ ι 

30%), αν και προςπακεί, δε φτιάχνει ςωςτά το ςχιμα και με πλθρότθτα. Απ’ αυτοφσ, οι δφο 

μακθτζσ φτιάχνουν το ςχιμα μόνο ςτο πρϊτο τεταρτθμόριο και προζρχονται από τθν 

κατθγορία των μακθτϊν που βρίςκουν λφςεισ με μθ αρνθτικζσ τιμζσ για το x . Από τθν ίδια 

κατθγορία, προζρχονται και οι τζςςερισ από τουσ πζντε μακθτζσ, που φτιάχνουν το ςχιμα 

με λάκοσ προςανατολιςμό. Επίςθσ, από τθν ίδια κατθγορία προζρχονται και οι μιςοί (4 
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ςτουσ 8 μακθτζσ) απ’ αυτοφσ, που κάνουν το ςχιμα λάκοσ, τοποκετϊντασ τθν κορυφι τθσ 

παραβολισ ςε ςθμείο εκτόσ τθσ αρχισ των αξόνων (δεν ζχουν βρει το (0,0) ωσ λφςθ) και 

προςανατολίηοντάσ τθ ςωςτά ι λάκοσ (παράρτθμα Δ). Ακροίηοντασ τουσ παραπάνω 

μακθτζσ, παρατθρείται ότι δφο ςτουσ τρείσ (δζκα ςτουσ δεκαπζντε) που δε φτιάχνουν 

ςωςτό ςχιμα, ζχουν βρει λφςεισ που αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία με μθ αρνθτικζσ 

ςυντεταγμζνεσ. Οπότε, όταν οι μακθτζσ πικανά είναι ςτο ςτάδιο τθσ εςωτερίκευςθσ των 

εννοιϊν, θ Άλγεβρα (λφςθ εξίςωςθσ) μπορεί να επθρεάςει καταλυτικά τισ δράςεισ τουσ. 

Τζλοσ, το 42,10% (8 ςτουσ 19) των μακθτϊν που παρά το γεγονόσ ότι οι λφςεισ τουσ δεν 

παραπζμπουν ςε ςυμμετρικά ςθμεία, φτιάχνουν το ςχιμα ςωςτά ζχοντασ ςτο μυαλό τουσ 

(ι και ςτο ςχιμα οι μιςοί απ’ αυτοφσ) τα ςθμεία αυτά (παράρτθμα Δ). Το γεγονόσ αυτό 

είναι ζνδειξθ ότι οι παραπάνω μακθτζσ μπορεί να βρίςκονται ςτο ςτάδιο τθσ ςυμπφκνωςθσ 

τθσ ζννοιασ. 

6θ ερϊτθςθ 

Στθν ζκτθ ερϊτθςθ, δίνεται το ςχιμα ενόσ κφκλου με κζντρο το ςθμείο (2,2)O  και 

ακτίνα ίςθ με 2 και ηθτείται το όνομα και θ εξίςωςθ τθσ καμπφλθσ. Επίςθσ, ηθτείται να 

βρεκεί το πλικοσ των ςθμείων τθσ καμπφλθσ και να προςδιοριςτοφν τρία απ’ αυτά. Τζλοσ 

ζπρεπε να προςδιοριςτεί θ ιδιότθτα που ζχουν τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ αυτισ. Ο ςκοπόσ 

τθσ ερϊτθςθσ ιταν θ διάγνωςθ τθσ δυνατότθτασ μετάβαςθσ από τθ μια αναπαράςταςθ του 

κφκλου (ςχιμα) ςε άλλεσ αναπαραςτάςεισ (εξίςωςθ, ςθμεία, οριςμόσ). 

Για το όνομα τθσ καμπφλθσ δθμιουργικθκαν οι παρακάτω κατθγορίεσ απαντιςεων: 

 Κφκλοσ (6.1.1). 

 Λάθοσ όνομα (6.1.2). 

 Δεν απάντηςαν (6.1.3). 

Αν και δεν υπιρξαν απαντιςεισ για τθ δεφτερθ κατθγορία, εντάχκθκε ςτθν 

κατθγοριοποίθςθ για να γίνει θ ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων με τθν 10θ ερϊτθςθ του 

πρϊτου ερωτθματολογίου, που αφοροφςε το ςχιμα τθσ ζλλειψθσ. 

Για τθν εξίςωςθ του κφκλου κατθγοριοποιικθκαν οι απαντιςεισ ωσ εξισ: 

 Εξίςωςη του κφκλου (6.2.1). 

 Γενική εξίςωςη του κφκλου (6.2.2). 
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 Λάθοσ εξίςωςη (6.2.3). 

 Δεν απάντηςαν (6.2.4). 

Οι παραπάνω κατθγορίεσ, είναι οι ίδιεσ που δθμιουργικθκαν για τθν αντίςτοιχθ ερϊτθςθ 

που αφοροφςε τθν ζλλειψθ ςτο 1ο ερωτθματολόγιο. Αναλυτικότερα μποροφν να 

αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν τθν εξίςωςθ του 

κφκλου που είναι ςχεδιαςμζνοσ, δθλαδι τθν εξίςωςθ 2 2 2( 2) ( 2) 2x y     

(εκτατικό αντικείμενο). 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν τθν 

γενικι εξίςωςθ του κφκλου (εντατικό αντικείμενο). Μία απ’ αυτζσ είναι: 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν απαντιςεισ που αναφζρουν τθν εξίςωςθ του 

κφκλου που ζχει κζντρο το ςθμείο με ςυντεταγμζνεσ (0,0) . Επίςθσ 

ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που κάνουν λάκοσ τθν ακτίνα ι το 

πρόςθμο ανάμεςα ςτουσ δφο δευτεροβάκμιουσ όρουσ, ενϊ μία μακιτρια κάνει 

λάκοσ και τα δφο.  

 

Οι απαντιςεισ ςτο ερϊτθμα που αφοροφςε το πλικοσ των ςθμείων τθσ καμπφλθσ 

εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Άπειρα ςημεία (6.3.1). 

 Άλλη απάντηςη (6.3.2). 

 Δεν απάντηςαν (6.3.3). 

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ, ςτισ οποίεσ γίνεται απλι 

αναφορά ότι τα ςθμεία του κφκλου είναι άπειρα. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν ζξι απαντιςεισ. Δφο απ’ αυτζσ 

αναφζρουν ςυγκεκριμζνο αρικμό ςθμείων (τρία και τζςςερα). Μια μακιτρια λζει 

ότι αποτελείται από ςχεδόν άπειρα ςθμεία, όπωσ φαίνεται παρακάτω.  
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Οι υπόλοιποι μακθτζσ αναφζρουν ότι το x  και το y  παίρνουν τιμζσ από το μθδζν 

ζωσ το τζςςερα και ζνασ απ’ αυτοφσ ςυμπλθρϊνει ότι δεν μπορεί να απαντιςει 

ακριβϊσ, όπωσ βλζπουμε ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Για τθν εφρεςθ τριϊν ςθμείων του κφκλου, κατθγοριοποιικθκαν οι απαντιςεισ ωσ εξισ: 

 Βρίςκουν τρία ςημεία του κφκλου (6.4.1). 

 Βρίςκουν δφο ςημεία του κφκλου (6.4.2). 

 Βρίςκουν ςημεία που δεν ανήκουν ςτον κφκλο (6.4.3). 

 Δεν απάντηςαν (6.4.4). 

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στισ απαντιςεισ που ςυμπεριελιφκθςαν ςτθν πρϊτθ κατθγορία,  προςδιορίηονται 

τα δφο ςθμεία επαφισ του κφκλου με τουσ άξονεσ και το τρίτο ςθμείο είναι ζνα από 

τα δφο ςυμμετρικά των παραπάνω ςθμείων, ωσ προσ το κζντρο του κφκλου. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν τρείσ απαντιςεισ, που δεν προςδιορίηουν τρίτο 

ςθμείο του κφκλου. Τα δφο ςθμεία που προςδιόριςαν είναι τα ςθμεία επαφισ του 

κφκλου με τουσ άξονεσ. 

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που κάποιο ι κάποια 

ςθμεία που αναφζρονταν, δεν ανικαν ςτον κφκλο. Από τισ εννζα απαντιςεισ, που 

εντάχκθκαν ς’ αυτιν τθν κατθγορία, οι πζντε αναφζρουν δφο ςθμεία του κφκλου και 

ζνα που δεν ανικει ς’ αυτόν, και μάλιςτα ςε δφο από τισ παραπάνω απαντιςεισ το 

τρίτο ςθμείο ιταν το κζντρο του κφκλου. Στισ υπόλοιπεσ απαντιςεισ 

προςδιορίηονται δφο ι ολότελα τρία ςθμεία που δεν ανικουν ςτον κφκλο. 

Για τθν ιδιότθτα που ζχουν τα ςθμεία του κφκλου, οι απαντιςεισ κατατάχκθκαν, όπωσ 

και ςτθν περίπτωςθ τθσ ζλλειψθσ, ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Εξειδικευμζνοσ οριςμόσ (6.5.1). 

 Γενικόσ οριςμόσ (6.5.2). 
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 Άλλεσ ιδιότητεσ (6.5.3). 

 Λάθοσ απαντήςεισ (6.5.4). 

 Δεν απάντηςαν (6.5.5). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι, τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ ζχουν τθν ιδιότθτα να 

απζχουν απόςταςθ 2 από το κζντρο (εκτατικό αντικείμενο), εντάχκθκαν ςτθν πρϊτθ 

κατθγορία. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι τα 

ςθμεία του κφκλου ιςαπζχουν από το κζντρο ι «ιςαπζχουν από το κζντρο απόςταςθ 

ρ», χωρίσ να προςδιορίηεται ςαφϊσ το μικοσ τθσ ακτίνασ ι γράφουν απλά ότι 

«απζχουν ςτακερι απόςταςθ από ςτακερό ςθμείο» (εντατικό αντικείμενο). 

 Δφο απαντιςεισ που αναφζρουν ότι «τα ςθμεία επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ», 

εντάχκθκαν ςτθν τρίτθ κατθγορία. 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκε θ απάντθςθ μιασ μακιτριασ, που διατυπϊνει μια 

ιδιότθτα που δεν ιςχφει ςτον κφκλο, δθλαδι ότι «τα ςθμεία του κφκλου ιςαπζχουν 

μεταξφ τουσ». 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 
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Για ακόμα μία φορά, θ ταυτοποίθςθ του ονόματοσ τθσ καμπφλθσ ζχει πολφ υψθλό ποςοςτό 

(90% πριν και 88% μετά). Στθν εφρεςθ τθσ εξίςωςθσ υπιρξε διαφοροποίθςθ των 

αποτελεςμάτων. Πςον αφορά αυτοφσ που γράφουν τθν εξίςωςθ του ςυγκεκριμζνου 

γεωμετρικοφ τόπου, τα ποςοςτά είναι περίπου τα ίδια (56% πριν και 50% μετά) και μάλιςτα 

το 82,14% των μακθτϊν που είχαν βρει τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ, βρίςκουν και τθν 

εξίςωςθ του κφκλου (παράρτθμα Δ). Ραρατθρείται όμωσ μια ςθμαντικι πτϊςθ των 

ποςοςτϊν (16% πριν και 4% μετά) των μακθτϊν που απαντοφν με τθ γενικι εξίςωςθ και 

αντίςτοιχα μια μεγάλθ αφξθςθ του ποςοςτοφ (4% πριν και 24% μετά) των μακθτϊν που 

γράφουν λάκοσ τθν εξίςωςθ. Οι παραπάνω διαφορζσ οφείλονται ςε μεγάλο βακμό ςτουσ 

ζξι μακθτζσ (12%), που ςτθν απάντθςι τουσ δίνουν τθν εξίςωςθ του κφκλου με κζντρο τθν 

αρχι των αξόνων. Ζνασ ςτουσ δφο περίπου (52%) απαντάει ότι τα ςθμεία του κφκλου είναι 

άπειρα, ενϊ ζξι μακθτζσ (12%) δίνουν διαφορετικι απάντθςθ, μερικοί εκ των οποίων 

εκφράηοντασ τον προβλθματιςμό τουσ ςε ςχζςθ με το πλικοσ των ςθμείων του κφκλου. 

Λιγότεροι από τουσ μιςοφσ (46%) βρίςκουν τρία ςθμεία του κφκλου, ενϊ τρείσ μακθτζσ δεν 

καταφζρνουν να βρουν τρίτο ςθμείο και περιορίηονται ςτα δφο ςθμεία. Ζνα ςθμαντικό 

ποςοςτό (18%) των μακθτϊν, αναφζρουν ςθμεία που όλα ι μζροσ αυτϊν δεν ανικουν ςτον 

κφκλο, ενϊ δφο απ’ αυτοφσ ςυμπεριλαμβάνουν το κζντρο του κφκλου ςτα ςθμεία του. Πςον 

αφορά τθν περιγραφι τθσ ιδιότθτασ των ςθμείων τθσ καμπφλθσ, παρατθρείται μια αφξθςθ 

του ποςοςτοφ (4% πριν και 24% μετά) των απαντιςεων που αναφζρουν τον εξειδικευμζνο 

οριςμό τθσ καμπφλθσ και μείωςθ των ποςοςτϊν ςτισ άλλεσ κατθγορίεσ. Ειδικά, 

παρατθρείται μια ελαφριά κάμψθ του ποςοςτοφ (38% πριν και 30% μετά) των μακθτϊν που 

αναφζρουν το γενικό οριςμό, χωρίσ να τον εξειδικεφουν για τθ ςυγκεκριμζνθ καμπφλθ. 

Ακροιςτικά υπάρχει αφξθςθ (από 42% ςε 54%) του ποςοςτοφ των μακθτϊν που οι 

απαντιςεισ τουσ ανικουν ςτισ δφο πρϊτεσ κατθγορίεσ. Βζβαια από τουσ 21 μακθτζσ που 

δίνουν τον οριςμό ι το γενικό οριςμό για τθν ζλλειψθ μόνο οι 15 (το 71,43%) απαντοφν και 

ςτθν περίπτωςθ του κφκλου με τον οριςμό ι το γενικό οριςμό, ενϊ ζνα μεγάλο ςχετικά 
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ποςοςτό (23,81%) δεν απαντάει κακόλου ςτθν περίπτωςθ του κφκλου (παράρτθμα Δ). 

Επίςθσ, πολφ λιγότεροι (14% πριν και 4% μετά) μακθτζσ αναφζρονται ςε άλλεσ ιδιότθτεσ 

τθσ καμπφλθσ ςτθν περίπτωςθ του κφκλου και ακόμα πιο λίγοι (20% πριν και 2% μετά) 

δίνουν λάκοσ απαντιςεισ, γεγονόσ το οποίο πικανά οφείλεται ςτθν εξοικείωςθ των 

μακθτϊν με το ςχιμα του κφκλου, ςε ςχζςθ με αυτό τθσ ζλλειψθσ. Ραρατθρϊντασ τον 

πίνακα των αποτελεςμάτων (παράρτθμα Δ), μπορεί να ςθμειωκεί ότι το 75% των μακθτϊν, 

που ζχουν γράψει τον εξειδικευμζνο οριςμό του κφκλου ζχουν βρει και τθν εξίςωςι του, 

ενϊ το 25% δείχνει να παράγει τον οριςμό από το ςχιμα, αφοφ ζχει βρει λάκοσ τθν εξίςωςθ 

ι γράφει τθν γενικι εξίςωςθ ι δε βρίςκει κάποια εξίςωςθ. Δθλαδι οι μετατροπζσ δεν 

ακολουκοφν τθν πορεία που προδιαγράφεται από τθν ερϊτθςθ (ςχιμα → εξίςωςθ → 

οριςμόσ), αλλά πικανά ο μακθτισ ενεργεί με βάςθ ποια μετατροπι είναι πιο βολικι γι’ 

αυτόν. Τζλοσ, όςον αφορά το ποςοςτό των μακθτϊν που δεν απάντθςαν, παρατθρείται ότι 

κακϊσ προχωράμε ςτα ερωτιματα αυτό αυξάνεται (από 6% ςτο πρϊτο ζωσ 40% ςτο 

τελευταίο), με εξαίρεςθ το τζταρτο ερϊτθμα (φαινομενικά εφκολο για τουσ μακθτζσ). Αυτό 

ίςωσ δείχνει τθν αδυναμία απάντθςθσ ςε κάποια ερωτιματα και όχι απαραίτθτα τθν 

αδιαφορία των μακθτϊν να απαντιςουν ςε όλα τα ερωτιματα. 

7θ ερϊτθςθ 

Θ ζβδομθ ερϊτθςθ ιταν θ εξισ: «Θ εξίςωςθ 2( 3) 1x y   παριςτάνει ευκεία. Βρείτε τα 

ςθμεία A  και B  που αντιςτοιχοφν για 0x  και 1x  . Κάντε το ίδιο για τθν εξίςωςθ 

2 7x y  και βρείτε  ςθμεία 'A  και 'B που αντιςτοιχοφν για 0x  και 1x  . Τι 

παρατθρείτε; Στθν προςπάκεια να λφςουμε το ςφςτθμα 
2( 3) 1

2 7

x y

x y

   
 

  
 ζχουμε: 

2( 3) 1 2( 3) 1 2 6 1 7 2 0 0

2 7 7 2 7 2 7 2

x y x y x x

x y y x y x y x

                 
         

              
. Άρα το 

ςφςτθμα είναι αόριςτο, δθλαδι ζχει άπειρεσ λφςεισ. Γιατί ςυμβαίνει αυτό; Ροφ ανικουν 

αυτζσ οι άπειρεσ λφςεισ; Αιτιολογιςτε τθν απάντθςι ςασ.».  

Το παραπάνω ςφςτθμα βρζκθκε ςτθ εργαςία των Sfard, Linchevski (1994). Στθν εργαςία 

αυτι το ςφςτθμα χαρακτθρίηεται ωσ ιδιόμορφο και ηθτείται θ λφςθ του. Οι ςυγγραφείσ 

επιςθμαίνουν ότι «αν τα γράμματα ςτθν εξίςωςθ αντιπροςωπεφουν άγνωςτουσ αλλά 

ςτακεροφσ αρικμοφσ, πωσ μπορεί οποιοςδιποτε να περιμζνει ότι ο ζνασ ι και οι δφο απ’ 

αυτοφσ τουσ ςτακεροφσ αρικμοφσ μπορεί να είναι “κάκε αρικμόσ”».  Στθ ςυνζχεια 
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αναφζρουν το ςφνολο λφςεων είναι μια ςυνάρτθςθ και καταλιγουν ότι «για να είναι 

προετοιμαςμζνοσ γι’ αυτιν τθν πικανότθτα, ο μακθτισ πρζπει να αντιλθφκεί ότι κάκε μία 

απ’ αυτζσ τισ εξιςϊςεισ μποροφν να κεωρθκοφν ότι αναπαριςτοφν μια ςυνάρτθςθ και τα 

γραφιματα δφο ςυναρτιςεων μποροφν να ταυτίηονται ςε πεπεραςμζνο αλλά και άπειρο 

πλικοσ ςθμείων». Για να βοθκθκοφν οι μακθτζσ να αντιλθφκοφν τισ εξιςϊςεισ με βάςθ τθν 

παραπάνω παρατιρθςθ, ζγινε διαφοροποίθςθ τθσ διατφπωςθσ του προβλιματοσ. 

Χωρίςτθκε το πρόβλθμα ςε δφο μζρθ. Στο πρϊτο μζροσ ηθτικθκε θ εφρεςθ δφο ςθμείων 

των ευκειϊν, με ςκοπό θ ενζργεια αυτι να ςτρζψει τουσ μακθτζσ ςτθ γεωμετρικι 

αναπαράςταςθ των εξιςϊςεων. Στθ ςυνζχεια, λφκθκε το ςφςτθμα για να αποφευκτοφν 

αλγεβρικά λάκθ, ηθτϊντασ απ’ αυτοφσ να αιτιολογιςουν τισ άπειρεσ λφςεισ του 

ςυςτιματοσ. Τζλοσ, τουσ ηθτικθκε να πουν που ανικουν αυτζσ οι άπειρεσ λφςεισ, 

επικυμϊντασ να διαπιςτωκεί αν είναι κατανοθτό το ςφνολο των λφςεων ενόσ τζτοιου 

ςυςτιματοσ, που ςυμπίπτει με το ςφνολο των λφςεων κάκε μιασ από τισ εξιςϊςεισ του.     

Πςον αφορά τθν εφρεςθ ςθμείων, δθμιουργικθκαν οι παρακάτω κατθγορίεσ 

απαντιςεων: 

 Βρίςκουν τα ςημεία (7.1.1). 

 Βρίςκουν λάθοσ ςημεία (7.1.2). 

 Δεν απάντηςαν (7.1.3). 

Αναλυτικότερα, ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που βρίςκουν τα 

ςθμεία που ηθτοφνται ςωςτά. Δθλαδι το πρϊτο ςθμείο είναι το (0,7)A  και το 

δεφτερο το (1,5)B , ενϊ τα άλλα δφο ςθμεία απλά ςυμπίπτουν με τα πρϊτα. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που 

κάνοντασ αλγεβρικά λάκθ, οδθγοφνται ςε εφρεςθ λάκοσ ςθμείων. 

Οι απαντιςεισ ςτθν ερϊτθςθ «τι παρατθρείτε;», κατθγοριοποιικθκαν ωσ εξισ: 

 Ταφτιςη ευθειϊν (7.2.1). 

 Ταφτιςη εξιςϊςεων (7.2.2). 

 Ταφτιςη ςημείων (7.2.3). 

 Διάφορεσ άλλεσ παρατηρήςεισ (7.2.4). 
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 Δεν απάντηςαν (7.2.5). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ, μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Οι μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν πρϊτθ κατθγορία, 

παρατθροφν τθν ταφτιςθ των ευκειϊν απλά ι ωσ ςυνζπεια τθσ ταφτιςθσ των 

ςθμείων ι ωσ ςυνζπεια τθσ ταφτιςθσ των εξιςϊςεων. Δφο τζτοιεσ απαντιςεισ είναι 

οι παρακάτω. Στθ πρϊτθ απάντθςθ ο μακθτισ παρατθρεί ότι οι ευκείεσ ταυτίηονται, 

ωσ ςυνζπεια του γεγονότοσ ότι ζχουν δφο κοινά ςθμεία, όπωσ βλζπουμε παρακάτω. 

 

Στθν δεφτερθ απάντθςθ ο μακθτισ επικεντρϊνεται ςτθν εξίςωςθ και παρατθρεί ότι 

είναι θ ίδια ευκεία, αφοφ ζχει τθν ίδια εξίςωςθ, όπωσ βλζπουμε ςτθν παρακάτω 

απάντθςθ. 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

παρατθροφν τθν ταφτιςθ των εξιςϊςεων, όπωσ φαίνεται και ςτθν παρακάτω 

απάντθςθ. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που περιορίηονται ςτθν 

παρατιρθςθ τθσ ταφτιςθσ των ςθμείων. 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν διάφορεσ απαντιςεισ που δεν ανικουν 

ςτισ παραπάνω κατθγορίεσ. Από τουσ τζςςερισ μακθτζσ που βρίςκουν λάκοσ τα 

ςθμεία, οι τρείσ παρατθροφν ότι: «για κάκε τιμι του x  αντιςτοιχεί ζνα y » ι «για 

κάκε x  ζχω ζνα ηεφγοσ ςθμείων» ι ότι «οι ευκείεσ είναι κάκετεσ» (ο τζταρτοσ 

βλζπει ότι οι εξιςϊςεισ είναι ίδιεσ). Οι υπόλοιπεσ απαντιςεισ προζρχονται από 

μακθτζσ που ζχουν βρει ςωςτά τα ςθμεία, αλλά οι παρατθριςεισ τουσ είναι 

αυτονόθτεσ προτάςεισ, όπωσ ότι: «τα ςθμεία τθσ ευκείασ επαλθκεφουν τθν 

εξίςωςθ» ι «για τα ίδια x  ζχουν ίδιεσ λφςεισ» ι όπωσ φαίνεται ςτθν παρακάτω 

απάντθςθ: 
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Οι κατθγορίεσ, για τθν αιτιολόγθςθ τθσ πρόταςθσ ότι το ςφςτθμα είναι αόριςτο, είναι οι 

παρακάτω: 

 Συμπίπτουν οι ευθείεσ (7.3.1). 

 Είναι η ίδια εξίςωςη (7.3.2). 

 Διάφορεσ αιτιολογήςεισ (7.3.3). 

 Δεν απάντηςαν (7.3.4). 

Αναλυτικότερα για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που 

αποδίδουν το γεγονόσ ότι το ςφςτθμα είναι αόριςτο ςτθν ταφτιςθ των ευκειϊν. Για 

παράδειγμα ζνασ μακθτισ λζει ότι: 

 

 Στθν δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που 

αντιμετωπίηοντασ το ςφςτθμα αλγεβρικά, αιτιολογοφν τισ άπειρεσ λφςεισ ωσ 

ςυνζπεια τθσ ταφτιςθσ των εξιςϊςεων. Μία απ’ αυτζσ τισ απαντιςεισ είναι:  

 

 Οι υπόλοιπεσ αιτιολογιςεισ, που δε ςχετίηονται με τισ δφο παραπάνω κατθγορίεσ, 

εντάχκθκαν ςτθν τρίτθ κατθγορία. Οι μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν 

ςτθν κατθγορία αυτι, ςτο προθγοφμενο ερϊτθμα δεν είχαν παρατθριςει ταφτιςθ 

ευκειϊν ι εξιςϊςεων (παράρτθμα Δ), εκτόσ από ζναν που είχε παρατθριςει ταφτιςθ 

ευκειϊν και ςτθ ςυνζχεια αποδίδει ότι το ςφςτθμα είναι αόριςτο, ςτο ότι θ μία 

εξίςωςθ γίνεται ταυτότθτα μετά τθν αντικατάςταςθ. Από τισ υπόλοιπεσ απαντιςεισ, 

κάποιεσ είναι λάκοσ, όπωσ «οι ευκείεσ είναι παράλλθλεσ» ι «οι δφο εξιςϊςεισ δεν 

ζχουν κοινζσ λφςεισ», ενϊ κάποιεσ άλλεσ δεν είναι πλιρεισ (προζρχονται από 

μακθτζσ που είχαν παρατθριςει ταφτιςθ ςθμείων), όπωσ ότι «υπάρχουν πάρα 

πολλά ςθμεία» ι ότι «ζχουν κοινά ςθμεία ςτο πρϊτο τεταρτθμόριο».  



 166 

 

Οι απαντιςεισ ςτθν ερϊτθςθ, που ανικουν οι άπειρεσ λφςεισ του ςυςτιματοσ, 

εμπίπτουν ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Στθν ευκεία (αφοφ ςυμπίπτουν οι δφο ευκείεσ) (7.4.1). 

 Λάκοσ απαντιςεισ (7.4.2). 

 Δεν απάντθςαν (7.4.3). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ, μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Οι μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχτθκαν ςτθν πρϊτθ κατθγορία, απλά 

διατυπϊνουν ότι οι λφςεισ του ςυςτιματοσ ανικουν ςτθν ευκεία, αφοφ ζχουν 

αντιλθφκεί ότι οι ευκείεσ ςυμπίπτουν και γνωρίηουν ότι ψάχνουν τα κοινά ςθμεία 

των δφο ευκειϊν. Μια τζτοια απάντθςθ είναι θ παρακάτω.  

 

Ο ςυγκεκριμζνοσ μακθτισ φαίνεται να ζχει ταυτίςει τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ με τισ 

ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του ςχιματοσ, άρα και με τα ςθμεία του ςχιματοσ. 

 Στθν δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν ζξι λάκοσ απαντιςεισ, που τοποκετοφν 

τισ άπειρεσ λφςεισ του ςυςτιματοσ ςε άλλα ςφνολα. Οι μακθτζσ που απάντθςαν 

λάκοσ ς’ αυτό το ερϊτθμα δεν ανικουν ςτθν κατθγορία των μακθτϊν που ταφτιςαν 

τισ ευκείεσ ι τισ εξιςϊςεισ (παράρτθμα Δ). Μια μακιτρια, αφοφ ζχει βρει ςωςτά τα 

ςθμεία γράφει ότι «οι λφςεισ ανικουν ςτισ δφο ευκείεσ, οι οποίεσ είναι παράλλθλεσ 

αφοφ δεν τζμνονται». Ζνασ άλλοσ μακθτισ κεωρεί ότι οι άπειρεσ λφςεισ πρζπει να 

ανικουν ςτο ςφνολο των ακεραίων και τζλοσ μια μακιτρια αναφζρει ότι λφςεισ ενόσ 

αόριςτου ςυςτιματοσ είναι όλα τα ηευγάρια πραγματικϊν αρικμϊν, όπωσ φαίνεται 

ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 



 167 

 

    

   

Ζνα πολφ μεγάλο ποςοςτό (84%) των μακθτϊν βρίςκουν ςωςτά τα ςθμεία, όμωσ πολφ 

λιγότεροι (38%) ςυμπεραίνουν ότι ταυτίηονται οι ευκείεσ. Τζςςερισ μακθτζσ (8%) 

παρατθροφν ότι οι δφο εξιςϊςεισ ταυτίηονται ςκεπτόμενοι αλγεβρικά, ενϊ ζνασ ςθμαντικόσ 

αρικμόσ μακθτϊν (22%) απλά παρατθρεί τθν ταφτιςθ των ςθμείων. Πςον αφορά το 

δεφτερο μζροσ τθσ ερϊτθςθσ, το ποςοςτό των μακθτϊν που αιτιολογοφν τισ άπειρεσ λφςεισ 

του ςυςτιματοσ, από το γεγονόσ ότι οι ευκείεσ ςυμπίπτουν, είναι ακόμα μικρότερο (32%). 

Από τουσ παραπάνω μακθτζσ οι περιςςότεροι (75% ι τρείσ ςτουσ τζςςερισ) ζχουν 

παρατθριςει ότι οι ευκείεσ ςυμπίπτουν από το προθγοφμενο ερϊτθμα και το 

επαναλαμβάνουν ωσ αιτία των άπειρων λφςεων του ςυςτιματοσ (παράρτθμα Δ). Τζςςερισ 

μακθτζσ (8%) δίνουν ωσ αιτία των άπειρων λφςεων του ςυςτιματοσ ότι οι εξιςϊςεισ 

ταυτίηονται, όμωσ κανείσ απ’ αυτοφσ δεν απαντάει ςτο τελευταίο ερϊτθμα(παράρτθμα Δ). 

Δθλαδι οι μακθτζσ που ςκζφτονται αλγεβρικά, δεν μποροφν ενδεχομζνωσ να διανοθκοφν 

το ςφνολο των λφςεων του ςυςτιματοσ. Μόνο το 20% των μακθτϊν καταλιγει να γράψει 

ότι οι λφςεισ ανικουν ςτθν ευκεία (αφοφ ςυμπίπτουν οι δφο ευκείεσ). Οι μακθτζσ αυτοί 

πικανά ζχουν αντιλθφκεί και ταυτίςει το ςφνολο λφςεων μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ, με τα 

ςθμεία του ςχιματοσ ωσ μια διαφορετικι αναπαράςταςθ τθσ ίδιασ ζννοιασ. Πλοι, εκτόσ 

από ζναν, οι παραπάνω μακθτζσ ζχουν αιτιολογιςει τισ άπειρεσ λφςεισ ωσ ςυνζπεια τθσ 

ταφτιςθσ των ευκειϊν. Ο μακθτισ που αποτελεί τθν εξαίρεςθ, δεν απάντθςε ςτο 

προθγοφμενο ερϊτθμα, αλλά είχε παρατθριςει τθν ταφτιςθ των ευκειϊν αρχικά 

(παράρτθμα Δ). Και ςε αυτι τθν ερϊτθςθ υπάρχει ςταδιακι αφξθςθ των ποςοςτϊν των 

μακθτϊν που δεν απαντοφν, με αποκορφφωςθ το 68% για το τελευταίο ερϊτθμα, γεγονόσ 
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που δείχνει τθν ολοζνα αυξανόμενθ δυςκολία των μακθτϊν να ανταποκρικοφν ςτα 

διαδοχικά ερωτιματα που τίκενται. 

8θ ερϊτθςθ 

Στθν ερϊτθςθ αυτι ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να περιγράψουν τισ λφςεισ των παρακάτω 

εξιςϊςεων: 

2) 1 0a x   , ) 2 3 0x y    , 2 2)4 4x y    

Θ ερϊτθςθ αυτι είχε ωσ ςτόχο, όπωσ και θ 11θ  ερϊτθςθ του 1ου ερωτθματολογίου, να 

διαπιςτωκεί αν ςτθν πράξθ μποροφν οι μακθτζσ να περιγράψουν, με κάποιο τρόπο, τισ 

λφςεισ μιασ εξίςωςθσ. 

Οι απαντιςεισ κατθγοριοποιικθκαν με όμοιο τρόπο για να ςυγκρικοφν με τισ 

απαντιςεισ του 1ου ερωτθματολογίου. Για τθν πρϊτθ εξίςωςθ οι απαντιςεισ εμπίπτουν ςτισ 

παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Οι λφςεισ είναι τα ςημεία των ευθειϊν 1x   ι 1x    (8.1.1). 

 1x   ι 1x    (8.1.2). 

 Ζχει δφο λφςεισ (8.1.3). 

 Θ λφςη είναι δφο ςημεία (8.1.4). 

 Περιγραφή επίλυςησ (8.1.5). 

 Λάθοσ λφςη (8.1.6). 

 Δεν απάντηςαν (8.1.7). 

Για τισ δφο πρϊτεσ κατθγορίεσ απαντιςεων, είναι ςαφζσ το είδοσ των απαντιςεων που 

εντάχκθκαν. Για τισ υπόλοιπεσ, πιο αναλυτικά, ζχουμε τα εξισ: 

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

αναφζρουν μόνο το πλικοσ των λφςεων (ςωςτά), χωρίσ να λφνουν τθν εξίςωςθ. 

 Οι μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν τζταρτθ κατθγορία, 

αναφζρουν ότι οι λφςεισ είναι δφο ςθμεία, όπωσ φαίνεται παρακάτω: 

 

 Ζνασ μακθτισ επιμζνει να περιγράφει τον τρόπο που επιλφουμε εξιςϊςεισ, χωρίσ να 

καταλαβαίνει τθν ερϊτθςθ. Θ απάντθςθ αυτι καταγράφθκε ςτθν πζμπτθ κατθγορία. 
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 Τζλοσ, ζνασ μακθτισ λφνει λάκοσ τθν εξίςωςθ. Θ απάντθςι του καταγράφθκε ςτθν 

ζκτθ κατθγορία. Ασ δοφμε πωσ λφνει λάκοσ τθν εξίςωςθ.  

 

Για τθ δεφτερθ εξίςωςθ, οι κατθγορίεσ απαντιςεων είναι ακριβϊσ τισ ίδιεσ με τθν 

αντίςτοιχθ ερϊτθςθ ςτο 1ο ερωτθματολόγιο. 

 Οι λφςεισ είναι τα ςημεία τησ ευθείασ ή η ευθεία (8.2.1). 

 Οι λφςεισ είναι άπειρεσ (8.2.2). 

 Μια λφςη τησ εξίςωςησ (8.2.3). 

 Επίλυςη ή περιγραφή επίλυςησ (8.2.4). 

 Διάφορεσ ςωςτζσ προτάςεισ (8.2.5). 

 Λάθοσ απόψεισ ή προςεγγίςεισ (8.2.6). 

 Δεν απάντηςαν (8.2.7). 

Αναλυτικότερα για τισ παραπάνω κατθγορίεσ, μποροφν να αναφερκοφν τα παρακάτω: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που 

περιγράφουν τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ ι θ ευκεία 

2 3 0x y   . Δφο μάλιςτα απ’ αυτοφσ περιγράφουν τισ λφςεισ ωσ ςυντεταγμζνεσ 

ςθμείων που ανικουν ςτθν ευκεία, ενϊ ζνασ τρίτοσ μακθτισ γράφει ότι «οι λφςεισ 

αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία που βρίςκονται πάνω ςτθ ευκεία 2 3 0x y   ». Οι τρείσ 

αυτοί μακθτζσ, με τισ εκφράςεισ που χρθςιμοποιοφν δείχνουν να αντιλαμβάνονται 

το ςφνολο των λφςεων μιασ εξίςωςθσ ωσ ζνα διαφορετικό, από τα ςθμεία του 

ςχιματοσ, ςφνολο. Μία απ’ αυτζσ τισ απαντιςεισ είναι θ παρακάτω. 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν, που απλά 

αναφζρουν ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι άπειρεσ. 

 Δφο μακθτζσ βρίςκουν μία λφςθ τθσ εξίςωςθσ. Θ απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν 

τρίτθ κατθγορία. 
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 Οι απαντιςεισ τεςςάρων μακθτϊν, που επιλφουν απλά τθν εξίςωςθ ωσ προσ ζνα 

άγνωςτο ι περιγράφουν τθν παραπάνω διαδικαςία, παρερμθνεφοντασ τθν 

ερϊτθςθ, ςυμπεριελιφκθςαν ςτθν τζταρτθ κατθγορία. 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν δφο απαντιςεισ. Στθν πρϊτθ απάντθςθ θ 

μακιτρια γράφει ότι «θ εξίςωςθ ζχει παραπάνω από μία λφςθ», χωρίσ να 

διευκρινίηει το πλικοσ των λφςεων. Στθ δεφτερθ απάντθςθ απλά περιγράφει θ 

μακιτρια το είδοσ τθσ εξίςωςθσ που ζχουμε λζγοντασ ότι «είναι μια εξίςωςθ 

πρϊτου βακμοφ με δφο αγνϊςτουσ». 

 Σε τρείσ από τισ τζςςερισ απαντιςεισ, που ςυμπεριελιφκθςαν ςτθν ζκτθ κατθγορία, 

διαπιςτϊνεται αδυναμία εφρεςθσ λφςεων. Για παράδειγμα ο ζνασ από τουσ τρείσ 

μακθτζσ γράφει ότι θ εξίςωςθ είναι «αδφνατθ, διότι δεν ξζρουμε ζναν από τουσ δφο 

αγνϊςτουσ x  και y ». Στθν τζταρτθ απάντθςθ ο μακθτισ ςκεπτόμενοσ ςωςτά 

γράφει για ςθμείο που οι ςυντεταγμζνεσ του επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ, αλλά 

προςδιορίηει λάκοσ το πλικοσ των λφςεων αφοφ αναφζρεται ςε ζνα ςθμείο. Ασ 

δοφμε τθν απάντθςθ αυτι. 

 

Για τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ, θ κατθγοριοποίθςθ των απαντιςεων ζγινε ομοίωσ με τθν 

εξίςωςθ τθσ παραβολισ του 1ου ερωτθματολογίου. Οι κατθγορίεσ απαντιςεων είναι οι εξισ: 

 Οι λφςεισ είναι τα ςημεία τησ ζλλειψησ ή η ζλλειψη (8.3.1). 

 Οι λφςεισ είναι άπειρεσ (8.3.2). 

 Μια ή δφο λφςεισ τησ εξίςωςησ (8.2.3). 

 Επίλυςη η περιγραφή επίλυςησ (8.2.4). 

 Διάφορεσ ςωςτζσ προτάςεισ (8.2.5). 

 Λάθοσ απόψεισ ή προςεγγίςεισ (8.2.6). 

 Δεν απάντηςαν (8.2.7). 

Αναλυτικότερα για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που αναφζρουν ότι 

θ ζλλειψθ 
2

2 1
4

y
x    ι τα ςθμεία τθσ ζλλειψθσ είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ, χωρίσ 
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να λείπουν οι απαντιςεισ (ζχουμε τρείσ τζτοιεσ) που αναφζρονται ςε ςυντεταγμζνεσ 

ςθμείων τθσ ζλλειψθσ ι ότι οι λφςεισ αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία τθσ ζλλειψθσ. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που απλά 

αναφζρουν ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι άπειρεσ. 

 Ζνασ μακθτισ βρίςκει μία λφςθ τθσ εξίςωςθσ, ενϊ ζνασ άλλοσ βρίςκει δφο λφςεισ. Οι 

απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν τρίτθ κατθγορία. 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν δφο απαντιςεισ. Στθν πρϊτθ γίνεται 

περιγραφι επίλυςθσ, ενϊ ςτθ δεφτερθ, όπωσ φαίνεται παρακάτω, επιλφεται θ 

εξίςωςθ ωσ προσ y  και θ μακιτρια γράφει τισ δφο ςχζςεισ ωσ ςυναρτιςεισ. 

 

 Στθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν δφο απαντιςεισ. Στθν πρϊτθ απάντθςθ θ 

μακιτρια απλά ξαναγράφει τθν εξίςωςθ ςτθ μορφι 
2

2 1
4

y
x    , χωρίσ να 

ςυμπλθρϊνει τθν απάντθςι τθσ δθλϊνοντασ ότι πρόκειται για εξίςωςθ ζλλειψθσ. 

Στθ δεφτερθ απάντθςθ, απλά περιγράφει θ μακιτρια το είδοσ τθσ εξίςωςθσ που 

ζχουμε λζγοντασ ότι «είναι μια εξίςωςθ δευτζρου βακμοφ με δφο αγνϊςτουσ». 

 Στθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκαν επτά απαντιςεισ. Οι τρείσ απ’ αυτζσ αναφζρονται 

ςε άλλεσ καμπφλεσ, όπωσ υπερβολι, κφκλο και παραβολι. Σε δφο απ’ αυτζσ 

δθλϊνεται θ πεποίκθςθ ότι «δεν μποροφμε να ζχουμε λφςεισ γιατί ζχουμε δφο 

μεταβλθτζσ». Επίςθσ ςε μία απάντθςθ αναφζρεται ότι «οι λφςεισ είναι δφο ςθμεία». 

Τζλοσ υπάρχει και μία απάντθςθ που περιορίηει τισ λφςεισ να είναι κετικζσ, όπωσ 

φαίνεται παρακάτω. 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, ςε ςχζςθ με τα αντίςτοιχα τθσ ενδζκατθσ 

ερϊτθςθσ του 1ου ερωτθματολογίου, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα ςχετικϊν 

ςυχνοτιτων. 



 172 

 

    

 

Πςον αφορά τθν εξίςωςθ με ζνα άγνωςτο, παρατθρείται μια πολφ μικρι αφξθςθ (2%) του 

ποςοςτοφ τω μακθτϊν που βλζπουν τισ λφςεισ τθσ ωσ ευκείεσ ςτο επίπεδο. Πμωσ το 

ποςοςτό που τθν λφνουν ςωςτά μειϊκθκε ςτο 44% από 52%, ςε 2% από 14% μειϊκθκε 

επίςθσ το ποςοςτό αυτϊν που τθ λφνουν λάκοσ, ενϊ αυξικθκε ςε 24% από 4% το ποςοςτό 

των μακθτϊν που δεν απαντοφν, γεγονόσ που μάλλον οφείλεται ςε δυςκολίεσ των μακθτϊν 

να λφςουν τθν εξίςωςθ αυτι. Άλλωςτε θ εξίςωςθ είναι δευτζρου βακμοφ, ενϊ ςτο πρϊτο 

ερωτθματολόγιο ιταν πρϊτου βακμοφ. Πςον αφορά τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ, υπάρχει 

αφξθςθ, κατά 14%, του ποςοςτοφ (από 22% πριν ςε 36% μετά) των μακθτϊν, που βλζπουν 

τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ (ι ςυντεταγμζνεσ ςθμείων τθσ ευκείασ ι 

αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία τθσ ευκείασ), κακϊσ επίςθσ και μία αφξθςθ, κατά 6%, του ποςοςτοφ 

(από 8% πριν ςε 14% μετά) των μακθτϊν που αναφζρουν ότι οι λφςεισ είναι άπειρεσ, 

γεγονόσ που οφείλεται, κατά πάςα πικανότθτα, ςτθ διδακτικι παρζμβαςθ, ςτθν οποία 

επιςθμάνκθκαν επανειλθμμζνα τα παραπάνω. Το ερϊτθμα ζγινε πιο κατανοθτό, αφοφ 

μειϊκθκε το ποςοςτό (από 18% πριν ςε 8% μετά) αυτϊν που επιλφουν τθν εξίςωςθ, κακϊσ 

επίςθσ μειϊκθκαν και οι λάκοσ απόψεισ και προςεγγίςεισ (από 26% πριν ςε 8% μετά). Τζλοσ 

αυξικθκαν οι μακθτζσ που δεν απαντοφν ςτο ερϊτθμα. Πλεσ οι παραπάνω παρατθριςεισ, 

οδθγοφν ςτο ςυμπζραςμα ότι υπάρχει μια μεταςτροφι των μακθτϊν ςε ςωςτότερεσ 

απόψεισ (ακόμα και θ αφξθςθ του ποςοςτοφ αυτϊν που δεν απαντοφν, ενδεχομζνωσ 

δείχνει περιςςότερθ ωριμότθτα από τθ μεριά τουσ). Για τθν παραβολι-ζλλειψθ τα 

αποτελζςματα δείχνουν να επιβεβαιϊνουν τθν τάςθ που εμφανίςτθκε παραπάνω ςτθν 

περίπτωςθ τθσ ευκεία. Σχεδόν διπλαςιάςτθκε το ποςοςτό των μακθτϊν (από 16% πριν ςε 
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30% μετά) που βλζπει τισ λφςεισ ωσ ςθμεία τθσ ζλλειψθσ, ενϊ αυξικθκε το ποςοςτό αυτϊν 

(από 12% πριν ςε 16% μετά) που αναφζρουν ότι ζχει άπειρεσ λφςεισ. Ρικανά, και λόγο του 

τφπου τθσ εξίςωςθσ τθσ ζλλειψθσ, ςε ςχζςθ με τθν εξίςωςθ τθσ παραβολισ, μειϊκθκε πάρα 

πολφ το ποςοςτό των μακθτϊν (από 30% πριν ςε 4% μετά) που επιλφουν τθν εξίςωςθ ωσ 

προσ ζνα άγνωςτο. Μειϊκθκε το ποςοςτό των μακθτϊν (από 22% πριν ςε 14% μετά) που 

προςεγγίηουν λάκοσ το κζμα, ενϊ αυξικθκε και πάλι το ποςοςτό αυτϊν (από 12% πριν ςε 

28% μετά) που δεν απάντθςαν. Ραρατθρείται μια ςτακερότθτα ςτισ απόψεισ των μακθτϊν, 

που απάντθςαν ςωςτά ςτο δεφτερο και τρίτο ερϊτθμα τθσ αντίςτοιχθσ ερϊτθςθσ του 

πρϊτου ερωτθματολογίου. Συγκεκριμζνα παρατθρείται, όςον αφορά τθν εξίςωςθ τθσ 

ευκείασ, ότι όλοι, εκτόσ από ζναν, που περιγράφουν τισ λφςεισ ωσ ςθμεία τθσ ευκείασ ςτο 

πρϊτο ερωτθματολόγιο, πράττουν το ίδιο και ςτο δεφτερο, ενϊ ςτθν περίπτωςθ τθσ 

παραβολισ-ζλλειψθσ, όλοι οι μακθτζσ που περιγράφουν τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ωσ ςθμεία 

τθσ παραβολισ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο, περιγράφουν τισ λφςεισ τθσ αντίςτοιχθσ 

εξίςωςθσ ωσ ςθμεία τθσ ζλλειψθσ (παράρτθμα Δ). 

9θ ερϊτθςθ 

Θ ερϊτθςθ αυτι, που ζπρεπε να απαντθκεί αιτιολογθμζνα, ιταν: «Ρόςεσ λφςεισ μπορεί 

να ζχει το ςφςτθμα (χωρίσ να το λφςετε); 

2 2( 1) ( 2) 36

2 5 7 0

x y

x y

    
 

   
». 

Ο ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ αυτισ, ιταν να διαπιςτωκεί αν υπιρξε αλλαγι του τρόπου 

αντίλθψθσ των εξιςϊςεων ενόσ τζτοιου ςυςτιματοσ (αλγεβρικό αντικείμενο), άρα και των 

λφςεων του και ςυγκεκριμζνα αν μετά τθ διδακτικι παρζμβαςθ αυξικθκε ο αρικμόσ των 

μακθτϊν που, μεταβαίνοντασ από μία αναπαράςταςθ ςε μία άλλθ, αναγνωρίηουν τισ 

καμπφλεσ ι ευκείεσ που παριςτάνουν οι εξιςϊςεισ αυτζσ και απαντοφν με βάςθ τθ 

γεωμετρικι αντίλθψθ που ζχουν για τα αντικείμενα αυτά (ςτθ 2θ  ερϊτθςθ του 2ου 

ερωτθματολογίου, ρωτοφςαμε ακριβϊσ το ίδιο πράγμα). 

Διατθρικθκαν οι ίδιεσ κατθγορίεσ απαντιςεων, μ’ αυτζσ που είχαν δθμιουργθκεί για τθν 

12θ ερϊτθςθ του πρϊτου ερωτθματολογίου, με ςτόχο να ςυγκρικοφν τα αποτελζςματα. Οι 

κατθγορίεσ αυτζσ είναι: 

  Σωςτή απάντηςη με αιτιολόγηςη γεωμετρική (9.1). 
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 Σωςτή απάντηςη με αιτιολόγηςη αλγεβρική (9.2). 

 Σωςτή απάντηςη χωρίσ αιτιολόγηςη (9.3). 

 Λάθοσ απάντηςη επιχειρϊντασ γεωμετρική αιτιολόγηςη (9.4). 

 Λάθοσ απάντηςη επιχειρϊντασ αλγεβρική αιτιολόγηςη (9.5). 

 Λάθοσ απάντηςη χωρίσ αιτιολόγηςη (9.6). 

 Δεν απάντηςαν (9.7). 

Αναλυτικότερα ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που ςκεπτόμενοι 

γεωμετρικά και διακρίνοντασ περιπτϊςεισ, προςδιορίηουν το πλικοσ των λφςεων 

από καμία ζωσ και δφο. Μία απ’ αυτζσ είναι: 

 

 Δφο μακθτζσ, που οι απαντιςεισ τουσ ςυμπεριελιφκθςαν ςτθ δεφτερθ κατθγορία, 

απαντοφν ςωςτά ςκεπτόμενοι αλγεβρικά το κζμα. Ασ ακολουκιςουμε τθ ςκζψθ του 

ενόσ απ’ αυτοφσ.  

 

 Οι απαντιςεισ δφο μακθτϊν εντάχκθκαν ςτθν τρίτθ κατθγορία. Ο πρϊτοσ απλά 

αναφζρει ότι το ςφςτθμα μπορεί να ζχει μζχρι δφο λφςεισ, ενϊ ο δεφτεροσ 

αναφζρεται ςε πλικοσ ςθμείων, όπωσ φαίνεται παρακάτω, δίνοντασ μια ζνδειξθ ότι 

αντιμετϊπιςε το κζμα γεωμετρικά. 

 

 Στθν τζταρτθ κατθγορία εντάχκθκε θ απάντθςθ ενόσ μακθτι που αντιμετωπίηει το 

κζμα γεωμετρικά, αλλά χωρίσ να λαμβάνει υπ’ όψιν του μία περίπτωςθ, με 

αποτζλεςμα να μθν απαντάει ςωςτά ςτο ερϊτθμα. 
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 Στθν πζμπτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν τρία είδθ απαντιςεων. Στο πρϊτο είδοσ, 

που ςυμπεριλαμβάνει επτά απαντιςεισ, οι μακθτζσ, μετρϊντασ χωριςτά τα x  και 

y , ανεβάηουν το πλικοσ των λφςεων του ςυςτιματοσ ςτον αρικμό τζςςερα, με 

αιτιολόγθςθ το γεγονόσ ότι θ μία εξίςωςθ είναι δευτζρου βακμοφ. Μια 

χαρακτθριςτικι απάντθςθ είναι θ παρακάτω: 

 

Στο δεφτερο είδοσ, ςυμπεριλαμβάνονται πζντε απαντιςεισ, ςτισ οποίεσ το πλικοσ 

των λφςεων γίνεται άπειρο. Ρροφανϊσ οι μακθτζσ που απάντθςαν κατ’ αυτόν τον 

τρόπο ιταν επθρεαςμζνοι από τθ διδακτικι παρζμβαςθ, ςτθν οποία το πλικοσ των 

λφςεων-ςθμείων των εξιςϊςεων που διαπραγματευτικαμε ιταν άπειρο. Μία απ’ 

αυτζσ είναι: 

 

Τζλοσ, ςτο τρίτο είδοσ ςυμπεριλαμβάνονται τζςςερισ απαντιςεισ, όπου με αιτία τθ 

δευτεροβάκμια εξίςωςθ, αναφζρουν ότι τα ςφςτθμα ζχει δφο λφςεισ. 

 Στθν ζκτθ κατθγορία εντάχκθκαν τζςςερισ απαντιςεισ. Στισ τρείσ απ’ αυτζσ 

αναφζρεται μόνο θ λζξθ «άπειρεσ» χωρίσ επεξθγιςεισ, ενϊ ςτθν τζταρτθ ο μακθτισ 

αναφζρει ότι ζχουμε ζξι λφςεισ, τρείσ για το x  και τρείσ για το y , ακροίηοντασ 

πικανά τουσ βακμοφσ των εξιςϊςεων ωσ προσ κάκε άγνωςτο, χωρίσ όμωσ να 

αιτιολογεί τθν απάντθςι του. 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, ςε ςχζςθ με τα αντίςτοιχα τθσ δωδζκατθσ 

ερϊτθςθσ του 1ου ερωτθματολογίου, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα ςχετικϊν 

ςυχνοτιτων. 
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Σε 30% ανζρχεται θ αφξθςθ του ποςοςτοφ (από 10% πριν ςε 40% μετά) των μακθτϊν, που 

μεταβαίνοντασ από τθν εξίςωςθ ςτο ςχιμα απαντοφν ςωςτά ςτθν ερϊτθςθ. Να ςθμειωκεί 

εδϊ ότι το 80% (16 από τουσ 20 μακθτζσ) των μακθτϊν που οι απαντιςεισ τουσ ανικουν 

ςτθν πρϊτθ κατθγορία, είχαν απαντιςει ςωςτά ςτθν 2θ  ερϊτθςθ, που αφοροφςε το 

πλικοσ των κοινϊν ςθμείων μιασ ευκείασ και ενόσ κφκλου (παράρτθμα Δ). Επίςθσ, οι 

τζςςερισ από τουσ πζντε μακθτζσ που ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο απαντοφν ςωςτά 

προςεγγίηοντασ το κζμα γεωμετρικά, πράττουν το ίδιο και ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο, 

ενϊ ο πζμπτοσ απαντάει ςωςτά προςεγγίηοντασ το κζμα αλγεβρικά (παράρτθμα Δ). 

Ακροίηοντασ τα ποςοςτά των κατθγοριϊν 9.1 και 9.2 προκφπτει ότι περίπου οι μιςοί 

μακθτζσ (48%) να απαντοφν ςωςτά αυτι τθ φορά, ζναντι του μικροφ ςχετικά ποςοςτοφ 

(14%) των ςωςτϊν απαντιςεων ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο. Το ποςοςτό των μακθτϊν που 

φζρνουν ςτο μυαλό τουσ τα ςχιματα, που παριςτάνουν οι εξιςϊςεισ, πριν απαντιςουν, 

αυξικθκε κατά 32% (10% πριν και 42% μετά) και είναι μεγαλφτερο από το ποςοςτό αυτϊν 

που επιχειροφν αλγεβρικά να απαντιςουν (42% ζναντι 36%). Απ’ αυτοφσ που επιχειροφν 

αντιμετωπίηοντασ το κζμα γεωμετρικά το 95,24% απαντάει ςωςτά, ενϊ απ’ αυτοφσ που 

επιχειροφν αλγεβρικά μόνο το 11,11% απαντάει ςωςτά. Δθλαδι, θ αφξθςθ του ποςοςτοφ 

των μακθτϊν που μεταβαίνουν από τθν εξίςωςθ ςτο ςχιμα, πριν απαντιςουν, ιταν ο 

κακοριςτικόσ παράγοντασ τθσ βελτίωςθσ τθσ επίδοςθσ των μακθτϊν ςτθν ερϊτθςθ αυτι. 

10θ ερϊτθςθ 

Στθν δζκατθ ερϊτθςθ, ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να γράψουν αιτιολογθμζνα το είδοσ 

τθσ επίπεδθσ γραμμισ, που είναι οι γραφικζσ παραςτάςεισ των παρακάτω ςυναρτιςεων:  

( ) 3 7,f x x x    και ( ) , 0k x x x    και 2( ) 2 4 , 2 2g x x x      

Ο ςκοπόσ τθσ ερϊτθςθσ αυτισ, ιταν να διαπιςτωκεί αν βελτιϊκθκε θ επίδοςθ των 

μακθτϊν, όςον αφορά τθν αναγνϊριςθ τθσ ευκείασ και των καμπφλων ωσ γραφικζσ 
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παραςτάςεισ ςυναρτιςεων. Θ  απαίτθςθ να απαντιςουν αιτιολογθμζνα οι μακθτζσ, 

ουςιαςτικά είχε ςτόχο να τουσ προτρζψει να κάνουν χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x , για να 

φτιάξουν ςτθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ ι τθσ καμπφλθσ που προκφπτει. 

Οι απαντιςεισ κατθγοριοποιικθκαν, με τον ίδιο τρόπο που κατθγοριοποιικθκαν ςτθν 

13θ ερϊτθςθ του πρϊτου ερωτθματολογίου. Οι κατθγορίεσ για τθ ςυνάρτθςθ f  είναι οι 

παρακάτω: 

 Ευθεία (10.1.1). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (10.1.2). 

 Δεν απάντηςαν (10.1.3). 

Αναλυτικότερα για τισ κατθγορίεσ αυτζσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν τρία είδθ απαντιςεων. Στο πρϊτο είδοσ, 

οι μακθτζσ απλά αναφζρουν ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  είναι ευκεία (12 

μακθτζσ), ενϊ ςτο δεφτερο είδοσ οι μακθτζσ καταλιγουν ςτθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ 

μζςω τθσ χριςθσ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x  (18 μακθτζσ). Μια τζτοια απάντθςθ είναι θ 

παρακάτω. 

 

Τζλοσ τρείσ μακθτζσ δικαιολογοφν ότι είναι  ευκεία γιατί είναι 1ου βακμοφ 

πολυϊνυμο. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία εντάχκθκαν τρείσ απαντιςεισ, που ςτισ δφο απ’ αυτζσ 

αναφζρεται ότι πρόκειται για ζλλειψθ, ενϊ ςτθν τρίτθ ότι είναι παραβολι. 

Οι κατθγορίεσ για τθ ςυνάρτθςθ k  είναι οι παρακάτω: 

 Τμήμα παραβολήσ (10.2.1). 

 Παραβολή (10.2.2). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (10.2.3). 

 Δεν απάντηςαν (10.2.4). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 
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 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι πρόκειται για 

τμιμα παραβολισ. Στισ περιςςότερεσ δείχνεται ςτο ςχιμα όπωσ φαίνεται ςτθν 

παρακάτω απάντθςθ. 

 

Κάποιοι προςδιορίηουν το τμιμα καμπφλθσ από τθ ςχζςθ 0y  , ενϊ μια μακιτρια 

όπωσ και ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο αναφζρεται ςε «θμιςυνάρτθςθ» παραβολισ. 

Από τουσ επτά μακθτζσ που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτθν κατθγορία αυτι, 

μόνο δφο δεν κάνουν χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y k x . 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

αναφζρουν ότι θ γραφικι παράςταςθ είναι παραβολι. Οι μιςοί (6 ςτουσ 12) 

μακθτζσ κάνουν χριςθ του τφπου ( )y k x  για να καταλιξουν ςτθν εξίςωςθ τθσ 

παραβολισ. Ζνα παράδειγμα είναι το παρακάτω.  

 

Οι υπόλοιποι απλά αναφζρουν το όνομα. 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν διάφορεσ απαντιςεισ. Δφο μακθτζσ γράφουν 

ςωςτά ότι πρόκειται για καμπφλθ, χωρίσ να διευκρινίηουν περαιτζρω τθν άποψι 

τουσ. Ζξι μακθτζσ απάντθςαν ότι είναι ευκεία και μάλιςτα ζνασ απ’ αυτοφσ, όπωσ 

φαίνεται παρακάτω, δικαιολογεί τθν άποψθ του κεωρϊντασ, λακεμζνα βζβαια, ότι 

είναι πρϊτου βακμοφ.  

 

 Οι υπόλοιποι μακθτζσ γράφουν ότι  είναι ςθμείο, ζλλειψθ ι υπερβολι. 

Για τθ ςυνάρτθςθ g  δθμιουργικθκαν οι παρακάτω κατθγορίεσ, ςε αντιςτοιχία με τισ 

κατθγορίεσ που είχαν δθμιουργθκεί για τθν αντίςτοιχθ ςυνάρτθςθ (θμικφκλιο) ςτο 1ο 

ερωτθματολόγιο. 

 Τμήμα ζλλειψησ (10.3.1). 

 Ζλλειψη (10.3.2). 
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 Διάφορεσ άλλεσ απαντήςεισ (10.3.3). 

 Δεν απάντηςαν (10.3.4). 

Αναλυτικότερα ςε ςχζςθ με τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Οι τζςςερισ ςτουσ πζντε μακθτζσ που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ς’ αυτιν τθν 

κατθγορία με χριςθ του τφπου ( )y g x  καταλιγουν ςτθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ. 

Στθ ςυνζχεια αναφζρουν ότι πρόκειται για τμιμα ζλλειψθσ, με δφο απ’ αυτοφσ να 

κάνουν και το ςχετικό ςχιμα. Ο πζμπτοσ χωρίσ καμία αιτιολόγθςθ γράφει ότι: «είναι 

κομμάτι ζλλειψθσ με εςτίεσ ςτον 'y y  και 0y  ». 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία όλεσ οι απαντιςεισ, εκτόσ μίασ που απλά ανζφερε ότι 

ζχουμε ζλλειψθ, είναι πανομοιότυπεσ. Ασ δοφμε μία απ’ αυτζσ.  

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν διάφορεσ απαντιςεισ. Ρροφανϊσ 

επθρεαςμζνοι από τθ διδακτικι παρζμβαςθ, που μελετικθκε θ ςυνάρτθςθ 

2( ) 4 , 2 2f x x x     , περιςςότεροι από τουσ μιςοφσ (11 ςτουσ 21) μακθτζσ 

απαντοφν κφκλοσ ι θμικφκλιο, χωρίσ οι περιςςότεροι να προςπακιςουν να 

διαπιςτϊςουν αν όντωσ είναι κφκλοσ. Δε λείπουν βζβαια και τα αλγεβρικά λάκθ 

(ξζχαςε το 2 που υπιρχε πριν από τθ ρίηα και το τετράγωνο για τθν f ) που οδθγοφν 

ςε λάκοσ απαντιςεισ, όπωσ φαίνεται παρακάτω.  

 

Τζςςερισ μακθτζσ απαντοφν ςωςτά ότι πρόκειται για καμπφλθ και μάλιςτα δφο απ’ 

αυτοφσ αιτιολογοφν τθν άποψι τουσ λζγοντασ ότι είναι δευτζρου βακμοφ (βλζπουν 

το 2x ). Οι υπόλοιπεσ απαντιςεισ είναι υπερβολι, ευκεία ι ακόμα και ςθμείο. Τρείσ 

από τουσ μακθτζσ κάνουν χριςθ του τφπου ( )y g x . 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, ςε ςχζςθ με τα αντίςτοιχα τθσ 13θσ  ερϊτθςθσ 

του 1ου ερωτθματολογίου, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 
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Ραρατθρείται  μια μικρι ςχετικά αφξθςθ του ποςοςτοφ των ςωςτϊν απαντιςεων και για τισ 

τρείσ ςυναρτιςεισ, ενϊ ακόμθ και αν, για τισ k  και g  , ακροίςουμε τα ποςοςτά των δφο 

πρϊτων κατθγοριϊν, τότε για τθν k  δεν υπάρχει διαφορά από το πρϊτο ερωτθματολόγιο, 

ενϊ για τθν g  ζχουμε μια μικρι αφξθςθ. Ριο ςυγκεκριμζνα, για τθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ 

υπάρχει μια μικρι αφξθςθ (8%) ςτο ποςοςτό των μακθτϊν που δίνουν τθ ςωςτι απάντθςθ, 

ενϊ περιςςότεροι από τουσ μιςοφσ (18 ςτουσ 33 μακθτζσ), απ’ αυτοφσ που απαντοφν 

ςωςτά, κάνουν χριςθ του εντατικοφ αντικειμζνου ( )y f x , για να οδθγθκοφν ςτθν 

εξίςωςθ τθσ ευκείασ. Για τθ δεφτερθ ςυνάρτθςθ παρατθρείται υπερδιπλαςιαςμόσ (14% 

μετά ζναντι 6% πριν) των ςωςτϊν απαντιςεων. Οι μακθτζσ που αναφζρονται ςε τμιμα 

παραβολισ ςτθν πλειοψθφία τουσ (5 ςτουσ 7) προζρχονται από τθν κατθγορία των 

μακθτϊν που ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο απαντοφν παραβολι (παράρτθμα Δ). Επίςθσ 

πζντε από τουσ επτά μακθτζσ κάνουν χριςθ του τφπου ( )y k x  για να φτάςουν ςτθν 

εξίςωςθ τθσ παραβολισ. Μειϊκθκε το ποςοςτό (από 32% ςε 24%) των απαντιςεων που 

αναφζρουν ότι θ γραφικι παράςταςθ είναι παραβολι, με τουσ μιςοφσ μακθτζσ να 

βρίςκουν τθν εξίςωςθ πριν απαντιςουν. Αν ακροιςτοφν τα ποςοςτά 

(6%+32%=14%+24%=38%) των απαντιςεων των δφο αυτϊν κατθγοριϊν, τότε προκφπτει ότι 

το ποςοςτό δεν αλλάηει μεταξφ του πρϊτου και δεφτερου ερωτθματολογίου. Πμωσ δεν 

είναι οι ίδιοι μακθτζσ που απαντοφν μ’ αυτόν τον τρόπο και ςτα δφο ερωτθματολόγια. Για 

τθν πρϊτθ ςυνάρτθςθ, το 78% των μακθτϊν ζχουν απαντιςει τουλάχιςτον μία φορά ότι 

είναι ευκεία, ενϊ το 46% και τισ δφο φορζσ απαντάει ότι είναι ευκεία (παράρτθμα Δ). Από 
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το 20% των μακθτϊν που απαντοφν για πρϊτθ φορά ςωςτά ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο, 

το 60% κάνει χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x , πριν απαντιςει. Για τθ δεφτερθ ςυνάρτθςθ, το 

48% των μακθτϊν ζχουν απαντιςει ότι είναι παραβολι ι τμιμα παραβολισ τουλάχιςτον 

μία φορά, ενϊ το 28% και τισ δφο φορζσ απαντάει με αυτόν τον τρόπο (παράρτθμα Δ). Από 

το 10% των μακθτϊν, που απαντοφν πρϊτθ φορά μ’ αυτόν τον τρόπο ςτο δεφτερο 

ερωτθματολόγιο, πάλι το 60% κάνει χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y k x , πριν απαντιςουν. Θ 

παραπάνω παρατιρθςθ οδθγεί ςτο ςυμπζραςμα ότι μια μικρι μερίδα (12% για τθν ευκεία 

και 10% για τθν παραβολι) μακθτϊν μετακινικθκε από ςωςτότερεσ ςε πιο λακεμζνεσ 

απόψεισ, αλλά και ςτο ςυμπζραςμα ότι, πάνω από τουσ μιςοφσ μακθτζσ, που για πρϊτθ 

φορά ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο εκφράςτθκαν πιο ςωςτά, κάνουν χριςθ του εντατικοφ 

αντικειμζνου ( )y f x  πριν διατυπϊςουν τθν άποψι τουσ. Τζλοσ για τθ ςυνάρτθςθ g  

υπάρχει αφξθςθ του ποςοςτοφ των ςωςτϊν απαντιςεων κατά 4% (από 6% πριν ςε 10% 

μετά), ενϊ ακροιςτικά ζχουμε αφξθςθ κατά 6% των ποςοςτϊν (από 20% ςε 26%) των 

μακθτϊν που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτισ δφο πρϊτεσ κατθγορίεσ. Επίςθσ 

παρατθρείται αφξθςθ του ποςοςτοφ των μακθτϊν που απαντοφν διαφορετικά, με τουσ 

περιςςότερουσ απ’ αυτοφσ να απαντοφν κφκλοσ ι θμικφκλιο. Το τελευταίο οφείλεται 

μάλλον ςτθν επιρροι τθσ διδακτικισ παρζμβαςθσ ςτουσ μακθτζσ (ο κφκλοσ φτιάχτθκε ωσ 

γραφικι παράςταςθ δφο ςυναρτιςεων, που οι τφποι τουσ μοιάηουν με τον τφπο τθσ g ). 

Από τουσ μακθτζσ που οι απαντιςεισ τουσ εντάχκθκαν ςτισ δφο πρϊτεσ κατθγορίεσ 

απαντοφν με τον ίδιο τρόπο (οι απαντιςεισ ανικουν ςτισ δφο πρϊτεσ κατθγορίεσ) το 70%. 

Ραρατθρείται μεγάλθ αφξθςθ τθσ χριςθσ του εντατικοφ αντικειμζνου ( )y f x , αν και οι 

περιςςότεροι μακθτζσ απαντοφν, χωρίσ να επιχειροφν με τθ χριςθ του να φτάςουν ςτθν 

εξίςωςθ τθσ γραμμισ. Συγκεκριμζνα κάνουν χριςθ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x , για τθν ευκεία 

18 από τουσ 36 μακθτζσ που απάντθςαν, για τθν παραβολι 11 (6 μακθτζσ από τθν 

κατθγορία 10.2.1 και 5 μακθτζσ από τθν 10.2.2) από τουσ 33 μακθτζσ που απάντθςαν και 

τζλοσ ςτθν ζλλειψθ 14 (4 μακθτζσ από τθν κατθγορία 10.3.1, 7 μακθτζσ από τθν 10.3.2 και 3 

μακθτζσ από τθν 10.3.3) από τουσ 34 μακθτζσ που απάντθςαν. Στο πρϊτο ερωτθματολόγιο 

ζνασ μόνο μακθτισ κάνει χριςθ τθσ εξίςωςθσ αυτισ. Κεωρείται ότι θ μεγάλθ αφξθςθ τθσ 

χριςθσ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x  οφείλεται ςε δφο λόγουσ. Ο πρϊτοσ είναι ότι υπιρξε 

προτροπι ςτουσ μακθτζσ να αιτιολογιςουν τθν άποψι τουσ και ο δεφτεροσ είναι θ 

εκτεταμζνθ χριςθ τθσ εξίςωςθσ ςτθ διδακτικι παρζμβαςθ. Ραρά τθν αφξθςθ τθσ χριςθσ 
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τθσ εξίςωςθσ, τα ποςοςτά χριςθσ τθσ (από 22% ζωσ 36%) παραμζνουν χαμθλά και αυτόσ 

ίςωσ να είναι και ο λόγοσ που και τα ποςοςτά αναγνϊριςθσ τθσ ευκείασ ι καμπφλθσ που 

ζχουν ωσ γραφικζσ παραςτάςεισ οι παραπάνω ςυναρτιςεισ παραμζνουν και αυτά αρκετά 

χαμθλά. Δθλαδι, πολλοί μακθτζσ απαντοφν με βάςθ τθν αίςκθςθ που ζχουν και όχι με 

βάςθ κάποιο ςυλλογιςμό που προζρχεται από το χειριςμό του τφπου τθσ ςυνάρτθςθσ, 

παρά το γεγονόσ ότι ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο θ ερϊτθςθ ςυμπλθρϊκθκε ηθτϊντασ να 

αιτιολογιςουν τθν απάντθςι τουσ, με ςτόχο να αναγκαςτοφν να επεξεργαςτοφν τον τφπο 

τθσ ςυνάρτθςθσ, ςε ςυνδυαςμό με το εντατικό αντικείμενο ( )y f x . Τζλοσ, αρκετοί 

μακθτζσ που καταλιγουν ςτισ εξιςϊςεισ τθσ παραβολισ ι τθσ ζλλειψθσ, δε λαμβάνουν υπ’ 

όψιν τουσ περιοριςμοφσ που κα τουσ οδθγοφςαν ςτθ ςωςτι απάντθςθ. 

11θ ερϊτθςθ 

Θ ενδζκατθ ερϊτθςθ ηθτοφςε από τουσ μακθτζσ να γράψουν, αν θ ωριαία διδακτικι 

παρζμβαςθ ιταν ευχάριςτθ ι δυςάρεςτθ εμπειρία και αν κφλιςε δθμιουργικά ι βαρετά. Ο 

ςτόχοσ τθσ ερϊτθςθσ ιταν να διαγνωςτεί το ςυναίςκθμα (ευχαρίςτθςθ ι δυςφορία) που 

άφθςε ςτουσ μακθτζσ αυτι θ παρζμβαςθ και ταυτόχρονα αν κεωροφν ότι απαςχολικθκαν 

δθμιουργικά τθν ϊρα αυτι ι όχι. 

Επειδι κάποιοι μακθτζσ εκφράςτθκαν εκτόσ των πλαιςίων τθσ ερϊτθςθσ, 

κατθγοριοποιικθκαν οι απαντιςεισ ωσ εξισ: 

  Ευχάριςτη και δημιουργική εμπειρία (11.1). 

 Ευχάριςτη εμπειρία (11.2). 

 Δημιουργική εμπειρία (11.3).  

 Βαρετά (11.4). 

 Άλλη απάντηςη (11.5). 

 Δεν απάντηςαν (11.6).  

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι θ διδακτικι 

παρζμβαςθ ιταν ευχάριςτθ και δθμιουργικι εμπειρία. Σε κάποιεσ απ’ αυτζσ τισ 

απαντιςεισ και ςτο πλαίςιο τθσ αιτιολόγθςθσ τθσ άποψισ τουσ, οι μακθτζσ 



 183 

 

αναφζρουν ότι ζμακαν καινοφρια πράγματα ι ζκαναν μια καλι επανάλθψθ ι ότι 

ξεκακάριςαν πράγματα. Μία απ’ αυτζσ είναι:  

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

περιορίςτθκαν να δθλϊςουν ότι ιταν μια ευχάριςτθ εμπειρία, χωρίσ να απαντοφν 

ςτο δεφτερο ςκζλοσ τθσ ερϊτθςθσ. 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ, που απαντϊντασ ςτο άλλο ςκζλοσ 

τθσ ερϊτθςθσ, αναφζρουν ότι θ διδακτικι παρζμβαςθ ιταν δθμιουργικι εμπειρία. 

 Για τθν τζταρτθ κατθγορία ζχουμε δφο απαντιςεισ που αναφζρουν ότι θ ϊρα κφλιςε 

βαρετά. 

 Ρζντε μακθτζσ επζλεξαν να διατυπϊςουν τθν άποψι τουσ διαφορετικά. Οι τζςςερισ 

απ’ αυτοφσ χαρακτθρίηουν τθν εμπειρία τουσ αυτι ωσ ενδιαφζρουςα για διάφορουσ 

λόγουσ ο κακζνασ. Ο πζμπτοσ μακθτισ γράφει: 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτο παρακάτω ραβδόγραμμα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

    

Θ εμπειρία ιταν ευχάριςτθ για το 66% των μακθτϊν, ενϊ θ διδακτικι παρζμβαςθ κφλιςε 

δθμιουργικά για το 68% των μακθτϊν. Τζςςερισ μακθτζσ (8%) χαρακτιριςαν τθν εμπειρία 

ωσ ενδιαφζρουςα, ενϊ δφο μακθτζσ (4%) εκφράςτθκαν αρνθτικά (τθ χαρακτιριςαν 

βαρετι). 

12θ ερϊτθςθ 

Θ ερϊτθςθ αυτι ιταν: «Σου ζκανε εντφπωςθ κάτι, απ’ αυτά που ςυνζβθςαν ςτθν ωριαία 

διδακτικι παρζμβαςθ; Αν ναι, ποιο ιταν αυτό που ςε εντυπωςίαςε;». Ο ςτόχοσ τθσ 
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ερϊτθςθσ ιταν θ διάγνωςθ του ςυμβάντοσ εκείνου που εντυπωςίαςε τουσ μακθτζσ, κατά 

τθ διάρκεια τθσ διδακτικισ παρζμβαςθσ. 

Εντυπωςιάςτθκαν ι όχι οι μακθτζσ; Οι κατθγορίεσ απαντιςεων είναι οι εξισ: 

 Ναι (12.1.1). 

 Πχι (12.1.2). 

 Δεν απάντθςαν (12.1.3). 

Πμωσ ποιο ιταν αυτό που τουσ εντυπωςίαςε; Οι απαντιςεισ των μακθτϊν, εμπίπτουν 

ςτισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Θ παρουςίαςθ (12.2.1). 

 Το πρόγραμμα EucliDraw (12.2.2). 

 Θ ςχζςθ του ςυνόλου των λφςεων με τα ςθμεία του ςχιματοσ (12.2.3). 

 Θ ςφνδεςθ των ςυναρτιςεων με τισ κωνικζσ τομζσ (12.2.4). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντιςεισ (12.2.5). 

 Δεν απάντθςαν (12.2.6). 

Αναλυτικότερα ςε ςχζςθ με τθ δεφτερθ κατθγοριοποίθςθ ζχουμε: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

εντυπωςιάςτθκαν από τθν παρουςίαςθ ςυνολικά ι από τον τρόπο που 

παρουςιάςτθκαν τα μακθματικά αντικείμενα. Ασ δοφμε μια τζτοια απάντθςθ. 

 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

εντυπωςιάςτθκαν με το πρόγραμμα EucliDraw. 

 

 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ τριϊν μακθτϊν, που 

εντυπωςιάςτθκαν όταν ςυνειδθτοποίθςαν, ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ είναι 

ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του ςχιματοσ. 
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 Στθν τζταρτθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν τρείσ απαντιςεισ που αναφζρουν, ότι θ 

ςχζςθ των ςυναρτιςεων με τισ κωνικζσ τομζσ είναι εντυπωςιακι. Μία απ’ αυτζσ 

είναι: 

 

 Τζλοσ ςτθν πζμπτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ πζντε μακθτϊν, που δεν 

μποροφςαν να ενταχκοφν ςτισ παραπάνω κατθγορίεσ. Για παράδειγμα, κάποιον απ’ 

αυτοφσ τον εντυπωςίαςε θ ευκολία που δόκθκαν οι ζννοιεσ, ενϊ κάποιον άλλο τον 

εντυπωςίαςαν οι ερωτιςεισ που διατυπϊκθκαν τθν ϊρα τθσ διδακτικισ 

παρζμβαςθσ. 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. 

    

Ρερίπου οι μιςοί μακθτζσ (54%) δθλϊνουν ότι εντυπωςιάςτθκαν, ενϊ ζνασ ςτουσ τζςςερισ 

περίπου (24%) γράφει ότι δεν εντυπωςιάςτθκε. Από τουσ μακθτζσ που εντυπωςιάςτθκαν 

ζχουμε ζναν ςτουσ τρείσ (33,33%) να δθλϊνει ότι του ζκανε εντφπωςθ θ παρουςίαςθ ι ο 

τρόποσ παρουςίαςθσ των μακθματικϊν αντικειμζνων, χωρίσ να υπειςζρχεται ςε επιμζρουσ 

κζματα τθσ παρουςίαςθσ. Το δεφτερο πιο εντυπωςιακό πράγμα που κεωροφν οι μακθτζσ 

είναι το πρόγραμμα  EucliDraw με ποςοςτό 22,22%, απ’ αυτοφσ που εντυπωςιάςτθκαν. 

Τζλοσ από τθν ίδια κατθγορία μακθτϊν ζνα ςχετικά μικρό ποςοςτό  (11,11%) 

εντυπωςιάςτθκαν, με τθ ςχζςθ του ςυνόλου των λφςεων μιασ εξίςωςθσ και των  

ςυντεταγμζνων των ςθμείων του ςχιματοσ και το ίδιο ποςοςτό εντυπωςιάςτθκαν με τθ 

ςχζςθ των ςυναρτιςεων με τισ κωνικζσ τομζσ. 
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13θ ερϊτθςθ 

 Θ 13θ και τελευταία ερϊτθςθ ιταν: «Ζμακεσ κάτι καινοφριο; Αν ναι, ποιο ιταν αυτό;», 

με ςτόχο να διαπιςτωκεί αν οι μακθτζσ κεωροφν ότι προςτζκθκε κάτι καινοφριο ςτισ 

γνϊςεισ τουσ, και ποιο ιταν αυτό. 

Ζμακαν κάτι καινοφργιο ι όχι; Οι κατθγορίεσ απαντιςεων είναι οι εξισ: 

  Ναι (13.1.1). 

 Πχι (13.1.2). 

 Δεν απάντθςαν (13.1.3). 

Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ που αναφζρουν ότι ζμακαν κάτι 

καινοφργιο. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ, εκείνων των μακθτϊν, 

που δθλϊνουν οι δεν ζμακαν κάτι καινοφργιο. Μερικοί απ’ αυτοφσ (περίπου οι 

μιςοί), ςυμπλθρϊνουν τθν απάντθςι τουσ με δθλϊςεισ του τφπου: «ξεκακάριςα 

πράγματα» ι «ζκανα μια καλι επανάλθψθ». Μια τζτοια απάντθςθ είναι θ 

παρακάτω. 

 

Ροιο ιταν το καινοφργιο που ζμακαν; Οι κατθγορίεσ απαντιςεων που δθμιουργικθκαν 

είναι οι παρακάτω: 

 Τθ ςφνδεςθ των ςυναρτιςεων με τισ κωνικζσ τομζσ (13.2.1). 

 Τθ ςχζςθ του ςυνόλου των λφςεων με τα ςθμεία του ςχιματοσ (13.2.2). 

 Διάφορεσ άλλεσ απαντιςεισ (13.2.3). 

 Δεν απάντθςαν (13.2.4). 

Ριο αναλυτικά για τισ παραπάνω κατθγορίεσ μποροφν να αναφερκοφν τα εξισ: 

 Στθν πρϊτθ κατθγορία εντάχκθκαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που αναφζρουν ότι, 

το καινοφργιο που ζμακαν είναι θ ςχζςθ των ςυναρτιςεων με τισ κωνικζσ τομζσ. 

 Στθ δεφτερθ κατθγορία ςυμπεριελιφκθςαν οι απαντιςεισ των μακθτϊν που 

αναφζρουν, τθ ςχζςθ των λφςεων μιασ εξίςωςθσ δφο αγνϊςτων με τισ 

ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του ςχιματοσ. 
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 Στθν τρίτθ κατθγορία εντάχκθκαν διάφορεσ απαντιςεισ. Σε κάποιεσ απ’ αυτζσ δεν 

είναι ςαφζσ το καινοφργιο, αφοφ αναφζρουν ότι ζμακαν κάποιεσ λεπτομζρειεσ που 

τουσ διζφευγαν χωρίσ να προςδιορίηουν ποιεσ είναι αυτζσ. Επίςθσ κάποιοι 

δθλϊνουν γενικά ότι «ζμακα κάτι» ι «κατανόθςα κάποια πράγματα». Ζνασ μακθτισ 

απαντάει με χιοφμορ: 

 

Υπάρχουν βζβαια και απαντιςεισ που το καινοφργιο ςυγκεκριμενοποιείται. Δυο 

μακθτζσ δθλϊνουν, ότι το καινοφργιο που ζμακαν είναι ότι «θ ευκεία μπορεί να 

οριςτεί ωσ το ςφνολο των ςθμείων του επιπζδου, που ιςαπζχουν από δφο ςτακερά 

ςθμεία». Τζλοσ, ζνασ μακθτισ αναφζρει ότι ζμακε να αντιμετωπίηει και γεωμετρικά 

τισ εξιςϊςεισ, όπωσ βλζπουμε ςτθν παρακάτω απάντθςθ. 

 

Τα αποτελζςματα για τθν ερϊτθςθ αυτι, φαίνονται ςτα παρακάτω ραβδογράμματα 

ςχετικϊν ςυχνοτιτων. Στο δεφτερο ραβδόγραμμα, φαίνονται τα ποςοςτά των 20 μακθτϊν 

που ςτο αρχικό ερϊτθμα είχαν απαντιςει ότι ζμακαν κάτι καινοφργιο. 

    

Τζςςερισ ςτουσ δζκα μακθτζσ, δθλϊνουν ότι ζμακαν κάτι καινοφργιο και το ίδιο ποςοςτό 

απαντάει αρνθτικά. Από τουσ μακθτζσ που απάντθςαν κετικά, το 30% (6 μακθτζσ) αναφζρει 

τθν εμπλοκι των ςυναρτιςεων ςτθ μελζτθ των εννοιϊν ωσ νζα γνϊςθ, ενϊ το 15% (3 

μακθτζσ) ςτθ ςχζςθ του ςυνόλου των λφςεων με τα ςθμεία του ςχιματοσ. Επίςθσ τρείσ 

μακθτζσ (15% επί του ςυνόλου των μακθτϊν που απαντοφν κετικά), που οι απαντιςεισ 

τουσ εντάχκθκαν ςτθν κατθγορία 13.2.3, ςυγκεκριμενοποιοφν το καινοφργιο που ζμακαν, 

ενϊ το μεγαλφτερο ποςοςτό των μακθτϊν αυτισ τθσ κατθγορίασ (οκτϊ μακθτζσ ι 40% απ’ 

αυτοφσ που απαντοφν κετικά) δε ςυγκεκριμενοποιοφν τθν απάντθςθ τουσ. 
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4.9.2.  Συνοπτικό περιγραφό των αποτελεςμϊτων  

Για τουσ περιςςότερουσ μακθτζσ θ ωριαία διδακτικι παρζμβαςθ ιταν ευχάριςτθ και 

δθμιουργικι. Ράνω από τουσ μιςοφσ μακθτζσ εντυπωςιάςτθκαν από κάτι που ςυνζβθ τθν 

ϊρα αυτι. Αυτοφσ, κατά φκίνουςα ςειρά προτίμθςθσ, τουσ εντυπωςίαςαν θ παρουςίαςθ, 

το πρόγραμμα EucliDraw, θ ςχζςθ των λφςεων μιασ εξίςωςθσ με τισ ςυντεταγμζνεσ των 

ςθμείων του ςχιματοσ κ.α. Λιγότεροι από τουσ μιςοφσ μακθτζσ δθλϊνουν ότι ζμακαν κάτι 

καινοφργιο, αλλά ζνα μεγάλο ποςοςτό (40%) απ’ αυτοφσ, δεν το προςδιορίηουν. Απ’ αυτοφσ 

που το προςδιορίηουν οι περιςςότεροι αναφζρονται ςτθν εμπλοκι των ςυναρτιςεων ςτθ 

μελζτθ των εννοιϊν αυτϊν. 

Για τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ διαπιςτϊκθκε μια αφξθςθ, κατά 22%, 

των μακθτϊν που αναφζρουν ότι οι λφςεισ είναι ηευγάρια τιμϊν που επαλθκεφουν τθν 

εξίςωςθ (αφξθςθ 8%), ι ςυντεταγμζνεσ ςθμείων (αφξθςθ 14%). Αν προςτεκεί και θ αφξθςθ 

6% αυτϊν που αναφζρουν ότι οι  λφςεισ είναι ςθμεία, τότε θ ςυνολικι αφξθςθ ς’ αυτζσ τισ 

κατθγορίεσ απαντιςεων είναι 28%. Ζτςι φτάνουμε το 54% των μακθτϊν (26% πριν) να 

ςυςχετίηει το x  με το y  όταν αναφζρεται ςτισ λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ. Επίςθσ ςτθν 8θ 

ερϊτθςθ που ηθτοφςε από τουσ μακθτζσ να υλοποιιςουν τισ απόψεισ τουσ περί των 

λφςεων μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ, παρατθρικθκε αφξθςθ (14% και ςτισ δφο εξιςϊςεισ) του 

ποςοςτοφ των απαντιςεων που περιγράφουν τισ λφςεισ των ςυγκεκριμζνων εξιςϊςεων, ωσ 

ςθμεία τθσ ευκείασ και τθσ ζλλειψθσ αντίςτοιχα. 

Επιμζνουν (ςε ποςοςτό 64%, ζναντι 68% ςτθν παραβολι), όπωσ και ςτθν παραβολι, να 

προςπακοφν να περιγράφουν τθν ζλλειψθ με βάςθ το φορμαλιςτικό οριςμό. 

Ραρατθρικθκε μια μικρι αφξθςθ (6%) του ποςοςτοφ των μακθτϊν που περιγράφουν 

πλιρωσ τθν ζννοια τθσ ζλλειψθσ, ζναντι αυτϊν που περιγράφουν πλιρωσ τθν παραβολι. 

Θ προτροπι που ζγινε ςτουσ μακθτζσ να διακρίνουν περιπτϊςεισ, εκτόξευςε ςτο 72%, 

ζναντι του 28% πριν, το ποςοςτό των ςωςτϊν απαντιςεων για το πλικοσ των κοινϊν 

ςθμείων, που μπορεί να ζχει μια ευκεία με ζνα κφκλο. Θ αφξθςθ τθσ δομικισ προςζγγιςθσ 

(μετάβαςθ από τθν εξίςωςθ ςτο ςχιμα) των εξιςϊςεων κατά 32%, προκάλεςε ουςιαςτικά 

τθν αφξθςθ, κατά 32% (30% με γεωμετρικι αιτιολόγθςθ και 2% με αλγεβρικι αιτιολόγθςθ) 

των ςωςτϊν απαντιςεων, ςτθν ερϊτθςθ που ηθτοφςε να προςδιοριςτεί το πλικοσ των 

λφςεων, που μπορεί να ζχει ζνα ςφςτθμα εξιςϊςεων μιασ ευκείασ και ενόσ κφκλου. 
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Το 30% των μακθτϊν απαντάει ςωςτά και με πλθρότθτα ςτθν ερϊτθςθ αν ο κφκλοσ είναι 

γράφθμα ςυνάρτθςθσ και αν μποροφμε από το ςχιμα του κφκλου να ορίςουμε 

ςυναρτιςεισ, βελτιϊνοντασ ςαφϊσ τα αποτελζςματα τθσ 5θσ ερϊτθςθσ του πρϊτου 

ερωτθματολογίου (αν και θ ερϊτθςθ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο παρερμθνεφτθκε από 

πολλοφσ μακθτζσ). Στθν 10θ ερϊτθςθ που ηθτοφςε από τουσ μακθτζσ να αναφζρουν το 

είδοσ τθσ επίπεδθσ γραμμισ που είναι οι γραφικζσ παραςτάςεισ τριϊν ςυναρτιςεων 

(ευκεία, τμιμα παραβολισ, τμιμα ζλλειψθσ), παρατθρικθκε μια μικρι αφξθςθ των 

ςωςτϊν απαντιςεων κατά 4% ι 8%. Ραρατθρικθκαν ςτοιχεία που δείχνουν ότι οι μακθτζσ 

απαντοφν ςτθ ςυγκεκριμζνθ ερϊτθςθ με βάςθ τθ διαίςκθςι τουσ. Ράντωσ θ χριςθ τθσ 

εξίςωςθσ ( )y f x , πικανϊν να βοικθςε ςτθ βελτίωςθ τθσ επίδοςθσ, αλλά ςίγουρα 

βοικθςε οι μακθτζσ να απαντιςουν πιο ςυνειδθτά.  

Ρεριςςότεροι από τουσ μιςοφσ μακθτζσ (56%) μεταβαίνουν ςωςτά από τθν εξίςωςθ τθσ 

παραβολισ ςτο ςχιμα (5θ ερϊτθςθ). Πμωσ θ χριςθ του τφπου για τθν εφρεςθ ςθμείων του 

ςχιματοσ ςτθν παραβολι, δεν εξαςφαλίηει ότι κάποιοσ κα οδθγθκεί ςτο ςωςτό ςχιμα. Δφο 

ςτουσ τρείσ που φτιάχνουν λάκοσ ςχιμα, ζχουν βρει ςθμεία με μθ αρνθτικζσ 

ςυντεταγμζνεσ. Βζβαια 8 ςτουσ 19 μακθτζσ, που βρίςκουν λφςεισ που δεν παραπζμπουν ςε 

ςυμμετρικά ςθμεία, φτιάχνουν το ςχιμα ςωςτά, αφοφ πικανά βρίςκονται ςτο ςτάδιο τθσ 

ςυμπφκνωςθσ των εννοιϊν, με αποτζλεςμα να μθν ζχουν τθν ανάγκθ των ςθμείων με 

αρνθτικι τετμθμζνθ για να φτιάξουν ςωςτά το ςχιμα. 

Πςον αφορά τθ μετάβαςθ από το ςχιμα ςτθν εξίςωςθ και τον οριςμό ςτθν περίπτωςθ 

του κφκλου, ζναντι τθσ ζλλειψθσ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο, παρατθροφνται παρόμοια 

ποςοςτά (50% μετά και 56% πριν) επιτυχοφσ μετάβαςθσ από το ςχιμα ςτθν εξίςωςθ. 

Βζβαια υπάρχει μείωςθ κατά 24%, ςτο ποςοςτό αυτϊν που αναφζρουν τθ γενικι εξίςωςθ. 

Αυτό πικανά οφείλεται ςτθν αφξθςθ κατά  20%, του ποςοςτοφ των μακθτϊν που γράφουν 

λάκοσ τθν εξίςωςθ του κφκλου. Για  τθ μετάβαςθ ςτον εξειδικευμζνο οριςμό υπάρχει 

αφξθςθ κατά 20%, για τον κφκλο ζναντι τθσ ζλλειψθσ. Μείωςθ των ποςοςτϊν ςτισ 

υπόλοιπεσ κατθγορίεσ απαντιςεων, με τθ μεγαλφτερθ μείωςθ (18%) να παρατθρείται ςτισ 

λάκοσ απαντιςεισ, όμωσ υπάρχει αφξθςθ του ποςοςτοφ (16%) των μακθτϊν που δεν 

απάντθςαν ς’ αυτό το ερϊτθμα.  

Τζλοσ, για τθν 7θ ερϊτθςθ που ςχετίηεται με το αόριςτο ςφςτθμα, παρά το γεγονόσ ότι με 

τον τρόπο που τζκθκαν τα ερωτιματα υπιρχε ςκοπιμότθτα να ςτραφοφν οι μακθτζσ ςε 

δομικι προςζγγιςθ των εξιςϊςεων, μόνο το 32% αιτιολογεί τισ άπειρεσ λφςεισ ωσ ςυνζπεια 
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τισ ταφτιςθσ των ευκειϊν και μόλισ το 20% των μακθτϊν αναφζρει ότι οι λφςεισ ανικουν 

ςτθν ευκεία. Θ ςταδιακι αφξθςθ (από 8% για τθν εφρεςθ ςθμείων ςε 68% για τθν ερϊτθςθ 

που ανικουν οι λφςεισ) του ποςοςτοφ των μακθτϊν που δεν απαντοφν ςτθν ερϊτθςθ αυτι 

δείχνει αδυναμία απάντθςθσ ςτα ερωτιματα. 

4.10. Συμπερϊςματα   

Πςον αφορά τον πρϊτο ςτόχο που τζκθκε, παρατθρείται αφξθςθ, κατά 8%,  του ποςοςτοφ 

των μακθτϊν που βλζπουν τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ ωσ ξεχωριςτό 

ςφνολο (ηευγάρια τιμϊν που επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ). Ακροιςτικά παρατθρείται αφξθςθ 

28%, φτάνοντασ ςτο 54%, ςτο ποςοςτό των μακθτϊν που αντιλαμβάνονται τισ λφςεισ μιασ 

τζτοιασ εξίςωςθσ, με τα x  και y  ςυςχετιςμζνα (ηευγάρια τιμϊν που επαλθκεφουν τθν 

εξίςωςθ, ςυντεταγμζνεσ ςθμείων ι ςθμεία). Βζβαια, υπάρχει και το 40% των μακθτϊν που, 

από τισ απαντιςεισ τουσ, δε φαίνεται να ζχουν αντιλθφκεί τισ λφςεισ όπωσ οι παραπάνω. 

Για το 95% απ’ αυτοφσ, το ίδιο ςυνζβαινε και πριν τθ διδακτικι παρζμβαςθ. Συνζπεια 

αυτοφ του γεγονότοσ είναι, για παράδειγμα, ότι το 80% αυτϊν των μακθτϊν δεν 

αναγνωρίηει τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ 2 3 0x y    ςτα ςθμεία τθσ αντίςτοιχθσ ευκείασ 

(παράρτθμα Δ). Επίςθσ, παρατθρείται αφξθςθ κατά 14% του ποςοςτοφ των μακθτϊν που 

περιγράφουν τθσ λφςεισ μιασ ςυγκεκριμζνθσ εξίςωςθσ ωσ ςθμεία μιασ ευκείασ ι καμπφλθσ, 

φτάνοντασ το ποςοςτό τθσ επιτυχοφσ περιγραφισ ςτο 36% για τθν ευκεία και ςτο 30% για 

τθν ζλλειψθ. Τα ποςοςτά αυτά δεν είναι ιδιαίτερα ενκαρρυντικά, αν ςκεφτοφμε ότι τθν 

εξίςωςθ τθσ ευκείασ και τισ εξιςϊςεισ των καμπυλϊν, τισ αναγνωρίηουν ζνα πολφ 

μεγαλφτερο ποςοςτό μακθτϊν (98% τθν ευκεία, 88% για τθν ζλλειψθ). Για τουσ 

περιςςότερουσ μακθτζσ, δεν είναι δεδομζνο ότι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ τθσ ευκείασ ζχουν 

ςχζςθ με τθν ευκεία. Τζλοσ, ςτθν 7θ ερϊτθςθ υπάρχει ζνα ςχετικά μικρό ποςοςτό (20%) 

μακθτϊν που καταλιγουν ότι οι λφςεισ του ςυςτιματοσ ανικουν ςτθν ευκεία (αφοφ οι 

ευκείεσ ςυμπίπτουν). Πλα τα παραπάνω αποτελζςματα οδθγοφν ςτο ςυμπζραςμα ότι, 

παρά τθν αφξθςθ των ποςοςτϊν, οι περιςςότεροι μακθτζσ δεν ξεκακάριςαν πλιρωσ, από 

τθ διδακτικι παρζμβαςθ, τι είναι το ςφνολο των λφςεων μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ και ςε τι 

αντιςτοιχεί. Βζβαια, ο τρόποσ που παρουςιάςτθκε (μζςω παραδειγμάτων) δεν τουσ 

επζτρεψε να δουν όλο το ςφνολο και κατ’ επζκταςθ να αντιλθφκοφν ότι το ςφνολο αυτό 

βρίςκεται ςε μια αμφιμονοςιμαντθ αντιςτοιχία με τα ςθμεία του ςχιματοσ. Θ 
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ςυγκεκριμζνθ ιδιότθτα απλά επιςθμάνκθκε, χωρίσ περαιτζρω διευκρινιςεισ, αφοφ δεν είχε 

παρουςιαςτεί όλο το ςφνολο των λφςεων. Μςωσ αυτόσ να είναι ζνασ λόγοσ που οι άπειρεσ 

λφςεισ του ςυςτιματοσ δεν αντιςτοιχικθκαν με τα ςθμεία τθσ ευκείασ.  

Βζβαια, υπάρχει και το κζμα τθσ ζννοιασ τθσ εξίςωςθσ που εμπλζκεται εδϊ. Τι 

καταλαβαίνουν οι μακθτζσ όταν ακοφν τθ λζξθ εξίςωςθ και αντίςτοιχα λφςεισ τθσ εξίςωςθσ; 

Θ διδαςκαλία των εξιςϊςεων, ςτο Ελλθνικό εκπαιδευτικό ςφςτθμα, αρχίηει από το 

δθμοτικό. Μζχρι και τθν Αϋ Λυκείου οι εξιςϊςεισ, οι οποίεσ γίνονται αντικείμενο μελζτθσ 

από τουσ μακθτζσ, περιζχουν ζνα άγνωςτο και ζχουν ςχεδόν πάντα πεπεραςμζνο πλικοσ 

λφςεων. Ψάχνοντασ τθ ςχετικι βιβλιογραφία, βρζκθκαν δεκάδεσ δθμοςιευμζνεσ εργαςίεσ 

με κζμα τισ εξιςϊςεισ και τον τρόπο που οι μακθτζσ αντιλαμβάνονται τθν ζννοια αυτι. 

Πμωσ, οι εργαςίεσ αυτζσ περιορίηονται ςε εξιςϊςεισ με ζνα άγνωςτο. Για παράδειγμα ςε 

μία απ’ αυτζσ (Dreyfus, Hoch, 2004), φαίνεται  τι μπορεί να ςθμαίνει μια εξίςωςθ για ζνα 

μακθτι. Θ ζρευνα ζγινε ςε μια επιλεγμζνθ ομάδα (μάκαιναν Μακθματικά πιο πάνω από το 

μζςο επίπεδο) από μακθτζσ Λυκείου ςτο Λςραιλ. Ερωτικθκαν τι ςκζπτονται ότι είναι μια 

εξίςωςθ. Μερικζσ από τισ απαντιςεισ που πιραν είναι: 

 Μια άςκθςθ που ο ςτόχοσ είναι να βρεισ το x . 

 Μια άςκθςθ που ζχει μια λφςθ, δθλαδι μια άςκθςθ πριν τθ λφςεισ και ςτο τζλοσ 

κάνοντασ κάτι ς’ αυτιν, να βρεισ τθ λφςθ. 

 Το x  είναι ςτθ μία μεριά, οι αρικμοί ςτθν άλλθ και μεταξφ τουσ να υπάρχει το 

ςφμβολο τθσ ιςότθτασ, πρζπει να βρεκεί το x . 

 Μια ζκφραςθ που περιλαμβάνει δφο μεριζσ, το ςφμβολο τθσ ιςότθτασ και το x  να 

είναι ςθμειωμζνο ςε μια ι παραπάνω από μια κζςεισ. 

 Δυο μζρθ ςυνδεόμενα με το ςφμβολο τθσ ιςότθτασ και οριςμζνουσ κανόνεσ για λφςθ. 

Ρόςο ζτοιμοσ, μπορεί να είναι κάποιοσ από τουσ παραπάνω μακθτζσ, να δεχτεί ότι μια 

εξίςωςθ μπορεί να ζχει άπειρεσ λφςεισ, τισ οποίεσ και βζβαια δεν μπορεί να βρει 

(τουλάχιςτον όλεσ), αφοφ δεν του δίνουμε κατάλλθλουσ κανόνεσ; Ο μόνοσ κανόνασ (και 

αυτόσ δε διατυπϊνεται ςαφϊσ, τουλάχιςτον ςτο βιβλίο) που δίνεται είναι ότι, οι λφςεισ 

αυτζσ αντιςτοιχοφν ςε ςθμεία τθσ ευκείασ ι τθσ καμπφλθσ που παριςτάνει θ εξίςωςθ. 

Αυτόσ ίςωσ είναι ο βαςικόσ λόγοσ τθσ μεγάλθσ διαφοράσ, μεταξφ του ποςοςτοφ 

αναγνϊριςθσ τθσ εξίςωςθσ μιασ γραμμισ και τθσ επιτυχοφσ περιγραφισ των λφςεων αυτισ 

τθσ εξίςωςθσ. Επίςθσ πωσ μπορεί να δεχτεί, ζχοντασ τισ παραπάνω πεποικιςεισ, ότι 
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λφνοντασ τθν εξίςωςθ ωσ προσ x  δεν παράγει κάποιο αποτζλεςμα, αλλά απλά 

επαναδιατυπϊνει τθν εξίςωςθ; Δεν είναι τυχαίο ότι το 18% των μακθτϊν πριν και το 8% 

μετά, ςτθν προςπάκεια να περιγράψει τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ ευκείασ, προςπακεί να τθν 

επιλφςει ωσ προσ ζναν άγνωςτο. Ρρζπει να δοκεί ιδιαίτερθ προςοχι ςτο πζραςμα από τισ 

αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ με ζνα άγνωςτο, ςτισ εξιςϊςεισ που ςυναντοφμε ςτθν Αναλυτικι 

Γεωμετρία. Αναφερόμαςτε με τον ίδιο όρο, για δφο διαφορετικοφ είδουσ μακθματικά 

αντικείμενα. 

Πμωσ τι γίνεται από τθν πλευρά των κακθγθτϊν; Υπάρχουν και ς’ αυτοφσ προβλιματα. 

Ππωσ αναφζρεται ςτθν ενότθτα 4.5.1. κάποιοσ κακθγθτισ κζλει άλλθ μια εξίςωςθ για να 

λφςει τθν 2 5x y a  , ενϊ ζνασ άλλοσ δθλϊνει ότι δεν μπορεί να τθ λφςει. Σε εργαςία 

των Attorps, Tossavainen (2007), το 44% των μελλοντικϊν κακθγθτϊν Δευτεροβάκμιασ 

Εκπαίδευςθσ και το 38% των μελλοντικϊν, μετά τθ Δευτεροβάκμια Εκπαίδευςθ, 

κακθγθτϊν, που ςυμμετείχαν ςτθν ζρευνα, θ οποία ζγινε ςτθ Σουθδία, δεν αναγνωρίηουν 

τθν 2x   ωσ εξίςωςθ. Επίςθσ πάνω από τουσ μιςοφσ ςυμμετζχοντεσ ςτθν ζρευνα (10 

κακθγθτζσ και 75 εκπαιδευόμενοι κακθγθτζσ μακθματικϊν όλων των βακμίδων), κεωροφν 

ότι θ 
34
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  δεν είναι εξίςωςθ. Οι ςυγγραφείσ επιςθμαίνουν, ότι οι κακθγθτζσ και οι 

εκπαιδευόμενοι κακθγθτζσ «προτιμοφν να βλζπουν τθν ζννοια τθσ εξίςωςθσ ωσ μια 

υπολογιςτικι διαδικαςία (λφνω τθν εξίςωςθ), παρά ωσ μία ςτατικι ςχζςθ μεταξφ δφο 

ποςοτιτων». Είναι όμωσ αυτόσ ο τρόποσ αντίλθψθσ κατάλλθλοσ για τισ εξιςϊςεισ που 

προκφπτουν για τθν ευκεία και τισ καμπφλεσ ςτθν Αναλυτικι Γεωμετρία; Επίςθσ, με βάςθ 

τθν παραπάνω ζρευνα, οι κακθγθτζσ και οι εκπαιδευόμενοι κακθγθτζσ «βλζπουν τισ 

μεταβλθτζσ ςτθν εξίςωςθ ωσ άγνωςτεσ ποςότθτεσ». Αν κάποιοσ κακθγθτισ ζχει αυτι τθν 

αντίλθψθ, είναι ίςωσ φυςιολογικό να μθν μπορεί να δϊςει τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ όπωσ θ 

2 5x y a  . Βζβαια αν ηθτοφςαν από τον παραπάνω κακθγθτι να περιγράψει τι 

παριςτάνει αυτι θ εξίςωςθ ςτθν Αναλυτικι Γεωμετρία, ίςωσ να απαντοφςε ςωςτά. 

Σε μία ςυνάντθςθ που είχε ο ερευνθτισ με ζναν κακθγθτι του Ρανεπιςτθμίου Κριτθσ, 

ζγραψε ςτον πίνακα τθ ςχζςθ 2 1y x  , τθν οποία αποκάλεςε εξίςωςθ. Αμζςωσ ο 

κακθγθτισ τον διόρκωςε, λζγοντασ ότι θ ςυγκεκριμζνθ ςχζςθ ορίηει μία ςυνάρτθςθ. Εδϊ 

βριςκόμαςτε μπροςτά ςε ζνα γνωςτό ςτουσ μακθματικοφσ πρόβλθμα. Είναι θ αμφιςθμία 

των ςθμειωτικϊν αναπαραςτάςεων των εννοιϊν. Μια ςχζςθ όπωσ θ 2 1y x  , περιγράφει 
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μια εξίςωςθ ευκείασ, τισ οποίασ οι λφςεισ είναι οι ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων τθσ, ςτο 

πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Πμωσ θ ςχζςθ αυτι ορίηει ταυτόχρονα μια ςυνάρτθςθ, 

ςτο πλαίςιο τθσ Ανάλυςθσ, που βζβαια θ γραφικι τθσ παράςταςθ είναι θ παραπάνω 

ευκεία. Συνεπϊσ, εδϊ χρειάηεται μια προςζγγιςθ με βάςθ το πλαίςιο που κινείται κάποιοσ 

και όχι απλά ρωτϊντασ αν θ ςχζςθ 
34
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  είναι εξίςωςθ ι όχι. Ζνα ακόμα παράδειγμα 

αυτισ τθσ αμφιςθμίασ είναι θ εξίςωςθ 2 5 0x   που χρθςιμοποιικθκε ςτο πρϊτο 

ερωτθματολόγιο. Στο πλαίςιο τθσ Άλγεβρασ θ εξίςωςθ αυτι ζχει μία λφςθ. Στο πλαίςιο τθσ 

επίπεδθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ ζχει ωσ λφςεισ τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων τθσ ευκείασ 

5

2
x   , ενϊ ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ του χϊρου ζχει ωσ λφςεισ τισ 

ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων του επιπζδου 
5

2
x   . Δεν οριοκετικθκε το πλαίςιο, με 

αποτζλεςμα οι μακθτζσ να απαντοφν ανάλογα με το πλαίςιο που εκείνθ τθ ςτιγμι είχαν ςτο 

μυαλό τουσ. Δυςτυχϊσ θ ίδια παράβλεψθ ζγινε και ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο, με 

αποτζλεςμα τθν πολφ μικρι διαφοροποίθςθ του αποτελζςματοσ. Το κζμα αυτό πρζπει κατ’ 

αρχιν να είναι ξεκάκαρο ςτουσ κακθγθτζσ και ςτθ ςυνζχεια να επιχειροφμε κάνοντασ 

ςαφζσ κάκε φορά το πλαίςιο που κινοφμαςτε.   

Σε ςχζςθ με τθν ικανότθτα αναπαράςταςθσ μιασ ζννοιασ και μετάβαςθσ από μία 

αναπαράςταςθ ςε μία άλλθ, παρατθροφνται μικρζσ μεταβολζσ ςτα ποςοςτά των επιτυχϊν 

απαντιςεων των μακθτϊν πριν και μετά τθ διδακτικι παρζμβαςθ. Ο βαςικόσ λόγοσ που 

ςυνζβθ αυτό είναι ότι ςτθ διδακτικι παρζμβαςθ ζγινε αναφορά ςτθν ιςοδυναμία των 

αναπαραςτάςεων των εννοιϊν, δόκθκαν οι ςφνδεςμοι των πεδίων αναπαράςταςθσ (π.χ. 

( )y f x , αντιςτοίχθςθ λφςεων τθσ εξίςωςθσ με τα ςθμεία του αντίςτοιχου ςχιματοσ) και 

παρουςιάςτθκε ζνασ τρόποσ μετάβαςθσ από μια αναπαράςταςθ ςε μία άλλθ, 

ακολουκϊντασ κάκε φορά μια διαφορετικι διαδρομι. Πμωσ αυτό δε λφνει το πρόβλθμα. Οι 

μακθτζσ μπορεί να ςυμμετείχαν πρόκυμα ςτθν υλοποίθςθ τθσ παραπάνω ιδζασ, αλλά όταν 

δοφλεψαν μόνοι τουσ εμφανίςτθκαν αδυναμίεσ, εκτόσ από τθ χριςθ των ςυνδζςμων, ςτο 

χειριςμό των εννοιϊν, αλλά και των ίδιων των ςυςτθμάτων αναπαράςταςθσ.  

Ασ δοφμε κατ’ αρχιν τα προβλιματα που ςχετίηονται με τα ςυςτιματα αναπαράςταςθσ. 

Πταν ηθτείται θ καταςκευι του ςχιματοσ, τότε ζνα ικανοποιθτικό ποςοςτό (56% για τθν 

παραβολι) μπορεί επιτυχϊσ να καταςκευάςει το ςχιμα. Ροια είναι θ αιτία που το 30% των 
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μακθτϊν αποτυγχάνει να ςχεδιάςει ςωςτά τθν παραβολι; Ζνα μεγάλο μερίδιο ευκφνθσ 

υπάρχει ςτα ςθμεία που ζχουν βρει οι μακθτζσ. Θ ζλλειψθ κατανόθςθσ του ρόλου του 

δευτεροβάκμιου όρου τθσ εξίςωςθσ ςτα πλαίςια τθσ Άλγεβρασ για τθν παραγωγι 

ςυμμετρικϊν ςθμείων, οδθγεί τουσ μακθτζσ που βρίςκονται ςτο ςτάδιο τθσ εςωτερίκευςθσ 

των εννοιϊν ςε λάκοσ ςχιμα. Βζβαια για τουσ μακθτζσ που βρίςκονται ςτο ςτάδιο τθσ 

ςυμπφκνωςθσ των εννοιϊν, δεν αποτελεί εμπόδιο θ μθ εφρεςθ των κατάλλθλων ςθμείων, 

αλλά αυτοί ζχουν κατακτιςει ζνα υψθλότερο επίπεδο αντίλθψθσ του ςυςτιματοσ τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Επίςθσ όταν ηθτικθκε από τουσ μακθτζσ να γράψουν τθν εξίςωςθ 

του κφκλου ςτθν 6θ ερϊτθςθ, κάποιοι μακθτζσ γράφουν λάκοσ τθν ακτίνα, ενϊ ςτθ 

ςυνζχεια που ηθτικθκε να βρουν τρία ςθμεία του κφκλου, το 24% των μακθτϊν 

αποτυγχάνει, με τα 2/3 απ’ αυτοφσ να βλζπουν τισ ςυντεταγμζνεσ των δφο ςθμείων επαφισ 

του κφκλου με τουσ άξονεσ, αλλά να μθν βλζπουν ζνα τρίτο ςθμείο ι να γράφουν λάκοσ τισ 

ςυντεταγμζνεσ του τρίτου ςθμείου. Δθλαδι οι παραπάνω μακθτζσ δεν μποροφν ςε 

ικανοποιθτικό βακμό, να αντλιςουν πλθροφορίεσ από το ςχιμα, κάνοντασ τουσ 

απαραίτθτουσ ςυςχετιςμοφσ ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ (γεωμετρικό ςχιμα ςε 

επίπεδο εφοδιαςμζνο με ςφςτθμα αξόνων). Στο ςθμείο αυτό ίςωσ αξίηει να ςθμειωκεί, ότι 

οι μακθτζσ είχαν τθν ευκαιρία να βλζπουν τισ ςυντεταγμζνεσ ςθμειωμζνεσ πάνω ςτουσ 

άξονεσ, πριν απαντιςουν τθν ερϊτθςθ αυτι. Στο ςχολικό βιβλίο δεν υπάρχουν αρκετζσ 

δραςτθριότθτεσ που να ςχετίηονται με το παραπάνω κζμα, κεωρϊντασ ότι οι μακθτζσ είναι 

εξοικειωμζνοι με το καρτεςιανό επίπεδο. Στο πλαίςιο τθσ γενικότθτασ των ςχθμάτων, δε 

ςθμειϊνονται καν οι ςυντεταγμζνεσ ςτουσ άξονεσ. Πμωσ ακόμα και ςτισ περιπτϊςεισ που τα 

ςχιματα είναι ςυγκεκριμζνα (εφαρμογζσ 1 και 2 ςελ 63, εφαρμογζσ 1 και 2 ςελ 85-86) οι 

ςυγγραφείσ αποφεφγουν να ςθμειϊςουν τισ ςυντεταγμζνεσ πάνω ςτουσ άξονεσ και 

περιορίηονται να τισ ςθμειϊνουν δίπλα ςε κάκε ςθμείο που εμπλζκεται ςτο ςχιμα. 

Κεωροφν δθλαδι ότι οι μακθτζσ βλζποντασ τουσ άξονεσ, αναγνωρίηουν τισ ςυντεταγμζνεσ 

πάνω ς’ αυτοφσ και ζχουν τθν ικανότθτα να ςυλλογιςτοφν με βάςθ αυτό.    

Υπάρχουν όμωσ προβλιματα και με τισ ίδιεσ τισ ζννοιεσ. Κάποιεσ ζννοιεσ ζχουν πιο απλό 

(ςε διατφπωςθ) οριςμό ςε ςχζςθ με άλλεσ. Επίςθσ κάποιεσ ζννοιεσ είναι πιο οικείεσ ςτουσ 

μακθτζσ ςε ςχζςθ με άλλεσ. Θ παραβολι και θ ζλλειψθ ζχουν ςαφϊσ πιο ςφνκετο οριςμό 

από τον κφκλο. Ο κφκλοσ είναι μία ζννοια πιο οικεία ςτουσ μακθτζσ αφοφ τθ διδάςκονται 

από μικρι θλικία. Θ πολυπλοκότθτα των οριςμϊν τθσ παραβολισ και τθσ ζλλειψθσ είναι ο 

βαςικόσ λόγοσ που οι περιςςότεροι μακθτζσ αποτυγχάνουν να περιγράψουν τθν ζννοια 
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όταν επιλζγουν να τθν περιγράψουν με τον τρόπο αυτό. Ασ μθν ξεχνάμε ότι οι απαντιςεισ 

αρκετϊν μακθτϊν βρίςκονται πολφ κοντά ςτον οριςμό τθσ ζννοιασ (ξεχνάνε ζνα μικρό 

μζροσ τθσ πρόταςθσ). Βζβαια όταν ηθτείται ο προςδιοριςμόσ τθσ ιδιότθτασ των ςθμείων τθσ 

ζλλειψθσ, επειδι δεν χρειάηεται να αναφζρουν ότι το άκροιςμα των αποςτάςεων του 

τυχαίου ςθμείου από τισ εςτίεσ είναι μεγαλφτερο τθσ εςτιακισ απόςταςθσ, ζνα μεγαλφτερο 

ποςοςτό μακθτϊν (42%) απαντάει ςωςτά (εξειδικευμζνοσ και γενικόσ οριςμόσ). Το ποςοςτό 

αυτό αυξάνεται (54%) περιςςότερο όταν ηθτείται ο προςδιοριςμόσ τθσ ιδιότθτασ των 

ςθμείων του κφκλου, αφοφ ο οριςμόσ του είναι απλοφςτεροσ και πιο οικείοσ ςτουσ 

μακθτζσ. Για τθν ζλλειψθ οι μακθτζσ μακαίνουν μία εξίςωςθ που αναπαριςτά τθν ζννοια, 

ενϊ για τον κφκλο δφο (το βιβλίο διαχωρίηει τον κφκλο με κζντρο τθν αρχι των αξόνων, από 

τθ γενικι εξίςωςθ κφκλου). Θ φπαρξθ δφο εξιςϊςεων για τον κφκλο, ςε ςυνδυαςμό με τθν 

πολυπλοκότθτα τθσ γενικισ εξίςωςθσ του κφκλου ( 2 2 2

0 0( ) ( )x x y y     ), οδθγεί ςε 

αφξθςθ κατά 20% του ποςοςτοφ των μακθτϊν να γράφουν λάκοσ εξίςωςθ για τον κφκλο ςε 

ςχζςθ με τθν ζλλειψθ. Δφο μακθτζσ κεωροφν το κζντρο του κφκλου ωσ ςθμείο του, ενϊ 

τρείσ μακθτζσ βλζπουν τθν παραβολι ωσ θμικφκλιο, γεγονόσ που δθλϊνει ότι υπάρχει 

πρόβλθμα με τον τρόπο που αντιλαμβάνονται τισ ζννοιεσ γεωμετρικά. 

Υπάρχει ακόμα ζνα κζμα που πρζπει να μασ απαςχολιςει. Το κζμα αυτό ςχετίηεται με 

τον τρόπο που απαντοφν οι μακθτζσ. Κάποιοι επιλζγουν να απαντιςουν με βάςθ εντατικά 

μακθματικά αντικείμενα (γενικι εξίςωςθ, γενικόσ οριςμόσ), ενϊ κάποιοι άλλοι με εκτατικά 

μακθματικά αντικείμενα (εξειδικευμζνθ εξίςωςθ, εξειδικευμζνοσ οριςμόσ). Αυτοί που 

απαντοφν με εντατικά αντικείμενα, ίςωσ δε κεωροφν αναγκαίο να προςδιορίςουν το 

ςυγκεκριμζνο εκτατικό αντικείμενο. Αυτό φαίνεται ςε μια μερίδα μακθτϊν, που ενϊ ζχουν 

βρει το a  τθσ ζλλειψθσ (10θ ερϊτθςθ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο), ςτον οριςμό γράφουν 

ότι το άκροιςμα των αποςτάςεων είναι 2a , χωρίσ να αντικακιςτοφν τθν τιμι που βρικαν 

παραπάνω. Πμωσ, ςτθν περίπτωςθ του κφκλου περιςςότεροι μακθτζσ γράφουν τον 

εξειδικευμζνο οριςμό (24% ςτον κφκλο, ζναντι 4% ςτθν ζλλειψθ). Αυτό ίςωσ να οφείλεται 

ςτθν επιρροι που άςκθςε θ διδακτικι παρζμβαςθ ςτθ ςυγκεκριμενοποίθςθ των οριςμϊν 

(οι οριςμοί που χρθςιμοποιικθκαν ιταν ςυγκεκριμζνοι και αφοροφςαν τον ςυγκεκριμζνο 

γεωμετρικό τόπο). Βζβαια, μπορεί να οφείλεται και ςε άλλουσ παράγοντεσ. Ζνασ απ’ αυτοφσ 

μπορεί να είναι, ότι ζνασ ςτουσ τζςςερισ μακθτζσ παράγουν τον οριςμό από το ςχιμα, 

χωρίσ να βρουν (τουλάχιςτον ςωςτά) τθν εξίςωςθ, και το γεγονόσ αυτό δείχνει ότι αυτοί οι 
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μακθτζσ αντλοφν πλθροφορίεσ από το ςχιμα, ςτο οποίο φαίνεται το κζντρο και θ ακτίνα 

παράγεται με ζνα απλό ςυςχετιςμό των ςτοιχείων τθσ ζννοιασ.  

Συμπεραςματικά, κα μποροφςε κάποιοσ να ςυμφωνιςει με τθν άποψθ των 

υποςτθριχτϊν τθσ οντο-ςθμειωτικισ προςζγγιςθσ για τθ γνϊςθ, που λζει ότι οι 

αναπαραςτάςεισ δεν μποροφν να κατανοθκοφν από μόνεσ τουσ. Αποκτοφν νόθμα ςαν 

μζροσ ενόσ μεγαλφτερου ςυςτιματοσ (Άλγεβρα, Γεωμετρία, Αναλυτικι Γεωμετρία), με 

κακιερωμζνα νοιματα και μεταφορζσ. Συνεπϊσ θ διδακτικι παρζμβαςθ κεωρείται ότι 

παρενζβθ ςε ζνα βακμό ςτο ξεκακάριςμα των εννοιϊν (λφςεισ εξίςωςθσ-ςθμεία του 

ςχιματοσ) ςτο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Λιγότερο αποτελεςματικά παρενζβθ 

ςτισ αναγκαίεσ μεταφορζσ που γίνονται ςτο πλαίςιο αυτό. Θ βελτίωςθ ςτθν ικανότθτα 

μετάβαςθσ από μια αναπαράςταςθ μιασ ζννοιασ ςε μια άλλθ, ζχει ςχζςθ με τθν ικανότθτα 

χειριςμϊν ςτα πλαίςια των αναπαραςτατικϊν ςυςτθμάτων και όχι μόνο με τθν ικανότθτα 

χειριςμοφ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ζννοιασ.  Οι μακθτζσ που απαντοφν, χωρίσ να χρθςιμοποιοφν 

τα εργαλεία που παρζχει θ Αναλυτικι Γεωμετρία, δείχνουν να μθν ζχουν εμπεδϊςει τον 

τρόπο χριςθσ των εργαλείων αυτϊν, ςτισ μετατροπζσ των εννοιϊν ς’ αυτό το πλαίςιο. Τα 

εμπόδια που τίκενται από τα άλλα αναπαραςτατικά ςυςτιματα (Άλγεβρα, Γεωμετρία) που 

εμπλζκονται, φυςικά επθρεάηουν τθν επίδοςθ των μακθτϊν. Βζβαια δεν υπιρχε πρόκεςθ 

να γίνει παρζμβαςθ ςτα παραπάνω ςυςτιματα, φζρνοντασ αποτελζςματα που κα 

τροποποιοφςαν τθ ςυμπεριφορά των μακθτϊν ςτο πλαίςιο αυτϊν των ςυςτθμάτων. Πμωσ, 

θ όποια παρζμβαςθ ςτο πλαίςιο του χειριςμοφ μιασ ζννοιασ, μπορεί να δϊςει πλθροφορίεσ 

για τθ λειτουργία του πλαιςίου.  

Σε ςχζςθ με τισ ςυναρτιςεισ, παρατθρείται αφξθςθ του ποςοςτοφ των ςωςτϊν 

απαντιςεων. Βζβαια, θ εμπλοκι τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ πικανά βοικθςε και ςτον 

τρόπο που αντιλαμβάνονται οι μακθτζσ τισ λφςεισ των εξιςϊςεων. Θ αφξθςθ του ποςοςτοφ 

των μακθτϊν, που βλζπουν τισ λφςεισ μιασ εξίςωςθσ με δφο αγνϊςτουσ, με τα x  και y  

ςυςχετιςμζνα, κεωρείται (αν και δε μετρικθκε) ότι οφείλεται ςε ζνα βακμό, ςτθν εμπλοκι 

τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ, θ οποία ςυνδζει εξ οριςμοφ τισ δφο αυτζσ ποςότθτεσ. Μια 

ζνδειξθ για τον παραπάνω ιςχυριςμό είναι οι απαντιςεισ τριϊν μακθτϊν που κεωροφν ότι 

οι λφςεισ μιασ τζτοιασ εξίςωςθσ είναι τα ςθμεία τθσ γραφικισ παράςταςθσ μιασ 

ςυνάρτθςθσ. Μια δεφτερθ ζνδειξθ είναι θ ςυμπεριφορά των 15 μακθτϊν που απαντοφν 

ςωςτά και με πλθρότθτα (κατθγορία 4.1) ςτθν 4θ ερϊτθςθ του δεφτερου ερωτθματολογίου 

που αφοροφςε τθ ςχζςθ του κφκλου με τισ ςυναρτιςεισ. Οι 13 απ’ αυτοφσ κεωροφν τισ 
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λφςεισ μιασ εξίςωςθσ με τα x  και y  ςυςχετιςμζνα, και μάλιςτα 8 από τουσ 13 άλλαξαν 

άποψθ ςε ςχζςθ με το πρϊτο ερωτθματολόγιο, βελτιϊνοντασ τισ απαντιςεισ τουσ 

(παράρτθμα Δ). Το ποςοςτό του 30%, που απαντάει ςωςτά και με πλθρότθτα για το πϊσ 

μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ από τον κφκλο, μπορεί να κεωρθκεί αρκετά 

ικανοποιθτικό, αν λάβει κανείσ υπ’ όψιν του τισ επιδϊςεισ των μακθτϊν ςτο πρϊτο 

ερωτθματολόγιο και το γεγονόσ ότι δε γίνεται χριςθ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθ 

διδαςκαλία των εννοιϊν αυτϊν. Επίςθσ ζξι ςτουσ δζκα μακθτζσ γράφουν ότι ο κφκλοσ δεν 

αποτελεί γράφθμα ςυνάρτθςθσ, ξεπερνϊντασ κατά πολφ το ποςοςτό των μακθτϊν αλλά και 

των φοιτθτϊν ςτθν ζρευνα των Tall και Bakar (1992). Ράντωσ θ χριςθ τθσ εξίςωςθσ 

( )y f x (από 22% ζωσ 36% ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο, ζναντι του ενόσ μακθτι ςτο 

πρϊτο), ωσ ςυνδζςμου μεταξφ των αναπαραςτάςεων των εννοιϊν, βοικθςε ςτθν 

ωρίμανςθ των απόψεων των μακθτϊν ςε ςχζςθ με τι παριςτάνουν γεωμετρικά οι γραφικζσ 

παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων τθσ 10θσ ερϊτθςθσ. Βζβαια τα αποτελζςματα ςτθν ερϊτθςθ 

αυτι, αν και δείχνουν μια μικρι αφξθςθ των ποςοςτϊν των ςωςτϊν απαντιςεων, 

παραμζνουν αρκετά χαμθλά. Επίςθσ, ςτθν ερϊτθςθ αυτι ζχουμε ζνα ποςοςτό μακθτϊν, 

που ενϊ ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο απαντάει «ςωςτά», ςτο δεφτερο δεν ανταποκρίνεται 

με τον ίδιο τρόπο, δείχνοντασ ζλλειψθ ςτακερότθτασ ςτισ πεποικιςεισ τουσ. Δθλαδι πολλοί 

μακθτζσ απαντοφν με βάςθ τθν αίςκθςθ που ζχουν και όχι με βάςθ κάποιο ςυλλογιςμό 

που προζρχεται από το χειριςμό του τφπου τθσ ςυνάρτθςθσ, παρά το γεγονόσ ότι ςτο 

δεφτερο ερωτθματολόγιο θ ερϊτθςθ ςυμπλθρϊκθκε ηθτϊντασ να αιτιολογιςουν τθν 

απάντθςι τουσ, με ςτόχο να αναγκαςτοφν να επεξεργαςτοφν τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ, ςε 

ςυνδυαςμό με το εντατικό αντικείμενο ( )y f x . Κεωρείται ότι θ αφξθςθ του ποςοςτοφ 

χριςθσ τθσ εξίςωςθσ ( )y f x , κα μποροφςε να οδθγιςει περιςςότερουσ μακθτζσ ςε 

ςωςτότερεσ απαντιςεισ. 

Σε ςχζςθ με τον τζταρτο ςτόχο που τζκθκε, δθλαδι τθν ενίςχυςθ τθσ δομικισ αντίλθψθσ 

των εξιςϊςεων, παρατθρείται αφξθςθ κατά 32% του ποςοςτοφ των μακθτϊν που, πίςω από 

τισ εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ τθσ 9θσ ερϊτθςθσ (κφκλοσ- ευκεία), είδαν τθν καμπφλθ και 

τθν ευκεία που αναπαριςτοφν και ςυλλογίςτθκαν με βάςθ αυτό. Το αποτζλεςμα αυτό 

δείχνει μια βελτίωςθ τθσ απόδοςθσ των μακθτϊν ςτθ μετατροπι τθσ εξίςωςθσ ςτο 

αντίςτοιχο ςχιμα, ςτθν περίπτωςθ που δε γίνεται αναφορά ςτα ςχιματα. Βζβαια το 
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ποςοςτό παραμζνει κάτω από 50% (για τθν ακρίβεια 42%), γεγονόσ που επιβάλει τθν 

ανάπτυξθ δράςεων που κα ενιςχφςουν περαιτζρω τθ δομικι αντίλθψθ των εξιςϊςεων. 

4.11. Προτϊςεισ 

Θ χριςθ τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ, με τον τρόπο που παρουςιάςτθκε ςτθ διδακτικι 

παρζμβαςθ, είδαμε ότι βοικθςε ςτθν ωρίμανςθ των απόψεων των μακθτϊν, αλλά πικανόν 

να βοικθςε και ςυνολικά ςτθν κατανόθςθ των εννοιϊν που διαπραγματευόμαςτε. 

Κεωρείται ότι το επόμενο βιμα πρζπει να είναι θ ουςιαςτικότερθ χριςθ τθσ ζννοιασ τθσ 

ςυνάρτθςθσ. Δθλαδι, χρθςιμοποιϊντασ τισ ςυναρτιςεισ, να περιγραφεί το ςφνολο των 

λφςεων μιασ εξίςωςθσ. Συγκεκριμζνα, για τθν ευκεία ςτθ γενικι περίπτωςθ ( y mx b  ), 

μπορεί να περιγραφεί το ςφνολο των λφςεων, μζςω τθσ ζννοιασ τθσ ςυνάρτθςθσ 

( ( )f x mx b  , x ), δθλαδι των διατεταγμζνων ηευγαριϊν τιμϊν 

( , ) ( , ( )) ( , )x y x f x x mx b    με x . Για τθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ x a , το ςφνολο 

των λφςεων δίνεται εφκολα από τα διατεταγμζνα ηεφγθ ( , ) ( , )x y a y  με y . Θ 

παραπάνω ιδζα, μπορεί επίςθσ να εφαρμοςτεί ςχετικά εφκολα ςτθν περίπτωςθ τθσ 

παραβολισ. Ακόμα και ςτθν περίπτωςθ τθσ 2 2y x , αφοφ οριςτοφν οι δφο ςυναρτιςεισ 

( 1( ) 2f x x  με 0x  , 2( ) 2f x x   με 0x  ), μποροφν να περιγραφοφν οι λφςεισ τθσ 

εξίςωςθσ μζςα από τισ ςυναρτιςεισ αυτζσ. Φυςικά πιο εφκολα ςτθν περίπτωςθ αυτι κα 

μποροφςε κάποιοσ να περιγράψει το ςφνολο των λφςεων, ωσ τθ ςυνάρτθςθ 

21
( , ) ( ( ), ) ( , )

2
x y f y y y y


   με y , όμωσ κα κινδφνευε να προκαλζςει ςφγχυςθ και 

πολλά ερωτθματικά ςτουσ μακθτζσ. Για τισ υπόλοιπεσ καμπφλεσ, κα μποροφςε να δοκεί το 

ςφνολο των λφςεων με όμοιο τρόπο, αν και οι ςυναρτιςεισ που προκφπτουν ζχουν ακόμα 

πιο ςφνκετο τφπο. Πμωσ και θ διδαςκαλία των παραγράφων που ςχετίηονται με τισ 

παραμετρικζσ εξιςϊςεισ κφκλου και ζλλειψθσ, κα βοθκοφςε ςτθν κατανόθςθ και κα αφξανε 

τθ δυνατότθτα χριςθσ του ςυνόλου των λφςεων.  

Θ δυνατότθτα μετάβαςθσ από μια αναπαράςταςθ ςε μια άλλθ για μια ζννοια, είδαμε ότι 

ςχετίηεται φυςικά με τθν ίδια τθν ζννοια, αλλά ςχετίηεται και με τθν ικανότθτα του μακθτι 

να χειρίηεται τα εργαλεία του αναπαραςτατικοφ πλαιςίου. Οι παρεμβάςεισ ςτα δφο 

αναπαραςτατικά πλαίςια (Άλγεβρα, Γεωμετρία) δεν μπορεί να είναι ιδιαίτερα 

αποτελεςματικζσ, ειδικά αν πιεηόμαςτε χρονικά, λόγο τθσ ευρφτθτασ των αναπαραςτατικϊν 
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πλαιςίων. Μπορεί όμωσ για παράδειγμα, να επιςθμανκεί ο ρόλοσ ενόσ δευτεροβάκμιου 

όρου ςτθν εξίςωςθ. Δθλαδι ο όροσ 2y  ςτθν εξίςωςθ 2 2y x , εξαςφαλίηει τθν ςυμμετρία 

τθσ καμπφλθσ ωσ προσ τον x΄x  άξονα.  

Στο πλαίςιο τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, μπορεί δίνοντασ ζμφαςθ ςτθν αλγεβρικι 

ζκφραςθ των οριςμϊν, να δθμιουργθκοφν εναλλακτικζσ λφςεισ ςτισ εκφράςεισ που 

χρθςιμοποιοφν οι μακθτζσ. Να ςθμειωκεί εδϊ ότι μόνο δφο μακθτζσ και μόνο ςτθν 

περίπτωςθ τθσ παραβολισ, χρθςιμοποίθςαν τθν ζκφραςθ ( , ) ( , )d M E d M  , όπου M  το 

τυχαίο ςθμείο τθσ παραβολισ,   θ εςτία και   θ διευκετοφςα, για να περιγράψουν τθν 

παραβολι. Στθν περίπτωςθ τθσ ζλλειψθσ οφτε ζνασ μακθτισ χρθςιμοποίθςε τθν αντίςτοιχθ 

αλγεβρικι ζκφραςθ.  

Ρρζπει με κατάλλθλεσ δραςτθριότθτεσ να αυξθκεί θ ικανότθτα των μακθτϊν να αντλοφν 

πλθροφορίεσ από τα ςχιματα ςτο καρτεςιανό επίπεδο. Τζτοιεσ δραςτθριότθτεσ μπορεί να 

είναι θ εφρεςθ των ςυντεταγμζνων ςθμείων μιασ γραμμισ, με απλι παρατιρθςθ, αλλά και 

με χριςθ ςυλλογιςμϊν που προκφπτουν από τισ ιδιότθτεσ τθσ γραμμισ. Μια δεφτερθ 

δραςτθριότθτα μπορεί να είναι ο υπολογιςμόσ τθσ απόςταςθσ δφο ςθμείων, χωρίσ ίςωσ τθν 

χριςθ του αντίςτοιχου τφπου, αλλά με χριςθ του πυκαγορείου κεωριματοσ. Θ τελευταία 

δραςτθριότθτα ςτοχεφει ςτθ γεωμετρικι αντίλθψθ των ςυντεταγμζνων (οι ςυντεταγμζνεσ 

παριςτάνουν μικθ), που κεωρείται ότι είναι αναγκαία για τθν κατανόθςθ του πλαιςίου τθσ 

Αναλυτικισ Γεωμετρίασ. Άλλωςτε, όπωσ αναφζρεται ςτθν πρϊτθ ενότθτα, οι μακθματικοί 

εργάηονταν για δφο αιϊνεσ περίπου, μετά τον Descartes, κεωρϊντασ τισ ςυντεταγμζνεσ ωσ 

μικθ. Άρα, θ οδόσ για τθν πλιρθ αλγεβροποίθςθ τθσ Γεωμετρίασ περνάει μζςα από τθν 

αντίλθψθ των ςυντεταγμζνων ωσ μικθ ευκυγράμμων τμθμάτων. 

Οι πολλζσ εξιςϊςεισ μπερδεφουν τουσ μακθτζσ, όπωσ είδαμε ςτθν περίπτωςθ του 

κφκλου. Ππου είναι δυνατόν, πρζπει οι εξιςϊςεισ να ζχουν ζνα «νόθμα» για τουσ μακθτζσ. 

Δθλαδι πρζπει να γίνει προςπάκεια να ςυνδεκεί θ καινοφρια γνϊςθ με εμπεδωμζνεσ 

μακθματικζσ πρακτικζσ των μακθτϊν. Στο πλαίςιο αυτό, κα μποροφςε να επιςθμανκεί ότι θ 

εξίςωςθ του κφκλου δεν είναι τίποτε άλλο παρά μια εφαρμογι του πυκαγορείου 

κεωριματοσ, δείχνοντασ βζβαια το κατάλλθλο ορκογϊνιο τρίγωνο, ενιςχφοντασ περαιτζρω 

τθ γεωμετρικι αντίλθψθ των ςυντεταγμζνων, αλλά και τθ δομικι αντίλθψθ των εξιςϊςεων 

αφοφ θ εξίςωςθ κα παραπζμπει άμεςα ςε ςχιμα. Στθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ (γενικι 

περίπτωςθ), επιβάλλεται θ ςφνδεςι τθσ με τισ ςυναρτιςεισ. Πμωσ, μπορεί να ςυνδεκεί θ 
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εξίςωςθ τθσ ευκείασ με τθν κλίςθ τθσ. Οι μακθτζσ μποροφν να αντιλθφκοφν γεωμετρικά ότι 

θ κλίςθ μιασ ευκείασ είναι ςτακερι, δθλαδι αν 1 1( , )A x y  είναι ζνα ςθμείο τθσ ευκείασ και 

( , )B x y  ζνα οποιοδιποτε άλλο ςθμείο τθσ, τότε ο λόγοσ 1

1

y y

x x






, που μπορεί να 

κεωρθκεί και ωσ λόγοσ ευκυγράμμων τμθμάτων, είναι ςτακερόσ και εκφράηει αυτι τθν 

ιδιότθτα τθσ ευκείασ. Θ παραπάνω ςχζςθ, που είναι ουςιαςτικά θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ (ςτισ 

λφςεισ τθσ απλά δε ςυμπεριλαμβάνεται το 1 1( , )A x y ), κα μποροφςε να αποτελεί τθν 

εξίςωςθ τθσ ευκείασ, δίνοντασ νόθμα ς’ αυτό που γράφουν οι μακθτζσ. 

Τζλοσ, κα πρζπει να επιςθμανκεί θ διαφορά του πλαιςίου αναπαράςταςθσ, μεταξφ των 

εξιςϊςεων με ζνα άγνωςτο και αυτϊν με δφο αγνϊςτουσ, κάνοντασ τον απαραίτθτο 

διαχωριςμό-κατθγοριοποίθςθ, αλλά και τισ απαιτοφμενεσ γενικεφςεισ. Για να παραςτακοφν 

οι λφςεισ των εξιςϊςεων τθσ πρϊτθσ κατθγορίασ αρκεί ζνασ άξονασ, αν και, μποροφν να 

παραςτακοφν οι λφςεισ ςτο επίπεδο, τον χϊρο, κ.τ.λ. Για τθ δεφτερθ κατθγορία μπορεί 

κάποιοσ να ξεκινιςει από το επίπεδο και φυςικά να γενικεφςει ςε περιςςότερεσ διαςτάςεισ. 

Άρα όταν αναφερόμαςτε ςτο πλαίςιο τθσ επίπεδθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ, πρζπει να γίνει 

ςαφζσ ςτουσ μακθτζσ, ότι οι λφςεισ μιασ εξίςωςθσ παριςτάνονται με γραμμζσ, ςτθ γενικι 

περίπτωςθ, άρα είναι φυςιολογικό να είναι άπειρεσ. Γενικά, αφοφ οι λφςεισ μιασ εξίςωςθσ 

κακορίηονται από το πλαίςιο που τισ αναηθτοφμε, κα πρζπει να αναπτφξουν οι μακθτζσ τθν 

ικανότθτα να επιλζγουν (αν δεν είναι κακοριςμζνο) κάκε φορά, το κατάλλθλο είδοσ 

πλαιςίου που πρζπει να εργαςτοφν. Με βάςθ αυτό το πλαίςιο, κακορίηονται τα κατάλλθλα 

εργαλεία για να βρουν τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ και γίνεται ςαφισ ο τρόποσ που μποροφν να 

αναπαραςτιςουν αυτζσ τισ λφςεισ. 
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Παρϊρτημα Α 

Το πρϊτο ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ. 

1. Θ μελζτθ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν είναι για ςζνα εφκολθ, 

μζτριασ δυςκολίασ ι δφςκολθ δραςτθριότθτα; Αν αντιμετϊπιςεσ κάποια δυςκολία, 

τι είδουσ ιταν αυτι; 

  

2. Ρϊσ κα περιζγραφεσ ς’ ζνα ςυμμακθτι ςου τθν παραβολι; 

 

3. Τι είναι για ςζνα οι λφςεισ (αν υπάρχουν) μιασ εξίςωςθσ με δφο άγνωςτεσ ποςότθτεσ 

x και y; 

 

4. Ρόςα κοινά ςθμεία μπορεί να ζχει μια ευκεία με μια ζλλειψθ; 

 

5. Μζςα από τισ εξιςϊςεισ τθσ ευκείασ, του κφκλου και των κωνικϊν τομϊν, μποροφμε 

να ορίςουμε ςυναρτιςεισ; Αν ναι, ςε ποιεσ περιπτϊςεισ;  

 

6.  Συμπλθρϊςτε ςε ποια επίπεδθ γραμμι (καμπφλθ ι ευκεία) αντιςτοιχοφν οι 

παρακάτω εξιςϊςεισ: 

α) 2 5 0x y   ……………………. 

β)  2x y ……………………………… 

γ) 2 2( 1) ( 2) 5x y    ……………………….. 

δ)  
2 2

1
4 2

x y
  ………………………………….. 

7.  Δίνεται θ παραβολι 2 4y x . Μπορείτε να βρείτε τρία ςθμεία τθσ παραβολισ; 
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8.  Το ςθμείο 
1

( 3, )
2

A  ανικει ςε ζλλειψθ τθσ μορφισ: 
2 2

2 2
1

x y

a 
  . Μπορείσ να βρεισ 

τρία ακόμθ ςθμεία που ανικουν ςτθν ζλλειψθ; 

 

9.  Τι αποτελεί το ςφνολο των ςθμείων του επιπζδου που απζχουν εξίςου από το ςθμείο 

(1,0) και τθν ευκεία 1x   ; Ροία είναι θ εξίςωςθ που περιγράφει τθν καμπφλθ αυτι;  

 

 

10.  α) Ροιο είναι το όνομα τθσ καμπφλθσ ςτο παρακάτω ςχιμα; 

     β) Ροια είναι θ εξίςωςθ που οι λφςεισ τθσ είναι τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ μασ;  

     γ)Ροια ιδιότθτα ζχουν τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ; 

 

X' XE' E(3,0)

Y

Y'

A(5,0)O

EO
XX'

Y

Y'

E

F

άτιτλο-a

 

 

 

11. Ρεριγράψτε τισ λφςεισ των παρακάτω εξιςϊςεων: 

2

)2 5 0

)2 5 0

) 0

a x

x y

x y
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12.  Ρόςεσ λφςεισ μπορεί να ζχει το ςφςτθμα(χωρίσ να το λφςετε); 

2 24 9 36

2 5 6 0

x y

x y

  
 

   
 

Αιτιολογιςτε τθν απάντθςι ςασ. 

 

13. α) Μπορείτε να βρείτε δφο ςθμεία του γραφιματοσ τθσ   

 ςυνάρτθςθσ: ( ) , 0k x x x  . 

             β) Τι είδουσ επίπεδθ γραμμι είναι θ γραφικι παράςταςθ των παρακάτω  

             ςυναρτιςεων; 

2

( ) 3 7,

( ) , 0

( ) 4 , 2 2

f x x x

k x x x

g x x x
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Το δεφτερο ερωτθματολόγιο — φφλλο εργαςίασ. 

1. Τι είναι για ςζνα οι λφςεισ (αν υπάρχουν) μιασ εξίςωςθσ με δφο άγνωςτεσ ποςότθτεσ 

x και y; 

 

 

2. Ρόςα κοινά ςθμεία μπορεί να ζχει μια ευκεία με ζνα κφκλο(περιπτϊςεισ); 

 

3. Ρϊσ κα περιζγραφεσ ς’ ζνα ςυμμακθτι ςου τθν ζλλειψθ; 

 

 

4. Ο κφκλοσ αποτελεί γράφθμα ςυνάρτθςθσ; Αν όχι, από το ςχιμα του κφκλου  

μποροφμε να ορίςουμε ςυναρτιςεισ; Δϊςτε παράδειγμα. 

 

 

 

5. Δίνεται θ εξίςωςθ 2 4x y . Μπορείτε να βρείτε τρείσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ; Ρόςεσ 

λφςεισ ζχει θ εξίςωςθ αυτι; Ροια είναι θ καμπφλθ, που τα ηευγάρια των 

ςυντεταγμζνων των ςθμείων τθσ είναι λφςεισ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ; Μπορείτε να 

ςχεδιάςετε τθν καμπφλθ; 

 



 205 

 

6. Δίνεται θ παρακάτω καμπφλθ. Ροιο είναι το όνομα και ποια είναι θ εξίςωςθ τθσ 

καμπφλθσ αυτισ; Από πόςα ςθμεία αποτελείται αυτι θ καμπφλθ; Μπορείτε να 

βρείτε τρία απ’ αυτά; Ροια ιδιότθτα ζχουν τα ςθμεία τθσ καμπφλθσ αυτισ; 

 

 

7. Θ εξίςωςθ 2( 3) 1x y   παριςτάνει ευκεία. Βρείτε τα ςθμεία Α και Β που 

αντιςτοιχοφν για 0x  και 1x  . Κάντε το ίδιο για τθν εξίςωςθ 2 7x y  και βρείτε  

ςθμεία 'A  και 'B που αντιςτοιχοφν για 0x  και 1x  . Τι παρατθρείτε; 

 

 

 Στθν προςπάκεια να λφςουμε το ςφςτθμα 
2( 3) 1

2 7

x y

x y

   
 

  
ζχουμε: 

2( 3) 1 2( 3) 1 2 6 1 7 2 0 0

2 7 7 2 7 2 7 2

x y x y x x

x y y x y x y x

                 
         

              
 Άρα το 

ςφςτθμα είναι αόριςτο, δθλαδι ζχει άπειρεσ λφςεισ. Γιατί ςυμβαίνει αυτό; Ροφ 

ανικουν αυτζσ οι άπειρεσ λφςεισ; Αιτιολογιςτε τθν απάντθςι ςασ. 
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8. Περιγράψτε τισ λφςεισ των παρακάτω εξιςϊςεων: 

2

2 2

) 1 0

) 2 3 0

)4 4

a x

x y

x y





 

  

 

 

 

9. Ρόςεσ λφςεισ μπορεί να ζχει το ςφςτθμα(χωρίσ να το λφςετε); 

2 2( 1) ( 2) 36

2 5 7 0

x y

x y

    
 

   
 

            Αιτιολογιςτε τθν απάντθςι ςασ. 

 

 

10.     Τι είδουσ επίπεδθ γραμμι είναι θ γραφικι παράςταςθ των παρακάτω 

ςυναρτιςεων; Αιτιολογιςτε τθν απάντθςθ ςασ. 

2

( ) 3 7,

( ) , 0

( ) 2 4 , 2 2

f x x x

k x x x

g x x x

  

  

    

 

 

11. Θ ωριαία διδακτικι παρζμβαςθ ιταν για ςζνα μια ευχάριςτθ ι δυςάρεςτθ εμπειρία; 

Κεωρείσ ότι θ ϊρα αυτι κφλιςε δθμιουργικά ι βαρετά; 

 

 

12. Σου ζκανε εντφπωςθ κάτι, απ’ αυτά που ςυνζβθςαν ςτθν ωριαία διδακτικι 

παρζμβαςθ; Αν ναι, ποιο ιταν αυτό που ςε εντυπωςίαςε; 

 

13. Ζμακεσ κάτι καινοφριο; Αν ναι, ποιο ιταν αυτό; 
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Παρϊρτημα Β 

Τα τζςςερα φφλλα εργαςίασ που ςυμπλιρωςαν οι μακθτζσ, κατά τθ διάρκεια τθσ ωριαίασ 

διδακτικισ παρζμβαςθσ, για τθν ευκεία, τθν ζλλειψθ, τον κφκλο και τθν παραβολι. 
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Παρϊρτημα Γ 

Συγκεντρωτικοί πίνακεσ των αποτελεςμάτων, ανά ερϊτθςθ, του πρϊτου ερωτθματολογίου. 

Στισ δφο πρϊτεσ ςτιλεσ με αποτελζςματα, αναφζρονται τα αποτελζςματα των απαντιςεων 

των 50 μακθτϊν που ςυμμετείχαν και ςτισ τρεισ φάςεισ τθσ ζρευνασ. 

1θ ερϊτθςθ 
         

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

 1.1.1 Εφκολθ. 11 22,00% 14 23,73% 

 1.1.2 Μζτρια. 29 58,00% 33 55,93% 

 1.1.3 Δφςκολθ. 2 4,00% 2 3,39% 

1.1.4 Άλλθ.  7 14,00% 9 15,25% 

1.1.5 Δεν απάντθςαν. 1 2,00% 1 1,69% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

 
 

    
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

1.2.1 
Δυςκολία ςτισ 
αςκιςεισ. 13 26,00% 15 25,42% 

1.2.2 

Δυςκολία με τισ 
πράξεισ ι με τουσ 
τφπουσ. 4 8,00% 4 6,78% 

1.2.3 

Μπερδεφομαι από 
τισ ομοιότθτεσ των 
κωνικϊν τομϊν 
όςον αφορά τουσ 
τφπουσ και τα 
ςτοιχεία τουσ. 2 4,00% 3 5,08% 

1.2.4 

Δυςκολίεσ από τθν 
αλγεβρικι 
προςζγγιςθ τθσ 
Γεωμετρίασ. 1 2,00% 2 3,39% 

1.2.5 
Διάφορεσ 
δυςκολίεσ. 8 16,00% 9 15,25% 

1.2.6 Δεν απάντθςαν. 22 44,00% 26 44,07% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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2θ ερϊτθςθ 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

2.1 

Σωςτόσ 
φορμαλιςτικόσ 
οριςμόσ. 6 12,00% 8 13,56% 

2.2 

Σωςτι περιγραφι 
με βάςθ άλλεσ 
αναπαραςτάςεισ 
τθσ ζννοιασ. 4 8,00% 5 8,47% 

2.3 

Ελλιπισ 
φορμαλιςτικόσ 
οριςμόσ. 19 38,00% 22 37,29% 

2.4 
Διάφορεσ ελλιπείσ 
περιγραφζσ.  3 6,00% 4 6,78% 

2.5 

Λάκοσ 
φορμαλιςτικόσ 
οριςμόσ. 9 18,00% 10 16,95% 

2.6 
Διάφορεσ λάκοσ 
περιγραφζσ.  7 14,00% 7 11,86% 

2.7 Δεν απάντθςαν. 2 4,00% 3 5,08% 

 
Σφνολα  50 100,00% 59 100,00% 

      
      
      3θ ερϊτθςθ 

           
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

3.1 
Ηευγάρια αρικμϊν 
που επαλθκεφουν. 1 2,00% 1 1,72% 

3.2 
Συντεταγμζνεσ 
ςθμείων. 6 12,00% 6 10,34% 

3.3 Σθμεία. 6 12,00% 6 10,34% 

3.4 
Αρικμοί που 
επαλθκεφουν. 14 28,00% 19 32,76% 

3.5 Αρικμοί. 4 8,00% 4 6,90% 

3.6 
Αποτζλεςμα μιασ 
διαδικαςίασ. 6 12,00% 9 15,52% 

3.7 

Διάφορεσ 
"άςχετεσ" 
απαντιςεισ. 9 18,00% 10 17,24% 

3.8 Δεν απάντθςαν. 4 8,00% 4 6,90% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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      4θ ερϊτθςθ 

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

4.1 
Κανζνα, ζνα ι δφο 
ςθμεία. 14 28,00% 17 28,81% 

4.2 Ζνα ι δφο ςθμεία. 13 26,00% 14 23,73% 

4.3 
Κανζνα ι δφο 
ςθμεία. 2 4,00% 2 3,39% 

4.4 Δφο ςθμεία. 17 34,00% 22 37,29% 

4.5 Ζνα ςθμείο. 2 4,00% 2 3,39% 

2.6 
Ζνα, δφο ι τρία 
ςθμεία. 0 0,00% 0 0,00% 

2.7 
Ζνα, δφο ι άπειρα 
ςθμεία. 0 0,00% 0 0,00% 

4.8 Δεν απάντθςαν. 2 4,00% 2 3,39% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

       
5θ ερϊτθςθ 

           
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

5.1 
Ναι, εξθγϊντασ με 
κάποιο τρόπο. 2 4,00% 2 3,39% 

5.2 
Ναι, με λάκοσ 
επεξθγιςεισ. 4 8,00% 6 10,17% 

5.3 
Ναι, χωρίσ 
επεξθγιςεισ. 10 20,00% 11 18,64% 

5.4 
Πχι, χωρίσ 
επεξθγιςεισ. 4 8,00% 4 6,78% 

5.5 

Σωςτά κατά 
περίπτωςθ είναι ι 
δεν είναι 
ςυναρτιςεισ. 14 28,00% 19 32,20% 

5.6 Είναι ςυναρτιςεισ. 1 2,00% 1 1,69% 

5.7 Δεν απάντθςαν. 15 30,00% 16 27,12% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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6θ ερϊτθςθ 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

6.1.1 Ευκεία. 49 98,00% 58 98,31% 

6.1.2 Άλλθ απάντθςθ. 1 2,00% 1 1,69% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59  100,00% 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

6.2.1 Ραραβολι. 35 70,00% 40 67,80% 

6.2.2 Άλλεσ απαντιςεισ. 15 30,00% 19 32,20% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

6.3.1 Κφκλοσ 43 86,00% 51 86,44% 

6.3.2 Άλλεσ απαντιςεισ. 7 14,00% 8 13,56% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

6.4.1 Ζλλειψθ 44 88,00% 52 88,14% 

6.4.2 Άλλεσ απαντιςεισ. 6 12,00% 7 11,86% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      7θ ερϊτθςθ 
           

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

7.1 
Σωςτά και 
ςυμμετρικά. 17 34,00% 19 32,20% 

7.2 

Σωςτά, με μθ 
αρνθτικζσ 
ςυντεταγμζνεσ. 16 32,00% 20 33,90% 

7.3 Λάκοσ ςθμεία. 11 22,00% 13 22,03% 

7.4 Δεν απάντθςαν. 6 12,00% 7 11,86% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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8θ ερϊτθςθ 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

8.1 

Τα ςυμμετρικά του 
Α ωσ προσ τουσ 
άξονεσ και το 
κζντρο. 25 50,00% 26 44,07% 

8.2 

Εφρεςθ ςθμείων 
με ςυντεταγμζνεσ 
εκφραςμζνεσ 
ςυναρτιςει των α 
και β. 2 4,00% 4 6,78% 

8.3 
Εφρεςθ λάκοσ 
ςθμείων. 5 10,00% 7 11,86% 

8.4 

Διάφορεσ 
ανεπιτυχείσ 
προςπάκειεσ 
εφρεςθσ ςθμείων 
μζςα από τον 
προςδιοριςμό των 
α  και β. 7 14,00% 9 15,25% 

8.5 Δεν απάντθςαν. 11 22,00% 13 22,03% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

                  9θ ερϊτθςθ 
           

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

9.1.1 Ραραβολι. 35 70,00% 40 67,80% 

9.1.2 
Ζνα γεωμετρικό 
τόπο. 1 2,00% 1 1,69% 

9.1.3 
Άλλο γεωμετρικό 
τόπο. 3 6,00% 4 6,78% 

9.1.4 Δεν απάντθςαν. 11 22,00% 14 23,73% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

9.2.1 
Εξίςωςθ τθσ 
παραβολισ. 19 38,00% 22 37,29% 

9.2.2 

Γενικι εξίςωςθ 
παραβολισ για τθ 
ςυγκεκριμζνθ 
περίπτωςθ. 6 12,00% 6 10,17% 

9.2.3 
Λάκοσ εξίςωςθ 
παραβολισ . 12 24,00% 14 23,73% 

9.2.4 Άλλθ εξίςωςθ . 3 6,00% 5 8,47% 

9.2.5 Δεν απάντθςαν. 10 20,00% 12 20,34% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

 
10θ ερϊτθςθ 

                 
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

10.1.1 Ζλλειψθ. 45 90,00% 54 91,53% 

10.1.2 Λάκοσ όνομα. 4 8,00% 4 6,78% 

10.1.3 Δεν απάντθςαν. 1 2,00% 1 1,69% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

 

 
 
 
 
 

    
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

10.2.1 
Εξίςωςθ τθσ 
ζλλειψθσ. 28 56,00% 32 54,24% 

10.2.2 
Γενικι εξίςωςθ 
ζλλειψθσ. 16 32,00% 21 35,59% 

10.2.3 Λάκοσ εξίςωςθ. 2 4,00% 2 3,39% 

10.2.4 Δεν απάντθςαν. 4 8,00% 4 6,78% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

10.3.1 
Εξειδικευμζνοσ 
οριςμόσ.  2 4,00% 2 3,39% 

10.3.2 Γενικόσ οριςμόσ.  19 38,00% 22 37,29% 

10.3.3 Άλλεσ ιδιότθτεσ.  7 14,00% 9 15,25% 

10.3.4 Λάκοσ απαντιςεισ.  10 20,00% 14 23,73% 

10.3.5 Δεν απάντθςαν. 12 24,00% 12 20,34% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

11θ ερϊτθςθ11θ ερϊτθςθ 
                

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

11.1.1 

Οι λφςεισ είναι τα 
ςθμεία τθσ ευκείασ 
 x=-5/2. 5 10,00% 8 13,56% 

11.1.2 x=-5/2. 26 52,00% 29 49,15% 

11.1.3 
Θ λφςθ είναι 
μοναδικι. 4 8,00% 7 11,86% 

11.1.4 
Οι λφςεισ είναι 
ςθμείο. 3 6,00% 3 5,08% 

11.1.5 
Ρεριγραφι 
επίλυςθσ. 3 6,00% 3 5,08% 

11.1.6 Λάκοσ λφςθ. 7 14,00% 7 11,86% 

11.1.7 Δεν απάντθςαν. 2 4,00% 2 3,39% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

11.2.1 

Οι λφςεισ είναι τα 
ςθμεία τθσ ευκείασ 
ι θ ευκεία.  11 22,00% 15 25,42% 

11.2.2 
Οι λφςεισ είναι 
άπειρεσ.  4 8,00% 5 8,47% 

11.2.3 
Μια λφςθ τθσ 
εξίςωςθσ.  2 4,00% 2 3,39% 

11.2.4 

Επίλυςθ ι 
περιγραφι 
επίλυςθσ.  9 18,00% 11 18,64% 

11.2.5 
Διάφορεσ ςωςτζσ 
προτάςεισ.  5 10,00% 5 8,47% 

11.2.6 
Λάκοσ απόψεισ ι 
προςεγγίςεισ.  13 26,00% 13 22,03% 

11.2.7 Δεν απάντθςαν. 6 12,00% 8 13,56% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

11.3.1 

Οι λφςεισ είναι τα 
ςθμεία τθσ 
παραβολισ ι θ 
παραβολι. 8 16,00% 13 22,03% 

11.3.2 
Οι λφςεισ είναι 
άπειρεσ.  6 12,00% 6 10,17% 

11.3.3 
Μια λφςθ τθσ 
εξίςωςθσ.  2 4,00% 2 3,39% 

11.3.4 

Επίλυςθ ι 
περιγραφι 
επίλυςθσ.  15 30,00% 18 30,51% 

11.3.5 
Διάφορεσ ςωςτζσ 
προτάςεισ.  2 4,00% 2 3,39% 

11.3.6 
Λάκοσ απόψεισ ι 
προςεγγίςεισ.  11 22,00% 12 20,34% 

11.3.7 Δεν απάντθςαν. 6 12,00% 6 10,17% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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12θ ερϊτθςθ 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

12.1 

Σωςτι απάντθςθ 
με αιτιολόγθςθ 
γεωμετρικι. 5 10,00% 5 8,47% 

12.2 

Σωςτι απάντθςθ 
με αιτιολόγθςθ 
αλγεβρικι.  1 2,00% 1 1,69% 

12.3 
Σωςτι απάντθςθ 
χωρίσ αιτιολόγθςθ.  1 2,00% 1 1,69% 

12.4 

Λάκοσ απάντθςθ 
επιχειρϊντασ 
γεωμετρικι 
αιτιολόγθςθ.  0 0,00% 0 0,00% 

12.5 

Λάκοσ απάντθςθ 
επιχειρϊντασ 
αλγεβρικι 
αιτιολόγθςθ.  31 62,00% 39 66,10% 

12.6 
Λάκοσ απάντθςθ 
χωρίσ αιτιολόγθςθ. 9 18,00% 10 16,95% 

12.7 Δεν απάντθςαν. 3 6,00% 3 5,08% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      
            
       
 
 

13θ ερϊτθςθ 
           

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

13.1.1 

Βρίςκουν δφο 
ςθμεία που 
ανικουν ςτο 
γράφθμα.  18 36,00% 21 35,59% 

13.1.2 

Βρίςκουν δφο 
ςθμεία που δεν 
ανικουν ςτο 
γράφθμα. 12 24,00% 12 20,34% 

13.1.3 Δεν απάντθςαν. 20 40,00% 26 44,07% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα   

13.2.1 Ευκεία. 29 58,00% 33 55,93% 

13.2.2 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 3 6,00% 3 5,08% 

13.2.3 Δεν απάντθςαν. 18 36,00% 23 38,98% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      
      

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

13.3.1 Τμιμα παραβολισ. 3 6,00% 3 5,08% 

13.3.2 Ραραβολι. 16 32,00% 19 32,20% 

13.3.3 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 12 24,00% 12 20,34% 

13.3.4 Δεν απάντθςαν. 19 38,00% 25 42,37% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 

      
      

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα   

13.4.1 Θμικφκλιο. 3 6,00% 3 5,08% 

13.4.2 Κφκλοσ. 7 14,00% 9 15,25% 

13.4.3 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 19 38,00% 20 33,90% 

13.4.4 Δεν απάντθςαν. 21 42,00% 27 45,76% 

 
Σφνολα 50 100,00% 59 100,00% 
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Συγκεντρωτικοί πίνακεσ αποτελεςμάτων, ανά ερϊτθςθ, του δεφτερου ερωτθματολογίου. 

Στα κοινά ερωτιματα του πρϊτου και δεφτερου ερωτθματολογίου, εμφανίηονται τα 

αποτελζςματα του πρϊτου ερωτθματολογίου φζροντασ τθν ζνδειξθ «πριν» και του 

δεφτερου ερωτθματολογίου με τθν ζνδειξθ «μετά». 

1θ ερϊτθςθ  
     

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

1.1 
Ηευγάρια αρικμϊν που 
επαλθκεφουν. 1 2,00% 5 10,00% 

1.2 
Συντεταγμζνεσ 
ςθμείων. 6 12,00% 13 26,00% 

1.3 Σθμεία. 6 12,00% 9 18,00% 

1.4 
Αρικμοί που 
επαλθκεφουν. 14 28,00% 9 18,00% 

1.5 Αρικμοί. 4 8,00% 3 6,00% 

1.6 
Αποτζλεςμα μιασ 
διαδικαςίασ. 6 12,00% 0 0,00% 

1.7 
Διάφορεσ "άςχετεσ" 
απαντιςεισ. 9 18,00% 8 16,00% 

1.8 Δεν απάντθςαν. 4 8,00% 3 6,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

      2θ ερϊτθςθ 
     

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

2.1 
Κανζνα, ζνα ι δφο 
ςθμεία. 14 28,00% 36 72,00% 

2.2 Ζνα ι δφο ςθμεία. 13 26,00% 9 18,00% 

2.3 Κανζνα ι δφο ςθμεία. 2 4,00% 0 0,00% 

2.4 Δφο ςθμεία. 17 34,00% 2 4,00% 

2.5 Ζνα ςθμείο. 2 4,00% 0 0,00% 

2.6 Ζνα, δφο ι τρία ςθμεία. 0 0,00% 1 2,00% 

2.7 
Ζνα, δφο ι άπειρα 
ςθμεία. 0 0,00% 1 2,00% 

2.8 Δεν απάντθςαν. 2 4,00% 1 2,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

       
 

     



 222 

 

 
3θ ερϊτθςθ 

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

3.1 
Σωςτόσ φορμαλιςτικόσ 
οριςμόσ. 6 12,00% 9 18,00% 

3.2 

Σωςτι περιγραφι με 
βάςθ άλλεσ 
αναπαραςτάςεισ τθσ 
ζννοιασ. 4 8,00% 4 8,00% 

3.3 
Ελλιπισ φορμαλιςτικόσ 
οριςμόσ. 19 38,00% 12 24,00% 

3.4 
Διάφορεσ ελλιπείσ 
περιγραφζσ.  3 6,00% 8 16,00% 

3.5 
Λάκοσ φορμαλιςτικόσ 
οριςμόσ. 9 18,00% 11 22,00% 

3.6 
Διάφορεσ λάκοσ 
περιγραφζσ.  7 14,00% 2 4,00% 

3.7 Δεν απάντθςαν. 2 4,00% 4 8,00% 

 
Σφνολα  50 100,00% 50 100,00% 

      

      
      4θ ερϊτθςθ 

     

    
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα    

4.1 

Πχι, αλλά μποροφμε να 
ορίςουμε ςυναρτιςεισ 
(με παράδειγμα). 15 30,00% 

  

4.2 

Πχι, αλλά μποροφμε να 
ορίςουμε ςυναρτιςεισ 
(χωρίσ παράδειγμα).  10 20,00% 

  4.3 Πχι. 4 8,00% 
  

4.4 

Πχι και δεν μποροφμε 
να ορίςουμε 
ςυναρτιςεισ. 1 2,00% 

  4.5 Ναι. 7 14,00% 
  4.6 Δεν απάντθςαν. 13 26,00% 
  

 
Σφνολα  50 100,00% 
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5θ ερϊτθςθ 

      

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

5.1.1 

Σωςτζσ και 
αντιςτοιχοφν ςε 
ςυμμετρικά ςθμεία. 17 34,00% 22 44,00% 

5.1.2 

Σωςτζσ με μθ 
αρνθτικζσ τιμζσ για το 
x. 16 32,00% 19 38,00% 

5.1.3 Λάκοσ λφςεισ. 11 22,00% 4 8,00% 

5.1.4 Δεν απάντθςαν. 6 12,00% 5 10,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

      

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  5.2.1 Άπειρεσ. 24 48,00% 
  5.2.2 Δεν απάντθςαν. 26 52,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  5.3.1 Ραραβολι. 14 28,00% 
  5.3.2 Υπερβολι. 1 2,00% 
  5.3.3 Δεν απάντθςαν. 35 70,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 
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Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  

  5.4.1 Σωςτό ςχιμα. 28 56,00% 
  

5.4.2 
Θμιτελζσ ςχιμα (μόνο 
ςτο 1ο τεταρτθμόριο). 2 4,00% 

  

5.4.3 

Λάκοσ 
προςανατολιςμζνο 
ςχιμα (άξονασ 
ςυμμετρίασ ο χ'χ). 8 16,00% 

  5.4.4 Λάκοσ ςχιμα. 5 10,00% 
  5.4.5 Δεν απάντθςαν. 7 14,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

                
 
 
 
6θ ερϊτθςθ 

     

      

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

6.1.1 Ζλλειψθ-κφκλοσ. 45 90,00% 44 88,00% 

6.1.2 Λάκοσ όνομα. 4 8,00% 0 0,00% 

6.1.3 Δεν απάντθςαν. 1 2,00% 6 12,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

      

 
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

6.2.1 
Εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ-
κφκλου. 28 56,00% 25 50,00% 

6.2.2 
Γενικι εξίςωςθ 
ζλλειψθσ-κφκλου. 16 32,00% 4 8,00% 

6.2.3 Λάκοσ εξίςωςθ. 2 4,00% 12 24,00% 

6.2.4 Δεν απάντθςαν. 4 8,00% 9 18,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 
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Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  

  6.3.1 Άπειρα ςθμεία 26 52,00% 
  6.3.2 Άλλθ απάντθςθ. 6 12,00% 
  6.3.3 Δεν απάντθςαν. 18 36,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  

6.4.1 
Βρίςκουν τρία ςθμεία 
του κφκλου.  23 46,00% 

  

6.4.2 
Βρίςκουν δφο ςθμεία 
του κφκλου. 3 6,00% 

  

6.4.3 

Βρίςκουν ςθμεία που 
δεν ανικουν ςτον 
κφκλο.  9 18,00% 

  6.4.4 Δεν απάντθςαν. 15 30,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

 
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

6.5.1 
Εξειδικευμζνοσ 
οριςμόσ.  2 4,00% 12 24,00% 

6.5.2 Γενικόσ οριςμόσ.  19 38,00% 15 30,00% 

6.5.3 Άλλεσ ιδιότθτεσ.  7 14,00% 2 4,00% 

6.5.4 Λάκοσ απαντιςεισ.  10 20,00% 1 2,00% 

6.5.5 Δεν απάντθςαν. 12 24,00% 20 40,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 
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7θ ερϊτθςθ 

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  

7.1.1 
Βρίςκουν τα ςωςτά 
ςθμεία. 42 84,00% 

  

7.1.2 
Βρίςκουν λάκοσ 
ςθμεία. 4 8,00% 

  7.1.3 Δεν απάντθςαν. 4 8,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  7.2.1 Ταφτιςθ ευκειϊν. 19 38,00% 
  7.2.2 Ταφτιςθ εξιςϊςεων. 4 8,00% 
  7.2.3 Ταφτιςθ ςθμείων. 11 22,00% 
  

7.2.4 
Διάφορεσ άλλεσ 
παρατθριςεισ. 8 16,00% 

  7.2.5 Δεν απάντθςαν. 8 16,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  7.3.1 Συμπίπτουν οι ευκείεσ. 16 32,00% 
  7.3.2 Είναι θ ίδια εξίςωςθ. 4 8,00% 
  

7.3.3 
Διάφορεσ 
αιτιολογιςεισ. 8 16,00% 

  7.3.4 Δεν απάντθςαν. 22 44,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  

7.4.1 

Στθν ευκεία (αφοφ 
ςυμπίπτουν οι δφο 
ευκείεσ).  10 20,00% 

  7.4.2 Λάκοσ απαντιςεισ.  6 12,00% 
  7.4.3 Δεν απάντθςαν. 34 68,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 
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8θ ερϊτθςθ 

     

 
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

8.1.1 

Οι λφςεισ είναι τα 
ςθμεία τθσ ευκείασ  
x=-5/2 ι των ευκειϊν 
(x=1 ι x=-1). 5 10,00% 6 12,00% 

8.1.2 x=-5/2 ι (x=1 ι x=-1). 26 52,00% 22 44,00% 

8.1.3 
Θ λφςθ είναι μοναδικι 
ι ζχει δφο λφςεισ. 4 8,00% 5 10,00% 

8.1.4 
Οι λφςεισ είναι ςθμείο 
ι ςθμεία. 3 6,00% 3 6,00% 

8.1.5 Ρεριγραφι επίλυςθσ. 3 6,00% 1 2,00% 

8.1.6 Λάκοσ λφςθ. 7 14,00% 1 2,00% 

8.1.7 Δεν απάντθςαν. 2 4,00% 12 24,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

       
 

    

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

8.2.1 

Οι λφςεισ είναι τα 
ςθμεία τθσ ευκείασ ι θ 
ευκεία.  11 22,00% 18 36,00% 

8.2.2 
Οι λφςεισ είναι 
άπειρεσ.  4 8,00% 7 14,00% 

8.2.3 
Μια λφςθ τθσ 
εξίςωςθσ.  2 4,00% 2 4,00% 

8.2.4 
Επίλυςθ ι περιγραφι 
επίλυςθσ.  9 18,00% 4 8,00% 

8.2.5 
Διάφορεσ ςωςτζσ 
προτάςεισ.  5 10,00% 2 4,00% 

8.2.6 
Λάκοσ απόψεισ ι 
προςεγγίςεισ.  13 26,00% 4 8,00% 

8.2.7 Δεν απάντθςαν. 6 12,00% 13 26,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 
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Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

8.3.1 

Οι λφςεισ είναι τα 
ςθμεία τθσ παραβολισ-
ζλλειψθσ ι θ 
παραβολι-ζλλειψθ. 8 16,00% 15 30,00% 

8.3.2 
Οι λφςεισ είναι 
άπειρεσ.  6 12,00% 8 16,00% 

8.3.3 
Μια ι δφο λφςεισ τθσ 
εξίςωςθσ.  2 4,00% 2 4,00% 

8.3.4 
Επίλυςθ ι περιγραφι 
επίλυςθσ.  15 30,00% 2 4,00% 

8.3.5 
Διάφορεσ ςωςτζσ 
προτάςεισ.  2 4,00% 2 4,00% 

8.3.6 
Λάκοσ απόψεισ ι 
προςεγγίςεισ.  11 22,00% 7 14,00% 

8.3.7 Δεν απάντθςαν. 6 12,00% 14 28,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

            9θ ερϊτθςθ 
     

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

9.1 

Σωςτι απάντθςθ με 
αιτιολόγθςθ 
γεωμετρικι. 5 10,00% 20 40,00% 

9.2 

Σωςτι απάντθςθ με 
αιτιολόγθςθ 
αλγεβρικι.  1 2,00% 2 4,00% 

9.3 
Σωςτι απάντθςθ χωρίσ 
αιτιολόγθςθ.  1 2,00% 2 4,00% 

9.4 

Λάκοσ απάντθςθ 
επιχειρϊντασ 
γεωμετρικι 
αιτιολόγθςθ.  0 0,00% 1 2,00% 

9.5 

Λάκοσ απάντθςθ 
επιχειρϊντασ 
αλγεβρικι 
αιτιολόγθςθ.  31 62,00% 16 32,00% 

9.6 
Λάκοσ απάντθςθ χωρίσ 
αιτιολόγθςθ. 9 18,00% 4 8,00% 

9.7 Δεν απάντθςαν. 3 6,00% 5 10,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 
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      10θ ερϊτθςθ 

     

 
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

10.1.1 Ευκεία. 29 58,00% 33 66,00% 

10.1.2 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 3 6,00% 3 6,00% 

10.1.3 Δεν απάντθςαν. 18 36,00% 14 28,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

       
 
 

    

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

10.2.1 Τμιμα παραβολισ. 3 6,00% 7 14,00% 

10.2.2 Ραραβολι. 16 32,00% 12 24,00% 

10.2.3 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 12 24,00% 14 28,00% 

10.2.4 Δεν απάντθςαν. 19 38,00% 17 34,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 

      

     

  
Ρριν Μετά 

Κωδικόσ 
απάντθςθσ 

Απάντθςθ Συχνότθτα  
Σχετικι 

Συχνότθτα  
Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

10.3.1 
Θμικφκλιο-τμιμα 
ζλλειψθσ. 

3 6,00% 
5 10,00% 

10.3.2 Κφκλοσ-ζλλειψθ. 7 14,00% 8 16,00% 

10.3.3 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 19 38,00% 21 42,00% 

10.3.4 Δεν απάντθςαν. 21 42,00% 16 32,00% 

 
Σφνολα 50 100,00% 50 100,00% 
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11θ ερϊτθςθ 

      
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα    

11.1 
Ευχάριςτθ και 
δθμιουργικι εμπειρία. 27 54,00% 

  11.2 Ευχάριςτθ εμπειρία. 6 12,00% 
  11.3 Δθμιουργικι εμπειρία. 7 14,00% 
  11.4 Βαρετά. 2 4,00% 
  11.5 Άλλθ απάντθςθ. 5 10,00% 
  11.6 Δεν απάντθςαν. 3 6,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

             
 

     
12θ ερϊτθςθ 

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  12.1.1 Ναι. 27 54,00% 
  12.1.2 Πχι. 12 24,00% 
  12.1.3 Δεν απάντθςαν. 11 22,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

      

    
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  12.2.1 Θ παρουςίαςθ. 9 33,33% 
  

12.2.2 
Το πρόγραμμα 
EucliDraw.  6 22,22% 

  

12.2.3 

Θ ςχζςθ του ςυνόλου 
των λφςεων με τα 
ςθμεία του ςχιματοσ. 3 11,11% 

  

12.2.4 

Θ ςφνδεςθ των 
ςυναρτιςεων με τισ 
κωνικζσ τομζσ. 3 11,11% 

  

12.2.5 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 5 18,52% 

  12.2.6 Δεν απάντθςαν. 1 3,70% 
  

 
Σφνολα 27 100,00% 
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13θ ερϊτθςθ 

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  13.1.1 Ναι. 20 40,00% 
  13.1.2 Πχι. 20 40,00% 
  13.1.3 Δεν απάντθςαν. 10 20,00% 
  

 
Σφνολα 50 100,00% 

  

     
Κωδικόσ 

απάντθςθσ 
Απάντθςθ Συχνότθτα  

Σχετικι 
Συχνότθτα  

  

13.2.1 

Τθ ςφνδεςθ των 
ςυναρτιςεων με τισ 
κωνικζσ τομζσ. 6 30,00% 

  

13.2.2 

Τθ ςχζςθ του ςυνόλου 
των λφςεων με τα 
ςθμεία του ςχιματοσ.  3 15,00% 

  

13.2.3 
Διάφορεσ άλλεσ 
απαντιςεισ. 11 55,00% 

  

 
Σφνολα 20 100,00% 
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Παρϊρτημα Δ 

Στουσ δφο παρακάτω πίνακεσ εμφανίηονται οι κωδικοί απαντιςεων για κάκε μακθτι και για 

κάκε ερϊτθςθ του πρϊτου και δεφτερου ερωτθματολογίου. Στθν πρϊτθ ςτιλθ εμφανίηεται 

ο αρικμόσ που δθλϊνει τθν ταυτότθτα του μακθτι. Στθν πρϊτθ γραμμι εμφανίηεται το 

πρϊτο μζροσ του κωδικοφ απάντθςθσ που αντιςτοιχεί ςτον αρικμό τθσ ερϊτθςθσ, 

λαμβάνοντασ υπ’ όψιν τα διαφορετικά ερωτιματα που απαρτίηουν τθν ερϊτθςθ. Στα 

υπόλοιπα κελιά εμφανίηεται το τελευταίο ψθφίο του κωδικοφ απάντθςθσ ανά μακθτι και 

ανά ερϊτθμα, που αντιςτοιχεί ςε μια από τισ κατθγορίεσ απαντιςεων του αντίςτοιχου 

ερωτιματοσ. 
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Αναλυτικόσ πίνακασ αποτελεςμάτων για το πρϊτο ερωτθματολόγιο. 
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Αναλυτικόσ πίνακασ αποτελεςμάτων για το δεφτερο ερωτθματολόγιο. 

Οι πρϊτοι 50 μακθτζσ που ςυμμετείχαν ςτο πρϊτο ερωτθματολόγιο είναι οι μακθτζσ που 

ςυμμετείχαν και ςτο δεφτερο ερωτθματολόγιο. Θ ταυτοποίθςι τουσ ζγινε με βάςθ το 

όνομα που ιταν υποχρεωμζνοι να αναγράφουν και ςτα δφο ερωτθματολόγια. 
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