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�� ��$������ (�����6 	� ���	�	� Collocation �	� ����� :�M�����
#splines Hermite / N�;Q6 N� Q6 N�Q6 N��Q6 N��Q0 � #��:���� splines
/N&�Q6 N�Q6 N�3Q6 N�)Q0 �(	�� ��	���(��� �	$1 R	����� ��� �8��+ ����$���
�������	�	�,� ��� � $1,�$$�������� ������� ���"	����� �.�>#��
/�%!0� !(�� ��������� ��� ��� 	� ��	 ���	�	� ��	�	1� �� ����1(	��
:�$����+.-��$�,���� ��.��� ��	$	������ ��	�	�������� ���T���6
���#��+ ��� ��	M�1#�� /N��Q6 N��Q6 N�&Q6 N�Q6 N4Q0 �(	�� �"������� ��
��+$�,6�� �$	�	�,������.�	$��,��� ������� ���$$�V������
������1�#�� /!
0 �� �������+ �$��:���+ =������ �	� ��	�1��	��
��� �������	�	��#��6 �1�	� Collocation6 �$$�������� �%! �� ��:����
splines Hermite #��	 ��� ����� ����+#���

W ���	1F��$�� ����� ��� ���� ��	R+������+$�,���� �$	�	�,�
8�+��� !
 ��� �������	�	��#�� �1�	� Collocation �� ��:���� splines�
5�����������6 �� 	��@��� ��� �����	�� !��$$���� 
�����1�#�� ��
Splines Collocation /EKSC0 :�M�����#�������+ ��:��+ �	$������
��� �� ��	Z���,�� $1,� u �� �$$�������� ��������� �������
���"	����� �.�[,�
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kX
i��
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\ �u 2 f �	 ]� /�a0

�� =�	������ =������ Dirichlet � Neumann

Bu 2 g �	 �] � -�	�	 �	� ] /�a0
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6  ���	���� �.������� ���+���	� �� u06 ] �Qk
i���Nai� biQ ����� ��� 	��	����	 (���	 �	� IRk ��� �i/� 306 �/� 306 f

��� g ����� =�����#�� k ����:$���� '� ��� ��@ ����1��,�@���
 �$	�	�,��� ��	����	����� 8�+��� !
 ���	���� ��� �	 �����+��
������ ���:$�� �%!6 ���	��� �� ��+$�,-��$�,� ���	 ��� ��
�.�[,Helmholtz ��� ����� ����+#�� ��� �� =�	������ =������
Dirichlet6 �$���

Lu �
P�

i��D
�
xi
u\ �u 2 f �	 ] /�b0

u 2 g �	 �] � /�b0

T ����+��� �������,!
 ��	��� ������ �� � (����E�� �� ��	�	 ����	
��� ��b ���� �	 $��	 ��� ���	�M+9���� ����

�	 ���$	��	 ����� �� ����d�� ����� 	��������	 �� �.��� 5�	

�"+$��	 � ���	��� ����$����+ �+�	��� ��� ��� �������� ��� ���������
���	����� /� ���	����� Kronecker0 ���+��� ��� ���	�M+9	��� ���-��	�
��F������ ��+$�,��� �%! �� �������+ ��������� 5�	 
�"+$��	
& �"	1 	��@��� �� ���	�	 �������	�	�,� Collocation �� ��:����
splines ������+"	��� �	 �������� �$��:���� -��� ��� �.�>#��
�	� ��	�1��	�� ��� �� �������	�	�,����� W $���	����� ���	�d�,
��� 8�+��� !
 �	� 8���9	���� �� ���+ �� �������+=������ �������
�	 
�"+$��	 * ��	� ���	�M+9	����6 ���,�6  ��+$�,�� -��$�,�
���  �	$��$	����� ��� ��	����	�����8�+���� �� ��	��$����� ���
����������� ���������� ������+��� ��� ���	���� �	 
�"+$��	 46 ���
��$	� �	 
�"+$��	 ) �����(�� �� =����+���� ��� ������� �������#��
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��� $���	����� ��F����������� ��� ��������� ���	����� ���+���
��������	 N�?Q� W (�M�	�	�,�� ������� ����� ��� �� ��+$�,���
�%! ��	�+��� ��� ���� "	�+ �	 N�)Q� '$������	� �	� (����9	����
��	�	���+ �������+�������� ���+��� ���	�����	 N)Q� 5��� ����� �������
�	� ��	$	��	1�6 ���	�M+9	��� ��-��	�	 ����	 ��� �����+�� ��	M�1#��
��������	���� �	� =�:	$��� ��� �� �������+ ��	��$����� ��� ���
��+���� ����� �� ����d���
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f���	1�� �1	 =�����#�� x ��� y6

x g Na�� b�Q� IR ��� y g Na�� b�Q � IR�

���9	��� �	 �������� �������	 ��� x ��� y6 x� y6 ��

/x� y0 g Na�� b�Q� Na�� b�Q� IR

/x� y0/s� t0 2 x/s0y/t0� /s� t0 � Na�� b�Q� Na�� b�Q�

f���	1�� �1	 ����1���� x � IRN ��� y � IRL /N�L � IN0

x 2 /x�� x�� � � � � xN 0
T ��� y 2 /y�� y�� � � � � yL0

T
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��� �� ����	1�� F� ����	���	1� ��� =�����#�� x ��� y6 �����	�(��
���9	��� �	 �������� �������	 x� y ��� ������+��� x ��� y ��

/x� y0n�l 2 xnyl � n 2 �� � � � � N� l 2 �� � � � � L

�	 	�	�	 ��	��� �� ��"����� �� �	� "�M�� ����	 ��+��.� �� �.��

x� y 2

�
BBBB�
x�y
x�y
���

xNy

�
CCCCA � IRNL�

E�� ���� A 2 famng ��� B 2 fbklg ������� �+.� M � N ���
K �L �����	�(�� �	 �������� �������	 ��� A ��� B ����� 	 �����+��
MK �NL �������

A�B 2

�
BBB�
a��B a��B � � � a�NB
a��B a��B � � � a�NB

���
aM�B aM�B � � � aMNB

�
CCCA �

j�	���	���� ���� ��� �� ����� ��� ���+���6 �	� (�M�	�	�	1�� �����+��6
����� =�:��+ �� ��� ��+$	��� ��+.���6 =�	7�9	��� ������� ��� ���
�������� ��������� ���	����� 	� 	�	��� ����� (��M��� ��� �� ��+$�,
��� 8�+��� !
g

/A� \A�0�B 2 A� �B \A� �B

A� /B� \B�0 2 /A�B�0 \ /A�B�0

/A� �A�0/B� �B�0 2 A�B� �A�B�

/A�B0�� 2 A�� �B��

/A�B0T 2 AT �BT �

'�� �� �����+��6 �1�	$� :$��	��� ��� �� x ��� y ����� �� ���	����1����
��� ���+��� A ��� B �� ���	����� � ��� � �����	�(�6 ���� x � y ��� ��
����� �� ���	����1���� ��� 	� ���	����� �	� ������ A � B6 �����	�(��
'.�9�� �� ���"��	��� ��� ��� �� �����+�� �����,��� (���+9���� 	�
������� A ��� B �� ����������������� !�� �	$1 (��M�	 q���� �	� ��
(�M�	�	���� �������� �� ��+$�,��� ������� Collocation !
6
����� �	 �.���
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Ai

�ji 2

�� � � � � Ni� i 2 �� � � � � k�� A � A� �A� � � � � �Ak
Qk

i��Ni y�j� �

y���j�� � y���j�� � � � � � y�k�jk�� j � /j�� � � � � jk0 ji 2 �� � � � � Ni� �
�j�

A �

�
�j��
A�

�
�j��
A�

� � � �
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Ak
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5b ���� �� ������ ���	�M+9	��� �+�	�� ��	��$������	� �(	�� ��	�17��
�"����9	���� ��� �$�M�� ��� ��(��� ���� �� ��+$�,��� �%!� W
���� ���� ����� ���  ���$�,�	$���+����� ��	:$�+��� ��	��� ��
���(��� �� $1,���� =��$	� �	�	��+����� ��	:$�+��� ��� �����
 :+,�� �$�M��� �����	� ���(����	1 ����:$��� �� ����������
"�M���� 5�� �������,��� �%!6 ����  ���� ����$������ ��+$�,
�� �������+�������� ��� ���+��� �	� ��	�1��	��� �����+�� ���	�M+9	���
� :�M�� ���� ���� ���	��� ��+$�,� ��� ��	 ����+#���

f���	1�� �� ��1���� �+.� �������� �%!

Lxu\ Lyu 2 f �	 ] � N3� �Q� N3� �Q /���0

��	� Lx /Ly0 ����� ��$������ �������	�� �� ��	� x /y0 ���=���$����
�	� �.�������� ���	 ��� �	 x /y0� ��� =���� �������d� $1,� ��
�%! /���06 �� �+�	��� =�	������=������6 �����  �	�	���,,�����
�������,� �	 ] ���  �������+��,��� ��������� �� �����������
���"	���� j�	���	��� ��� �� ,���� �� �������,� ����� 	� �	��� ���
M \ � ���+$$$�� ��	� �	� +.	�� ��� y ������� �� �������,�
�� ��� N \ � ���+$$$�� ��	� �	� +.	�� ��� x� 5��:	$�9	��� ��
umn �� ���� �� $1,� �	� �������	1 ��	:$����	� �	 ,���	 /xm� yn0�
'���� 	� ����� ��	�	1� �� �����	1� F� �� �	�(��� �	� ����1���	� u�
�	 ��	��$��� ���� ���	��� �������d�� ����� ��� -��� ���������
�$��:����� �.�>#�� �� �	�"��

Mu 2 g /���0

��	� M ����� ������� ��� g ��+���� �� �	�(��� �	� �(	�� ���	������
��� ��� ����� �	� ��.�	1 ���	�� �� /���0 ��� ��� ����� �	 -�	�	� W



�� ��

����:�� �	�"� �	�M �.���+��� ��� �	� ��$��� Lx\Ly6 �� ��	Z���,
��� ��������� ��� �	� �1�	 ���=�	������=������ {�� �� ��	Z���,
���� �.�[,�Poisson �� � ���	�	 ��� 4 ,����� ����� �1�	$	 �� �	1��
��� �	 �$��:���� �������� -��� /���0 �	� ��	�1���� �(�� �� �.��
�	�"�

NI �A\B � IQu 2 g /��&0

��	� A�B ����� ����������	� �������� !���� ��	"���� ��� 	� I � A ���
B � I ���������������� ��� ����� ����� /N&�Q0 ���  �����������������
���9�� ,������� ��$	 �� ��+$�,��� ������� !
�

���	�M+9	��� ���� �	� 	���� standard tridiagonal �	�"�� ��� ���
������ ��� �	 N�)Q6 ��� �� ��� :	��@������+$�,�	� ���	�M+9����
�����+���

0#�+�� �-� H V standard tridiagonal H � V �
�

1�2#$�� �-� MN�MN H V standard tridiagonal � HV 2
V H MN �MN D M �M N �N E F H 2 D��/I�E0D
V 2 D��/F � I0D�

j�	���	��� �	 �.��6 ��� 	� ������� A ��� B ����� � ���+9	����
��� �(	�� �������+ ���.+���� ���	����1����� 5������ �(	��� ���
��+�(	�� ������� P ��� Q ���	�	� ���

Q��AQ 2 }/A0 ��� P��BP 2 }/B0

��	� }/X0 ����� 	 �������	� ������� �� ��� ���	����� �	�X ����������
�	��

!�M��	�1���� ���

P�� �Q��/I �A\B � I0P �Q 2 I � }/A0 \ }/B0� I

��� ��	�����

/I �A\B � I0�� 2 P �Q/I �}/A0 \ }/B0� I0��P�� �Q���
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� ������� I � }/A0 \ }/B0� I ����� �������	� ��� 	 ������	"�� �	�
��������� ����������� '�� �	� �����+�� 8	$���� �1�	$� :$��	���
���  $1,�� /��&0 ������� ���g

u 2
h
P �Q /I � }/A0 \ }/B0� I0�� P�� �Q��

i
g� /��*0

'��� 8�,����� �� ����:� $1,�� ����������%!#��	�� �������	1
���	���	� �	@����� �	� �(	�� 8�,�� =������ ���"	����� �.�>#���
%$��� 	 NM � NM ������� I � A \ B � I ����� �������7��	�
#��	�� ���	=�����#�� ��� ���	����� ��� A ��� B 	� 	�	�	� �����
������� �+.� N � N ��� M �M ���	� � �1�	� /��*0 ����� ������
�	�"�� ��� ��� ���(��� ��� �(	��� ������#� � ��������=�+��,Green
��� � ������ ���"	���� �.�[,� 5� �������,���6 ��	� �(	���
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