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�� � ���� �n � N� �

�



« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �¡���� Ë· „flÌÂÈ Â·„˘„ÈÍ‹� ≈flÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ ·ÎÁËÂ˝ÂÈ „È· n � ��
’ÔË›ÙÔıÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n � �� � � � � n�� ¸Ôı n� � N� � ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ Ù·

·Í¸ÎÔıË·

an��� � �� � ��an� � � � �� � ��n���a� � �
n���X
���

�� � ����� � �

��� � ��n���a� � �

n�X
���

�� � ��� � � � �� � ��n���a� � �

n�X
���

�� � ����

≈ÔÏ›Ì˘Ú Á �¡���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n � n� � ��
”ıÌÂ˜flÊÔÌÙ·Ú� ·¸ ÙÁÌ �¡���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

an ��� � ��na� � �
�� � ��n � �

�� � ��� �

��� � ��n
�
a� �

�

�

�
� exp�n��

�
a� �

�

�

�
�

„È· Í‹ËÂ n � N� � �

x¡�� Ã›ËÔ‰ÔÈ Runge�Kutta�
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ÏÈ‹ ÛıÌfiËÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ y � ��� t���R Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�E�
y��t� � f�t� y�t��� t � ��� t��

y��� � y��

¸Ôı f � ��� t�� R��R ÏÈ‹ ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ Lipschitz

jf�t� x��� f�t� x��j � Ljx� � x�j� �x�� x� � R� t � ��� t��

�√È· ÙÁ ËÂ˘Òfl· ˝·ÒÓÁÚ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� ‚Î��
�˜� �CodL� �Cor��

∏ÛÙ˘ q � N� ÃÈ‹ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta ÏÂ q ÛÙ‹‰È· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÂÙ·È ÎfiÒ˘Ú ·¸ ›Ì·

Û˝ÌÔÎÔ Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì� faijgqi�j��� fbjgqj��� f
jgqj��� Ôı ÛıÌfiË˘Ú ·ÒÈÛÙ‹	

ÌÔÌÙ·È ÛÂ ÏÔÒˆfi ÏÁÙÒ˛Ôı �tableau�

A �

bT

�



¸Ôı A �� �aij�
q
i�j�� ÂflÌ·È ›Ì·Ú q � q flÌ·Í·Ú� b �� �b�� ���� bq�

T Í·È � �� �
�� ���� 
q�
T �

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· T �� diag�
�� � � � � 
q� Í·È e �� ��� � � � � ��T � Rq �

∏ÛÙ˘ N � N � k � t�

N Í·È tn �� nk „È· n � �� � � � � N � « Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta Ô‰Á„Âfl

ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì fyngNn�� ÙÁÚ y ÛÙ· ftngNn��� ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·

y� �� y���¡���a�

„È· n � �� � � � � N � �� ÒÔÛ‰È¸ÒÈÛÂ fyn�jgqj�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

yn�j � yn � k

qX
s��

ajsf�t
n�s� yn�s�� j � �� � � � � q��¡���b�

Í·È ¸ÒÈÛÂ

yn�� �� yn � k

qX
j��

bjf�t
n�j� yn�j���¡���c�

¸Ôı tn�j �� tn � 
jk „È· n � �� � � � � N � � Í·È j � �� � � � � q� ¬Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú

Ù˘Ì ÂÌ‰È·Ï›Û˘Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì fyn�jgqj�� ··ÈÙÂfl� ÂÌ „›ÌÂÈ� ÙÁ Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfi	

Ï·ÙÔÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì� ≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� �Cr�� Th�eor�eme ���� p� �� ¸ÙÈ

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ¡Ì jAj � �jajsj�qj�s�� Í·È �  k� 
�

L��jAj� �¸Ôı ��jAj� Á ˆ·ÛÏ·ÙÈ�

Ífi ·ÍÙflÌ· ÙÔı jAj�� Ù¸ÙÂ „È· Í‹ËÂ k � ��� k� ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· �¡���b� ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ�

�

≈ÔÏ›Ì˘Ú� „È· ÏÈÍÒ¸ k� Á Ï›ËÔ‰ÔÚ �¡���� ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ� ≈fl Î›ÔÌ �‚Î� �Dg�
x���� ¡¸‰ÂÈÓÁ –Ò¸Ù·ÛÁÚ �� ÈÛ˜˝ÂÈ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ’‹Ò˜ÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú C� Í·È C� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ� „È· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ k �
��� k�� f
sgqs�� � ��� t�� f�sgds��� f�j�gdj��� ��� �

�� fzsgds��� fzj�gdj��� z
�� z� Í·È � Ôı

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�j � �j� � k

qX
s��

ajsf�

s� �s�� j � �� � � � � q�

�� � �� � k

qX
j��

bjf�

j� �j��

Í·È

zj � zj� � k

qX
s��

ajsf�

s� zs�� j � �� � � � � q�

z� � z� � k

qX
j��

bjf�

j� zj� � ��

�



Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

max
��j�q

j�j � zj j � C� max
��j�q

j�j� � zj�j�

Í·È

j�� � z�j � �� � C�k�j�� � z�j� j�j�
¸Ù·Ì �j� � �� Í·È zj� � z� „È· j � �� � � � � q� �

« ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Runge
Kutta ÛıÌ‰›ÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ

ÛıÌ›ÂÈ·Ú Í·È ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú �‚Î� �Cr�� Definitions ���
���� p� ���

œÒÈÛÏ¸Ú ¡���� ∏ÛÙ˘ k � ��� k�� √È· n � �� � � � � N � �� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ f�n�jgqj��

ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

�¡���a� �n�j � y�tn� � k

qX
s��

ajsf�t
n�s� �n�s�� j � �� � � � � q�

Í·È ÔÒflÊÔıÏÂ

�¡���b� �n �� y�tn���� y�tn�� k

qX
j��

bjf�t
n�j� �n�j��

« Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta� Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� Î›ÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú

p�� ¸Ù·Ì ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C	 ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı k� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�¡���� max
��n�N��

j�nj � C	k
p����

ºÙ·Ì p� � �� Î›ÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ÛıÌÂfiÚ� ”ı˜Ì‹ Á Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú Í·ÎÂflÙ·È Í·È

ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ�

¡Í¸Ï·� Î›ÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta� Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ

ÛÙ·‰flÔı m�� ¸Ù·Ì ÔÈ ÔÛ¸ÙÁÙÂÚ

�nj �� y�tn�j�� y�tn�� k

qX
s��

ajsf�t
n�s� y�tn�s��� j � �� � � � � q� n � �� � � � � N � ��

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ

max
��j�q

max
��n�N��

j�nj j � C
k
m���

„È· Í‹ÔÈ· ÛÙ·ËÂÒ‹ C
 ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ·¸ ÙÔ k� �

« ÛıÌ›ÂÈ· Í·È Á ÂıÛÙ‹ËÂÈ· Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ�

�



–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ �¡���� ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú p�� ‘¸ÙÂ

�¡���� max
��n�N

jy�tn�� ynj � Ckp� �

¡¸‰ÂÈÓÁ� œÈ Û˜›ÛÂÈÚ �¡����� �¡����� �¡���� Í·È Á –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ‰flÌÔıÌ ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

jyn�� � y�tn���j � �� � C�k�jyn � y�tn�j� Ckp���� n � �� � � � � N � ��

‘¸ÙÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡��� Í·È Á �¡���a� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁÌ �¡����� �

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� �Bu� Í·È �Cr�� Th�eor�eme ���� p� �� ¸ÙÈ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ºÙ·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ

�„Ì˘ÛÙ›Ú ˘Ú simplifying assumptions��

�¡���a� bTT �e �
�

��� ��
� � � �� � � � � � � ��

�¡���b� AT �e �
�

��� ��
T ���e� � � �� � � � � p� ��

�¡���c� bTT �A �
�

��� ��
bT �I � T ����� � � �� � � � � �� ��

„È· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍÔ˝Ú ·ÍÂÒ·flÔıÚ p� � Í·È � � �� Ù›ÙÔÈÔıÚ ˛ÛÙÂ

�¡���d� � � p� �� ��

�¡���e� � � �p� ��

Ù¸ÙÂ ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú � �Í·È p ÂflÌ·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı�� �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍfi ˘Ú ÒÔÚ y� ‰ÁÎ�

�¡���� f�t� y� � ��t�y � ��t��

‘¸ÙÂ Á ÛıÌËfiÍÁ �¡���e� ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò·ÎÂÈˆËÂfl� ¡ıÙ¸ ˆ·flÌÂÙ·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÍÔÎÔı	
Ë˛ÌÙ·Ú ‚fiÏ· ÒÔÚ ‚fiÏ· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ Ò¸Ù·ÛÁÚ ·¸ ÙÔÌ Crouzeix �‚Î�
ÂflÛÁÚ �Dg� x���� »Â˛ÒÁÏ· ���

�



–Ò¸Ù·ÛÁ ¡���� ºÙ·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ �¡���a���¡���d�� Ù¸ÙÂ

Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� ÏÂ ÙÁÌ f Ì· ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ �¡����� ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ

·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ��

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· Í‹ËÂ � � N� Í·È n � f�� � � � � N � �g� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÔÛ¸ÙÁÙÂÚ�

Sn�� ��
Xq

j��
bj�t

n�j � tn����tn�j��y�tn�j�� �n�j��

�n �� y�tn���� y�tn�� k
Xq

j��
bjf�t

n�j� �n�j��

¸Ôı Ù· f�n�jgqj�� ‰flÌÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ �¡���a�� ≈˝ÍÔÎ· ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�n � k
�Z �

�

y��tn � tk�dt�
Xq

j��
bjy

��tn � 
jk�
�
� kSn���

« ÛıÌËfiÍÁ �¡���a� ÂÍˆÒ‹ÊÂÈ ›Ì·Ì Ù˝Ô ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙÔ ��� �� Ô ÔÔflÔÚ

ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚fiÚ „È· ÔÎı˛ÌıÏ· ‚·ËÏÔ˝ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔı fi flÛÔı ÏÂ ���� ∏ÙÛÈ
R �

�
y��tn� tk�dt�Pq

j�� bjy
��tn � 
jk� � O�k�� Í·È �n � kSn�� � O�k����� ¡ÒÍÂfl� ÂÔÏ›Ì˘Ú� Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ

¸ÙÈ Sn�� � O�k��� ¡ıÙ¸ Ë· „flÌÂÈ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÍÙÈÏ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÙÔ Sn�� „È· � � N� �
√È· j � �� � � � � q� ›˜ÔıÏÂ

�nj ��y�tn�j�� y�tn�� k
Xq

s��
ajsy

��tn�s�

�k
�Z �j

�

y��tn � tk�dt�
Xq

s��
ajsy

��tn � 
sk�
�
� O�kp����

ÂÂÈ‰fi Á ÛıÌËfiÍÁ �¡���b� ÂÍˆÒ‹ÊÂÈ Ù˝ÔıÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙ·
�
��� 
j

�q
j��

ÔÈ ÔÔflÔÈ ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚ÂflÚ „È· ÔÎı˛ÌıÏ· ‚·ËÏÔ˝ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔı fi flÛÔı ÏÂ p � �� ∏ÙÛÈ Á

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ‰flÌÂÈ max��j�q jy�tn�j�� �n�j j � C�max��j�q j�nj j � Ckp��� ≈ÔÏ›Ì˘Ú

�¡���� jSn��j � Ck�
Xq

j��
jy�tn�j�� �n�j j � Ckp�����

∏ÛÙ˘ � � �� ‘¸ÙÂ jSn��j � Ckp���� � Ck� � Î¸„˘ ÙÁÚ �¡���d�� ¡Ì � � �� Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ

ÙÂÎÂÈ˛ÛÂÈ� ƒÈ·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ÛıÌÂ˜flÊÔıÏÂ ˘Ú ÂÓfiÚ�

∏ÛÙ˘ � � �  �� ≈ˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı Ù˝Ôı ÙÔı Taylor „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ tn ‰flÌÂÈ

Sn�� �k�
Xq

j��
bj�
j�

��y�tn�j�� �n�j�
hX�����

���

�

��
�tn�j � tn����t ��t

n�

�
�

��� �� ���

Z tn�j

tn
�tn�j � t����������t ��t�dt

i
�

�	



« ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ� ÂÌ ÛıÌÂ˜Âfl·� ‰flÌÂÈ

�¡����

jSn��j �k�
���Xq

j��
bj�
j�

��y�tn�j�� �n�j�
hX�����

���

�

��
�tn�j � tn����t ��t

n�
i���

� Ck�
Xq

j��
jy�tn�j�� �n�j j

�Ck��p�� �
���X���

���

k�

��� ���
��t ��t

n�
hXq

j��
bj�
j�

��y�tn�j�� �n�j�
i����

∏ÛÙ˘ � � � � �� �� ¡¸ ÙÈÚ �¡���a� Í·È �¡���c� ›˜ÔıÏÂXq

j��
bj�
j�

��y�tn�� �n�j� � �k
Xq

j��
bj�
j�

�
�Xq

s��
ajsf�t

n�s� �n�s�
�

� �k
Xq

s��
f�tn�s� �n�s�

�Xq

j��
bj�
j�

�ajs
�
� �k

Xq

s��
f�tn�s� �n�s�

bs��� �
s�
����

�� �
�

¡¸ ÙÁÌ �¡���a� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

Xq

j��
bj�
j�

��y�tn�j�� y�tn�� �

Z �

�

t��y�tn � tk�� y�tn��dt�O�k��

� k

Z �

�

Z t

�

t�y��tn � xk�dxdt�O�k�� � k

Z �

�

��� t����

�� �
f�tn � tk� y�tn � tk��dt�O�k��

�
k

�� �

Xq

s��
bs��� �
s�

����f�tn�s� y�tn�s�� �O�k���

–ÒÔÛË›ÙÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÂÈÚ ›˜ÔıÏÂXq

j��
bj�
j�

��y�tn�j�� �n�j� �
k

�� �

Xq

s��
bs��� �
s�

������tn�s��y�tn�� �n�j� � O�k��

�
k

�� �
�Sn�� � �

k���
Sn����� � O�k���

∏ÙÛÈ ÔÈ �¡���� Í·È �¡���d� ‰flÌÔıÌ

�¡���� jSn��j � C
h
k� � k���jSn��j�

X���
�����

jSn��j
i
�

»· ‰ÂflÓÔıÏÂ �ÏÂ ›Ì· Â·„˘„ÈÍ¸ ÂÈ˜ÂflÒÁÏ·� ¸ÙÈ

�¡����� jSn��j � C�k� � kp��������� � � �� � � � � �� ��� �� � �� � � � � ��

∏ÛÙ˘ �� � �� ‘¸ÙÂ ÔÈ �¡���� Í·È �¡���� ‰flÌÔıÌ jSn��j � C�k��k��p��� „È· � � � � ����
∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Á �¡����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ÔÈÔ �� � f�� � � � � ���g� ‘¸ÙÂ� „È· � � f�� � � � � ������g�
Á �¡���� ‰flÌÂÈ jSn��j � C�k� � k����k� � kp������ �

P���
������k

� � kp�������� � C�k� �

kp��������� ¡¸ ÙÈÚ �¡����� Í·È �¡���d� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ jSn��j � C�k� � kp����� � Ck� � �

��



AÍ¸Ï· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� �Bu�� �Cr�� ¸ÙÈ

� � �q�

Í·È ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ‹ Ï¸ÌÔ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ � � �q� –Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô

Gauss
Legendre ÏÂ q ÛÙ‹‰È·� ÛÙÁÌ ÔÔfl· Ù· f
jgqj�� Í·È fbjgqj�� ÂflÌ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÔÈ

Í¸Ï‚ÔÈ Í·È ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÁÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Gauss ÛÙÔ ��� �� ÂÌ˛ Ù· fajsgqj�s�� ÏÔÒÔ˝Ì

Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÔ˝Ì Ï›Û˘ ÙÁÚ �¡���b� „È· p � q�
« ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Runge
Kutta� ¸˘Ú ‰È·Ùı˛ËÁÍÂ ÛÙÁÌ –Ò¸Ù·	

ÛÁ ¡���� ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ›˜ÂÈ ÂÒÈÔÒÈÛÏ›ÌÔ Ò·ÍÙÈÍ¸ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ� ”ÙÈÚ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ›˜ÔıÌ

·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl Í‹ÔÈÂÚ ‰ıÛÍÔÎflÂÚ� ¸˘Ú ·ÛÙ·ËfiÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ

Í·È ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂÌÁ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú Í·Ù˛ÙÂÒÁ ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı �·ıÙ¸ ÂÈ‰ÈÍ‹ ÙÔ

ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ Î›„ÂÙ·È ·Ì·„˘„fi Ù‹ÓÁÚ �order reduction��� ¡ıÙ‹ ÔˆÂflÎÔÌÙ·È ÛıÌfiË˘Ú ÛÙÁÌ

˝·ÒÓÁ ÏÂ„‹Î˘Ì ÛÙ·ËÂÒ˛Ì Lipschitz� L� �Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ� Î¸„˘ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ ¡���� ¸ÙÈ

Ò›ÂÈ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÔÎ˝ ÏÈÍÒ¸ ‚fiÏ· k Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ÎÁÛÈ‹ÊÂÈ Ù· ¸ÒÈ· ÙÁÚ ·	
ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙfi� fi ÛÙÁÌ ·ÒÔıÛfl· ‰È·ÍıÏ‹ÌÛÂ˘Ì

ÛÙÁ Î˝ÛÁ �ÂÌ˛ ·ıÙfi ÏÂÙ·‚‹ÎÎÂÙ·È ·Ò„‹� ÔÈ ÔÔflÂÚ ¸Ï˘Ú ·ÔÛ‚›ÌÔÌÙ·È ÔÎ˝ „Òfi„ÔÒ·�
‘· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ Í·ÙÁ„ÔÒfl·Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ‹ ˘Ú ‹Í·ÏÙ· �stiff� Í·È Ù›ÙÔÈ· ÒÔ	
Í˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ·Ò·‚ÔÎÈÍ˛Ì Í·È ıÂÒ‚ÔÎÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì �‚Î� �˜�
�DekV�� « ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ ÏÂË¸‰˘Ì Í·Ù‹ÎÎÁÎ˘Ì „È· ÙÁÌ ·ÌÙÈÏÂÙ˛ÈÛÁ ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁ	
Ï‹Ù˘Ì Ô‰fi„ÁÛÂ ÛÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ A
ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú �‚Î� �˜� �Cr�� Chapitre 1� x�� Í·È ÛÙÁÌ

È¸ ÈÛ˜ıÒfi ›ÌÌÔÈ· ÙÁÚ B
ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú �‚Î� �Bu�� �BuB� �Cr���

œÒÈÛÏ¸Ú ¡���� ÃÈ‹ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta Î›„ÂÙ·È B
ÂıÛÙ·ËfiÚ ¸Ù·Ì� Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ

ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E� Í·È ı¸ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Á f ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ

�¡����� �f�t� w�� f�t� z���w � z� � �� �t � ��� t�� �w� z � R�

ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ

jwn�� � zn��j � jwn � znj� n � �� � � � � N � ��

„È· ÔÔÈÂÛ‰fiÔÙÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ fwngNn��� fzngNn�� ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÊ¸ÏÂÌÂÚ Ï›Û˘ ÙÁÚ ‰È·‰È	
Í·Ûfl·Ú �¡����� �

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �E� ‰È·Ùı˛ÌÂÙ·È ÛÙÔ C � ÛÙÔÌ ·Ò·	
‹Ì˘ ÔÒÈÛÏ¸ Á �¡����� ·ÌÙÈÍ·ËflÛÙ·Ù·È ·¸ ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ Re

�
�f�t� w��f�t� z���w�z�� � ��

�t � ��� t�� �w� z � C � �

œ Crouzeix� �Cr�� Í·È ÔÈ Burrage � Butcher� �BuB� ÒÔÛ‰È¸ÒÈÛ·Ì ÈÍ·Ì›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ „È·

ÙÁ B
ÂıÛÙ‹ËÂÈ· ÏÈ‹Ú ÏÂË¸‰Ôı Runge
Kutta�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¡��	� ºÙ·Ì Ù· fbjgqj�� ÂflÌ·È ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ‹ Í·È Âfl Î›ÔÌ Ô flÌ·Í·Ú M �

�bjajs� bsasj � bjbs�
q
j�s�� ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ� Ù¸ÙÂ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÂflÌ·È

B�ÂıÛÙ·ËfiÚ� �

ºÙ·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ Ò¸Ù·ÛÁÚ� Ù¸ÙÂ Î›ÏÂ ¸ÙÈ ÂflÌ·È

·Î„Â‚ÒÈÍ‹ ÂıÛÙ·ËfiÚ�

��



ºÛ· ·Ì·ˆ›ÒËÁÍ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ Í·È „È· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ò˛	
ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ� –ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ „È· ÙÈÚ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú Í·È ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì

Runge
Kutta ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂfl Í·ÌÂflÚ ÛÙ· ‚È‚Îfl· Ù˘Ì Butcher� �Bu�� Dekker & Verwer�
�DekV� Hairer� N−rsett � Wanner� �HaNW� Í·È Hairer � Wanner� �HaW�

��



ENA

ME NEUMANN

x¬�� ≈ÈÛ·„˘„fi�
∏ÛÙ˘ d � N Í·È � � Rd ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ÏÂ ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Î¸ Û˝ÌÔÒÔ ��� fi ›Ì·

ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ·Ò·ÎÎÁÎÂflÂ‰Ô� √È· ‰ÔË›Ì t� 	 �� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸

Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann

�¬���a� �tu � L�t�u� f�x� t� ÛÙÔ �� ��� t��

�¬���b� n�x���x� t�ru � � ÛÙÔ ��� ��� t��

�¬���c� u�x� �� � v��x� „È· Í‹ËÂ x � ��

¸Ôı

�¬���d�

L�t�u 
 r����x� t�ru�� ��x� t�ru� ���x� t�u



dX

i�j��

�xi��ij�x� t��xju��
dX

j��

�j�x� t��xju� ���x� t�u�

œÈ f�ijgdi�j��� f�jgdj��� ��� v
� Í·È f ÂflÌ·È ÔÏ·Î›Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È

ÛÙÔ � � ��� t�� ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÁ v� Á ÔÔfl· ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ �� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ

��x� t� � ��ij�x� t��
d
i�j�� ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔfl Í·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ ÛÙÔ ����� t�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� 	 �� ‰ÁÎ�

�¬���e�
dX

i�j��

�i�ij�x� t��j � C�

dX
j��

��j�
�� ����� � � � � �d�T � Rd � ��x� t� � �� ��� t��

’ÔË›ÙÔıÏÂ Âfl Î›ÔÌ� �‚Î� �Sa� ������� ¸ÙÈ

�¬���f� n�x���x� t� � �� ��x� t� � ��� ��� t��

Í·È

�¬���g� ��x� t� � ���x� t����x�� ��x� t� � �� ��� t��

��



¸Ôı �� � ���ij�x��
d
i�j�� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfi	

ÛÂÈÚ� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ �� Í·È �� ÂflÌ·È� ÂflÛÁÚ� ÏÈ‹ Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Á ÔÔfl·

ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ � � ��� t�� �« �¬���g� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Á ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ Neumann

�¬���b� ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ºÏ˘Ú ‰ÂÌ ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ ¸Ù·Ì � � �a�� b���
� � � � �ad� bd� Í·È Ô � ÂflÌ·È ›Ì·Ú ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú� Í·Ë˛Ú Ù¸ÙÂ Á �¬���b� ÈÛÔ‰ıÌ·ÏÂfl ÏÂ
�u
�n

�� ÛÙÔ ��� ��� t���
¡Í¸Ï·� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �¬���� ‰›˜ÂÙ·È ÏÈ· Ï¸ÌÔ Î˝ÛÁ Á ÔÔfl· ÂflÌ·È ¸ÛÔ

˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ÔÏ·Îfi� ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ� „ÂÌÈÍ‹� Á ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È

·¸ ÙÁÌ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÔı ÛıÌ¸ÒÔı �� Í·È ÙÁÌ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ

˜˘ÒÈÍ›Ú ÏÂÙ·‚ÎÁÙ›Ú� « ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È Âˆ� ¸ÛÔÌ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÂflÌ·È

·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Î‹ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛıÏ‚È‚·ÛÙ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ

t � � �„È· ÎÂÙÔÏ›ÒÂÈÂÚ ‚Î�� �˜�� �Wl��
”� ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ� ÂÌ‰È·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ „È· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ

ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �¬����� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÏÈ· Ï›ËÔ‰Ô Galerkin
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì

ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� Í·È ÏÈ· ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge
Kutta ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ƒÈÂÒÂıÌÔ˝ÏÂ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ a priori ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�¬���� max
��n�N

ku��� tn�� unhkL��� � C�hr � k	�h�	���

¸Ôı �� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ËÂÙÈÍ¸Ú ·Í›Ò·ÈÔÚ� �� ÂflÌ·È ›Ì·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú flÛÔÚ ÏÂ � fi
�
� � h ÂflÌ·È Á ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� r ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L���� �‚Î� x¬��� k �� t�

N
ÂflÌ·È ÙÔ ‚fiÏ· ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ�

tn �� nk „È· n � �� � � � � N � Í·È unh ÂflÌ·È Á ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u��� tn� �‚Î�
x¬��� ≈È‰ÈÍ˛ÙÂÒ·� ¸Ù·Ì � � p� �� ¸Ôı p ÂflÌ·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı Í·È � ÂflÌ·È Á ÍÎ·ÛÈÍfi

Ù‹ÓÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Runge
Kutta� Ù¸ÙÂ �� � � Í·È �� � �� ºÙ·Ì � 	 p��� ˜˘ÒflÚ Ò¸ÛËÂÙÂÚ

ıÔË›ÛÂÈÚ „È· Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� ›˜ÔıÏÂ �� � p�� Í·È �� � �
� ÛÙÁÌ �¬�����

√È� ·ıÙ¸� ¸Ù·Ì � 	 p� �� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú Âfl Î›ÔÌ ¸ÙÈ

�¬���� k � C�h�

Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �¬���� ‰flÌÂÈ

�¬���� max
��n�N

ku��� tn�� unhkL��� � C�hr � kp�
�
� ��

¡Í¸Ï·� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÔ ‚›ÎÙÈÛÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· �� � �� �� � �� „È· ÂÈ‰ÈÍ›Ú Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ

‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬����� ≈fl Î›ÔÌ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÙÈÏfi ÙÔı �� ÏÔÒÂfl Ì·

ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ·¸ p��� ¸Ù·Ì Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ›˜ÔıÌ ÂÈ‰ÈÍfi ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÛÙ¸ Û˝ÌÔÒÔ �‚Î�
–Ò¸Ù·ÛÁ ¬����� Í·Ë˛Ú Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÙÔ ˜˘ÒflÔ � ÂflÌ·È Í·ÒÙÂÛÈ·Ì¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ

·ÌÔÈÍÙ˛Ì ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ L ›˜ÂÈ ÏÈ· ÂÈ‰ÈÍfi ÏÔÒˆfi �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬�����
≈ÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ fl‰È· ÂÓflÛ˘ÛÁ ·ÎÎ‹ ÏÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Î·Ï‚‹	

ÌÔıÏÂ �‚Î� x¬���� ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ‰ÁÎ� �� � �� �� � �� „È· ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú

ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ� ÂÌ˛ „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet �‚Î� x¬���� ›˜ÔıÏÂ� „ÂÌÈÍ‹�

��



�� � p�� Í·È �� � � �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� „È· ›Ì· ÈÔ ÂÈ‰ÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ¸Ôı �� � p��
Í·È �� � ���

œÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ x¬� ‰flÌÔÌÙ·Ú ÏÈ· „ÂÌÈÍfi ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÙÔı  Âˆ·Î·flÔı

¬� ”ÙÁÌ x¬� ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸� ‰È·Ùı˛ÌÔıÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÔıÚ ıÔ˜˛ÒÔıÚ

ÙÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Galerkin� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÒÔ‚ÔÎfi Í·È ÂÓÂÙ‹ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„	
„ÈÛÙÈÍ›Ú ÙÁÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ� ¡Í¸Ï· ÔÒflÊÔıÏÂ Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÏÈ‹Ú ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ „È· ÙÁ Î˝ÛÁ� ”ÙÁÌ x¬� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ

Runge
Kutta� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ� Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ È‰È¸ÙÁÙÂÚ

ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú� ”ÙÁÌ x¬� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛıÌ›ÂÈ·Ú Í·È ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ¬�
·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �¬����� ”ÙÁÌ x¬� ÛıÊÁÙÔ˝ÏÂ ÙÁÌ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� „È· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ� Í·È ÂÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·�
‘›ÎÔÚ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ¬� Û˜ÔÎÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÁ Û˜ÂÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

”Â ¸ÙÈ ·ÍÔÎÔıËÂfl� Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ C �Ûı˜Ì‹ ÛıÌÔ‰Âı¸ÏÂÌÔ ·¸ ‰ÂflÍÙÁ ÂÒÈ›	
˜ÔÌÙ· ·ÒÈËÏÔ˝Ú fi „Ò‹ÏÏ·Ù·� ÏÈ‹ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì

‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ h Í·È k� Á ÔÔfl·� ¸Ï˘Ú� ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÁ Î˝ÛÁ� Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì·

ÙÔı �¬���� Í·È ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô� ¡Í¸Ï· ·Ì·ˆÂÒ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁ Î˝ÛÁ u Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ

u�t� ·ÌÙfl u��� t��

x¬�� ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ�«ÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·�
∏ÛÙ˘ ·Í›Ò·ÈÔÚ r � � Í·È fShgh����h� Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ·ÔÙÂÎÔ˝ÏÂÌÁ ·¸ ÂÂÒ·ÛÏ›	

ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ıÔ˜˛ÒÔıÚ ÙÔı H���� Í·È ›˜ÔıÛ· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·�
ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ‹ Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ CF Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�H�� inf

�Sh

�kw��k�hkw��k�� � CFh
skwks� �w � Hs���� s � �� � � � � r� �h � ��� h���

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ”ÙÁ ÛıÌfiËÁ �standard� Ï›ËÔ‰Ô Galerkin� Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann� ‰ÂÌ ··ÈÙÂflÙ·È Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ

Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì Í‹ÔÈ· ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ� ¸˘Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ �˜� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet �‚Î� x¬����� –·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ˜˛Ò˘Ì Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ

�H�� ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÙÈÚ ÂÒ„·ÛflÂÚ Ù˘Ì Ciarlet � Raviart �CiR� Bramble � Hilbert �BaH Í·Ë˛Ú

Í·È ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı Ciarlet �Ci�
”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ ‰ıÛÍÔÎfl· ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Ù›ÙÔÈ˘Ì ˜˛Ò˘Ì ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ

¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È ›Ì· ‰È‹ÛÙÁÏ· fi ›Ì· ·Ò·ÎÎÁÎÂflÂ‰Ô� ºÙ·Ì ÙÔ � ›˜ÂÈ Í·Ï˝ÎÔ

Û˝ÌÔÒÔ� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ·Ò·ÎÎÁÎÂflÂ‰Ô e� � Rd ÙÔ ÔÔflÔ Ì·

ÂÒÈ›˜ÂÈ ÛÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÙÔı ÙÔ �� ∏ÂÈÙ· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÏÈ‹ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ˜˛Ò˘Ì

ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ffShgh����fh� � H��e�� Á ÔÔfl· Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �H�� ÛÙÔ e� ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹

C eF � ‰ÁÎ�

inf

�fSh

�kw � �kL��e� � hkw � �kH��e�
� � C eFhskwkHs�e�� �w � Hs�e��� �h � ���fh���

¸Ôı s � �� � � � � r� ≈ÈÎ›ÔÌ� „È· Í‹ËÂ � � N� � ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· Â›ÍÙ·ÛÁÚ ÙÔı Calder�on �‚Î��
�˜� Theorem ������ ÛÂÎ� ���� �Ag�� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Í‹ËÂ w � H���� ›˜ÂÈ Â›ÍÙ·ÛÁ

��



ew � H��Rd� ÏÂ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· k ewkH��Rd � C�kwkH���� ≈ÔÏ›Ì˘Ú ›˜ÔıÏÂ

inf

�fSh

�kw � �kL����hkw � �kH���

�
� inf


�fSh
�k ew � �kL��� � hk ew � �kH���

�
� inf


�fSh
�k ew � �kL��e� � hk ew � �kH��e�

�
�C eFhsk ewkHs�e� � C eFhsk ewkHs�Rd

�C eFCshskwkHs��� �w � Hs���� �h � ���fh��� s � �� � � � � r�

¡ÒÍÂfl� ÎÔÈ¸Ì Ì· ‹ÒÔıÏÂ Sh �� f� j
�
� � � fShg „È· Í‹ËÂ h � ���fh��� �

’ÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÁÚ fShgh����h� ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ·ÌÙfl	
ÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·�

�H�� j�j�� � CIp
h
k�k� �� � Sh� �  h  h��

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ∏ÛÙ˘� ¸ÙÈ ÔÈ ˜˛ÒÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì fShgh����h� ÈÍ·ÌÔ	
ÔÈÔ˝Ì ÏÈ‹ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�H��� k�k� � CII
h
k�k� �� � Sh� �  h  h��

Í‹ÙÈ Ôı ÛıÏ‚·flÌÂÈ ¸Ù·Ì Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔıÚ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ ÙÔı

� �quasi
uniform subdivisions� ‰ÂÚ �˜� �Ci� �BeS�� »›ÙÔÌÙ·Ú � �
p
h Í·È w � � ÛÙÁÌ

�¡����� ·flÒÌÔıÏÂ

j�j�� �
p
hk�k� � C�p

h
k�k � C� � CIIp

h
k�k� �� � Sh� �  h  h��

≈ÔÏ›Ì˘Ú Á �H��� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ÙÁÌ �H��� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· XN Ë· ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ÛıÌÔÒÈ	
·Ífi ÛıÌËfiÍÁ Neumann ÙÔı �¬����� ‰ÁÎ�

XN ��
�
w � H���� � n�rw � � ÛÙÔ ��� ��� t�

�
�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���g�� Â˝ÍÔÎ· ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

XN �
�
w � H���� � n��rw � � ÛÙÔ ��

�
�

ºÙ·Ì ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ � ÂflÌ·È Í·ÒÙÂÛÈ·Ì¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ·ÌÔÈÍÙ˛Ì ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È Ô flÌ·Í·Ú �
ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ� Ù¸ÙÂ

XN �
�
w � H���� �

�w

�n
� � ÛÙÔ ��

�
�

��



”Â Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ� Ô ˜˛ÒÔÚ XN ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ �Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·� ·Ì ›˜ÔıÏÂ

w � C����� t��H����� ÏÂ w�t� � XN „È· Í‹ËÂ t � ��� t�� Ù¸ÙÂ �tw�t� � XN „È· Í‹ËÂ

t � ��� t��� �

√È· t � ��� t� Í·È h � ��� h��� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Lh�t� � Sh��Sh� Ï›Û˘ ÙÁÚ

··flÙÁÛÁÚ

�¬���a� �Lh�t��� �� � ������ t�r��r��� ����� t�r�� ��� ������ t��� ��� ��� � � Sh�

Í·È Ë›ÙÔıÏÂ

�¬���b� Fh�t� �� Ph�f��� t���

¸Ôı Ph ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÙÁÚ L�
ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Sh� √È· t � ��� t�� ÔÒflÊÔıÏÂ� ·Í¸Ï·� ÙÈÚ

‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t�� �B�t� � H�����H������R� ˘Ú ÂÓfiÚ�

�¬���a� B�t� v� w� �� ����� t�rv�rw� � ����� t�rv� w� �M��v� w��

�¬���b� B��t� v� w� �� ����� t�rv�rw�� ����� t�rv� w� � ��M� �
dX

���

�x������ t��v� w��

�¬���c� �B�t� v� w� �� ��t���� t�rv�rw� � ��t���� t�rv� w��

¸Ôı

�¬���d� M� �� � �
dX
���

sup
�����t��

j�x���j�
	
� �

�

�C�

dX
���

sup
�����t��

j��j



dX
���

sup
�����t��

j��j�

ÀfiÏÏ· ¬���� « ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi B ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÁ Í·È H�����ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÔÏÔÈ�

¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ t� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÔıÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú CB Í·È CE 	 �� Ù›ÙÔÈÂÚ

˛ÛÙÂ

�¬���� jB�t� v� w�j � CBkvk�kwk�� �v� w � H����� �t � ��� t��

�¬���� B�t�w�w� � CEkwk��� �w � H����� �t � ��� t��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ t � ��� t� Í·È v� w � H����� ‘¸ÙÂ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

Cauchy
Schwarz ›˜ÔıÏÂ

jB�t� v� w�j �
Z
�

dX
i��

j�xiwj
n dP
j��

j�ij��� t�jj�xjvj
o
dx

��



�

Z
�

jwj
n dP
���

j����� t�jj�x�vj
o
dx�M�kvkkwk

�
Z
�

n dP
j��

j�xjvj�
o �
�

dX
i��

j�xiwj
n dP
j��

j�ij��� t�j�
o �
�

dx

�

Z
�

jwj
n dP
���

j����� t�j�
o �
�
n dP
���

j�x�vj�
o �
�

dx�M�kvkkwk

� sup
�����t��

n
max
��i�d

� dP
j��

j�ijj�
�o �

�
p
d

Z
�

n dP
i��

j�xiwj�
o �
�
n dP
j��

j�xjvj�
o �
�

dx

� sup
�����t��

n dP
���

j��j�
o �

�

Z
�

jwj
n dP
���

j�x�vj�
o �
�

dx�M�kvkkwk

�C
�
krwkkrvk� kwkkrvk� kvkkwk

�
� CBkwk�kvk��

¡Í¸Ï·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���e� Í·È ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz� ›˜ÔıÏÂ�

B�t�w�w� � ����� t�rw�rw� � ����� t�rw�w� �M��w�w�

� C�krwk� �M�kwk� �
dX

���

������ t��x�w�w�

� C�krwk� �M�kwk� �
dX

���

h
��kwk� � �

��
k�x�wk�� sup

�����t��
j��j

i

� krwk�
�
C� � �

��

dX
���

sup
�����t��

j��j
�
� kwk�

�
M� � �

dX
���

sup
�����t��

j��j
�
� �� 	 ��

≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú � � ��
�

�C�

dP
���

sup
�����t��

j��j� Á �¬���d� Í·È Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÔıÌ�

B�t�w�w� � C�

�
krwk� � kwk� � min

n
��
C�

�

o
kwk��� �

ÀfiÏÏ· ¬���� œÈ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú �B� B� ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ Í·È Á B� ÂÈÌ·È H�����

ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ t� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÔıÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú �CB Í·È �CE 	
�� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ�

�¬���� jB��t� v� w�j � �CBkvk�kwk�� �v� w � H����� �t � ��� t��

�¬���� j �B�t� v� w�j � �CBkvk�kwk�� �v� w � H����� �t � ��� t��

��



�¬���� B��t�w�w� � �CEkwk��� �w � H����� �t � ��� t��

¡¸‰ÂÈÓÁ� œÈ �¬���� Í·È �¬���� ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ¸˘Ú Á �¬����� ‘˛Ò· ›ÛÙ˘ w � H����
Í·È t � ��� t�� ‘¸ÙÂ� ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ �¬���e� Í·È ÛÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz�
›˜ÔıÏÂ�

B��t�w�w� ������ t�rw�rw�� ����� t�rw�w� � ��M� �
dX

���

�x������ t��w�w�

�C�krwk� �
Z
�

�M� �
dX

���

�x������ t��jwj�dx

�
dX

���

h
��kwk� � �

��
k�x�wk�� sup

�����t��
j��j

i

�krwk�
�
C� � �

��

dX
���

sup
�����t��

j��j
�

�

Z
�

�
M� � �

dX
���

sup
�����t��

j��j �
dX
���

�x������ t�
�
jwj�dx� �� 	 ��

≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú � � ��
�

�C�

dP
���

sup
�����t��

j��j� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���d�� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ

ÛÙÁÌ �¬���� ¸Ôı �CE � minf�� C�� g� �
ÀfiÏÏ· ¬���� œÈ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B� �B Í·È B� ›˜ÔıÌ� Âfl Î›ÔÌ� ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ

È‰È¸ÙÁÙÂÚ�

�¬���� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v� w � H����� �t � ��� t��

�¬���� j �B�t� v� w�j � C �Bkvkkwk�� �v � H����� �w � XN � �t � ��� t��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ t � ��� t� Í·È v� w � H����� ¡¸ ÙÁÌ �¬���b�� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ

ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı flÌ·Í· �� ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÁÌ �¬���f�� ·flÒÌÔıÏÂ�

B��t� v� w� � ����� t�rv�rw�� ����� t�rv� w� � ��M� �
dX

���

�x������ t��v� w�

� ����� t�rw�rv��
Z
��

n���� t�vwdS �

Z
�

���� t�rwvdx�M��v� w�

� B�t�w� v��
Z
��

n���� t�vwdS � B�t�w� v��

�	



∏ÛÙ˘ Âfl Î›ÔÌ ¸ÙÈ w � XN � ¡¸ ÙÁÌ �¬���c�� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı �t�
Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green� ›˜ÔıÏÂ

�¬�����

�B�t� v� w� ���t���� t�rv�rw� � ��t���� t�rv� w�
���t���� t�rw�rv� � ��t���� t�rv� w�

�

Z
��

n�t���� t�rwvdx�
Z
��

n�t���� t�vwdS
� �r���t���� t�rw�� v�� ��t���� t�rw� v�

�
dX

���

��x��t����� t�w� v��

¡¸ ÙÁÌ �¬���f� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�¬����a� n�t� � � ÛÙÔ ��� ��� t��
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i
��f�t�� ���

h
��twh�t�� �� � B�t�u�t�� �� � ������� t��M��wh�t�� ��

i
��



�
h
��tu�t�� �� � B�t�u�t�� �� � ������� t��M��u�t�� ��

i
�
h
��twh�t�� �� � B�t�u�t�� �� � ������� t��M��wh�t�� ��

i
���t��t�� �� � ������� t��M����t�� ��� �� � Sh� �t � ��� t��

≈ÔÏ›Ì˘Ú ›˜ÔıÏÂ

�t�h�t� �Lh�t��h�t� � rh�t�� �t � ��� t���¬����a�

�h��� �v
�
h � v���¬����b�

¸Ôı

�¬����c� rh�t� �� Ph
�
�t��t� � ������ t��M����t�

�
� �t � ��� t��

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L����
ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �¬����a� ÏÂ ÙÁÌ �h Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú

ÙÁÌ �¬���e�� ›˜ÔıÏÂ

d

dt
k�h�t�k� ��Lh�t��h�t�� �h�t�� � �rh�t�� �h�t��

�� ����� t�r�h�t��r�h�t��� ����� t�r�h�t�� �h�t��
� ������ t��h�t�� �h�t�� � �rh�t�� �h�t��

��
Z
�

dX
i�m��

�im�x� t��xm�h�t��xi�h�t�dx�
dX
���

������ t��x��h�t�� �h�t��

� ������ t��h�t�� �h�t�� � �rh�t�� �h�t��

�� C�kr�h�t�k� � k�h�t�k
dX
���

n
sup�����t�� j��j

o
k�x��h�t�k

�
�
k��k�k�h�t�k� krh�t�k

�
k�h�t�k

� � C�kr�h�t�k� � k�k�kr�h�t�kk�h�t�k
�
�
k��k�k�h�t�k� krh�t�k

�
k�h�t�k

�kr�h�t�k�
�
�C� � �

k�k�
�

�
� k�h�t�k�

�
k��k� �

k�k�
��

�
� krh�t�kk�h�t�k� �� 	 �� �t � ��� t��

¸Ôı k�k� �
� dP
���

�
sup

�����t��
j��j

��� �
�

Í·È k��k� � sup
�����t��

j��j� –·flÒÌÔÌÙ·Ú � �
�C�

� � k�k� �

›˜ÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ¸ÙÈ

d

dt
k�h�t�k� �

h
CAk�h�t�k� krh�t�k

i
k�h�t�k� �t � ��� t��

��



¡¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬����� k�h�t�k �
h
k�h���k�

Z t

�

krh�
�kd

i
� CA

Z t

�

k�h�
�kd
� �t � ��� t��

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �¬����b�� �¬����c�� �IV� Í·È �¬����� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬�����
k�h���k�

Z t

�

krh�
�kd
 �kv�h � v�k� C

Z t

�

�k��
�k� k�t��
�k
�
d


�CDhrg�t�� �t � ��� t��

¸Ôı g�t� � kv�kr �
tR
�

�ku�
�kr � k�tu�
�krd
 � ≈ÔÏ›Ì˘Ú� ÔÈ �¬����� Í·È �¬����� ‰flÌÔıÌ

�¬����� k�h�t�k � CDh
rg�t� � CA

Z t

�

k�h�
�kd
� �t � ��� t��

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ –¸ÒÈÛÏ· ¡��� ÛÙÁÌ �¬������ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

�¬����� sup
t����t��

k�h�t�k � CDh
r sup
t����t��

h
exp�CAt�g�t�

i
� Chrg�t���

‘ÂÎÈÍ‹� ·¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬������ ›˜ÔıÏÂ

sup
t����t��

ku�t�� uh�t�k � sup
t����t��

k�h�t�k� sup
t����t��

k��t�k

�Chr
h
g�t�� � sup

t����t��
ku�t�kr

i
�Chr

h
g�t�� � sup

t����t��
kv� �

Z t

�

�tu�
�d
kr
i

�Chr
h
g�t�� � sup

t����t��

�kv�kr � Z t

�

k�tu�
�krd

�i

�Chrg�t��� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� « �IV� ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú v�h � Phv
�� Î¸„˘ ÙÁÚ �H���

ÃÈ‹ ‹ÎÎÁ ÂÈÎÔ„fi Ë· ÏÔÒÔ˝ÛÂ Ì· ÂflÌ·È v�h � Rh�t�v
� �„È· Í‹ÔÈÔ t � ��� t�� Î¸„˘ ÙÁÚ

�¬������ �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� « ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· �H�� ‰ÂÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÔıËÂÌ‹ Û�
·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ �Ô˝ÙÂ ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ˛Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ

Rh� Ô˝ÙÂ ÛÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÔı ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ�� ¡ÌÙflËÂÙ· ·flÊÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸

Ò¸ÎÔ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì Runge
Kutta� �

��



x¬�� –ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ�≈ıÛÙ‹ËÂÈ·�
∏ÛÙ˘ q � N � ÃÈ‹ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta q ÛÙ·‰fl˘Ì ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÎfiÒ˘Ú ·¸ Ù·

ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂÌ¸Ú flÌ·Í· A � �ajs�
q
j�s�� � Rq�q Í·È ·¸ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· b �� �b�� � � � � bq�

T �

� �� �
�� � � � � 
q�
T � ¡Í¸Ï·� ›ÛÙ˘ T �� diag�
�� � � � � 
q�� e �� ��� � � � � ��T � Rq Í·È M �

�mjs�
q
j�s�� � Rq�q � ¸Ôı mjs �� ajsbj�asjbs�bjbs� ”� ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ÂÌ‰È·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ

„È· ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È

ÛıÌ›ÂÈ·Ú� Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È È¸ Í‹Ù˘�
 ·Ù� ·Ò˜fiÌ ··ÈÙÔ˝ÏÂ Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú�

�B� bTT �e �
�

��� ��
� � � �� � � � � � � ��

�C� AT �e �
�

��� ��
T ���e� � � �� � � � � p� ��

�D� bTT �A �
�

��� ��
bT �I � T ����� � � �� � � � � �� ��

„È· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍÔ˝Ú ·ÍÂÒ·flÔıÚ p� � Í·È � � �� Ù›ÙÔÈÔıÚ ˛ÛÙÂ

�¬���� � � p� �� ��

¸Ôı p ÂflÌ·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı Í·È � ÂflÌ·È Á ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Runge
Kutta �‚Î�
x¡��� ¡·ÈÙÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï· Ì· ÂflÌ·È ·Î„Â‚ÒÈÍ‹ ÂıÛÙ·ËfiÚ �‚Î� x¡��� ‰ÁÎ�

�S� Ô flÌ·Í·Ú M ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ Í·È bj � �� j � �� � � � � q�

∏ÛÙ˘ N � N � k �� t�

N
� tn �� nk „È· n � �� � � � � N � Í·È tn�j �� tn � 
jk� „È·

j � �� � � � � q Í·È n � �� � � � � N � �� √È· ‰ÔË›Ì h � ��� h��� ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge

Kutta funhgNn�� � Sh Ù˘Ì fu�tn�gNn�� �¸Ôı u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÔı �¬����� Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·È

Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÙÔ

ÔÔflÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· �‚Î� �¬������� ÏÈ‹ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·

Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·�
–Ò˛Ù· ÔÒflÊÔıÏÂ

�¬���a� u�h �� v�h�

‘¸ÙÂ „È· n � �� � � � � N � �� ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔıÏÂ Ù· ÂÌ‰È‹ÏÂÛ· ÛÙ‹‰È· fun�jh gqj�� � Sh� ›ÙÛÈ

˛ÛÙÂ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì�

�¬���b� un�jh � unh � k

qX
s��

ajs�Lh�t
n�s�un�sh � Fh�t

n�s��� j � �� � � � � q�

��



Í·È ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ÙÁÌ un��
h � Sh� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ Ù˝Ô

�¬���c� un��
h � unh � k

qX
j��

bj�Lh�t
n�j�un�jh � Fh�t

n�j���

√È· Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛÙÂfl Á ˝·ÒÓÁ Í·È Á ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì�
ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta ›˜ÂÈ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· ËÂÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú�

�P �

Ô flÌ·Í·Ú A ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ

Í·È ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì·Ú ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú D ÏÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹

‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl· Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ Ô �C �� DA��D�� Ì· ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ D � diag�d�� � � � � dq�� �C � ��cjs�
q
j�s��� Í·È Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ

ÙÔÌ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı A ˘Ú ÂÓfiÚ� A�� � �a��js �
q
j�s���

’‹Ò˜ÔıÌ ·ÒÍÂÙ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ Runge
Kutta ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÛıÌËfiÍÂÚ Ôı

ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ È¸ ‹Ì˘� ¸˘Ú� Á q
ÛÙ·‰fl˘Ì Gauss
Legendre �� � �q� p � � � q�� Á Radau

IIA �� � �q � �� p � q� � � q � �� Í·È Á �
ÛÙ·‰fl˘Ì ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ DIRK �� � ��
p � � � �� �‚Î�� �˜�� ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ �DekV „È· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÎÂÙÔÏ›ÒÂÈÂÚ Í·È Âfl Î›ÔÌ

·Ì·ˆÔÒ›Ú��

« Ï›ËÔ‰ÔÚ Crank
Nicolson� un��
h � unh � k

�Lh�t
n� �

� ��un��
h � unh� � kFh�t

n� �
� �� „Ì˘ÛÙfi

˘Ú ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı Ï›ÛÔı� ÏÂ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ q � �� a�� �
�
� � 
� �

�
� � b� � �� ÂflÌ·È

Á �
ÛÙ·‰flÔı Gauss
Legendre ÏÂ Ù‹ÓÁ � � �� « ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ Euler� un��
h � unh �

kLh�t
n���un��

h �kFh�t
n��� ›˜ÂÈ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ q � �� a�� � 
� � b� � �� ≈fl Î›ÔÌ � � ��

p � � Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ �B�� �C�� �D� Í·È �¬���� ÏÂ � � �� ≈Ì˛ ÔÈ �P � Í·È �S� ÈÛ˜˝ÔıÌ

ÙÂÙÒÈÏÏ›Ì·�
« ·Ì‹ÎıÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl Í·Î˝ÙÂÈ Í·È ÙÁÌ �
ÛÙ·‰fl˘Ì ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ DIRK �� � ��

p � ��� Í·ÎÔ˝ÏÂÌÁ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÌ ÛıÌÙÔÏfl· �
DIRK� �‚Î� ÛÂÎ� ��� ��� ÛÙÔ �DekV�� Á

ÔÔfl· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl� ÂÍÙ¸Ú Ù˘Ì �S� Í·È �P �� ÙÈÚ �B�� �C� Í·È �D� „È· � � �� ÂÌ˛ Á �¬����
‰ÂÌ ÈÛ˜˝ÂÈ�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� –È¸ ‹Ì˘ ÔÒflÛ·ÏÂ tn�j � tn � 
jk „È· Í‹ËÂ j � f�� � � � � qg Í·È

n � f�� � � � � N � �g� ºÙ·Ì 
j � ��� �� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ tn�j � �tn� tn��� ‘flÔÙÂ ‰ÂÌ ˆ·flÌÂÙ·È Ì·

·ÔÍÎÂflÂÈ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ì· ›˜ÔıÏÂ 
max �� max
��j�q


j 	 � fi ·Í¸Ï· 
min �� min
��j�q


j  ��

π‰Á ÛÙÁÌ �
DIRK ÈÛ˜˝ÂÈ 
� �
�
��

p
	
	 cos� ���� 	 �� ”� ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ‰ÁÏÈÔıÒ„ÂflÙ·È

Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÙÁÌ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÙ· Ò˛Ù· ‚fiÏ·Ù· ¸Ù·Ì 
min  � Í·È ÛÙ·

ÙÂÎÂıÙ·fl· ¸Ù·Ì 
max 	 �� ÂÂÈ‰fi Ù¸ÙÂ tn�j� �� ��� t� „È· Í‹ÔÈÔ j� � f�� � � � � qg� √È�
·ıÙ¸ Ò›ÂÈ Ì· „flÌÔıÌ Í‹ÔÈÔÈ ÛıÏ‚È‚·ÛÏÔfl� ¡Ú ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ò˛Ù· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

¸Ôı 
min � � Í·È 
max 	 �� ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ 
max � �� � 
�� „È· Í‹ÔÈ· �� � N Í·È


� � ��� ��� ’‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ÂÈÎÔ„›Ú� « Ò˛ÙÁ ÂflÌ·È Ì· ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÔÏ·Î‹ ÙÔıÚ ¸ÒÔıÚ

ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ �ÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú Í·È ÙÔÌ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ¸ÒÔ� ÛÙÔ �t�� t� � ��
„È· Í‹ÔÈÔ �� 	 �� ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ÏÁÌ ÏÂÙ·‚‹ÎÔÌÙ·È ÔÈ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ôı ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ

ÛÙÁÌ x¬� �Í‹ÙÈ Ôı „flÌÂÙ·È ÙÂÙÒÈÏÏ›Ì· ¸Ù·Ì ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ�� ”ÙÁÌ

��



·Ì‹ÎıÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ� ˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔ ��� t���� Ì· ÂflÌ·È ÔÏ·Îfi

Â›ÍÙ·ÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÛÙÔ ��� t�� ‘¸ÙÂ� ·flÒÌÔÌÙ·Ú N 	 t���max��
�

� ›˜ÔıÏÂ tn�j � ��� t�����
« ‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÈÎÔ„fi ÂflÌ·È Ì· ÂÒÈÔÒÈÛÙÔ˝ÏÂ ÛÙ· ‚fiÏ·Ù· ¸Ôı Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ıÎÔÔÈÂflÙ·È ˜˘ÒflÚ

Ò¸‚ÎÁÏ·� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ›˜ÔıÏÂ tn � 
mink � tn�j � tn � 
maxk � tn � ��k � 
�k �
tn��� � 
�k� ÂÔÏ›Ì˘Ú tn�j � �tn� tn������ ∏ÙÛÈ ¸Ù·Ì n � �� � � � � N � �� � �� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

tn�j � ��� t�� ‘¸ÙÂ ÛÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ Ï›ËÔ‰Ôı ·ÌÙfl N Ë›ÙÔıÏÂ N � ��� ”ÙÁÌ Ò‹ÓÁ�
¸Ù·Ì ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ ÂÂÍÙ·ÛÈÏ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì� Í·È Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔıÌ

ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ Ï›˜ÒÈ ÙÔ t�� ÏÔÒÔ˝ÏÂ ÂflÙÂ Ì· Í‹ÌÔıÏÂ ÒÔ›ÍÙ·ÛÁ �extrapolation�
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ÂÌ „›ÌÂÈ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ �N � p�� Í·È Ï¸ÌÔ ÛÂ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ �‚Î� x¬�� Á �N Î·Ï‚‹ÌÂÈ

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ ÙÈÏ›Ú�
‘˛Ò·� ÂflÏ·ÛÙÂ ›ÙÔÈÏÔÈ Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ›Ì· ÂÌ‰È‹ÏÂÛÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� √È· Í‹ËÂ h � ��� h�� Í·È n � f�� � � � � N � �g ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfi�

ÛÂÈÚ fHn�j
h gqj�� Í·È Hn��

h ÙÔı Sh ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ�

�¬����a�

Rh�t
n�j�un�j	� �Rh�t

n�u�tn� �Hn�j
h

� k

qX
s��

ajs

h
Lh�t

n�s�Rh�t
n�s�un�s	�

� Fh�t
n�s�

i
� j � �� � � � � q�

Í·È

�¬����b�

Rh�t
n���u�tn��� �Rh�t

n�u�tn� �Hn��
h

� k

qX
j��

bj

h
Lh�t

n�j�Rh�t
n�j�un�j	�

� Fh�t
n�j�

i
�

‘¸ÙÂ� ‰Â˜¸ÏÂÌÔÈ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� ›˜ÔıÏÂ

max
��n�N��

qX
j��

kHn�j
h k � Ck�hr � k	�h�	���¬����a�

Í·È

max
��n�N��

kHn��
h k � Ck�hr � k	�h�	����¬����b�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬����a�� �¬����� �¬���a� Í·È �¬������ „È· Í‹ËÂ � � Sh�
›˜ÔıÏÂ

�Hn�j
h � �� ��Rh�t

n�j�un�j	� � Rh�t
n�u�tn�� ��� k

qX
s��

ajs

h
�B�tn�s�Rh�t

n�s�un�s	� � ��

�
�
�M� � ����� tn�s��Rh�t

n�s�un�s	�
� �
�
� �f��� tn�s�� ��

i
��



��Rh�t
n�j�un�j	� � Rh�t

n�u�tn�� ��� k

qX
s��

ajs

h
�B�tn�s�un�s	� � ��

�
�
�M� � ����� tn�s��Rh�t

n�s�un�s	�
� �
�
� �f��� tn�s�� ��

i
� j � �� � � � � q�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L���� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �¬����a� ÏÂ Í‹ÔÈÔ � � Sh Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔ	
ÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green� ›˜ÔıÏÂ Ù· ·Í¸ÎÔıË·

�en�j	� � �� ��un�j	� � u�tn�� ��� k

qX
s��

ajs

h�
n���� tn�s�run�s	� � �

�
��
� B�tn�s�un�s	� � ��

�
�
�M� � ������ tn�s��un�s	�

� �
�
� �f��� tn�s�� ��

i
� j � �� � � � � q�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÈÚ ‰˝Ô ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÂÈÚ Í·È Ë›ÙÔıÏÂ � � Hn�j
h �

‘¸ÙÂ Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz ‰flÌÂÈ

�¬�����

kHn�j
h k� �CkHn�j

h k
h
ken�j	� k� kRh�t

n�j��un�j	� � u�tn��� �un�j	� � u�tn��k
� kRh�t

n�j�u�tn�� Rh�t
n�u�tn�k

� k

qX
s��

kRh�t
n�s�un�s	� � un�s	� k

i
� Ck

qX
s��

���Dn���� tn�s�run�s	�
�Hn�j

h

E
��

��� � j � �� � � � � q�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ Í‹ËÂ ¸ÒÔ ÂıÒÈÛÍ¸ÏÂÌÔ ÂÈÚ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �¬������
–Ò˛Ù·� ËıÏflÊÔıÏÂ ¸ÙÈ ���t� � �XN �q „È· Í‹ËÂ t � ��� t�  Í·È � � f�� � � � � �N g� ≈ÔÏ›Ì˘Ú�
Á �¬����a� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ Un	N � �XN �q� ºÙ·Ì �N  �� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ �j��	N���t�� �� XN
„È· Í‹ÔÈ· t� � ��� t�  Í·È j� � f�� � � � � qg� √È� ·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ

�nj�	N�� ‰ÂÌ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔÌ XN �

¡¸ ÙÁÌ �¬����b� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�¬����� un�j	�
� un�j	N

� ��� ���	N �k
	��nj	� � j � �� � � � � q�

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬����� Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÙÔı Taylor ›˜ÔıÏÂ

�¬����a�

kRh�t
n�j��un�j	�

� u�tn��� �un�j	�
� u�tn��k �

	�X
���

k�kRh�t
n�j��nj� � �nj�k

�Ckhr
	�X
���

k�nj�kr � Ckhr
	�X
���

sup
t����t��

k�j��t�kr� j � �� � � � � q�

��



�¬����b�

k

qX
s��

kRh�t
n�s�un�s	� � un�s	� k �k

qX
s��

	�X
���

k�kRh�t
n�s��ns� � �ns�k

�Ckhr
qX

s��

	�X
���

k�ns�kr

�Ckhr
qX

s��

	�X
���

sup
t����t��

k�s��t�kr�

Í·È

�¬����c�

kRh�t
n�j�u�tn�� Rh�t

n�u�tn�k �
���Z tn�j

tn
�t�Rhu�t

n���t�dt
���

�
���Z tn�j

tn
k�t�Rhu�t

n���t�kdt
���

�C��Lj
j jkhrku�tn�kr
�Ckhr sup

t����t��
ku�t�kr� j � �� � � � � q�

∏ÛÙ˘ � 	 �N � œÈ �¬����� Í·È �H�� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ

k

qX
s��

���Dn���� tn�s�run�s	� �Hn�j
h

E
��

��� � k	N��

qX
s��

���Dn���� tn�s�r�ns�	N���Hn�j
h

E
��

���
�k	N��

��Hn�j
h

��
��

qX
s��

��n���� tn�s�r�ns�	N��

��
��

�CIk	N��h�
�
� kHn�j

h k
qX

s��

sup
t����t�� �

��n���� t�r�s�	N���t�
��
��
�

„È· j � �� � � � � q� ºÙ·Ì �N � �� ·¸ ÙÁÌ �¬����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ Ô ¸ÒÔÚ Ôı Ï¸ÎÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛ·ÏÂ

ÂflÌ·È Ù·ıÙÔÙÈÍ‹ ÏÁ‰›Ì� ‘ÂÎÈÍ‹� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬����d� k

qX
s��

���Dn���� tn�s�run�s	� �Hn�j
h

E
��

��� � Ck�k	�h�	��� j � �� � � � � q�

« �¬����a� ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �¬������ �¬����� Í·È �¬����a��

»›ÙÔıÏÂ� �nh ��
�
Lh�t

n���Rh�t
n���un��	� �Fh�t

n���� � � � � Lh�t
n�q�Rh�t

n�q�un�q	� �Fh�t
n�q�

�T
�

�n
h ��

�
Rh�t

n���un��	�
� � � � � Rh�t

n�q�un�q	�

�T
Í·È �nh ��

�Hn��
h � � � � �Hn�q

h

�T
� ∏ÙÛÈ� Á �¬����a�

„Ò‹ˆÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ� �n
h � Rh�t

n�u�tn�e� kA�nh � �nh � ∂Ò·

�¬����� k�nh � A��
�
�n
h �Rh�t

n�u�tn�e� �nh
�
�

��



¡¸ ÙÈÚ �¬����b�� �¬����� Í·È �¬����b� ›˜ÔıÏÂ
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h �Rh�t
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n�u�tn�� kbT�nh
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n���u�tn���� Rh�t
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n���Un	� � �n
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�
�
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�¬�����
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��
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Rh�t
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�Rh�t
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�
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Rh�t

n���u�tn��Rh�t
n�u�tn�

�
� Rh�t

n����u�tn���� un��
	�
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◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù· ·Ì·Ù˝„Ï·Ù· Taylor

Rh�t
n�j�un�j	�

�Rh�t
n���un�j	�

�
Z tn��
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�t�Rhu

n�j
	�

��t�dt� j � �� � � � � q�

Rh�t
n�u�tn� �Rh�t

n���u�tn��
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�t�Rhu�t

n���t�dt�

Í·È ÙÁÌ �¬����� ›˜ÔıÏÂ

�¬����a�
kRh�t

n���u�tn��Rh�t
n�u�tn�k �

Z tn��

tn
k�t�Rhu�t

n���t�kdt
�C��Lkh

rku�tn�kr � C��Lkh
r sup
t����t��

ku�t�kr�
Í·È

�¬����b�
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kRh�t
n���un�s	�

� Rh�t
n�s�un�s	�

k �q
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n�s
	�

��t�dt
���
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	�X
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n
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	�X
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�Ckhr
qX
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	�X
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sup
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k�s��t�kr�
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≈fl Î›ÔÌ� ·¸ ÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬��� Í·È ÙÁÌ �¬������ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬����c� kRh�t
n����u�tn���� un��

	�
�k � Cku�tn���� un��

	�
k� � Ck	����

« �¬����b� ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �¬������ �¬����� Í·È �¬����a�� �

‘Ô Í˝ÒÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ Ò¸Ù·ÛÁ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� √È· Í‹ËÂ k � ��� k�� h � ��� h�� Í·È n � f�� � � � � N � �g� ı‹Ò˜ÔıÌ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ fvn�jh gqj�� ÙÔı Sh Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�¬����a� vn�jh � Rh�t
n�u�tn� � k

qX
s��

ajs

h
Lh�t

n�s�vn�sh � Fh�t
n�s�

i
� j � �� � � � � q�

œÒflÊÔıÏÂ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ En
h � Sh� ˘Ú ÂÓfiÚ

�¬����b� Rh�t
n���u�tn��� � Rh�t

n�u�tn� � k

qX
j��

bj �Lh�t
n�j�vn�jh � Fh�t

n�j� �En
h �

‘¸ÙÂ� ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� ›˜ÔıÏÂ

�¬����� max
��n�N��

kEn
hk � Ck�hr � k	�h�	���

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· ‰ÔË›Ì h � ��� h��� k � ��� k� Í·È n � f�� � � � � N � �g� Á ˝·ÒÓÁ Ù˘Ì

fvn�jh gqj�� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ·¸ ÙÔ –¸ÒÈÛÏ· ¬����

∏ÛÙ˘ zn�jh �� Rh�t
n�j�un�j	�

� vn�jh „È· j � �� � � � � q� n � �� � � � � N � � Í·È h � ��� h���
‘¸ÙÂ ·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �¬����� ·¸ ÙÁÌ �¬������ ›˜ÔıÏÂ

zn�jh �Hn�j
h � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s�zn�sh � j � �� � � � � q�

En
h �Hn��

h � k

qX
j��

bjLh�t
n�j�zn�jh �

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬��� �‚Î� �¬���b��� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����� kEn
hk � kHn��

h k� C�

qX
j��

kHn�j
h k�

« �¬����� ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ·¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬������ �

��



x¬�� ”˝„ÍÎÈÛÁ�
« ÛıÌ›ÂÈ· �–Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� Í·È Á ÂıÛÙ‹ËÂÈ· �ÀfiÏÏ· ¬���� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ�

»Â˛ÒÁÏ· ¬���� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV� �‚Î� –Ò¸Ù·ÛÁ ¬����� ‘¸ÙÂ� ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ

ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� ›˜ÔıÏÂ

�¬���a� kunh � u�tn�k � C�hr � k	�h�	��� n � �� � � � � N�

¡Ì Âfl Î›ÔÌ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �¬����� Ù¸ÙÂ

�¬���b� max
��n�N

kunh � u�tn�k � C
h
hr � kminf��	N� �

�
g
i
�

¡¸‰ÂÈÓÁ� –Ò˛Ù· ÔÒflÊÔıÏÂ �nh �� unh �Rh�t
n�u�tn� „È· n � �� � � � � N � ‘¸ÙÂ Á �¬�����

‰flÌÂÈ

�¬����

kunh � u�tn�k �kRh�t
n�u�tn�� u�tn�k� k�nhk

�Chrku�tn�kr � k�nhk
�Chr sup

t����t��
ku�t�kr � k�nhk� n � �� � � � � N�

∏ÛÙ˘ �n�jh �� un�jh � vn�jh „È· j � �� � � � � q Í·È n � �� � � � � N � �� ‘¸ÙÂ ·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹

Ï›ÎÁ ÙÁÌ �¬����� ·¸ ÙÁÌ �¬����� ›˜ÔıÏÂ

�n�jh � �nh � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s��n�sh � j � �� � � � � q�

�n��
h � En

h � �nh � k

qX
j��

bjLh�t
n�j��n�jh �

‘¸ÙÂ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬��� �‚Î� �¬������� ‰flÌÂÈ

�¬���� k�n��
h � En

hk � �� � C	k�k�nhk� n � �� � � � � N � ��

∏ÙÛÈ� ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬���� Í·È �¬������ ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����
k�n��

h k ��� � C	k�k�nhk� kEn
hk

��� � C	k�k�nhk� Ck�hr � k	�h�	��� n � �� � � � � N � ��

¡¸ ÙÁÌ �¬����� ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡���� ÙÁÌ �IV� Í·È ÙÁÌ �¬����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬����

k�nhk � exp�nC	k�
h
k��hk� C�hr � k	�h�	��

i
� exp�C	t

��
h
kv�h � v�k� kv� �Rh���v

�k� C�hr � k	�h�	��
i

�C
h
hrkv�kr � hr � k	�h�	�

i
�C�hr � k	�h�	��� n � �� � � � � N�

��



‘˛Ò·� Á �¬���a� ÂflÌ·È ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �¬���� Í·È �¬����� ÂÌ˛ Á �¬���b� ›ÂÙ·È ÒÔˆ·Ì˛Ú

·¸ ÙÁÌ �¬���a�� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ”ıÌÂ˜flÊÔÌÙ·Ú ÙÁ ÛıÊfiÙÁÛÁ Ôı ›„ÈÌÂ ÛÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ı	
ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·� ›ÛÙ˘ �� � N
ÛÙ·ËÂÒ¸ Í·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÔ ÙÔı N � ÃÂ ÙÁ Ïfl· ÂÍÙÂÎÔ˝ÏÂ Ù· N � �� Ò˛Ù· ‚fiÏ·Ù· Í·È

ÏÂ ÙÁÌ ‹ÎÎÁ Ù· ı¸ÎÔÈ· ��� √È· ÙÁÌ ‰Â˝ÙÂÒÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge
Kutta ‰ÂÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

ÂflÌ·È ·Î„Â‚ÒÈÍ‹ ÂıÛÙ·ËfiÚ� ·ÒÍÂfl Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÈÛ˜˝ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÏÂ ÙÁ

‰È·ˆÔÒ‹ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ �¬����� ·ÒÍÂfl Ì· ›˜ÔıÏÂ ÏÈ‹ ÛÙ·ËÂÒ‹ C	�� ·ÌÙfl ÙÔı ¸ÒÔı �� � C	k��
¡Í¸Ï·� ›ÛÙ˘ �� Í·È �p� Á ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ Í·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ÙÁÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı�
√È· Ù· Ò˛Ù· ‚fiÏ·Ù· Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ¬��� ›˜ÔıÏÂ

�¬���� max
��n�N���

kunh � u�tn�k � C�hr � k	�h�	���

∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ f�unhg��n�� ÂflÌ·È ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ôı ·Ò‹„ÔÌÙ·È ÛÙ· ı¸ÎÔÈ· �� ‚fiÏ·Ù·� ÏÂ

ÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ Ï›ËÔ‰Ô� ¸Ôı �u�h �� uN���h � « ·Ì‹ÎıÛÁ „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÙÒ¸Ô� œÒflÊÔıÏÂ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ f��g����� Ï›Û˘ ÙÁÚ �¬���� Í·È ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ��N � ���� ���� Ï›Û˘ ÙÁÚ �¬������

∏ÂÈÙ· Ë›ÙÔıÏÂ ��nh �� �unh � Rh�t
N����n�u�tN����n�� „È· n � �� � � � � ��� ¡¸ ÙÁÌ �¬����

›ÂÙ·È ¸ÙÈ max
��n���

k�unh � u�tN����n�k � Chr � max
��n���

k��nhk� ≈fl Î›ÔÌ ›˜ÔıÏÂ

k��n��
h k � C	��k��nhk� Ck�hr � k�	�h��	�� „È· n � �� � � � � �� � ��

·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

max
��n���

k��nhk � C
h
k���hk� k�hr � k�	�h��	��

i
�

ÂÌ˛ k���hk � kuN���h � u�tN����k� ku�tN����� Rh�t
N����u�tN����k � C�hr � k	�h�	���

‘ÂÎÈÍ‹ ›˜ÔıÏÂ

�¬���� max
��n���

k�unh � u�tN����n�k � C
�
hr � k	�h�	� � k�	���h��	�

�
�

« ÙÂÎÈÍfi ÂÍÙflÏÁÛÁ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����� ¡Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÒÔÍ˝ÙÂÈ

¸Ù·Ì Ù· Ò˛Ù· �� ‚fiÏ·Ù· ÂÍÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ÙÁ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Í·È Ù· ı¸ÎÔÈ· N � �� ÏÂ ÙÁÌ

‹ÎÎÁ Ï›ËÔ‰Ô� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬���� ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı �N � � �¸˘Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ �˜� ÛÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ

Crank
Nicolson Í·È ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Euler� ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ˘Ú ÒÔÚ

k ÒÔÍ˝ÙÂÈ ˜˘ÒflÚ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Á �H��� �

��



x¬	� ƒÈ·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Í·È ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·�

x¬���� ”ıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet�

¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���b� ÏÂ ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ

u � � ÛÙÔ ��� ��� t�

Í·È ‰È·„Ò‹ˆÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ÛıÌËfiÍÂÚ �¬���f� Í·È �¬���g�� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·Ò·‚Ô	
ÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet� ≈‰˛ ıÔË›ÙÔıÏÂ

¸ÙÈ Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fShgh����h� ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ıÔ˜˛ÒÔıÚ ÙÔı

H�
� ��� Í·È ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·�

�HD� inf

�Sh

�kw � �k� hkw � �k�� � C �Fh
skwks� �w � Hs��� �H�

� ���� �h � ��� h���

„È· Í‹ËÂ s � f�� � � � � rg� ÂÌ˛ ‰ÂÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Í‹ÔÈ· ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

�¸˘Ú �˜� ÔÈ �H�� Í·È �H�����
√È· Í‹ËÂ t � ��� t� Í·È h � ��� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Lh�t� � Sh��Sh ¸˘Ú

ÛÙÁÌ �¬���a�� ¡Í¸Ï·� „È· Í‹ËÂ h � ��� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ Fh � ��� t���Sh ¸˘Ú ÛÙÁÌ �¬���b��

¡Í¸Ï·� „È· Í‹ËÂ t � ��� t�� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Âfl Î›ÔÌ ÙÈÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t�� �B�t�
¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ �¬����� ‘· ÀfiÏÏ·Ù· ¬��� Í·È ¬��� ÂÓ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì� ÒÔˆ·Ì˛Ú�

Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ� ¡ÌÙfl ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÔÈ B� B� Í·È �B ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�¬���a� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v � H�
� ���� �w � H����� �t � ��� t��

�¬���b� j �B�t� v� w�j � C �Bkvkkwk�� �v � H�
� ���� �w � H����� �t � ��� t��

Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÂflÌÁÚ Ù˘Ì �¬���� Í·È �¬����� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�
√È· Í‹ËÂ h � ��� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ Ïfl· H� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � ��� t���L�H�����Sh� Ï›Û˘

ÙÁÚ �¬������ œÈ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ Rh ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ·¸ ÂÍÂflÌÂÚ Ôı

ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ÛÙÈÚ �¬����� Í·È �¬������ ÛÙÔ ¸ÙÈ ·ıÙfi ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÏÂ Ù‹ÓÁ s ˘Ú ÒÔÚ h
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı H�

� ����Hs��� Í·È ¸˜È ÙÔı Hs���� ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ �HD��
Ôı ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ·¸ ÙÁÌ �H��� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ›˜ÔıÏÂ

�¬���c� k��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� hk��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� � Chs
�X

m��

k�mt w�t�ks�

„È· Í‹ËÂ w � C����� t�� Hs��� � H�
� ����� s � f�� � � � � rg� t � ��� t�� h � ��� h�� Í·È

� � f�� �g� « �¬���c� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸˘Ú ÔÈ �¬����� Í·È �¬������ Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı� ¸¯ÈÌ

¸ÙÈ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ e ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔÌ H�
� ��� Í·È ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬���a�� �¬���b�

Í·È �HD��

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� ”ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ L� ÂÍÙflÏÁÛÁÚ Ôı ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÁÌ �¬���c�� ·ÌÙfl ÙÔı

T
�
N �t� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ T�D�t� Ô ÔÔflÔÚ ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú Ô ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı T��t� ÛÙÔÌ XD ��

��



H�
� ��� � H����� ‘¸ÙÂ ÔÈ �¬����� �¬���� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax
Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ

ı‹Ò˜ÂÈ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ Z�t� � L������H�
� ��� Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ B��t�Z�t��� �� � ��� ��

„È· Í‹ËÂ � � L���� Í·È � � H�
� ���� �√È· ‰ÔË›Ì � � L����� Á Z�t�� ÂflÌ·È Á ·ÛËÂÌfiÚ

Î˝ÛÁ ÙÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Dirichlet� ÊÁÙÔ˝ÏÂ �w � XD Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ T��t� �w � ��� ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ Z�t� � L������XD�
≈˝ÍÔÎ· ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ� �T�D�t�Z�t����� �� � � „È· Í‹ËÂ � � L���� Í·È � � H�

� ����
Ôı ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ T�D�t�Z�t�� � � „È· Í‹ËÂ � � L����� ∂Ò· Ô T�D�t� ÂflÌ·È Âfl� ≈ÂÈ‰fi

�T�D�t� �w� �v� � B��t� �w� �v� „È· Í‹ËÂ �w � XD Í·È �v � H�
� ���� Á �¬���� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ Ô

T
�
D�t� ÂflÌ·È ›Ì· ÒÔÚ ›Ì·� ≈ÔÏ›Ì˘Ú Ô T

�
D�t� ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È� ÂÌ˛ Ô �T�D��� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

ÙÁÌ �¬������ �

∏ÛÙ˘

�D �� max
n
� � N� � �s�t� � �XD�q „È· Í‹ËÂ t � ��� t�  Í·È s � f�� � � � � �g

o
�

‘¸ÙÂ ·¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ¸ÙÈ

�¬���d�

�
�D � � ¸Ù·Ì � � p� �

�D � p� � ¸Ù·Ì � 	 p� �
�

‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú �¬���� Í·È �¬������ Í·È ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ �¬����� Í·È �¬�����
ÂÓ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ� »›ÙÔıÏÂ �� � �D ÛÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¬���� œÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ �¬�����
Í·È �¬����� ÂflÌ·È ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ O

�
k�hr � k	D�

�
� ∏ÙÛÈ� Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ¬��

‰flÌÂÈ

max
��n�N

kunh � u�tn�k � C
�
hr � k	D

�
�

Âˆ¸ÛÔÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��

∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ �D  � Í·È �� � �D � �� ‘¸ÙÂ� ÂÌ „›ÌÂÈ� ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ
�
�nj	�

�q
j��

‰ÂÌ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔÌ XD� ∏ÙÛÈ� ÂÌ˛ ‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ Ô ÛıÌÔÒÈ·Í¸Ú ¸ÒÔÚ Ôı ÂÍÙÈÏfiËÁÍÂ

ÛÙÁÌ �¬����d� �Í·Ë˛Ú Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı Sh ÏÁ‰ÂÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ ���� Á ·Ò·‹Ì˘ ÂÍÙflÏÁÛÁ

‰ÂÌ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÂÎÙÈ˘ËÂfl ‰È¸ÙÈ Á ÒÔ‚ÔÎfi Rh ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ Ï¸ÌÔ ÔÏ·Î›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı H�
� ����

x¬���� –ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ�

√È· m � N� � ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÔ ˜˛ÒÔ

Hm
per ��

�
w � Hm

loc�R� � w ÂflÌ·È �
ÂÒÈÔ‰ÈÍfi
�

ÏÂ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÁÌ k � km ‹Ì˘ ÛÂ ‰È‹ÛÙÁÏ· I� �� �x�� x��� ¸Ôı x� � x� � �� ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ

¸ÙÈ Í‹ËÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı Hm
per ›˜ÂÈ �
ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ·Ò·„˛„ÔıÚ Ù‹ÓÁÚ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁÚ fi flÛÁÚ ÏÂ

m� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÏÂ ��� �� Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ L��I��
ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ� ÂÌ˛ ÏÂ k � k
ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ÛÙ‹ËÏÁ�

�	



¡Ú ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·� ∆ÁÙÔ˝ÏÂ ÏÈ‹ Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u Ôı Ì· ÔÒflÊÂ	
Ù·È ÛÙÔ R � ��� t� Í·È Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl

�tu� f � Lu 
 ��ux�x � �ux � ��u ÛÙÔ R � ��� t��

u�t� � H�
per „È· Í‹ËÂ t � ��� t��

u�x� �� � v��x� „È· Í‹ËÂ x � R�

¸Ôı v� ÂflÌ·È ÏÈ‹ �
ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÁ ÛÙÔ R Í·È �� �� ��� f ÂflÌ·È �

ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú �˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ˜˛ÒÔı� ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ R � ��� t��
≈fl Î›ÔÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á � ÂflÌ·È ËÂÙÈÍfi ÛÙÔ R � ��� t�� « ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ

ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÂ ÏÈ‹ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fShgh����h� ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ıÔ˜˛Ò˘Ì ÙÔı H�
per

��˜� fShgh����h� ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÔÏ·Î˛Ì �
ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì splines ‚·ËÏÔ˝

r � ��� Ù›ÙÔÈ˘Ì ˛ÛÙÂ

�HP� inf

�Sh

�kw��k� hkw��k�� � C �Ph
skwks� �w � Hs

per� s � �� � � � � r� �h � ��� h���

√È· Í‹ËÂ t � ��� t� Í·È h � ��� h��� ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Lh�t� � Sh��Sh� Ï›Û˘ ÙÁÚ

··flÙÁÛÁÚ �Lh�t��� �� � ������ t��x�� �x�� � ����� t��x�� �� � ������ t��� ��� ��� � � Sh�
Í·È Ë›ÙÔıÏÂ Fh�t� �� Ph�f��� t��� ¸Ôı Ph ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÙÁÚ L��I��
ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Sh�

√È· Í‹ËÂ t � ��� t� ÔÒflÊÔıÏÂ� ·Í¸Ï·� ÙÈÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t�� �B�t� �
H��I���H��I����R� ˘Ú ÂÓfiÚ� B�t� v� w� �� ����� t��xv� �xw������� t��xv� w��M��v� w��

B��t� v� w� �� ����� t��xv� �xw� � ����� t��xv� w� � ��M� � �x���� t��v� w�� �B�t� v� w� ��
��t���� t��xv� �xw� � ��t���� t��xv� w�� ¸Ôı M� ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ·Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÂflÌÁÚ Ôı

ÔÒflÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ �¬���d�� ‘· ÀfiÏÏ·Ù· ¬��� Í·È ¬��� ÂÓ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÒÔˆ·Ì˛Ú Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ

�Ë›ÙÔÌÙ·Ú I� ÛÙÁ Ë›ÛÁ ÙÔı ��� ¡ÌÙfl ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÔÈ B� B� Í·È �B ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì

ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�¬���a� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v� w � H�
per� �t � ��� t��

�¬���b� j �B�t� v� w�j � C �Bkvkkwk�� �v � H�
per� �w � H�

per� �t � ��� t��

Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á ÂÍÂflÌÁÚ Ù˘Ì �¬���� Í·È �¬����� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�
√È· Í‹ËÂ h � ��� h�� ÔÒflÊÔıÏÂ Ïfl· H� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � ��� t���L�H�

per�Sh�� Ï›Û˘ ÙÁÚ

··flÙÁÛÁÚ� B�t�Rh�t�w � w� �� � �� �� � Sh� „È· ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ w � H�
per Í·È t � ��� t��

« Rh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

�¬���c� k��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� hk��tw�t�� ��t �Rhw��t�k� � Chs
�X

m��

k�mt w�t�ks�

„È· Í‹ËÂ w � C����� t�� Hs
per�� s � f�� � � � � rg� t � ��� t�� h � ��� h�� Í·È � � f�� �g� «

�¬���c� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸˘Ú ÔÈ �¬����� Í·È �¬������ Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı� ¸¯ÈÌ ¸ÙÈ Ù˛Ò· Á

��



ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ e ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔÌ H�
per Í·È ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �¬���a�� �¬���b� Í·È

�HP��

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� ”ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �¬���c� ˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi

T
� � ��� t���L�H��I���L

��I����

ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÔ ˘Ú ÂÓfiÚ

T
��t� �w � ��x����� t��x �w�� ���� t��x �w �

�M� � �x���� t�
�
�w� �w � H��I��� t � ��� t��

Í·È ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi T
�
per � ��� t

���L�H�
per�H

�
per�� Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ¸˘Ú Ô T

�

œÈ �¬����� �¬���� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax
Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú

ÙÂÎÂÛÙfiÚ Z�t� � H�
per��H�

per Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ B��t�Z�t��� �� � ��� �� „È· Í‹ËÂ � � H�
per

Í·È � � H�
per� �√È· ‰ÔË›Ì � � H�

per� Á Z�t�� ÂflÌ·È Á ·ÛËÂÌfiÚ Î˝ÛÁ ÙÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝

ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì� ÊÁÙÔ˝ÏÂ �w � H�
per Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ T�per�t� �w �

���
∏ÛÙ˘ � � H�

per� ‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ� Z�t�� jI� �
H��I��� ∏ÙÛÈ �T��t��Z�t�� jI� � � �� �� � � „È· Í‹ËÂ � � H�

� �I��� ≈ÂÈ‰fi Ô H�
� �I��

ÂflÌ·È ıÍÌ¸Ú ÛÙÔÌ L��I��� ·ıÙ¸ ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ T��t��Z�t�� jI� � � � Û˜Â‰¸Ì ·ÌÙÔ˝

ÛÙÔ I�� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ›˜ÔıÏÂ

� � �T��t��Z�t�� jI� �� �� �� � B��t�Z�t��� ��� ��� ��

� ���x�� t��x�Z�t����x����x��� ��x�� t��x�Z�t����x����x��
�

�� ��x�� t���x��
�
�x�Z�t����x��� �x�Z�t����x��

�
� �� � H�

per�

≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú � 
 � ·flÒÌÔıÏÂ ¸ÙÈ �x�Z�t����x�� � �x�Z�t����x���  ·Ë˛Ú H��I�� �
C��I�� Í·È Z�t�� � H�

per� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ Z�t�� � C��R�� ∏ÛÙ˘ I� �m �� fx�m � x � I�g
„È· Í‹ËÂ m � Z� « �
ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Z�t�� jI� � H��I���
‰flÌÔıÌ ¸ÙÈ Z�t�� jI��m � H��I� �m� „È· Í‹ËÂ m � Z� ∂Ò· Z�t�� � H�

loc�R� �‚Î� �˜�
Th�eor�eme ���	� ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ �RavT�� ‘ÂÎÈÍ‹ Z�t�� � H�

per�

ƒÂflÓ·ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ¸ÙÈ Z�t� � H�
per��H�

per Í·È T�per�t�Z�t�� � � „È· Í‹ËÂ � � H�
per� ∂Ò·

Ô T
�
per�t� ÂflÌ·È Âfl� ≈ÂÈ‰fi �T�per�t� �w� �v� � B��t� �w� �v� „È· Í‹ËÂ �w � H�

per Í·È �v � H�
per�

·¸ ÙÁÌ �¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ Ô T�per�t� ÂflÌ·È ›Ì· ÒÔÚ ›Ì·� ≈ÔÏ›Ì˘Ú Ô T�per�t� ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È

Í·È �T�per����t� � Z�t�� ¡¸ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú ›˜ÔıÏÂ Âfl Î›ÔÌ

¸ÙÈ k�T�per����t��k� � Ck�k „È· Í‹ËÂ � � H�
per Í·È t � ��� t�� �

∏ÛÙ˘

�per �� max
�
� � N� � �s�t� � �H�

per�
q� t � ��� t� � � � s � �

�
�

’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ u ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi� �
ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ı¯ÁÎfiÚ Ù‹ÓÁÚ

ÏÂÈÍÙ›Ú �˘Ú ÒÔÚ x Í·È t� ·Ò·„˛„ÔıÚ ÙÁÚ� ∏ÙÛÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬���
ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ �per � �� »›ÙÔÌÙ·Ú �� � �per � � Í·È ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú v�h � Sh ›ÙÛÈ

��



˛ÛÙÂ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV�� Á ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì ¬�
¬� ‰flÌÂÈ ÙÁÌ� ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ

Ù‹ÓÁÚ� ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

max
��n�N

kunh � u�tn�k � C�hr � k���

x¬���� ≈È‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ Ù· Û˝Ï‚ÔÎ· �BC Í·È XBC ÛÙÁ Ë›ÛÁ Ù˘Ì �N � �D Í·È

XN � XD� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ÂÌ˛ Í˝ÒÈÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ Ë· ÂflÌ·È Ô ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı

�BC ÛÂ ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ� ‰ÁÎ� ı¸ Âfl Î›ÔÌ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı

‰È·ˆÔÒÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi L� ÙÔÌ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ¸ÒÔ f Í·È ÙÔ ˜˘ÒflÔ ��
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÔfl· � � p��� ÙÔ �BC ·flÒÌÂÈ ÙÁ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi ÙÈÏfi

‰ÁÎ� �BC � �� √È� ·ıÙ¸ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ � 	 p � �� ¡Í¸Ï·� „È· Í‹ÔÈÔ m�� „Ò‹ˆÔÌÙ·Ú

w � �XBC�m� � ¸Ôı w � ��� t����H�����m� � Ë· ÂÌÌÔÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ w�t� � �XBC�m� „È· Í‹ËÂ

t � ��� t�� ≈fl Î›ÔÌ� ¸Ù·Ì w � C����� t�� H����� Í·È w � XBC� Ù¸ÙÂ �mt w � XBC�
m � �� � � � � ��

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ �‚Î� �Cr�� Chapitre �� ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ

�‰ÁÎ� ˘Ú ÒÔÚ k�� ¸Ù·Ì ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı L Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È

·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ˜Ò¸ÌÔı t� ”ÙÁÌ Ò¸Ù·ÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl ‰flÌÔıÏÂ ÏÈ‹ ÂÒÈÔÒÈÛÏ›ÌÁ

„ÂÌflÍÂıÛÁ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬	��� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ L�t� � g�t�eL� ¸Ôı� g ÂflÌ·È ÏÈ‹ ÔÏ·Îfi Í·È ËÂÙÈÍfi

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ ��� t� Í·È eLw 
 r��e��x�rw� � e��x�rw � e���x�w� ’Ô�

Ë›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ f�x� t� � g�t� ef�x� „È· Í‹ËÂ �x� t� � � � ��� t�� ¸Ôı ef ÂflÌ·È ÏÈ‹

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı ÔÒflÊÂÙ·È Í·È ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛÙÔ �� ‘¸ÙÂ �BC � ��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Í·È ÙÔÌ Í·Ì¸Ì· ÙÔı Leibniz Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ

Û˜›ÛÁ

�¬����
eLs���mt u �

mX
���

�
m

�

�
�m��t

�
�

g

� eLs����
t u�

m � �� � � � � � � �� s � �� � � � � � � p� ��

…Û˜ıÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ�

�¬���� eLs�mt u � XBC� m � �� � � � � � � s� s � �� � � � � � � p� ��

»· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ Í‹ÌÔÌÙ·Ú Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfi Â·„˘„fi ˘Ú ÒÔÚ s� ºÙ·Ì

s � �� Ù¸ÙÂ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ ÒÔˆ·Ì˛Ú Î¸„˘ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì� ’ÔË›ÙÔıÏÂ

¸ÙÈ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ÔÈÔ s � f�� � � � � � � p � �g� ∏ÛÙ˘ m � f�� � � � � � � s � �g�
¡¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ eLs����

t u � XBC „È· � � �� � � � �m �‰È¸ÙÈ

� � �� � � m� � � � � s� � � � � � � s�� ¡ıÙ¸ ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÁÌ �¬���� ‰flÌÂÈ ¸ÙÈeLs���mt u � XBC� ≈ÔÏ›Ì˘Ú ‰ÂflÓ·ÏÂ ¸ÙÈ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· s� ��

��



√È· Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ¸ÙÈ �BC � �� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬���� eLs�m � �XBC�q Í·È �m�� � �XBC�q � s � �� � � � � � �m� m � p� �� � � � � � � ��

« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �¬���� Ë· „flÌÂÈ Â·„˘„ÈÍ‹� ∏ÛÙ˘ m � p��� ¡¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����
›ÂÙ·È ¸ÙÈ� eLs�p�� �

AT pe

p�
eLs�p��

t u � �XBC�q � s � �� � � � � � � p� ��

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬���� �p�� �
AT p��e

�p� ���
�p��
t u� gA

�
AT pe

p�
� T p��e

�p� ���

� eL�p��
t u�

¡¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬���� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ �p�� � �XBC�q� ’ÔË›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ m� �
fp� �� � � � � � � �g Í·È ¸ÙÈ Á �¬���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· m � p� �� � � � �m�� « �¬���� ‰flÌÂÈ

�¬����

eLs�m��� �
ATm�e

m��
eLs�m���

t u

�

m�X
��p��

ATm���

�m� � ���
�m���
t g

�eLs���� � T �e

��
eLs����tu

�
�

s � �� � � � � � �m� � ��

Í·È

�¬����

�m��� �
ATm���e

�m� � ���
�m���
t u

�

m���X
��p��

ATm�����

�m� � �� ���
�m�����
t g

�eL�� � T �e

��
eL��tu� �

∏ÛÙ˘ s � f�� � � � � � �m� � �g� ‘¸ÙÂ � � s  � � p� � Í·È � � m� � � � � � s� ∏ÙÛÈ Á

�¬���� ‰flÌÂÈ eLs�m���
t u � XBC� ∏ÛÙ˘ � � fp��� � � � �m�g� ‘¸ÙÂ � � � � m� � � � �s����

ÂÌ˛ � � s � � � � � p � �� ∏ÙÛÈ ·¸ ÙÁÌ �¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ eLs����tu � XBC� ≈ÂÈ‰fi

�  s � � � � �m� � � � �� Á ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ eLs���� � XBC�
≈ÔÏ›Ì˘Ú� Á �¬���� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬���� eLs�m��� � �XBC�q� s � �� � � � � � �m� � ��

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú� „È· s � �� ÙÈÚ �¬����� �¬���� Í·È ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ� ·¸ ÙÁÌ

�¬���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�m��� � �XBC�q� �

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �¬���� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÙÁÌ ÙÈÏfi ÙÔı �BC
¸Ù·Ì ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÛÙÔ �� ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ u Í·È ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ı¯ÁÎfiÚ Ù‹ÓÁÚ

·Ò·„˛„˘Ì ÙÁÚ� ·ÎÎ‹ ·ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ Û‹ÌÈ·� √È� ·ıÙ¸Ì ÙÔ Î¸„Ô� ÛıÌfiË˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

‚ÒÔ˝ÏÂ Ï¸ÌÔ ›Ì· Í‹Ù˘ ˆÒ‹„Ï· „È· ÙÔ �BC� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ÈÍ·Ìfi Í·È

·Ì·„Í·fl· ÛıÌËfiÍÁ Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ �BC � p� ��

��



ÀfiÏÏ· ¬	��� ¡Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ

�¬����a� �p�� �
AT p��e

�p� ���
�p��
t u� A

�
AT pe

p�
� T p��e

�p� ���

�
L�p��

t u�

Í·È

�¬����b� �p�� � �XBC�q ·Ì Í·È Ï¸ÌÔ ·Ì L�p��
t u � XBC�

¡¸‰ÂÈÓÁ� « �¬����a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �¬���� Í·È �¬����� « �¬����b� ÂflÌ·È

ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �¬����a� Í·È �C�� �

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬���� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ÂÒ	
„·Ûfl·Ú �AvD� ÛÂ È¸ „ÂÌÈÍ›Ú ·Ò·‚ÔÎÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet�

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬	��� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ� �a� g ÂflÌ·È ÏÈ‹ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ËÂÙÈÍfi Í·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛÙÔ

� � ��� t�� L�t�w 
 g�x� t�r����x�rw� � ���x� t�w Í·È �p��
t

�
f

g

�
� � ÛÙÔ �� � ��� t��

fi �b� d � �� � � ��� ��d� fgjgdj�� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ËÂÙÈÍ›Ú Í·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Î›Ú ÛÙÔ

� � ��� t�� L�t�w 

dP

j��
gj�x� t��

�
xjw � ���x� t�w Í·È �p��

t

�
f

gj

�
� � ÛÙÔ �� � ��� t� „È·

j � �� � � � � d� ’ÔË›ÙÔıÏÂ� ·Í¸Ï·� ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� ‘¸ÙÂ�

�D � p� ��

¡¸‰ÂÈÓÁ�

�a� ¡¸ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Í·È ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ·flÒÌÔıÏÂ �p��
t r���ru� � XD� ∏ÙÛÈ�

L�p��
t u � g�p��

t �r���ru������
p��
t u � XD Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ‰flÌÂÈ ·Ï›Û˘Ú �D � p� ��

�b� ∏ÛÙ˘ ��j ��
�
x � �x�� � � � � xd� � �� � xj � �� �

�
„È· j � �� � � � � d� ¡¸ ÙÈÚ ÔÏÔ„ÂÌÂflÚ

ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����� L�p��
t u �

dX
j��

gj�
p��
t ��xju ÛÙÔ ��� ��� t��

Í·È

�¬����a� ��x�u � � ÛÙÔ ��j � ��� t�� � �� j� �� j � �� � � � � d�

¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ� ÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Í·È ÙÁÌ �¬����a� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ

¸ÙÈ ��xju � � f

gj
ÛÙÔ ��j � ��� t�� „È· j � � � � � � d� ∂Ò·

�¬����b� �p��
t ��xju � � ÛÙÔ ��j � ��� t�� j � � � � � � d�

≈ÂÈ‰fi �� � dj����j � ·¸ ÙÈÚ �¬����� Í·È �¬����� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ L�p��
t u � XD� ≈ÔÏ›Ì˘Ú�

ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ‰flÌÂÈ �D � p� �� �

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� œ ÙÂÎÂÛÙfiÚ L ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ Ò¸Ù·ÛÁÚ „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÂ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ �¬���d�
˘Ú ÂÓfiÚ� �a� L�t�w � r��g�x� t���x�rw���rg�x� t��T��x�rw����x� t�w� Í·È �b� L�t�w �Pd

j�� �xj �gj�x� t��xjw��
Pd

j�� �xjgj�x� t��xjw � ���x� t�w� �

”ÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ Ò¸Ù·ÛÁ Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ›Ì· ·Ì‹ÎÔ„Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘	
ÛÁ ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann�

��



–Ò¸Ù·ÛÁ ¬	��� ∏ÛÙ˘ � � ��� ��d Í·È L�t�w 

dP

s��
gs�t��

�
xs
w � ��x� t�rw � ���t�w�

¸Ôı n� � � ÛÙÔ �� � ��� t� Í·È fgsgds�� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ËÂÙÈÍ›Ú Í·È ÔÏ·Î›Ú ÛÙÔ

��� t�� ¡Í¸Ï·� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ �p��
t

�
nrf
ng

�
� � ÛÙÔ ������ t� �¸Ôı g �� �g�� � � � � gd�

T ��

� � r� Í·È ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann� ‘¸ÙÂ �N � p� ��

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· j � �� � � � � d� ›ÛÙ˘ ��j ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÙÔı �� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ¸˘Ú ÛÙÁÌ

·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ ¬���� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

XN �
�
w � H���� � �xjw � � ÛÙÔ ��j� j � �� � � � � d

�
�

∏ÛÙ˘ j � f�� � � � � dg� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ÔÏÔ„ÂÌÂflÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann

Í·È ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� ·flÒÌÔıÏÂ

�¬����a� ��xs�xju � � ÛÙÔ ��j � ��� t�� s �� j� s � �� � � � � d� � � �� �� ��

�¬����b� �j � �xj� � � ÛÙÔ ��j � ��� t��

Í·È

�¬����c� �xj�s � �xj�xs� � �xs�xj� � � ÛÙÔ ��j � ��� t�� s �� j� s � �� � � � � d�

¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ� ÙÁ ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ Í·È ÙÈÚ �¬����a�
�¬����c� ›˜ÔıÏÂ�

�xj�
�
xj
u � ��xjf

gj
� �nrf

ng
ÛÙÔ ��j � ��� t�� ≈ÔÏ›Ì˘Ú�

�¬����d� �p��
t �xj�

�
xj
u � � ÛÙÔ ��j � ��� t��

œÈ �¬����a�
�¬����d�� Â˝ÍÔÎ·� ‰flÌÔıÌ ¸ÙÈ� �xjL�
p��
t u � � ÛÙÔ ��j � ��� t��

∂Ò· L�p��
t u � XN Í·È ·¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� ›ÂÙ·È �N � p� �� �

 ÎÂflÌÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ï� ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·� ÙÔ ÔÔflÔ ‰Âfl˜ÌÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ �BC ÏÔÒÂfl Ì·

‹ÒÂÈ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÏÂÙ·Ó˝ p� � Í·È ��

–Ò¸Ù·ÛÁ ¬	��� ∏ÛÙ˘ d � �� � � ��� ��� L�t�w � ��xw � ���x� t�w� ¸Ôı �� ÏÈ‹

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛÙÔ �� ��� t�� f � � Í·È m� � N� ÏÂ m� � � � p� �� ‘¸ÙÂ�

��� √È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet�

·Ì ��j��x �� � XD „È· j � �� � � � �m�� Ù¸ÙÂ �D � m� � p� ��

��� √È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann�

·Ì ��jx �� � XN „È· j � �� � � � �m�� Ù¸ÙÂ �N � m� � p� ��

��



¡¸‰ÂÈÓÁ� –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ� ·Ì �� � XD Í·È �� � C����� Ù¸ÙÂ ���� � XD� ¡Í¸Ï·�
·Ì �� � XN �H	��� Í·È �� � XN � C	���� Ù¸ÙÂ ���� � XN Í·È �x���x�� � XN �

∏ÛÙ˘ j� � N� Í·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ � � H�j������� � � C�j������� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ

Û˜›ÛÁ

��j�x ���� �

�j�X
���

�
�j�
�

�
��x��

�j���
x ��

Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Í·Ì¸Ì· ÙÔı Leibniz� ›˜ÔıÏÂ

�¬����a�
·Ì

�
��jx �

�j�
j��

� XD Í·È
�
��j��x �

�j�
j��

� XD
Ù¸ÙÂ ��j�x ���� � XD�

Í·È

�¬����b�
·Ì

�
��jx �

�j�
j��

� XN Í·È
�
��jx �

�j�
j��

� XN
Ù¸ÙÂ ��j�x ���� � XN �

¡¸ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�¬����� ���j��
x u � �t�

�j
x u� ��jx ���u�� j � �� � � � �m��

…Û˜ıÒÈÊ¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ

�¬����� ��jx u � XBC� j � �� � � � �m� � ��

« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı ÈÛ˜ıÒÈÛÏÔ˝ Ë· „flÌÂÈ ÏÂ Â·„˘„fi� √È· j � �� Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ ÙÂÙÒÈÏ	
Ï›Ì·� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· j � �� � � � � j�� ¸Ôı j� � f�� � � � �m�g� ¡¸

ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ ›ÂÙ·È �t�
�j�
x � XBC� « ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ� ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ

„È· ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� Í·È Á �¬����� ‰flÌÔıÌ ��j�x �u��� � XBC� ∏ÙÛÈ ·¸ ÙÁÌ �¬�����

ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ �
��j���
x u � XBC�

¡¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· ¬��� Í·È ÙÁÌ �¬����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬����� ��jx �� � �XBC�q� j � �� � � � �m� � �� � � �� � � � � p� ��

‘˛Ò·� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

�¬����� ��jx �� � �XBC�q� j � �� � � � �m� � p� �� �� � � p� �� � � � � p� � �m��

»· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ›Ì· Â·„˘„ÈÍ¸ ÂÈ˜ÂflÒÁÏ·� ºÙ·Ì � � p��� ÔÈ �¬����� Í·È �¬�����

Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � p � �� � � � � ��� ¸Ôı p � � � �� �
p� � �m�� ¡¸ ÙÁÌ �¬���� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�¬����� ��jx ����� � A���j��
x ����

��X
m��

AT
���m

����m��
��jx

�
�
���m
t ���m

�
� j � �� � � � �m��p������

��



∏ÛÙ˘ j � f�� � � � �m� � p � � � ��g� ‘¸ÙÂ j � � � f�� � � � �m� � p � � � ��g Í·È ÂÂÈ‰fi

›˜ÔıÏÂ ıÔË›ÛÂÈ ¸ÙÈ Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � ��� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ �
��j��
x ��� � �XBC�q� ∏ÛÙ˘

m � f�� � � � � ��g� ≈ÂÈ‰fi m� � p��� �� � m� � p���m� ·¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ

›ÂÙ·È ¸ÙÈ ��j�x �m � �XBC�q „È· j� � �� � � � � j� ¡ıÙ¸ ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ „È· ÙÁ

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� �m� � m��p����� � j� Í·È ÙÁÌ �¬����� ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ ��jx ��
���m
t ���m� �

�XBC�q� ∏ÙÛÈ Á �¬����� ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ ��jx ����� � �XBC�q� ‰ÁÎ� Á �¬����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � ����� �

x¬
� √ÂÌÈÍ‹ Û˜¸ÎÈ·�”˝Ì‰ÂÛÁ ÏÂ ÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�
¡Ì‹ÎıÛÁ ÏÂË¸‰˘Ì Runge
Kutta� ÛıÌ‰ı·ÛÏ›Ì˘Ì ÏÂ Í‹ÔÈ· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ	

˜Âfl˘Ì� „È· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì �˜˘ÒflÚ È‰È·flÙÂÒÁ ·Ì·ˆÔÒ‹ ÛÙÔ Âfl‰ÔÚ

Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì� ›„ÈÌÂ „È· Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹ ·¸ ÙÔÌ Crouzeix ������ ÛÙÁ ‰È·ÙÒÈ‚fi

ÙÔı� �Cr�� ≈ÍÂfl� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ L Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ‰ÂÌ

ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÁ ‚›ÎÙÈÛÙÁ a priori ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

O�k��hr� ÂÌ˛ ÛÙÁ „ÂÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂflÌ·È O�hr�kminfp����g��
¡Ò„¸ÙÂÒ·� Ô Broc�ehn ������ ÛÙÁ ‰È·ÙÒÈ‚fi ÙÔı� �Boe� ÂÓÂÙ‹ÊÂÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge


Kutta ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÂÌ¸Ú ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ	
·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet� „È· ÏÈ‹ „ÂÌÈÍfi „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Schr�odinger

�tu� f � Lu 
 ir���ru� i�u�� �ru� i�u�

¸Ôı f�jgdj�� Í·È � ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� � � �� �� ���T Í·È ���T���� � Cj�j�
„È· Í‹ËÂ � � C d � ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú Í·È Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛Ì	
Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÙÔ ‚›ÎÙÈÛÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· O�hr � k��� ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

Ôı ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·Ì·Î˝ÂÈ Ï¸ÌÔ ÁÏÈÂÎÂ„Ï›ÌÂÚ �semi	implicit� Ï›ËÔ‰ÔıÚ

Runge
Kutta �‰ÁÎ� Ô flÌ·Í·Ú A ÂflÌ·È Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ¸Ú Ï� ›Ì· ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸

‰È·„˛ÌÈÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ� Í·È Í·Ù·Îfi„ÂÈ ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr�kminf��p��g�� ∏ÂÈÙ·�
·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ù˘Ì ·Ô‰ÂflÓÂ˘Ì ÙÔı Crouzeix� ¸Ù·Ì � � p � � Í·È r � ���
·flÒÌÂÈ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr�k��� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ� Âfl Î›ÔÌ� ÔÈ Û˜›ÛÂÈÚ�
k
h� � C� �H���� Í·È ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ u ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ L�t���

���
t u�t�� � XD „È· Í‹ËÂ

t�� t� � ��� t� �‚Î� �Boe� Theorem ���� p� ����� œÈ ÛıÌËfiÍÂÚ ·ıÙ›Ú� ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÈÚ ·Ò·	
Ï›ÙÒÔıÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ k Í·È h� „ÂÌÈÍ‹ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú� √È· ÙÁÌ �
DIRK�
�˜�� Ôı ÂflÌ·È ÏÈ‹ ÁÏÈÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta ÏÂ � � p � � � �� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ

ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ x¬� �‚Î� ÀfiÏÏ· ¬���� Á ÛıÌËfiÍÁ� L�t���t u�t� � XD „È· Í‹ËÂ t � ��� t��
ÂflÌ·È ÈÍ·Ìfi Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr�k	� ˜˘ÒflÚ Ò¸ÛËÂÙÁ ı¸ËÂÛÁ „È· Ù· k Í·È

h�
œ Karakashian ������ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �Ka ËÂ˘ÒÂfl ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È· ÙÁÌ ·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

�¬���� �tu � r����x� t�ru�� ���x� t�u�

Í·È ·Ì·Î˝ÂÈ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Runge
Kutta Galerkin� ÛıÌ‰ı·ÛÏ›Ì· ÏÂ ÒÔÒÒı	
ËÏÈÛÏ›ÌÂÚ �preconditioned� Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ ÏÂ ÛÍÔ¸ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ

��



Ù˘Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ �‰ÁÎ� Ù˘Ì �¬���b��� √È· ÙÔ ‚·ÛÈÍ¸ Û˜fiÏ·

Á Î·Ï‚·Ì¸ÏÂÌÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÂflÌ·È fl‰È· Ï� ÂÍÂflÌÁ Ôı ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ �Cr��
œÈ Akrivis � Dougalis ������ ÛÙÁÌ �AvD� ·Ì·Î˝ÔıÌ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ

„È· ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Ù˝Ôı Schr�odinger

�¬���� �tu � i�!u� i���x� t�u�

�¸Ôı � ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍfi Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹� Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirich-

let� « ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Gauss
Legendre ÏÂ q ÛÙ‹‰È· ÛıÌ‰ı·ÛÏ›ÌÁ

ÏÂ ÙÁ ÛıÌfiËÁ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� ’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �H����
·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr � kminf�q�q��g� Ôı ÂflÌ·È ‚›ÎÙÈÛÙÁ ¸Ù·Ì q � ��
« ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ �AvD� Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr� kminf��p��g� ¸Ù·Ì Á ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ

ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ „flÌÂÈ ÏÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Runge
Kutta Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú� Âı	
ÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È ËÂÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú Ôı ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ÛÙÁÌ x¬� Í·È ÂÂÍÙÂflÌÂÙ·È ˜˘ÒflÚ ‰ıÛÍÔÎflÂÚ

ÛÙ· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ �¬���� ÏÂ fl‰ÈÔı Ù˝Ôı ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ�
¸Ôı Ô flÌ·Í·Ú � ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi x� ”ÙÁÌ x¬� �‚Î� x¬��� Í·È –Ò¸Ù·	
ÛÁ ¬���� Âfl‰·ÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙfi Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÈÔ „ÂÌÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ

�ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� Í·È ˜˘ÒflÚ Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ

ÙÁÌ �H����
« ‰ıÛÍÔÎfl· Ì� ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ a priori ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ¸Ù·Ì ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú

ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ›ÛÙÒÂ¯Â ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ

ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Ï¸ÌÔ Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ �Í·ÎÔ˝ÏÂÌÁ

ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ˘Ú Ò¸‚ÎÁÏ· �E�� ÏÂ Í˝ÒÈÔ ‹ÓÔÌ· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ

ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Runge
Kutta� ‰ÁÎ� ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Ôı ·Ò‹„ÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰È·	
‰ÈÍ·Ûfl· �‚Î� �Cr�� Chapitre �� x���

�TS�

w� �� v��

„È· n � �� � � � � N � �� ÒÔÛ‰È¸ÒÈÛÂ fwn�jgqj�� � XBC Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

wn�j � wn � k

qX
s��

ajs�Lw
n�s � f�tn�s��� j � �� � � � � q�

Í·È ¸ÒÈÛÂ

wn�� �� wn � k

qX
j��

bj�Lw
n�j � f�tn�j���

œ Crouzeix �‚Î� �Cr�� pp� ��
��� Í·Ù·ÛÍÂ˝·ÛÂ ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �E� ÏÂ

ÔÏ·Îfi Î˝ÛÁ Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet „È· ÙÔ ÔÔflÔ ‰Âfl˜ÌÂÈ ¸ÙÈ� „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô

Runge
Kutta Gauss
Legendre ÏÂ � ÛÙ‹‰È· ÈÛ˜˝ÂÈ jEnj � Ck	�
�
� � ¸Ôı

En ��
�

k

�
u�tn���� u�tn�� k

qX
j��

bj�L�
n�j � f�tn�j��

�
��



Í·È f�n�jgqj�� � H�
� ���	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�n�j � u�tn� � k

qX
s��

ajs�L�
n�s � f�tn�s��� j � �� � � � � q�

Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Á Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛıÌÂfiÚ Ù‹ÓÁÚ � „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·

�E�� ·ÌÙflËÂÙ· ÏÂ ¸ÙÈ ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÛÙÈÚ ÛıÌfiËÂÈÚ ‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ �‚Î�
x¡��� ¡Ì‹ÎÔ„Ô ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �E� ÏÂ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet �·ÎÎ‹

ÛÂ ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ‰ÁÎ� f�n�jgqj�� � H�
� ��� ��� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ Ô Broc�ehn �‚Î� �Boe� pp�

��
���� „È· ÏÈ‹ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Schr�odinger�
« ›ÒÂıÌ· Ô‰fi„ÁÛÂ ÛÂ Í·Î˝ÙÂÒ· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· �E� �¸Ôı Ô �L ÂflÌ·È

·ıÙÔÛıÊı„fiÚ Í·È ÈÛ˜ıÒ‹ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú� ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁ „ÂÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ� œÈ Brenner�
Crouzeix � Thom�ee ������ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �BCT �‚Î� ÂflÛÁÚ �Th� Chapter �� ·Ì·Î˝ÔıÌ

ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·� Ù· ÔÔfl· ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ÒÁÙ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ¡Ô	
‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ¸ÙÈ� ·Ì ÙÔ Û˜fiÏ· ÂflÌ·È ÂıÛÙ·Ë›Ú� ·ÍÒÈ‚›Ú �accurate� Ù‹ÓÁÚ p�� ·ıÛÙÁÒ‹ ·ÍÒÈ‚›Ú

�strictly accurate� Ù‹ÓÁÚ p��� �„È· ÙÔıÚ ÔÒÈÛÏÔ˝Ú ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÂÌÌÔÈ˛Ì Í·È „È· ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔıÚ

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì� ‚Î›Â �BCT� x�� p� �� x�� Lemma �� Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ

����� ÙÁÚ �BCT� Ù¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ ÏÈ‹ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr� kp�� �‚Î� �BCT� Theorem ��
Theorem � Í·È �Th� Chapter �� Theorem ��� √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Gauss
Legendre ÏÂ �
ÛÙ‹‰È· Âˆ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÁ Û� ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· Ù˝Ôı �E� ·ÌfiÍÂÈ Û� ·ıÙfi ÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÏÂË¸‰˘Ì

Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ıÔË›ÛÂÈÚ ÏÂ p� � �� Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú Á Î·Ï‚·Ì¸ÏÂÌÁ

ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ�
¡Í¸Ï·� ÔÈ Ostermann � Roche ������� �OsR� ·Ì·Î˝ÔıÌ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �TS� ÙÔı �E�

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˆ·ÛÏ·ÙÈÍ›Ú ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú Í·È ·flÒÌÔıÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

max
��n�N

kwn � u�tn�k � O�kminf��p�����g��

¸Ù·Ì Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ›˜ÂÈ Í‹ÔÈÂÚ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ �‚Î� �OsR� ����� Í·È ����� fi ��������
≈‰˛ "� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ¸Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú� Ô ÔÔflÔÚ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÁÌ f � ÙÔÌ

ÙÂÎÂÛÙfi L Í·È ÙÔ Âfl‰ÔÚ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì �‚Î� �OsR� ������ �������� ¡Ì‹ÎÔ„·

·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ �LuO� ·¸ ÙÔıÚ Lubich � Ostermann ������� ı¸

·ÛËÂÌ›ÛÙÂÒÂÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú� ≈fl Î›ÔÌ� ·Ò·ÙÁÒÔ˝Ì ¸ÙÈ Á Ù‹ÓÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

˘Ú ÒÔÚ k „È· ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �TS� ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann ·� ¸ÙÈ ÛÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet �Í·Ù‹ �
�� ¸Ù·Ì L � ! Í·È

ÙÔ �� ÂflÌ·È ÔÏ·Î¸ �‚Î� �LuO� p� ����� « ·Ì‹ÎıÛÁ Í·È Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÂÒ„·ÛÈ	
˛Ì �BCT� �OsR Í·È �LuO ‰ÂÌ ˆ·flÌÂÙ·È Ì· ÂflÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· ÂÂÍÙ·ËÔ˝Ì ÛÙÁÌ „ÂÌÈÍfi

ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı Ô L ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ t�
”� ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·Û˜ÔÎÁËfiÍ·ÏÂ ÏÂ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı �¬����� ¸Ôı ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi L Í·È Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f
ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t Í·È ÔÈ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ ÂflÌ·È Ù˝Ôı Neumann�
« ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú� Ôı ›„ÈÌÂ ÛÙÁÌ x¬�� ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Ù˘Ì �

ÔÈÔÌÂfl ÂÌ‰È·Ï›Û˘Ì Í·È �
ÔÈÔÌÂfl ÂÔÏ›Ì˘Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì� Í·È Ò¸ÍÂÈÙ·È „È· ÏÈ‹ Ì›· ÙÂ˜ÌÈÍfi

�	



ÛıÌ›ÂÈ·Ú ÔÈ ÒflÊÂÚ ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �KaMc� Í·È ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ Ò¸	
Ûˆ·Ù· ·¸ ÙÔıÚ Karakashian� Akrivis � Dougalis ������ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �KAD� ·Ì·Î˝ÔÌÙ·Ú

ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta „È· ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Schr�odinger� √È· Ì· ˆÙ‹ÛÔıÏÂ ÛÙÁÌ

ÍÎ·ÛÏ·ÙÈÍfi Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ¬���� ÂÍÏÂÙ·ÎÂıÙfiÍ·ÏÂ ÙÔ

„Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á ÒÔ‚ÔÎfi Rh ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÔÏ·Î›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ·¸ ÙÁ ÛıÏ	
ÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔıÚ ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· �H�� „È·

Ì· ÏÔÒ›ÛÔıÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÛıÌÔÒÈ·Í¸ ¸ÒÔ Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È �‚Î� �¬����d��
Î¸„˘ ÙÔı ¸ÙÈ Ù· ��
ÔÈÔÌÂfl ÂÌ‰È‹ÏÂÛ· ‚fiÏ·Ù· ‰ÂÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ

Neumann� « ÂÍÙflÏÁÛÁ �¬���� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ� ‰È¸ÙÈ ·ˆ� ÂÌ¸Ú ÂflÌ·È Í·Î˝ÙÂÒÁ

·¸ ÙÁ „ÂÌÈÍfi ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr � kminf��p��g� Ôı ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ›Ì· Ùı˜·flÔ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸

Ò¸‚ÎÁÏ· ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ·¸ ÙÁ ÛıÌÔÒÈ·Ífi ÛıÌËfiÍÁ� Í·È ·ˆ� ÂÙ›ÒÔı Í·Î˝ÙÂÈ ÏÈ‹ ÂıÒÂfl·

Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌ˛Ì ·Ò·‚ÔÎÈÍ˛Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂ ÔÏÔ„ÂÌÂflÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ

Neumann� ”ÙÁÌ x¬��� ‰˛Û·ÏÂ Û˝ÌÙÔÏ· ÏÈ‹ ÂÓfi„ÁÛÁ� „È· ÔÈÔ˝Ú Î¸„ÔıÚ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ Í‹ÙÈ ·Ì‹ÎÔ„Ô „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� ∏ÙÛÈ Á Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

Ôı ÏÔÒÂfl Ì· ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ „È· ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann ·� ¸ÙÈ

ÛÙÈÚ ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Dirichlet� Í‹ÙÈ „ÂÌÈÍ‹ ‹„Ì˘ÛÙÔ Ï›˜ÒÈ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �LuO �„È·

ÂÈ‰ÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ù˝Ôı �E� Í·È ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �TS��� –·Ò� ¸Î· ·ıÙ‹ ÔÈ ÛıÌËfiÍÂÚ Dirich-

let ›˜ÔıÌ ›Ì· ÎÂÔÌ›ÍÙÁÏ· ›Ì·ÌÙÈ Ù˘Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann Ôı ÂÌÙÔflÊÂÙ·È ÛÙÔ ¸ÙÈ ÙÔ

„ÈÌ¸ÏÂÌÔ ‰˝Ô ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� Ïfl· Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ›˜ÂÈ ÙÈÏfi ÏÁ‰›Ì ÛÙÔ ��� ÏÁ‰ÂÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ

��� ¡ÌÙflËÂÙ·� ¸Ù·Ì ÏÈ‹ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÛıÌÔÒÈ·Í›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ Neumann ‰ÂÌ ÂflÌ·È

Ûfl„ÔıÒÔ ¸ÙÈ ÙÈÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Í·È ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌ¸ ÙÁÚ ÏÂ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ� ¡ıÙ¸

›˜ÂÈ Û·Ì ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ·flÒÌÔıÏÂ �D 	 �N „È· ÔÒÈÛÏ›Ì· ÔÏÔ„ÂÌfi ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· �f � ���
¸˘Ú �˜� „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ �¬���� ›˜ÔıÏÂ �D � p� � Í·È �N � p� ��

« ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �‚Î� x¬���� ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì ‰ÂÌ Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÍ·ÎÂfl ›ÍÎÁÓÁ Í·Ë˛Ú ·Ì‹ÎÔ„· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ‹

·¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì� ‚Î� �KaMc „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Korteweg
de Vries�
�Ak� „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Kuramoto
Sivashinsky� Í·È �KAD�

”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ Ù›ÎÔÚ ¸ÙÈ Á ·Ì‹ÎıÛÁ Í·È Ù� ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì Ôı ÒÔ	
Á„fiËÁÍ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· ·Ì‹ÎÔ„· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÏÂ „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Schr�odinger�
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SOBOLEV�GALPERN

ME DIRICHLET

x√�� ≈ÈÛ·„˘„fi�
∏ÛÙ˘ d � N Í·È � � Rd ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ÏÂ Û˝ÌÔÒÔ ��� √È· t� 	 �� ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ì·

ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ÏÈ‹ ÏÈ„·‰ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u Á ÔÔfl· Ì· ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ � � ��� t�
Í·È Ì· ·ÔÙÂÎÂfl Î˝ÛÁ ÙÔı ·Í¸ÎÔıËÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì�

�√����

��� �M�x� t� ����tu � �i�M�x� t� ��u� f�x� t� ÛÙÔ �� ��� t��

u � � ÛÙÔ ��� ��� t��

u�x� �� � v��x� „È· Í‹ËÂ x � ��

¸Ôı

M�x� t� ��w �� �r����x� t�rw�� ���x� t�w � �
dX

j�m��

�xj ��jm�x� t��xmw�� ���x� t�w�

”ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ Ò¸‚ÎÁÏ·� � ÂflÌ·È ›Ì·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú� � ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ¸Ú

Ò·„Ï·ÙÈÍ¸Ú ·ÒÈËÏ¸Ú� f Í·È �� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÏÈ„·‰ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È

ÛÙÔ � � ��� t�� ÂÌ˛ v� ÂflÌ·È Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÏÈ„·‰ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Á ÔÔfl· ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ ��
¡Í¸Ï·� f�jmgdj�m�� ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ ��
��� t�� Í·È ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ ��x� t� � ��jm�x� t��dj�m�� ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔfl Í·È

ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÈ ÛÙÔ �� ��� t�� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� 	 � Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�√����

dX
j�m��

�j�jm�x� t��m � C�

dX
m��

��m��� ����� � � � � �d�T � Rd � ��x� t� � �� ��� t��

« �√���� Ï·Ú ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Ô ‰È·ˆÔÒÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ M�x� t� �� ÂflÌ·È ÈÛ˜ıÒ‹ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú�
ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ t �‚Î� �Ag� Definition �����

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ���� � � � � �d�
T � C d � ‘¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ
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‘ÂÎÈÍ‹� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�√����

dX
j�m��

�j�jm�x� t��m �Re

h dX
j�m��

�j�jm�x� t��m

i
� C�

dX
m��

j�mj��

„È· Í‹ËÂ ���� � � � � �d�
T � C d � Í·È �x� t� � �� ��� t�� �

’ÔË›ÙÔıÏÂ� Âfl Î›ÔÌ� ¸ÙÈ

�√���� Im����� � � ÛÙÔ �� ��� t��

« ÛıÌËfiÍÁ �√���� ÒÔ›Ò˜ÂÙ·È ·¸ ÙÔ ˆıÛÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· �‚Î� x√��� Í·È ‰ÂÌ ·ÔÙÂÎÂfl

Ï›ÒÔÚ Ù˘Ì ıÔË›ÛÂ˘Ì ÂÍÂflÌ˘Ì Ôı ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ Í·È ÙÁ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ

Î˝ÛÁÚ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �√���� fi ÂÁÒÂ‹ÊÔıÌ ÙÁÌ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ‹ ÙÁÚ �‚Î� �Lag�� ºÏ˘Ú

ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú� ¸˘Ú ÙÁ ‰È·ÙfiÒÁÛÁ ÙÁÚ L���� ÛÙ‹ËÏÁÚ „È· ÙÔ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÔÏÔ„ÂÌ›Ú Ò¸‚ÎÁÏ· ¸Ù·Ì Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍfi �‚Î� �√����b��
Í·È ÙÁ ÏÁ ÂÍËÂÙÈÍfi ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛÙ·ËÂÒ˛Ì ·¸ ÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi t� ÛÙÈÚ a
priori

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÂflÙÂ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Hs��� �‚Î� �√����a��� ÂflÙÂ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Cs��� �‚Î�
�√������� ≈fl Î›ÔÌ� Ï·Ú ‰flÌÂÈ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÂıÛÙ‹ËÂÈ· ÙÔı ·ÒÈËÏÁÙÈÍÔ˝

Û˜fiÏ·ÙÔÚ Runge
Kutta ˜˘ÒflÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÛÙÔ ˜ÒÔÌÈÍ¸ ‚fiÏ· �‚Î� ÀfiÏÏ· √���� Í·È ÙÂÎÈÍ‹

Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ÏÁ ÂÍËÂÙÈÍfi ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ ÙÁÚ ÛÙ·ËÂÒ‹Ú ·¸ ÙÔ t� ÛÙÁÌ a
priori L����

ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÁÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Í·È ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ �‚Î� »Â˛ÒÁÏ·

√�����
¡ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÔı  Âˆ� √ ÂflÌ·È Ô ÔÒÈÛÏ¸Ú Í·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÒÔÛÂ„„fl	

ÛÂ˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı �√����� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·� ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ‹ Ï·Ú ˜ÒÁÛÈÏÔ	
ÔÈ˛ÌÙ·Ú ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Í·È ÏÈ‹ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ

Ï›ËÔ‰Ô Runge
Kutta ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� ∏ÂÈÙ· ÏÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ·Ô‰ÂÈ	
ÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

max
��n�N

ku�tn�� unhkL��� � C�hr � k����√���a�

��



max
��n�N

ku�tn�� unhkH��� � C�hr�� � k����√���b�

≈È‰ÈÍ‹ ¸Ù·Ì d � � ›˜ÔıÏÂ

max
��n�N

ku�tn�� unhkC��� � C�hr � k���√���c�

„È· ÔÒÈÛÏ›ÌÔıÚ ˜˛ÒÔıÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ �‚Î� x√��� ”� ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ h ÂflÌ·È Á ·Ò‹	
ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� r ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ˘Ú ÒÔÚ

ÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L���� Í·È C���� �‚Î� x√��� r � � ÂflÌ·È Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÛÙÔ

˜˛ÒÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı H���� �‚Î� x√��� k �� t�

N
ÂflÌ·È ÙÔ ‚fiÏ· ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� � ÂflÌ·È

Á ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Runge
Kutta� tn �� nk „È· n � �� � � � � N � Í·È unh ÂflÌ·È ÔÈ

ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ u�tn� �‚Î� x√���
‘Ô ÍÂˆ‹Î·ÈÔ √ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰ÔÏfi� ”ÙÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ √� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ „Ì˘ÛÙ‹

·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÂ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ� ÛÙÁÒÈÊ¸ÏÂÌ· ÛÙÁÌ

ÂÒ„·Ûfl· ÙÔı Lagnese �Lag� ≈fl Î›ÔÌ� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ a
priori ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ „È· ÙÁ u ÛÙÁ

ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Hs��� Í·È� ¸Ù·Ì d � �� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Cs���� ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ √� ·ÒÔı	
ÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÔıÚ ˜˛ÒÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì fShgh����h� Í·È

ÔÒflÊÔıÏÂ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ uh � Sh ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Û˝	
„ÍÎÈÛÁ �Í·Ë˛Ú h� �� ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì L����� H����
Í·È� ¸Ù·Ì d � �� C����� ÏÂ ÙÁÌ Í·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi Ù‹ÓÁ� ”ÙÁÌ x√� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ı	
ÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta Í·È ÔÒflÊÂÙ·È ÙÔ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ¸

Û˜fiÏ· Runge
Kutta Galerkin �‚Î� �√������ ∏ÂÈÙ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·È È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú

ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÛÙ· ÀfiÏÏ·Ù· √��� Í·È √���� « ·Ò‹„Ò·ˆÔÚ √� ÂÒÈ›˜ÂÈ ›Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÛıÌ›ÂÈ·Ú� ÂÌ˛ Á x√� ÂÒÈ›˜ÂÈ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Û˝„ÍÎÈÛÁÚ �√����� ‘›ÎÔÚ� ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·	
ˆÔ √�� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÁ ˆıÛÈÍfi ÒÔ›ÎÂıÛÁ ÙÔı �√���� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁ Û˜ÂÙÈÍfi �ÏÂ ÙÔ

Ò¸‚ÎÁÏ· Í·È ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ‹ Ï·Ú� ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

 ÎÂflÌÔıÏÂ� ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ� ÏÂ ÏÈ‹ „ÂÌÈÍfi ·Ò·ÙfiÒÁÛÁ� Á ÔÔfl· ·ˆÔÒ‹ ÙÈÚ

ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛÙÈÚ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙÂÚ� ”ÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ ÙÔı  Âˆ� √ Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì

ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ C� eC Í·È bC �ÛıÌÔ‰Âı¸ÏÂÌ· ÛıÌfiË˘Ú ·¸ ‹Ì˘ fi Í‹Ù˘ ‰ÂflÍÙÂÚ ÂÒÈ›˜ÔÌ	
ÙÂÚ „Ò‹ÏÏ·Ù·� ·ÒÈËÏÔ˝Ú fi Û˝Ï‚ÔÎ·� ÔÛ¸ÙÁÙÂÚ ÔÈ ÔÔflÂÚ ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È ·¸ ÙÁ Î˝ÛÁ u�
ÙÔÌ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ¸ÒÔ f Í·È ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ÛıÌËfiÍÁ v�� ≈Ó‹ÒÙÁÛÁ Ù˘Ì ÛÙ·ËÂÒ˛Ì ·ıÙ˛Ì ·¸

ÙÔ t� ıˆflÛÙ·Ù·È Í·È ÔˆÂflÎÂÙ·È Ï¸ÌÔ ÛÂ ÂÍÂflÌÁ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì ÙÔı ‰È·ˆÔÒÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi

M �¸˘Ú �˜� ÛÙÁ Û˜›ÛÁ �√������ √È� ·ıÙ¸Ì ÙÔ Î¸„Ô ÛÙÈÚ ÒÔÍ˝ÙÔıÛÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÔÔÈ	
·‰fiÔÙÂ Ò¸ÛËÂÙÁ ÂÈÒÒÔfi ÙÔı t� Í·Ù·„Ò‹ˆÂÙ·È ˜˘ÒÈÛÙ‹�

x√�� ‘Ô ÛıÌÂ˜›Ú Ò¸‚ÎÁÏ·�
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� ÏÂ ÛÙ¸˜Ô ÙÁÌ ·ÎÔ˝ÛÙÂıÛÁ Ù˘Ì ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ˛Ì� Ë· ·Ò·ÎÂflÔıÏÂ ÙÁ

‰fiÎ˘ÛÁ ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı �� Í·È ¸Ù·Ì s � � Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ Xs
� ·ÌÙfl Hs��� � H�

� ���� ≈fl

Î›ÔÌ Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ k � k�� C� Í·È C�� ·ÌÙfl Ù˘Ì k � k���� C���� Í·È C���� �H�
� �„È· Í‹ËÂ

� � ��� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ‘›ÎÔÚ� ÏÂ j�j Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ Ï›ÙÒÔ Lebesgue ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı ��

��



∏ÛÙ˘ �� ��� �� � N� Í·È � �� minf��� ��g� œÈ ıÔË›ÛÂÈÚ Ï·Ú „È· ÙÔ Û˝ÌÔÒÔ ��� ÙÔıÚ

ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÙÔı M� ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v� Í·È ÙÔÌ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ¸ÒÔ f ÂflÌ·È

�√���a� �� � C
���� �jm � C��������� ��� t��� � � j�m � d� �� � C������� ��� t���

�√���b� v� � X���
� Í·È f � C����� t�� H���

œÒflÊÔıÏÂ� Ù˛Ò·� ÙÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú M�T � ��� t���L�X�
� �L

��� ˘Ú ÂÓfiÚ�

�√���a� M�t�w �� �r������ t�rw�� ����� t�w� w � X�
� � t � ��� t��

Í·È

�√���b� T �� I � �M�

¸Ôı I ÂflÌ·È Á Ù·ıÙÔÙÈÍfi ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÛÙÔÌ X�
� �

À¸„˘ ÙÁÚ �√���a�� ÔÈ ÙÂÎÂÛÙ›Ú M Í·È T·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔÌ C����� t��L�X�
� �L

���� ≈fl Î›ÔÌ�
„È· � � �� � � � � �� ÔÈ ·Ò‹„˘„Ôfl ÙÔıÚ Ù‹ÓÁÚ � ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·Ò·„˘„flÊÔÌÙ·Ú � ˆÔÒ›Ú ÙÔıÚ

ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ˘Ú ÒÔÚ t� ‰ÁÎ�

�√���c� ��tM�t�w � �r����t���� t�rw�� ��t����� t�w� w � X�
� � t � ��� t��

Í·È

�√���d� ��t T� ����tM�

√È· s � �� � � � � � ÔÒflÊÔıÏÂ Âfl Î›ÔÌ ÙÈÚ ·ÂÈÍÔÌflÛÂÈÚ Ts � ��� t���L�Xs��
� �Hs� Í·È

TC�s � ��� t���L�Cs��
� � Cs�� ˘Ú ÂÓfiÚ

Ts�t� �� T�t�
���Xs��

�
Í·È TC�s�t� �� T�t�

���Cs��
�

� t � ��� t��

‰ÁÎ� Ts�t� Í·È TC�s�t� ÂflÌ·È ÔÈ ÂÒÈÔÒÈÛÏÔfl ÙÔı T�t� ÛÙÔıÚ ˜˛ÒÔıÚ Xs��
� Í·È Cs��

� � ·Ì	
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ÔÒÈÊ¸ÏÂÌÁ ˘Ú ÂÓfiÚ�
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œÈ ·Ò·‹Ì˘ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ B�E Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· Lax
Milgram ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ „È· Í‹ËÂ
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�√���b� Th�t� �� Ih � �Mh�t��

¸Ôı Ih ÂflÌ·È Á Ù·ıÙÔÙÈÍfi ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÛÙÔÌ Sh� Í·È Ë›ÙÔıÏÂ

�√���c� fh�t� �� Ph�f�t���

¸Ôı Ph ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÙÁÚ L�
ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Sh� √È· Í‹ËÂ t � ��� t�� ÔÒflÊÔıÏÂ Âfl

Î›ÔÌ ÙÈÚ ÛıÊı„Ô„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú B�t�� B��t� � H� �H���C � ˘Ú ÂÓfiÚ�

�√���a� B�t� v� w� �� ����� t�rv�rw�� ������� t� � �

�
�v� w��

Í·È

�√���b� B��t� v� w� �� ����� t�rv�rw�� ������� t� � �

�
�v� w��

„È· Í‹ËÂ v� w � H��

��



ÀfiÏÏ· √���� ’‹Ò˜ÔıÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú bC��B 	 �� bCG � � Í·È bCE 	 ��
Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�√���a� jB�t� v� w�j � bC��Bkvk�kwk�� �v� w � H�� �t � ��� t��

Í·È

�√���b� ReB�t�w�w� � bCGkwk� � bCEkwk��� �w � H�
� � �t � ��� t��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ w� v � H� Í·È t � ��� t�� ‘¸ÙÂ Á �√���a� Í·È Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy

Schwarz ‰flÌÔıÌ

jB�t�w� v�j � max
��j�m�d

n
max

�����t��
j�jmj

o dX
j�m��

Z
�

j�xmwjj�xjvjdx

�
� �

j�j � max
�����t��

j��j
�Z

�

jvjjwjdx �
bC��B

d� �

dX
j�m��

Z
�

j�xmwjj�xjvjdx

�
bC��B

d� �

� dX
m��

k�xmwk
�� dX

j��

k�xjvk
�
� bC��Bkwk�kvk��

¸Ôı bC��B �� �d� ��max
n

max
��j�m�d

�
max

�����t��
j�jmj

�
� � �
j�j � max

�����t��
j��j�

o
�

≈ÈÎ›„ÔıÏÂ bCG � �� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ bCG � �

�
� max

�����t��
Re ��� ∏ÛÙ˘ w � H�

� � ‘¸ÙÂ�

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√���a� Í·È �√����� ›˜ÔıÏÂ

�√���c�
ReB�t�w�w� � bCGkwk� ������ t�rw�rw� �

Z
�

� bCG � Re ����� t�� �

�

�
jwj�dx

�C�krwk�� �t � ��� t��

« ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· �¡���� Í·È Á �√���c� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÁÌ �√���b� ÏÂ bCE � C�
��CPF

� �

”ÙÔ ÎfiÏÏ· Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ‚·ÛÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì B Í·È B��

ÀfiÏÏ· √���� √È· Í‹ËÂ t � ��� t� Í·È �  h  h�� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�√���a� B��t� v� w� � B�t�w� v�� �v� w � H��

�√���b� �T�t�w� v� � ��B�t�w� v�� �w � X�
� � �v � H�

� �

�√���c� �T��t�w� v� � ��B��t�w� v�� �w � X�
� � �v � H�

� �

��



�√���d� �Th�t��� �� � ��B�t��� ��� ��� � � Sh�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ v� w�H�� ‘¸ÙÂ ·¸ ÙÈÚ �√���a�� �√���b� Í·È ÙÁÌ ÛıÏÏÂÙÒfl· ÙÔı

flÌ·Í· � ›˜ÔıÏÂ

B�t�w� v� ��rv����� t�rw�� �v� ������ t� � �

�
�w�

������ t�rv�rw�� ������� t� � �

�
�v� w� � B��t� v� w��

∏ÛÙ˘ w � X�
� Í·È v � H�

� � ‘¸ÙÂ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����� �√����� Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô

ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green ›˜ÔıÏÂ

�T�t�w� v� ��w� v� � ��r������ t�rw�� v� � ������� t�w� v�
�� ������ t�rw�rv� � �������� t� � ��w� v� � ��B�t�w� v��

Í·È

�T��t�w� v� ��w� v� � ��r������ t�rw�� v� � ������� t�w� v�
�� ������ t�rw�rv� � �������� t� � ��w� v� � ��B��t�w� v��

« �√���d� ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �√���b�� �√���a� Í·È �√���a�� �

¬Î›ÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Th ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÔı T� Ï·Ú ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ „È�
·ıÙ¸Ì È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÔÈ ÔÔflÂÚ Ì· ÂflÌ·È ‰È·ÍÒÈÙ‹ ·Ì‹ÎÔ„· È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÔı T� ‘Ô Ò˛ÙÔ ‚fiÏ·

ÒÔÚ ·ıÙfi ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÂflÌ·È Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Th ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È „È·

ÏÈÍÒ¸ h� Í·È ¸ÙÈ Ô T��h Ph ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÔ ÙÒ¸Ô ÙÔÌ T��� ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì

L� Í·È H�� ¡ıÙ‹ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �Sch ÙÔı Schatz� ¸Ù·Ì ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú

ÙÔı T ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍÔfl� ≈‰˛ ¸Ï˘Ú Ô ÛıÌÙÂÎÂÛÙfiÚ �� ÂflÌ·È „ÂÌÈÍ‹ ÏÈ„·‰ÈÍ¸Ú� ”� ·ıÙfi

ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÂflÌ·È ·Ì‹ÎÔ„Á Í·È „È· ÎÁÒ¸ÙÁÙ· ÙÁÌ ·Ò·Ë›ÙÔıÏÂ ÛÙÔ ÎfiÏÏ·

Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl�

ÀfiÏÏ· √���� ’‹Ò˜ÂÈ h� � ��� h�� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ T��h �t� � Sh��Sh ı‹Ò˜ÂÈ

„È· Í‹ËÂ h � ��� h�� Í·È t � ��� t�� ≈fl Î›ÔÌ�

�√���� kT��h �t�Phw � T
��
s���t�wk� hkT��h �t�Phw � T

��
s���t�wk� � bC�h

skwks���

„È· Í‹ËÂ w � Hs��� s � f�� � � � � rg� t � ��� t� Í·È h � ��� h���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ t � ��� t�� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ w�h � Sh Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ Th�t�w
�
h �

�� ‘¸ÙÂ Á �√���d� ‰flÌÂÈ

�√���� B�t�w�h� �� � �� �� � Sh�

��



»›ÙÔÌÙ·Ú � � w�h ÛÙÁÌ �√���� Í·È ·flÒÌÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÈÛ¸ÙÁÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì�
Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ Û˜›ÛÁ ReB�t�w�h� w

�
h� � �� ‘¸ÙÂ Á �√���b� ‰flÌÂÈ

�√���a� kw�hk� � bC���kw�hk�

¸Ôı bC��� ��
q bCGbCE � ¡¸ ÙÈÚ �√���c�� �√���a� Í·È �√���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√����

kw�hk� �� � ReB��t� �T����w�h� w
�
h�

�� � ReB�t�w�h� �T
����w�h�

�� � ReB�t�w�h� �T
����w�h � ��� �� � Sh�

œÈ Û˜›ÛÂÈÚ �√����� �√���a�� �H� „È· s � �� Í·È �√����b� ‰flÌÔıÌ

kw�hk� �j�j bC��Bkw�hk� inf

�Sh

k�T����w�h � �k�
�j�j bC��B

bCFhkw�hk�k�T����w�hk�
�j�j bC��B

bCFC���hkw�hk�kw�hk�

‹Ò·

�√���b� kw�hk � bC���hkw�hk��

¸Ôı bC��� �� j�j bC��B
bCFC��� 	 �� ºÙ·Ì bC��� � �� Á �√���a� ‰flÌÂÈ w�h � �� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈbC��� 	 �� ¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√���b� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√���� kw�hk�
� bC��� � h bC���

� � ��

ºÙ·Ì� ÎÔÈ¸Ì� �  h 
bC���bC��� � Á �√���� ‰flÌÂÈ ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ w�h � �� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� Ë·

„Ò‹ˆÔıÏÂ eh �� h� ¸Ù·Ì bC��� � �� ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ eh �� minfh�� bC���bC��� g�
∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ �  h  eh� ≈ÂÈ‰fi Ô Th�t� ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú� ¸Û· Âfl·ÏÂ ·Ò·‹Ì˘ ÂÓ·	

Ûˆ·ÎflÊÔıÌ ¸ÙÈ ÂflÌ·È� Âfl Î›ÔÌ� ›Ì· ÒÔÚ ›Ì·� ‘¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ô T
��
h �t� ·¸ ÙÔ Â‰flÔ

ÙÈÏ˛Ì ÙÔı Th�t� ÛÙÔÌ Sh� ¡ıÙ¸� ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Ô Sh ›˜ÂÈ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁ

‰È‹ÛÙ·ÛÁ� ‰flÌÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ Â‰flÔ ÙÈÏ˛Ì ÙÔı Th�t� �Ôı ÂflÌ·È ›Ì· ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÙÔı Sh� ›˜ÂÈ

ÙÁÌ fl‰È· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ Sh Ôı ÂflÌ·È ÙÔ Â‰flÔ ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı Th�t�� ‹Ò· ÔÈ ‰˝Ô ˜˛ÒÔÈ

Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È� ∏ÙÛÈ Ô T
��
h �t� ¸ÒÈÊÂÙ·È ÛÂ ÔÎ¸ÍÎÁÒÔ ÙÔÌ Sh�

∏ÛÙ˘ s � f�� � � � � rg� h � ���eh� Í·È w � Hs��� ‘¸ÙÂ ÔÒflÊÔıÏÂ e � ��� t���H�
� � ˘Ú ÂÓfiÚ�

e�t� �� T
��
h �t�Phw � T

��
s���t�w „È· Í‹ËÂ t � ��� t�� ¡¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√���d� Â˝ÍÔÎ·

ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�√����� B�t� e�t�� �� � �� �� � Sh� �t � ��� t��

��



¡¸ ÙÈÚ �√���c�� �√���a� Í·È �√����� �‰ÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú ÛÙÁÌ �√����� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ

Û˜›ÛÁ�

ke�t�k� � �� ReB�t� e�t�� �T�����t�e�t�� ��� �� � Sh� �t � ��� t��

œÈ Û˜›ÛÂÈÚ �√���a�� �H� „È· s � �� �√����b� Í·È Á ·Ò·‹Ì˘ ‰flÌÔıÌ

ke�t�k� �j�j bC��Bke�t�k� inf

�Sh

k�T�����t�e�t�� �k�
�j�j bC��B

bCFhke�t�k�k�T�����t�e�t�k�
� bC���hke�t�k�ke�t�k� �t � ��� t��

‰ÁÎ�

�√����� ke�t�k � bC���hke�t�k�� �t � ��� t��

¡¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√����b� ›˜ÔıÏÂ

ke�t�k�� �
bCGbCE ke�t�k� � �bCE ReB�t� e�t�� �� T

��
s���t�w�

�� bC�����ke�t�k� �
bC��BbCE ke�t�k�kT��s���t�w � �k�� �� � Sh� �t � ��� t��

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ �√������ ÛÙÁÌ �H� Í·È ÛÙÁÌ �√����� ·¸ ÙÁÌ È¸ ‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ›˜ÔıÏÂ Ù·

·Í¸ÎÔıË·

ke�t�k�� �� bC��� bC�����h�ke�t�k�� �
bC��BbCE ke�t�k� inf


�Sh
kT��s���t�w � �k�

�� bC��� bC�����h�ke�t�k�� �
bC��BbCE bCF ke�t�k�hs��kT��s���t�wks

�� bC��� bC�����h�ke�t�k�� �
bC��BbCE bCFCs����hs��ke�t�k�kwks��� �t � ��� t��

fi

�√����a�
�
�� � bC��� bC�����h�

�ke�t�k� � bC��BbCE bCFCs����hs��kwks��� �t � ��� t��

ºÙ·Ì bC��� � �� Ù¸ÙÂ Ë›ÙÔıÏÂ h� �� h� Í·È �� �� �� ƒÈ·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ÔÒflÊÔıÏÂ h� �� minfeh�p
����bC��� bC��� g� ¸Ôı �� � ��� ��� ‘¸ÙÂ� ·¸ ÙÁÌ �√����a� ›˜ÔıÏÂ

�√����b� ke�t�k� �
bC��B

�� bCE bCFCs����hs��kwks��� �t � ��� t�� �h � ��� h���

��



∏ÙÛÈ Á �√���� ÂflÌ·È ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �√����� Í·È �√����b�� �

À¸„˘ Ù˘Ì ıÔË›ÛÂ˘Ì ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú �√���a�� „È· Í‹ËÂ h � ��� h�� ›˜ÔıÏÂ Mh�Th �
C����� t��L�Sh�Sh�� Í·È ÈÛ˜˝ÂÈ

�√�����
���tMh�t��� �� ��

�
t �Mh�t��� ��

����t���� t�r��r��� ���t����� t��� ��� ��� � � Sh�

≈fl Î›ÔÌ� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ¸ÙÈ

�√����a� T
��
h � C����� t��L�Sh�Sh��� �  h  h��

–·flÒÌÔÌÙ·Ú� ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� ÙÁÌ ·Ò‹„˘„Ô Ù‹ÓÁÚ � ˘Ú ÒÔÚ t Ù˘Ì ‰˝Ô ÏÂÎ˛Ì ÙÁÚ ÈÛ¸ÙÁÙ·Ú

Th T
��
h � Ih Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ Û˜›ÛÁ

�√����b� ��t T
��
h � �

���X
m��

�
�

m

�
T
��
h ���mt Th �

m
t T

��
h � � � �� � � � � ��

Á ÔÔfl· ·ÔÙÂÎÂfl ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ �√�����
√È· t � ��� t� Í·È � � �� � � � � �� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÛıÊı„Ô„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú� ��tB�t�� ��tB

��t� �
H� �H���C � ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����a� ��tB�t� v� w� �� ���t���� t�rv�rw�� ���t ������ t� �
�

�
�v� w��

�√����b� ��tB
��t� v� w� �� ���t���� t�rv�rw�� ���t ������ t� �

�

�
�v� w��

„È· Í‹ËÂ v� w � H�� ƒÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú ÛÙÔ ÀfiÏÏ· √���� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ „È· Í‹ËÂ

� � f�� � � � � �g ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ bC��B Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�√����c� j��tB�t� v� w�j � bC��Bkvk�kwk�� �v� w � H�� �t � ��� t��

≈Ì˛ ÙÔ ÀfiÏÏ· √��� ÂÂÍÙÂflÌÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

ÀfiÏÏ· √���� √È· Í‹ËÂ � � f�� � � � � �g� t � ��� t� Í·È h � ��� h�� ›˜ÔıÏÂ

�√����a� ���t T�t�w� v� � ����tB�t�w� v�� �w � X�
� � �v � H�

� �

�√����b� ���t Th�t��� �� � ����tB�t��� ��� ��� � � Sh�

�√����c� ��tB
��t� v� w� � ��tB�t�w� v�� �v� w � H��

�	



�√����d� ���t T
��t�w� v� � ����tB��t�w� v�� �w � X�

� � �v � H�
� �

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ w � X�
� Í·È v � H�

� � ‘¸ÙÂ ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �√���d�� �√���c��
�√����a� Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Green� ·flÒÌÔıÏÂ

���t T�t�w� v� �� ����tM�t�w� v� � ��
h
��r����t���� t�rw�� v�� ���t����� t�w� v�

i
�� ���tB�t�w� v��

ƒÂflÓ·ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ÙÁÌ �√����a�� « �√����d� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ‰ÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸ÏÔÈ·� ∏ÛÙ˘� Ù˛Ò·�
�� � � Sh� ‘¸ÙÂ� ÔÈ �√���b�� �√����� Í·È �√����a� ‰flÌÔıÌ

���t Th�t��� �� ��
�
t �Th�t��� �� � ��t ��Ih � �Mh�t���� �� � ����t �Mh�t��� ��

�� ���tB�t��� ���
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¡¸ ÙÈÚ �√����b� Í·È �√������ ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �√����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· �� �� �

”ÁÏÂfl˘ÛÁ� ºÙ·Ì bCG � � Ù¸ÙÂ h� � h� „È· � � �� � � � � �� �

« ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Ò¸Ù·ÛÁ Ô‰Á„Âfl ÛÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ �√�����

–¸ÒÈÛÏ· √���� √È· Í‹ËÂ � � f�� � � � � �g ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ‹ ÛÙ·ËÂÒ‹ bCT�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�√����� k��t T��h �t��k� � bCT��k�k� �� � Sh� �t � ��� t�� �h � ��� h���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ � � Sh� t � ��� t� Í·È h � ��� h��� ¡¸ ÙÁÌ �√����� „È· w � � Í·È

s � � Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ k��t T��h �t�� � ��t T
���t��k� � bC�hk�k� « ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ Í·È Á

�√���� „È· s � � ‰flÌÔıÌ
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·Ò·‹Ì˘ Û˝ÛÙÁÏ· ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ uh� „È· ÙÁÌ ÔÔfl· ÈÛ˜˝ÂÈ

�Rh� uh � C������� t�� Sh��

„È· Í‹ËÂ h � ��� h���
–·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ �√������

ÀfiÏÏ· √���� √È· ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ h � ��� h�� Í·È t � ��� t� ›˜ÔıÏÂ

�√����� Re�Lh�t��� �� � �� �� � Sh�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �√����b�� �√���d� Í·È �√���a� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

Re�Lh�t��� �� �� �

�
Im���T��h �t��� � � ImB�t�T��h �t���T��h �t���

��



�� � Im������ t�T��h �t���T��h �t����

« �√����� ›ÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÈÛ¸ÙÁÙ· Í·È ÙÁÌ �√����� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ºÙ·Ì Im����� � � ÛÙÔ �� ��� t�� Ù¸ÙÂ Re�L�t��� �� � �� „È· Í‹ËÂ

h � ��� h��� � � Sh Í·È t � ��� t�� ¡ıÙ¸ ·ÔÙÂÎÂfl ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁÚ

√���� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ �ÛÂ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ� Ù˘Ì ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì

ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì uh ¸Ù·Ì ÙÔ h ÙÂflÌÂÈ ÛÙÔ �� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· Ë· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÈÎÔ„fi

Ù˘Ì v�h� ˛ÛÙÂ ·ıÙ‹ Ì· Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ÛÂ Í‹ÔÈ· ÛÙ‹ËÏÁ ÛÙÁ v� ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ h�
›˜ÂÈ ˘Ú ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ� ÛÙÁÌ fl‰È· ÛÙ‹ËÏÁ� Ù˘Ì uh ÛÙÁ Î˝ÛÁ u� ÏÂ ÂflÛÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁ

Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ h�

–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ u Í·È uh ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �P� Í·È �Ph�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

�IV�� kv�h � v�k � bCIV��hrkv�kr� �  h  h��

‘¸ÙÂ

�√����� sup
t����t��

kuh�t��u�t�k � bChr��� t���
r��
� 
h
kv�kr�

Z t�

�

kf�
�kr��d

i
� �  h  h��

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ �h�t� �� uh�t�� Phu�t� „È· t � ��� t� Í·È �  h  h�� ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ

ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Ph Í·È ÛÙ· ‰˝Ô Ï›ÎÁ ÙÁÚ �√������ Í·È ›ÂÈÙ· ÙÁÌ ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ·¸

ÙÁÌ �√������ ∏ÙÛÈ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�t�h�t� �Lh�t��h�t� � �T��h �t�Ph � Ph T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t����√����a�

�h��� �v
�
h � Phv

���√����b�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ �h�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì

ÏÂÒ˛Ì Í·È Á �√����� ‰flÌÔıÌ

�√�����
d

dt
k�h�t�k� � �k�T��h �t�Ph � Ph T

��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��kk�h�t�k�

≈fl Î›ÔÌ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �H�� �√���� Í·È �√����� ›˜ÔıÏÂ

k�T��h �t�Ph � Ph T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��k

�k�T��h �t�Ph � T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��k

��



� k�T��r���t�� Ph T
��
r���t����i

�

�
u�t� � f�t��k

� bChrhku�t�kr�� � kf�t�kr�� � kT��r���t���i
�

�
u�t� � f�t��kr

i
� bChr�ku�t�kr�� � kf�t�kr��

�
�

¡¸ ÙÁÌ �√����� Í·È ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

d

dt
k�h�t�k� � bChr�ku�t�kr�� � kf�t�kr��

�k�h�t�k�
‘¸ÙÂ Á –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ‰flÌÂÈ

�√����a� k�h�t�k � k�h���k� bChr Z t

�

�ku�
�kr�� � kf�
�kr��
�
d
�

◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �IV�� Í·È �H� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ k�h���k ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����b� k�h���k � kv�h � v�k� kv� � Phv
�k � bChrkv�kr�

¡¸ ÙÈÚ �√����� Í·È �√����a� ›˜ÔıÏÂ Ù· ·Í¸ÎÔıË·

�√����a�

k�h�t�k � bChrhkv�kr � Z t

�

kf�
�kr��d


� t�� � t��
r��
� �kv�kr�� � Z t

�

kf�
�kmaxf��r�
gd

�i

� bChr�� � t��
r��
� 
h
kv�kr �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

¡Í¸Ï·� ·¸ ÙÈÚ �H� Í·È �√����a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

�√����b�

kPhu�t�� u�t�k � bCFhrku�t�kr
� bChr�� � t��

r��
� 
h
kv�kr �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

« �√����� ÂflÌ·È ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �√����a� Í·È �√����b�� �

–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ u Í·È uh ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �P� Í·È �Ph�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

�IV�� kv�h � v�k� � bCIV��hr��kv�kr� �  h  h��

‘¸ÙÂ

�√����� sup
t����t��

kuh�t�� u�t�k� � bChr���� � ht���� � t���
r��
� 
h
kv�kr �

Z t�

�

kf�
�kr��d

i
�

��



„È· Í‹ËÂ h � ��� h���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ �h�t� �� uh�t��R��hu�t� „È· t � ��� t� Í·È �  h  h�� ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔı	
ÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi R��h Í·È ÛÙ· ‰˝Ô Ï›ÎÁ ÙÁÚ �√������ Í·È ›ÂÈÙ· ÙÁÌ ·ˆ·ÈÒÔ˝ÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ

·¸ ÙÁÌ �√������ ∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ

�t�h�t� �Lh�t��h�t�� i
�

�
�T��h �t�R��h � R��h T

��
r���t��u�t��√����a�

� �T��h �t�Ph �R��h T
��
r���t��f�t��

�h��� �v
�
h �R��hv

���√����b�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ H� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ �h�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì

ÏÂÒ˛Ì ‰flÌÂÈ

�√�����

d

dt
k�h�t�k�� ��

�

�

h
Im
�
T
��
h �t��h�t�� �h�t�

�
�

� Im
�
�T��h �t�R��h � R��h T

��
r���t��u�t�� �h�t�

�
�

i
� �Re

�
�T��h �t�Ph �R��h T

��
r���t��f�t�� �h�t�

�
�
�

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �√������ �√����� �√����a�� �H� Í·È �√����� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

�√����a�

k�T��h �t�R��h �R��h T
��
r���t��u�t�k� � k�T��h �t�R��h � T

��
h �t�Ph�u�t�k�

� k�T��h �t�Ph � T
��
r���t��u�t�k� � k�T��r���t�� R��h T

��
r���t��u�t�k�

� bCT��kR��hu�t�� Phu�t�k� bC�h
r��ku�t�kr��

� bC��Eh
r��kT��r���t�u�t�kr

� bChr��hku�t�kr�� � hku�t�kr
i
�

Í·È

�√����b�

k�T��h �t�Ph � R��h T
��
r���t��f�t�k� � k�T��h �t�Ph � T

��
r���t��f�t�k�

� k�T��r���t�� R��h T
��
r���t��f�t�k�

� bC�h
r��kf�t�kr�� � bC��Eh

r��kT��r�� f�t�kr
� bChr��kf�t�kr���

‘˛Ò·� ·¸ ÙÈÚ �√������ �√����� Í·È �√����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√�����
d

dt
k�h�t�k�� � bChk�h�t�k� hr���ku�t�kr�� � hku�t�kr � kf�t�kr���

i
k�h�t�k��

��



”� ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ Ò›ÂÈ Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÁÌ ÔÛ¸ÙÁÙ· k�h�t�k�
 ·Ù� ·Ò˜fiÌ� ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �IV�� Í·È �H� ‰flÌÔıÌ

�√����a� kv�h � Phv
�k � kv�h � v�k� � kv� � Phv

�k � bChr��kv�kr�
‘¸ÙÂ� ·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ÏÂ ÙÁÌ �√����a� ÛÙÁ Ë›ÛÁ ÙÁÚ �IV���
·ÌÙfl ÙÁÚ �√����a� ›˜ÔıÏÂ

�√����b� kuh�t�� Phu�t�k � bChr���� � ht��� � t��
r��
� 
h
kv�kr �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

¡¸ ÙÈÚ �√����a� Í·È �H� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

k�h�t�k �kuh�t�� Phu�t�k� kPhu�t��R��hu�t�k
�kuh�t�� Phu�t�k� kPhu�t�� u�t�k� ku�t��R��hu�t�k
�kuh�t�� Phu�t�k� bChrku�t�kr�

≈ÔÏ›Ì˘Ú

k�h�t�k� hr��
�ku�t�kr�� � hku�t�kr

� � kuh�t�� Phu�t�k� bChrku�t�kr � hr��ku�t�kr���
Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����a� Í·È �√����a� ›˜ÔıÏÂ ÙÂÎÈÍ‹ ¸ÙÈ

�√����c�

k�h�t�k�hr��
�ku�t�kr�� � hku�t�kr

�
� bChr���� � ht��� � t��

r��
� 
h
kv�kr �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÈÚ �IV�� Í·È �√����a�� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ �h��� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ

k � k�� ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����� k�h���k� � kv�h � v�k� � kv� �R��hv
�k� � bChr��kv�kr�

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� ÛÙÁÌ �√������ ‘¸ÙÂ ÔÈ Û˜›ÛÂÈÚ �√����c� Í·È �√�����
‰flÌÔıÌ

�√����a� k�h�t�k� � bChr���� � ht��� � t��
r��
� 
h
kv�kr �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

œÈ �√����a� Í·È �√����a� ‰flÌÔıÌ ·Í¸Ï·

�√����b�

kR��hu�t�� u�t�k� � bC��Eh
r��ku�t�kr

� bChr���� � t��
r��
� 
h
kv�kr �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

« �√����� ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì �√����a� Í·È �√����b�� �

�	



–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ∏ÛÙ˘ u Í·È uh ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì �P� Í·È �Ph�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�

’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ

�IV�� d � �� � � r � �� �� Í·È kv�h � v�k� � bCIV��hrkv�kr��� �  h  h��

‘¸ÙÂ

�√����� sup
t����t��

kuh�t�� u�t�k� � bChr�� � t���
r��
� ��

h
kv�kr�� �

Z t�

�

kf�
�kr����d

i
�

„È· Í‹ËÂ h � ��� h���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ �h�t� �� uh�t�� R��hu�t� „È· t � ��� t� Í·È �  h  h�� –ÔÎÎ·Î·	

ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����a� ÏÂ �h�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È ÔÈ

Û˜›ÛÂÈÚ �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

�√�����

�tj�h�t�j� ��
�

�
Im

h�
T
��
h �t��h�t��h�t�

�
�
�
�T��h �t�R��h � R��h T

��
C�r���t��u�t��h�t�

�i
� �Re

�
�T��h �t�Ph �R��h T

��
C�r���t��f�t��h�t�

�
� bChkT��h �t��h�t�k� � j�T��h �t�R��h � R��h T

��
C�r���t��u�t�j

� j�T��h �t�Ph � R��h T
��
C�r���t��f�t�j

i
j�h�t�j

� bChkT��h �t��h�t�k� � k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k�

� k�T��h �t�Ph � R��h T
��
C�r���t��f�t�k�

i
j�h�t�j

� bChk�h�t�k� k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k�

� k�T��h �t�Ph �R��h T
��
C�r���t��f�t�k�

i
j�h�t�j ÛÙÔ ��

‘Ô Â¸ÏÂÌÔ ‚fiÏ· ÂflÌ·È Ì· ÂÍÙÈÏÁËÔ˝Ì ÔÈ ¸ÒÔÈ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �√������ ◊ÒÁÛÈ	
ÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����� �„È· �� � �� r � ��� �√������ �√����a�� �√������ �√������ �H� Í·È

�√����a�� ›˜ÔıÏÂ

k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k� � kT��h �t��R��h � Ph�u�t�k�

� k�T��h �t�Ph � T
��
C�r���t��u�t�k� � k�T��C�r���t��R��h T

��
C�r���t��u�t�k�

� bChkT��h �t��R��h � Ph�u�t�k� � hrku�t�kr���� � hrkT��C�r���t�u�t�kr��
i

� bChkR��hu�t�� u�t�k� ku�t�� Phu�t�k� hrku�t�kr����
i

��



� bChrhku�t�kr � ku�t�kr����
i
� bChrhku�t�kr � ku�t�kr��

i
�

‰ÁÎ�

�√����a� k�T��h �t�R��h � R��h T
��
C�r���t��u�t�k� � bChrku�t�kr�

Í·È

�√����b�

k�T��h �t�Ph�R��h T
��
C�r���t��f�t�k� � k�T��h �t�Ph � T

��
C�r���t��f�t�k�

� k�T��C�r���t�� R��h T
��
C�r���t��f�t�k�

� bChrhkf�t�kr���� � kT��C�r���t�f�t�kr��
i
� bChrkf�t�kr�����

œÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �IV�� Í·È �H� ‰flÌÔıÌ

kv�h � Phv
�k �

p
j�jkv�h � v�k� � kv� � Phv

�k
� bChr�kv�kr�� � kv�kr� � bChrkv�kr���

‘¸ÙÂ� Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √��� Ô‰Á„Âfl ÛÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

�√����� kuh�t�� Phu�t�k � bChr�� � t��
r��
� 
h
kv�kr�� �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

« ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ k�h�t�k „flÌÂÙ·È Ï›Û˘ Ù˘Ì �H�� �√����a�� �√����� Í·È �√������ ˘Ú ÂÓfiÚ

�√�����

k�h�t�k � kuh�t�� Phu�t�k� kPhu�t�� R��hu�t�k
� kuh�t�� Phu�t�k� bChrku�t�kr
� bChr�� � t��

r��
� 
h
kv�kr�� �

Z t

�

kf�
�kr��d

i
�

¡¸ ÙÈÚ �IV�� Í·È �√����a� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√����� k�h���k� � kv�h � v�k� � kv� � R��hv
�k� � bChrkv�kr���

≈ˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√����a� Í·È �√����b�� ·¸

ÙÁÌ �√����� ›˜ÔıÏÂ

�√����� j�h�t�j � j�h���j� bC Z t

�

h
k�h�
�k� hr

�ku�
�kr � kf�
�kr����
�i
d
 ÛÙÔ ��

≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� ·¸ ÙÈÚ �√������ �√������ �√����� Í·È �√����b� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�√����� k�h�t�k� � bChr�� � t��
r��
� ��

h
kv�kr�� �

Z t

�

kf�
�kr����d

i
�

��



‘ÂÎÈÍ‹� ÔÈ �√����a�� �√����� Í·È �����b� ‰flÌÔıÌ

kuh�t�� u�t�k� �k�h�t�k� � kR��hu�t�� u�t�k�
�k�h�t�k� � bC��E��hrku�t�kr��

� bChr�� � t��
r��
� ��

h
kv�kr�� �

Z t

�

kf�
�kr����d

i
�

�Í·Ë˛Ú
�
r
�

�
� � � �

r��
�

�
� ��� Í·È Á �√����� ›ÂÙ·È ÙÂÙÒÈÏÏ›Ì·� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ”ÙÁÌ �IV�� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ v�h � Phv
�� ¸Ù·Ì Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ

ÙÔı � ÂflÌ·È Û˜Â‰¸Ì ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ �quasiuniform�� ‰ÁÎ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ�

max
��j���Jh��

xhj�xhj��
xh
�
�xh

���

� C „È· Í‹ËÂ h � ��� h�� �‚Î� �DlDW�� �

 ÎÂflÌÔÌÙ·Ú ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ a
priori ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ „È· ÙÈÚ ·Ò·„˛	
„ÔıÚ ÙÁÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ uh ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì L�� H� Í·È C��

–Ò¸Ù·ÛÁ √��	� ∏ÛÙ˘ uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �Ph� Í·È � � f�� � � � � � � �g�
’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á �IVj� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ÔÈÔ j � f�� �g� ›˜ÔıÏÂ

�√����a� sup
t����t��

k��tuh�t�kj � bC�� � t��j
h
kv�kr � kfk���t���L���

i
� �  h  hmaxf�����g�

¡Í¸Ï·� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á �IV�� ÈÛ˜˝ÂÈ� ›˜ÔıÏÂ

�√����b� sup
t����t��

k��tuh�t�k� � bC�� � t��
h
kv�kr�� � kfk���t���L���

i
� �  h  hmaxf�����g�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ h � ��� h��� –·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ L� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ

ÙÁÌ uh�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È ÔÈ �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

d

dt
kuh�t�k� � bCkPhf�t�kkuh�t�k � bCkf�t�kkuh�t�k�

‘¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ÙÁÌ �IV�� ›˜ÔıÏÂ

�√����a�

kuh�t�k �kv�hk� bCkfk���t��L��� � kv�h � v�k� kv�k� bCkfk���t��L���
� bChhrkv�kr � kv�k� kfk���t��L���

i
� bChkv�kr � kfk���t��L���

i
�

–·flÒÌÔÌÙ·Ú ÙÔ H� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ uh�t�� Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„	
Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È Á �√����� ‰flÌÔıÌ

d

dt
kuh�t�k�� � bChkT��h �t�uh�t�k� � kT��h �t�fh�t�k�

i
kuh�t�k�

��



� bChkuh�t�k� kPhf�t�k
i
kuh�t�k�

� bChkuh�t�k� kf�t�k
i
kuh�t�k��

‘˛Ò· ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ÙÈÚ �IV�� Í·È �√����a� ›˜ÔıÏÂ

�√����b�

kuh�t�k� �kv�hk� � bChkfk���t��L��� � Z t

�

kuh�
�kd

i

� bC�� � t�
h
kv�hk� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
hr��kv�kr � kv�k� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
kv�kr � kfk���t��L���

i
�

–ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔıÏÂ Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����a� ÏÂ ÙÁÌ uh�t�� ‘¸ÙÂ Á ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈ	
Í˛Ì ÏÂÒ˛Ì Í·È ÔÈ �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ

�tjuh�t�j� � bChkT��h �t�uh�t�k� � kT��h �t�fh�t�k�
i
juh�t�j

� bChkT��h �t�uh�t�k� � kT��h �t�fh�t�k�
i
juh�t�j

� bChkuh�t�k� kPhf�t�k
i
juh�t�j

� bChkuh�t�k� kf�t�k
i
juh�t�j ÛÙÔ ��

≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� Á –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È ÔÈ �IV�� Í·È �√����a� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙ· ·Í¸ÎÔıË·

�√����c�

juh�t�j �jv�hj� bChkfk���t��L��� � Z t

�

kuh�
�kd

i

� bC�� � t�
h
kv�hk� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
hrkv�kr�� � kv�k� � kfk���t��L���

i
� bC�� � t�

h
kv�kr�� � kfk���t��L���

i
ÛÙÔ ��

¡¸ ÙÁÌ �√����� ›ÂÙ·È Á �√����� „È· � � ��
’ÔË›ÙÔıÏÂ� Ù˛Ò·� ¸ÙÈ Á �√����� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � �� � � � � ��� ¸Ôı �� � �� –·Ò·„˘„flÊÔ	

ÌÙ·Ú ÙÁÌ �√����a� ˘Ú ÒÔÚ t Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�√����� �����
t uh�t� � i

�

�
���t uh�t� �

��X
m��

�
��
m

�
����mt T

��
h �t�

h
�i �

�
�mt uh�t� � Ph�

m
t f�t�

i
�

��



„È· Í‹ËÂ h � ��� h���� ∏ÛÙ˘ jjj � jjj Ïfl· ·¸ ÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ k � k� k � k� Í·È k � k�� ‘¸ÙÂ� ·¸

ÙÈÚ �√������ �√����� Í·È �√����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

jjj�����
t uh�t�jjj � bChjjj���t uh�t�jjj� ��X

m��

jjj����mt T
��
h �t�

��i �
�
�mt uh�t� � Ph�

m
t f�t�

�jjji
� bChjjj���t uh�t�jjj� ��X

m��

�k�mt uh�t�k� kPh�mt f�t�k
�i

� bCh ��X
m��

�jjj�mt uh�t�jjj� k�mt f�t�k
�i � bChkfk���t��L������ �

��X
m��

jjj�mt uh�t�jjj
i
�

« ÙÂÎÂıÙ·fl· Û˜›ÛÁ Í·È Á ı¸ËÂÛÁ ÙÁÚ Â·„˘„fiÚ Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÔ ÛıÏ›Ò·ÛÏ· ¸ÙÈ Á �√�����
ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � �� � �� �

œÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Ôı ÂÒÈ›˜ÔÌÙ·È ÛÙÈÚ –ÒÔÙ‹ÛÂÈÚ √��� Í·È √��� ÛÙÁÒfl	
ÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì u� �h Í·È �h � uh� ¸Ôı �h ÂflÌ·È ÏÈ‹ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· Û˜ÔÎÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi ÙÔı �h�
« ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �√����� ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú uh�Phu ÛÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ

ÙÔı L�� ¡ıÙ¸ ÂflÌ·È ·ÛıÌfiËÈÛÙÔ� Í·Ë˛Ú ·Ì‹ÎÔ„· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·Ò·	
‚ÔÎÈÍÔ˝ Ù˝Ôı ut � �u � f �¸Ôı �� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ� ‚Î� �˜� x¬��
ÛÙÁÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ �ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú ÙÁÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÒÔÛ›„	
„ÈÛÁÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ·¸ Í‹ÔÈ· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÒÔ‚ÔÎfi ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ� ¡ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ

‰È¸ÙÈ Á ÂÈÒÒÔfi ÙÔı ‰È·ˆÔÒÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi �˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ÏÂÙ·‚ÎÁÙ›Ú ˜˛ÒÔı� � ·Ò·Ï›ÌÂÈ

ÈÛ˜ıÒfi ÛÙÁ ‰È·Ù˝˘ÛÁ ÙÔı ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Í·È ·Ò‹ÎÎÁÎ· ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

Ô˝ÏÂ ÔÎÎ‹ „È· ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı Ph ÛÙÁÌ H�
ÛÙ‹ËÏÁ� ”ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·

�√���� Ù· Ò‹„Ï·Ù· ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹� ≈ÍÂfl ›˜ÔıÏÂ � � L �Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁ ‰È·Ù˝˘ÛÁ

�√������ Ôı ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Ô ‰È·ˆÔÒÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ M ›˜ÂÈ Û˜Â‰¸Ì ÂÓ·ˆ·ÌÈÛÙÂfl� ¬›‚·È·

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ‰È·ˆÔÒ‹ uh�R��hu ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� ‰ÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú

ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÂ ÂÍÙflÏÁÛÁ Á ÔÔfl· Ûı„ÍÒÈÌ¸ÏÂÌÁ

ÏÂ ÙÁÌ �√������ ÂflÌ·È fl‰È·Ú Ù‹ÓÁÚ ˘Ú ÒÔÚ h ·ÎÎ‹ Ô ¸ÒÔÚ ��� t�� ›˜ÂÈ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ÂÍË›ÙÁ�
¡Ú ‰Ô˝ÏÂ Û˝ÌÙÔÏ· ˛Ú ÛıÏ‚·flÌÂÈ ·ıÙ¸�  ·Ù� ·Ò˜fiÌ ·Ì·„Í·Ê¸Ï·ÛÙÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ

¸ÒÔ k�T��h R��h�R��h T
��
r���uk ·ÌÙfl ÙÔı k�T��h Ph�Ph T

��
r���uk� ¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ˘Ú ÛıÌ›ÂÈ· Ì·

›˜ÔıÏÂ ku�
�kr ·ÌÙfl ÙÔı ku�
�kr�� ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �√����a� �¸Ôı �h � uh�R��hu��

∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ �� � t��
r��
� �� ·ÌÙfl �� � t��

r��
�  ÛÙÁÌ �√����a�� ‹Ò· Í·È ÛÙÁÌ �√������

”ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ��� Á ÂÍÙflÏÁÛÁ �√����� ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú uh �
R��hu ÂÂÈ‰fi� ¸˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ È¸ ‹Ì˘� ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ô˝ÏÂ ÔÎÎ‹ „È· ÙÁÌ ÒÔ	
ÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔı Ph ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k�� –È¸ ˆıÛÈÔÎÔ„ÈÍ¸ Ë· fiÙ·Ì Ì· „flÌÂÈ

ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú �h � uh�R��hu ·ÌÙfl ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘� Í·Ë˛Ú Á R��h ÂflÌ·È ÈÔ ÍÔÌÙ‹

ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·¸ ¸ÙÈ Á R��h�  ‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ Ô‰Á„Âfl ÛÙÔ fl‰ÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹

ÙÁÌ Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ h� ·ÎÎ‹ ··ÈÙÂfl Âfl Î›ÔÌ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ˘Ú ÒÔÚ t „È· ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ

f�jmgdj�m��� ”ı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÂÂÈ‰fi Á R��h ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� „È· Ì· ›˜ÂÈ Ì¸ÁÏ·

Á �t�h� ˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ ÙÁÌ ·Ò·„˘„ÈÛÈÏ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ R��h ˘Ú ÒÔÚ t� ¡ıÙ¸ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ÙÔ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ·Ò‹ Ï¸ÌÔ ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ �� � �� �”� ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

��



·Ì‹ÎıÛÁ ·Ì‹ÎÔ„Á Ï� ÂÍÂflÌÁ ÙÁÚ x¬� ‰flÌÂÈ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ k�tR��h�t�u�t�k� � Chr��ku�t�kr�
‘¸ÙÂ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �√����� ›˜ÔıÏÂ hr��ku�t�kr ·ÌÙfl hr���ku�t�kr�� � hku�t�kr� ÏÂ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ›˜ÔıÏÂ �� � t��
r��
� �� ·ÌÙfl �� � ht��� � t��

r��
�  ÛÙÁÌ �√����a��� ¡ÌÙflËÂÙ·

¸Î· Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Ù˘Ì ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı

ÈÛ˜˝ÔıÌ ¸Ù·Ì � � ��  ·È Û� ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ı‹Ò˜ÂÈ ‰È·ˆÔÒÔÔflÁÛÁ ÛÂ ¸ÙÈ ÂflÌ·È

„Ì˘ÛÙ¸ ·¸ Ù· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·� ¸Ôı ˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ ÔÈ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú Ù˘Ì ÏÂÒÈÍ˛Ì

·Ò·„˛„˘Ì ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ Ì· ÂflÌ·È ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ ÏÈ‹ ˆÔÒ‹ ÛıÌÂ˜˛Ú ·Ò·„˘„flÛÈÏÂÚ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ �‚Î� �˜� �Th� x¬���
∏Ì· ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ �„È· ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì Runge
Kutta� ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ

·Ò·„Ò‹ˆÔı ÂflÌ·È Ù· ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ h ˆÒ‹„Ï·Ù· ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘›ÙÔÈÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙ›Ú ÛÙ· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ˜˘ÒflÚ Âfl Î›ÔÌ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ

„È· ÙÁÌ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÛÙÔ �� �‚Î� �˜� �Th� Chapter ���

x√�� –ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ�≈ıÛÙ‹ËÂÈ·�
« ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ Ë· „flÌÂÈ ÏÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô Runge
Kutta q ÛÙ·‰fl˘Ì Í·È ÏÂ

·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ A � �ajs�
q
j�s��� b � �b�� � � � � bq�

T Í·È � � �
�� � � � � 
q�
T �‚Î� x¡�� x¬��� ≈fl

Î›ÔÌ� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ T �� diag�
�� � � � � 
q� � Rq�q Í·È e �� ��� � � � � ��T � Rq �
º˘Ú ÛÙÔ  Âˆ‹Î·ÈÔ ¬� ÂÌ‰È·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·	

ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú�

�B� bTT �e �
�

�� �
� � � �� � � � � � � ��

�C� AT �e �
�

��� ��
T ���e� � � �� � � � � p� ��

�D� bTT �A �
�

��� ��
bT �I � T ����� � � �� � � � � �� ��

„È· Í‹ÔÈÔıÚ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍÔ˝Ú ·ÍÂÒ·flÔıÚ p� � Í·È � � �� Ù›ÙÔÈÔıÚ ˛ÛÙÂ

�√���� � � p� �� ��

¸Ôı p ÂflÌ·È Á Ù‹ÓÁ ÛÙ·‰flÔı Í·È � ÂflÌ·È Á ÍÎ·ÛÈÍfi Ù‹ÓÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı�
≈fl Î›ÔÌ� ÊÁÙÔ˝ÏÂ ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge
Kutta Ì· ÂflÌ·È ·Î„Â‚ÒÈÍ‹ ÂıÛÙ·ËfiÚ� ‰ÁÎ�

�S�
Ô q � q flÌ·Í·Ú ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· mj� �� aj�bj � a�jb� � bjb�� j� � � �� � � � � q�

ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ� Í·È bj � �� j � �� � � � � q�

Í·È Ì· ›˜ÂÈ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· ËÂÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú

�P �

Ô A ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ Í·È ı‹Ò˜ÂÈ

›Ì·Ú q � q ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú D ÏÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl·�

Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ Ô flÌ·Í·Ú e# �� DA��D�� Ì· ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ�

��



”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ D � diag�d�� � � � � dq�� e# � �e�j��qj���� Í·È Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔÌ

·ÌÙflÛÙÒÔˆÔ ÙÔı A ÏÂ A�� � �a��js �
q
j�s���

’‹Ò˜ÔıÌ ·ÒÍÂÙ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ Runge
Kutta ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÛıÌËfiÍÂÚ Ôı

ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ È¸ ‹Ì˘� ÂÌ˛ Á ·Ì‹ÎıÛÁ Ôı Ë· ·ÍÔÎÔıËfiÛÂÈ Í·Î˝ÙÂÈ Í·È ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô �

DIRK �‚Î� x¬���

∏ÛÙ˘ N � N � k �� t�

N � tn �� nk „È· n � �� � � � � N � Í·È tn�j �� tn � 
jk „È· j � �� � � � � q

Í·È n � �� � � � � N � �� √È· ‰ÔË›Ì h � ��� h��� ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge
Kutta funhgNn�� � Sh
Ù˘Ì fuh�tn�gNn�� �¸Ôı uh ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �Ph�� Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÁÌ

·Í¸ÎÔıËÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·� –Ò˛Ù·� Ë›ÙÔıÏÂ

�√���a� u�h �� v�h�

∏ÂÈÙ·� „È· n � �� � � � � N � �� ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÂÌ‰È‹ÏÂÛ· ‚fiÏ·Ù· fun�jh gqj�� � Sh� Ù· ÔÔfl·

ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì

�√���b� un�jh � unh � k

qX
s��

ajs�Lh�t
n�s�un�sh � Fh�t

n�s��� j � �� � � � � q�

Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ un��
h � Sh ÙÁÚ uh ÛÙÔ Â¸ÏÂÌÔ ˜ÒÔÌÈÍ¸

‚fiÏ· tn�� ˘Ú ÂÓfiÚ

�√���c� un��
h � unh � k

qX
j��

bj�Lh�t
n�j�un�jh � Fh�t

n�j���

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� ”ÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ¬��� ÛıÊÁÙfiÛ·ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı ‰ÁÏÈÔıÒ„Âfl	
Ù·È ÛÙÁÌ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ¸Ù·Ì 
max �� max��j�q 
j 	 � fi 
min �� min��j�q 
j  ��
…Û˜˝ÔıÌ Í·È Â‰˛ ·Ì‹ÎÔ„· Û˜¸ÎÈ·� « Ï¸ÌÁ ‰È·ˆÔÒ‹ ·¸ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ·Ò·‚ÔÎÈÍ˛Ì

ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÂflÌ·È ¸ÙÈ ‰ÂÌ ·ÔÍÎÂflÂÙ·È Á ÂÒflÙ˘ÛÁ Â›ÍÙ·ÛÁÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ u ÛÂ ·ÒÌÁÙÈÍ¸

˜Ò¸ÌÔ �‚Î� –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √����� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „Ò‹ˆÔıÏÂ I� �� ����� t� � �� Í·È

t� � t�� �� ¸Ôı �� � �� �� � � Í·È �� � �� ›˜ÔÌÙ·Ú ı� ¸¯ÈÌ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÛÙÁÌ ÔÔfl·

ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Â›ÍÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì Í·È ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ Ï›˜ÒÈ ÙÔ t� � �� fi ÙÔ ���� �
”ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ ÙÏfiÏ· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú

·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì� ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ Ù˘Ì ˜˛Ò˘Ì L� Í·È H� ¸Ù·Ì ÔÈ ˜˛ÒÔÈ ÂÂÒ·	
ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ›˜ÔıÌ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· �H�� Í·È ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı C�
¸Ù·Ì d � � Í·È ÔÈ ˜˛ÒÔÈ Sh ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ �H���

ÀfiÏÏ· √���� ’‹Ò˜ÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú eC���� eC���� eC���� eC���� eC��� Í·È eC��� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ�

„È· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ h � ��� h��� k � ��� t�� f
sgqs�� � I� � Í·È „È· ÔÔÈÂÛ‰fiÔÙÂ ÛıÌ·ÒÙfi�

ÛÂÈÚ fYjgqj��� f�jgqj��� Y Í·È � ÙÔı Sh� Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

�j � Yj � k

qX
s��

ajsLh�

s��s� j � �� � � � � q��√���a�

��



� � Y � k

qX
j��

bjLh�

j��j ��√���b�

Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

qX
j��

k�jk � eC���

qX
j��

kYjk��√���a�

qX
j��

k�jk� � eC����� � k�

qX
j��

kYjk���√���b�

qX
j��

k�jk� � eC����� � k�

qX
j��

kYjk�� ¸Ù·Ì d � ���√���c�

Í·È

k�k � kY k� eC���

qX
j��

kYjk��√���a�

k�k� � kY k� � eC����� � k�

qX
j��

kYjk���√���b�

k�k� � kY k� � eC����� � k�

qX
j��

kYjk�� ¸Ù·Ì d � ���√���c�

¡¸‰ÂÈÓÁ� ƒÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ·¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È

�P � Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ Û˜›ÛÁ

�√����

qX
s��

e�jsds�s � kdjLh�

j��j � dj

qX
s��

a��js Ys� j � �� � � � � q�

–·flÒÌÔıÏÂ ÙÔ L� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√���� ÏÂ ÙÁÌ dj�j � ÂÓÈÛ˛ÌÔıÏÂ Ù· Ò·„Ï·	
ÙÈÍ‹ Ï›ÒÁ Í·È ·ËÒÔflÊÔıÏÂ ˘Ú Ò¸Ú j� ‘¸ÙÂ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· √���� ›˜ÔıÏÂ

�√���a�

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j� �
qX

j�s��

�dj�
�a��js Re�Ys��j��

≈ÂÈ‰fi Ô flÌ·Í·Ú e# ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ Ce� 	 � Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

qX
j�s��

xs��jsxj � Ce�
qX

j��

�xj�
�� ��x�� � � � � xq�T � Rq �

��



≈ÔÏ›Ì˘Ú

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j� �

qX
j�s��

e�js Z
�

h
Re�ds�s�Re�dj�j� � Im�ds�s� Im�dj�j�

i
dx

�Ce�
qX

j��

Z
�

h
�Re�dj�j��

� � �Im�dj�j��
�
i
dx � Ce�

qX
j��

kdj�jk��

·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· ÙÂÎÈÍ‹ ›˜ÔıÏÂ

�√���b�

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j� � eCM�

� qX
j��

k�jk
��
�

¸Ôı eCM�
� �

qCe�min��j�q�dj��� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú� Ù˛Ò·� ÙÈÚ �√���a�� �√���b� Í·È ÙÁÌ

·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz� ›˜ÔıÏÂ

�√����
� qX
j��

k�jk
��
�

eCM�eCM�

� qX
j��

k�jk
�� qX

s��

kYsk
�
�

¸Ôı eCM�
� max��j�q�dj��max��j�s�q ja��js j� « �√���a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ï›Û˘Ú ·¸ ÙÁÌ

�√���� „È· eC��� �
eCM�eCM�

�

‘˛Ò·� ·flÒÌÔıÏÂ ÙÔ ��� ��� ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÁÚ �√���� ÏÂ ÙÁÌ dj�j� ·ËÒÔflÊÔıÏÂ

˘Ú Ò¸Ú j Í·È ÂÓÈÛ˛ÌÔıÏÂ Ù· Ò·„Ï·ÙÈÍ‹ Ï›ÒÁ� ‘¸ÙÂ� Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz� Á

�√����� Í·È Á �√���a� ‰flÌÔıÌ

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j�� �k
�

�

qX
j��

�dj�
�
Im�T��h �
 j��j ��j�� �

qX
j�s��

�dj�
�a��js Re�Ys��j��

� eChk qX
j��

kT��h �
 j��jk� �
qX

s��

kYsk�
i qX
j��

k�jk�

� eChk bCT�� qX
j��

k�jk�
qX

s��

kYsk�
i qX
j��

k�jk�

� eChk eC���

qX
j��

kYjk�
qX

s��

kYsk�
i qX
j��

k�jk��

‰ÁÎ�

�√���a�

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j�� � eC�� � k�

qX
j��

kYjk�
qX

j��

k�jk��

��



ƒÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú ÛÙÁ �√���b�� ›˜ÔıÏÂ

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j�� �

qX
j�s��

e�js Z
�

h
Re�ds�s�Re�dj�j� � Im�ds�s� Im�dj�j�

i
dx

�
dX
���

qX
j�s��

e�js Z
�

h
Re�ds�x��s�Re�dj�x��j� � Im�ds�x��s� Im�dj�x��j�

i
dx

�Ce�
qX

j��

Z
�

h
�Re�dj�j��

� � �Im�dj�j��
�
i
dx

� Ce�
qX

j��

dX
���

Z
�

h
�Re�dj�x��j��

� � �Im�dj�x��j��
�
i
dx

�Ce� min
��j�q

�dj�
�

qX
j��

k�jk���

‘ÂÎÈÍ‹� ›˜ÔıÏÂ

�√���b�

qX
j�s��

e�js Re�ds�s� dj�j�� �
Ce�
q

min
��j�q

�dj�
�
� qX
j��

k�jk�
��
�

¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√���b� ›ÂÙ·È ·Ï›Û˘Ú Á �√���b��
∏ÛÙ˘ d � �� –ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÙÁÌ �√���� ÏÂ dj�j � ∏ÂÈÙ· ·ËÒÔflÊÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ j

Í·È ·flÒÌÔıÏÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ‹ Ï›ÒÁ� ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz Í·È

ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ �√������ �√����� Í·È �√���a� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

qX
j�s��

e�js Re��ds�s��dj�j� �k
�

�

qX
j��

�dj�
�
Im�T��h �
 j��j�j� �

qX
j�s��

�dj�
�a��js Re�Ys�j�

� eChk qX
j��

kT��h �
 j��jk� �

qX
s��

kYsk�
i qX
j��

j�j j

� eChkCV�� qX
j��

kT��h �
 j��jk� �
qX

s��

kYsk�
i qX
j��

j�j j

� eChk bCT�� qX
j��

k�jk�
qX

s��

kYsk�
i qX
j��

j�j j

� eChk eC���

qX
j��

kYjk�
qX

s��

kYsk�
i qX
j��

j�j j

� eChkpj�j qX
j��

kYjk� �

qX
s��

kYsk�
i qX
j��

j�jj ÛÙÔ ��

�		



‰ÁÎ�

�√����a�

qX
j�s��

e�js Re��ds�s��dj�j� � eC�� � k�

qX
j��

kYjk�
qX

j��

j�jj ÛÙÔ ��

ƒÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ¸˘Ú ÛÙÁÌ �√���b� ›˜ÔıÏÂ

qX
j�s��

e�js Re��ds�s��dj�j� �

qX
j�s��

e�jshRe�ds�s�Re�dj�j� � Im�ds�s� Im�dj�j�
i

�Ce�
qX

j��

h
�Re�dj�j��

�
� �Im�dj�j��

�
i

�Ce� min
��j�q

�dj�
�

qX
j��

j�jj� ÛÙÔ ��

∏ÙÛÈ

�√����b�

qX
j�s��

e�js Re��ds�s��dj�j� �
Ce�
q

min
��j�q

�dj�
�
� qX
j��

j�j j
��

ÛÙÔ ��

¡¸ ÙÈÚ �√����a� Í·È �√����b� Â˝ÍÔÎ· Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁÌ �√���c��
¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√���b� �¸˘Ú ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ¬���� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ

¸ÙÈ

�√����� � � Y �

qX
j�s��

bja
��
js ��s � Ys��

« �√����� Ï·Êfl ÏÂ ÙÁÌ �√���� �Ôı Ï¸ÎÈÚ ·Ô‰ÂflÓ·ÏÂ� ‰flÌÔıÌ ÙÁÌ �√����� �

« Û˜›ÛÁ �√���a� ›˜ÂÈ ÏÈ‹ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÛıÌ›ÂÈ·� ≈Ó·Ûˆ·ÎflÊÂÈ ¸ÙÈ Á ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ

Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁÌ �√���� ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ „È· Í‹ËÂ h � ��� h�� Í·È ˜˘ÒflÚ

Í‹ÔÈÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÛÙÔ ˜ÒÔÌÈÍ¸ ‚fiÏ· k �‚Î� ÂflÛÁÚ –¸ÒÈÛÏ· ¬�����

ÀfiÏÏ· √���� ’‹Ò˜ÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú eC	�� Í·È eC	�� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ� „È· ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ h �
��� h��� k � ��� t� Í·È f
sgqs�� � I� Í·È „È· ÔÔÈÂÛ‰fiÔÙÂ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ f�jgqj��� �� Y

ÙÔı Sh ÔÈ ÔÔflÂÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì� „È· Yj � Y � j � �� � � � � q� ÙÁÌ �√����� Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

k�k � kY k��√����a�

k�k� � �� � eC	��k�kY k���√����b�

k�k� � �� � eC	��k�kY k�� ¸Ù·Ì d � ���√����c�

�	�



¡¸‰ÂÈÓÁ� ¡¸ ÙÁÌ �√���b� ›˜ÔıÏÂ

�√����a�

k�k�� �kY k�� � k�
qX

j�s��

bjbs Re�Lh�

s��s� Lh�


j��j��

� �k

qX
j��

bj Re�Y� Lh�

j��j��� � � �� ��

Í·È

�√����b�

j�j� �jY j� � k�
qX

j�s��

bjbs Re�Lh�

s��sLh�
 j��j�

� �k

qX
j��

bj Re�Y Lh�
 j��j� ÛÙÔ �� ¸Ù·Ì d � ��

¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√����� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�√�����

qX
j��

bj Re�Y� Lh�

j��j� �

qX
j��

bj Re��j � Lh�

j��j�

� k

qX
j�s��

bjajs Re�Lh�

s��s� Lh�


j��j�

� �k
�

qX
j�s��

�bjajs � bsasj�Re�Lh�

s��s� Lh�


j��j��

Í·Ë˛Ú �Î¸„˘ ÙÁÚ �S�� Ù· fbjgqj�� ÂflÌ·È ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ‹� ¡ÌÙÈÍ·ËÈÛÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �√�����

ÛÙÁÌ �√����a� „È· � � � Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�√�����

k�k� �kY k� � k�
qX

j�s��

mjs Re�Lh�

s��s� Lh�


j��j�

�kY k� � k�
qX

j�s��

mjs

Z
�

h
Re�Lh�


s��s�Re�Lh�

j��j�
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≈ÂÈ‰fi Ô flÌ·Í·Ú fmjsgqj�s�� ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ‹ ÁÏÈÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ
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∏ÙÛÈ Á �√����a� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ï›Û˘Ú ·¸ ÙÈÚ �√����� Í·È �√������

¡¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È �√����b� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÌÙÈÍ·ËÈÛÙÔ˝ÏÂ ÙÁÌ �√����� ÛÙÁÌ �√����a� „È· � � �� ∏ÂÈÙ·� ÔÈ �√������
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·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· ›ÂÙ·È Á �√����b��

∏ÛÙ˘ d � �� ¡¸ ÙÁÌ �√����b� �‰ÔıÎÂ˝ÔÌÙ·Ú ÏÂ ÙÒ¸Ô ·Ì‹ÎÔ„Ô� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ
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◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú� Ù˛Ò·� ÙÈÚ �√������ �√������ �√������ �√���c� Í·È �√���a� ›˜ÔıÏÂ
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∏ÙÛÈ� k�k�� � �� � eCk�k � ���kY k��� ·¸ ÙÁÌ ÔÔfl· ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ï›Û˘Ú Á �√����c�� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ √���� »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ¸Ôı ÂflÙÂ � � �� ÂflÙÂ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ��
ÂflÌ·È Ò·„Ï·ÙÈÍfi� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge
Kutta ÂflÌ·È Á q
ÛÙ·‰fl˘Ì Gauss
Legendre� Á

ÔÔfl· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �S� ÏÂ mjs � �� ‘¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ ÈÛ¸ÙÁÙ· ÛÙÈÚ �√����� �‚Î� –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ
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x√�� ”ıÌ›ÂÈ·�

¡¸ Ù˛Ò· Í·È ÛÙÔ ÂÓfiÚ Ë· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ
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�√���a�

����������
�h�j�� �� uh� j � �� � � � � q�

�h�j���� ��

qX
s��

ajs

�
�X

m��

�
s�
m

m�
�mt Lh�h�s���m �

�
s�
�

��
��tFh

�
�

j � �� � � � � q� � � �� � � � � � � ��

”ıÏ‚ÔÎflÊÔÌÙ·Ú �h�� �� ��h����� � � � � �h�q���
T � „È· Í‹ËÂ � � f�� � � � � �g Í·È h � ��� h��� Á

�√���a� „Ò‹ˆÂÙ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

�√���b�

����
�h�� �� uhe�

�h���� �� A

�
�X

m��

Tm

m�
�mt Lh�h���m �

T �e

��
��tFh

�
� � � �� � � � � � � ��

œÈ ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ �h��� Ôı Ï¸ÎÈÚ ÔÒflÛ·ÏÂ� ›˜ÔıÌ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi

È‰È¸ÙÁÙ·

�	�



–Ò¸Ù·ÛÁ √���� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Runge�Kutta ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ �B�� �C�� �D�
Í·È �√����� fi ÂflÌ·È Á ��DIRK� ‘¸ÙÂ
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”ÁÏÂfl˘ÛÁ� « �√���� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ·ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ‚·ÛÈÍ›Ú „Ò·ÏÏ›Ú ÙÁÚ ·¸‰ÂÈÓÁÚ

ÙÔı –ÔÒflÛÏ·ÙÔÚ ¬���� „È� ·ıÙ¸ Á ·¸‰ÂÈÓÁ ·Ò·ÎÂflÂÙ·È� �

√È· Í‹ËÂ n � f�� � � � � N � �g Í·È h � ��� h��� Ë›ÙÔıÏÂ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ôı ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ �√���� ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸	
ÏÔÒˆ· ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ k � k� k � k� Í·È Âfl Î›ÔÌ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k� ¸Ù·Ì d � ��

ÀfiÏÏ· √���� ∏ÛÙ˘ � � f�� � � � � �g Í·È j � f�� �g� ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IVj��

‘¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ Cj
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ºÙ·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV�� ı‹Ò˜ÂÈ� Âfl Î›ÔÌ� ÛÙ·ËÂÒ‹ C�
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¡¸‰ÂÈÓÁ� « ·¸‰ÂÈÓÁ Ë· „flÌÂÈ Â·„˘„ÈÍ‹� ∏ÛÙ˘ � � �� ‘¸ÙÂ Á �√���� ›ÂÙ·È ·¸

ÙÈÚ �√���a� Í·È �√������ ’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �√���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È· � � �� � � � � ��� ¸Ôı �� � ����
◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√���a� Í·È �√������ ·flÒÌÔıÏÂ
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ºÙ·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV��� ÔÈ �√���a�� �√����� Í·È �√����� ‰flÌÔıÌ ¸ÙÈ
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« Â·„˘„ÈÍfi ı¸ËÂÛÁ Í·È Á �√���� Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÙÔ ÛıÏ›Ò·ÛÏ· ¸ÙÈ Á �√���� ÈÛ˜˝ÂÈ „È·

� � �� � �� �

¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ �√����� Í·È ÛÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ √���� Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ÔÈÔÌÂfl
Â¸ÏÂÌÔ
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–¸ÒÈÛÏ· √���� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ ���� √È· Í‹ËÂ j �
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ºÙ·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV��� ›˜ÔıÏÂ Âfl Î›ÔÌ ¸ÙÈ
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¡¸‰ÂÈÓÁ� ¡¸ ÙÈÚ �√���a�� �√���� Í·È �√���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ
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‘¸ÙÂ Ô Ù˝ÔÚ ÙÔı Taylor Í·È Á �√���� ‰flÌÔıÌ
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◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �√���� Í·È �√����� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÛÙÁÌ �√����� �

”ÙÁÌ Ò¸Ù·ÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl� Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ·Ì ÛÙÈÚ �√���b� Í·È �√���c� Ë›ÛÔıÏÂ
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�	�



–Ò¸Ù·ÛÁ √���� √È· Í‹ËÂ n � f�� � � � � N � �g Í·È h � ��� h�� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfi�
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« ÂÍÙflÏÁÛÁ Ù˘Ì fen�jh gqj�� „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁÚ Í·È Ù˘Ì �√������
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qX
s��

�X
���

	���Z tn�s

tn
k����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�km�

dt
���� kmaxf�� kg�k�nh�s��km�




�Ck�
qX

s��

�X
���

	
kmaxf�� kg�k�nh�s��km�

�
���Z tn�s

tn
k��tf�t�kdt

���


�	�



�Ck���
�X
���

�
maxf�� kg��� � t� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L���

�
� sup

t�I��
k��tf�t�k

�
�Ck���

�
maxf�� kg��� � t� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L���

�
� kfkI�� �L�����

�
�Ck���maxf�� kg��� � t� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L�����

�
� j � �� � � � � q�

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IVm�
�� Í·È

ken�jh k� �Ck�
qX

s��

�X
���

	���Z tn�s

tn
k����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�k�dt

���� kmaxf�� kg�k�nh�s��k�



�Ck�
qX

s��

�X
���

	���Z tn�s

tn
k����t T

��
h �t�Ph�

�
tf�t�k�dt

���� kmaxf�� kg�k�nh�s��k�



�Ck�
qX

s��

�X
���

	���Z tn�s

tn
k��tf�t�kdt

���� kmaxf�� kg�k�nh�s��k�



�Ck���
�X
���

�
maxf�� kg��� � t� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L���
�
� sup

t�I��
k��tf�t�k

�
�Ck���

�
maxf�� kg��� � t� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L���
�
� kfkI�� �L�����

�
�Ck���maxf�� kg��� � t� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L�����

�
� j � �� � � � � q�

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV��� ≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl· ÔÈ �√���a�� �√���b� Í·È �√���b� ‰flÌÔıÌ

�√����� en��
h � bTA��enh � uh�t

n���� wn��
h �

¸Ôı enh �� �en��h � � � � � en�qh �T � ∏ÙÛÈ Á �√����� ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÁÌ �√������ ÙÈÚ È¸ ‹Ì˘

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Í·È ÙÁÌ �√����� �

¡¸ Ù˛Ò· Í·È ÛÙÔ ÂÓfiÚ� „È· Ì· ·ÎÔÔÈÁËÔ˝Ì ÔÈ Ù˝ÔÈ� Ë· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ k � ��

–Ò¸Ù·ÛÁ √��� �”ıÌ›ÂÈ·�� √È· Í‹ËÂ h � ��� h�� Í·È n � f�� � � � � N � �g� ı‹Ò˜ÔıÌ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ fvn�jh gqj�� ÙÔı Sh Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�√����a� vn�jh � uh�t
n� � k

qX
s��

ajs�Lh�t
n�s�vn�sh � Fh�t

n�s��� j � �� � � � � q�

œÒflÊÔıÏÂ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ En
h � Sh� ˘Ú ÂÓfiÚ

�√����b� uh�t
n��� � uh�t

n� � k

qX
j��

bj�Lh�t
n�j�vn�jh � Fh�t

n�j�� � En
h �

‘¸ÙÂ� ·Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� „È· m� � �� �� ›˜ÔıÏÂ

�√����a� max
n
kEn

hkm�
� Ck����� � t� �

m�
�kv�kr � kfkI�� �L�����

�
� �h � ��� h���

�	�



Âˆ	 ¸ÛÔÌ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IVm�
�� ≈fl Î›ÔÌ ›˜ÔıÏÂ

�√����b� max
n
kEn

hk� � Ck����� � t� �
�kv�kr�� � kfkI�� �L�����

�
� �h � ��� h���

¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ� √È· ‰ÔË›Ì h � ��� h�� Í·È n � f�� � � � � N � �g� ÙÔ ÀfiÏÏ· √��� ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÈ

ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì fvn�jh gqj���

∏ÛÙ˘ �n�jh �� wn�j
h � vn�jh „È· j � �� � � � � q� n � �� � � � � N � � Í·È �  h  h�� ‘¸ÙÂ�

·ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����� ·¸ ÙÁÌ �√����� ›˜ÔıÏÂ

�n�jh �en�jh � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s��n�sh � j � �� � � � � q�

En
h �en��

h � k

qX
j��

bjLh�t
n�j��n�jh �

≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl· ÙÔ ÀfiÏÏ· √��� ‰flÌÂÈ

�√�����

kEn
hk �ken��

h k� eC���

qX
j��

ken�jh k�

kEn
hk� �ken��

h k� � � eC���

qX
j��

ken�jh k��

kEn
hk� �ken��

h k� � � eC���
qX

j��

ken�jh k�� ¸Ù·Ì d � ��

« �√����� Í·È Á �√����� ‰flÌÔıÌ ·Ï›Û˘Ú ÙÁÌ �√������ �

x√	� ”˝„ÍÎÈÛÁ�
‘Ô Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÂflÌ·È Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge
Kutta Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ÏÂ ÙÁÌ

Í·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi Ù‹ÓÁ ˘Ú ÒÔÚ k Í·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ h ÛÙÁ Î˝ÛÁ uh ÙÔı ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙÔ˝

ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ�

»Â˛ÒÁÏ· √	��� ∏ÛÙ˘ uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı �Ph� Í·È funhgNn�� ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge�Kutta�

¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ �√����� ¡Í¸Ï·� ‰Â˜¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ

–Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ

�√���� max
��n�N

kunh � uh�t
n�k � Ck�t�

�kv�kr � kfkI�� �L�����

�
� �h � ��� h���

��	



¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� ¡Í¸Ï·� „È· Í‹ËÂ h � ��� h��� ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�√���� max
��n�N

kunh � uh�t
n�k� � Ck��� � t� � exp� eC	��t

��
�kv�kr � kfkI�� �L�����

�
�

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� Í·È

�√���� max
��n�N

kunh � uh�t
n�k� � Ck��� � t� � exp� eC	��t��

�kv�kr�� � kfkI�� �L�����

�
�

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ∏ÛÙ˘ zn�jh �� un�jh � vn�jh „È· j � �� � � � � q� n � �� � � � � N � � Í·È h � ��� h���
¡Í¸Ï· Ë›ÙÔıÏÂ znh �� unh � uh�t

n� „È· n � �� � � � � N Í·È h � ��� h��� Í·È ÛÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

z�h � �� ¡ˆ·ÈÒ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÎÁ ÙÁÌ �√����� ·¸ ÙÁÌ �√���� ·flÒÌÔıÏÂ

zn�jh � znh � k

qX
s��

ajsLh�t
n�s�zn�sh � j � �� � � � � q�

zn��
h � En

h � znh � k

qX
j��

bjLh�t
n�j�zn�jh �

‘˛Ò·� ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÔ ÀfiÏÏ· √��� Í·È ÛÙÁÌ �√����� ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�√���a�
kzn��

h k �kznhk� kEn
hk

�kznhk� Ck���
�kv�kr � kfkI�� �L�����

�
�

�√���b�
kzn��

h k� ��� � eC	��k�kznhk� � kEn
hk�

��� � eC	��k�kznhk� � Ck����� � t� �
�kv�kr � kfkI�� �L�����

�
�

�√���c�

kzn��
h k� ��� � eC	��k�kznhk� � kEn

hk�
��� � eC	��k�kznhk�
� Ck����� � t� �

�kv�kr�� � kfkI�� �L�����

�
� ¸Ù·Ì d � ��

„È· n � �� � � � � N � � Í·È „È· Í‹ËÂ h � ��� h���
« �√���� ›ÂÙ·È ·¸ ÙÈÚ �√���a� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡���� ≈Ì˛ ÔÈ �√���� Í·È �√���� ÒÔÍ˝	

ÙÔıÌ ·¸ ÙÈÚ �√���b� Í·È �√���c�� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ¡���� �

≈flÏ·ÛÙÂ Ù˛Ò· ›ÙÔÈÏÔÈ Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÔıÏÂ ÙÔ Í˝ÒÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� ‰ÁÎ·‰fi ÙÁ

Û˝„ÍÎÈÛÁ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Runge
Kutta ÛÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı ÛıÌÂ˜Ô˝Ú ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ�

���



»Â˛ÒÁÏ· √	��� ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı �P� Í·È funhgNn�� ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Runge�Kutta�

¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ �√����� ¡Í¸Ï·� ‰Â˜¸Ï·ÛÙÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÁÚ

–Ò¸Ù·ÛÁÚ √���� ‘¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ

max
��n�N

kunh � u�tn�k �C�hr � k���� � t� ��
r��
� �kv�kr �maxfkfkI�� �L������ kfkI�� �Hr����g

�
� �h � ��� h���

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� ¡Í¸Ï·�

max
��n�N

kunh � u�tn�k� �C�hr�� � k��max
n
�� � t� � exp� eC	��t

��� �� � ht� ��� � t� ��
r��
� 
o

�kv�kr �maxfkfkI�� �L������ kfkI�� �Hr����g
�
� �h � ��� h���

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV��� Í·È

max
��n�N

kunh � u�tn�k� �C�hr � k���� � t� �max
n
exp� eC	��t��� �� � t� ��

r��
� 
o

�kv�kr�� �maxfkfkI�� �L������ kfkI�� �Cr����g
�
� �h � ��� h���

¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á �IV���

¡¸‰ÂÈÓÁ� ‘Ô ·Ò·‹Ì˘ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ÏÂ ÙÁÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ÂÒÈ›˜ÔÌÙ·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· √��� Í·È ÛÙÈÚ –ÒÔÙ‹ÛÂÈÚ

√��� ›˘Ú √���� �

x√
� √ÂÌÈÍ‹ Û˜¸ÎÈ·�”˝Ì‰ÂÛÁ ÏÂ ÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

x√
��� ≈ÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Sobolev�Galpern�

œ S� L� Sobolev ������� �Sob� ·Ìfi„·„Â ÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ ÂÌ¸Ú ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì �Û˜ÂÙÈÍÔ˝

ÏÂ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ ÏÁ˜·ÌÈÍfiÚ ÒÂıÛÙ˛Ì� ÛÙÁÌ ·Ì·ÊfiÙÁÛÁ Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓfl	
Û˘ÛÁÚ

�√������ !	utt � ux�x� � ��

�‚Î� �Sob� ������ « ÂÓflÛ˘ÛÁ ·ıÙfi ÒÔÍ‹ÎÂÛÂ ÙÔ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ ·ÒÍÂÙ˛Ì —˛Û˘Ì Ï·ËÁÏ·	
ÙÈÍ˛Ì� ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ÙÔı S� A� Galpern ������� �Gal� Ô ÔÔflÔÚ ÏÂÎ›ÙÁÛÂ „Ò·ÏÏÈÍ‹

ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÏÂÒÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�√������ fM�t�
�

i
�x� � � � � �

�

i
�xd��tu � eL�t� �

i
�x� � � � � �

�

i
�xd�u�

�¸Ôı u �� �u�� � � � � ud� Í·È fM � eL ÂflÌ·È flÌ·ÍÂÚ ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÔÎı˛ÌıÏ· Ù˘Ì f�i �xjgdj��

ÏÂ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÔıÚ Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÔ t� Á ÔÔfl· ÂÒÈ›˜ÂÈ ˘Ú ÂÈ‰ÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÌ

���



ÂÓflÛ˘ÛÁ �√������� Í·Ë˛Ú ·ıÙfi ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl ÛÂ ÏÔÒˆfi ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ò˛ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ˘Ú

ÂÓfiÚ �
I �
� !	

��
vt
wt

�
�

�
� I

���x� �

��
v
w

�
�

¸Ôı v � u Í·È w � ut�
∏ÙÛÈ ‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ fi ÛıÛÙfiÏ·Ù· ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�SGm� A�t��mt u�
m��X
j��

Bj�t��
j
tu � f�

¸Ôı m � N Í·È A� fBjgm��j�� ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÈÍÔfl ÙÂÎÂÛÙ›Ú� ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ÏÂÙ·‚ÎÁÙ›Ú ÙÔı

˜˛ÒÔı ÏÂ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÔıÚ ·¸ ÙÔ ˜˛ÒÔ Í·È ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� fi flÌ·ÍÂÚ ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl·

Ù›ÙÔÈÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú �¸˘Ú ÙÔ �√������� Í·ÎÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ÍıÒfl˘Ú ˘Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ

Ù˝Ôı Sobolev fi Ù˝Ôı Sobolev
Galpern �ÂÈ‰ÈÍ‹ ¸Ù·Ì m � �� �‚Î� �˜ �Prok� �KoE� �Ze�
�Sh��

”ÙÁ ‰˝ÛÁ ÂÍ‰ÁÎ˛ÌÂÙ·È ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Sobolev
Galpern Ù˝Ôı �SG�� ÂÂÈ‰fi

Ù›ÙÔÈÂÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÂ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ˆıÛÈÍ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú �‚Î� �Ru� �CaS�
« ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �√����� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ·Ò·‹Ì˘� ÂflÌ·È Ù˝Ôı Sobolev
Gal-

pern Í·È ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ‹ ÈÔ „ÂÌÈÍfi Ï¸ÒˆÁ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ıÔ‚Ò˝˜È·

·ÍÔıÛÙÈÍfi Í·È ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ›Ú ˘Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú�

x√
��� ≈ÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú ÛÙÁÌ ıÔ‚Ò˝˜È· ·ÍÔıÛÙÈÍfi�

‘Ô Â‰flÔ ÙÁÚ ·ÍÔıÛÙÈÍfiÚ flÂÛÁÚ P Ôı ·Ò‹„ÂÙ·È ·¸ ÏÈ‹ ÛÁÏÂÈ·Ífi ˜ÒÔÌÔ·ÒÏÔÌÈÍfi

Á„fi Ï›Û· ÛÂ Ë·Î‹ÛÛÈÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ� ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È� ÛÂ Í·ÒÙÂÛÈ·Ì›Ú ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ� ·¸�
›Ì· ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· „È· ÏÈ‹ ÔÏÔ„ÂÌfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Helmholtz !P �K�P � �� ¸Ôı K ��
��f
c � f Á Ûı˜Ì¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Á„fiÚ Í·È c Á Ù·˜˝ÙÁÙ· ÙÔı fi˜Ôı Ï›Û· ÛÙÔ Ë·Î‹ÛÛÈÔ ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌ�

À¸„˘ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ˛Ì ‰ıÛÍÔÎÈ˛Ì Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Í·Ù‹ ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÂflÎıÛÁ

·ıÙÔ˝ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ� ÛÙÁ ‰ÂÍ·ÂÙfl· ÙÔı ��� ÒÔÙ‹ËÁÍÂ Á ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ÈÔ ‹Ì˘

ÂÓflÛ˘ÛÁÚ �ÏÂÙ‹ ·¸ ·ÎÎ·„fi ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›Ì˘Ì ·¸ Í·ÒÙÂÛÈ·Ì›Ú �x� y� z�
ÛÂ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ›Ú �r� �� z�� ·¸ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Schr�odinger �‚Î� �˜� �JK� �Tp� �Bok�
�Le� �LeM�� „Ì˘ÛÙ›Ú Í·È ˘Ú $·Ò·‚ÔÎÈÍ›Ú� ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �$parabolic� approximations�� «

È‰›· ˜ÒfiÛÁÚ Ù›ÙÔÈ˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ÒÔ›Ò˜ÂÙ·È ·¸ ÙÁ ÛÂÈÛÏÔÎÔ„fl·� �Cl�� Í·È ÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ

‰È‹‰ÔÛÁÚ ÁÎÂÍÙÒÔÏ·„ÌÁÙÈÍ˛Ì ÍıÏ‹Ù˘Ì� �Foc� œÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ·ıÙ›Ú ÂÒÈ„Ò‹ˆÔıÌ ÈÍ·ÌÔ	
ÔÈÁÙÈÍ‹ �ÛÂ ÏÂ„‹ÎÁ ·¸ÛÙ·ÛÁ ·¸ ÙÁÌ Á„fi� Ï¸ÌÔ ÙÁÌ ÒÔÚ Ù· ›Ó˘ ‰È‹‰ÔÛÁ ÙÔı ·	
ÍÔıÛÙÈÍÔ˝ Í˝Ï·ÙÔÚ ÛÂ ÏÈÍÒ›Ú „˘ÌflÂÚ ·¸ ÙÁÌ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈ· ‰ÈÂ˝ËıÌÛÁ �‚Î� �LeM� x����
·‰È·ˆÔÒ˛ÌÙ·Ú „È· ÂÈÛÙÒÔˆ›Ú �backscattering�� ÃÂ ÛÙ¸˜Ô ÙÁÌ ÂÒÈ„Ò·ˆfi ÙÁÚ ÍıÏ·ÙÈÍfiÚ

‰È‹‰ÔÛÁÚ ÛÂ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ „˘ÌflÂÚ �wide angle capability� ÒÔÙ‹ËÁÍ·Ì Ì›ÂÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ

ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Helmholtz „Ì˘ÛÙ›Ú ˘Ú $·Ò·‚ÔÎÈÍ›Ú� ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú �wide

angle $parabolic� approximations��
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ıÔË›ÙÔıÏÂ ·ÓÔÌÈÍfi ÛıÏÏÂÙÒfl· �·ÌÂÓ·ÒÙÁÛfl· ·¸ ÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi

�� Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì �‚Î� �DaWC� �Gre� �LeM� �St�� �KnLS� �StLB�

ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÂ ÒÁÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Q��x� � eq��xeq��x ÙÁÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁÚ g��x� ��
p
� � x „˝Ò˘

���



·¸ ÙÔ ÏÁ‰›Ì �È‰›· Ôı ˆ·flÌÂÙ·È ¸ÙÈ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÔÌ Claerbout „È· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÛÂÈÛÏÔ	
ÎÔ„fl·Ú� ‚Î� �Cl�� p� ���� Exercice ��� ∆ÁÙ˛ÌÙ·Ú Ù· ÔÎı˛ÌıÏ· eq�� eq� Ì· ÂflÌ·È Ò˛ÙÔı

‚·ËÏÔ˝ ˘Ú ÒÔÚ x Í·È Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ Q���� � g���� � �� ·flÒÌÔıÏÂ Q��x� � ��p�x
��q�x

Í·È ÔÈ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú ›˜ÔıÌ ÙÁ ÏÔÒˆfi

�√������ �� � q���z� r��wr � q��wzzr � i���wzz � i����z� r�w�

¸Ôı � � �
�k��

� �� � k��p� � q��� k� �� ��f
c�

� ��z� r� � ���z� r� � i���z� r�� ���z� r� �

� c�
c�z�r�

���� c� ÂflÌ·È Á Ù·˜˝ÙÁÙ· fi˜Ôı ·Ì·ˆÔÒ‹Ú �ÛıÌfiË˘Ú Á Ï›ÛÁ ÙÈÏfi ÙÁÚ c� ÂÌ˛ ���z� r� �

����z� r� � ��b��z� r� � b��z� r� ÏÂ b�� b� ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÔıÌ ‰È‹	
ˆÔÒÔıÚ ÏÁ˜·ÌÈÛÏÔ˝Ú ·¸Û‚ÂÛÁÚ� ∆ÁÙ˛ÌÙ·Ú Âfl Î›ÔÌ �jxQ���� � �jxg���� „È· j � �� ��
Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ÙÈÏ›Ú p� � 	



Í·È q� � �



�‰ÁÎ� Á Q� ÂflÌ·È Á ����� Pad�e ÒÔÛ›„„ÈÛÁ

ÙÁÚ g�� Í·È Ù¸ÙÂ Á �√������ ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi ˘Ú ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú ÙÔı

Claerbout�
”ÙÁÌ ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì �‚Î� �SiKL� �LeSS�

�ColC� ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÂ ÒÁÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Q	�x� �
bq��x�ybq��x�y � „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ ��� ��� ÙÁÚ ÛıÌ‹Ò	

ÙÁÛÁÚ g	�x� ��
p
� � x� y� ∆ÁÙ˛ÌÙ·Ú Ù· ÔÎı˛ÌıÏ· bq�� bq� Ì· ÂflÌ·È Ò˛ÙÔı ‚·ËÏÔ˝ ˘Ú

ÒÔÚ x Í·È y� Í·È Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ Q	��� �� � g	��� �� � �� ·flÒÌÔıÏÂ Q	�x� �
��p�x�p�y
��q�x�q�y

Í·È ÔÈ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú �‚Î� �SiKL� ›˜ÔıÌ ÙÁ ÏÔÒˆfi

�√������
���q���z� �� r��wr � q�

�

r�
w��r � q��wzzr

�ik�
�
�p� � q���wzz � �p� � q��

�

r�
w�� � �p� � q����z� �� r�w

�
� r � r� 	 ��

¸Ôı � Í·È � ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ¸˘Ú ·Ò·‹Ì˘ ÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ ¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ c� b�
Í·È b� ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È „ÂÌÈÍ‹ ·¸ ÙÁÌ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi �� ∆ÁÙ˛ÌÙ·Ú Âfl Î›ÔÌ Ù· ·Ì·Ù˝„Ï·Ù·

Taylor Ù˘Ì Q	 Í·È g	 „˝Ò˘ ·¸ ÙÔ ��� �� Ì· ÛıÏflÙÔıÌ ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÔıÚ ¸ÒÔıÚ Ï›˜ÒÈ

Í·È ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ �‰ÁÎ� �jxQ	��� �� � �jxg	��� ��� �
j
yQ	��� �� � �jyg	��� �� „È· j � �� ��

Í·È ��xyQ	��� �� � ��xyg	��� ��� Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ÙÈÏ›Ú p� � p� � 	

 Í·È q� � q� �

�

 � ‘¸ÙÂ

Á �√������ ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi ˘Ú ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú ÙÔı Claerbout�
¡¸ ÙÈÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ �√������ Í·È �√������� ÂÍÂflÌÂÚ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÍıÒfl˘Ú ÂflÌ·È

ÔÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÂıÒÂfl·Ú „˘Ìfl·Ú ÙÔı Claerbout� ÔÈ ÔÔflÂÚ ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ

ÂÓflÛ˘ÛÁÚ Ôı ÂÒÈ„Ò‹¯·ÏÂ ÛÙÁÌ x√� Í·È ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ Û� ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ� ”ÙÁÌ Í·ÙÁ„Ô	
Òfl· Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ı‹„ÔÌÙ·È� „ÂÌÈÍ‹� ÂÍÂflÌÂÚ ÙÁÚ �√������ ¸Ù·Ì q� �� �
�‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ù˝Ôı �SG��� Í·È p�� q� 	 �� Í·Ë˛Ú Í·È ·ıÙ›Ú ÙÁÚ �√������ ¸Ù·Ì

q�q� 	 � �„È· Ì· ÂflÌ·È Ù˝Ôı �SG�� Í·È Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ Á �√������ p� � q� 	 � Í·È p��q�
p��q� � q�

q�
�

x√
��� ¡Ì‹ÎıÛÁ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì�

Ã›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı �SG�� ›˜ÔıÌ ·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl Í·È

·Ì·ÎıËÂfl ·¸ ÙÔıÚ Ewing� �Ew�� Ford � Ting� �ForT�� �ForT�� ÂÌ˛ ÂÈ‰ÈÍ‹ „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ

�√������ Í·È �√������� ·¸ ÙÔıÚ St� Mary � Lee� �StL� St� Mary� �St�� Akrivis � Dougalis�
�AvD�� Í·È Akrivis� Dougalis � Zouraris� �AvDZ�

���



œ Ford� �For� ·Ì·Î˝ÂÈ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ Í·È ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ù˝Ôı Crank
Nicol-

son Galerkin Í·È Ò¸‚ÎÂ¯ÁÚ
‰È¸ÒË˘ÛÁÚ Galerkin „È· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È· ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Sobolev ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

���x� t�ut �r����x� t�rut� � r��B�x� t� u�ru� � f�x� t� u��

¸Ôı �� ÂflÌ·È ÏÈ‹ ËÂÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Í·È �� B ÂflÌ·È flÌ·ÍÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� ≈È‰ÈÍ˛ÙÂÒ· Ô

� ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú Í·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ� √È� ·ıÙ‹ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ

‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı H��
œ Wahlbin� �Wah� ÏÂÎÂÙ‹ ›Ì· ‰È‚ÁÏ·ÙÈÍ¸ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ	

˜Âfl˘Ì� ÙÔ ÔÔflÔ Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È Û� ›Ì· ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÔ ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì

„È· ÙÁÌ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

�t�u� �a�x�ux�x� � �f�x� u��x � �

¸Ôı Á a ÂflÌ·È ËÂÙÈÍfi Í·È Ï·Êfl ÏÂ ÙÁÌ f �
ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ˘Ú ÒÔÚ x� ¡Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÈÚ ÛÙ‹ËÏÂÚ L�� H� Í·È L� ¸Ù·Ì ÔÈ ˜˛ÒÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl	
˘Ì ·ÔÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ·¸ ÔÏ·Î›Ú� ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú Í·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ

‹Ì˘ ÛÂ ÏÈ‹ Û˜Â‰¸Ì ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ�
œ Ewing� �Ew�� ÏÂÎÂÙ‹ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Í·Ë˛Ú Í·È ÏÈ‹ extrapolated Crank


Nicolson Galerkin ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô „È· ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È Ûı	
ÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Neumann „È· ÏÈ‹ ÈÔ „ÂÌÈÍfi �ÛÂ ¸ÙÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ¸ÙÁÙ·�
ÂÓflÛ˘ÛÁ

���x� u�ut �r�
h
g��x� u�ru�rut � g��x� u�ru

i
� f�x� t� u�ru��

¸Ôı �� Í·È g� ËÂÙÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ÂÌ˛ ÏÂÎÂÙ‹ Í·È ÏÈ‹ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÍˆıÎÈÛÏÔ˝ ÛÂ ·	
Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÈÙÒ›ÔÌÙ·Ú g� � �� √È� ·ıÙ›Ú� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

ÛÙÁÌ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı H��
œÈ Arnold� Douglas � Thom�ee� �AwDT� ËÂ˘ÒÔ˝Ì� ÛÙÁ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ� ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸

Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÁÌ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

�√������ �����x�uxt�x � ���x�ut � �����x� t� u�ux�x � ���x� t� u�ux � f�x� t� u��

¸Ôı ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ��� �� ÂflÌ·È ËÂÙÈÍ›Ú Í·È Ï·Êfl ÏÂ ÙÈÚ ��� �� Í·È f ÂflÌ·È �
ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú

˘Ú ÒÔÚ x� ¡Ì·Î˝ÔıÌ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Í·È ÏÈ‹ ‹ÏÂÛÁ Euler Galerkin ÎfiÒ˘Ú

‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·Ú ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Í·È H� ÛÙ‹Ë	
ÏÁ�

¡Ò„¸ÙÂÒ· Ô Nakao� �Nak� ÏÂÎÂÙ‹ ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÛÙÁ Ïfl·

‰È‹ÛÙ·ÛÁ „È· ÏÈ‹ „ÂÌÈÍ˛ÙÂÒÁ �·¸ ÙÁÌ �√������� ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev

�����x� t� u�utx�x � ���x� t� u�utx����x� t� u�ut

�� ����x� t� u�ux�x � ���x� t� u�ux � f�x� t� u��

¸Ôı ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ��� ��� ��� ��� �� Í·È f ÂflÌ·È �
ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú Í·È Á �� ËÂÙÈÍfi� ≈fl

Î›ÔÌ „flÌÂÙ·È Á ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ‰Ò· ÛÙÁÌ ut Ô‰Á„Âfl ÛÂ ÏÈ‹ H�
per
ÂÎÎÂÈÙÈÍfi

���



‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi �‚Î� �Nak� ������� ¡Ì·Î˝ÔÌÙ·Ú ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ

‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÛÙÁÌ Lp ÛÙ‹ËÏÁ ¸Ôı � � p � 	� Í·È „È· ˜˛ÒÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì

ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ·ÔÙÂÎÔ˝ÏÂÌÔıÚ ·¸ ÛıÌÂ˜ÂflÚ� ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú Í·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ�
œ Lin� �Li� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ L� „È· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈ	

Ù›Ú Í·È ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Crank
Nicolson Galerkin Í·È extrapolated Crank

Nicolson Galerkin� „È· ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È·

ÏÈ‹ ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

��u��r��A�u�rut � r��B�u�ru �
�X

j��

bj�u��xju� b��u�u� f�u��

¸Ôı � 	 � Í·È A� B ÂflÌ·È ��� flÌ·ÍÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� ≈fl Î›ÔÌ Ô A ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ·

ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ�
œÈ Lin� Thom�ee � Wahlbin� �LnTW� ·Ì·Î˝ÔıÌ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ „È· ›Ì·

Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet „È· ÙÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

A�t�ut � B�t�u � f�

¸Ôı A�t� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ� ËÂÙÈÍ¸Ú� ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ Í·È

B�t� ÂflÌ·È ›Ì·Ú „ÂÌÈÍ¸Ú ‰È·ˆÔÒÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÁÚ� ¡Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı Lp� � � p  	� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÏÈ‹ ÙÂ˜ÌÈÍfi ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÂ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ „È· ÒÔ‚ÔÎ›Ú Ù˝Ôı Ritz
Volterra�
œÈ Akrivis� Dougalis � Kampanis� �AvDK�� �AvDK�� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÌ Í·È ·Ì·Î˝ÔıÌ� „È·

Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹� ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ �ƒ������� ¸Ù·Ì q� �� �
Í·È p� � q� 	 �� ¡ÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÂ˜ÌÈÍfi ·Ì‹ÎÔ„Á Ï� ÂÍÂflÌÁ ÙÁÚ �AvD� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ

‚›ÎÙÈÛÙÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr � k
� ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ ÙÔı L�� „È· ›Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸

Û˜fiÏ· ¸Ôı Á ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Gauss
Legendre � ÛÙ·‰fl˘Ì

Í·È Á ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÏÂ ÏÈ‹ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� « fl‰È· ·¸‰ÂÈÓÁ

Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ O�hr�kminf�q�q��g� „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge
Kutta Gauss
Legendre�
≈fl Î›ÔÌ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÈÚ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ›Ú ÒÔÛÂ„„fl	
ÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ Í·È „È· ÏÈ‹ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô Crank
Nicolson�

‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı Ï·Ú ··Û˜¸ÎÁÛÂ Í·Ë˛Ú Í·È ÂÍÂflÌÔ ÙÁÚ �AvDK�� ‰È·ˆ›ÒÔıÌ ·¸

ÂÍÂflÌ· Ù˘Ì ÂÒ„·ÛÈ˛Ì� �For� �Wah� �Ew�� �AwDT� �Nak� �Li� ›Ò· ·¸ ÙÔ Ë›Ï· ÙÁÚ

„Ò·ÏÏÈÍ¸ÙÁÙ·Ú� ÛÙÔ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ‰Ò· ÛÙÁÌ ut ‰ÂÌ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· G¹arding

ÏÂ CG � � �‚Î� ÀfiÏÏ· √����� ¡ıÙ¸ ··ÈÙÂfl ›Ì· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸ ˜ÂÈÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì

ÙÂÎÂÛÙ˛Ì ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· �Sch�
« ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ‚ÂÎÙÈ˛ÌÂÈ ÙÔ ·Ô	

Ù›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú �AvDK�� Ô‰Á„˛ÌÙ·Ú ÛÙÁÌ ‚›ÎÙÈÛÙÁ L� ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ O�hr�
k��� „È· ÏÈ‹ „ÂÌÈÍ˛ÙÂÒÁ ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfi ÂÓflÛ˘ÛÁ� ≈flÛÁÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi

·Ì‹ÎıÛÁ „È· ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· Ï·Êfl ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k�
Í·È Âfl Î›ÔÌ ÛÙÁ ÛÙ‹ËÏÁ k � k� ÛÙÁ ÏÔÌÔ‰È‹ÛÙ·ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ� ¡ıÙ›Ú ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

ÂflÌ·È ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ¸˜È Ï¸ÌÔ „È· ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·ÎÎ‹ Í·È „È· ÙÈÚ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ›Ú

ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ �√�����

���



SCHR�ODINGER

ME DIRICHLET

xƒ�� ≈ÈÛ·„˘„fi�
∏ÛÙ˘ t� 	 � Í·È ‰˝Ô ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ s�� s� � C����� t��R� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�ƒ���a� s��t�  s��t� �t � ��� t��

≈flÛÁÚ ÔÒflÊÔıÏÂ�

�ƒ���b� s�t� �� s��t�� s��t� Í·È I�t� �� �s��t�� s��t��� �t � ��� t��

�ƒ���c� DA ��
�
t�A

�
�x� t� � R� � x � I�t�

�
� �A � ��� t� Í·È Dt� �� D���t���

x = s  (t)2

x = s  (t)1

2s  (0)s  (0)1

t *

x0

t

Dt�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Dirichlet „È· ÙÁÌ

ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Schr�odinger ÛÂ ÏÁ ÍıÎÈÌ‰ÒÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ� ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � Dt���C Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ

ut � i�uxx � i��x� t�u� f�x� t� ÛÙÔ Dt� ��ƒ���a�

u�s����� �� � u�s����� �� � � ÛÙÔ ��� t���ƒ���b�

u�x� �� � v��x� „È· Í‹ËÂ x�I�����ƒ���c�

���



¸Ôı f � Dt���C � v� � I�����C � � � Rnf�g Í·È � � Dt���C ÏÂ

�ƒ���d� Im � � ��

”ÙÈÚ Âˆ·ÒÏÔ„›Ú �‚Î� xƒ��� Ô ÏÁ ÔÏÔ„ÂÌfiÚ ¸ÒÔÚ f ÂflÌ·È ÛıÌfiË˘Ú flÛÔÚ ÏÂ ÏÁ‰›Ì Í·È Ù¸ÙÂ

�‚Î� xƒ�� „È· ÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı �ƒ���� ›˜ÔıÏÂ

�ƒ���� ku��� t�kL��I�t � kv�kL��I��� �t � ��� t��

≈fl Î›ÔÌ� ¸Ù·Ì ÛÙÁÌ �ƒ���d� ÈÛ˜˝ÂÈ ÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔ fl‰ÈÔ ÛıÏ‚·flÌÂÈ Í·È ÛÙÁÌ �ƒ�����
¡ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÔı  Âˆ� ƒ ÂflÌ·È Ô ÔÒÈÛÏ¸Ú Í·È Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÏÈ‹Ú ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ·Ú ÏÂË¸‰˘Ì Â	

ÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì� Ù˝Ôı Crank
Nicolson� „È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı ÒÔ‚Îfi	
Ï·ÙÔÚ �ƒ����� œÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ·ıÙ›Ú ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Í·Ù‹ÎÎÁÎ˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì s� Í·È s�� ›˜ÔıÌ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈ	
Ô˝Ì ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÁÚ �ƒ���� �‚Î� –¸ÒÈÛÏ· ƒ������� ÃÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�ƒ���� max
��n�N

kUn � unkd�I�tn � C�k� � h���

”� ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ N � N ÂflÌ·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ� k �� t�

N ÂflÌ·È ÙÔ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ‚fiÏ·� tn �� nk „È· n � �� � � � � N � Í·È „È· Í‹ÔÈÔ t � ��� t� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ

ÏÂ k � kd�I�t ÏÈ‹ ‰È·ÍÒÈÙfi ÛÙ‹ËÏÁ ·Ì‹ÎÔ„Á ÙÁÚ L��I�t�� �‚Î� xƒ����� ¡Í¸Ï· un Í·È Un

ÂflÌ·È� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÁÚ u Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˛Ì ÙÁÚ�
ÛÙÔıÚ Í¸Ï‚ÔıÚ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ‰È·ˆÔÒ˛Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÁ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi tn� ‘›ÎÔÚ�
h �� �

J�� ÂflÌ·È ÏÈ‹ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ� ¸Ôı J � N ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì

ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì Í¸Ï‚˘Ì ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ÛÂ Í‹ËÂ ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi�
≈Ì ÛıÌÂ˜Âfl·� ‰flÌÔıÏÂ ÏÈ‹ ÂÈÍ¸Ì· ÙÔı ÂÒÈÂ˜ÔÏ›ÌÔı ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı

ƒ� ”ÙÁÌ xƒ� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ÏÈ‹ a
priori ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÁ u ÛÙÁÌ ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÁ ·¸

ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÛÙ‹ËÏÁ L��I�t��� ”ÙÁÌ xƒ� ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì�
·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı� ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÙÁ ÛıÌ›ÂÈ‹ ÙÁÚ Í·È ·	
Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �ƒ����� ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ƒ�� ÍÎÂflÌÔÌÙ·Ú ÙÔ

ÍÂˆ‹Î·ÈÔ� ·Ì·ˆÂÒ¸Ï·ÛÙÂ Û˝ÌÙÔÏ· ÛÙÁÌ ÒÔ›ÎÂıÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Í·È Û˜ÔÎÈ‹ÊÔıÏÂ

ÙÁ Û˜ÂÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl·�

xƒ�� ‘Ô ÛıÌÂ˜›Ú Ò¸‚ÎÁÏ·�
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ ��� ��I�t ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÙÔı L��I�t�� Í·È ÏÂ

k � kI�t ÙÁÌ ·Ò·„¸ÏÂÌÁ ·� ·ıÙ¸ ÛÙ‹ËÏÁ� AÍ¸Ï· ·ÎÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ „Ò‹	

ˆÔÌÙ·Ú w�t� ·ÌÙfl w��� t� „È· ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı �x� t�� Í·È �g ·ÌÙfl dg
dt „È· ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı

t�
’ÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �ƒ���� ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Î‹ Í·È ÛıÏ	

‚È‚·ÛÙ‹ ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Á u Ì· ÂflÌ·È ¸ÛÔ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ÔÏ·Îfi ÛÙÔ Dt� � �”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Á

ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ u ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı Dt� ÂÁÒÂ‹ÊÂÙ·È ·¸ ÂÍÂflÌÁ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌ·Ò	
ÙfiÛÂ˘Ì s� Í·È s���

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ ›Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú „È· ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·	
ÙÔÚ �ƒ�����

���



–Ò¸Ù·ÛÁ ƒ��� �L� � ÂıÛÙ‹ËÂÈ·�� ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �ƒ����� ‘¸ÙÂ

ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�ƒ���a� ku�t�kI�t � kv�kI�� � �

Z t

�

kf�
�kI��d
� �t � ��� t��

ºÙ·Ì f � � Í·È Im � � �� Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ

�ƒ���b� ku�t�kI�t � kv�kI��� �t � ��� t��

¡¸‰ÂÈÓÁ� –ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔıÏÂ Í·È Ù· ‰˝Ô Ï›ÎÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ �ƒ���a� ÏÂ

u Í·È ›ÂÈÙ· ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ x ÛÙÔ I�t�� ∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂZ
I�t

ut�t�u�t�dx � �i�
Z
I�t

jux�t�j�dx�i

Z
I�t

��t�ju�t�j�dx�
Z
I�t

f�t�u�t�dx� �t � ��� t��

« ÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÒ˛Ì� Á �ƒ���d� Í·È Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Cauchy
Schwarz ‰flÌÔıÌ

�ƒ����

Z
I�t

�tju�t�j�dx �� �

Z
I�t

Im ��t�ju�t�j�dx� �Re

Z
I�t

f�t�u�t�dx

��kf�t�kI�tku�t�kI�t� �t � ��� t��

≈fl Î›ÔÌ� Î¸„˘ Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì Dirichlet� ›˜ÔıÏÂ

�ƒ����

d

dt

Z s��t

s��t

ju�t�j�dx � �s��t�ju�s��t�� t�j� � �s��t�ju�s��t�� t�j� �
Z
I�t

�tju�t�j�dx

�

Z
I�t

�tju�t�j�dx� �t � ��� t��

¡¸ ÙÈÚ �ƒ���� Í·È �ƒ���� ›ÂÙ·È ¸ÙÈ

�ƒ����
d

dt
ku�t�k�I�t � �kf�t�kI�tku�t�kI�t� �t � ��� t��

« –Ò¸Ù·ÛÁ ¡��� Í·È Á �ƒ���� Ô‰Á„Ô˝Ì Â˝ÍÔÎ· ÛÙÁÌ �ƒ���a��

ºÙ·Ì f � � Í·È Im � � �� ÔÈ �ƒ���� Í·È �ƒ���� ‰flÌÔıÌ ¸ÙÈ
d

dt
ku�t�k�I�t � � „È· Í‹ËÂ

t � ��� t�� Ôı ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ÒÔˆ·Ì˛Ú ÙÁÌ �ƒ���b�� �

���



xƒ�� « Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì�

xƒ��� –ÂÒÈ„Ò·ˆfi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı�

∏ÛÙ˘ N � N � ‘¸ÙÂ ÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ‹ ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ��� t� ÏÂ ‚fiÏ· k �� t�

N

Í·È Í¸Ï‚ÔıÚ tn �� nk� n � �� � � � � N � Í·È Ë›ÙÔıÏÂ tn�
�
� �� tn � k

� „È· n � �� � � � � N � ��

∏ÛÙ˘� ·Í¸Ï·� ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ��� �� � C���� t��R� �ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì s�� s� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·�
Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�ƒ�����a� �j�t
n� � sj�t

n�� n � �� � � � � N� j � �� ��

�ƒ�����b� ���t�  ���t�� �t � ��� t��

Í·È

�ƒ�����c� �j
��
�tn�tn��� � C���tn� tn���R�� n � �� � � � � N � �� j � �� ��

‘¸ÙÂ ÔÒflÊÔıÏÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ � � C���� t��R� ˘Ú ÂÓfiÚ � �� �� � ���

∏ÛÙ˘ J � N � ‘¸ÙÂ ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò‹ÏÂÙÒÔ ·Ì·ˆÔÒ‹Ú „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ

˜˛ÒÔ h �� �
J�� � ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ˜˘ÒÈÍÔ˝ ‚fiÏ·ÙÔÚ h� �� h� Í·È� „È· j � �� � � � � J � �� ÙÈÚ

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ˜˘ÒÈÍ˛Ì Í¸Ï‚˘Ì xj �� �� � jh��
∏ÛÙ˘

C J��
� ��

�
�y�� � � � � yJ���

T � C J�� � y� � yJ�� � �
�
�

√È· ‰ÔË›ÌÙ· ��� � � � � �N � C J��
� � ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ

��n ��
�

k
��n�� � �n� Í·È �n�

�
� ��

�

�
��n�� � �n��

„È· n � �� � � � � N � ��

≈ÈÎ›ÔÌ „È· Í‹ËÂ t � ��� t� ÔÒflÊÔıÏÂ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ !h��t � C
J��
� ��C J��

� � ˘Ú ÂÓfiÚ�

!h��twj ��
wj�� � �wj � wj��

h���t�
� j � �� � � � � J�

„È· Í‹ËÂ w � C J��
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