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–Ò¸ÎÔ„ÔÚ

»· fiËÂÎ· Ì· Âı˜·ÒÈÛÙfiÛ˘ ¸ÎÔıÚ ¸ÛÔıÚ ÏÂ ‚ÔfiËÁÛ·Ì „È· ÙÁÌ ÔÎÔÍÎfi-
Ò˘ÛÁ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú. –Ò˛Ù· ·¸ ¸ÎÔıÚ ÙÔÌ ‰‹ÛÍ·ÎÔ ÏÔı K·ËÁ„ÁÙfi
√. AÍÒfl‚Á. H Í·ËÔ‰fi„ÁÛÁ ÙÔı, ·Ì Í·È ·¸ Ï·ÍÒı‹ ÙÔ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ
‰È‹ÛÙÁÏ·, ÛÙfiÒÈÓÂ ÙÁÌ ÒÔÛ‹ËÂÈ· ÏÔı. TÔ ÍÂÌ¸ Ôı ‰ÁÏÈÔ˝Ò„ÁÛÂ Á
·ÔıÛfl· ÙÔı ÛıÏÎfiÒ˘ÛÂ Ô EflÍÔıÒÔÚ K·ËÁ„ÁÙfiÚ X. M·ÍÒÈ‰‹ÍÁÚ, ÙÔı
ÔÔflÔı Á ‚ÔfiËÂÈ· fiÙ·Ì ·Ï›ÒÈÛÙÁ Í·È ÔÎ˝ÎÂıÒÁ. M‹ÎÈÛÙ· ÙÔ M›ÒÔÚ A
ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ÏÔı ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı ÏÔı ›ËÂÛÂ. T¸ÛÔ Ô √.
AÍÒfl‚ÁÚ ¸ÛÔ Í·È Ô X. M·ÍÒÈ‰‹ÍÁÚ ‰È‹‚·Û·Ì Â·ÌÁÎÂÈÏÏ›Ì· ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸
˜ÂÈÒ¸„Ò·ˆÔ Í·È ÛıÌ›‚·ÎÎ·Ì ·Ôˆ·ÛÈÛÙÈÍ‹ ÛÙÁ ‰È·Ï¸Òˆ˘ÛÁ ÙÁÚ ÙÂÎÈÍfiÚ

ÏÔÒˆfiÚ ÏÂ ıÔ‰ÂflÓÂÈÚ, ‰ÈÔÒË˛ÛÂÈÚ Í·È ‚ÂÎÙÈ˛ÛÂÈÚ ÛÙÈÚ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì
ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì.

I‰È·flÙÂÒ· Âı˜·ÒÈÛÙ˛ ÙÔÌ K·ËÁ„ÁÙfi B. ƒÔı„·Îfi Í·È ÙÔÌ EflÍÔıÒÔ
K·ËÁ„ÁÙfi E. B‹‚·ÎÁ Ôı Ï·Êfl ÏÂ ÙÔÌ √. AÍÒfl‚Á ·ÔÙ›ÎÂÛ·Ì ÙÁÌ
ÙÒÈÏÂÎfi ÛıÏ‚ÔıÎÂıÙÈÍfi ÂÈÙÒÔfi Á ÔÔfl· ·Ò·ÍÔÎÔıËÔ˝ÛÂ ÙÁÌ ÂÓ›ÎÈÓÁ
ÙÁÚ ‰È·ÙÒÈ‚fiÚ Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔÌ K·ËÁ„ÁÙfi I. –··‰‹ÍÁ, ÙÔÌ K·ËÁ„ÁÙfi I.
AË·Ì·Û¸ÔıÎÔ Í·È ÙÔÌ EflÍÔıÒÔ K·ËÁ„ÁÙfi √. KÔÛÛÈ˛ÒÁ ÔÈ ÔÔflÔÈ, Ï·Êfl
ÏÂ ÙÔıÚ ·Ì·ˆÂÒ¸ÏÂÌÔıÚ ·Ò·‹Ì˘ Í·ËÁ„ÁÙ›Ú, ÛıÏÏÂÙÂfl˜·Ì ÛÙÁÌ ÂÙ·ÏÂÎfi
ÂÓÂÙ·ÛÙÈÍfi ÂÈÙÒÔfi Í·È ‰È‹‚·Û·Ì ÙÁÌ ‰È·ÙÒÈ‚fi ÏÔı.

OÈ ÏÂÙ·Ùı˜È·Í›Ú ÏÔı ÛÔı‰›Ú Í·È Á ÂÒÂıÌÁÙÈÍfi ÏÔı ÂÒ„·Ûfl· ıÔÛÙÁ-
Òfl˜ËÁÍ·Ì ÔÈÍÔÌÔÏÈÍ‹ Í·Ù‹ Í·ÈÒÔ˝Ú ·¸ ÙÔ –·ÌÂÈÛÙfiÏÈÔ KÒfiÙÁÚ (M·ËÁ-

Ï·ÙÈÍ¸ TÏfiÏ· Í·È ≈È‰ÈÍ¸Ú ÀÔ„·ÒÈ·ÛÏ¸Ú  ÔÌ‰ıÎfl˘Ì ∏ÒÂıÌ·Ú (–≈Õ≈ƒ
#1747, ˜ÒÁÏ·ÙÔ‰¸ÙÁÛÁ √.√.≈.‘)) Í·È ·¸ ÙÔ IÌÛÙÈÙÔ˝ÙÔ YÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ˛Ì
M·ËÁÏ·ÙÈÍ˛Ì ÙÔı I‰Ò˝Ï·ÙÔÚ TÂ˜ÌÔÎÔ„fl·Ú Í·È ∏ÒÂıÌ·Ú. –ÒÔÚ ·ıÙ‹ Ù·
‰˝Ô È‰Ò˝Ï·Ù· ÂÍˆÒ‹Ê˘ ÙÈÚ Âı˜·ÒÈÛÙflÂÚ ÏÔı.





–ÂÒflÎÁ¯Á

”Â ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ÙÁÌ ÒÔ-
Û›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Í·Ë˛Ú Í·È ÒÔ-
‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ.

”Ù· KÂˆ‹Î·È· ��� ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È·
ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú
ÛÂ ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ � � R� . –ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈ-
Ï›Ì· ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ „Ì˘ÛÙ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ¸Ôı Á ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì
ÛıÌÂ˜˛Ì, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÛÂ ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸

Th ÙÔı �. EflÛÁÚ, Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ›Ì· Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
¸Ôı ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl· ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ¸˜È Í·Ù' ·Ì‹„ÍÁ
ÛıÌÂ˜˛Ì, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂ-
Ò·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ù¸ÛÔ ÛÙÁÌ H� ¸ÛÔ Í·È ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·. OÈ
Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ ›Ì·Ì ‰ı˙Í¸
‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı Th Ôı ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌ· ˜˘Òfl·.

”Ù· KÂˆ‹Î·È· � Í·È � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ, „È· ÙÁÌ
ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson Í·È „È· Ïfl· „ÂÌÈÍfi ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ, Ôı ÒÔ-
Í˝ÙÔıÌ ˘Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ-
˜Âfl˘Ì Ï›Û˘ Í·Ì¸Ì˘Ì ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ. H ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ
Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ·ÌfiÍÂÈ ÂflÙÂ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·

„Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÂflÙÂ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì Crouzeix�Raviart Í·È ·Ô-
‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L�

Ì¸ÒÏ·. EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔıÚ Í·Ì¸ÌÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfi-
Ò˘ÛÁÚ Ô‰Á„Ô˝Ï·ÛÙÂ ÛÙ· ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· ÙÔı KÂˆ·Î·flÔı � Í·Ë˛Ú Í·È
ÛÂ Ì›ÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì.

”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson Û˝Ïˆ˘Ì·
ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ôı ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ W ��� ÁÏÈÌ¸ÒÏ· Í·È L� Ì¸ÒÏ·.

”ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ Ï›ÒÔÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·
·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í·È ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛfiÚ
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ÙÔıÚ. ∏ÙÛÈ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÏÁ ‹Í·ÏÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì
ÙÈÏ˛Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ Au��t	 
 B�t� u�t		� t � ��� t�� ¸Ôı t� � �� A ÂflÌ·È
›Ì·Ú ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÛÂ ›Ì· ˜˛ÒÔ
Hilbert H Í·È B ›Ì·Ú ÈË·Ì¸Ì ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ. ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ
˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Í·È ˘Ú ÒÔÚ
ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ‹ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ. AÔ‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ Ù·

·ˆÁÒÁÏ›Ì· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau ÛÙÔ Rn � n � ��
ÛÂ Ïfl· „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev ÛÂ Ïfl· ˜˘ÒÈÍfi ‰È‹ÛÙ·ÛÁ, ÛÂ
Ïfl· ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÙÔÌ Rn � n 
 �� �� Í·È ÛÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ·
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ù˝Ôı Boussinesq.

T›ÎÔÚ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ·Î¸ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·
·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ ËÂÒÏ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ
�� ��� T � ¸Ôı � � R� ÂflÌ·È ›Ì· ÍıÒÙ¸, ˆÒ·„Ï›ÌÔ ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ
Í·È T � �. ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÔ Ò˛ÙÔ Ï›ÒÔÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ Â-
Ò„·Ûfl·Ú. ÿ‹˜ÌÔıÏÂ Ïfl· Î˝ÛÁ ÙÔı ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰È·ÍÒÈÙÔ-

ÔÈÔ˝ÏÂ Ù· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. AÔ‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ
ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ· „È· Ù· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ Í·È ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·
Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ.



Abstract

We analyse numerical methods for the approximation of the solution of
elliptic partial differential equations and initial and boundary value problems
and derive optimal order error estimates.

In Chapters ��� we analyse finite volume discretizations of elliptic
differential equations of second order in a bounded, convex, polygonal
domain � � R� . Thus, in Chapter � we present known results for finite
volume methods approximating from the standard finite element space of
continuous piecewise linear functions in a triangulation Th of �. Also we
construct a finite volume scheme where we seek an approximate solution in
the nonconforming finite element space of piecewise linear functions, i.e.,

the finite element space of Crouzeix�Raviart, and prove optimal order error
estimates in the H� and L� norm. Both methods considered in this chapter
are based on a dual partition of Th consisting of nonoverlapping regions.

In Chapters � and � we discretize ��u��u 
 f and a general elliptic
differential equation with a discrete method which is an approximation
of the corresponding finite element method by quadrature rules. We
construct approximate solutions either in the standard finite element space of
continuous, piecewise linear functions or in the nonconforming finite element
space of Crouzeix�Raviart and establish optimal order error estimates in
H� and L� norm. For specific choices of quadrature rules we get the
discrete schemes of Chapter � as well as new finite volume methods.

In Chapter � we consider again Poisson's equation, discretize it as in
Chapter �� and derive optimal order error estimates in W ��� seminorm

and L� norm.

The second part of this thesis is devoted to the discretization of two
initial and boundary value problems. In Chapter � we consider a nonstiff
initial value problem of the abstract form Au��t	 
 B�t� u�t		� t � ��� t��
where t� � �� A is a linear, selfadjoint and positive definite operator in
a Hilbert space H and B a possibly nonlinear operator. We discretize in
space using finite element methods and in time by linear multistep methods
and prove optimal order error estimates. Then we apply our abstract
results to Rosenau's equation in Rn � n � �� to a generalized equation of
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Sobolev type in one space dimension, to a pseudoparabolic equation in Rn �
n 
 �� �� and to a system of equations of Boussinesq type.

Finally, in Chapter � we consider an initial and boundary value problem
for the heat equation in �� ��� T � where � � R� is a bounded, convex,
polygonal domain and T � �. We use the finite volume methods considered
in the first part of this thesis, to discretize in space and backward Euler's
method to dicretize in time. The approximate solution at each time level is

an element of the nonconforming finite element space of Crouzeix�Raviart.
We prove optimal order error estimates in H� and L� norm for both the
semidiscrete and fully discrete schemes.
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EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÂÎÎÂÈÙÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ.

�√Ì˘ÛÙ‹ Í·È Ì›· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ”ıÏ‚ÔÎÈÛÏÔfl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� H ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson �”ıÌÂ˜fi ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl·	 � � � � � � � ��
��� Mfl· „ÂÌÈÍfi ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ �”ıÌÂ˜fi ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl·	 ��
��� H ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson �MÁ ÛıÌÂ˜fi ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl·	 � � � ���
��� Mfl· „ÂÌÈÍfi ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ �MÁ ÛıÌÂ˜fi ÂÂÒ·ÛÏ›Ì·

ÛÙÔÈ˜Âfl·	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� Mfl· Ì›· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ: AÎfi ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ”ıÏ‚ÔÎÈÛÏÔfl Í·È ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ∏Ì· „ÂÌÈÍ¸ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú I: M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÛıÌÂ˜fi

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú II: M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÏÁ ÛıÌÂ˜fi

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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�� Mfl· Ì›· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ: EÎÎÂÈÙÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÏÂ ÏÂÙ·‚ÎÁÙÔ˝Ú

ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ∏Ì· „ÂÌÈÍ¸ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú I: M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÛıÌÂ˜fi

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú II: M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÏÁ

ÛıÌÂ˜fi ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� OÏÔÈ¸ÏÔÒˆÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı

Poisson � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ”ıÏ‚ÔÎÈÛÏÔfl Í·È ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� √ÂÌÈÍ›Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú I: M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÛıÌÂ˜fi

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú II: M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÏÁ

ÛıÌÂ˜fi ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

MEPO” B

API»MHTIKE” ME»OƒOI √IA ƒYNAMIKE”

MEPIKE” ƒIA÷OPIKE” EŒI”Ÿ”EI”

EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

�� –ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ „È· ÏÁ ‹Í·ÏÙÂÚ ‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ � � � � ���
��� EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� –ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹ Í·È ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� –ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·: H Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı Euler � � � � � � � � � � � � ���
��� –ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·: ∂ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ � � � ���
��� Eˆ·ÒÏÔ„›Ú � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· � � � � � � ���
��� EÈÛ·„˘„fi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ∏Ì· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÂ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ � � � ���
��� ∏Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÂ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ

‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ∏Ì· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÂ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ

‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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��� ∏Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÂ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ
‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

BÈ‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���





–flÌ·Í·Ú ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ˛Ì

A�K	 ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÂÙÒ‹ÎÂıÒ˘Ì ıÔ˜˘Òfl˘Ì ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K ·Ì
ÛıÌ‰›ÛÔıÏÂ ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÏÂ Ù· Ï›Û· Ù˘Ì ÎÂıÒ˛Ì

ÙÔı.
Bc ‰ı˙Í¸Ú ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı Th Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ˜˘Òfl· ÙÔı

�KA�K	.
Bn ‰ı˙Í¸Ú ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı Th Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ˜˘Òfl· ÙÔı

�KfTh�K	.
Eh�K	 ÔÈ ÎÂıÒ›Ú ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th.
Eh ÔÈ ÎÂıÒ›Ú ÙÔı Th.
Ein
h ÔÈ ÎÂıÒ›Ú ÙÔı Th Ôı ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ï›ÒÔÚ ÙÔı ��.

E�
h�bz	 
 f� � � 
 e � bz� e � Eh�K	� K � Th�Vz	g� bz � Bc�

z � Z in
h .

E�
h�Vz	 
 �K�Th�Vz�Eh�K	 n fe � �K�Th�Vz�Eh�K	 � e � �Vzg�

Vz � Vc� z � Z in
h .

ez Á ÎÂıÒ‹ ÙÔı K Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ·›Ì·ÌÙÈ ·¸ ÙÁÌ z � Zh�K	.
P� Ô ˜˛ÒÔÚ ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì ‰˝Ô ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì ‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ � � N.
Sh ¸˜È Í·Ù' ·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜ÂflÚ �nonconforming	� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·

„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ.
S�
h 
 fv � Sh � v�me	 
 �� e � Eh n Ein

h g.
Th ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú ÙÔı �.fTh�K	 ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ıÔ˜˘Òfl˘Ì ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K ·Ì

ÛıÌ‰›ÛÔıÏÂ ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÏÂ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı.
Th�Ve	 Ù· ÙÒfl„˘Ì· K � Th Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔ Ve.
Th�Vz	 Ù· ÙÒfl„˘Ì· K � Th Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔ Vz .
Xh ÛıÌÂ˜ÂflÚ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ.
X�
h 
 fv � Xh � vj�� 
 �g.

Vz ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì ÏÂ ÍÔÈÌfi ÍÔÒıˆfi z � Zh.
Ve ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì ÏÂ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ e � Eh.
Vc Ù· ˜˘Òfl· Vz.
Vn Ù· ˜˘Òfl· Ve.
Zh�K	 ÔÈ ÍÔÒıˆ›Ú ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th.
Zh ÔÈ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı Th.
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Z in
h ÔÈ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ›Ú ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı Th.

zNe � z
S
e ÔÈ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı Th Ôı ÂflÌ·È ‹ÍÒ· ÙÁÚ e � Eh.
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EÈÛ·„˘„fi

”ÙÔ Ò˛ÙÔ ÙÔ Ï›ÒÔÚ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú ·ıÙfiÚ Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì �finite volume	 „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÂÎÎÂÈÙÈÍ›Ú ‰È·ˆÔ-
ÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ‰Â˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú. ”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ‰flÌÔıÏÂ Ïfl· Û˝ÌÙÔÏÁ
ÂÒÈ„Ò·ˆfi ÙÔı ÙÒ¸Ôı Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì. OÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ıÎÔÔÈÁËÔ˝Ì ÏÂ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÂflÙÂ Â-
ÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì ÂflÙÂ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì. ∏˜ÔıÌ ÂıÒ›˘Ú
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl, ÍıÒfl˘Ú ˘Ú Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì, „È· ÙÁ
‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì Ôı ÛıÌ·ÌÙÔ˝ÏÂ ÛÙÁ ÏÁ˜·ÌÈÍfi Ù˘Ì ÒÂıÛÙ˛Ì
Í·È „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒ· ÛÂ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ì¸Ï˘Ì ‰È·ÙfiÒÁÛÁÚ. EÏÂflÚ Â‰˛ Ë· ÂÈÎ›-
ÓÔıÏÂ Ì· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ Û˜fiÏ·Ù· Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á Î˝ÛÁ ·ÌfiÍÂÈ ÛÂ ›Ì· ˜˛ÒÔ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì. »· ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ÏÂÒÈÍ‹ „Ì˘ÛÙ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·

„È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÛÂ ›Ì· ˜˘ÒflÔ
� � R� ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì . H ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÛÂ
·ıÙ‹ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÛÂ ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th ÙÔı �. H Ï›ËÔ‰ÔÚ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ ›Ì·Ì
‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı Th Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ˘Ú ÂÓfiÚ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÛÁÏÂflÔ
ÛÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ Í‹ËÂ ÙÒÈ„˛ÌÔı. ”ıÌ‰›ÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÏÂ
ÙÔ Ï›ÛÔ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹Ú ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı ·flÒÌÔıÏÂ ›Ì·Ì ÎÂÙ¸ÙÂÒÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸
ÙÔı �. H ›Ì˘ÛÁ Ù˛Ò· ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ıÔ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÍÔÈÌfi Ïfl· ÍÔÒıˆfi ÙÔı
ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔ˝ Th ‰flÌÂÈ Ù· ˜˘Òfl· Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı
Th. OÈ Bank Í·È Rose, ��� Í·È Ô Cai, ���� ›˜ÔıÌ ÏÂÎÂÙfiÛÂÈ ·ıÙfi ÙÁ
Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson Í·È „È· Ïfl· „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍfi

ÂÓflÛ˘ÛÁ, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ºÏ˘Ú, ÂÌ˛ ÛÙÁÌ �� ıÔË›ÙÔıÌ Ï¸ÌÔ ¸ÙÈ Ô Th
ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ, ‚Î. OÒÈÛÏ¸ ������ ÛÙÁÌ ��� ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Í·ÌÂflÚ
Ì· ıÔË›ÛÂÈ ‰È‹ˆÔÒÂÚ �ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú	 ÛıÌËfiÍÂÚ Ù¸ÛÔ „È· ÙÔÌ ·Ò˜ÈÍ¸
‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Th� ¸˘Ú ¸ÙÈ Ù· ÙÒfl„˘Ì· ÂflÌ·È ÔÓı„˛ÌÈ·, ¸ÛÔ Í·È „È· ÙÔÌ
‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı, ‚Î. x���. –‹ÌÙ˘Ú ÛÙÈÚ �� Í·È ��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔÌÙ·È
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·.

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì Bank, Rose Í·È Cai, Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹-
ÛÔıÏÂ ›Ì· Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì, ¸Ôı Á ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ
·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. º˘Ú
Í·È ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú, Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÂ ›Ì·Ì ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı
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Th Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ò¸ÏÔÈ·: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÛÁÏÂflÔ ÛÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ Í‹ËÂ
ÙÒÈ„˛ÌÔı. ”ıÌ‰›ÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÏÂ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı
ÙÒÈ„˛ÌÔı ·flÒÌÔıÏÂ ›Ì·Ì ÎÂÙ¸ÙÂÒÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı �. H ›Ì˘ÛÁ Ù˛Ò·
·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ıÔ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÍÔÈÌfi Ïfl· ÎÂıÒ‹ ÙÔı ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔ˝ Th ‰flÌÂÈ
Ù· ˜˘Òfl· Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı Th. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ
Ô Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ, ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹-
ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·, „È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Ù¸ÛÔ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ

ÙÔı Poisson ¸ÛÔ Í·È Ïfl·Ú „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÁÚ ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ.
AÓflÊÂÈ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ ÙÔı Poisson

ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÙÁÚ �� Í·È ·ıÙfi Ôı ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ Â‰˛
ÛÙÁÌ x��� Í·È ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÂflÌ·È
ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÂÚ ÏÂ „Ò·ÏÏÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· Ôı ‰È·ˆ›ÒÔıÌ Ï¸ÌÔ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›-
ÎÔÚ. AıÙfi ¸Ï˘Ú Á È‰È¸ÙÁÙ· ‰ÂÌ ‰È·ÙÁÒÂflÙ·È Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÌ¸Ú
„ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi. –‹ÌÙ˘Ú ¸˘Ú Ë· ‰Ô˝ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·È-
Ô �� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ˘Ú
ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì.

”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ·Îfi ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

��	 ��u� �u 
 f� ÛÙÔ �� u 
 �� ÛÙÔ ���

Í·È „È· ›Ì·Ì ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ı¸˜˘ÒÔ Vh ÙÔı H�
� ��	� ÙÁÌ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì: ZÁÙÂflÙ·È uh � Vh� Ù›ÙÔÈ·
˛ÛÙÂ

��	

Z
�

ruh � r	dx�

Z
�

�uh	dx 


Z
�

f	 dx� 		 � Vh�

EÈÛ‹„ÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ��	 Ôı ·ÔÙÂÎÂfl ÒÔÛ›„„ÈÛÁ
ÙÁÚ ��	� ∏ÙÛÈ ÒÔÛÂ„„flÊÔıÏÂ ÙÔÌ ‰Â˝ÙÂÒÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ ��	 ÏÂ

R
�Q�uh		

dx Í·È ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÏÂ
R
fQ�		 dx� ¸Ôı

R
Q�w	 dx ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì

Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙÔ �. √È· ·ıÙfi ÙÁ Ì›· Ï›ËÔ‰Ô ‰Âfl-
˜ÌÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·.
EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔıÚ Í·Ì¸ÌÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfi-
Ò˘ÛÁÚ, ·flÒÌÔıÏÂ Ù· ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· ÙÁÚ �� Í·È ÙÁÚ x��� Í·Ë˛Ú Í·È
Ì›ÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì.

”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � Ù˛Ò· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ
ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

��	 �div �Aru	 � �u 
 f� ÛÙÔ �� u 
 �� ÛÙÔ ���

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Í·È ‹ÎÈ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì:
ZÁÙÂflÙ·È uh � Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

��	

Z
�

Aruh � r	dx�

Z
�

�uh	dx 


Z
�

f	 dx� 		 � Vh�
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Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green ÛÙÁÌ ��	 ÛÂ Í‹ËÂ
›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔ˝ Th ÙÔı �� ·flÒÌÔıÏÂ

��	

X
K�Th

�Z
�K

�Aruh	 � n	ds�
Z
K

div �Aruh		dx
�

�

Z
�

�uh	dx 


Z
�

f	 dx� 		 � Vh�

K·Ù' ·Ì·ÎÔ„fl· ÏÂ ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �� ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ
Ôı ·ÔÙÂÎÂfl ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ��	. ∏ÙÛÈ ÒÔÛÂ„„flÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ¸ÒÔ
ÙÁÚ ��	 ÏÂ

R
�Aruh	 � nQ��		 ds Í·È ÙÔıÚ ı¸ÎÔÈÔıÚ ÏÂ

R
div �A

ruh	Q��		 dx�
R
�Q��uh		 dx Í·È

R
fQ��		 dx� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ¸ÔıR

Q��w	 ds� Í·È
R
Q��w	 dx ÔÒflÊÔıÌ Í·Ì¸ÌÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘-

ÛÁÚ ÛÂ Ïfl· Í·È ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. M‹ÎÈÛÙ· ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı
o Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, Í·È Ô A ÂflÌ·È ›Ì·Ú � � � flÌ·Í·Ú ÛÙ·ËÂÒ˛Ì, ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ
Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÙ· KÂˆ‹Î·È· � Í·È � Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È. ƒÂfl˜ÌÔıÏÂ ·Í¸Ï·
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ· „È· ÙÔ
‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· Ôı ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ. EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔıÚ
Í·Ì¸ÌÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ Ïfl· Í·È ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Ô‰Á„Ô˝Ï·-
ÛÙÂ ÛÙ· ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ù˘Ì ��� Í·È x��� Í·Ë˛Ú Í·È ÛÂ Ì›ÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì.

T›ÎÔÚ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı KÂˆ·Î·flÔı �.
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M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÂÎÎÂÈÙÈÍ›Ú
ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ �√Ì˘ÛÙ‹ Í·È Ì›· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·�

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì

�finite volume	 „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ ÙÔı Poisson Í·Ë˛Ú Í·È
Ïfl·Ú „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÁÚ ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ. ZÁÙÔ˝ÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ
Í·ËÂÌ¸Ú ·¸ Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÛÂ ˜˛ÒÔıÚ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì fi
ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì ÙÏÁÏ·ÙÈÍ‹ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì �conforming fi
nonconforming piecewise linear spaces	.

��� EI”A√Ÿ√H

H Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì �finite volume method	 ÂflÌ·È Ïfl·
ÂıÒ›˘Ú ‰È·‰Â‰ÔÏ›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ Ì¸Ï˘Ì ‰È·ÙfiÒÁÛÁÚ Í·È ÒÔ-
‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È ‰È‹˜ıÛÁÚ. H È‰È·ÈÙÂÒ¸ÙÁÙ· Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ
ÛÙÔÌ ÙÒ¸Ô Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ÙÁÚ, ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÈÚ „Ì˘ÛÙ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ Ù˘Ì
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì Í·È Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ÂflÌ·È ¸ÙÈ
Ò˛Ù· ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ � ÛÂ ıÔ˜˘Òfl· Í·È ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÂ Í·Ë›Ì· ·¸ ·ıÙ‹
Ïfl· ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ.

ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ıÙ›Ú ÙÈÚ Ì›ÂÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ
ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú.

ƒÂÌ ÂflÌ·È Û·ˆ›Ú ¸ÙÂ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ·ÒÔı-
ÛÈ‹ÛÙÁÍÂ „È· Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹ ÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ¸ÌÔÏ·. M›ËÔ‰ÔÈ ¸Ï˘Ú Ôı
‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ ·Ò¸ÏÔÈÂÚ È‰›ÂÚ ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ ÙÔı Varga, ����
¸˘Ú ÂflÛÁÚ ÂflÌ·È ÙÔ Û˜fiÏ· ÙÔı Godunov, ���� ÙÔ Û˜fiÏ· ÙÔı Preiss-
mann, �Preissmann box scheme	� ���� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ ÙÔ Û˜fiÏ· ÙÔı Keller,
�Keller box scheme	� ���� ���� �‚Î. ���� Chapter �	. ÷·flÌÂÙ·È ¸Ï˘Ú ¸ÙÈ
Ô ¸ÒÔÚ finite volume ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ ·Ò˜fi ÙÁÚ ‰ÂÍ·ÂÙfl·Ú ���� „È·
ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÔı ÎfiÒÔıÚ ‰ıÌ·ÏÈÍÔ˝ ÙÁÚ ·ÂÒÔ‰ıÌ·ÏÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ,

������	 r � 
�ru	 
 �� ÛÙÔ � � R� �
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¸Ôı Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ 
 
 
�jruj	 ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Bernoulli,
�‚Î. ���� Chapter �	.

»· ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÔÌ ÙÒ¸Ô Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ Ïfl·Ú ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı � ÛÂ ıÔ˜˘Òfl· V � �
ÏÂ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÏ·Î¸ Û˝ÌÔÒÔ, Ôı Í·ÎÔ˝ÌÙ·È ˜˘Òfl· ÂÎ›„˜Ôı fi Í˝ÙÙ·Ò·
�control volumes fi cells fi boxes	 Í·È ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÂ Í‹ËÂ
V . ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Gauss, Ô¸ÙÂ
ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á ·Í¸ÎÔıËÁ ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍfi Û˜›ÛÁ ÛÂ Í‹ËÂ ˜˘ÒflÔ ÂÎ›„˜Ôı V

������	

Z
�V


ru � nds 
 ��

¸Ôı n ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í·ÌÔÌÈÍ¸ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ
�V .

”ÙÁÌ ÍÎ·ÛÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÂÂÒ·-
ÛÏ›ÌÂÚ ‰È·ˆÔÒ›Ú ÛÂ ›Ì· ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸ fi ÙÒÈ„˘ÌÈÍ¸ ‰È·ÏÂÒÈÏ¸ ÙÔı � „È· ÙÁ
‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	. –ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ¸Ï˘Ú ‰È‹ˆÔÒ· Û˜fiÏ·Ù· ·Ì‹ÎÔ„·
ÏÂ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ÛÙÔ ÔÔflÔ ÒÔÛÂ„„flÊÔıÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÁÚ ������	. ∏ÙÛÈ ·Ì
ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ˘Ú ˜˘Òfl· ÂÎ›„˜Ôı V� Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂÌ¸Ú ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı �
ÛÂ ÔÒËÔ„˛ÌÈ·� Ù· Û˜fiÏ·Ù· Ôı ÒÔÛÂ„„flÊÔıÌ ÙÁ u ÛÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı V
ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È Û˜fiÏ·Ù· Í›ÌÙÒÔı ÍıÙÙ‹ÒÔı �cell center	� ÂÌ˛ ·Ì Á ÒÔÛ›„„ÈÛÁ
„flÌÂÙ·È ÛÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı V Í·ÎÔ˝ÌÙ·È Û˜fiÏ·Ù· ÍÔÒıˆfiÚ ÍıÙÙ‹ÒÔı �cell
vetrex	 Í·È Û˜fiÏ·Ù· ÎÂıÒ‹Ú ÍıÙÙ‹ÒÔı �cell edge	� ·Ì „flÌÂÙ·È ÛÙÔ Ï›ÛÔ

Ù˘Ì ÎÂıÒ˛Ì, �‚Î. ���� Chapter �	.

Mfl· ‹ÎÎÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl· Û˜ÁÏ‹Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ
·Ì ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÔÌ ·Ò˜ÈÍ¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı � ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Í·È ›Ì·Ì
‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸, ¸Ôı Í·È ·ÌfiÍÔıÌ Ù· ˜˘Òfl· ÂÎ›„˜Ôı V . ∏Ì· Ù›ÙÔÈÔ
Û˜fiÏ· ÂflÌ·È ÙÔ Í›ÌÙÒÔı ÍÔÒıˆfiÚ �vetrex center	 ¸Ôı ÔÈ ÍÔÒıˆ›Ú Ù˘Ì

ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì ÙÔı ·Ò˜ÈÍÔ˝ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÛÏÔ˝ ÂflÌ·È ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÂÌ¸Ú ÙÂÒ·„˛ÌÔı
Ôı ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸. ∏Ì· Ù›ÙÔÈÔ Û˜fiÏ· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ
·¸ ÙÔıÚ Dick, ��� Í·È Hall, ���� �‚Î. ���� Chapter �	.

–ÔÎÎÔfl ÂÒÂıÌÁÙ›Ú ›˜ÔıÌ ·Û˜ÔÎÁËÂfl ÏÂ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Û˜ÁÏ‹Ù˘Ì ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì Ôı ÒÔ›Ò˜ÔÌÙ·È ·¸ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘-

Òfl˘Ì. –Ò˛ÙÔÈ ÔÈ McDonald, ���� Í·È ÔÈ MacCormack Í·È Paullay, ����
ÂÈÛfi„·„·Ì ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ‰ıÌ·ÏÈÍfiÚ Ù˘Ì ÒÂı-
ÛÙ˛Ì ÛÂ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·È ÔÈ Rizzi Í·È Inouye, ���� ÛÂ ÙÒÂflÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ.
”˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÏÂ ÂÈÙı˜fl· ·Í¸Ï· „È·
ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È ‰È‹˜ıÛÁÚ �‚Î. ��� Í·È
���	� ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ù˝Ôı Navier�Stokes, ���� Í·Ë˛Ú Í·È „È· ıÂÒ‚ÔÎÈÍ‹
ÛıÛÙÁÏ‹Ù· Ì¸Ï˘Ì ‰È·ÙfiÒÁÛÁÚ, ‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ÙÔ ‚È‚ÎflÔ Ù˘Ì
Godlewski Í·È Raviart, ���� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÈÚ ·Ì·ˆÔÒ›Ú ÙÔı.



��� EI”A√Ÿ√H �

∏Ì·Ú ‹ÎÎÔÚ ÙÒ¸ÔÚ „È· Ì· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÂflÌ·È ÏÂ ÙÁ
˜ÒfiÛÁ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì. ∏ÙÛÈ, ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ uh ÛÂ ›Ì·
˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

Z
�V


ruh � nds 
 ��

AÌ ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th ÙÔı �� Ù· ˜˘Òfl· ÂÎ›„˜Ôı
ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È Ù· fl‰È· Ù· ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı Th fi Ì· ·ÌfiÍÔıÌ ÛÂ ›Ì·Ì ‰ı˙Í¸
‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı Th. ∏ÙÛÈ, ÔÈ Eymard, Gallou�et Í·È Herbin, ���� ����
ÔÈ Lazarov, Michev Í·È Vassilevski, ���� ���� Í·È Ô S�uli, ���� ËÂ˘ÒÔ˝Ì
˘Ú ˜˘Òfl· ÂÎ›„˜Ôı Ù· ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı Th Í·È Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÌ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ u ÏÂ Û˜fiÏ·Ù· Í›ÌÙÒÔı ÍıÙÙ‹ÒÔı. EflÛÁÚ ÔÈ
Bank Í·È Rose, ��� Í·È ÔÈ Cai, Mandel Í·È McCormick, ���� ����
ËÂ˘ÒÔ˝Ì ˜˘Òfl· ÂÎ›„˜Ôı Ôı ·ÌfiÍÔıÌ ÛÂ ›Ì·Ì ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı Th
Í·È Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÌ ÛıÌÂ˜ÂflÚ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ u
ÏÂ Û˜fiÏ·Ù· ÍÔÒıˆfiÚ ÍıÙÙ‹ÒÔı.

EÏÂflÚ ÛÂ ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· Ë· ·Û˜ÔÎÁËÔ˝ÏÂ ÏÂ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Û˜ÁÏ‹Ù˘Ì

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÂ ›Ì· ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th ÙÔı �. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ˜˘Òfl·
ÂÎ›„˜Ôı Ôı ·ÌfiÍÔıÌ ÛÂ ›Ì·Ì ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı Th Í·È Í·Ù·ÛÍÂı‹-
ÊÔıÏÂ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ. ”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ, Í·Ë˛Ú
Í·È ÛÙ· KÂˆ‹Î·È· ���� Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ Ù›ÙÔÈÔı Âfl‰ÔıÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ÏÂÒÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ: √È· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f � L���	� ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ì·
ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � � � R� 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	
�div�Aru	 � �u 
 f ÛÙÔ ��

u 
 � ÛÙÔ ���

¸Ôı � ÂflÌ·È ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÛÙÔÌ R� � A 


�aij	
�
i�j�� ›Ì·Ú ‰ÔÛÏ›ÌÔÚ flÌ·Í·Ú Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì aij �

C���	� � � i� j � �� Í·È � Ïfl· ÔÏ·Îfi, ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÛÙÔ
�� ˆÒ·„Ï›ÌÁ ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ·¸ ‹Ì˘ ·¸ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ �. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ
Ô A ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ: Y‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ��

Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �TA�x	� � ���
T �� 	� � R� � 	x � ��

OÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ Â‰˛ ÂflÌ·È ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ �ÍÎ·ÛÈÍfi�
Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÒÁ ÙÁ ‰È·ˆÔ-
ÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÂ ›Ì· Ùı˜·flÔ ıÔ˜˘ÒflÔ V ÙÔı �� ÏÂ ÔÏ·Î¸ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
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Û˝ÌÔÒÔ, ÒÔÍ˝ÙÂÈ Ïfl· ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ·Ò˜ÈÍfiÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ
ÂÓflÛ˘ÛÁÚ,

������	 �
Z
�V

�Aru	 � nds�
Z
V

�u dx 


Z
V

f dx�

MÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÛÂ„„flÊÔıÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı
ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÁÚ
ÂÓflÛ˘ÛÁÚ, ÛÂ ›Ì·Ì ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ıÔ˜˘Òfl˘Ì V ÙÔı �. »· ÊÁÙfi-
ÛÔıÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÛÂ ‰˝Ô ˜˛ÒÔıÚ. O Ò˛ÙÔÚ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È
·¸ ÛıÌÂ˜ÂflÚ� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Í·È Ô ‰Â˝ÙÂÒÔÚ, ‹ÎÈ
·¸ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú� ·ÎÎ‹ ¸˜È Í·Ù' ·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜ÂflÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ.

O ÙÂÎÂıÙ·flÔÚ ˜˛ÒÔÚ, ÂflÌ·È ÂflÛÁÚ „Ì˘ÛÙ¸Ú ˘Ú ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart, ‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ���.

–ÔÎÎÔfl ÂÒÂıÌÁÙ›Ú ›˜ÔıÌ ·Ì·Î˝ÛÂÈ Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì
Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ÒÔ-
Û›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝ Ù˝Ôı ÛÂ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ‹ Í·È
ÙÒÈ„˘ÌÈÍ‹ Î›„Ï·Ù·. –·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ÔÈ Morton, Stynes Í·È S�uli,
���� ���� ���� ���� ÔÈ Ewing, Lazarov, Mishev, Vassilevski, ���� ����
���� ��� Í·È ÔÈ Eymard, Herbin, Gallou�et, ���� ���� ���� ���.

AÍ¸Ï· ÔÎÎÔfl ÂÒÂıÌÁÙ›Ú ›˜ÔıÌ ıÎÔÔÈfiÛÂÈ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì �Ôı ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È ÂflÙÂ box methods ÂflÙÂ finite volume element
methods	 „È· ÂÎÎÂÈÙÈÍ›Ú ÏÂÒÈÍ›Ú ‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÛÂ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔ˝Ú

ÙÔı � �ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÔÈ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú Î˝ÛÂÈÚ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔıÚ „Ì˘-
ÛÙÔ˝Ú ˜˛ÒÔıÚ Ù˘Ì ÙÏÁÏ·ÙÈÍ‹ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì	� ‚Î. ·Ò·‰Âfl-
„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ Bank Í·È Rose, ��� Hackbusch, ���� Cai, Mandel Í·È
McCormick, ��� Í·È ��� Í·È Schmidt, ���. ”ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ôı Ë·
ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ Â‰˛ „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	 Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ
˜˛ÒÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì. »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈ-
ÛÏ¸ Th ÙÔı � ·¸ ÙÔÌ ÔÔflÔ Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ ‰ı˙ÍÔ˝Ú ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú.
OÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ Ôı Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ ·ıÙÔ˝Ú ÙÔıÚ ‰ı˙ÍÔ˝Ú
‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú.

»· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ‰˝Ô ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú ‰ı˙ÍÔ˝Ú ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú ÙÔı Th. O
Ò˛ÙÔÚ, Ôı Ë· ÙÔÌ Í·ÎÔ˝ÏÂ Bc� ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌ·

˜˘Òfl·. K·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Í‹ËÂ ›Ì· ˜˘ÒflÔ ÙÔı Bc Ì· ÛıÛ˜ÂÙflÊÂÙ·È
ÏÂ Ïfl· Í·È Ï¸ÌÔ Ïfl· ÍÔ Òıˆfi ÙÔı Th. K·Ù' ·Ì·ÎÔ„fl·, Í·È Ù· ˜˘Òfl· ÙÔı
‹ÎÎÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝, Bn� Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÂflÌ·È ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌ·
Í·È Í·Ë›Ì· ÛıÛ˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ Ïfl· Í·È Ï¸ÌÔ Ïfl· ÎÂıÒ‹ ÙÔı Th� T· ˜˘Òfl·
Ù˘Ì ‰˝Ô ·Ò·‹Ì˘ ‰ı˙Í˛Ì ‰È·ÏÂÒÈÛÏ˛Ì, Bc Í·È Bn� ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Í·Ù‹
ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÙÒ¸Ô: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th ›Ì· ÛÁÏÂflÔ
zK Í·È ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ K ÛÂ ÙÒfl· ıÔ˜˘Òfl·, ÂflÙÂ ÛıÌ‰›ÔÔÌÙ·Ú ÙÔ zK
ÏÂ Ù· Ï›Û· Ù˘Ì ÎÂıÒ˛Ì ÙÔı K ÂflÙÂ ÏÂ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ
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ÂÒflÙ˘ÛÁ Á ›Ì˘ÛÁ Ù˘Ì ıÔ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ÍÔÈÌfi Ïfl· ÍÔÒıˆfi ÙÔı Th ‰flÌÂÈ
ÙÔÌ Bc Í·È ÛÙÁÌ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ô Bn ÂflÌ·È Á ›Ì˘ÛÁ Ù˘Ì ıÔ˜˘Òfl˘Ì
ÏÂ ÍÔÈÌfi Ïfl· ÎÂıÒ‹ ÙÔı Th� ‚Î. x���.

”·Ì ›Ì· Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ÏÂË¸‰˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È·
ÙÁÌ ������	 Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÛÙÈÚ x��� Í·È x��� ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ·ıÙ›Ú „È·

ÙÔÌ ·ÎÔ˝ÛÙÂÒÔ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ ÙÂÎÂÛÙfi, ��. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÛÙÈÚ x��� Í·È x���
·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÙÈÚ ı¸ ÂÓ›Ù·ÛÁ ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ÙÁÌ ������	. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ
ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ Bc Ë· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ
ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÛÙÔÌ
Th. √È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ Bn Ù˛Ò·, Ë· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ
ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ¸˜È Í·Ù' ·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜˛Ì, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·Ï-
ÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÛÙÔÌ Th, ‰ÁÎ·‰fi ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì
Ù˘Ì Crouzeix�Raviart.

H Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ Bc Âfl˜Â ·Ò˜ÈÍ‹ ÏÂÎÂÙÁËÂfl ·¸
ÙÔıÚ Bank Í·È Rose „È· ÙÔÌ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ ÙÂÎÂÛÙfi �� Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·
·¸ ÙÔıÚ Cai, Mandel Í·È McCormick „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÏÂ � 
 �.
∏ÙÛÈ, Ë· ÂÒÈ„Ò‹¯ÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù‹ ÙÔıÚ ÛÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ ���
Í·È ���. ”ÙÁÌ ��, ÔÈ Bank Í·È Rose, ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Ô Th ÂflÌ·È ›Ì·Ú
ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú ÙÔı �� ‚Î. OÒÈÛÏ¸ ������ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ
¸Ï˘Ú ÂÌ¸Ú „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÔı ÂÎÎÂÈÙÈÍÔ˝ ÙÂÎÂÛÙfi Ô Cai, ‚Î. ���� „È· Ì·
·Ô‰ÂflÓÂÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ· ıÔË›ÙÂÈ
¸ÙÈ ÔÈ Th Í·È Bc ›˜ÔıÌ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ. ∏ÙÛÈ, ÛÙÁÌ
Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı Bc ÂÈÎ›„ÂÈ ˘Ú zK ÂflÙÂ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı Â„„Â„Ò·ÏÏ›ÌÔı

Í˝ÍÎÔı, ÂflÙÂ ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ, ÂflÙÂ ÙÔ ÔÒË¸ÍÂÌÙÒÔ, ÂflÙÂ ÙÔ ÂflÍÂÌÙÒÔ �Í›ÌÙÒÔ
ÂÒÈ„Â„Ò·ÏÏ›ÌÔı Í˝ÍÎÔı	. √È· Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛËÂfl ¸ÙÈ ÙÔ ÂflÍÂÌÙÒÔ Í·È ÙÔ
ÔÒË¸ÍÂÌÙÒÔ ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th ‚ÒflÛÍÂÙ·È Ï›Û· ÛÙÔ K� Ò›ÂÈ ·ıÙ¸
Ì· ÂflÌ·È ÔÓı„˛ÌÈÔ. H Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ¸Ù·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ
ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· Ïfl· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· „È· Ïfl· ‚ÔÁËÁÙÈÍfi ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi,
‚Î. »Â˛ÒÁÏ· �����. ”ÙÁÌ ��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ¸ÙÈ ·ıÙfi Á È‰È¸ÙÁÙ· ÈÛ˜˝ÂÈ
ı¸ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ·ÒÍÂÙ‹ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ „È· ÙÔÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th� ‚Î.
–Ò¸Ù·ÛÁ ������ ÀfiÏÏ· ����� Í·È »Â˛ÒÁÏ· �����.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ Ïfl· Ì›· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂ-

Ò·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Á ÔÔfl· ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn. ŸÚ
˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ-
˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart ÛÂ ›Ì·Ì ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th. ”ÙÔ
»Â˛ÒÁÏ· ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ
H� Ì¸ÒÏ·. H ·¸‰ÂÈÓÁ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á
·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� Ù˘Ì Bank Í·È Rose ÛÙÁÌ ��. AÍ¸Ï·,
ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ f � H���	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı Bn
ÂÈÎ›„ÔıÏÂ „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ Í‹ËÂ ÙÒÈ„˛ÌÔı, ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· �����
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·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·.
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÛÙÔÌ Bn
„È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	. ”Â ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ��� „È·
ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÛÙÔÌ Bc� „È· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı, ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È
Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ Ï¸ÌÔ ¸ÙÈ Ô Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú. ∏ÙÛÈ
ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ
ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·. EflÛÁÚ, ı¸ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� „È·

ÙÁÌ f Í·È ÙÔÌ Bn� ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú
ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Í·È ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·.

Mfl· Û˝ÌÙÔÏÁ ÂÒÈ„Ò·ˆfi ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÂflÌ·È Á ·Í¸ÎÔıËÁ. ”ÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÙÔÌ ··Ò·flÙÁÙÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸. ”ÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ
��� Í·È ��� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÂÒ„·ÛÈ˛Ì �� Í·È
���. ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
Ôı ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn „È· ÙÔÌ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ ÙÂÎÂÛÙfi
��. OÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. ”Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù· �����
Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H�

Í·È L� Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. T›ÎÔÚ, ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	. ”Ù·
»Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ”ÙÁÌ ���� ÔÈ KÔÛÛÈ˛ÒÁÚ,
M·ÍÒÈ‰‹ÍÁÚ Í·È ”Ôı„·Ìfl‰ÁÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì Ïfl· ·Ò¸ÏÔÈ· Ï›ËÔ‰Ô ÏÂ ·ıÙfi
Ôı ÂÓÂÙ‹ÊÔıÏÂ ÛÙÈÚ x��� Í·È x���� „È· Ì· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÌ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ
ÏÂ ÙÁ ÏÂË¸‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Hamilton�Jacobi.
K·Ù‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÔ ÙÒ¸Ô Ô Chou, ���� Í·Ù·ÛÍÂ˝·ÛÂ Í·È ·ıÙ¸Ú Ïfl· ·Ò¸-
ÏÔÈ· Ï›ËÔ‰Ô „È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ù˝Ôı Stokes.

��� ”YMBOÀI”MOI

∏ÛÙ˘ K � R� . ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ L��K	 ÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ‹
ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÛÈÏ˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛ˘Ì ÛÙÔ K� ÏÂ ��� �	K ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸
„ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ L��K	� Í·È ÏÂ j � js�K Í·È k � ks�K ÙÁÌ ÁÏÈÌ¸ÒÏ· Í·È ÙÁÌ

Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÙÔı ˜˛ÒÔı Sobolev Hs�K	� s � N . AÍ¸Ï· ÏÂ j � j
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÂflÙÂ ÙÔ ÂÏ‚·‰¸Ì ÂÌ¸Ú ˜˘ÒflÔı ÙÔı R� fi ÙÔ ÏfiÍÔÚ ÂÌ¸Ú
ÂıËı„Ò‹ÏÏÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ.

OÒÈÛÏ¸Ú ������ ∏ÛÙ˘� ›Ì· ‰ÔÛÏ›ÌÔ ˜˘ÒflÔ Í·È fThg��h�� Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ·

‰È·ÏÂÒÈÛÏ˛Ì ÙÔı Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

maxfdiamK � K � Thg � hdiam�
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”XHMA �. ƒ˝Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔfl. O ·ÒÈÛÙÂÒ¸Ú ÂflÌ·È ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú ÂÌ˛ Ô ‰ÂÓÈ¸Ú
‰ÂÌ ÂflÌ·È.

OÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fThg��h�� ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÁ �regular	� ·Ì

ı‹Ò˜ÂÈ  � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ K � Th Í·È h � ��� ��

������	 K � diamK�

H ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÁÏÈÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ �quasiuniform	� ·Ì ı‹Ò˜ÂÈ � � �
Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

minfK � K � Thg � �hdiam��

„È· Í‹ËÂ h � ��� �� ¸Ôı K ÂflÌ·È Á ‰È‹ÏÂÙÒÔÚ ÙÔı ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔı Í˝ÍÎÔı

Ôı ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÔ K � Th.

OÈ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔfl ÙÔı � Ôı Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÛÂ ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· ·Ô-
ÙÂÎÔ˝ÌÙ·È ·¸ ÙÒfl„˘Ì· Í·È Í·ÎÔ˝ÌÙ·È ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔfl. ƒflÌÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔÌ
·Í¸ÎÔıËÔ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔ˝, ‚Î. ”˜fiÏ· �:

OÒÈÛÏ¸Ú ������ ∏ÛÙ˘ � ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸ ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÙÔı

R� . OÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ ÙÔı � ›Ì·Ì ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Ôı ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸

ÙÒfl„˘Ì· Í·È ›˜ÂÈ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· ¸ÙÈ Í·ÏÏfl· ÍÔÒıˆfi ÙÔı ‰ÂÌ ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛÙÔ

ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ Ïfl·Ú ÎÂıÒ‹Ú Í‹ÔÈÔı ‹ÎÎÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ � Í·È

›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th ÙÔı �. ∏ÛÙ˘ hK Á ‰È‹ÏÂÙÒÔÚ ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K �
Th Í·È h 
 maxK�Th hK . YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ˛Ì
fThg��h�� ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÁ. AıÙfi Á ı¸ËÂÛÁ „È· ÙÔÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th
ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ ÙÔı Zl	amal fi ·ÎÎÈ˛Ú ÛıÌËfiÍÁ ÂÎ‹˜ÈÛÙÁÚ
„˘Ìfl·Ú, ‚Î. ���: Y‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ, „È· Í‹ËÂ
K � �hTh�
������	 �K � ���

¸Ôı ÏÂ �K ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÁ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ „˘Ìfl· ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th�
‰ÁÎ·‰fi ÔÈ „˘ÌflÂÚ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ ·¸ Í‹Ù˘
ÏÂ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹.
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”XHMA �. AÒÈÛÙÂÒ‹: ∏Ì· Ùı˜·flÔ ˜˘ÒflÔ Vz . MÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú
ÙÔ Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔı bz . ƒÂÓÈ‹: ”Â ›Ì· Ùı˜·flÔ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th�
ÛÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÍÔÒıˆfi z Í·È ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ÎÂıÒ‹ ez .

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ì¸ÒÏ·, kvks�h 

�P

K�Th
kvk�s�K

����
Í·È ÙÁÌ ÁÏÈÌ¸ÒÏ· jvjs�h 


�P
K�Th

jvj�s�K
����

, s � N . √È· K � Th,

ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ Eh�K	 ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÎÂıÒ˛Ì ÙÔı K� ÏÂ Zh�K	 ÙÔ
Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÍÔÒıˆ˛Ì ÙÔı, Í·È Ë›ÙÔıÏÂ Eh 
 �K�ThEh�K	 Í·È Zh 

�K�ThZh�K	. AÍ¸Ï·, ›ÛÙ˘ Ein

h ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì ÎÂıÒ˛Ì

ÙÔı ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏÔ˝ Th, ‰ÁÎ·‰fi e � Ein
h ·Ì Í·È Ï¸ÌÔ ·Ì e � Eh Í·È e

‰ÂÌ ÂflÌ·È Ï›ÒÔÚ ÙÔı ��. EflÛÁÚ, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ Z in
h ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì

ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì ÍÔÒıˆ˛Ì ÙÔı Th, ‰ÁÎ·‰fi z � Z in
h ·Ì Í·È Ï¸ÌÔ ·Ì z � Zh

Í·È z �� ��, Í·È ÏÂ me ÙÔ Ï›ÛÔ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e � Eh.

MÂ Í‹ËÂ ÍÔÒıˆfi z � Z in
h ÛıÛ˜ÂÙflÊÔıÏÂ ›Ì· ˜˘ÒflÔ Vz � �, Ôı ·ÔÙÂ-

ÎÂflÙ·È ·¸ ÂÍÂflÌ· Ù· ÙÒfl„˘Ì· K � Th Ù· ÔÔfl· ›˜ÔıÌ ˘Ú ÍÔÈÌfi ÍÔÒıˆfi
ÙÁÌ z . »›ÙÔıÏÂ Vc 
 fVz � z � Z in

h g Í·È ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ Th�Vz	
Ù· ÙÒfl„˘Ì· Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔ ˜˘ÒflÔ Vz. AÍ¸Ï·, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ zNe
Í·È zSe ÙÈÚ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı Zh Ôı ÂflÌ·È ‹ÍÒ· ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e � Eh

Í·È ÏÂ ez ÙÁÌ ÎÂıÒ‹ ez � Eh�K	 Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ·›Ì·ÌÙÈ ÙÁÚ ÍÔÒıˆfiÚ
z � Zh�K	 �‚Î. ”˜fiÏ· �	.

EflÛÁÚ, ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK .
”ıÌ‰›ÔıÏÂ, ÏÂ ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù·, ÙÔ zK ÏÂ Ù· Ï›Û· Ù˘Ì ÎÂıÒ˛Ì
ÙÔı K . K·Ù' ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ÙÔ K ‰È·ÏÂÒflÊÂÙ·È ÛÂ ÙÒfl· ˜˘Òfl· Az ,
z � Zh�K	 �‚Î. ”˜fiÏ· �	� ∏ÛÙ˘ A�K	 
 fAz � z � Zh�K	g. MÂ Í‹ËÂ
ÍÔÒıˆfi z � Z in

h ÛıÛ˜ÂÙflÊÔıÏÂ ›Ì· ˜˘ÒflÔ bz � Vz , ÙÔ ÔÔflÔ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È

·¸ Ù· ıÔ˜˘Òfl· Az ÙÔı Vz� Ôı ›˜ÔıÌ ˘Ú ÍÔÈÌfi ÍÔÒıˆfi ÙÁ z �‚Î.
”˜fiÏ· �	 Í·È Ë›ÙÔıÏÂ Bc 
 fbz � z � Z in

h g. EflÛÁÚ, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ

E�
h�bz	� ¸Ôı bz � Bc� z � Z in

h � ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ f� � � 
 e � bz� e �
Eh�K	� K � Th�Vz	g �‚Î. ”˜fiÏ· �	.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ˜˛ÒÔ Xh 
 fv � C���	 � vjK ÂflÌ·È
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.

.

.
.

.

..

.

. .

.

.

. z

V

V1

V2

e

me

.

”XHMA �. AÒÈÛÙÂÒ‹: ∏Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th ‰È·ÏÂÒÈÛÏ›ÌÔ ÛÂ ÙÒfl·
ıÔ˜˘Òfl· Az . ƒÂÓÈ‹: T· ‰˝Ô ˜˘Òfl· Vz Í·È bz . MÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú
ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ E�

h�bz	.

me

e
.

e1 Ke1

e2

e3
Ke3

Ke2

zK

.

..

”XHMA �. AÒÈÛÙÂÒ‹: ∏Ì· Ùı˜·flÔ ˜˘ÒflÔ Ve. MÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú
ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ be. ƒÂÓÈ‹: ∏Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K ‰È·ÏÂÒÈÛÏ›ÌÔ ÛÂ ÙÒfl·
ıÔÙÒfl„˘Ì· Ke.

ÔÎı˛ÌıÏÔ ‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ ›Ì· ÛÂ Í‹ËÂ K � Thg. AÍ¸Ï·, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ
ÏÂ X�

h ÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ fv � Xh � vj�� 
 �g� EflÌ·È ÔÎ˝ Â˝ÍÔÎÔ Ì· ‰Ô˝ÏÂ
¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ �z , z � Zh� „È· ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ÈÛ˜˝ÂÈ

������	 supp�z 
 Vz� �z�z	 
 � Í·È �z�p	 
 �� 	p � Zh n fzg�
·ÔÙÂÎÔ˝Ì ‚‹ÛÁ ÙÔı X�

h. EflÛÁÚ, Ô X�
h ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi

È‰È¸ÙÁÙ·: ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È·
Í‹ËÂ v � H���	 �H�

� ��	 �‚Î.� ���� Theorem ����	�

������	 inf
��X�

h

kv � 	kj�h � C
� X
K�Th

h
����j�
K kvk�j�K

����
� j 
 �� ��

AÍ¸Ï·, ÏÂ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ e � Ein
h ÛıÛ˜ÂÙflÊÔıÏÂ ›Ì· ˜˘ÒflÔ Ve� ÙÔ ÔÔflÔ

·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ Ù· ‰˝Ô ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı Th Ôı ›˜ÔıÌ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ ÙÁÌ e�
Í·È Ë›ÙÔıÏÂ Vn 
 fVe � e � Ein

h g �‚Î. ”˜fiÏ· �	. EflÛÁÚ, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ
ÏÂ Th�Ve	 ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K � Th, Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔ Ve.
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º˘Ú Í·È ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK
ÙÔı K � Th� ÙÔ ÔÔflÔ ÛıÌ‰›ÔıÏÂ ÏÂ ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· ÏÂ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú
ÙÔı K . ∏ÙÛÈ, ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ K ÛÂ ÙÒfl· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒ· ÙÒfl„˘Ì· Ke�

e � Eh�K	. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ fTh�K	 ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ fKe � e � Eh�K	g Í·È
ÏÂ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ e � Ein

h ÛıÛ˜ÂÙflÊÔıÏÂ ›Ì· ˜˘ÒflÔ be� ÙÔ ÔÔflÔ ·ÔÙÂÎÂflÙ·È

·¸ Ù· ‰˝Ô ÙÒfl„˘Ì· Ke, Ke � fTh�K	� K � Th�Ve	� ÏÂ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ e
Í·È Ë›ÙÔıÏÂ Bn 
 fbe � e � Ein

h g �‚Î. ”˜fiÏ· �	.
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı e � Eh�K	 n Ein

h , K � Th� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ

be ÙÔ ÙÒfl„˘ÌÔ ÙÔı fTh�K	 Ôı ›˜ÂÈ ÙÁÌ e ÎÂıÒ‹. ƒÔË›ÌÙ˘Ì Ù˛Ò· ‰˝Ô
ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K�, K� � Th, ÏÂ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ e � Ein

h , ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ ne
ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e ÙÔı K�. T¸ÙÂ,
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ K� ÏÂ K�e Í·È ÙÔ K� ÏÂ K�e �‚Î. ”˜fiÏ· �	. AÍ¸Ï·,

Ë›ÙÔıÏÂ b�e 
 K�e � be Í·È b�e 
 K�e � be.

. neme

e

K−e

K+e

. neme

e

zK−e

.

.
zK+e

”XHMA �. ∏Ì· Ùı˜·flÔ ˜˘ÒflÔ Ve. AÒÈÛÙÂÒ‹: T· ‰˝Ô ÙÒfl„˘Ì· K�e Í·È
K�e ÏÂ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ e. ƒÂÓÈ‹: TÔ ˜˘ÒflÔ be Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹
e �ÏÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú	.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ, Ù˛Ò·, ÙÔ ˜˛ÒÔ Sh Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ôı
·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÙÈÚ ¸˜È Í·Ù' ·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜ÂflÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ÔÈ ÔÔflÂÚ
ÂÒÈÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ‹ ÔÎı˛ÌıÏ·
Í·È ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜ÂflÚ ÛÙ· ÛÁÏÂfl· me� e � Ein

h � ‚Î›Â ���. EÂÈ‰fi,
ÎÔÈ¸Ì, Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı ˜˛ÒÔı S�

h ÂflÌ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Ôı ‰ÂÌ ÂflÌ·È

Í·Ù' ·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜ÂflÚ ÛÂ Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h ÙÔÌ ÔÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ˜˛ÒÔ ÏÁ

ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì �nonconforming	 ÙÏÁÏ·ÙÈÍ‹ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì.
AÍ¸Ï·� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ S�

h ÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ fv � Sh � v�me	 
 �� e �
EhnEin

h g. EflÛÁÚ ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Sh ‰ÂÌ ÂflÌ·È ı¸˜˘ÒÔÚ ÙÔı H���	.
√È· Í‹ËÂ K � Th� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ vK ÙÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ v � Sh ÛÙÔ
K . OÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ �e� e � Ein

h , Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

������	 supp�e 
 Ve� �e�me	 
 � Í·È �e�m		 
 �� 	� � Eh n feg�
·ÔÙÂÎÔ˝Ì ‚‹ÛÁ ÙÔı S�

h. EflÛÁÚ, Ô S�
h ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi

È‰È¸ÙÁÙ·: ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ
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. .

(0,0) (1,0)

(0,1).

. .
m2
^
.

m3
^m1

^

”XHMA �. TÔ ÙÒfl„˘ÌÔ ·Ì·ˆÔÒ‹Ú bK .

v � H���	 �H�
� ��	 �‚Î.� ���� Theorem ����	�

������	 inf
��S�

h

kv � 	kj�h � C
� X
K�Th

h
����j�
K kvk�j�K

����
� j 
 �� ��

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÔ ÙÒfl„˘ÌÔ ·Ì·ˆÔÒ‹Ú bK� ÏÂ ÍÔÒıˆ›Ú ��� �	� ��� �	�

��� �	. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ be�� be� Í·È be	 ÙÈÚ ÎÂıÒ›Ú ÙÔı bK� ·Ò˜flÊÔÌÙ·Ú
·¸ ÙÁÌ ÎÂıÒ‹ Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ·›Ì·ÌÙÈ ·¸ ÙÁÌ ÍÔÒıˆfi ��� �	 Í·È

ÛıÌÂ˜flÊÔÌÙ·Ú ·ÌÙflËÂÙ· ÏÂ ÙÁ ˆÔÒ‹ Ù˘Ì ‰ÂÈÍÙ˛Ì ÙÔı ˘ÒÔÎÔ„flÔı. AÍ¸Ï·�
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ bmi ÙÔ Ï›ÛÔÌ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú bei� i 
 �� �� �� Í·È ÏÂ b�i�
i 
 �� �� �� ÙÁÌ „Ò·ÏÏÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı bK Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ b�i�bmj	 
 �ij �
i� j 
 �� �� �� �‚Î. ”˜fiÏ· �	.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, Ë›ÙÔıÏÂ bS� bK	 �
 spanfb��� b��� b�	g Í·È „È· e � Eh�K	
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ AK�e ›Ì·Ì ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ÙÔıbK ÛÙÔ K � Th� Ù›ÙÔÈÔÌ ˛ÛÙÂ me 
 AK�e bm	. EflÛÁÚ, „È· bx � bK�
Ë›ÙÔıÏÂ AK�ebx 
 aK�ebx� bK�e� ÏÂ aK�e ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔ �� � flÌ·Í·, Í·È
bK�e � R� . √È· Ïfl· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v � S�

h� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ bvK�e
ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı bS� bK	 Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú bvK�e�bx	 
 vK�AK�ebx	. AÍ¸Ï·
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ k � k

R� ÙÁÌ EıÍÎÂfl‰ÂÈ· Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ R� � Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ
Í·È ÙÁÌ ·Ò·„¸ÏÂÌÁ ·¸ ·ıÙfiÌ Ì¸ÒÏ· ÈÌ‹Í˘Ì.

��� H EŒI”Ÿ”H TOY POISSON

	”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA


ŸÚ ›Ì· Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ÏÂË¸‰˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È·
ÙÔÌ „ÂÌÈÍ¸ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ ÙÂÎÂÛÙfi A� ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Í·Ë˛Ú Í·È ÛÙÁÌ
x��� Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔÌ ·ÎÔ˝ÛÙÂÒÔ
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ÙÂÎÂÛÙfi ��. H ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ Ôı ÊÁÙÔ˝ÏÂ Â‰˛ ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ
Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì Í·È ÛÙÁÌ x��� ÛÙÔÌ
˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·�
ÛÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ ��� Í·È ��� ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì x���
Í·È x���� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

T· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ÂflÌ·È
„Ì˘ÛÙ‹ Í·È ÔˆÂflÎÔÌÙ·È ÛÙÔıÚ Bank Í·È Rose� ��.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � � � R� 
 R�
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 ��u 
 f ÛÙÔ � Í·È u 
 � ÛÙÔ ���

ÏÂ � ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ� ÍıÒÙ¸� ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÛÙÔ R� Í·È f � L���	. H
·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Galerkin/ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� ÏÂ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„È-
ÛÁÚ ÙÔÌ X�

h ÂflÌ·È: ZÁÙÂflÙ·È uG � X�
h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�uG� 		 
 �f� 		�� 		 � X�
h�

ÏÂ a � H���	�H���	
 R� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 a�v� w	 
 �rv�rw	��

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ ������	�������	 Í·È ������	� ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ï›Û˘Ú Á
„Ì˘ÛÙfi ÂÍÙflÏÁÛÁ

������	 kr�u� uG	k��� � Chkuk����

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h.
H Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ¸˜È ÛÂ Ïfl·

�ÔÎÈÍfi	 ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi� ¸˘Ú Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì
·ÎÎ‹ ÛÂ Ïfl· ÙÔÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÍÔÒıˆfi
z � Z in

h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ bz � Bc. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÏÂÙ‹ ÙÁÌ
������	 ÛÙÔ bz Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ�
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 �
Z
�bz

ru � nds 

Z
bz

f dx�

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ‰È·ÍÒÈÙfi
Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uB � X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�bz

ruB � nds 

Z
bz

f dx� 	z � Z in
h �
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H ������	 ›˜ÂÈ ÙÔÈÍ¸ ˜·Ò·ÍÙfiÒ·� ¸Ï˘Ú ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·
ÏÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· ÙÁÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ aCN � H���	 �H���	 
 R� Á
ÔÔfl· ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 aCN �v� w	 
 �
X
z�Zin

h

w�z	

Z
�bz

rv � nds�

T¸ÙÂ� Á ������	 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ

������	 aCN �uB � 		 

X
z�Zin

h

	�z	

Z
bz

f dx� 		 � X�
h�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ À¸„˘ ÙÁÚ ������	� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ������	 Û·Ì Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì
Petrov�Galerkin. ”Â ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ›˜ÔıÏÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú ˜˛ÒÔıÚ
ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Í·È ‰ÔÍÈÏfiÚ. E‰˛ X�

h ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Í·È ÔÈ
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÛÙÔ Bc ÂflÌ·È ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ‰ÔÍÈÏfiÚ.

TÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔ ‚·ÛÈÍ¸ ÂÒ„·ÎÂflÔ ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ
ÛÙÁÌ ��� ‚Î. ��� Lemma �.

ÀfiÏÏ· ����� (Bank & Rose): ∏ÛÙ˘ v� w � X�
h. T¸ÙÂ

������	 aCN �v� w	 
 a�v� w	� �

æ·ÒÓÁ: E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á ÂflÎıÛÁ ÙÔı ������	 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ

ÏÂ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ flÌ·Í· A 
 �ai�j	
N
i�j���

¸Ôı N ÂflÌ·È Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı X�
h� Í·È ai�j 
 aCN ��ei � �ej 	� ei� ej �

Ein
h � i� j 
 �� � � � � N . ”ıÌÂ˛Ú� „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú

uB ÙÔı ������	� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì ÙÔ
·Í¸ÎÔıËÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È v � X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

aCN �v� 		 
 �� 		 � X�
h�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

krvk���h 
 a�v� v	 
 a�v� v	 
 ��

EÔÏ›Ì˘Ú� rv 
 �. ∂Ò· Á v ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ� Í·È ·ˆÔ˝
v � X�

h� ·Ì·„Í·ÛÙÈÍ‹ v � � ÛÙÔ �.
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–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô
ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÙÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ������	
Í·È ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Galerkin/ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ������	 ·Ì‹„ÂÙ·È ÛÙÁÌ
ÂflÎıÛÁ „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙfiÏ·Ù˘Ì ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ flÌ·Í· Í·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸ ‰ÂÓÈ¸
Ï›ÎÔÚ.

T›ÎÔÚ� Ë· ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ Ïfl· „Ì˘ÛÙfi ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú u � uB�
ÛÙÁÌ H��Ì¸ÒÏ·. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔıÚ Bank & Rose� ‚Î. ��� Theorem ��
›˜ÔıÏÂ

»Â˛ÒÁÏ· ����� 	Bank & Rose
� ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uB Á

Î˝ÛÁ ÙÔı �������. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ

�������	 ju� uBj��� � C

� X
K�Th

h�K juj���K
����

� �

��� MIA √ENIKH EÀÀEI–TIKH EŒI”Ÿ”H

	”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA


”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÏÂ � 
 �� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˘Ú ˜˛ÒÔ
ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔÌ X�

h. T· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ

·Ò‹„Ò·ˆÔ ÔˆÂflÎÔÌÙ·È ÛÙÔÌ Cai� ���. TÔ ‚·ÛÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ
��� ‰È·Ùı˛ÌÂÙ·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ¸Ôı ‰flÌÔÌÙ·È ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ· ı¸ �ÛÔ‚·ÒÔ˝Ú	 ÂÒÈÔÒÈÛÏÔ˝Ú „È·
ÙÔÌ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Th.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈ-
Ï˛Ì: ZÁÙÂflÙ·È Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � � � R� 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	
�div�Aru	 
 f ÛÙÔ ��

u 
 � ÛÙÔ ���

¸Ôı ÙÔ ˜˘ÒflÔ � Í·È ÔÈ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÂÈÚ A Í·È f ›˜ÔıÌ ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ôı
·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ bz
Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 �
Z
�bz

�Aru	 � nds 

Z
bz

f dx� 	z � Z in
h �
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.me

e

zK’’

.

.
zK’

i j

.

.

zi

zj

Vi

Vj

”XHMA �. H ÙÔÏfi �ij Ù˘Ì ‰˝Ô ˜˘Òfl˘Ì Vi Í·È Vj Ôı ÛıÛ˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ
ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú zi Í·È zj � ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

K·Ù' ·Ì·ÎÔ„fl·Ì ÒÔÚ ÙÁÌ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂ-
Ò·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uB � X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�bz

�AruB	 � nds 

Z
bz

f dx� 	z � Z in
h �

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù¸ÙÂ ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂ

������	 �
Z
�bz

�Ar�u� uB		 � nds 
 �� 	z � Z in
h �

EflÌ·È ˜ÒfiÛÈÏÔ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÛÂ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÏÔÒˆfi.
OÒflÊÔıÏÂ ÂÍ Ì›Ôı ÙÁÌ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCN � H���	�H���	
 R�

������	 aCN �v� w	 
 �
X
z�Zin

h

w�z	

Z
�bz

�Arv	 � nds�

EflÛÁÚ� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a � H���	�H���	
 R�

������	 a�v� w	 

X
K�Th

Z
K

�Arv	 � rw dx�

H ������	 „Ò‹ˆÂÙ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

������	 aCN �uB � v	 

X
z�Zin

h

v�z	

Z
bz

f dx� 	v � X�
h�

Í·È Á ������	 „flÌÂÙ·È

������	 aCN �u� uB � v	 
 �� 	v � X�
h�

–ÒÔÍÂÈÏ›ÌÔı Ì· ·Ì·Î˝ÛÂÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	� Ô Cai� ‚Î. ���� ÂÈÛ‹„ÂÈ
ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸. ∏ÛÙ˘ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú zi� zj � Zh�K	� K � Th.
»›ÙÔıÏÂ �ij 
 Vzi � Vzj � ¸Ôı Vzi � Vzj � Vc Í·È Zij ÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ
ÙÏfiÏ· Ôı ÛıÌ‰›ÂÈ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú zi� zj �‚Î. ”˜fiÏ· �	.
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∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· ‰˝Ô ÙÒfl„˘Ì· K �� K �� � Th ÏÂ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ ÙÁÌ Zij .
OÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ÙÔÌ ‰ıÈÍ¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc ÙÔı Th �‚Î. x���	 ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸� ·Ì
�ij �K � Í·È �ij �K �� ÂflÌ·È Í‹ËÂÙ· ÛÙÁÌ Zij Í·È j�ij �K �j 
 j�ij �K ��j.
O Bc ÂflÌ·È ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú �essentially symmetric�	 ·Ì ÂflÌ·È
ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÔÒÈÛÏ›Ì· ˜˘Òfl· ÙÔı Bc Ôı Á ‰È‹ÏÂÙÒÔÚ ÙÔıÚ
ˆÒ‹ÛÛÂÙ·È ·¸ Ch� ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı � Í·È ÙÔı h. T›ÎÔÚ�
Ô Bc ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÏÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú, ·Ì ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ô˝ÙÂ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú� Ô˝ÙÂ

ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú. MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ, Â‹Ì ÛÙÁÌ
Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı Bc ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ ˘Ú zK ÂflÙÂ ÙÔ ÔÒË¸ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı
K � Th� ÂflÙÂ ÙÔ Í›ÌÙÒÔ ÙÔı Â„„Â„Ò·ÏÏ›ÌÔı Í˝ÍÎÔı� ÂflÙÂ ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ�
Ù¸ÙÂ Ô Bc ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú� ·Ì Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th ÂflÌ·È ÈÛ¸ÎÂıÒÔ.
EflÛÁÚ ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú� ·Ì ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ ˘Ú zK ÙÔ ÂflÍÂÌÙÒÔ �Í›ÌÙÒÔ
ÂÒÈ„Â„Ò·ÏÏ›ÌÔı Í˝ÍÎÔı	 Í·È Ù· ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı Th ÂflÌ·È ÈÛÔÛÍÂÎfi fi
‰ÁÏÈÔıÒ„fiËÁÍ·Ì ‰È˜ÔÙÔÏ˛ÌÙ·Ú ÔÒËÔ„˛ÌÈ· fl‰ÈÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ. ”ıÌ‰›ÔÌÙ·Ú
Ù˛Ò· ÙÔ ÛÁÏÂflÔ zK ÏÂ ÙÈÚ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı K � Th� ·flÒÌÔıÏÂ ›Ì·Ì Ì›Ô

ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ fTh. EflÛÁÚ� ÔÌÔÏ‹ÊÔıÏÂ ÙÔÌ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔ�

Â‹Ì Ô ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú fTh ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ �‚Î. ÙÔÌ OÒÈÛÏ¸ �����	. H
‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCN Ë· Î›„ÂÙ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÛÙÔÌ X�

h� ·Ì
ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ��� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 aCN �v� v	 � ��jvj���� 	v � X�
h�

T¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ�

–Ò¸Ù·ÛÁ ������ E‹Ì Ô ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ� Ù¸ÙÂ ÂÈÎ›-

„ÔÌÙ·Ú „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ fi ÙÔ ÂflÍÂÌÙÒÔ ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔıK Ô‰Á„Ô˝Ï·ÛÙÂ

ÛÂ ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔ Bc.�

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ÏÂ �K� Í·È �K�� ÙÈÚ „˘ÌflÂÚ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K � Í·È
K ��� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·� Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ·›Ì·ÌÙÈ ·¸ ÙÁÌ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ e �‚Î.
”˜fiÏ· �	.

–Ò¸Ù·ÛÁ ����� 	���
� YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ.

�i	 AÌ ÙÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ÔÒË¸ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th Í·È Â‹Ì ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·

ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ� „È· Í‹ËÂ K �� K �� � Th�

�������	 �K� � � Í·È �K�� � ��

Ù¸ÙÂ Ô Bc ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ.

�ii	 AÌ ÙÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ÂflÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th Í·È Â‹Ì ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·

ÛÙ·ËÂÒ‹ ËÂÙÈÍfi �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ� „È· Í‹ËÂ K �� K �� � Th�

�������	 ÂflÙÂ �K� 

�

�
ÂflÙÂ �K� � �

�
� �
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K’

K’ ’

K’

K’’e

”XHMA �. OÈ ·›Ì·ÌÙÈ „˘ÌflÂÚ �K� Í·È �K�� � ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ÍÔÈÌfi
ÎÂıÒ‹ Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K � Í·È K ��.

Í·È

�������	 ÂflÙÂ �K�� 

�

�
ÂflÙÂ �K�� � �

�
� ��

Ù¸ÙÂ Ô Bc ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ. �

O Cai� ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCN ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ·
ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ������	� ‚Î.
���. –ÒÈÌ ¸Ï˘Ú ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙ¸ ˘Ú »Â˛ÒÁÏ· ������
Ë· ·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ ı¸ ÔÈ›Ú ıÔË›ÛÂÈÚ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ÛÙÁÌ ��� ¸ÙÈ Á aCN
ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi.

–Ò¸Ù·ÛÁ ����� ���� YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈA 
 a�x	I Í·È a�x	 � �� � �� x �
�. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ h� � � Í·È Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ��� Ôı ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ

·¸ Ù· h� Í·È ��� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ h � h� Á aCN ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ·

ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� Í·È ÈÛ˜˝ÂÈ Á ���
��� ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ �� 
 ��. EÈÎ›ÔÌ� ·Ì

a�x	 � �� Ù¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ���
��� ÏÂ �� 
 � „È· Í‹ËÂ h � �. �

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Ô flÌ·Í·Ú A ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ¸Ú ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ

K � �hTh Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �������. E‹Ì Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ ÂflÌ·È ÂflÙÂ

ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÂflÙÂ ÈÛÔÛÍÂÎ›Ú� Ù¸ÙÂ Á aCN ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi. �

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ÙÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ÂflÍÂÌÙÒo ÙÔı K „È· Í‹ËÂ

ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ aij � W �����	� � � i� j � �� Í·È ¸ÙÈ

Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th ÂflÌ·È ÂflÙÂ ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÂflÙÂ ÈÛÔÛÍÂÎ›Ú. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ

h� � � Í·È Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ ��� Ôı ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÔ h�� Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ Á aCN ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ‰ÁÎ·‰fi Á aCN ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ

���
��� ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ �� 
 ��. �

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ Cai� ¸Ù·Ì Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ·

ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ›˜ÔıÏÂ� ‚Î. ���:

»Â˛ÒÁÏ· ����� 	Cai
� ∏ÛÙ˘ u � H�
� ��	 Á Î˝ÛÁ ÙÔı �����
� Í·È uB

Á Î˝ÛÁ ÙÔı ���
���. YÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ Á aCN ÂflÌ·È ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ·
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ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÛÙÔÌ X�
h� Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ Ô Bc Í·È Ô Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÈ.

T¸ÙÂ� ›˜ÔıÏÂ

�������	 ju� uBj��� � Chkuk����

YÔË›ÙÔÌÙ·Ú ·Í¸Ï· ¸ÙÈ u � H	��	 Í·È ¸ÙÈ Ô Bc ÂflÌ·È ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÛıÏÏÂ-

ÙÒÈÍ¸Ú� ›˜ÔıÏÂ

�������	 ju� uB j��� � Ch	��kuk	���

AÌ ÂÈÎ›ÔÌ Ô Bc ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú� ›˜ÔıÏÂ

�������	 ju� uB j��� � Ch�kuk	���

¸Ôı Á ÛÙ·ËÂÒ‹ C ÛÙÈÚ ���
�������
���� ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. �

��� H EŒI”Ÿ”H TOY POISSON 	MH

”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA


º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ x���� Û·Ì ›Ì· Ò˛ÙÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ Ïfl·Ú
ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔÌ „ÂÌÈÍ¸ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ ÙÂÎÂÛÙfi A� Ë·
Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ Í·È Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ Ïfl· ÏÂË¸‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
„È· ÙÔÌ ·ÎÔ˝ÛÙÂÒÔ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ ÙÂÎÂÛÙfi ��. H ÏÂÎ›ÙÁ ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ·ÍÔÎÔıËÂfl ÛÂ „ÂÌÈÍ›Ú „Ò·ÏÏ›Ú ·ıÙfiÌ Ù˘Ì Bank Í·È Rose „È·
ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· Ôı ·ÒÔıÛÈ‹Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� ‚Î. ��. O ˜˛ÒÔÚ
ÛÙÔÌ ÔÔflÔ Ë· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� ÛÙÁÌ x���
ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·
������	.

º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ x��� „È· ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÔı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ Û˜fiÏ·ÙÔÚ� ıÔË›-

ÙÔıÏÂ Ï¸ÌÔ ¸ÙÈ Ô Th ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú� ‚Î. OÒÈÛÏ¸
�����. ”ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·. ”ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ¸Ï˘Ú� „È· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔı-
ÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·� ıÔË›ÙÔıÏÂ
¸ÙÈ f � H���	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı Bn ÂÈÎ›„ÔıÏÂ „È·
zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	. –ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò·
ÙÁÌ ������	 ÏÂ ›Ì· Ùı˜·flÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ w ÙÔı H�

� ��	 Í·È ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú
Í·Ù‹ Ï›ÒÁ ÛÙÔ �� ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÔı ������	�

������	 a�u�w	 
 �f�w	�� 	w � H���	�
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ÏÂ a � �H���	 � Sh	� �H���	 � Sh	
 R� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ‰È·

������	 a�v� w	 

X
K�Th

�rv�rw	K �

H ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì� ÏÂ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔÌ
S�
h� ÂflÌ·È: ZÁÙÂflÙ·È uG � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�uG� 		 
 �f� 		�� 		 � S�
h�

EflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ �‚Î.� ���� Chapter ���	�

������	 kr�u� uG	k��h � Chkuk����

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h.
√È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ

������	 ÛÙÔ be� Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ�
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 �
Z
�be

�u

�n
ds 


Z
be

f dx�

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uB � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�be

�uB
�n

ds 


Z
be

f dx� 	e � Ein
h �

√È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÙÔı ������	�
Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÔ˝ÏÂ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù· ÔÔfl· Ë·
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ Í·È „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÔı ������	� ·Ò·Í‹Ù˘ ÛÂ ·ıÙfi
ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ� ·ÎÎ‹ Í·È ÛÙÔ ÈÔ „ÂÌÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÛÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ
·Ò‹„Ò·ˆÔ.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th Í·È Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h � Eh�K	.

∏ÛÙ˘ ne ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e ÙÔı
K . ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ K�e ÙÔ ÙÒfl„˘ÌÔ K Í·È ÏÂ K�e ÙÔ ‹ÎÎÔ ÙÒfl„˘ÌÔ
ÙÔı Th� Ôı ›˜ÂÈ ÏÂ ÙÔ K ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ ÙÁÌ e. »›ÙÔıÏÂ ÂflÛÁÚ

������	

�
�	

�ne

	



�	K�e

�ne
� �	K�e

�ne
		 � S�

h�
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ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ K � Th� e � Ein
h �Eh�K	 Í·È v � S�

h. T¸ÙÂ�

������	

Z
�be

�v

�n
ds 
 �

Z
e

�
�v

�ne

	
ds�

ÏÂ ne ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e ÙÔı K .

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ v � S�
h� K � Th Í·È e � Ein

h � Eh�K	. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛-
ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ �v 
 �
ÛÂ Í‹ËÂ K � Th� ›˜ÔıÏÂ

������	

Z
�Ve

�v

�n
ds 


Z
�K�enfeg

�v

�n
ds�

Z
�K�enfeg

�v

�n
ds




Z
�K�e

�v

�n
ds�

Z
e

�vK�e

�n
ds�

Z
�K�e

�v

�n
ds

�
Z
e

�vK�e

�n
ds


 �
Z
e

�
�v

�ne

	
ds�

AÍ¸Ï·� ÂÂÈ‰fi Á v ÂflÌ·È ›Ì· ÔÎı˛ÌıÏÔ ÙÔ ÔÎ˝ Ò˛ÙÔı ‚·ËÏÔ˝ ÛÙ·
K�e n be Í·È K�e n be� ›˜ÔıÏÂ

�������	

Z
��K�enbe�

�v

�n
ds 
 � Í·È

Z
��K�enbe�

�v

�n
ds 
 ��

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ ������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ������	. �

À¸„˘ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ����� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ó·Ì·„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	
˘Ú: ZÁÙÂflÙ·È uB � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

Z
e

�
�uB
�ne

	
ds 


Z
be

f dx� 	e � Ein
h �

¸Ôı ne ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e
ÙÔı K�e� ‚Î. ������	 Í·È ÙÔ ”˜fiÏ· �� ÛÂÎ ��.

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ 	�� � S�
h. T¸ÙÂ�

�������	
X
e�Ein

h

��me	

Z
e

�
�	

�ne

	
ds 
 a�	� �	�

ÏÂ ne ¸˘Ú ÛÙÁÌ ������	.
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A¸‰ÂÈÓÁ: AˆÔ˝ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ � ÂflÌ·È ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÔı S�
h� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

ÙÁÌ ÂÍˆÒ‹ÛÔıÏÂ ˘Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ Ù˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÁÚ ‚‹ÛÁÚ ÙÔı
� 


P
e�Ein

h
��me	�e� Ô¸ÙÂ� Î¸„˘ Í·È ÙÁÚ ������	�

�������	

a�	��	 

X
K�Th

�r	�r�	K



X
K�Th

X
e�Ein

h

��me	�r	�r�e	K



X
e�Ein

h

��me	
X
K�Th

�r	�r�e	K



X
e�Ein

h

��me	
�
�r	�r�e	K�e � �r	�r�e	K�e

�
�

T˛Ò·� „È· e � Ein
h Í·È 	 � S�

h� ›˜ÔıÏÂ

�������	

�r	�r�e	K�e � �r	�r�e	K�e



Z
�K�e

�	

�n
�e ds�

Z
�K�e

�	

�n
�e ds




Z
�K�enfeg

�	

�n
�e ds�

Z
�K�enfeg

�	

�n
�e ds

�

�
�	

�ne

	 Z
e

�e ds�

AˆÔ˝ Á �e ÂflÌ·È ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÔÎı˛ÌıÏÔ ÛÂ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ Ù˘Ì K�e Í·È
K�e� ·flÒÌÔıÏÂZ

	

�e ds 
 j�j�e�m		� 	� � Eh�K
�e	 �Eh�K

�e	�

¸Ôı ÏÂ j�j ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ ÏfiÍÔÚ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú �. EÔÏ›Ì˘Ú� Û˝Ïˆ˘Ì·
ÏÂ ÙÁÌ ������	� Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ

�������	

Z
�Ve

�e ds 
 ��

Z
e

�e ds 
 jej�

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	��������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ
�������	. �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aNN � �H���	�Sh	��H���	�
Sh	
 R� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 aNN�v� w	 
 �
X
e�Ein

h

w�me	

Z
�be

�v

�n
ds�
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H ������	 „Ò‹ˆÂÙ·È Í·È ˘Ú

�������	 aNN�uB � 		 

X
e�Ein

h

	�me	

Z
be

f dx� 		 � S�
h�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ BÎ. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ ¸Ôı X�
h Í·È Bc ÂflÌ·È Ù˛Ò·

S�
h Í·È Bn� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

æ·ÒÓÁ: E˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ÂflÎıÛÁ ÙÔı �������	 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ

ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ flÌ·Í· A 
 �ai�j	
N
i�j��� ¸Ôı

N ÂflÌ·È Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı S�
h� Í·È ai�j 
 aNN��ei � �ej 	� ei� ej � Ein

h �
i� j 
 �� � � � � N . EÔÏ›Ì˘Ú� „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú uB
ÙÔı �������	� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ÙÔ
·Í¸ÎÔıËÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È v � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

aNN �v� 		 
 �� 		 � S�
h�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

krvk���h 
 a�v� v	 

X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�
�v

�ne

	
ds 
 aNN �v� v	 
 ��

Ô¸ÙÂ rv 
 �. ”ıÌÂ˛Ú� Á v ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ Í·È� ÂÂÈ‰fi

v � S�
h� ·Ì·„Í·ÛÙÈÍ‹ v � � ÛÙÔ �.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ����� ·Ò·ÙÁ-
ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì �������	 Í·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Â-
ÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Galerkin ������	 Ô‰Á„Ô˝Ì ÛÂ „Ò·ÏÏÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù·
Ôı ›˜ÔıÌ ÙÔÌ fl‰ÈÔ flÌ·Í· Í·È ‰È·ˆ›ÒÔıÌ ÏÔÌ‹˜· ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹ ÎfiÏÏ·Ù·.

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÔıÌ ËÂÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú C�	 Í·È C��	� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ

ÙÔı h� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ v � H��K	 Í·È K � Th�

�������	 Cjvj���K � jbvK�ej��� bK � C��jvj���K
Í·È

�������	 C�kvk���K � h�KkbvK�ek��� bK � C��
� kvk���K �

¸Ôı e � Eh�K	 Í·È  ÂflÌ·È Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÁÚ Û˜›ÛÁÚ ������	.
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A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ K � Th� e � Eh�K	 Í·È AK�e ›Ì·Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÏÂÙ·Û˜Á-

Ï·ÙÈÛÏ¸Ú ÙÔı bK ÛÙÔ K ÏÂ me 
 AK�e bm	. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ���� Theorems
���� Í·È ����� Í·È ÙÔÌ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ Ôı ÂÈÛ·„‹„·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ����
ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı K Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ v � H	�K	�
� � N�

�������	

jvj	�K � jdet aK�ej���ka��
K�ek

	

R�
jbvK�ej	� bK �

jbvK�ej	� bK � jdet aK�ej����kaK�ek	R�jvj	�K �
ka��

K�ekR�
� C��

K � kaK�ekR� � ChK �

”˝Ïˆ˘Ì· Ù˛Ò· ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ AK�e�
ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ›˜ÔıÏÂ

�������	 jKj 

Z
K

dx 
 jdet aK�ej
Z
bK
dbx 


�

�
jdet aK�ej�

¸Ôı Í·È ‹ÎÈ ÏÂ j � j ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ ÂÏ‚·‰¸Ì ÂÌ¸Ú ˜˘ÒflÔı ÛÙÔÌ
R� . EflÛÁÚ� ·ˆÔ˝ hK ÂflÌ·È Á ‰È‹ÏÂÙÒÔÚ ÙÔı K� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C�

·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı K Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 jKj � C�h
�
K �

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	��������	 Í·È ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 jvj���K � C��jbvK�ej��� bK
Í·È

�������	 kvk���K � Ch�KkbvK�ek��� bK �
EÔÏ›Ì˘Ú� ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ Ò˛ÙÂÚ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙÂÚ ÛÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ �������	 Í·È
�������	. AÍ¸Ï·� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ������	� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ·
˛ÛÙÂ

�������	 jKj � jBK j � C�h�K �

¸Ôı BK ÂflÌ·È Ô ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔÚ Í˝ÍÎÔÚ Ôı ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÔ K �‰ÁÎ·‰fi Ô
Â„„Â„Ò·ÏÏ›ÌÔÚ Í˝ÍÎÔÚ	. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Í·È ‹ÎÈ ÙÈÚ �������	� �������	
Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÈÚ ‰Â˝ÙÂÒÂÚ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì Û˜›ÛÂ˘Ì �������	
Í·È �������	. �




� KE÷AÀAIO �. –E–EPA”MENA XŸPIA � EÀÀEI–TIKE” EŒI”Ÿ”EI”

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v � bS� bK	. T¸ÙÂ

�������	 jvj��� bK 
 �
�
�v�bm		� v�bm�		

�
� �v�bm		� v�bm�		

��
�

A¸‰ÂÈÓÁ: AˆÔ˝ v � bS� bK	� ›˜ÔıÏÂ v 

P	

i�� v�bmi	b�i. EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	 �rv�rv	 bK 


	X
i�j��

v�bmi	v�bmj	�rb�i�rb�j	 bK �
EflÛÁÚ� ‚Î. ”˜fiÏ· �� ÛÂÎ. ���

�������	
b���bx� by	 
 ��bx� �� b���bx� by	 
 ��by � ��b�	�bx� by	 
 �bx� �by � ��

�bx� by	 � bK�

EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	

�rb���rb��	 bK 
 �� �rb���rb��	 bK 
 ��

�rb���rb�		 bK 
 ��� �rb���rb��	 bK 
 ��

�rb���rb��	 bK 
 �� �rb���rb�		 bK 
 ��
�rb�	�rb��	 bK 
 ��� �rb�	�rb��	 bK 
 ���
�rb�	�rb�		 bK 
 ��

”ıÌÂ˛Ú� Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� Á �������	 ‰flÌÂÈ

�rv�rv	 bK 
�v��bm�	� �v�bm�	v�bm		 � �v��bm�	� �v�bm�	v�bm		

� �v�bm�	v�bm		� �v�bm�	v�bm		 � �v��bm		


�
�
�v�bm		� v�bm�		

�
� �v�bm		� v�bm�		

��
�

‰ÁÎ·‰fi ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	. �

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ K � Th Í·È e � Eh�K	. T¸ÙÂ� „È· v � S�
h�

�������	 Cjvj���K �
X

	�Eh�K�nfeg

�v�me	� v�m			
� � C��jvj���K �

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì h Í·È K � Th.

A¸‰ÂÈÓÁ: ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ������ ›˜ÔıÏÂ

X
	�Eh�K�nfeg

�v�me	� v�m			
�



�X
i��

�bvK�e�bm		� bvK�e�bmi		
�



�

�
jbvK�ej��� bK � Cjvj���K �
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–·Ò¸ÏÔÈ· ·Ô‰ÂÈÍ˝ÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ ·ÒÈÛÙÂÒfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ �������	. �

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ� „È· v � S�
h�

�������	 Cjvj���h �
X
K�Th

X
e� 	�Eh�K�

�v�m		� v�me		
� � C��jvj���h�

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ K � Th. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ e�� e�� e	 ÙÈÚ ÙÒÂflÚ
ÎÂıÒ›Ú ÙÔı K . Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� ÛÂ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ ei�
i 
 �� �� �� ›˜ÔıÏÂ

Cjvj���K �
X

	�Eh�K�nfeig

�v�mei	� v�m			
� � C��jvj���K � i 
 �� �� ��

AËÒÔflÊÔÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÂÈÚ� „È· ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÎÂıÒ›Ú
ei � Eh�K	� i 
 �� �� �� ·flÒÌÔıÏÂ

�Cjvj���K �
X

e� 	�Eh�K�

�v�m		� v�me		
� � �C��jvj���K �

EÔÏ›Ì˘Ú� ·ËÒÔflÊÔÌÙ·Ú Ó·Ì‹� „È· ¸Î· Ù· ÙÒfl„˘Ì· K � Th� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
ÙÁÌ �������	. �

ÀfiÏÏ· ������ »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th ÂÌ¸Ú ˆÒ·„Ï›ÌÔı� ÍıÒÙÔ˝�
ÔÎı„˘ÌÈÍÔ˝ ˜˘ÒflÔı �� Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·

ÛÙ·ËÂÒ‹ C�	� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ� „È· Í‹ËÂ v � L���	� Ù›ÙÔÈÔ

˛ÛÙÂ vjK � H��K	� „È· Í‹ËÂ K � Th�

�������	

Z
�K

v�ds � C
�
�����h��

K kvk���K � ����hK jvj���K
�
� 	K � Th�

ÏÂ � � ��� �	.

A¸‰ÂÈÓÁ: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ���� Theorem ��������� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� bK	
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

Z
� bK

w�dbs � C
�
�����kwk��� bK � ����jwj��� bK

�
� 	w � H�� bK	�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ
�������	 Í·È Â·Ì·Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÔ ÀfiÏÏ·
������ „È· Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v � H��K	� ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹
C�	� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı K � Th� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂZ

�K

v�ds � ChK������h��
K kvk���K � ����jvj���K	

� C������h��
K kvk���K � ����hK jvj���K	�
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EÔÏ›Ì˘Ú� Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	. �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰È·Ùı˛ÌÔıÏÂ Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ� ‚Î. ���� Proposition
�����

ÀfiÏÏ· ����� 	ƒÈ·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poincar�e�Friedrichs
� Y‹Ò˜ÂÈ

Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 kvk��� � Cjvj��h� 	v � S�
h�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ D��	 ÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì � �
C���	� ÔÈ ÔÔflÂÚ ›˜ÔıÌ ÛıÏ·„fi ˆÔÒ›· ÛÙÔ �. »· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	


Z

�

v� dx


 � C��� 	k�k���jvj��h� 	v � S�

h� 	� � D��	�

ÏÂ  ÙÁ ÛÙ·ËÂÒ‹ ÛÙÁÌ ������	. EÂÈ‰fi Ô D��	 ÂflÌ·È ıÍÌ¸Ú ÛÙÔÌ L���	�
ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Á �������	 ›ÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ �������	.

∏ÛÙ˘ w � H�
� ��	 Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Dirichlet

�w 
 �� ÛÙÔ ��

¸Ôı � � C���	. ∏˜ÔıÏÂ Ù¸ÙÂ ¸ÙÈ w � H���	� EÈÎ›ÔÌ

�������	 kwk��� � C��	k�k����

‚Î.� ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ� ���� Chapter �.
T¸ÙÂ „È· v � S�

h� ›˜ÔıÏÂZ
�

v� dx 

X
K�Th

Z
K

v�w dx 

X
K�Th

Z
�K

vrw �nds�
Z
K

rv �rw ds�

EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	


Z

�

v� dx


 � kvk��hkwk��� �



 X
K�Th

Z
�K

vrw � nds

�
EflÛÁÚ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÂÒ„·ÎÂfl· Ôı Ë· ·Ì·Ù˝ÓÔıÏÂ ·Ò„¸ÙÂÒ·� ÏÔ-
ÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ�

�������	


 X
K�Th

Z
�K

vrw � nds

 � C��� 	hkwk���jvj��h�
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‚Î. ·Í¸Ï· ���� Chapter �� Í·È ���� Proposition ����. ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú
ÎÔÈ¸Ì ÙÈÚ �������	��������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈËıÏÁÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·
�������	. �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u� uB� ÛÂ Ïfl· ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÁ
·¸ ÙÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ H��Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uB Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������.

T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ku� uBk��h � C

� X
K�Th

h�K juj���K
����

�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂ

�
Z
�be

��u� uB	

�n
ds 
 �� 	e � Ein

h �

EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	 aNN�u� uB � v	 
 �� 	v � S�
h�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ������ ������ ����� Í·È ÙÁÌ �������	�
›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ 	 � S�

h

�������	

kuB � 	k��h � Ckr�uB � 		k��h � C sup
v�S�

h
v ���

a�uB � 	� v	

jvj��h


 C sup
v�S�

h

v ���

aNN�uB � 	� v	

jvj��h

 C sup

v�S�
h

v ���

aNN �u� 	� v	

jvj��h
�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz� ÙÔ
ÀfiÏÏ· ������ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ ÙÔ
	 ÂflÌ·È ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÔÎı˛ÌıÏÔ ÛÙÔ K � Th� ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ
ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ¸Î· Ù· v� 	 � S�

h

jaNN �u� 	� v	j� 



 X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

��u� 		

�n
ds


�



�

�



 X
K�Th

X
e�	�Eh�K�

�v�me	� v�m			

Z
�be��b�

��u� 		

�ne
ds


�
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� �

�

� X
K�Th

X
e�	�Eh�K�

�v�me	� v�m			
��

�
X
K�Th

X
e�	�Eh�K�



Z
�be��b�

��u� 		

�ne
ds


�

� Cjvj���h
X
K�Th

X
e�Eh�K�



�Z
e

��u� 		

�n
ds�

Z
Ke

��u� 		 dx


�

� Cjvj���h
X
K�Th

�
hK

Z
�K



��u� 		

�n



�ds� h�K juj���K
�
�

¸Ôı ÏÂ ne ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ
Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı be � Bn. EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	
jaNN�u� 	� v	j� � Cjvj���h

X
K�Th

�
hK

Z
�K



��u� 		

�n



�ds
� h�K juj���K

�
�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ·

������ „È· � 
 ���� Í·È u� 	 ¸˘Ú ·Ò·‹Ì˘� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	
hK

Z
�K



��u� 		

�n



�ds � ChK
�
hK juj���K � h��

K ju� 	j���K
�

� C
�
h�K juj���K � ku� 	k���K

�
�

AËÒÔflÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ �������	 „È· ¸Î· Ù· ÙÒfl„˘Ì· K � Th� ›˜ÔıÏÂ� „È·
	 � S�

h�

�������	

X
K�Th

hK


Z
�K

��u� 		

�n



�ds
� C

� X
K�Th

h�K juj���K � ku� 	k���h
�
�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔı-
ÏÂ� „È· 	 � S�

h�

kuB � 	k��h � C

� X
K�Th

h�K juj���K � ku� 	k���h
����

�
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XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú� Ù˛Ò· ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·� „È· Í‹ËÂ 	 � S�
h�

Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

ku� uBk��h � ku� 	k��h � kuB � 	k��h

� C

� X
K�Th

h�K juj���K � ku� 	k���h
����

�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ� ÎÔÈ¸Ì� ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi ·ÒÂÏ‚ÔÎfiÚ I � H���	
 Sh� Iu�me	 

u�me	� „È· Í‹ËÂ e � Eh. T¸ÙÂ

�������	 ku� uBk��h � C

� X
K�Th

h�K juj���K � ku� Iuk���h
����

�

¸Ôı� ‚Î. ˆÂÒ' ÂÈÂflÌ ���� Theorem ��

�������	 ku� Iuk���h � C
X
K�Th

h�K juj���K �

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÈÚ �������	 Í·È �������	 ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈËıÏÁÙfi
Û˜›ÛÁ �������	. �

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ÏÂ P� ÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì ‰˝Ô ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì
‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ � � N Í·È ÏÂ M�

G ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi ÒÔ‚ÔÎfiÚ ·¸ ÙÔÌ

L��G	 ÛÙÔÌ P�� G � R� � Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ‰È·

�������	

Z
G

wM�
Gg ds 


Z
G

wg ds� 	w � P��

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÀfiÏÏ· Ù˘Ì Bramble�Hilbert ÛÙÁ ÏÔÒˆfi Ôı
‰flÌÂÙ·È ÛÙÁÌ ���� Lemma �� ‚Î. ÂflÛÁÚ ���� Lemma �� ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ
K � Th� e � Eh�K	� Í·È �� g � H��K	�

�������	





Z
e

��g �M�
eg	ds





 � ChK j�j��K jgj��K �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ È‰È¸ÙÁÙ·. E‹Ì g� w �
H��V 	 ÏÂ V 
 K� �K�� K��K� � Th Í·È �K� � �K� 
 e � Eh� Ù¸ÙÂ

�������	

Z
e

rg � n�w ds�

Z
e

rg � n�w ds 
 ��
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¸Ôı ni ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e
ÙÔı Ki� i 
 �� �. –Ò·„Ï·ÙÈÍ‹� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı
Green ›˜ÔıÏÂ

�������	

Z
V

�gw dx 
 �
Z
V

rg � rw dx�

Z
�V

rg � nw ds�

Í·È

�������	

Z
Ki

�gw dx 
�
Z
Ki

rg � rw dx

�

Z
�Ki

rg � nw ds� i 
 �� ��

·¸ ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ›ÂÙ·È Á �������	. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁ

‰È·ˆÔÒ‹ u� uB� ÛÙÁÌ L��Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uB Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������.

YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � H���	 Í·È ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÂflÌ·È

ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K� „È· Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th. T¸ÙÂ� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹

C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ku� uBk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

A¸‰ÂÈÓÁ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ
ÙÁÚ ������	 Í·È uB Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	: ZÁÙÂflÙ·È � � H���	� Ù›ÙÔÈ·
˛ÛÙÂ

�������	 ��� 
 u� uB ÛÙÔ � Í·È � 
 � ÛÙÔ ���

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸� ‚Î. Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ ���� Chapter �� ¸ÙÈ Á � ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ
·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú

�������	 k�k��� � Cku� uBk����
XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green�
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

ku� uBk���� 
� �u� uB ���	�


 a�u� uB� �	 �
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	
��

�n
ds


 a�u� uB� �� v	 � a�u� uB� v	

�
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	
��

�n
ds� 	v � S�

h�
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EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	

ku� uBk���� 
 a�u� uB � �� v	 � a�u� uB � v	

�
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	
��

�n
ds� 	v � S�

h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	. EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú
¸ÙÈ

�������	 a�u� uB � �� v	 � ku� uBk��hk�� vk��h� 	v � S�
h�

AÍ¸Ï·� Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ������ Í·Ë˛Ú Í·È ÙÈÚ
������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

a�u� uB � v	 

X
K�Th

Z
K

rurv dx� aNN�uB � v	



X
K�Th

Z
�K

ru � n v ds�
X
K�Th

Z
K

fv dx

�
X
e�Ein

h

v�me	

Z
be

f dx



X
K�Th

Z
�K

ru � n v ds

�
X
K�Th

Z
K

f�v �Q�v		 dx� 	v � S�
h�

¸Ôı

�������	 Q�w	jK 

X

e�Eh�K�

w�me	qKe
� K � Th�

ÏÂ Ke � fTh�K	� Ù· ÙÒfl„˘Ì· Ôı ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ K � Th� ‚Î. ”˜fiÏ·
�� ÛÂÎ. ��� Í·È qS Á ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÂÌ¸Ú ÛıÌ¸ÎÔı S � R� .
EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	

a�u� uB� v	 

X
K�Th

Z
�K

ru � n v ds

�
X
K�Th

Z
K

f�v �Q�v		 dx� 	v � S�
h�
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T˛Ò·� Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ¸ÒÔ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	�

�������	
X
K�Th

Z
�K

vru � nds�

›˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÔ ·Ì‹ÎÔ„Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ���� �����	. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÍÔÈÌfi
ÎÂıÒ‹ e ‰˝Ô ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K�� K� � Th. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ vKi

ÙÔÌ
ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ v � Vh ÛÙÔ Ki� Í·È ÏÂ ni ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸�
Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ e ÙÔı Ki� i 
 �� �. H ÛıÌÂÈÛˆÔÒ‹ ÙÁÚ e ÛÙÁÌ
›ÍˆÒ·ÛÁ �������	 ‰flÌÂÙ·È� ¸˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ›˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ
�������	� ·¸

�������	

Z
e

vK�
�ru �n�	�vK�

�ru �n�	 ds 

Z
e

�vK�
�vK�

	ru �n� ds�

EÂÈ‰fi vK�
�me	 
 vK�

�me	 Í·È Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ
v � S�

h�

�������	

Z
e

�vK�
� vK�

	M�
e�ru � n�	 ds 
 �

Í·È M�
e�ru � n�	 
 �M�

e�ru � n�	�

EÔÏ›Ì˘Ú� Î¸„˘ Ù˘Ì �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ v � S�
h

�������	

Z
e

vK�
�ru � n�	 � vK�

�ru � n�	 ds




Z
e

�vK�
� vK�

	�ru � n� �M�
e�ru � n�		 ds




Z
e

vK�
�ru � n� �M�

e�ru � n�		 ds

�

Z
e

vK�
�ru � n� �M�

e�ru � n�		 ds�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· ÎÂıÒ‹ e ÙÔı K � Th Ôı Ì· ÂflÌ·È Ï›ÒÔÚ ÙÔı
ÛıÌ¸ÒÔı ��. EÂÈ‰fi vK�me	 
 �� ›˜ÔıÏÂZ

e

vM�
e�ru � n	 ds 
 �� 	v � S�

h�

”ıÌÂ˛Ú�

�������	

Z
e

vru � nds 

Z
e

v�ru � n�M�
e�ru � n		 ds� 	v � S�

h�
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T˛Ò·� ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	

X
K�Th

Z
�K

ru � nv ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�ru � n�M�
eru � n	v ds� 	v � S�

h�

Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
·Í¸Ï·

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�M�
e�ru � n	ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

ru � n�ds 
 ��

EÔÏ›Ì˘Ú� Î¸„˘ Ù˘Ì �������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂX
K�Th

Z
�K

ru � nv ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�ru � n�M�
eru � n	�v � �	 ds� 	v � S�

h�

”ıÌÂ˛Ú� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	


 X
K�Th

Z
�K

ru � nv ds

 � Chjuj���k�� vk��h� 	v � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	. »›ÙÔıÏÂ
Ù˛Ò·

�������	 CK�f	 


Z
B

f�K dx�

¸Ôı B ÂflÌ·È ›Ì·Ú ‰flÛÍÔÚ ÛÙÔÌ R� � Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ B �� K Í·È �K
Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ·ÔÍÔfiÚ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÔ B. T¸ÙÂ� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ·

Ù˘Ì Bramble�Hilbert� ÛÙÁ ÏÔÒˆfi Ôı ‰flÌÂÙ·È ÛÙÔ ���� Lemma ������
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ� ›˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ������	�

�������	 kf � CK�f	k��K � ChK jf j��K � 	f � H��K	�
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AˆÔ˝ Á CK�f	 ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi ÛÂ Í‹ËÂ K� ›˜ÔıÏÂ

�������	

Z
K

f�v �Q�v		 dx 


Z
K

�f � CK�f		�v �Q�v		 dx

� CK�f	

Z
K

�v �Q�v		 dx� 	v � S�
h�

EflÛÁÚ� ÂÂÈ‰fi ÙÔ ÛÁÏÂflÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th� ÈÛ˜˝ÂÈ

�������	 j eKej 
 jKj
�
� 	Ke � fTh�K	� 	K � Th�

‚Î. ”˜fiÏ· �� ÛÂÎ. ��. EÔÏ›Ì˘Ú� ‚Î. ˆÂÒ' ÂÈÂflÌ ���� x���

�������	

Z
K

�w �Q�w		 dx 


Z
K

w dx�
X

e�Eh�K�

w�me	jKej




Z
K

w dx� jKj
�

X
e�Eh�K�

w�me	 
 �� 	w � P��

AÍ¸Ï·� ·flÒÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·�

�������	

kw �Q�w	k���K 


Z
K

�w �
X

e�Eh�K�

w�me	qKe
	 dx



X

e�Eh�K�

Z
Ke

�w �w�me		 dx � Ch�K jwj���K � 	w � P��

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì h Í·È K � Th. ∂Ò·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ
�������	��������	 Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ f � H��K	� ›˜ÔıÏÂ

�������	



Z
K

f�v �Q�v		 dx


 � Ch�K jf j��K jvj��K

� Ch�K jf j��K�j�� vj��K � j�j��K	� 	v � S�
h�

”ıÌÂ˛Ú� ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	
ja�u� uB � v	j
� Chkuk��� � kfk����k�� vk��h � hk�k���	� 	v � S�

h�

TÂÎÈÍ‹� Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	. AˆÔ˝ u� uB �
L���	� Ë· ›˜ÔıÏÂ � � H���	� EÔÏ›Ì˘Ú� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ·
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ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ÏÂ ·ıÙ‹ ÛÙÁÌ �������	� Î¸„˘ Ù˘Ì �������	� �������	� Í·È
ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ uB � S�

h Í·È u � H���	� ›˜ÔıÏÂ

X
K�Th

Z
�K

r� � n�u� uB	 ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�r� � n�M�
er� � n	�u� uB	 ds�

∏ÙÛÈ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	





 X
K�Th

Z
�K

r� � n�u� uB	 ds





 � Chj�j���ku� uBk��h�

∂Ò·� ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú v 
 I� ÛÙÁÌ �������	 Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ
�������	� �������	� �������	� �������	� �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

ku� uBk���� 
a�u� uB� �� I�	 � a�u� uB� I�	

�
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	� � nds

�ku� uBk��hk�� I�k��h
� Ch

�kuk��� � kfk���
��k�� I�k��h � hk�k���

�
� Chj�j���ku� uBk��h

�Ch��kuk��� � kfk���
�ku� uBk���� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ TÔ Ï¸ÌÔ ÛÁÏÂflÔ ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ¸Ôı ˜ÒÂÈ·ÛÙfi-
Í·ÏÂ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ f � H���	� ÂflÌ·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ �������	.

��� MIA √ENIKH EÀÀEI–TIKH EŒI”Ÿ”H

	MH ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA


”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ Í·È Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ÙÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	� Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ
ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ. H ÏÂÎ›ÙÁ ÙÔı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ Û˜fiÏ·ÙÔÚ ‚·ÛflÊÂ-
Ù·È ÛÂ ·ıÙfi ÙÔı Cai „È· ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· Ôı ·ÒÔıÛÈ‹Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x����
‚Î. ���. O ˜˛ÒÔÚ ÛÙÔÌ ÔÔflÔ Ë· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÂflÌ·È
Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart.
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”Â ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ ÙÁÌ x���� ‚Î. ���� „È· ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÔı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝
Û˜fiÏ·ÙÔÚ� ‰ÂÌ ıÔË›ÙÔıÏÂ ·Ò¸ÏÔÈÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ „È· ÙÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Th
Í·È Bn� ·ÎÎ‹ Ï¸ÌÔ ¸ÙÈ Ô Th ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú�
‚Î. OÒÈÛÏ¸ �����. ”ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·. ”ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ¸Ï˘Ú�
„È· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L�

Ì¸ÒÏ·� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � H���	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı

Bn ÂÈÎ›„ÔıÏÂ „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th.
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein

h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ
be � Bn. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ be Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ
Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 �
Z
�be

�Aru	 � nds�
Z
be

�u dx 


Z
be

f dx� 	e � Ein
h �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÓfiÚ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔ ������	: ZÁÙÂflÙ·È
uB � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
Z
�be

�AruB	 � nds� uB�me	

Z
be

� dx




Z
be

f dx� 	e � Ein
h �

º˘Ú ÛÙÁÌ ��� „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÔı ¸ÒÔı �u� ‰ÂÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ
ÙÔ
R
be
uB� dx� Ôı ÂflÌ·È ÈË·Ì¸Ì Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ ÏÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í·

·ÎÎ‹ ÙÔ uB�me	
R
be
� dx� Í·È ›ÙÛÈ ·ıÙ¸Ú Ô ¸ÒÔÚ ÙÂÎÈÍ‹ Ë· ‰˛ÛÂÈ ›Ì·Ì

‰È·„˛ÌÈÔ flÌ·Í·. ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂ „È·

Í‹ËÂ e � Ein
h �

������	 �
Z
�be

�Ar�u� uB		 � nds�
Z
be

��u� uB�me		dx 
 ��

OÒflÊÔıÏÂ ÂÍ Ì›Ôı ÛÂ ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ÙÈÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú
a� aNN � �H���	 � Sh	� �H���	 � Sh	
 R� ˘Ú

������	

a�v� w	 

X
K�Th

Z
K

�Arv	 � rw dx Í·È

aNN �v� w	 
 �
X
e�Ein

h

w�me	

Z
�be

�Arv	 � nds�
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T˛Ò·� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	

aNN �uB � v	 �
X
e�Ein

h

v�me	uB�me	

Z
be

� dx



X
e�Ein

h

v�me	

Z
be

f dx� 	v � S�
h�

Í·È ÙÁÌ ������	 ˘Ú

������	
aNN�u� uB � v	 �

X
e�Ein

h

v�me	

Z
be

��u� uB�me		dx


 �� 	v � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·� Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÒÔÍ·Ù·ÒÍÙÈÍ‹ ÎfiÏÏ·Ù·. EflÛÁÚ�
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ k � k����K ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÙÔı ˜˛ÒÔı W ����K	� ¸Ôı K �
R� � Í·È� ·Ì B 
 �bij	

�
i�j�� ÂflÌ·È ›Ì·Ú flÌ·Í·Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì� Ë›ÙÔıÏÂ

kBk����K 
 max��i�j�j kbijk����K .

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ B�x	 
 �bij�x		
�
i�j�� ›Ì·Ú flÌ·Í·Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì.

YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ bij �W ����K	 „È· Í‹ËÂ K � Th� i� j 
 �� ��

������	 max
x�K

kB�x	k
R� � ChK � 	K � Th�

Í·È

������	 kBk����K � C� 	K � Th�

ÏÂ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔıK . T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C�

Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ� „È· Í‹ËÂ v � S�
h�

������	





 X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

�Brv	 � nds




 � C�hjvj���h�

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ v � S�
h. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�

Schwarz� ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÔ
„Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á v ÂflÌ·È „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÔÎı˛ÌıÏÔ ÛÂ Í‹ËÂ K � Th� ÏÔÒÔ˝ÏÂ
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Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ������	 ˘Ú ÂÓfiÚ



 X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

�Brv	 � nds




�



�

�





 X
K�Th

X
e�	�Eh�K�

�v�me	� v�m			

Z
�be��b�

�Brv	 � ne ds




�

� �

�

� X
K�Th

X
e�	�Eh�K�

�v�me	� v�m			
��

�
X
K�Th

X
e�	�Eh�K�



Z
�be��b�

�Brv	 � ne ds


�

� Cjvj���h
X
K�Th

�
hK

Z
�K



�Brv	 � n

�ds� h�K jvj���K
�
�

¸Ôı ÏÂ ne ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸� ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ
Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı be � Bn. EÔÏ›Ì˘Ú

�������	





 X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

�Brv	 � nds




�

� Cjvj���h
X
K�Th

�
hK

Z
�K



�Brv	 � n

�ds� h�K jvj���K
�
�

EflÛÁÚ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ÙÈÚ ������	� ������	 Í·È ÙÔ
„Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ v � S�

h� ‰ÁÎ·‰fi jvj��K 
 �� „È· Í‹ËÂ K � Th� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÔ v � S�
h� ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th�

�������	

hK

Z
�K



�Brv	 � n

�ds
� ChKfhKkBk�����K jvj���K � h��

K max
x�K

kB�x	k�
R�jvj���Kg

� Ch�K jvj���K �

TÂÎÈÍ‹� ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	��������	 ·flÒÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ ÂÈËı-
ÏÁÙfi Û˜›ÛÁ ������	. �

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ �� � � Í·È h� � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ

h � ��� h�	 Í·È „È· Í‹ËÂ v � S�
h� ›˜ÔıÏÂ

�������	 aNN�v� v	 � ��jvj���h�
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A¸‰ÂÈÓÁ: AˆÔ˝ Ô A ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ÛıÌËfiÍÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ������	�
„È· Í‹ËÂ v � S�

h ›˜ÔıÏÂ

�������	 ��jvj���K � �A�zK	rv�rv	K � 	K � Th�

ÏÂ ÙÁ ÛÙ·ËÂÒ‹ �� ÙÁÚ ������	. EÔÏ›Ì˘Ú� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú
¸ÙÈ div�A�zK 	rv	 
 �� ÛÂ Í‹ËÂ K � Th Í·È v � S�

h Í·È ÙÁÌ �������	�
›˜ÔıÏÂ

a�jvj���h �
X
K�Th

�A�zK	rv�rv	K



X
K�Th

X
e�Ein

h

v�me	�A�zK 	rv�r�e	K



X
e�Ein

h

�A�zK�e	rv�r�e	K�ev�me	

�
X
e�Ein

h

�A�zK�e 	rv�r�e	K�ev�me	



X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�K�e

�A�zK�e 	rv	 � n�e ds

�
Z
K�e

div�A�zK�e	rv	�e dx
�

�
X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�K�e
�A�zK�e	rv	 � n�e ds

�
Z
K�e

div�A�zK�e 	rv	�e dx
�



X
e�Ein

h

v�me	

Z
�K�e

�A�zK�e 	rv	 � n�e ds

�
X
e�Ein

h

v�me	

Z
�K�e

�A�zK�e 	rv	 � n�e ds



X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�A�zK�e	rvK�e �A�zK�e 	rvK�e	 � ne ds



X
e�Ein

h

v�me	
��Z

�K�e

�A�zK�e	rv	 � nds

�
Z
�K�e

�A�zK�e 	rv	 � nds
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�

Z
e

�A�zK�e 	rvK�e �A�zK�e 	rvK�e	 � ne ds
�


 �
X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�K�ene

�A�zK�e	rv	 � nds

�

Z
�K�ene

�A�zK�e	rv	 � nds
�


 �
X
e�Ein

h

v�me	

�Z
�b�e ne

�A�zK�e	rv	 � nds

�

Z
�b�e ne

�A�zK�e 	rv	 � nds
�
�

¸Ôı ne ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁ ÎÂıÒ‹ e ÙÔı
K�e. ”ıÌÂ˛Ú

�������	

a�jvj���h � �
X
e�Ein

h

v�me	

�Z
�b�e ne

�A�zK�e	rv	 � nds

�

Z
�b�e ne

�A�zK�e 	rv	 � nds
�
�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· Taylor ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C � �� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı
K� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 max
x�K

kA�x	�A�zK	k
R� � ChK

Í·È

�������	

sup
x�K

max
i�j����



��aij�x	� aij�zK		

�xk





 sup

x�K
max
i�j����



�aij�x	
�xk



 � C� k 
 �� ��

EÈÎ›„ÔıÏÂ Ù˛Ò· B�x	 
 A�x	�A�zK 	� ÏÂ x � K . H B ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ
ıÔË›ÛÂÈÚ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ �����. T¸ÙÂ „È· h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸� Û˝Ïˆ˘Ì·
ÏÂ ÙÁÌ �������	� ›˜ÔıÏÂ

aNN�v� v	 
 �
X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

�Arv	 � nds
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 �
X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�b�e ne

�A�zK�e	rv	 � nds

�

Z
�b�e ne

�A�zK�e 	rv	 � nds
�

�
X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�b�e ne

�Brv	 � nds�
Z
�b�e ne

�Brv	 � nds�
�������	


 �
X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�b�e ne

�A�zK�e	rv	 � nds

�

Z
�b�e ne

�A�zK�e 	rv	 � nds
�

�
X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

�Brv	 � nds � ��jvj���h � C�hjvj���h

� ��jvj���h�

¸Ôı C� ÂflÌ·È Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÛÙÁÌ ������	 Í·È �� ÂflÌ·È Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹
·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. �

EÈÛ‹„ÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ S�
h �H�

� ��	�

�������	 jjjvjjjh 

�jvj���h � kp�vk����

����
�

ÙÁÌ ÔÔfl· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·.

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C Í·È h� � ��� �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

„È· Í‹ËÂ h � ��� h�	 Í·È Í‹ËÂ v � S�
h� ›˜ÔıÏÂ

�������	 aNN�v� v	 �
X
e�Ein

h

v��me	

Z
be

� dx � Cjjjvjjj�h�

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ v � S�
h. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

Â˝ÍÔÎ·�

aNN�v� v	 �
X
e�Ein

h

v��me	

Z
be

� dx

� ��jvj���h �
X
e�Ein

h

v��me	

Z
be

� dx
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� ��jvj���h � c
X
e�Ein

h

Z
be

�v�dx

�������	

�
X
e�Ein

h

Z
be

��cv� � v��me		dx

� cjjjvjjj�h �
X
e�Ein

h

Z
be

��cv� � v��me		dx

¸Ôı �� ÂflÌ·È Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ����� Í·È c 
 �
� min��� ��	.

EflÛÁÚ� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ›˜ÔıÏÂ

�������	

X
e�Ein

h

Z
be

��cv� � v��me		dx

�
X
e�Ein

h

Z
be

��
�

�
v� � v��me		dx

�
X
e�Ein

h

Z
be

��v � v�me		
�
dx

� �
X
e�Ein

h

Z
be

�v � v�me		
�
dx�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á v ÂflÌ·È ›Ì· ÔÎı˛ÌıÏÔ ÙÔ ÔÎ˝
‚·ËÏÔ˝ ›Ì· ÛÂ Í‹ËÂ K � Th� ·¸ ÙÁÌ �������	 ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

X
e�Ein

h

Z
be

��cv� � v��me		dx � �
X
K�Th

X
e�Eh�K�

jvK j���Ke
h�K

� �h�jvj���h � �h�jjjvjjj�h�

∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸. ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	� �������	
Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C�
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

aNN �v� v	 �
X
e�Ein

h

v��me	

Z
be

� dx � cjjjvjjj�h � �h�jjjvjjj�h � Cjjjvjjj�h�

∂Ò·� ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	. �
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æ·ÒÓÁ: AˆÔ˝ Á ÂflÎıÛÁ ÙÁÚ ������	 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú
„Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ� „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ ·ÒÍÂfl Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ
ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ·. H ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ¸Ï˘Ú ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÔ ÀfiÏÏ· �����.

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v � bS� bK	. T¸ÙÂ

�������	 kvk��� bK 

�

�

	X
�

v��bmi	�

A¸‰ÂÈÓÁ: AˆÔ˝ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v ÂflÌ·È ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÔı bS� bK	� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·
ÙÁÌ ÂÍˆÒ‹ÛÔıÏÂ ˘Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ Ù˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÁÚ ‚‹ÛÁÚ ÙÔıbS� bK	� Ô¸ÙÂ v 


P	
� v�bmi	b�i. EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	 kvk��� bK 

	X

i�j��

v�bmi	v�bmj	�b�i� b�j	 bK �
√È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 Ò›ÂÈ Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ Ù· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹
„ÈÌ¸ÏÂÌ· �b�i� b�j	 bK � „È· i� j 
 �� �� �. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

�������	

�b��� b��	 bK 

�

�
� �b��� b��	 bK 
 �� �b��� b�		 bK 
 �

�b��� b��	 bK 
 �� �b��� b��	 bK 

�

�
� �b��� b�		 bK 
 �

�b�	� b��	 bK 
 �� �b�	� b��	 bK 
 �� �b�	� b�		 bK 

�

�
�

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	 Í·È �������	 ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ �������	. �

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ

v � S�
h Í·È K � Th ›˜ÔıÏÂ

�������	 Ckvk���K �
X

e�Eh�K�

h�ev
��me	 � C��kvk���K �

¸Ôı he 
 jej.
A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ v � S�

h� K � Th Í·È � � Eh�K	. ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù·
ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ ·ÒÈÛÙÂÒfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

ÛÙÁÌ �������	�

X
e�Eh�K�

h�ev
��me	 � h�K

X
e�Eh�K�

v��me	 
 h�K

	X
i��

bv�K�	�bmi	


 �h�KkbvK�	k��� bK � Ckvk���K �
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–·Ò¸ÏÔÈ·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ������	� ·flÒÌÔıÏÂ Í·È ÙÁ ‰ÂÓÈ‹ ·ÌÈÛ¸-
ÙÁÙ·�

kvk���K � Ch�KkbvK�	k��� bK 
 Ch�K

	X
i��

bv�K�	�bmi	


 Ch�K
X

e�Eh�K�

v��me	 � C��
X

e�Eh�K�

h�ev
��me	� �

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ������	� ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ
ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th Í·È Ïfl· ÎÂıÒ‹ e �
Ein
h � Eh�K	. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ ne ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸

‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e ÙÔı K . AÍÔÎÔıË˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ����
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ K�e ÙÔ ÙÒfl„˘ÌÔ K Í·È ÏÂ K�e ÙÔ ‹ÎÎÔ ÙÒfl„˘ÌÔ ÙÔı
Th� Ôı ›˜ÂÈ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ ÏÂ ÙÔ K ÙÁÌ e. ∏ÛÙ˘ ÎÔÈ¸Ì�

�������	
�A�x	r	 � ne 
�A�x	r	K�e	 � ne

� �A�x	r	K�e 	 � ne� 	x � e� 		 � S�
h�

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � S�
h. T¸ÙÂ

aNN �v� w	 
�
X
K�Th

�div�Arv	� Q�w		K

�
X
e�Ein

h

w�me	

Z
e


Arv� � ne ds�

ÏÂ ne ¸˘Ú ÛÙÁÌ ������� Í·È Q ¸˘Ú ÛÙÁÌ ��������.

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ v � S�
h� K � Th� e � Eh�K	�Ein

h Í·È ne ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ�
Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e ÙÔı K . Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ

Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green ›˜ÔıÏÂZ
�be

�Arv	 � nds 

Z
be

div�Arv	dx �
Z
e


Arv� � ne ds�

À¸„˘ Ù˛Ò· ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ �������	 ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi Q� Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı
ÎfiÏÏ·ÙÔÚ ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÂÙ·È Â˝ÍÔÎ·. �

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � S�
h. T¸ÙÂ

a�v� w	 
 aNN �v� w	 �
X
K�Th

�div�Arv	� w �Q�w		K

�
X
K�Th

Z
�K

�Arv	 � nw ds�
X
e�Ein

h

w�me	

Z
e


Arv� � ne ds�
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ÏÂ ne ¸˘Ú ÛÙÁÌ ������� Í·È Q ¸˘Ú ÛÙÁÌ ��������.

A¸‰ÂÈÓÁ: Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ·
������ ›˜ÔıÏÂ

a�v� w	 

X
K�Th

�Arv�rw	K


 �
X
K�Th

�div�Arv	� w	K �
X
K�Th

Z
�K

�Arv	 � nw ds


 aNN �v� w	 �
X
K�Th

�div�Arv	� w �Q�w		K

�
X
K�Th

Z
�K

�Arv	 � nw ds�
X
e�Ein

h

w�me	

Z
e


Arv� � ne ds� �

»· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u � uB ÛÂ Ïfl· Ì¸ÒÏ· ÂÓ·ÒÙ¸ÏÂÌÁ
·¸ ÙÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ� jjj � jjjh� ‚Î. �������	.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uB Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������.

T¸ÙÂ� „È· h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸� ›˜ÔıÏÂ

�������	 jjju� uB jjjh � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h.

A¸‰ÂÈÓÁ: XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Í·È ÙÁÌ ������	� ›˜ÔıÏÂ� „È·
	 � S�

h�

�������	

jjjuB � 	jjjh � C sup
v�S�

h
v ���

�aNN�uB � 	� v	

jjjvjjjh

�

P
e�Ein

h
v�me	�uB � 		�me	

R
be
� dx

jjjvjjjh
�


 C sup
v�S�

h

v ���

�aNN�u� 	� v	

jjjvjjjh

�

P
e�Ein

h
v�me	

R
be
��u� 	�me		 dx

jjjvjjjh
�
�

AÍ¸Ï·� ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ
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·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ

�������	

X
e�Ein

h

v�me	

Z
be

��u� 	�me		 dx

� � X
e�Ein

h

Z
be

���u� 	�me		
� dx

����� X
e�Ein

h

jbej v��me	
����

�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ ������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	 jbej � C�max�h�K�e � h�K�e 	 � C�
��h�e� 	e � Ein

h �

ÏÂ C� ÙÁ ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÁÚ �������	. T¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ �������	� Í·È Ù· ÀfiÏÏ·Ù·
����� Í·È ������ ·flÒÌÔıÏÂ� „È· v � S�

h�

�������	

X
e�Ein

h

jbejv��me	 

�

�

X
K�Th

X
e�Eh�K�

jbejv��me	

� C
X
K�Th

X
e�Eh�K�

h�ev
��me	 � Ckvk����

� Cjvj���h � Ckvk�h�

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÂflÛÁÚ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ „È· v� 	 � S�
h

�������	

X
e�Ein

h

v�me	

Z
be

��u� 	�me		 dx

� Cjjjvjjjh
� X
e�Ein

h

Z
be

���u� 	�me		
� dx

����

�

AÍ¸Ï·� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz� ÙÔ ÀfiÏÏ·
������ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á 	 ÂflÌ·È
ÔÎı˛ÌıÏÔ ÙÔ ÔÎ˝ ‚·ËÏÔ˝ ›Ì· ÛÂ Í‹ËÂ K � Th Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ aij �
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C���	� i� j 
 �� �� ›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· v� 	 � S�
h�

jaNN�u� 	� v	j� 






 X
e�Ein

h

v�me	

Z
�be

�A�r�u� 			 � nds




�



�

�





 X
K�Th

X
e�	�Eh�K�

�v�me	� v�m			

Z
�be��b�

�A�r�u� 			 � ne ds




�

� �

�

� X
K�Th

X
e�	�Eh�K�

�v�me	� v�m			
��

�
X
K�Th

X
e�	�Eh�K�



Z
�be��b�

�A�r�u � 			 � ne ds


�

� Ckrvk���h
X
K�Th

�
hK

Z
�K



�A�r�u� 			 � n

�ds� h�Kkuk���K

� h�K ju� 	j���K
�
�

¸Ôı ne ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ� Í‹ËÂÙÔ� ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı
be � Bn. EÔÏ›Ì˘Ú�

�������	

jaNN�u� 	� v	j�

� Ckrvk���h
X
K�Th

�
hK

Z
�K



�A�r�u� 			 � n

�ds
� h�Kkuk���K � h�K ju� 	j���K

�
�

EÈÎ›ÔÌ� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ aij �
C���	� i� j 
 �� �� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ

�������	
hK

Z
�K



�A�r�u� 			 � n 

�ds
� C

�
h�Kkuk���K � ju� 	j���K

�
�

ÏÂ 	 � S�
h Í·È K � Th. AËÒÔflÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ �������	 ÛÂ Í‹ËÂ K � Th�

›˜ÔıÏÂ� „È· 	 � S�
h�

�������	

X
K�Th

hK

Z
�K



�A�r�u� 			 � n

�ds
� C

� X
K�Th

h�Kkuk���K � ju� 	j���h
�
�
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”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ� „È· v� 	 �
S�
h�

�������	

jaNN �u� 	� v	j�

� C

� X
K�Th

h�Kkuk���K � ju� 	j���h
�
jvj���h

� C

� X
K�Th

h�Kkuk���K � ju� 	j���h
�
jjjvjjj�h�

EÔÏ›Ì˘Ú� ·¸ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	 ·flÒÌÔıÏÂ� „È· v� 	 � S�
h�

�������	

aNN�u� 	� v	 �
X
e�Ein

h

v�me	

Z
be

��u� 	�me		 dx

� C

� X
K�Th

h�Kkuk���K � ju� 	j���h

�
X
e�Ein

h

Z
be

���u� 	�me		
�dx

����

jjjvjjjh�

”ıÌÂ˛Ú� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	

jjjuB � 	jjj�h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K � ju� 	j���h

�
X
e�Ein

h

Z
be

���u� 	�me		
� dx

�
�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ jjj � jjjh� Î·Ï‚‹-
ÌÔıÏÂ

jjju� uB jjj�h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K � ku� 	k���h

�
X
e�Ein

h

Z
be

���u� 	�me		
�dx

�
�

∂Ò·� „È· 	 
 Iu� Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ

�������	

jjju� uBjjj�h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K � ku� Iuk���h

�
X
e�Ein

h

Z
be

���u� Iu�me		
�dx

�
�
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XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· Ïfl· „Ì˘ÛÙfi ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi
I� ‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ���� Theorem �� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

X
e�Ein

h

Z
be

���u� Iu�me		
�dx

� ��
X
e�Ein

h

Z
be

�u� Iu�me		
�dx

� ��
X
e�Ein

h

�diam be	
�juj���be

� ����
X
K�Th

h�K juj���K �

EÔÏ›Ì˘Ú� ·¸ ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	 ›ÂÙ·È ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ
ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

jjju� uBjjj�h � C
X
K�Th

h�K
��uk�

��K
� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u� uB ÛÙÁÌ L��Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uB Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������.

YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � H���	� aij � C���	� � � i� j � �� � � C���	
Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K , „È·

Í‹ËÂ K � Th. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C , ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ

�������	 ku� uBk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

A¸‰ÂÈÓÁ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ
ÙÔı ������	 Í·È uB Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������	� ZÁÙÂflÙ·È � � H���	� Ù›ÙÔÈ·
˛ÛÙÂ

�������	 �div�ATr�	��� 
 u�uB ÛÙÔ � Í·È � 
 � ÛÙÔ ���

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �������	 ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ, Í·Ë˛Ú Í·È
¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·	�

�������	 k�k��� � Cku� uBk����
XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green,
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

ku� uBk���� 
 ��u� uB �div�A
Tr�		� � �u� uB� ��	�
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 a�u� uB � �	 �
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	�A
Tr�	 � nds� �u� uB � ��	�


 a�u� uB � �� v	 � �u� uB � ��� � v		� � a�u� uB� v	

� �u� uB � �v	� �
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	�A
Tr�	 � nds� 	v � S�

h�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

ku� uBk���� 
 a�u� uB� � � v	

� �u� uB� ��� � v		� � a�u� uB � v	 � �u� uB � �v	�

�
X
K�Th

Z
�K

�u� uB	�A
Tr�	 � nds� 	v � S�

h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	. EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú
¸ÙÈ

�������	
a�u� uB � �� v	 � ���u� uB	� � � v	�

� Cku� uBk��hk�� vk��h� 	v � S�
h�

AÍ¸Ï·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ÙÁÌ ������	 Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green, ›˜ÔıÏÂ

�������	

a�u� uB� v	 � ���u� uB	� v	�



X
K�Th

Z
K

Arurv dx� a�uB � v	 � ���u� uB	� v	�



X
K�Th

Z
�K

�Aru	 � n v ds�
X
K�Th

Z
K

fv dx

� aNN �uB � v	� ��uB � v	�

�
X
K�Th

�div�AruB	� v �Q�v		K

�
X
K�Th

Z
�K

�AruB	 � nv ds

�
X
e�Ein

h

v�me	

Z
e


AruB  � ne ds� 	v � S�

h�

ÏÂ Q ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	. EflÛÁÚ, Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù·
¸˘Ú ÛÙÁ �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

Z
e

�Aru � ne ds 
 �� 	e � Ein
h �



��� √ENIKH EŒI”Ÿ”H � MH ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA ��

”˝Ïˆ˘Ì· Ù˛Ò· ÏÂ ÙÁÌ �������	 Í·È Î¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ v�me	 
 �
„È· ¸Î· Ù· e � Eh nEin

h � ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

X
K�Th

Z
�K

�Ar�u� uB		 � n v ds

�
X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�Ar�u� uB	 � ne ds



X
K�Th

Z
�K

�Ar�u� uB		 � n �v � v�me		 ds� 	v � S�
h�

EÔÏ›Ì˘Ú, Î¸„˘ Ù˘Ì �������	 Í·È ������	� Á �������	 ‰flÌÂÈ

a�u� uB� v	 � ���u � uB	� v	�



X
K�Th

Z
K

f�v �Q�v		dx

�
X
K�Th

Z
K

��uBv �Q�uBv		dx

�
X
K�Th

�div�AruB	� v �Q�v		K

�������	

�
X
K�Th

Z
�K

�Ar�u� uB	 � n �v � v�me		 ds� 	v � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	. À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú
ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á CK�f	� ÙÁÌ ÔÔfl· ÔÒflÛ·ÏÂ

ÛÙÁÌ
�������	� ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi ÛÙÔ K� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔıÚ ‰˝Ô Ò˛ÙÔıÚ
¸ÒÔıÚ Ù˘Ì ·ËÒÔÈÛÏ‹Ù˘Ì ÛÙÁÌ �������	 ˘ÚZ

K

f�v �Q�v		 dx �
Z
K

��vuB �Q�vuB		 dx




Z
K

�f � CK�f		�v �Q�v		 dx � CK�f	

Z
K

�v �Q�v		 dx

�

Z
K

�� � ��zK		�uBv �Q�uBv		 dx

� ��zK	

Z
K

�uBv �Q�uBv		 dx
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Z
K

�f � CK�f		�v �Q�v		 dx

�

Z
K

�� � ��zK		�uBv �Q�uBv		 dx� 	v � S�
h�

”ıÌÂ˛Ú, ·ˆÔ˝ f � H��K	 Í·È � � C���	� Î¸„˘ Ù˘Ì �������	�
�������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	



Z
K

f�v �Q�v		 dx �

Z
K

��vuB �Q�vuB		 dx




� Ch�K jf j��K�j�� vj��K � j�j��K	

� Ch�K max
x�K

jr��x	j
Z
K

jr�uBv	j dx

� Ch�K�kuk��� � kfk��� � ku� uBk��K	

� �k�k��K � k� � vk��K	� 	v � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÒflÙÔ ¸ÒÔ ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÎÔıÚ ÙÁÚ
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AÍ¸Ï· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

�������	

X
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XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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X
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h�
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e ÙÔı Ki� i 
 �� �. E·Ì·Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù·
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Í·È
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EÂÈ‰fi Ù˛Ò·, u� � � H���	 Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù·
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KE÷AÀAIO �

Mfl· Ì›· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ: AÎfi ÂÎÎÂÈÙÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÂ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ Í·Ë˛Ú Í·È ÛÂ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ
‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú ÂÌ¸Ú ˆÒ·„Ï›ÌÔı, ÍıÒÙÔ˝, ÔÎı„˘ÌÈÍÔ˝ ˜˘ÒflÔı � � R� „È·
ÙÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Ïfl·Ú ·ÎfiÚ ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ. H ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ
Ôı ·flÒÌÔıÏÂ ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì fi ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì �nonconforming	
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. »· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙ›Ú ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÏÔ-

ÒÔ˝Ì Ì· ËÂ˘ÒÁËÔ˝Ì Âˆ·ÒÏÔ„›Ú Ïfl·Ú ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÏÂË¸‰Ôı Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ
˘Ú ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ï›Û˘ ÂÌ¸Ú Í·Ì¸Ì·
·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ. »· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Í·È ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·, „È· ·ıÙfi ÙÁ „ÂÌÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô.
EÔÏ›Ì˘Ú, ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Û˜ÁÏ‹Ù˘Ì ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ˘Ú ·Î›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì „È·
ÙÁ „ÂÌÈÍfi ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô.

��� EI”A√Ÿ√H

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ÏÂÒÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ: √È· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f � L���	� ÊÁÙÂflÙ·È Ïfl·
ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � � � R� 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	
��u� �u 
 f ÛÙÔ ��

u 
 � ÛÙÔ ���

¸Ôı � ÂflÌ·È ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÛÙÔÌ R� Í·È � �
C���	 Ïfl· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ.
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”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �� ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔıÚ
ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔıÚ ÙÔı �� Bc Í·È Bn� ”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �
Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ÂflÛÁÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÈÍ·Îı-
Ù¸ÏÂÌÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Vc Í·È Vn, ‚Î›Â x���. AıÙ›Ú ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ, Í·Ë˛Ú
Í·È ‹ÎÎÂÚ, ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ Ïfl· ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô Ù›ÙÔÈ· Ôı ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Vc� Vn� Bn Í·È Bc Ì· ÂflÌ·È
·Î›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ÙÁÚ.

H ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ÒÔÍ˝ÙÂÈ
˘Ú ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ·Ì‹ÎÔ„ÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì „È· ÙÔ
Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 Ï›Û˘ ÂÌ¸Ú Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙÔ ��
Ô ÔÔflÔÚ ÔÒflÊÂÙ·È Ï›Û˘ ÂÌ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfi Q. H ‰È·ÍÒÈÙfi Î˝ÛÁ Ôı Í·Ù·-
ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ·ÌfiÍÂÈ ÛÂ ›Ì· ˜˛ÒÔ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ Vh�
ÙÔı ÔÔflÔı ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
„Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì Í·Ë˛Ú Í·È Ô ˜˛ÒÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì
Crouzeix�Raviart, ‚Î. ���. √È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ x��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝-
ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·. EflÛÁÚ,

ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ Ô Í·Ì¸Ì·Ú ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚fiÚ „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ f � H���	 ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·.

”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ
˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÈÚ ÛıÌÂ˜ÂflÚ �fi ·ÎÎÈ˛Ú ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ �conforming		�
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. H Ò˛ÙÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ·ıÙfi Ôı
·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x���. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi
„È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ·

ÙÁÚ x��� „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÏÂË¸‰Ôı Ôı ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÛÙÁÌ
x���. H ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ· Á ÔÔfl· ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁÌ
Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� ÂflÌ·È Á fl‰È· Ôı ‰flÌÂÈ Í·È ÙÔ »Â˛ÒÁÏ·
�����. ºÏ˘Ú, Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ·¸ ·ıÙfiÌ
ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����. EflÛÁÚ, Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·
Ôı ·flÒÌÔıÏÂ Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ‰ÂÌ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ÛÙÁÌ
��. H ‰Â˝ÙÂÒÁ Ù˛Ò· Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â‹Ì ËÂ˘-
ÒfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ Vc ·ÌÙfl ÙÔı Bc. MÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ·ÔˆÂ˝„ÔıÏÂ ÙÔÌ
ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÂÌ¸Ú Ì›Ôı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı �� ·ˆÔ˝ Ô Vc ›˜ÂÈ ˘Ú ÛÙÔÈ˜Âfl·
ÙÔı ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı ‰ÔÛÏ›ÌÔı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Th. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ›Ì·Ì
Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙ¸ ÙÔ Ì›Ô ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl
ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÁÚ x���. EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ·ıÙfi ÙÁ
Ì›· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı
·flÒÌÔıÏÂ ·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÙÁÚ x���.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ÛÙÁÌ ·Ò·„Ò‹ˆÔ ���� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Í·È ‹ÎÈ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ, ·ıÙfi ÙÁ ˆÔÒ‹, ÙÈÚ ¸˜È Í·Ù'



	�� EI”A√Ÿ√H ��

·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜ÂflÚ �ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ �nonconforming		� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì
Crouzeix�Raviart. H Ò˛ÙÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ·ıÙfi Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x���.
»Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ, ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸
·¸ ÙÔıÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔıÚ, ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ,
‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÙÁÚ x��� „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ
ÏÂË¸‰Ôı ÙÁÚ x���. H ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ

·¸ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� ÂflÌ·È Á fl‰È· Ôı ‰flÌÂÈ Í·È ÙÔ
»Â˛ÒÁÏ· �����. ºÏ˘Ú, Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi
·¸ ·ıÙfiÌ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����. EflÛÁÚ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ
¸ÙÈ ÔÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì »Â˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È ����� ÂflÌ·È ·Ò¸ÏÔÈÂÚ. H
‰Â˝ÙÂÒÁ Ù˛Ò· Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â‹Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ
ÙÔÌ Vn ·ÌÙfl ÙÔı Bn. MÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ·ÔˆÂ˝„ÔıÏÂ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸
ÂÌ¸Ú Ì›Ôı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı �� ·ˆÔ˝ Ô Vn ›˜ÂÈ ˘Ú ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı ÙÒfl„˘Ì·
ÙÔı ‰ÔÛÏ›ÌÔı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Th. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ›Ì·Ì ‹ÎÎÔ Í·Ì¸Ì·
·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ� Ô ÔÔflÔÚ ·ıÙfi ÙÁ ˆÔÒ‹ ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚fiÚ „È· Í·Ù‹
ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ� ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙ¸ ÙÔ Ì›Ô ‰È·ÍÒÈÙ¸
Û˜fiÏ· ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÁÚ x���. EÔÏ›Ì˘Ú, „È·

·ıÙfi ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ
Ôı ·flÒÌÔıÏÂ ·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÙÁÚ x���.

Mfl· Û˝ÌÙÔÏÁ ÂÒflÎÁ¯Á ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÂflÌ·È Á ·Í¸ÎÔıËÁ.

”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th ÙÔı � Í·È ›Ì·Ì
ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ˜˛ÒÔ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, Vh. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï·
›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q Ôı ›˜ÂÈ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ Í·È ÏÂ
ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· ÙÔı ÔÔflÔı ‰È·Ùı˛ÌÔıÏÂ ›Ì· Û˜fiÏ· Ôı ·ÔÙÂÎÂfl ÒÔÛ›„„ÈÛÁ
ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	. ”ÙÁÌ x��� ÏÂÎÂÙÔ˝-
ÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔ Û˜fiÏ· Í·È ÛÙ· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ����� ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ”ÙÁÌ
x��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„-
„ÈÛÁÚ ÙÈÚ ÛıÌÂ˜ÂflÚ, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc ÙÔı Th Í·È ÛÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÙÔÌ
Vc. ƒÂfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Í·È Ù· ‰˝Ô Û˜fiÏ·Ù· ÂflÌ·È ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� Ô¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· ·ıÙ‹ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ÛÙÁÌ x���. ”ÙÁÌ x��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ ‰ı˙Í¸
‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn ÙÔı Th Í·È ÛÙÁ ‰Â˝ÙÂÒÁ ÙÔÌ Vn. T›ÎÔÚ, ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Í·È
Ù· ‰˝Ô Û˜fiÏ·Ù· ÂflÌ·È ÂÈ‰ÈÍ›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ
ÛÙÁÌ x���� Ô¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÔıÌ Í·È „È· ·ıÙ‹ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı
‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ÛÙÁÌ x���.
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»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ˜˛Ò˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì fVhg��h�� ÂÂÒ·-

ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ, ¸Ôı ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ v � Vh ÂflÌ·È ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÙÔ �
Í·È vjK � P� „È· Í‹ËÂ K � Th� ÏÂ P� ÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì ‰˝Ô
ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì ‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ ›Ì·. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Vh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ
È‰È¸ÙÁÙ· ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ: ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ
„È· Í‹ËÂ v � H���	 �H�

� ��	�

������	 inf
��Vh

kv � 	kj�h � C
� X
K�Th

h
����j�
K kvk�j�K

����
� j 
 �� ��

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ O Vh ÂflÌ·È ›Ì·Ú ˜˛ÒÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ,
ÙÔı ÔÔflÔı ÛÙÔÈ˜Âfl· ÒÔÛÂ„„flÊÔıÌ Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı H���	 � H���	.
”ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ·, ‰ÁÎ·‰fi ÛıÌÂ˜fi,
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl·, Ù¸ÙÂ Vh � H�

� ��	. AÎÎ‹, ÛÙÁÌ ÈÔ „ÂÌÈÍfi
ÂÒflÙ˘ÛÁ, Ù˘Ì ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, Ô Vh
‰ÂÌ ÂÒÈ›˜ÂÙ·È ÛÙÔÌ H�

� ��	. ∏ÙÛÈ Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ Í‹ÔÈÂÚ
Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛıÏ‚·Ù¸ÙÁÙ·Ú, ‚Î. ÂflÛÁÚ ���� Hypothesis H� Í·È
Remark �. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô Vh ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÛıÌÂ˜˛Ì, Í·Ù‹
ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi Ô X�

h� ÂflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ
Á ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È, ‚Î›Â ������	.

Y¸ËÂÛÁ ������ YÔË›ÙÔıÏÂ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛıÏ‚·Ù¸ÙÁÙ·Ú „È·
ÙÔ ˜˛ÒÔ Vh:

�i	 AÌ e ÂflÌ·È Á ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K��K� � Th� Ù¸ÙÂ
ÈÛ˜˝ÂÈ

������	

Z
e

�vK�
� vK�

	 ds 
 �� 	v � Vh�

¸Ôı vK ÂflÌ·È Ô ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÁÚ v ÛÙÔ K � Th.
�ii	 ”Â Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ e ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th� Ôı ÂflÌ·È ÙÏfiÏ· ÙÔı

ÛıÌ¸ÒÔı ÙÔı �� ÈÛ˜˝ÂÈ

������	

Z
e

v ds 
 �� 	v � Vh�

AÍ¸Ï· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı ˜˛ÒÔı Vh ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ
·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poincar	e�Friedrichs, ‰ÁÎ·‰fi

������	 kvk��� � Cjvj��h� 	v � Vh�
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–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ������	�������	
ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ¸Ù·Ì Vh � H�

� ��	. EflÛÁÚ, ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı
Ô Vh ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�
Raviart, ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ������	�������	, ‚Î. ���� x�� ¸˘Ú Í·È Á ������	� ‚Î.
ÀfiÏÏ· �����.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a � �H���	�Vh	�
�H���	 � Vh	
 R Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

������	 a�v� w	 

X
K�Th

Z
K

rv � rw dx�

MÔÒÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi:
ZÁÙÂflÙ·È u � H�

� ��	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�u�w	 � ��� uw	� 
 �f�w	�� 	w � H�
� ��	�

TÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÂflÌ·È: ZÁÙÂflÙ·È uh �
Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�uh� 		 � ��� uh		� 
 �f� 		�� 		 � Vh�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� QjK � H��K	 
 L��K	� K � Th�
Ô ÔÔflÔÚ ›˜ÂÈ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ:

������	

Z
K

w dx 


Z
K

Q�w	 dx� 	w � P�� K � Th�

������	

kw �Q�w	k��K � ChK jwj��K 	w � H��K	�Z
K

jw �Q�w	j dx � ChK

Z
K

jrwj dx� 	w � H��K	 Í·È

�������	 Q�w�	 � �� 	w � H��K	�

¸Ôı P� ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ ÙÔÌ ÛÙ·ËÂÒ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ‰˝Ô ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì. ∏Ì·
·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÎÁÒÔfl ÙÈÚ ������	��������	 ÂflÌ·È,

�������	 Q�v	jK 

�

�
�v�z�	 � v�z�	 � v�z			�

¸Ôı zi, i 
 �� �� �� ÂflÌ·È ÔÈ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K� O Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì

Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙÔ K�Z
K

w dx 
Z
K

Q�w	 dx�
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”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ Ïfl· ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô „È· ÙÔ
Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 Í·È Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ
ÛÂ Ïfl· H� Ì¸ÒÏ· ÂÓ·ÒÙ˛ÏÂÌÁ ·¸ ÙÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ� Í·Ë˛Ú Í·È ÛÙÁÌ L�

Ì¸ÒÏ·.

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁ-
Ï·: ZÁÙÂflÙ·È uQ � Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�uQ� 		 � ���Q�uQ			� 
 �f�Q�			�� 		 � Vh�

”ıÌÂ˛Ú, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·, ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÔı ������	� ¸Ôı
ÒÔÛÂ„„flÊÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ

R
K
f	 dx ÙÁÚ ������	� ÏÂ

R
K
fQ�		 dx

Í·È ·Ò¸ÏÔÈ· ÙÔÌ ‹ÎÎÔ ¸ÒÔ Ôı Û˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ ÙÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �. ”ÙÁÌ
ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú uQ ÙÔı ������	.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ EÈÎ›„ÔıÏÂ Ì· ÒÔÛÂ„„flÛÔıÏÂ ÙÔÌ ¸ÒÔ ��u� 		� ÏÂ
���Q�uQ			� Í·È ¸˜È ��� uQQ�			�� ‰È¸ÙÈ Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔıÚ
ÙÂÎÂÛÙ›Ú Ôı Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ·Ò„¸ÙÂÒ· ÂÌ‰›˜ÂÙ·È Ì· Ô‰Á„ÁËÔ˝ÏÂ ÛÂ ›Ì·Ì
ÏÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í·.

æ·ÒÓÁ: E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ

ÏÂ ›Ì· N � N „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ¸Ôı N ÂflÌ·È Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı Vh.
”ıÌÂ˛Ú, ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú uQ ÙÔı ������	 ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ˝·ÒÓfi
ÙÁÚ. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È
v � Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

a�v� 		 � ���Q�v			� 
 �� 		 � Vh�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ � � �� ›˜ÔıÏÂ

krvk���h � a�v� v	 � ���Q�v�		� 
 ��

∂Ò·, rv 
 �. EÔÏ›Ì˘Ú, Á v ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ, Í·È Î¸„˘
Ù˘Ì ������	 Í·È ������	� ·Ì·„Í·ÛÙÈÍ‹ v � � ÛÙÔ �.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ-
˘Ú ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uQ Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������.

T¸ÙÂ, „È· h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸, ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h�
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 ku� uQk��h � C

� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�
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A¸‰ÂÈÓÁ: À¸„˘ ÙÁÚ ������	 ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

������	
kuQ � 	k���h
� Cja�uQ � 	� uQ � 		 � ��� �uQ � 		

�
	�j� 		 � Vh�

EflÛÁÚ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz, ›˜ÔıÏÂ

������	

ja�uQ � 	� v	 � ��� �uQ � 		v	�j

 ja�uQ � u� v	 � ��� �uQ � u	v	�
� a�u� 	� v	 � ��� �u� 		v	�j

� ja�uQ � u� v	 � ��� �uQ � u	v	�j
� Cku� 	k��hkvk��h� 	v� 	 � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ¸ÒÔ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ
������	� XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÙÔı Green, ÙÈÚ ������	 Í·È ������	�
›˜ÔıÏÂ

������	

a�u� uQ� v	 � ��� �u� uQ	v	�



X
K�Th

Z
�K

vru � nds� �f� v �Q�v		�

� ��� uQv �Q�uQv		�� 	v � Vh�

T˛Ò· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ¸ÒÔ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ������	� H
Y¸ËÂÛÁ ����� Í·È ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ·ıÙ‹ ÙÁÚ ·¸‰ÂÈÓÁÚ ÙÁÚ
�������	 ‰flÌÔıÌ

������	

X
K�Th

Z
�K

vru � nds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

v�ru � n�M�
e�ru � n		 ds� 	v � Vh�

¸Ôı M�
e Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	. ”ıÌÂ˛Ú, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ-

˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	 ›˜ÔıÏÂ

������	





 X
K�Th

Z
�K

vru � nds




 � C

X
K�Th

hK juj��K jvj��K � 	v � Vh�
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ‰Â˝ÙÂÒÔ Í·È ÙÔÌ ÙÒflÙÔ ¸ÒÔ ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝
Ï›ÎÔıÚ ÙÁÚ ������	� XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz
Í·È ÙÁÌ ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 j�f� v �Q�v		�j � C
� X
K�Th

h�Kkfk���K
����kvk��h� 	v � Vh�

Í·È

������	

j��� uQv �Q�uQv		�j

� Ck�kL����

X
K�Th

hK

Z
K

jr�uQv	j dx

� C
X
K�Th

hK juQj��K jvj��K

� C
� X
K�Th

h�K�kuk���K � ku� 	k���K	
����kvk��h

� hkuQ � 	k��hkvk��h� 	v� 	 � Vh�

¸Ôı k � kL���� ÂflÌ·È Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı ˜˛ÒÔı L���	. EÔÏ›Ì˘Ú, ÛıÌ‰ı-

‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	�������	� ÂÍÙÈÏÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ������	 Í·Ù‹ ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ
ÙÒ¸Ô

�������	

ja�u� uQ� v	 � ��� �u � uQ	v	�j

� C

� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

kvk��h � ku� 	k��hkvk��h

� ChkuQ � 	k��hkvk��h� 	v� 	 � Vh�

T¸ÙÂ, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	� ������	 Í·È �������	� „È· v 
 uQ � 	� Í·È h
Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	
kuQ � 	k��h � C

� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

� Cku� 	k��h� 		 � Vh�

TÂÎÈÍ‹, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ÙÔ
ÂÈËıÏÁÙ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ������	. �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ f � H���	� Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl·
ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·.
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»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uQ Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������.

YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � H���	 Í·È ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ

x���	 ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· „Ò·ÏÏÈÍ‹

ÔÎı˛ÌıÏ·, ‰ÁÎ·‰fi

�������	

Z
K

w dx 


Z
K

Q�w	 dx� 	w � P�� 	K � Th�

T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ku� uQk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

A¸‰ÂÈÓÁ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È � � H���	�
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ���� �� 
 u� uQ ÛÙÔ � Í·È � 
 � ÛÙÔ ���

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸, ‚Î. ���� Chapter �� ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �������	 ›˜ÂÈ
ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ Í·È ÈÛ˜˝ÂÈ Á ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ �ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú�

�������	 k�k��� � Cku� uQk����

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green,
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

ku� uQk���� 
 ��u� uQ���	� � �u� uQ� ��	�


 a�u� uQ� �	�
X
K�Th

Z
�K

r� � n �u� uQ	 ds� �u� uQ� ��	�


 a�u� uQ� �� v	 � ��� �u� uQ	��� v		� � a�u� uQ� v	

� ��� �u � uQ	v	� �
X
K�Th

Z
�K

r� � n �u� uQ	 ds� 	v � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

ku� uQk���� 
 a�u� uQ� �� v	 � ��� �u� uQ	��� v		�

� a�u� uQ� v	 � ��� �u� uQ	v	�

�
X
K�Th

Z
�K

r� � n �u� uQ	 ds� 	v � Vh�
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	� –ÒÔˆ·Ì˛Ú

�������	
a�u� uQ� �� v	 � b��� �u� uQ	��� v		

� Cku� uQk��hk�� vk��h� 	v � Vh�

AÍ¸Ï·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ������	� ›˜ÔıÏÂ

a�u� uQ� v	 � ��� �u � uQ	v	�



X
K�Th

Z
�K

ru � n v ds� �f� v �Q�v		�

� ��� uQv �Q�uQv		�� 	v � Vh�

”ÙÁÌ �������	 ÂÍÙÈÏfiÛ·ÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁÚ. ºÏ˘Ú,
„È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÔ˝ÏÂ Ïfl· ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi

ÂÍÙflÏÁÛÁ ·¸ ·ıÙfiÌ ÙÁÚ �������	� XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú
¸ÙÈ � � H���	 Í·Ë˛Ú Í·È ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	�
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�M�
e�ru � n	 ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

ru � n�ds 
 ��

∏ÙÛÈ, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

X
K�Th

Z
�K

ru � n v ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�v � �	�ru � n�M�
e�ru � n		 ds� 	v � Vh�

Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁ-
Ù· �������	 ÙÁÚ M�

e ·flÒÌÔıÏÂ

�������	





 X
K�Th

Z
�K

ru � n v ds




 � Chjuj���j�� vj��h� 	v � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ‰Â˝ÙÂÒÔ Í·È ÙÔÌ ÙÒflÙÔ ¸ÒÔ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸
Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ������	� À¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ f � H���	 Í·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q
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ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �������	� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ Í·Î˝ÙÂÒÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ
·¸ ·ıÙfiÌ Ù˘Ì ������	 Í·È ������	� »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ÔÛ¸ÙÁÙ·

CK�f	 


Z
B

f�K dx�

¸Ôı B ÂflÌ·È ›Ì·Ú ‰flÛÍÔÚ ÛÙÔÌ R� � Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ B �� K Í·È �K ÂflÌ·È
Ïfl· ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ·ÔÍÔfiÚ, ÏÂ ˆÔÒ›· ÙÔ B� ‚Î. Í·È ÙÁÌ �������	.
EflÛÁÚ, ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK .
AˆÔ˝ Á CK�f	 ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒfi ÛÂ Í‹ËÂ K� Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� ›˜ÔıÏÂ, „È·
v � Vh�

Z
K

f�v �Q�v		 dx �

Z
K

��uQv �Q�uQv		 dx




Z
K

�f � CK�f		�v �Q�v		 dx

� CK�f	

Z
K

�v �Q�v		 dx

�

Z
K

�� � ��zK		�uQv �Q�uQv		 dx

�

Z
K

��zK	�uQv �Q�uQv		 dx

�������	




Z
K

�f � CK�f		�v �Q�v		 dx

�

Z
K

�� � ��zK		�uQv �Q�uQv		 dx

�

Z
K

��zK	�uQv �Q�uQv		 dx�

AÍ¸Ï·, Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�������	


Z
K

�w �Q�w		 dx


 � Ch�K jwj����K � 	w � H��K	�

¸Ôı j � j����K ÂflÌ·È Á ÁÏÈÌ¸ÒÏ· ÙÔı ˜˛ÒÔı Sobolev W ����K	. ∏ÙÛÈ, ˜ÒÁ-

ÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz, ÙÈÚ �������	� �������	�
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�������	� ������	� Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ f � H��K	 Í·È � � C���	� ›˜ÔıÏÂ

�������	



Z
K

f�v �Q�v		 dx �

Z
K

��uQv �Q�uQv		 dx




� Ch�K jf j��K jvj��K
� Ch�Kkr��x	kL��K�

Z
K

jr�uQv	j dx

� Ch�K j��zK	j
Z
K

jruQj jrvj dx

� Ch�K�kfk��K � ku� uQk��K	

� �k�k��K � k�� vk��K	� 	v � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	� �������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

ja�u� uQ� v	 � b��� �u � uQ	v	j
� Ch�kuk��� � kfk��� � ku� uQk��h	

� �k� � vk��h � hk�k���	� 	v � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	� AˆÔ˝
u�uQ � L���	, ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ � � H���	. T¸ÙÂ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ·Ì‹ÎÔ„·
ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	





 X
K�Th

Z
�K

�u� uQ	r� � nds




 � Chj�j���ku� uQk��h�

EÔÏ›Ì˘Ú, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	� �������	� �������	� �������	 Í·È
������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

ku� uQk���� � Cku� uQk��hk�� vk��h
� Ch�kuk��� � kfk��� � ku� uQk��h	

� �k�� vk��h � hk�k���	
� Ch

�kuk��� � kfk���
��k�� vk��h � hk�k���

�
� 	v � Vh�

TÂÎÈÍ‹, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ������	 Í·È ÙÁÌ �������	� ›˜ÔıÏÂ

ku� uQk���� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�ku� uQk���� �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ TÔ Ï¸ÌÔ ÛÁÏÂflÔ ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ÛÙÔ ÔÔflÔ
˜ÒÂÈ·ÛÙfiÍ·ÏÂ ¸ÙÈ f � H���	, ÂflÌ·È Á ÂÍÙflÏÁÛÁ �������	�



	�� E÷APMO√E” I ��

��� E÷APMO√E” I: ME»OƒOI –E–EPA”MENŸN

XŸPIŸN ME ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ‰˝Ô Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˘Ú ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ¸ ˜˛ÒÔ ÙÈÚ
ÛıÌÂ˜ÂflÚ, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÛÂ ›Ì·Ì ‰ÔÛÏ›ÌÔ ÙÒÈ„˘ÌÈ-
ÛÏ¸ Th� ‰ÁÎ·‰fi ÙÔÌ X�

h� ‚Î. x���. E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô X�
h ÎÁÒÔfl

ÙÁÌ ������	� ‚Î›Â ������	� ¸˘Ú Í·È ÙÈÚ ������	�������	� ‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ
�����.

H M›ËÔ‰ÔÚ I ÂflÌ·È ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÙÁÚ x���� ‰ÁÎ·‰fi Ïfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc ÙÔı �� Í·È Á M›ËÔ‰ÔÚ II ÂflÌ·È
›Ì· Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vc ÙÔı �. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ
›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, Ï›Û˘ ÂÌ¸Ú Í·Ù‹ÎÎÁÎÔı ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ô ÔÔflÔÚ Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ
¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ �������	��������	. EflÛÁÚ, ÏÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ·
Ù˘Ì ÀÁÏÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È ����� ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì Ôı ·flÒÌÔıÏÂ ÛÙÈÚ MÂË¸‰ÔıÚ I Í·È II, ������	 Í·È �������	�
·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÏÔÒÔ˝Ì Ì· „Ò·ˆÔ˝Ì ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ������	� ∏ÙÛÈ, „È· ÙÈÚ
ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Â‰˛ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ‚Î. »Â˘ÒfiÏ·Ù· ������������

T· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı I ÂflÌ·È fi‰Á „Ì˘ÛÙ‹ ·¸ ÙÈÚ ·Ò·„Ò‹-
ˆÔıÚ ��� Í·È ���� ÂÌ˛ ·ıÙ‹ ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı II ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Â‰˛ „È·
Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹. AÍ¸Ï· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á M›ËÔ‰ÔÚ II ›˜ÂÈ Ïfl· ÔıÛÈ·ÛÙÈÍfi
‰È·ˆÔÒ‹ ·¸ ·ıÙfiÌ ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı I. ∏ÙÛÈ, ÂÌ˛ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I Á Î˝ÛÁ

ÙÔı ÛıÌÂ˜Ô˝Ú Í·È ÙÔı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ·Ò¸ÏÔÈÂÚ
ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ, ‚Î. ������	 Í·È ������	� ‰ÂÌ ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÙÔ fl‰ÈÔ ÏÂ ÙÁÌ M›ËÔ‰Ô
II, ‚Î. �������	 Í·È �������	.

M›ËÔ‰ÔÚ I: º˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� ÔÈ Bank Í·È Rose, ÛÙÁÌ ���
ËÂ˘ÒÔ˝Ì Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	 ÛÙÔÌ ÏÁ
ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc. ŸÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ¸ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔ-
ÔÈÔ˝Ì ÙÔÌ X�

h. H Ï›ËÔ‰ÔÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È Í·Ù‹ ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÙÒ¸Ô:

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÍÔÒıˆfi z � Z in
h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ bz � Bc.

MÂÙ‹ ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ bz Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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”XHMA �. ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K ÛÂ ÙÒfl· ıÔ˜˘Òfl· Az .

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCN ��� �	 � H���	�H���	 
 R�
¸˘Ú ·ıÙfi ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ������	� ‰ÁÎ·‰fi
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T¸ÙÂ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ
ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ������	� „È· Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ÙÂÎÂÛÙfi Q.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 Q�w	jK 

X

z�Zh�K�

w�z	qAz
� K � Th�

¸Ôı Az � A�K	� Ù· ˜˘Òfl· ÛÙ· ÔÔfl· ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ·
�� Í·È qS Á ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı ˜˘ÒflÔı S � R� .

E˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	��������	. AÍ¸Ï·,
Î¸„˘ ÙÁÚ ������	� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ, ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. EflÛÁÚ,
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∏ÙÛÈ, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	� ������	 Í·È ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á
Î˝ÛÁ uh ÙÁÚ ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ Û˜›ÛÁ
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∂Ò·, Â‹Ì Á u ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	� Û˝Ïˆ˘Ì·
ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ›˜ÔıÏÂ
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EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı
‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bc ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ
ÛÙÁÌ ������	� ÎÁÒÔfl ÙÁÌ �������	� ‰È¸ÙÈ
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w dx� 	w � P��

”ıÌÂ˛Ú, Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi
„È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú, ·Í¸Ï·, ¸ÙÈ
f � H���	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���
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–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ��
��� H ÂÍÙflÏÁÛÁ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·, ������	� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È,
‚Î. »Â˛ÒÁÏ· ������ ·¸ ÙÔıÚ Bank & Rose, ÏÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ¸ ÙÒ¸Ô. H
ÂÍÙflÏÁÛÁ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· ÂflÌ·È Ì›Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·.

M›ËÔ‰ÔÚ II: »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ
‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vc� ‚Î. x���. TÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ¸ˆÂÎÔÚ ·¸ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ
ÙÔı Vc ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ Bc ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú, „È·Ùfl, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı Th�
‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ıÔÎÔ„flÊÔıÏÂ ›Ì·Ì Ì›Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ „È· ÙÔ �� ‚Î. x���.
»· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I, ˘Ú ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ
ÙÔÌ X�

h. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÍÔÒıˆfi z � Z in
h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ

Vz � Vc. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ Vz� Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô

ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ
������	: ZÁÙÂflÙ·È uh � X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ
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ruh � nds� �
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� dx
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Z
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f dx� 	z � Z in
h �

”Â ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ ÙÁ M›ËÔ‰Ô I, ÛÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò·

‰ÂÌ ‰È·ÙÁÒÂflÙ·È Á ÏÔÒˆfi ÙÁÚ �������	� AıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÒÏÁÌÂıËÂfl ·¸ ÙÔ
„Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ù· ˜˘Òfl· Vz� Í·È Vz� „È· „ÂÈÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÒıˆ›Ú z�� z� � Z in

h

ÂÈÍ·Î˝ÙÔÌÙ·È. ºÏ˘Ú, Ô Î¸„ÔÚ ·ıÙ¸Ú ·¸ Ï¸ÌÔÚ ÙÔı ‰ÂÌ ÂÒÏÁÌÂ˝ÂÈ ÙÁÌ
˝·ÒÓÁ Ù˘Ì Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì ��� ÛÙÔÌ ‰Â˝ÙÂÒÔ ¸ÒÔ Í·È ÛÙÔ
‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	
 ÎfiÒÁ ÂÒÏÁÌÂfl· Ë· ‰ÔËÂfl ÛÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ôı
·ÍÔÎÔıËÂfl.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCO � H���	 � H���	 
 R�
Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 aCO�v� w	 
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X
z�Zin
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T¸ÙÂ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ó·Ì·„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
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”XHMA ��. AÒÈÛÙÂÒ‹: OÈ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú zSe Í·È zNe ÙÁÚ e. ƒÂÓÈ‹: ”Â
›Ì· Ùı˜·flÔ ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th� ÛÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ÙÁ ÍÔÒıˆfi z Í·È ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á
ÎÂıÒ‹ ez .

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ›Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ
������

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � X�
h. T¸ÙÂ

�������	 aCO�v� w	 
 �a�v� w	�

A¸‰ÂÈÓÁ: AˆÔ˝ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ w ÂflÌ·È ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÔı X�
h� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÙÁÌ

ÂÍˆÒ‹ÛÔıÏÂ ˘Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ‚‹ÛÁÚ ÙÔı, Ô¸ÙÂ
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AˆÔ˝ �z ÂflÌ·È ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ ÔÎı˛ÌıÏÔ ÛÂ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ ÙÔı K�
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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ÔÈ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú Ôı ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ÛÙ· ‹ÍÒ· ÙÁÚ e� ‚Î. ”˜fiÏ· ���
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”ıÌÂ˛Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ������	� Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ
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�z ds 
 � Í·È

Z
	

�z ds 

jej
�
� „È· � � Eh�K	 n fezg�

¸Ôı ez ÂflÌ·È Á ÎÂıÒ‹ ÙÔı K Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ·›Ì·ÌÙÈ ·¸ ÙÁÌ ÍÔÒıˆfi
z� ‚Î. ”˜fiÏ· �� . ”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	��������	� ›˜ÔıÏÂ
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EÔÏ›Ì˘Ú, ·ËÒÔflÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ �������	 „È· ¸Î· Ù· K � Th�Vz	 Í·È ÛıÌ‰ı-
‹ÊÔÌÙ‹Ú ÙÁÌ ÏÂ ÙÁÌ �������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÁÌ �������	� �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú
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Î¸„˘ ÙÁÚ ������	 ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. EflÛÁÚ,
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”ıÌÂ˛Ú, Â‹Ì u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ �������	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ
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EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ �������	� ÎÁÒÔfl ÙÁÌ
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”ıÌÂ˛Ú Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È·
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ¸ÙÈ f � H���	,
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

��� E÷APMO√E” II: ME»OƒOI –E–EPA”MENŸN

XŸPIŸN ME MH ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA

”Â ·ıÙfi ÙÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˘Ú ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÈÚ ÏÁ
ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ �nonconforming	� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ
ÛÂ ›Ì·Ì ‰ÔÛÏ›ÌÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th� ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ˜˛ÒÔ S�

h. E˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ
¸ÙÈ Ô S�

h ÎÁÒÔfl ÙÁÌ ������	� ‚Î. ������	� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÈÚ ������	�������	�
‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������

H M›ËÔ‰ÔÚ III ÂflÌ·È ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÙÁÚ x���� ‰ÁÎ·‰fi Ïfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn ÙÔı �� Í·È Á M›ËÔ‰ÔÚ IV
ÂflÌ·È ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vn
ÙÔı �. º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì·
·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ.

AÍ¸Ï·, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ x���� ÏÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· Ù˘Ì ÀÁÏÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È
����� ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ·flÒÌÔıÏÂ
ÛÙÈÚ MÂË¸‰ÔıÚ III Í·È IV, ������	 Í·È �������	� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, „Ò‹ˆÔÌÙ·È
ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ������	� ∏ÙÛÈ, Í·È „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Â‰˛ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ���, ‚Î. »Â˘ÒfiÏ·Ù· ������������

T· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı III ÂflÌ·È fi‰Á „Ì˘ÛÙ‹ ·¸ ÙÈÚ ·Ò·-
„Ò‹ˆÔıÚ ��� Í·È ���� ÂÌ˛ ·ıÙ‹ ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı IV ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Â‰˛ „È·
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Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹. AÍ¸Ï· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á M›ËÔ‰ÔÚ IV ›˜ÂÈ Ïfl· ÔıÛÈ·ÛÙÈÍfi
‰È·ˆÔÒ‹ ·¸ ·ıÙfiÌ ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı III. ∏ÙÛÈ, ÂÌ˛ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô III Á Î˝ÛÁ
ÙÔı ÛıÌÂ˜Ô˝Ú Í·È ÙÔı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ·Ò¸ÏÔÈÂÚ
ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ, ‚Î. ������	 Í·È ������	� ‰ÂÌ ÛıÏ‚·flÌÂÈ ÙÔ fl‰ÈÔ ÏÂ ÙÁÌ M›ËÔ‰Ô
IV, ‚Î. �������	 Í·È �������	.

M›ËÔ‰ÔÚ III: ”ÙÁÌ x��� ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È·
ÙÁÌ ������	� ÏÂ � 
 �� ÛÙÔÌ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn.
ŸÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ¸ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ ÙÔÌ S�

h. √È· Î¸„ÔıÚ ÎÁÒ¸ÙÁÙ·Ú

ÂÒÈ„Ò‹ˆÔıÏÂ ‹ÎÈ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ·ıÙfi: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h Í·È

ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ be � Bn. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÈÚ ������	 ÛÙÔ
be Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÙÔı Green, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á uh ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÔı ������	� „È·
Ïfl· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÈÎÔ„fi ÙÂÎÂÛÙfi Q. ºÏ˘Ú, „È· Ì· ÙÔ ‰ÂflÓÔıÏÂ ·ıÙ¸

Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ ÀfiÏÏ· ÙÔ ÔÔflÔ ·ÔÙÂÎÂfl ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì
ÀÁÏÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È �����.

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � S�
h. T¸ÙÂ
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e1 Ke1
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Ke3
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zK

”XHMA ��. ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th ÛÙ· ıÔ˜˘Òfl· Ke.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 Q�w	jK 

X
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w�me	qKe
� K � Th�

¸Ôı Ke � fTh�K	 ÂflÌ·È Ù· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒ· ÙÒfl„˘Ì· ÛÙ· ÔÔfl· ›˜ÔıÏÂ
‰È·ÏÂÒflÛÂÈ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ· ��� Í·È ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ qS ÙÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈ-
ÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÂÌ¸Ú ˜˘ÒflÔı S � R� .

E˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÎÁÒÔfl ÙÈÚ ������	��������	�
AÍ¸Ï·, Î¸„˘ ÙÁÚ ������	� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì·
·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ, ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfi-
ÛÂÈÚ. EflÛÁÚ, Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ
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∂Ò·, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	� ������	 Í·È ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ „È· ÙÁ Î˝ÛÁ uh
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ÙÁÚ ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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EÔÏ›Ì˘Ú, ·Ì u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ
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EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi
ÙÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bn� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı
ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� ÎÁÒÔfl ÙÁÌ �������	� ·ˆÔ˝
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EÔÏ›Ì˘Ú, Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi
„È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú ·Í¸Ï· ¸ÙÈ f �
H���	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ OÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÌ ·Ô‰ÂÈ˜ÙÂfl
·Ò˜ÈÍ‹ ÛÙ· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ������ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ºÏ˘Ú, Á ·¸‰ÂÈÓÁ
ÙÁÚ ������	 „flÌÂÙ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ ·¸ ¸ÙÈ ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· �����.

M›ËÔ‰ÔÚ IV: »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ
‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vn, „È· ÙÁÌ ������	� TÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ¸ˆÂÎÔÚ ·¸ ÙÁ
˜ÒfiÛÁ ÙÔı Vn Í·È ¸˜È ÙÔı Bn ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú, „È·Ùfl, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı Th�
‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ›Ì·Ì Ì›Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı �� ‚Î. x���.
ŸÚ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô III
ÙÔÌ S�

h. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ
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Ve � Vn. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ Ve Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ
Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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º˘Ú Í·È ÛÙÁ M›ËÔ‰Ô II, ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ‰ÂÌ
‰È·ÙÁÒÂfl Í·Ù‹ ‚‹ÛÁ ÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ �������	� Î¸„˘ ÙÔı ¸ÙÈ Ù· ˜˘Òfl· Ve�
Í·È Ve� „È· „ÂÈÙÔÌÈÍ›Ú ÎÂıÒ›Ú e�� e� � Ein

h ÂÈÍ·Î˝ÙÔÌÙ·È. ºÏ˘Ú, Ô
Î¸„ÔÚ ·ıÙ¸Ú ·¸ Ï¸ÌÔÚ ÙÔı ‰ÂÌ ÂÒÏÁÌÂ˝ÂÈ ÙÁÌ ˝·ÒÓÁ ÙÔı Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔı

ÛıÌÙÂÎÂÛÙfi ��� ÛÙÔÌ ‰Â˝ÙÂÒÔ ¸ÒÔ Í·È ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	
 ÎfiÒÁ
ÂÒÏÁÌÂfl· Ë· ‰ÔËÂfl ·Ì‹ÎıÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aNO � �H���	 � Sh	 �
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 R� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú
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T¸ÙÂ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ˘Ú
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ›Ì· ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ
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ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � S�
h. T¸ÙÂ
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A¸‰ÂÈÓÁ: À¸„˘ ÙÁÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

aNO�v� w	 
 aNN�v� w	�

∏ÙÛÈ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ Á ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �������	 ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ.
�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú
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E˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÎÁÒÔfl ÙÈÚ ������	��������	. AÍ¸Ï·,
Î¸„˘ ÙÁÚ ������	� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ, ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. EflÛÁÚ
‚Î›ÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ¸ÙÈ
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¸Ôı Th�Ve	 ÂflÌ·È ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì ÙÔı Th Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔ
Ve. ∂Ò·, Î¸„˘ Ù˘Ì �������	� �������	 Í·È ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ „È· ÙÁ
Î˝ÛÁ uh ÙÔı �������	� ·flÒÌÔıÏÂ
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”ıÌÂ˛Ú, ·Ì u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ �������	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ �������	� ÎÁÒÔfl
ÙÁÌ �������	� ‰È¸ÙÈ

�������	
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w dx� 	w � P��

∂Ò·, Ô Q ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹
ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ¸ÙÈ f � H���	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�
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Mfl· Ì›· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÛÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl-
˘Ì: EÎÎÂÈÙÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÏÂ ÏÂÙ·‚ÎÁÙÔ˝Ú ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú

”ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ Ë· ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÔı KÂˆ·Î·flÔı
� Í·È „È· ÂÎÎÂÈÙÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÏÂ ÏÂÙ·‚ÎÁÙÔ˝Ú ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú. H ·Ì‹ÎıÛÁ
Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·ıÙÔ˝, ‚Î. ������	�
¸˘Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸, ‚Î. ��� Í·È x���� ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ È‰È·flÙÂÒÂÚ ‰ıÛÍÔÎflÂÚ
ÔÈ ÔÔflÂÚ ‰ÂÌ ·ÌÙÈÏÂÙ˘flÊÔÌÙ·È ÏÂ ‹ÏÂÛÁ Â›ÍÙ·ÛÁ Ù˘Ì ÙÂ˜ÌÈÍ˛Ì „È· ÙÁÌ
ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson. TÔ Í˝ÒÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÂflÌ·È

Á ÂÈÛ·„˘„fi ÂÌ¸Ú Ì›Ôı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÙÔ ÔÔflÔ, ÛÂ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜fl·
ÙÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔı KÂˆ·Î·flÔı �� ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙÈÚ Ù›ÛÛÂÒÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Â-
ÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �. ŸÚ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁÚ
·Ì‹ÎıÛÁÚ ÂÍÙ¸Ú Ù˘Ì ‹ÎÎ˘Ì ‚ÂÎÙÈ˛ÌÔÌÙ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ
ÂÒ„·Ûfl·Ú ��� „È· ÙÁÌ ÍÎ·ÛÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì.

��� EI”A√Ÿ√H

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ÏÂÒÈÍ˛Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ: √È· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ f � L���	� ÊÁÙÂflÙ·È Ïfl·
ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � � � R� 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	
�div�Aru	 � �u 
 f ÛÙÔ ��

u 
 � ÛÙÔ ���

¸Ôı � ÂflÌ·È ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÙÔı R� � A 


�aij	
�
i�j�� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ‰Â‰ÔÏ›ÌÔÚ flÌ·Í·Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì,

aij � C���	� � � i� j � �� Í·È � � C���	 Ïfl· ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ.
YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô A ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	� ‰ÁÎ·‰fi ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi



�� KE÷AÀAIO 
. MIA NEA –PO”E√√I”H II

ÛÙ·ËÂÒ‹ �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �TA�x	� � ���
T �� 	� � R� � 	x � ��

”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È·
ÙÁÌ ������	� ÛÙÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Bc Í·È Bn. K·Ù' ·Ì·ÎÔ„fl· ÒÔÚ
ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ, Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ
������	� Í·È ÛÙÔıÚ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Vc Í·È Vn. H ·Ì‹ÎıÛÁ

·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì Ë· „flÌÂÈ Í·È ‹ÎÈ ÏÂ ÂÌÈ·flÔ ÙÒ¸Ô. ∏ÙÛÈ Ë·
ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ïfl· ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô ·Ò¸ÏÔÈ· ÏÂ ÙÁÌ ������	. M‹ÎÈÛÙ·
ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô flÌ·Í·Ú A ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ flÌ·Í·Ú, ‰ÁÎ·‰fi Á
������	 ÂflÌ·È Á ������	, Á ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ‰flÌÔıÏÂ Â‰˛ Ù·ıÙflÊÂÙ·È
ÏÂ ÙÁÌ ������	. OÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ
ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ˘Ú ·Î›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı.

K·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÁ ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô Ôı ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ����
ÒÔÛÂ„„flÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ï›Û˘ Í·-
Ì¸Ì˘Ì ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È
Q�. O Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ Í·È ›˜ÂÈ ÙÈÚ
fl‰ÈÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �� Í·È Ô
Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ Í·È ›˜ÂÈ Í·È ·ıÙ¸Ú
·Ò¸ÏÔÈÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÏÂ ÙÔÌ Q�. H ‰È·ÍÒÈÙfi Î˝ÛÁ Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ
·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Vh ÙÔı KÂˆ·Î·flÔı �. √È·
ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ x��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È
L� Ì¸ÒÏ·. √È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·,
¸˘Ú Í·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � H���	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ

Ô Í·Ì¸Ì·Ú ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Ôı ÔÒflÊÂÈ Ô Q� ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚fiÚ „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ.

”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ
˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÈÚ ÛıÌÂ˜ÂflÚ �fi ·ÎÎÈ˛Ú ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ �conforming		�
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. H Ò˛ÙÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ·ıÙfi Ôı
·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x���. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ˘Ú Q� ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q Ôı
ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� Í·È Q� ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Ôı ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì·

·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ e � Eh� ·ÍÒÈ‚fi „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙfi Á Ï›ËÔ‰ÔÚ „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÁÚ x���. EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›-
Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÙÁÚ x��� ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ·flÒÌÔıÏÂ
·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÙÁÚ x���. H ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·
Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� ÂflÌ·È Á fl‰È·
Ôı ‰flÌÂÈ Í·È ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· �����. EÈÎ›ÔÌ, „È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓfi ÙÔı ‰ÂÌ
˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú ÛıÌËfiÍÂÚ „È· ÙÔÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸




�� EI”A√Ÿ√H ��

Th Í·È ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc� ÂÌ˛ Ù›ÙÔÈÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ··ÈÙÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁÌ
ÂÒ„·Ûfl· ���� ‚Î. x���. EflÛÁÚ, Á ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· Ôı
·flÒÌÔıÏÂ Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ‰ÂÌ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È ÛÙÁÌ ·Ò‹-
„Ò·ˆÔ ���. H ‰Â˝ÙÂÒÁ Ù˛Ò· Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â‹Ì
ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ Vc ·ÌÙfl ÙÔı Bc. MÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ·ÔˆÂ˝„ÔıÏÂ ÙÔÌ
ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÂÌ¸Ú Ì›Ôı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı �� ·ˆÔ˝ Ô Vc ›˜ÂÈ ˘Ú ÛÙÔÈ˜Âfl·
ÙÔı ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı ‰ÔÛÏ›ÌÔı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Th. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú, Ù˛Ò·, ‰˝Ô

‹ÎÎÔıÚ Í·Ì¸ÌÂÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ Vc. M‹ÎÈÛÙ· Ô Í·Ì¸Ì·Ú ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ
ÂflÌ·È Ô fl‰ÈÔÚ ÏÂ ·ıÙ¸Ì Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô II ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �
�‚Î. �������		. EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ·ıÙfi ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ·flÒÌÔıÏÂ ·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÙÁÚ
x���. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ ÙÔı Poisson, ������	� ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸
Û˜fiÏ· Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Â‰˛ ·Ì‹„ÂÙ·È ÛÂ ·ıÙ¸ Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ
x���.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ÛÙÁÌ ·Ò·„Ò‹ˆÔ ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Í·È ‹ÎÈ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÏÂ ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ, ·ıÙfi ÙÁ ˆÔÒ‹, ÙÈÚ ¸˜È Í·Ù'
·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜ÂflÚ �ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ �nonconforming		� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì
Crouzeix�Raviart. H Ò˛ÙÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È ·ıÙfi Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ
x���. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ‰˝Ô Í·Ù‹ÎÎÁÎÔıÚ Í·Ì¸ÌÂÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ Ïfl·
Í·È ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙfi Á Ï›ËÔ‰ÔÚ „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

ÙÔı ‰È·ÍÒÈÙÔ˝ Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ x���. M‹ÎÈÛÙ· Ô Í·Ì¸Ì·Ú ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ
ÛÂ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÂflÌ·È Ô fl‰ÈÔÚ ÏÂ ·ıÙ¸Ì Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô
III, x���� „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	. EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÙÁÚ x��� ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı
·flÒÌÔıÏÂ ·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÙÁÚ x���. H ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ
H� Ì¸ÒÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����
ÂflÌ·È Á fl‰È· Ôı ‰flÌÂÈ Í·È ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· �����. ºÏ˘Ú, Á ·Ì‹ÎıÛÁ ÛÙÔ
»Â˛ÒÁÏ· ����� ÂflÌ·È ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍfi ·¸ ·ıÙfiÌ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����. OÈ
·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì »Â˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È ����� ÂflÌ·È ·Ò¸ÏÔÈÂÚ. H ‰Â˝ÙÂÒÁ
Ù˛Ò· Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â‹Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ Vn
·ÌÙfl ÙÔı Bn. MÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ·ÔˆÂ˝„ÔıÏÂ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÂÌ¸Ú

Ì›Ôı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı �� ·ˆÔ˝ Ô Vn ›˜ÂÈ ˘Ú ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı ÙÒfl„˘Ì· ÙÔı
‰ÔÛÏ›ÌÔı ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Th. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ›Ì·Ì Ì›Ô Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÂ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ·ÎÎ‹ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÛÂ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ, Í·Ù·ÛÍÂı-
‹ÊÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ Vn. EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ·ıÙfi
ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı
·flÒÌÔıÏÂ ·¸ Ù· ËÂ˘ÒfiÏ·Ù· ÙÁÚ x���. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ ÙÔı
Poisson, ������	� ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Â‰˛ ·Ì‹„ÂÙ·È
ÛÂ ·ıÙ¸ Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���.
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»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ˛Ì fThg��h�� ÙÔı � Ôı ÈÍ·ÌÔ-

ÔÈÂfl ÙÁÌ ������	 Í·Ë˛Ú Í·È Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ˜˛Ò˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì fVhg��h��

ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ Ôı ›˜ÂÈ ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ������	�������	 ÙÈÚ ÔÔflÂÚ
ıÔË›ÙÔıÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �. OÒflÊÔıÏÂ ÂÍ Ì›Ôı ÛÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ÙÁ
‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a � �H���	 � Vh	� �H���	 � Vh	
 R ˘Ú ÂÓfiÚ

������	 a�v� w	 

X
K�Th

Z
K

Arv � rw dx�

√Ò‹ˆÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÙÁÌ ������	 ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi: ZÁÙÂflÙ·È u �
H�

� ��	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�u� v	 � ��� uv	� 
 �f� v	�� 	v � H�
� ��	�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green� Á ������	 ‰flÌÂÈ

������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aru	 � n v ds� �div�Aru	� v	� � ��� uv	�


 �f� v	�� 	v � H�
� ��	�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q�� Q�jK � H��K	 
 L��K	� Ô ÔÔflÔÚ
›˜ÂÈ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ

������	

Z
K

w dx 


Z
K

Q��w	 dx� 	w � P�� K � Th�

������	

kw �Q��w	k��K � ChK jwj��K 	w � H��K	�Z
K

jw �Q��w	j dx � ChK

Z
K

jrwj dx� 	w � H��K	�

Í·È

������	 Q��w
�	 � �� 	w � H��K	�

¸Ôı P� ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ ÙÔÌ ÛÙ·ËÂÒ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ‰˝Ô ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì.
ƒÁÎ·‰fi Ô Q� ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �.
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q�� Q�je � C�e	 
 L��e	� YÔË›ÙÔıÏÂ
¸ÙÈ Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ÂÓfiÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ

������	

Z
e

w ds 


Z
e

Q��w	 ds� 	e � Eh� 	w � P��
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������	

Z
e

�w �Q��w		
�
ds � Ch�e

Z
e

jrwj� ds�

	w � H��K	� 	e � Eh�K	� K � Th�

Í·È ·Ì w � H��V 	 ÏÂ V 
 K� �K�� K��K� � Th Í·È K� �K� 
 e �
Ein
h � Ù¸ÙÂ

������	

Z
e

�Arw	�n�Q��v	 ds�

Z
e

�Arw	�n�Q��v	 ds 
 �� 	v � Vh�

¸Ôı ni ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e
ÙÔı Ki� i 
 �� �� he ÂflÌ·È ÙÔ ÏfiÍÔÚ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e Í·È P� Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì
ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì ‰˝Ô ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì ‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ ›Ì·. ∏Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÂÌ¸Ú
ÙÂÎÂÛÙfi Q�� Ôı ÎÁÒÔfl ÙÈÚ ������	�������	� ÂflÌ·È

�������	 Q��w	je 
 w�me	qe� e � Eh�K	� 	w � H��K	� K � Th�

¸Ôı me ÂflÌ·È ÙÔ Ï›ÛÔÌ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e Í·È qS ÂflÌ·È Á ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi
ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı S � R�� ‰ÁÎ·‰fi Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì·
·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e� ·ÍÒÈ‚fi „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfi-

ÛÂÈÚ. EflÛÁÚ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÈÛ˜˝ÂÈ Á
·Ì‹ÎÔ„Á Û˜›ÛÁ ÙÁÚ �������	. ∏ÙÛÈ ·Ì w� ew � H��V 	 ÏÂ V 
 K� �K��
K��K� � Th Í·È K� �K� 
 e � Ein

h � Ù¸ÙÂ

�������	

Z
e

�Arw	 � n� ew ds�

Z
e

�Arw	 � n� ew ds 
 ��

¸Ôı ni ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e
ÙÔı Ki� i 
 �� �. EÔÏ›Ì˘Ú Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÛÙÁÌ �������	�
Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ

�������	
w�me	

Z
e

�Arv	 � n� ds� w�me	

Z
e

�Arv	 � n� ds 
 ��

	v � Vh�

Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁÌ ������	.
T˛Ò·, ›˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸

Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È uh � Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � nQ��v	 ds

�
X
K�Th

�div�Aruh	� Q��v		K

� ���Q��uhv		� 
 �f�Q��v		�� 	v � Vh�



�� KE÷AÀAIO 
. MIA NEA –PO”E√√I”H II

”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô A ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ � � �� flÌ·Í·Ú Î¸„˘ ÙÁÚ
������	 Í·È ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ divAr	 
 �	 
 �� „È· 	 � Vh� ›˜ÔıÏÂX

K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

ruh � nQ��v	 ds�
X
K�Th

�div�Aruh	� Q��v		K



X
K�Th

Z
�K

ruh � n v ds 

X
K�Th

Z
K

ruh � rv dx�

A¸ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù¸ÙÂ Ù· ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·
������	 Í·È �������	 Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı ��������.

T¸ÙÂ, ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ku� uhk��h � C

� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�

A¸‰ÂÈÓÁ: MÂ ÙÁÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��h � ku� 	k��h � k	� uhk��h� 		 � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú, Î¸„˘ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ˛Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÔı Vh� ‚Î. ������	�
·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	. EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú
¸ÙÈ

�������	
k	� uhk���h � Cja�	� uh� 	� uh	

� ��� �	 � uh	
�
	�j� 		 � Vh�

Í·È

�������	

ja�uh � 	� v	 � ��� �uh � 		v	�j

 ja�uh � u� v	 � ��� �uh � u	v	�

� a�u� 	� v	 � ��� �u� 		v	�j
� ja�uh � u� v	 � ��� �uh � u	v	�j
� Cku� 	k��hkvk��h� 	v� 	 � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

k	� uhk���h � Cja�uh � u� uh � 		

� ��� �uh � u	�uh � 			�j
� Cku� 	k��hkuh � 	k��h� 		 � Vh�




�	 ENA √ENIKO ƒIAKPITO –POBÀHMA ��

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ô Ò˛ÙÔÚ
¸ÒÔÚ ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÒÔıÚ ÙÁÚ �������	 ÂflÌ·È ÏÁ‰›Ì. H ı¸ËÂÛÁ ������	�
‰flÌÂÈ ¸ÙÈ

�������	
X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aru	 � nQ��v	 ds 
 �� 	v � Vh�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green, ÙÈÚ ������	� �������	
Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

a�u� uh� v	 � ��� �u � uh	v	�



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aru	 � n v ds� �f� v	�

� ��� uhv	� � a�uh� v	



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aru	 � n v ds� �f� v	�

� ��� uhv	� �
X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n v ds

�
X
K�Th

�div�Aruh	� v	K


 �f� v �Q��v		� � ��� uhv �Q��uhv		�

�
X
K�Th

�div�Aruh	� v �Q��v		K

�
X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Ar�u� uh		 � n �v �Q��v		 ds� 	v � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

a�u� uh� v	 � ��� �u� uh	v	�


 �f� v �Q��v		� � ��� uhv �Q��uhv		�

�
X
K�Th

�div�Aruh	� v �Q��v		K

�
X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Ar�u� uh		 � n

� �v �Q��v		 ds� 	v � Vh�
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	. XÒÁÛÈÏÔ-
ÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ������	 ÙÔı Q�� ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ

aij � C���	� � � i� j � �� Í·È ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÈÚ ������	
Í·È ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ v� 	 � Vh�

�������	



�f� v �Q��v		� � ��� uhv �Q��uhv		�




� C

�� X
K�Th

h�K�kuk���K � ku� 	k���K	
����

� hjuh � 	j���
�
jvj��h�

Í·È

�������	

j
X
K�Th

�div�Aruh	� v �Q��v		K j

� C
� X
K�Th

h�K juhj���K
����jvj��h

� Ckvk��h
� X
K�Th

h�K�kuk���K � ku� 	k���K	
����

� hjuh � 	j��hkvk��h� 	v � Vh�

√Ò‹ˆÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	 ˘Ú ÂÓfiÚ

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Ar�u� uh	 � n �v �Q��v		 ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�A�me		r�u� uh	 � n

� �v �Q��v		 ds

�
X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	r�u� uh		 � n

� �v �Q��v		 ds� 	v � Vh�

¸Ôı me ÂflÌ·È ÙÔ Ï›ÛÔ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e� Í·È ÂÍÙÈÏÔ˝ÏÂ Í·Ë›Ì· ¸ÒÔ ÙÔı
‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÎÔıÚ ÙÁÚ �������	 ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„È-

ÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· ������	 ÙÔı Q�� Í·È ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ



 X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

��A�A�me		r�u� uh		 � n �v �Q��v		 ds










�	 ENA √ENIKO ƒIAKPITO –POBÀHMA ��

�
X
K�Th

hK
X

e�Eh�K�

�Z
e

jr�u� uh	j�ds
�����Z

e

jv �Q��v	j�ds
����

�
X
K�Th

h�K
X

e�Eh�K�

�Z
e

jr�u� uh	j�ds
�����Z

e

jrvj�ds����
� C

X
K�Th

hK�kr�u� uh	k��K � hKkuk��K	

� �kvk��K � hK jvj��K	

� C
X
K�Th

hK�kr�u� uh	k��K jvj��K � hKkuk��K jvj��K	

� C
X
K�Th

�hKkr�u� uh	k��Kkvk��K � h�Kkuk��Kkvk��K	� 	v � Vh�

Ô¸ÙÂ

�������	



 X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

��A�A�me		r�u� uh		 � n

� �v �Q��v		 ds




� C
X
K�Th

�hKkr�u� uh	k��Kkvk��K

� h�Kkuk��Kkvk��K	� 	v � Vh�

EflÛÁÚ ÂflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Î¸„˘ Ù˘Ì YÔË›ÛÂ˘Ì ÛıÏ‚·Ù¸ÙÁÙ·Ú
����� „È· ÙÔ ˜˛ÒÔ Vh� ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	 „È· v � Vh� ‰ÁÎ·‰fi

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	ru	 � n v ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

��A�me	ru	 � n

�M�
e�A�me	ru	 � n	 v ds� 	v � Vh�

¸Ôı M�
e Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÔÒËÔ„˛ÌÈ·Ú ÒÔ‚ÔÎfiÚ ·¸ ÙÔÌ L��e	 ÛÙÔÌ P�� ‚Î.

�������	. EÂÈ‰fi Ô Í·Ì¸Ì·Ú ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Ôı ÔÒflÊÂÈ Ô Q� ÂflÌ·È
·ÍÒÈ‚fiÚ „È· ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı Vh� ������	� Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÂÈÎ›ÔÌ
ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ, Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔÚ ¸ÒÔÚ ÙÁÚ �������	 ‰flÌÂÈ



 X

K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	r�u� uh		 � n�v �Q��v		 ds
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 X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

��A�me	ru	 � n

�M�
e��A�me	ru	 � n	�v �Q��v		 ds













 X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	ru � n

�M�
e�A�me	ru � n	�v �Q��v		 ds






� C

X
K�Th

hKkuk��K jvj��K � Chkuk���kvk��h� 	v � V �
h �

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	





 X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	r�u� uh		 � n�v �Q��v		 ds






� Chkuk���kvk��h� 	v � V �

h �

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ
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X
e�Eh�K�

Z
e

�Aru� uh	 � n �v �Q��v		 ds






� Ckvk��h

� X
K�Th

h�K
�kuk���K � ku� 	k���K

�����

�Chkvk��hku� 	k��h� 	v � Vh�

”ıÌÂ˛Ú, ·¸ ÙÈÚ �������	��������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

ja�u� uh� v	 � ��� �u� uh	v	�j
� Cjvj��h

� X
K�Th

h�K�ku� 	k���K � kuk���K	
����

� Chjvj��hjuh � 	j��h� 	v� 	 � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú, ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú v 
 uh � 	 ÛÙÁÌ �������	� Á �������	� „È· h
Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸� ‰flÌÂÈ

�������	

kuh � 	k��h � Cku� 	k��h
� C

� X
K�Th

h�Kkuk��K
����

� 		 � Vh�
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TÂÎÈÍ‹ ·¸ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· ������	 ÙÔı ˜˛ÒÔı Vh� Í·È ÙÁÌ
�������	 ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈËıÏÁÙfi ÂÍÙflÏÁÛÁ. �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u� uh ÛÙÁÌ L��Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������� Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı ��������.

YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � H���	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ Ô Í·Ì¸Ì·Ú ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ Ôı

ÔÒflÊÂÈ Ô Q�� ÂflÌ·È ·ÍÒÈ‚fiÚ „È· „Ò·ÏÏÈÍ‹ ÔÎı˛ÌıÏ·, ‰ÁÎ·‰fi

�������	

Z
K

w dx 


Z
K

Q��w	 dx� 	w � P�� 	K � Th�

T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

A¸‰ÂÈÓÁ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È � � H���	�
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 �div�ATr�	 � �� 
 u� uh ÛÙÔ � Í·È � 
 � ÛÙÔ ���

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸, ‚Î. Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ ���� Chapter �� ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �������	
›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ� Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ
ÔÏ·Î¸ÙÁÙ·Ú

�������	 k�k��� � Cku� uhk����
XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı
Green, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

ku� uhk���� 
 ��u� uh�div�A
Tr�		� � �u� uh� ��	�


 a�u� uh� �	�
X
K�Th

X
e�Eh

Z
e

�ATr�	 � n �u� uh	 ds

� ��� �u� uh	�	�


 a�u� uh� �� v	 � ��� �u � uh	��� v		�

� a�u� uh� v	 � ��� �u� uh	v	�

�
X
K�Th

X
e�Eh

Z
e

�ATr�	 � n �u� uh	 ds� 	v � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

ku� uhk���� 
 a�u� uh� �� v	 � ��� �u � uh	��� v		�

� a�u� uh� v	 � ��� �u� uh	v	�

�
X
K�Th

X
e�Eh

Z
e

�ATr�	 � n �u� uh	 ds� 	v � Vh�
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EflÛÁÚ, ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�������	
a�u� uh� �� v	 � ��� �u� uh	��� v		�

� Cku� uhk��hk�� vk��h� 	v � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÒflÙÔ Í·È ÙÔÌ Ù›Ù·ÒÙÔ ¸ÒÔ ÛÙÔ ‰ÂÓÈ¸

Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	

a�u� uh� v	 � ��� �u� uh	v	�


 �f� v �Q��v		� � ��� uhv �Q��uhv		�

�
X
K�Th

�div�Aruh	� v �Q��v		K

�
X
K�Th

X
e�Eh

Z
e

�Ar�u� uh		 � n �v �Q��v		 ds� 	v � Vh�

À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ı¸¯ÈÌ ¸ÙÈ Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ
·ÍÒÈ‚fi „È· ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı Vh� ‚Î. �������	� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú
·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	





Z
K

f�v �Q��v		 dx �
Z
K

��vuh �Q��vuh		 dx






� Ch�K�kuk��K � kfk��K � ku� uhk��K	

� �k�k��K � k�� vk��K	� 	v � Vh�

Í·È

�������	





 X
K�Th

�div�Aruh	� v �Q��v		K













 X
K�Th

�div�Aruh	� div�Aruh	�zK 	� v �Q��v		K






�Ch��kuk��� � ku� uhk��h	�k�k��� � k�� vk��h	�

	v � Vh�

º˘Ú ÛÙÁÌ �������	 „Ò‹ˆÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	 ˘Ú ÂÓfiÚ

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Ar�u� uh	 � n �v �Q��v		 ds
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X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�A�me		r�u� uh	 � n

� �v �Q��v		 ds

�������	

�
X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	r�u� uh		 � n

� �v �Q��v		 ds� 	v � Vh�

√È· ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ¸ÒÔ ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÎÔıÚ ÙÁÚ �������	 ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ
Ôı ·flÒÌÔıÏÂ ÛÙÁÌ �������	 Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ

ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ �������	. À¸„˘ ÎÔÈ¸Ì Ù˘Ì ıÔË›ÛÂ˘Ì ÛıÏ‚·Ù¸ÙÁÙ·Ú
������	 Í·È ������	 ‚Î. x���� „È· ÙÔ ˜˛ÒÔ Vh� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú
·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÈÚ �������	 Í·È �������	 ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

X
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X
e�Eh�K�

Z
e

�M�
e��A�me	ru	 � n	ds



X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�A�me	ru	 � n�ds 
 ��

¸Ôı M�
e ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÔÒËÔ„˛ÌÈ·Ú ÒÔ‚ÔÎfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ

�������	. EÂÈ‰fi Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È·
„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‚Î. ������	� � � H���	� Í·È ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú
ÂÈÎ›ÔÌ ÏÂ ÙÁÌ ������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	
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K�Th

X
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Z
e

�A�me	ru � n�M�
e�A�me	ru � n	

� ���Q���		 ds 
 ��

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Í·È ‹ÎÈ ÙÁÌ ������	� ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È
�������	 Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· ÙÁÚ M�

e� �������	�
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
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∂Ò·, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	��������	� �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ
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EÂÈ‰fi Ù˛Ò· u� � � H���	 Í·È Ô Vh ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ÛıÏ‚·-

Ù¸ÙÁÙ·Ú ������	 Í·È ������	� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú
ÛÙÁÌ
�������	� ·flÒÌÔıÏÂ
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e�

·flÒÌÔıÏÂ
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 � Chj�j���ku� uhk��h�

EÔÏ›Ì˘Ú, ·¸ ÙÈÚ �������	� �������	� �������	� �������	� �������	�
�������	 Í·È ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ· ������	 ÙÔı Vh� ·flÒÌÔıÏÂ

ku� uhk���� � Ch�
�kuk��� � kfk���
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 E÷APMO√E” I ��


��� E÷APMO√E” I: ME»OƒOI –E–EPA”MENŸN

XŸPIŸN ME ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ‰˝Ô Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˘Ú ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ¸ ˜˛ÒÔ ÙÈÚ
ÛıÌÂ˜ÂflÚ, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÛÂ ›Ì·Ì ‰ÔÛÏ›ÌÔ ÙÒÈ„˘ÌÈ-
ÛÏ¸ Th� ‰ÁÎ·‰fi ÙÔÌ X�

h� ‚Î. x���. EflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô X�
h ›˜ÂÈ

¸ÎÂÚ ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ôı ıÔË›ÙÔıÏÂ „È· ÙÔÌ Vh� ‚Î. x���.
H M›ËÔ‰ÔÚ I ÂflÌ·È ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÙÁÚ x���� ‰ÁÎ·‰fi Ïfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc ÙÔı �� Í·È Á M›ËÔ‰ÔÚ II ÂflÌ·È
›Ì· Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vc ÙÔı �. EflÛÁÚ
ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È Q�� ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú ÛÂ Í‹ËÂ Ï›ËÔ‰Ô, Ô˝
ÔÒflÊoıÌ Í·Ì¸ÌÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚ÂflÚ „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÛÙÔ Th Í·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ
ÛÙÔ Eh� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ ������	�������	 Í·È

������	�������	. E˝ÍÔÎ· Ù¸ÙÂ ·flÒÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·ÛÏ›-
Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ù˘Ì I Í·È II, ������	 Í·È �������	� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÏÔÒÔ˝Ì
Ì· „Ò·ˆÔ˝Ì ÛÙÁ ÏÔÒˆfi �������	� ∏ÙÛÈ, „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Â‰˛ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ
ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���, ‚Î. »Â˘ÒfiÏ·Ù· ������������

T· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı I ÂflÌ·È fi‰Á „Ì˘ÛÙ‹ ·¸ ÙÁÌ ·Ò·„Ò‹ˆÔ

���. ºÏ˘Ú Â‰˛ „È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Í·È
Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ıÔË›ÛÔıÏÂ ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú
ÛıÌËfiÍÂÚ „È· ÙÔÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th Í·È ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc. AÍ¸Ï·
·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �� ¸ÙÈ Á M›ËÔ‰ÔÚ II ›˜ÂÈ Ïfl·
ÔıÛÈ·ÛÙÈÍfi ‰È·ˆÔÒ‹ ·¸ ÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I. ∏ÙÛÈ, ÂÌ˛ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I Á Î˝ÛÁ
u ÙÔı ������	 Í·È Á ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ Ôı ‰flÌÂÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì
·Ò¸ÏÔÈÂÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ, ‚Î. ������	 Í·È ������	� ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô II ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì
‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú, ‚Î. �������	 Í·È �������	�

M›ËÔ‰ÔÚ I: º˘Ú ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� Ô Cai, ÛÙÁÌ ���� ËÂ˘ÒÂfl Ïfl·
Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	 ÛÙÔÌ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ
‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc. ŸÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ¸ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ÙÔÌ X�

h. H
Ï›ËÔ‰ÔÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È Í·Ù‹ ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÙÒ¸Ô: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÍÔÒıˆfi
z � Z in

h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ bz � Bc. MÂÙ‹ ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ

������	 ÛÙÔ bz Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ,
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 �
Z
�bz

�Aru	 � nds�
Z
bz

�u dx 


Z
bz

f dx�

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁ Û˜›ÛÁ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂ-
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Ò·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uh � X�
h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�
Z
�bz

�Aruh	 � nds� uh�z	

Z
bz

� dx������	




Z
bz

f dx� 	z � Z in
h � 		 � X�

h�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCN ��� �	 � H���	�H���	 
 R�
¸˘Ú ·ıÙfi ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ������	� ‰ÁÎ·‰fi

������	 aCN �v� w	 
 �
X
z�Zin

h

w�z	

Z
�bz

�Arv	 � nds�

T¸ÙÂ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	

aCN �uh� 		 �
X
z�Zin

h

uh�z		�z	

Z
bz

� dx



X
z�Zin

h

	�z	

Z
bz

f dx� 		 � X�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ
ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ �������	� „È· Í·Ù‹ÎÎÁÎÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È Q�.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q�� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 Q��w	jK 

X

z�Zh�K�

w�z	qAz
� K � Th�

¸Ôı Az � A�K	� Ù· ˜˘Òfl· ÛÙ· ÔÔfl· ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ· �.
O Q� ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô
I, x���. T¸ÙÂ ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	�������	�
‚Î. x���. ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th� OÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q� ˘Ú
ÂÓfiÚ

������	 Q��w	je 
 w�zNe 	qNe � w�zSe 	q
S
e � e � Eh�K	�

¸Ôı zNe Í·È zSe ÔÈ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e � Eh�K	� Í·È qSe Á
˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı �Se � �

S
e � E�

h�bzSe 	� ‚Î. ”˜fiÏ· ��
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V1
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”XHMA �. AÒÈÛÙÂÒ‹: ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th ÛÂ ÙÒfl·
ıÔ˜˘Òfl· Az . ƒÂÓÈ‹: T· ‰˝Ô ˜˘Òfl· Vz Í·È bz . MÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú
ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ E�

h�bz	.

V

V1

V2

e

me

.

”XHMA ��. ∏Ì· ˜˘ÒflÔ V Í·È Ù· ıÔ˜˘Òfl· ÙÔı V� Í·È V�.

¸Ôı �Se ÂflÌ·È ÙÔ ÂıË˝„Ò·ÏÏÔ ÙÏfiÏ· Ôı ÛıÌ‰›ÂÈ ÙÁÌ ÍÔÒıˆfi zSe ÏÂ ÙÔ

me� Ô¸ÙÂ ˆıÛÈÍ‹ j�Se j 
 jej
� . AÌ‹ÎÔ„· ÔÒflÊÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ qNe .

EflÌ·È ·Î¸ Ù˛Ò· Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ
·ÍÒÈ‚fi „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‰È¸ÙÈZ

e

Q��		 ds 
 	�zNe 	

Z
e

qNe ds� 	�zSe 	

Z
e

qSe ds



�

�
�	�zNe 	 � 	�zSe 		 


Z
e

	ds�

EflÛÁÚ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÎfiÏÏ· Ù˘Ì Bramble�Hilbert ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô
Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì· ˜˘ÒflÔ V 
 K� �K��
K��K� � Th Í·È K� � K� 
 e � Ein

h � ”ıÌ‰›ÔÌÙ·Ú ÙÔ Ï›ÛÔ me ÙÁÚ
ÎÂıÒ‹Ú e ÏÂ ÙÈÚ ‰˝Ô ·›Ì·ÌÙÈ ÍÔÒıˆ›Ú ÙÔı V ·flÒÌÔıÏÂ ‰˝Ô Ì›·
ÙÂÙÒ‹ÎÂıÒ· V� Í·È V� ÏÂ ÍÔÈÌ›Ú ÎÂıÒ›Ú Ù· ÂıË˝„Ò·ÏÏ· ÙÏfiÏ·Ù· Ôı
Ï¸ÎÈÚ Ù˛Ò· ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ, ‚Î. ”˜fiÏ· ��.
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XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ
�������	� ‚Î. Í·È �������	� ÛÂ Í‹ËÂ ›Ì· ·¸ Ù· V� Í·È V�� ·flÒÌÔıÏÂZ

e

�Arw	 � n�Q�� ew	 ds� Z
e

�Arw	 � n�Q�� ew	 ds 
 ��

¸Ôı ni ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e
ÙÔı Ki� i 
 �� �� Í·È w� ew � H��V 	. ”ıÌÂ˛Ú, Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Í·È ÙÁÌ
������	. –·flÒÌÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ù˛Ò· ¸ÙÈ

������	

�f�Q��v		� 

X
K�Th

Z
K

fQ��v	 dx



X
K�Th

Z
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f
X

z�Zh�K�

v�z	qAz
dx



X
K�Th

X
z�Zh�K�

v�z	

Z
Az

f dx



X
z�Zin

h

v�z	

Z
bz

f dx� 	f � L���	� 	v � X�
h�

EÔÏ›Ì˘Ú „È· ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÎÔ„fi ÙÂÎÂÛÙ˛Ì Q� Í·È Q�� Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú
ı¸¯ÈÌ Í·È ÙÁÌ ������	� Á �������	 „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n �v�zNe 	qNe � v�zSe 	q
S
e 	 ds

�
X
K�Th

X
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v�z	

Z
Az

div�Aruh	 dx

�
X
z�Zin

h

uh�z	v�z	

Z
bz

� dx



X
z�Zin

h

v�z	

Z
bz

f dx� 	v � X�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green „Ò‹-
ˆÔıÏÂ ÙÔ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n �v�zNe 	qNe � v�zSe 	q
S
e 	 ds
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 aCN �uh� v	 �
X
z�Zin

h

uh�z	v�z	

Z
bz

� dx� 	v � X�
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¸Ôı� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ Ôı ‰˛Û·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	�

������	
�A�x	r	 � ne 
 �A�x	r	K�e	 � ne

� �A�x	r	K�e 	 � ne� 	x � e� 		 � X�
h�

Í·È ne ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ, Í‹ËÂÙÔ, ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e �
Eh�K

�e	 �‚Î. ”˜fiÏ· �� ÛÂÎ. ��	. EÔÏ›Ì˘Ú,
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�Aruh	 � n �v�zNe 	qNe � v�zSe 	q
S
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� dx


 aCN �uh� v	 �
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Z
bz

� dx� 	v � X�
h�

∂Ò· Î¸„˘ Ù˘Ì ������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	
ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �������	� ¸Ôı Ô Q� ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ������	 Í·È Ô Q�
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·¸ ÙÁÌ ������	. ”ıÌÂ˛Ú, Â‹Ì Á u ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È Á uh Î˝ÛÁ
ÙÁÚ ������	� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�

EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı
‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bc� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ������	 ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

Z
K

Q��w	 dx 

jKj
�

X
z�Zh�K�

w�z	 


Z
K

w dx� 	w � P��

EÔÏ›Ì˘Ú, Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹
ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú, ·Í¸Ï·, ¸ÙÈ f � H���	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ H ÂÍÙflÏÁÛÁ �������	� ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ· ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È

ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·¸ ÙÔÌ Cai, ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ �ÂÒÈÔÒÈÛÙÈÍ›Ú	
È‰È¸ÙÁÙÂÚ „È· ÙÔÌ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th Í·È ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc� ‚Î. x���.

M›ËÔ‰ÔÚ II: »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì

ÛÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vc. TÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ¸ˆÂÎÔÚ ·¸ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı
Vc ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ Bc ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú, „È·Ùfl, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı Th� ‰ÂÌ
˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ›Ì·Ì Ì›Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ „È· ÙÔ �� ‚Î. x���. »·
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I� ˘Ú ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔÌ
X�
h. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÍÔÒıˆfi z � Z in

h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ
Vz � Vc. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ Vz� Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ
Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 �
Z
�Vz

�Aru	 � nds�
Z
Vz

�u dx 


Z
Vz

f dx�

EÂÈ‰fi Ù· ˜˘Òfl· Vz Í·È Vz� � „È· z� z
� „ÂÈÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÒıˆ›Ú ÂÈÍ·Î˝ÙÔÌÙ·È,

ÙÔ Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ, ÛÂ ·ÌÙflËÂÛÁ ÏÂ
ÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I, ‰ÂÌ Ë· ‰È·ÙÁÒÂfl ÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ �������	� ‚Î. ÙÁ M›ËÔ‰Ô II,
ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �. EÈÎ›„ÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ‰˝Ô Í·Ù‹ÎÎÁÎÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È
Q�� „È· ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· �������	� ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô I. ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ
Ô Q� ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 Q��w	jK 

�

�

X
z�Zh�K�

w�z	� K � Th�
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O Q� ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô
II, x���. EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	�������	� ‚Î.
x���. ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th� OÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q� ˘Ú
ÂÓfiÚ

�������	 Q��w	je 
 �

�
�w�zNe 	 � w�zSe 		� e � Eh�K	�

¸Ôı zNe Í·È zSe ÔÈ ‰˝Ô ÍÔÒıˆ›Ú ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e � Eh�K	� ‚Î. ”˜fiÏ·
��� ÛÂÎ. ��� EflÌ·È ·Î¸ Ù˛Ò· Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	
Í·È ������	. EflÛÁÚ, Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� ·flÒÌÔıÏÂZ

e

�Arw	 � n�Q�� ew	 ds� Z
e

�Arw	 � n�Q�� ew	 ds 
 ��

¸Ôı ni ÂflÌ·È ÙÔ ÏÔÌ·‰È·flÔ Í‹ËÂÙÔ ÂÓ˘ÙÂÒÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÙÁÌ ÎÂıÒ‹ e
ÙÔı Ki� i 
 �� �� w� ew � H��V 	 ÏÂ V 
 K� �K�� K��K� � Th Í·È

K� �K� 
 e � Ein
h � ”ıÌÂ˛Ú, Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Í·È ÙÁÌ ������	. E˝ÍÔÎ·

Ù˛Ò· ·flÒÌÔıÏÂ
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f dx� 	f � L���	� 	v � X�
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EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÎÔ„fi ÙÂÎÂÛÙ˛Ì Q� Í·È Q�� Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú
ı¸¯ÈÌ Í·È ÙÁÌ �������	� Á �������	 „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
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”XHMA ��. TÔ ˜˘ÒflÔ Vz . MÂ ‰È·ÍÂÍÔÏÏ›ÌÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú ÔÈ ÎÂıÒ›Ú ÙÔı
ÛıÌ¸ÎÔı E�

h�Vz	.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green „Ò‹-
ˆÔıÏÂ ÙÔ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
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ÏÂ �Ar	 � ne Í·È ne ¸˘Ú ÛÙÁÌ ������	 Í·È
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 �K�Th�Vz�Eh�K	 n fe � �K�Th�Vz�Eh�K	 � e � �Vzg�

‚Î. ”˜fiÏ· ��.




�
 E÷APMO√E” I ���

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCO � H���	�H���	 
 R�
Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 aCO�v� w	 
 �
X
z�Zin

h
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Z
Vz

�Arv	 � nds�
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”ıÌÂ˛Ú, Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ
ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È
uh � X�
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”ıÌÂ˛Ú „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì �������	 ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���. ∂Ò· ·Ì u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ
������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ �������	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�

EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q�� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ �������	� ÈÍ·ÌÔ-

ÔÈÂfl ÙÁÌ

�������	
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K
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jKj
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X
z�Zh�K�

w�z	 


Z
K

w dx� 	w � P��

”ıÌÂ˛Ú Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·

„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ¸ÙÈ f � H���	, Î¸„˘ ÙÔı
»Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

AÍ¸Ï· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı
Ô A ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ ��� flÌ·Í·Ú, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÂflÌ·È
ÙÔ ������	� Ù¸ÙÂ Ù· Û˜fiÏ·Ù· �������	 Í·È �������	 Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È. –Ò‹„Ï·ÙÈ,
›˜ÔıÏÂ
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”ıÌÂ˛Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔ Û˜fiÏ· �������	 ÛÙÁÌ ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ
ÏÔÒˆfi

�������	

�

�
aCO�uh� v	 �

�

�

X
K�Th

�div �Aruh	� Q��v		K

� ���Q��uhv		� 
 �f�Q��v		�� 	v � X�
h�

∂Ò· ·Ì Ô A ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ � � � flÌ·Í·Ú Ù¸ÙÂ div�Aruh	 

�uh 
 �� Ô¸ÙÂ, ÂÂÈ‰fi Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� ÈÛ˜˝ÂÈ �

�aCO�v� 		


 a�v� 		� „È· v� 	 � X�
h� Á �������	 „flÌÂÙ·È

a�uh� v	 � ���Q��uhv		� 
 �f�Q��v		�� 	v � X�
h�

‰ÁÎ·‰fi Á �������	.

��� E÷APMO√E” II: ME»OƒOI –E–EPA”MENŸN

XŸPIŸN ME MH ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ˘Ú ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÈÚ ÏÁ
ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌÂÚ �nonconforming	� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ
ÛÂ ›Ì·Ì ‰ÔÛÏ›ÌÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ Th� ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ˜˛ÒÔ S�

h. E˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ
¸ÙÈ Ô S�

h ÎÁÒÔfl ÙÁÌ ������	� ‚Î. ������	� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÈÚ ������	�������	�
‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������

H M›ËÔ‰ÔÚ III ÂflÌ·È ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÙÁÚ x���� ‰ÁÎ·‰fi Ïfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn ÙÔı �� Í·È Á M›ËÔ‰ÔÚ IV ÂflÌ·È
›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vn ÙÔı �.
º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È
Q� ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú ÛÂ Í‹ËÂ Âˆ·ÒÏÔ„fi, Ôı ÔÒflÊoıÌ Í·Ì¸ÌÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ
ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚ÂflÚ „È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÛÙÔ Th
Í·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÛÙÔ Eh� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. AÍ¸Ï·,
Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ ������	�������	 Í·È
������	�������	. º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ x���� ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ������	 Í·È �������	� Ôı ·flÒÌÔıÏÂ ÛÙÈÚ MÂË¸‰ÔıÚ III
Í·È IV, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÏÔÒÔ˝Ì Ì· „Ò·ˆÔ˝Ì ÛÙÁ ÏÔÒˆfi �������	� ∏ÙÛÈ, Í·È

„È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Â‰˛ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ‚Î. »Â˘ÒfiÏ·Ù·
������������

T· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı III ÂflÌ·È fi‰Á „Ì˘ÛÙ‹ ·¸ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·-
ˆÔ ���� ÂÌ˛ ·ıÙ‹ ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı IV ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Â‰˛ „È· Ò˛ÙÁ ˆÔÒ‹.
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AÍ¸Ï·, ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á M›ËÔ‰ÔÚ IV ›˜ÂÈ Ïfl· ÔıÛÈ·ÛÙÈÍfi ‰È·ˆÔÒ‹ ·¸
·ıÙfiÌ ÙÁÚ MÂË¸‰Ôı III. ∏ÙÛÈ, ÂÌ˛ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô III Á Î˝ÛÁ u ÙÔı ������	
Í·È Á ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ Ôı ‰flÌÂÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ·Ò¸ÏÔÈÂÚ
ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ, ‚Î. ������	 Í·È ������	, ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô IV ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ‰È·ˆÔ-
ÒÂÙÈÍ›Ú, ‚Î. �������	 Í·È �������	�

M›ËÔ‰ÔÚ III: ”ÙÁÌ x��� ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
„È· ÙÁÌ ������	 ÛÙÔÌ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn. ŸÚ
ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ¸ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ ÙÔÌ S�

h. H Ï›ËÔ‰ÔÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È

Í·Ù‹ ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÙÒ¸Ô: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h Í·È ÙÔ ·ÌÙfl-

ÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ be � Bn. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ be Í·È
Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 �
Z
�be

�Aru	 � nds�
Z
be

�u dx 


Z
Ve

f dx�

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁ Û˜›ÛÁ ������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uh � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�be

�Aruh	�nds�uh�me	

Z
be

� dx 


Z
be

f dx� 	e � Ein
h �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aNN � �H���	 � Sh	� �H���	 �
Sh	
 R� ¸˘Ú ·ıÙfi ÔÒflÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ ������	, ‰ÁÎ·‰fi

������	 aNN�v� w	 
 �
X
e�Ein

h

w�me	

Z
�be

�Arv	 � nds�

T¸ÙÂ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	

aNN�uh� 		 �
X
e�Ein

h

uh�me		�me	

Z
be

� dx



X
e�Ein

h

	�me	

Z
be

f dx� 		 � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ
ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ �������	� „È· Í·Ù‹ÎÎÁÎÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È Q�.
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q�� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 Q��w	jK 

X

e�Eh�K�

w�me	qKe
� K � Th�
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.
e1 Ke1

e2

e3
Ke3

Ke2

zK

”XHMA ��. ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th ÛÂ ÙÒfl· ıÔ˜˘Òfl· Ke.

¸Ôı Ke � fTh�K	 ÂflÌ·È Ù· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒ· ÙÒfl„˘Ì· ÛÙ· ÔÔfl· ›˜ÔıÏÂ
‰È·ÏÂÒflÛÂÈ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ· ��� Í·È ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ qS ÙÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈ-
ÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÂÌ¸Ú ˜˘ÒflÔı S � R� . O Q� ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ

Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô III, x���. T¸ÙÂ ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú
¸ÙÈ Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	�������	� ‚Î. x���.

∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th� OÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q� ˘Ú ÂÓfiÚ

������	 Q��w	je 
 w�me	� 	e � Eh�K	�

¸Ôı me ÂflÌ·È ÙÔ Ï›ÛÔÌ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e � Eh�K	. EflÌ·È ·Î¸ Ù˛Ò·
Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Q� ›˜ÂÈ ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ������	 Í·È ������	. EflÛÁÚ,

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	 o Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Í·È ÙÁÌ ������	. AÍ¸Ï·,
Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ
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EÔÏ›Ì˘Ú „È· ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÎÔ„fi ÙÂÎÂÛÙ˛Ì Q� Í·È Q�� Î¸„˘ ÙÁÚ
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������	� Á �������	 „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green „Ò‹-
ˆÔıÏÂ ÙÔ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi
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ÏÂ �Ar	 � ne ¸˘Ú ÛÙÁÌ ������	. EÔÏ›Ì˘Ú,

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n v�me	 ds

�
X
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X
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v�me	
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Ke
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������	
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be

� dx


 aNN�uh� v	 �
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e�Ein
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uh�me	v�me	

Z
be

� dx� 	v � S�
h�

∂Ò· Î¸„˘ Ù˘Ì ������	 Í·È ������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	
ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ �������	 ¸Ôı Ô Q� ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ������	 Í·È Ô Q�

·¸ ÙÁÌ ������	. ”ıÌÂ˛Ú, Â‹Ì Á u ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È Á uh Î˝ÛÁ
ÙÁÚ ������	� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�

EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı
‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bn� ›˜ÔıÏÂ

�������	

Z
K

Q��w	 dx 


Z
K

w dx� 	w � P��

‚Î. �������	. ”ıÌÂ˛Ú, Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi
„È· Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú, ·Í¸Ï·, ¸ÙÈ
f � H���	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�
�kuk��� � kfk���

�
�

M›ËÔ‰ÔÚ IV: »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
ÛÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vn. TÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ¸ˆÂÎÔÚ ·¸ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÔı
Vn ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ Bn ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú, „È·Ùfl, ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ÙÔı Th� ‰ÂÌ
˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÏÂ ›Ì·Ì Ì›Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ „È· ÙÔ �� ‚Î. x���. »·
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô III, ˘Ú ˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔÌ
S�
h. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÍÔÒıˆfi e � Ein

h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ
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Ve � Vn. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ Ve� Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ
ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. ∏ÙÛÈ, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 �
Z
�Ve

�Aru	 � nds�
Z
Ve

�u dx 


Z
Ve

f dx�

»· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	
ÛÙÔÌ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vn ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ‰˝Ô Í·Ù‹ÎÎÁÎÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú Q� Í·È Q��
„È· ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ· �������	� ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô III. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ
Ù˛Ò· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q�� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 Q��w	jK 

�

�

X
e�Eh�K�

w�me	� K � Th�

O Q� ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô
IV, x���. ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th� OÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q� ˘Ú
ÂÓfiÚ

�������	 Q��w	je 
 w�me	� 	e � Eh�K	�

¸Ôı me ÂflÌ·È ÙÔ Ï›ÛÔÌ ÙÁÚ ÎÂıÒ‹Ú e � Eh�K	� ‰ÁÎ·‰fi ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi
Q� Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô III, x���. EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú
¸ÙÈ Ô Q� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	�������	 Í·È Ô Q� ÙÈÚ ������	�������	.
EflÛÁÚ ‚Î›ÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ· ¸ÙÈ

�������	

�f�Q�v		� 

X
K�Th

Z
K

fQ�v	 dx



�

�

X
K�Th

X
e�Eh�K�

v�me	

Z
K

f dx



�

�

X
e�Ein

h

v�me	
X

K�Th�Ve�

Z
K

f dx



�

�

X
e�Ein

h

v�me	

Z
Ve

f dx� 	f � L���	� 	v � S�
h�

¸Ôı Th�Ve	 ÂflÌ·È ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ÙÒÈ„˛Ì˘Ì ÙÔı Th Ôı ·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÔ
Ve. EÔÏ›Ì˘Ú „È· ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÎÔ„fi ÙÂÎÂÛÙ˛Ì Q� Í·È Q�� Î¸„˘ ÙÁÚ
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�������	� Á �������	 „Ò‹ˆÂÙ·È ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n v�me	 ds

�
�

�

X
e�Ein

h

uh�me	v�me	

Z
Ve

� dx

� �

�

X
e�Ein

h

v�me	
X

K�Th�Ve�

Z
K

div�Aruh	 dx



�

�

X
e�Ein

h

v�me	

Z
Ve

f dx� 	v � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green „Ò‹-
ˆÔıÏÂ ÙÔ ·ÒÈÛÙÂÒ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	 ˘Ú ÂÓfiÚX
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n v�me	 ds

� �

�

X
e�Ein

h

v�me	
X

K�Th�Ve�

Z
K

div�Aruh	 dx

�
�

�

X
e�Ein

h

uh�me	v�me	

Z
Ve

� dx



X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�Aruh � ne ds� �

�

X
e�Ein

h

v�me	
�Z

�Ve

Aruh � nds

�
�

�

Z
e

�Aruh � ne ds
�
�

�

�

X
e�Ein

h

uh�me	v�me	

Z
Ve

� dx


 ��

�

X
e�Ein

h

v�me	

Z
�Ve

Aruh � nds� �

�

X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�Aruh � ne ds

�
�

�

X
e�Ein

h

uh�me	v�me	

Z
Ve

� dx�

ÏÂ �Ar	�ne Í·È ne ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi
ÏÔÒˆfi aNO � �H���	 � Sh	� �H���	 � Sh	
 R� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 aNO�v� w	 
 �
X
e�Ein

h

w�me	

Z
Ve

�Arv	 � nds�
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EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

X
K�Th

X
e�Eh�K�

Z
e

�Aruh	 � n v�me	 ds

�
�

�

X
e�Ein

h

uh�me	v�me	

Z
Ve

� dx

� �

�

X
e�Ein

h

v�me	
X

K�Th�Ve�

Z
K

div�Aruh	 dx



�

�
aNO�uh� v	 �

�
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X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�Aruh � ne ds

�
�

�

X
e�Ein

h

uh�me	v�me	

Z
Ve

� dx� 	v � S�
h�

”ıÌÂ˛Ú, Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ
ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È
uh � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

� �

�

Z
�Ve

�Aruh	 � nds� �

�

Z
e

�Aruh � ne ds

�
�

�
uh�me	

Z
Ve

� dx 

�

�

Z
Ve

f dx� 	e � Ein
h �

fi ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

�������	

�

�
aNO�uh� v	 �

�
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X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�Aruh � ne ds

�
�

�

X
e�Ein

h

v�me	uh�me	
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Ve

� dx



�
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X
e�Ein

h

v�me	

Z
Ve

f dx� 	v � S�
h�

”ıÌÂ˛Ú „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì �������	 ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���. ∂Ò· ·Ì u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ
������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ �������	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��h � C
� X
K�Th

h�Kkuk���K
����

�
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EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ �������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl
ÙÁÌ

�������	

Z
K

Q��w	 dx 

jKj
�

X
e�Eh�K�

w�me	 


Z
K

v dx� 	w � P��

”ıÌÂ˛Ú Ô Q� ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ·ÍÒÈ‚fi „È·
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ¸ÙÈ f � H���	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 ku� uhk��� � Ch�kuk	���

AÍ¸Ï· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı
Ô A ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ ��� flÌ·Í·Ú, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÂflÌ·È
ÙÔ ������	� Ù¸ÙÂ Ù· Û˜fiÏ·Ù· �������	 Í·È �������	 Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È. –Ò‹„Ï·ÙÈ,
›˜ÔıÏÂ

�

�
aNO�uh� v	 �

�
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X
e�Ein

h

v�me	
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e

�Aruh � ne ds


 aNO�uh� v	 �
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Aruh � nds


 aNO�uh� v	 �
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X
e�Ein

h

v�me	
X

K�Th�Ve�

Z
K

div �Aruh	 dx


 aNO�uh� v	 � �
X
K�Th

Z
K

div �Aruh	Q��v	 dx� 	v � S�
h�

∂Ò·,

�

�
aNO�uh� v	 �

�

�

X
e�Ein

h

v�me	

Z
e

�Aruh � ne ds


 aNO�uh� v	 � �
X
K�Th

Z
K

div �Aruh	Q��v	 dx� 	v � S�
h�

”ıÌÂ˛Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÔ Û˜fiÏ· �������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

�������	

aNN �uh� v	 � �
X
K�Th

�div �Aruh	� Q��v		K

� ���Q��uhv		� 
 �f�Q��v		�� 	v � S�
h�
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∂Ò· ·Ì Ô A ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ � � � flÌ·Í·Ú, Ù¸ÙÂ div�Aruh	 

�uh 
 �� Ô¸ÙÂ, ÂÂÈ‰fi Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ÈÛ˜˝ÂÈ aNO�v� 		

 a�v� 		� „È· v� 	 � S�

h� Á �������	 „flÌÂÙ·È

a�uh� v	 � ���Q��uhv		� 
 �f�Q��v		�� 	v � X�
h�

‰ÁÎ·‰fi Á �������	.



KE÷AÀAIO �

OÏÔÈ¸ÏÔÒˆÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı
Poisson

TÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ ·ÔÙÂÎÂfl ÛıÌ›˜ÂÈ· ÙÔı KÂˆ·Î·flÔı �. »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ

ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Poisson ÛÂ ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ
� � R� Í·È ›Ì·Ì ÁÏÈÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ ÙÔı, Th. »· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· „È· ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘-
Òfl˘Ì Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �. H ·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Ë·
„flÌÂÈ ÏÂ ·Ò¸ÏÔÈÔ ÙÒ¸Ô ¸˘Ú Í·È ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �. ∏ÙÛÈ, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ
‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ x��� Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ W ��� ÁÏÈÌ¸ÒÏ· Í·È L� Ì¸ÒÏ·. √È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ
·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì ·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì
·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì.

��� EI”A√Ÿ√H

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹-
ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ ÙÔı Poisson
ÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �.
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ÂÎÎÂÈÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì:
ZÁÙÂflÙ·È Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � � � R� 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	
��u 
 f ÛÙÔ ��

u 
 � ÛÙÔ ���

ÏÂ � ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÛÙÔÌ R� Í·È f � L���	.
»· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÏÂË¸‰˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
ÛÙÔıÚ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Vc Í·È Vn ÙÔı �� Í·Ë˛Ú Í·È
ÛÙÔıÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÔıÚ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ, Bc Í·È Bn. »· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô, ������	�
Ôı ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÛÙÁÌ x���. EÔÏ›Ì˘Ú, Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ
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ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ˘Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì ·Ô-
ÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì Ôı ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÛÙÁÌ x���� H ·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ��� ÂflÌ·È ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ·ÌÙfl-
ÛÙÔÈ˜˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	 ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ‚Î. ˆÂÒ' ÂÈÂflÌ ����

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÁÏÈÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ ÙÔı �� ‚Î. OÒÈÛÏ¸
������ Í·È ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú u ÙÔı ������	 ÛÂ ›Ì·Ì

ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ˜˛ÒÔ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì Vh� ÙÔı ÔÔflÔı ÂÈ‰ÈÍ›Ú
ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÂflÌ·È ÔÈ X�

h Í·È S�
h. º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ·Ì‹ÎÔ„˘Ì

ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ‚·ÛÈÍ¸ ÂÒ„·ÎÂflÔ ÂflÌ·È ÔÈ Ì¸ÒÏÂÚ Sobolev ÏÂ ‚‹ÒÁ. ”ÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú
ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ W ��� ÁÏÈÌ¸ÒÏ·. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ·
������ ıÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸˘Ú Í·È ÛÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q ·ˆfiÌÂÈ
·Ì·ÎÎÔfl˘ÙÔ ÙÔ ÔÎÔÍÎfiÒ˘Ï· Ù˘Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì
Í·È ¸ÙÈ f � W ���� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹-
ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·. OÈ ·Ô‰ÂflÓÂÈÚ Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ‰˝Ô ËÂ˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì
‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÂ ·ıÙ›Ú Ôı ‰flÌÔıÌ ÔÈ Gastaldi Í·È Nochetto „È· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ‚Î. ���� x�.
”ÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ Ù˛Ò· ��� Í·È ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·-

ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ù˘Ì ·Ò·„Ò‹ˆ˘Ì ��� Í·È ���� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ
ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �� „È· Ïfl· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÈÎÔ„fi ÂÌ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfi Q� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·
„Ò‹¯ÔıÏÂ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÁÚ x���.
EÔÏ›Ì˘Ú, „È· ·ıÙ›Ú ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ·flÒÌÔıÏÂ
·¸ Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È �����.

Mfl· Û˝ÌÙÔÏÁ ÂÒflÎÁ¯Á ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÂflÌ·È Á ·Í¸ÎÔıËÁ. ”ÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÙÔÌ ··Ò·flÙÁÙÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ Í·È ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝-
ÏÂ ÙÁÌ ������	 Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ x���. ”ÙÁÌ x��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ
„È· ·ıÙfi ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ W ���

ÁÏÈÌ¸ÒÏ· Í·È L� Ì¸ÒÏ·. ”ÙÈÚ x��� Í·È x��� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
·ıÙ›Ú „È· ÙÈÚ Ù›ÛÛÂÒÈÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı
·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ �.

��� ”YMBOÀI”MOI KAI –POKATAPKTIKA

∏ÛÙ˘ fThg��h�� Ïfl· ÁÏÈÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ˛Ì ÙÔı ��
‚Î. OÒÈÛÏ¸ �����. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· Ì¸ÒÏÂÚ Sobolev ÏÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ‚‹ÒÔıÚ.
AıÙ›Ú ÔÈ Ì¸ÒÏÂÚ Ë· ÂflÌ·È Í˝ÒÈÔ ÂÒ„·ÎÂflÔ ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì »Â˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì
����� Í·È �����. √È· ÂıÍÔÎfl· Ë· ·ÍÔÎÔıËfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ ÏÂ
ÙÔıÚ Gastaldi Í·È Nochetto Ôı ÂÈÛ‹„ÔıÌ ÛÙÁÌ ��� „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÔı
������	 ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì. ∏ÛÙ˘ S � R� ÏÂÙÒfiÛÈÏÔ



��	 ”YMBOÀI”MOI KAI –POKATAPKTIKA �	�

Û˝ÌÔÎÔ, � � R, k � N Í·È � � C���	� � � �. OÒflÊÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÙÈÚ
ÁÏÈÌ¸ÒÏÂÚ Sobolev ÏÂ ‚‹ÒÁ ˘Ú

������	 krkuk���S �

�Z

S

��
X
jj�k

jDuj������
Í·È ÂflÛÁÚ

krkuk�� �
 krkuk�����������	

krkukS �
 krkuk���S�������	

krkuk���h �

� X
K�Th

krkuk����K
����

�������	

TÂÎÈÍ‹, ÏÂ k � kL��S� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÙÔı L��S	� S � R� � ÏÂ

krk � kL��S� ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ÁÏÈÌ¸ÒÏ· Ù‹ÓÂ˘Ú k � N Í·È ÏÂ kukL��h 
P
K�Th

R
K juj dx�

∏ÛÙ˘ x� � � ›Ì· Ùı˜·flÔ ÛÁÏÂflÔ. √È· � � � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ

� � C���	�

������	 ��x	 �

�

jx� x�j� � ��
� x � ��

¸Ôı jx�x�j ÂflÌ·È Á EıÍÎÂfl‰ÂÈ· ·¸ÛÙ·ÛÁ ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì x Í·È x�. YÔË›-
ÙÔıÏÂ
 ¸ÙÈ � 
 �h� ÏÂ � � �. T¸ÙÂ Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ � ‰ÂÌ ÏÂÙ·‚‹ÎÂÙ·È ‹Ò·
ÔÎ˝ ÛÂ Í‹ËÂ K � Th


 ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ, ‚Î. ����
ÛÂÎ. ��� � ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 max
x�K

��x	 � C min
x�K

��x	� 	K � Th�

EflÛÁÚ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C 
 C�k� �	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 jDk���x	j � C���
k
� �x	� 	x � ��

¸Ôı Dk ÂflÌ·È Ïfl· ·Ò‹„˘„ÔÚ Ù‹ÓÂ˘Ú k� ‚Î. ���� ÛÂÎ. ���. AÍ¸Ï· Á

�� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·, ‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ����
ÛÂÎ. ����

������	

Z
�

�� dx �
���

C

��� �	�������
� ·Ì � � ��

Cj log �j� ·Ì � 
 ��
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ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì x� Í·È �.
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fVhg��h�� ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹-

ÛÙ·ÛÁÚ ˜˛Ò˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì v ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔ �� Ù›ÙÔÈ˘Ì ˛ÛÙÂ vjK � P�
„È· Í‹ËÂ K � Th, ¸Ôı P� ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì

‰˝Ô ÏÂÙ·‚ÎÁÙ˛Ì. »· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÙÔı ������	 ÛÙÔ
˜˛ÒÔ Vh. ∏ÙÛÈ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Vh ›˜ÂÈ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú
È‰È¸ÙÁÙÂÚ. –ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Vh ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	,
‰ÁÎ·‰fi ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È·
Í‹ËÂ v � H���	 �H���	�

������	 inf
��Vh

kv � 	kj�h � C
� X
K�Th

h
����j�
K kvk�j�K

����
� j 
 �� ��

Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ›˜ÂÈ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ: ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C�
·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ v � H���	 �H���	�
�������	

inf
��Vh

krj�v � 		k���h � Ch��jkr�vk�� � j 
 �� �� � � R�
Í·È

�������	 inf
��Vh

kr�v � 		kL���� � Chkvk���� 	v �W �����	�

¸Ôı k � k��� ÂflÌ·È Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı ˜˛ÒÔı W �����	.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ 
����� ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Ô Vh ÂflÌ·È Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì
ÛıÌÂ˜˛Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, ÔÈ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ������	�
�������	 ÈÛ˜˝ÔıÌ, ‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ���� Theorems ���� Í·È
����. H ������	 ÈÛ˜˝ÂÈ ·ˆÔ˝ Á ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÙÁÌ

·ÒÂÏ‚‹ÎÔıÛ· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÁÚ v� �hv 

P

z�Zin
h
v�z	�z � ¸Ôı f�zgz�Zin

h

‚‹ÛÁ ÙÔı X�
h� ‚Î. ������	. OÈ �������	 Í·È �������	 ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸

ÙÔÈÍ›Ú ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi ·ÒÂÏ‚ÔÎfiÚ.

Y¸ËÂÛÁ ������ º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ıÔË›ÙÔıÏÂ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔı-
ËÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ ÛıÏ‚·Ù¸ÙÁÙ·Ú:

�i	 ”Â Í‹ËÂ ÍÔÈÌfi ÎÂıÒ‹ e ‰˝Ô ÙÒÈ„˛Ì˘Ì K��K� � Th� ÈÛ˜˝ÂÈ

�������	

Z
e

�vK�
� vK�

	 ds 
 �� 	v � Vh�

¸Ôı vK ÂflÌ·È Ô ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸Ú ÙÁÚ v ÛÙÔ K � Th.
�ii	 ”Â Í‹ËÂ ÎÂıÒ‹ e ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th Ôı ÂflÌ·È ÙÏfiÏ· ÙÔı

ÛıÌ¸ÒÔı ÙÔı �, ÈÛ˜˝ÂÈ

�������	

Z
e

v ds 
 �� 	v � Vh�
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AÍ¸Ï· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÔÌ Vh ÈÛ˜˝ÂÈ Á ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poincar	e�
Friedrichs, ‰ÁÎ·‰fi

�������	 kvk��� � Ckvk��h� 	v � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Í·È ‹ÎÈ ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a� ¸˘Ú
ÔÒflÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ ������	� Ô¸ÙÂ

�������	 a�v� w	 

X
K�Th

Z
K

rv � rw dx�

√Ò‹ˆÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÁÌ ������	 ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi: ZÁÙÂflÙ·È u �
H�

� ��	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 a�u� v	 
 �f� v	�� 	v � H�
� ��	�

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �������	 ÂflÌ·È ÙÔ ������	� ÏÂ
� 
 �. EÔÏ›Ì˘Ú, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸
Ò¸‚ÎÁÏ·: ZÁÙÂflÙ·È uQ � Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 a�uQ� 		 
 �f�Q�			�� 		 � Vh�

¸Ôı Q ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ›˜ÂÈ ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ������	��������	, ‚Î.
x���. H ˝·ÒÓÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú uQ ÙÔı �������	 ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ���.

��� √ENIKE” EKTIMH”EI” ”÷AÀMATO”

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú
u� uQ ÛÙÁÌ W ��� ÁÏÈÌ¸ÒÏ· Í·È ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·, ¸Ôı u ÂflÌ·È Á Î˝ÛÁ
ÙÁÚ ������	 Í·È uQ Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ �������	. –Ò˛Ù· ¸Ï˘Ú Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ
›Ì· ÎfiÏÏ· Ôı Ë· Ï·Ú ‚ÔÁËfiÛÂÈ ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì »Â˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì �����
Í·È �����

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v � L���	 Í·È w � L���	. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·

ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

X
K�Th

kvk��Kkwk��K �C�Z
�

���� dx
����kvkL����

� kwk��������h� � � ��
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A¸‰ÂÈÓÁ: À¸„˘ ÙÁÚ ������	� ›˜ÔıÏÂX
K�Th

kvk��Kkwk��K

�
X
K�Th

max
x�K

�����x	max
x�K

��������x	kvk�����Kkwk��������K

�
X
K�Th

maxx�K �����x	

minx�K �����x	
kvk�����Kkwk��������K

� Ckvk�����hkwk��������h

� CkvkL����

�Z
�

���� dx
����kwk��������h� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ � � C�
� ��	 ÙÁÚ Í·Ù·ÌÔÏfiÚ

Dirac ÛÂ ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K� � Th� Á ÔÔfl· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ

������	 supp � � K�� � � ��

������	

Z
�

� dx 
 ��

AÍ¸Ï· ÂÂÈ‰fi Ô ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú Th ÂflÌ·È ÁÏÈÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔÚ, ‚Î. OÒÈÛÏ¸ ������
ÈÛ˜˝ÂÈ

������	 krk�kL���� � Ch���k� k � N�

‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ, ���� x�.
”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ÏÂ D Ïfl· ‰Â‰ÔÏ›ÌÁ Í·Ù‹ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ·Ò‹„˘„Ô.

∏ÛÙ˘ g � H�
� ��	�H���	 Á Î˝ÛÁ ÙÔı ·Í¸ÎÔıËÔı ‚ÔÁËÁÙÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·-

ÙÔÚ:

������	 ��g 
 D�� ÛÙÔ ��

AÍ¸Ï·, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Ì‹ÎÔ„Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÙÔı
������	: ZÁÙÂflÙ·È gh � Vh� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�gh� 		 
 �D�� 		�� 		 � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›Ì· fi‰Á „Ì˘ÛÙ‹ ÎfiÏÏ·Ù· Ôı Ë·
Ï·Ú ‚ÔÁËfiÛÔıÌ ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì »Â˘ÒÁÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È �����.
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ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ g Á Î˝ÛÁ ÙÔı ‚ÔÁËÁÙÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �
�����. √È·

Í‹ËÂ � � � ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹ C� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 krgk����h � Ch����

A¸‰ÂÈÓÁ: H ·¸‰ÂÈÓÁ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÎfiÏÏ·ÙÔÚ ·ÍÔÎÔıËÂfl Ïfl· ·Ò¸ÏÔÈ· Ôı
‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÔıÚ Rannacher Í·È Scott ÛÙÁÌ ���� x�. MÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ·
Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ

������	



Z
�

���jrgj�dx

 
 

Z
�

r����g	rg dx�
�

�

Z
�

����g�dx




�
Z
�

���gjD�j dx �
�

�

Z
�

j����jg�dx�

AÍ¸Ï·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ������	� ›˜ÔıÏÂ

������	 j�����x	j � C�����x	� 	x � ��

EflÛÁÚ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ô �� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÔÏÔÈÔÏÔÒˆÈ-

ÛÏ¸Ú ·¸ ÙÔÌ ˜˛ÒÔ Sobolev W ��q
� �W ��q ÛÙÔÌ Lq� ÏÂ q � ��� � ÏÔÒÂfl

Ì· ·Ô‰ÂÈ˜ËÂfl ¸ÙÈ Á g ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ Û˜›ÛÁ,

�������	

Z
�

����g�dx � C������

Z
�

�������j�j�dx�

‚Î. ���� �����	. EÔÏ›Ì˘Ú, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi
·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Í·È ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	��������	� ������	� ������	 Í·È

������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

Z
�

���jrgj�dx


 � Z

�

���gjD�j dx �
�

�

Z
�

����g�dx

� C

Z
�

�������jD�j� dx� C

Z
�

����g�dx

� C

Z
�

�������jD�j� dx� C������

Z
�

�������j�j�dx

� Ch���� � Ch���������� �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ·. ∏ÛÙ˘ f � H���	 � Vh Í·È
d 
 �d�� d�	 � H���	 � H���	� ‰ÔÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. ZÁÙÂflÙ·È v �
H�

� ��	 �H���	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ��v 
 f � div b� ÛÙÔ ��
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√È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ÎfiÏÏ·, ‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ,
���:

ÀfiÏÏ· ������ √È· Í‹ËÂ ÍıÒÙ¸ ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ � ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹

�� � ��� ���	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ � � ��� �� Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ·Í¸ÎÔıËÂÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ

kr�vk������� � Ckdiv bk������� � C�
p
�	

��kbk������� � Â‹Ì f � ��

kr�vk������� � C�
p
�	

��krfk������� � Â‹Ì b � �� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰flÌÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ù˘Ì Î˝ÛÂ˘Ì g Í·È gh, Ù˘Ì
ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ������	 Í·È ������	� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÙÈÚ ÔÔflÂÚ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ-
fiÛÔıÏÂ ·Ò·Í‹Ù˘. √È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ
‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ���� x�. √È· Í‹ËÂ � � ��� ��� ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·
ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ôı ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ ·¸ Ù· � Í·È �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 kr�gk
������ � Ch����

‚Î. ���� �����	. EflÛÁÚ, „È· Í‹ËÂ � � ��� ��� ı‹Ò˜ÔıÌ ‰˝Ô ÛÙ·ËÂÒ›Ú
�� C � �� Ôı ÂÓ·ÒÙ˛ÌÙ·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÔ �� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ ·Ì � 
 �h�
Ù¸ÙÂ

�������	 kr�g � gh	k
�������h � Ch��

‚Î. ���� �����	. AÍ¸Ï·, ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C � �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 kr�g � gh	kL��h � C�

‚Î. ���� �����	. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú
ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú r�u � uQ	 ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·. H ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı
»Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÂÌ¸Ú ·Ò¸ÏÔÈÔı ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·-
ÙÔÚ Ù˘Ì Gastaldi Í·È Nochetto „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÔı ������	 ÏÂ ÙÁ
Ï›ËÔ‰Ô Galerkin/ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ‚Î. ���� x�.
»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u � W �����	 Á Î˝ÛÁ ÙÔı �
�����	 Í·È uQ � Vh
Á Î˝ÛÁ ÙÔı �
������. T¸ÙÂ, ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h�
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 kr�u� uQ	kL���� � Chkuk����
A¸‰ÂÈÓÁ: OÈ ������	� ������	 Í·È ������	� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Í‹ËÂ
	 � Vh ÂflÌ·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ, ‰flÌÔıÌ

�������	
D	�z	 
 D	�z	

Z
K�

� dx 
 ���D		�


 �a�gh� 		� 	z � K��
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	� „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ
�������	� ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ r�	� uQ	 ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·,
„È· Í‹ËÂ 	 � Vh� fi ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ÙÁÌ D�	 � uQ	 „È· Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ D.
EÔÏ›Ì˘Ú, ÂÈÎ›„ÔıÏÂ ˘Ú ˆÔÒ›· ÙÔı � ÙÔ K� � Th� „È· ÙÔ ÔÔflÔ
kr�	 � uQ	kL���� 
 D�	 � uQ	jK�

�z	� „È· Í‹ËÂ z � K�. T¸ÙÂ Î¸„˘

ÙÁÚ �������	 ›˜ÔıÏÂ

�������	

D�	� uQ	�z	 
 �a�gh� 	� uQ	 
 a�uQ � 	� gh	


 a�u� 	� g	 � a�u� 	� gh � g	

� a�uQ � u� gh	� 		 � Vh� 	z � K��

”˝Ïˆ˘Ì· Ù˛Ò· ÏÂ ÙÁÌ ������	� „È· � 
 �� ›˜ÔıÏÂ

�������	 a�u� uQ� gh	 

X
K�Th

Z
�K

ghru � nds� �f� gh �Q�gh		��

EÔÏ›Ì˘Ú, ÔÈ �������	 Í·È �������	 ‰flÌÔıÌ

�������	

D�	� uQ	�z	 
 a�u� 	� g	 � a�u� 	� gh � g	

�
X
K�Th

Z
�K

ghru � nds

� �f� gh �Q�gh		�� 		 � Vh� 	z � K��

Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ÏÂ ÙÔıÚ Gastaldi Í·È No-
chetto, ‚Î. ���� �����	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

kr�	� uQ	kL����

� Ckr�u� 		kL����

�
� �

hp
���

kr�gk
������

�
�p
���

kr�g � gh	k
�������h � kr�g � gh	kL��h

�
� j�f� gh �Q�gh		�j�

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	� �������	��������	 Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú
¸ÙÈ � 
 �h, ÏÂ � � �� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	
kr�	� uQ	kL���� � Ckr�u� 		kL����

� j�f� gh �Q�gh		�j�
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ ¸ÒÔ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁÚ.
A¸ ÙÈÚ ������	� ������	� ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green Í·È ÙÁÌ
������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

krghk���h 
 ��gh� gh	� 
 �D�� gh	� � k�k��hkrghk��h
� Chk�kL����krghk��h � Ch��krghk��h�

∂Ò·,

�������	 krghk��h � Ch���

À¸„˘ ÙÁÚ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·Ú Ù˘Ì Cauchy�Schwarz, ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ Ù˘Ì

������	 Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂ „È· 	 � Vh Í·È � � ��

�������	

j�f� gh �Q�gh		�j � C
X
K�Th

hKkfk��Kkrghk��K

� ChkfkL����

�Z
�

���� dx
����krghk��������h

� ChkfkL����

�p
���

krghk��������h

� ChkfkL����

�p
���

�krgk��������h

� kr�g � gh	k��������h	�

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Í·È ÙÈÚ �������	 Í·È �������	�
·flÒÌÔıÏÂ

�������	 j�f� gh �Q�gh		�j � ChkfkL�����

EÔÏ›Ì˘Ú, Î¸„˘ Ù˘Ì �������	� �������	 Í·È ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ � 
 �h�
ÏÂ � � �� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	
kr�uQ � 		kL���� � Ckr�u� 		kL����

� Chkuk���� 		 � Vh�

∂Ò·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

kr�u� uQ	kL���� � Chkuk���� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú „È· ÙÁ
‰È·ˆÔÒ‹ u � uQ ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·. H ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����
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‚·ÛflÊÂÙ·È, ¸˘Ú Í·È ·ıÙfi ÙÔı ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔı ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ, ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ
ÂÌ¸Ú ·Ò¸ÏÔÈÔı ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Gastaldi Í·È Nochetto „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈ-
ÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	 ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Galerkin/ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ‚Î.
���� x�.
»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u � W �����	 Á Î˝ÛÁ ÙÔı �
����� Í·È uQ Á Î˝ÛÁ

ÙÔı �
������. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ f � W �����	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q�
Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ x
��	 ÔÒflÊÂÈ ›Ì·Ì Í·Ì¸Ì· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ

·ÍÒÈ‚fi „È· „Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‰ÁÎ·‰fi

�������	

Z
K

w dx 


Z
K

Q�w	 dx� 	w � P�� 	K � Th�

T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ku� uQkL���� � Ch�j log hj�kuk��� � kfk���
�
�

¸Ôı k � ks�� ÂflÌ·È Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı W s����	� s � N .

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ K� � Th Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

ku� uQkL���� 
 j�u� uQ	�x	j� ÏÂ x � K��

TÔ ÙÒfl„˘ÌÔ K� Ôı ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·Ì·„Í·ÛÙÈÍ‹ ÙÔ fl‰ÈÔ ÏÂ ·ıÙ¸
ÙÁÚ ·¸‰ÂÈÓÁÚ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����. ∏ÛÙ˘ ÎÔÈ¸Ì � Á ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ
Í·Ù·ÌÔÏfiÚ Dirac, ÏÂ ˆÔÒ›· ÙÔ ÙÒfl„˘ÌÔ K�� ‚Î. ������	�������	. ”˝Ïˆ˘Ì·
ÏÂ ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· ÙÁÚ Ï›ÛÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÔı ÔÎÔÍÎÁÒ˘ÙÈÍÔ˝ ÎÔ„ÈÛÏÔ˝, ı‹Ò˜ÂÈ
x� � K� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

�������	

Z
�

��u � uQ	 dx 


Z
K�

��u� uQ	 dx 
 �u� uQ	�x�	�

EflÛÁÚ, Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· Ï›ÛÁÚ ÙÈÏfiÚ, Î¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ x�
x� � K�� ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uQkL���� � j�u� uQ	�x�	j� Chkr�u� uQ	kL�����

EÔÏ›Ì˘Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˘ÒfiÏ· ������ ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ
j�u�uQ	�x�	j. º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ
ÙÔ ÂÓfiÚ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: ÊÁÙÂflÙ·È g � H�

� ��	 �H���	� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 ��g 
 �� ÛÙÔ ��
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”ıÌÂ˛Ú, Î¸„˘ ÙÁÚ �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	 �u� uQ	�x�	 
 �
Z
�

�g�u� uQ	 dx�

AÍ¸Ï·, ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ Ï›ÒÁ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÂ-

˘Ú, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�
Z
�

�g�u� uQ	 dx 
 a�g� u� uQ	 �
X
K�Th

Z
�K

uQrg � nds


 a�g � 	� u� uQ	 � a�u� uQ� 		 �
X
K�Th

Z
�K

uQrg � nds


 a�g � 	� u� uQ	 � �f� 	�Q�			� �
X
K�Th

Z
�K

	ru � nds

�
X
K�Th

Z
�K

uQrg � nds� 		 � Vh�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

�u� uQ	�x�	 
 a�g � 	� u� uQ	 � �f� 	�Q�			�

�
X
K�Th

Z
�K

	ru � nds

�
X
K�Th

Z
�K

uQrg � nds� 		 � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔıÚ ¸ÒÔıÚ ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÎÔıÚ ÙÁÚ �������	.
XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz, ÙÔ ÀfiÏÏ· ������
Í·È ÙÈÚ ������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	

ja�g � 	� u� uQ	j
� C

X
K�Th

kr�u� uQ	k��Kkr�g � 		k��K

� Ckr�u� uQ	kL����

�Z
�

�dx
����kr�g � 		k����h

� Chj log �j���kuk���kr�g � 		k����h� 		 � Vh�

EÂÈ‰fi Á f � W �����	� ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	� Ô¸ÙÂ Â·Ì·Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú
·Ò¸ÏÔÈ· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

j�f� 	�Q�			�j � Ch�
X
K�Th

krfk��Kkr	k��K

� Ch�
X
K�Th

krfk��K�krgk��K � kr�g � 		k��K	�
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Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Í·È ÙÁÌ ������	 ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘
ÂÍÙflÏÁÛÁ, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

j�f� 	�Q�			�j � Ch�krfkL����

�Z
�

�dx
����

� �krgk��� � kr�g � 		k����h

�
� Ch�krfkL����j log �j���

� �krgk��� � kr�g � 		k����h

�
� 		 � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

�������	 j�j���� � C
j log �j
��

j��j�����h� 	� � H�
� ��	 �H���	�

„È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ���� ������	� ÛÂÎ.
���� E˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ

kvk��� � Ckvk���� 	v � L���	�

EÔÏ›Ì˘Ú, Î¸„˘ ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ Û˜›ÛÂ˘Ú, Ù˘Ì �������	� ������	�
������	� Í·È ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ � 
 �h� ÏÂ � � �� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	 krgk�����h � C
j log �j
��

Z
K�

�����dx � Cj log �j�

AÍ¸Ï·, ÂÂÈ‰fi � 
 �h� � � �� ›˜ÔıÏÂ

�������	 log
�

�
� C log

�

h
�

”ıÌÂ˛Ú, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	
j�f� 	�Q�			�j � Ch�krfkL�����j log hj� j log hj���

� kr�g � 		k����h	� 		 � Vh�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔıÚ ‰˝Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔıÚ ¸ÒÔıÚ ÙÁÚ �������	.
–·Ò¸ÏÔÈ·, ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	



 X
K�Th

Z
�K

	ru � nds�
X
K�Th

Z
�K

uQrg � nds




� Ch
X
K�Th

�juj��K jg � 	j��K

� ju� uQj��K jgj��K	� 		 � Vh�



�
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EflÛÁÚ, Î¸„˘ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ Í·È Ù˘Ì ������	� �������	 Í·È �������	�
ÂÍÙÈÏÔ˝ÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	� ˘Ú ÂÓfiÚ

�������	

X
K�Th

�juj��K jg � 	j��K � ju� uQj��K jgj��K	

� Ckuk���
�Z

�

�dx
����kr�g � 		k����h

� kr�u� uQ	kL����

�Z
�

�dx
����kr�gk���

� Ckuk����j log hj���kr�g � 		k����h

� hj log hj���kr�gk���	� 		 � Vh�

AÍ¸Ï·, ÔÈ Gastaldi Í·È Nochetto, ÛÙÁÌ ���� Lemma ���� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ
¸ÙÈ

�������	 kr�gk��� � Cj log�j����

EÔÏ›Ì˘Ú, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	��������	� �������	��������	� Í·È
�������	� ›˜ÔıÏÂ

j�u� uQ	�x�	j � Ch��j log hj� j log hj���kr�gk���	

� �kuk��� � kfk���	

� Ch�j log hj�kuk��� � kfk���	�

TÂÎÈÍ‹, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Â‰˛ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ �������	. �

��� E÷APMO√E” I: ME»OƒOI –E–EPA”MENŸN

XŸPIŸN ME ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì

˜˘Òfl˘Ì Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� ÛÙÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Bc Í·È Vc ÙÔı ��
„È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	. E˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ
¸ÙÈ Ô ˜˛ÒÔÚ X�

h� ÔÔı ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ
������	��������	� ‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ���� Theorems ���� Í·È �����
¸˘Ú Í·È ÙÈÚ �������	��������	� ‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ �����.

EflÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ x��� ÔÈ ‰˝Ô Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
Ôı ÂÓÂÙ‹ÊÔıÏÂ Â‰˛ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· „Ò·ˆÔ˝Ì ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Ôı
ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� „È· ›Ì·Ì Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ÙÂÎÂÛÙfi Q. EÔÏ›Ì˘Ú, „È·



��� E÷APMO√E” I �
�

.

.

.

.

.

.

.

z1

z2

z3

Az2

Az1

Az3

zK

”XHMA �. ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K ÛÂ ÙÒfl· ıÔ˜˘Òfl· Az .

·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ
x���.
M›ËÔ‰ÔÚ I: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	
ÛÙÔÌ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bc� ‰ÁÎ·‰fi ÙÁÌ ������	� ÏÂ � 
 �.
EÔÏ›Ì˘Ú, ÊÁÙÔ˝ÏÂ uh � X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�bz

ruh � nds 

Z
bz

f dx� 	z � Z in
h �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCN ��� �	 � H���	�H���	 
 R�
Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� ‰ÁÎ·‰fi

������	 aCN �v� w	 
 �
X
z�Zin

h

w�z	

Z
�bz

rv � nds�

T¸ÙÂ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	 aCN �uh� 		 

X
z�Zin

h

	�z	

Z
bz

f dx�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 Q�w	jK 

X

z�Zh�K�

w�z	qAz
� K � Th�

¸Ôı Az � A�K	 Ù· ˜˘Òfl· ÛÙ· ÔÔfl· ‰È·ÏÂÒflÊÔıÏÂ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ·
�� Í·È qS ÂflÌ·È Á ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÙÔı ˜˘ÒflÔı S � R� . O Q
‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô I, x���.



�
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EÔÏ›Ì˘Ú ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi
ÏÔÒˆfi �������	� ‚Î. M›ËÔ‰Ô I x���� Ô¸ÙÂ

������	
a�uh� 		 
 aCN �uh� 		 


X
z�Zin

h

	�z	

Z
bz

f dx


 �f�Q�			�� 		 � X�
h�

∂Ò·, ›·Ì Á u � W �����	 ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÁÚ
������	� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ›˜ÔıÏÂ

������	 kr�u� uh	kL���� � Chkuk����

EÈÎ›ÔÌ, ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th ÛÙÁÌ Í·Ù·-
ÛÍÂıfi ÙÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bc� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q� Ôı

ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌZ
K

Q�w	 dx 


Z
K

w dx� 	w � P��

‚Î. ������	. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú ·Í¸Ï·, ¸ÙÈ f � W �����	 Í·È u � W �����	�
Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ������ ·flÒÌÔıÏÂ

������	 ku� uhkL���� � Ch�j log hj�kuk��� � kfk���
�
�

M›ËÔ‰ÔÚ II: T˛Ò· Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì ÛÙÔÌ
ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vc� ‰ÁÎ·‰fi ÙÁÌ �������	 ÏÂ � 
 �. EÔÏ›Ì˘Ú,
ÊÁÙÔ˝ÏÂ uh � X�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�Vz

ruh � nds 
 �

�

Z
Vz

f dx� 	z � Z in
h �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aCO � H���	�H���	
 R� Ôı
ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	, ‰ÁÎ·‰fi

������	 aCO�v� w	 
 �
X
z�Zin

h

w�z	

Z
�Vz

rv � nds�

T¸ÙÂ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

�������	 aCO�uh� 		 

�

�

X
z�Zin

h

	�z	

Z
Vz

f dx�



��� E÷APMO√E” II �
�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 Q�w	jK 

�

�

X
z�Zh�K�

w�z	� K � Th�

O Q ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô
II, x���. EÔÏ›Ì˘Ú Á Î˝ÛÁ uh ÙÁÚ �������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi
ÏÔÒˆfi �������	� ‚Î. M›ËÔ‰Ô II, x���� Ô¸ÙÂ

�������	
a�uh� 		 


�

�
aCO�uh� 		 


�

�

X
z�Zin

h

	�z	

Z
Vz

f dx


 �f�Q�			�� 		 � X�
h�

”ıÌÂ˛Ú, Â‹Ì Á u �W �����	 ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È Á uh Î˝ÛÁ ÙÁÚ
������	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ·flÒÌÔıÏÂ

�������	 kr�u� uh	kL���� � Chkuk����

EÈÎ›ÔÌ, ÂflÌ·È Û·ˆ›Ú ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	
ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ Z

K

Q�w	 dx 


Z
K

w dx� 	w � P��

‚Î. �������	. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ¸ÙÈ f � W �����	 Í·È u � W 	����	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhkL���� � Ch�j log hj�kuk��� � kfk���
�
�

��� E÷APMO√E” II: ME»OƒOI –E–EPA”MENŸN

XŸPIŸN ME MH ”YNEXH –E–EPA”MENA ”TOIXEIA

”Â ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì, Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���� ÛÙÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú Bn Í·È Vn ÙÔı �
„È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	. MÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ
¸ÙÈ Ô ˜˛ÒÔÚ S�

h� ¸Ôı ÊÁÙÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ, ÎÁÒÔfl ÙÈÚ
������	��������	� ‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ���� Theorem � Í·È ����
Lemma ���� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÈÚ �������	��������	� ‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ �����.



��� KE÷AÀAIO �. OMOIOMOP÷E” EKTIMH”EI”

.
e1 Ke1

e2

e3
Ke3

Ke2

zK

”XHMA ��. ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th ÛÙ· ıÔ˜˘Òfl· Ke.

EflÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ x��� ÔÈ ‰˝Ô Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
Ôı ÂÓÂÙ‹ÊÔıÏÂ Â‰˛ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· „Ò·ˆÔ˝Ì ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Ôı
ÏÂÎÂÙ‹ÏÂ ÛÙÁÌ x���� „È· ›Ì·Ì Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ÙÂÎÂÛÙfi Q� EÔÏ›Ì˘Ú „È· ·ıÙ›Ú
ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ‰ÂflÓ·ÏÂ ÛÙÁÌ x���.
M›ËÔ‰ÔÚ III: ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·-
ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	 ÛÙÔÌ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Bn�
‰ÁÎ·‰fi ÙÁÌ ������	� „È· � 
 �� EÔÏ›Ì˘Ú, ÊÁÙÔ˝ÏÂ uh � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�be

ruh � nds 

Z
be

f dx� 	e � Ein
h �

AÍ¸Ï·, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ ‰È·„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aNN � �H���	�Sh	��H���	�
Sh	
 R� Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	� ‰ÁÎ·‰fi

������	 aNN�v� w	 
 �
X
e�Ein

h

w�me	

Z
�be

rv � nds�

T¸ÙÂ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	 aNN�uh� 		 

X
e�Ein

h

	�me	

Z
be

f dx� 		 � S�
h�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

������	 Q�w	jK 

X

e�Eh�K�

w�me	qKe
� K � Th�

¸Ôı Ke � fTh�K	 ÂflÌ·È Ù· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒ· ÙÒfl„˘Ì· ÛÙ· ÔÔfl· ›˜ÔıÏÂ
‰È·ÏÂÒflÛÂÈ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ· ��� ÛÂÎ. ���� Í·È ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ qS
ÙÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÂÌ¸Ú ˜˘ÒflÔı S � R� . O Q ÂflÌ·È ‰ÁÎ·‰fi Ô
ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô III, x���.



��� E÷APMO√E” II ���

EÔÏ›Ì˘Ú Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÏÔÒˆfi
�������	� ‚Î. M›ËÔ‰Ô III x���. ∏ÙÛÈ, ›˜ÔıÏÂ

������	
a�uh� 		 
 aNN�uh� 		 


X
e�Ein

h

	�me	

Z
be

f dx


 �f�Q�			�� 		 � S�
h�

EÔÏ›Ì˘Ú, ·Ì Á u �W �����	 ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È Á uh Î˝ÛÁ ÙÁÚ
������	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ·flÒÌÔıÏÂ

������	 kr�u� uh	kL���� � Chkuk����

EÈÎ›ÔÌ, ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú „È· zK ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı K � Th ÛÙÁÌ Í·Ù·-
ÛÍÂıfi ÙÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bn� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q Ôı

ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌZ
K

Q�w	 dx 


Z
K

w dx� 	w � P��

‚Î. �������	. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú ·Í¸Ï· ¸ÙÈ f � W �����	 Í·È u � W 	����	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 ku� uhkL���� � Ch�j log hj�kuk��� � kfk���
�
�

M›ËÔ‰ÔÚ IV: »· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
ÛÙÔÌ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Vn� ‰ÁÎ·‰fi ÙÁÌ �������	 ÏÂ � 
 ��
EÔÏ›Ì˘Ú, ÊÁÙÔ˝ÏÂ uh � S�

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 �
Z
�Ve

ruh � nds 
 �

�

Z
Ve

f dx� 	e � Ein
h �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aNO � �H���	 � Sh	 �
�H���	 � Sh	
 R� Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	� ‰ÁÎ·‰fi

������	 aNO�v� w	 
 �
X
e�Ein

h

w�me	

Z
�Ve

rv � nds�

T¸ÙÂ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

�������	 aNO�uQ� 		 

�

�

X
e�Ein

h

	�me	

Z
Ve

f dx� 		 � S�
h�
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»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Q� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 Q�w	jK 

�

�

X
e�Eh�K�

w�me	� K � Th�

O Q ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	 „È· ÙÁ M›ËÔ‰Ô

IV, x���. EÔÏ›Ì˘Ú, Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı �������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi
ÏÔÒˆfi �������	. ∏ÙÛÈ, ›˜ÔıÏÂ

�������	
a�uh� 		 
 aNO�uh� 		 


�

�

X
e�Ein

h

	�me	

Z
Ve

f dx


 �f�Q�			�� 		 � S�
h�

”ıÌÂ˛Ú, ·Ì Á u � W �����	 ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÁÚ ������	 Í·È Á uh Î˝ÛÁ ÙÁÚ
�������	� Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 kr�u� uh	kL���� � Chkuk����

EÈÎ›ÔÌ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Q Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	 ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌZ
K

Q�w	 dx 


Z
K

w dx� 	w � P��

‚Î. �������	. YÔË›ÙÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ¸ÙÈ f �W �����	 Í·È u �W 	����	�
Î¸„˘ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 ku� uhkL���� � Ch�j log hj�kuk��� � kfk���
�
�



MEPO” B

API»MHTIKE” ME»OƒOI √IA ƒYNAMIKE”
MEPIKE” ƒIA÷OPIKE” EŒI”Ÿ”EI”





EÈÛ·„˘„fi

”ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ Ï›ÒÔÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÂÒ„·Ûfl·Ú Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ·
·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì� Í·Ë˛Ú Í·È ›Ì· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì. ”ÙÔ
KÂˆ‹Î·ÈÔ � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· Í·ÙÁ„ÔÒfl· ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

��	 Au��t	 
 B�t� u�t		� t � ��� t�� t� � ��

¸Ôı A ÂflÌ·È ›Ì·Ú ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ, ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÛÂ
›Ì· ˜˛ÒÔ Hilbert H Í·È B ›Ì·Ú ÈË·Ì¸Ì ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ. M·Ú
ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔıÌ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ ÏÁ ‹Í·ÏÙÂÚ ÏÂÒÈÍ›Ú ‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Ôı
·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. ∏ÙÛÈ ıÔË›-
ÙÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı B ˛ÛÙÂ ÙÔ ��	 Ì· ÏÁÌ ÂflÌ·È ‹Í·ÏÙÔ. –ÈÔ
Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô B ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÛıÌËfiÍÂÚ Ù˝Ôı Lipschitz,
‚Î. �Y�����	 Í·È �Y�����	. ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ ˜˛ÒÔ
H ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Í·È ·flÒÌÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ.
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ Í·È ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ „Ò·ÏÏÈÍ›Ú

‹ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ. EÂÈ‰fi, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ
„È· ÙÔÌ B� ÙÔ ��	 ÂflÌ·È ÏÁ ‹Í·ÏÙÔ, ‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ‰È·ÍÒÈÙÔ-
ÔÈfiÛÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÏÂ ÔÎ˝ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ
ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú, ¸˘Ú ÂflÌ·È ÏÂÒÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ Runge�Kutta. TÔ „Â„ÔÌ¸Ú ·ıÙ¸
Ï·Ú ÂÈÙÒ›ÂÈ Ì· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ôı ÂflÌ·È ÎÈ„¸ÙÂÒÔ ‰··ÌÁÒ›Ú
ÛÂ Ò‹ÓÂÈÚ. ”ÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ ��� Í·È ��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· Ù· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ôı
ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÏÂ ÙÁÌ ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler Í·È ÏÂ
Ïfl· „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒÁ ‹ÏÂÛÁ „Ò·ÏÏÈÍfi ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô. »· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ
Ù· ·ˆÁÒÁÏ›Ì· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau ÛÙÔ Rm � m � ��
ÛÂ Ïfl· „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev ÛÂ Ïfl· ˜˘ÒÈÍfi ‰È‹ÛÙ·ÛÁ, ÛÂ

Ïfl· ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÙÔÌ Rm � m 
 �� �� Í·È ÛÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ·
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ù˝Ôı Boussinesq.

”ÙÔ KÂˆ‹Î·ÈÔ � ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· ·Î¸ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· „È· ÙÁÌ
ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ ËÂÒÏ¸ÙÁÙ·Ú

��	 ut ��u 
 f� ÛÙÔ �� ��� T � T � ��



��� EI”A√Ÿ√H

¸Ôı � � R� ÂflÌ·È ›Ì· ÍıÒÙ¸, ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ. »·
ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ Ù· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú
ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı. H
ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ¸˜È Í·Ù'
·Ì‹„ÍÁ ÛıÌÂ˜˛Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝Ôı-
ÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·.
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ Í·È ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ

Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Í·È „È· Ù· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ.
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∂ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ „È· ÏÁ ‹Í·ÏÙÂÚ ÏÂÒÈÍ›Ú
‰È·ˆÔÒÈÍ›Ú ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ

»· ÒÔÛÂ„„flÛÔıÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ ÏÁ ‹Í·ÏÙ˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì
„È· ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ Au��t	 
 B�t� u�t		, t � ��� t�. A ÂflÌ·È
›Ì·Ú ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ, ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÛÂ ›Ì·Ì ˜˛ÒÔ
Hilbert �H� ��� �		 Í·È B ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÈË·Ì¸Ì ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ.
ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ-
˜Âfl·. √È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ‹ÏÂÛ·
„Ò·ÏÏÈÍ‹ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ‹ Û˜fiÏ·Ù·. AÔ‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈ-
ÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ. Eˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÙÁÌ ·ˆÁÒÁÏ›ÌÁ
ÂÒflÙ˘ÛÁ ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau ÛÙÔÌ Rm � m � �� ÛÂ Ïfl· „ÂÌÈ-

ÍÂıÏ›ÌÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev ÛÂ Ïfl· ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ, ÛÂ
Ïfl· ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÙÔÌ Rm � m 
 �� �� Í·È ÛÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ·
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ù˝Ôı Boussinesq.

��� EI”A√Ÿ√H

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ Í·È ÏÂÎÂÙ‹ÏÂ ‹ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚Á-
Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ Ïfl·Ú Í·ÙÁ„ÔÒfl·Ú ÏÁ
‹Í·Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ: √È· ‰ÔÛÏ›ÌÔ t� � �
Í·È u� � H� ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u � ��� t� �
J 
 D�A	 Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
A�u��t		 
 B�t� u�t		� t � J�

u��	 
 u��

¸Ôı A ÂflÌ·È ›Ì·Ú ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ, ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÛÂ
›Ì·Ì ˜˛ÒÔ Hilbert �H���� �		 ÏÂ Â‰flÔ ÔÒÈÛÏÔ˝ D�A	 ıÍÌ¸ ÛÙÔÌ H� Í·È
B � J �D�A	
 H ›Ì·Ú ÂÌ‰Â˜ÔÏ›Ì˘Ú ÏÁ „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÙÂÎÂÛÙfiÚ.
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EÂÈ‰fi Ô A ÂflÌ·È ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ ÛÙÔÌ H� Ô A���

ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ. »›ÙÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì V �
 D�A���	� Í·È ÔÒflÊÔıÏÂ

ÙÁÌ ÂÓfiÚ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ V� kvk 

�
A���v�A���v

����
. TÁ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ H�

Ôı Â‹„ÂÙ·È ·¸ ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ��� �	, ÙÁ ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ j � j.
AÍ¸Ï· Ù·ıÙflÊÔıÏÂ ÙÔÌ H ÏÂ ÙÔÌ ‰ı˙Í¸ ÙÔı ˜˛ÒÔ, Ô¸ÙÂ V � H � V �,
¸Ôı V � ÂflÌ·È Ô ‰ı˙Í¸Ú ÙÔı V Í·È ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Ó·Ì‹ ÏÂ ��� �	 ÙÔ ‰ı˙Í¸
ÊÂ˝„ÔÚ ÏÂÙ·Ó˝ V � Í·È V . EflÛÁÚ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ B ÏÔÒÂfl

Ì· ÂÂÍÙ·ËÂfl ÛÂ ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi ·¸ ÙÔ J �V ÛÙÔÌ V �. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ
ÛıÏÏÂÙÒÈÍfi ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a��� �	 � V � V 
 R Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

a�v� w	 
 �A���v�A���w	�

Í·È „Ò‹ˆÔıÏÂ ÙÔ ������	 ÛÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ÏÂÙ·‚ÔÎÈÍfi ÏÔÒˆfi: ZÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl·
ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u�t	 � V� t � J , Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
a�u��t	� v	 
 �B�t� u�t		� v	� 	v � V� t � J�

u��	 
 u��

AÌ Vh ›Ì·Ú ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ı¸˜˘ÒÔÚ ÙÔı V , ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô
ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÔı ������	 ÂflÌ·È ÙÔ ÂÓfiÚ: ZÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ
uh�t	 � Vh� t � J , Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
a�u�h�t	� 		 
 �B�t� uh�t		� 		� 		 � Vh� t � J�

uh��	 
 u�h�

¸Ôı u�h � Vh ÂflÌ·È Ïfl· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u�. EÂÈ‰fi Ë›ÎÔıÏÂ
ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 Ôı ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ Ì· ÂflÌ·È ÏÁ ‹Í·ÏÙÔ, Ò›ÂÈ Ì·
ıÔË›ÛÔıÏÂ Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ „È· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi B. √È· ·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô
ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï· ÙÔ ÂÓfiÚ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: √È· f � V �� ÊÁÙÔ˝ÏÂ

v � V Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�v� w	 
 �f�w	� 	w � V�

–·Ò·Í‹Ù˘, ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� Ë· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ ·ıÙ¸ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ›˜ÂÈ
Ïfl· ·ÍÒÈ‚˛Ú Î˝ÛÁ. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ T ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Î˝ÛÂ˛Ú ÙÔı Í·È
ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Th � V 
 Vh ÙÔı T . À¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ Ù˘Ì

ÙÂÎÂÛÙ˛Ì T Í·È Th ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ������	
Í·È ������	 ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ÛÙÈÚ ÂÓfiÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÏÔÒˆ›Ú: ZÁÙÔ˝ÏÂ u�t	 � V ,
t � J , Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
�u��t	� v	 
 �TB�t� u�t		� v	� 	v � V� t � J�

u��	 
 u�
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Í·È: ZÁÙÔ˝ÏÂ uh�t	 � Vh� t � J� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
�u�h�t	� 		 
 �ThB�t� uh�t		� 		� 		 � Vh� t � J�

uh��	 
 u�h�

ƒÂfl˜ÌÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı
������	.

”ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ıÙ¸ ¸Ï˘Ú, ÂÈÍÂÌÙÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ Ï·Ú ÛÂ ÎfiÒ˘Ú
‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜ÁÏ‹Ù·, Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì Á Î˝ÛÁ ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı ������	.
MÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÂflÌ·È
›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ÛıÌfiË˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì. K·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÔı ������	 ¸˘Ú Ë·
Í·Ù·ÛÍÂı‹Ê·ÏÂ „È· ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì: ZÁÙÔ˝ÏÂ y �
J 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 y� 
 f�t� y	� y��	 
 y�� t � J�

¸Ôı f � J � R 
 R. ∏Ì·Ú ÙÒ¸ÔÚ ÂflÌ·È Ì· ÒÔÛÂ„„flÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÙÈÏfi ÙÁÚ
Î˝ÛÂ˘Ú y ÙÔı ������	 ÛÂ ‰È·ÍÒÈÙ‹ ÛÁÏÂfl· ÙÔı Â‰flÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ, J . »Â˘-
ÒÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ‰È·ÛÙfiÏ·ÙÔÚ J . ƒÁÎ·‰fi „È·

N � N , Ë›ÙÔıÏÂ k �
 t�

N ÙÔ ÛÙ·ËÂÒ¸ ˜ÒÔÌÈÍ¸ ‚fiÏ· Í·È tn �
 nk� n 

�� � � � � N� ZÁÙÔ˝ÏÂ Ù¸ÙÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Y n � R Ù˘Ì yn �
 y�tn	� n 

�� � � � � N� ÔÈ ÔÔflÂÚ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÔ˝Ì, ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ,
ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta, ÏÂ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ fi Í·È ÏÂ ‹ÎÎÂÚ
�‚Î. ���	. ∏ÙÛÈ ÎÔÈ¸Ì Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un� Un � Vh,
Ù˘Ì uh�t

n	� n 
 �� � � � � ÔÈ ÔÔflÂÚ Ë· ÂflÌ·È ÙÂÎÈÍ‹ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì
un 
 u�tn	� n 
 �� � � � � N .

Mfl· Ù·ÓÈÌ¸ÏÁÛÁ Ôı ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ ������	�
˜˘ÒflÚ ¸Ï˘Ú Û·ˆfi Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ¸ ÔÒÈÛÏ¸, ÂflÌ·È ÛÂ ‹Í·ÏÙ· Í·È ÏÁ. O
‰È·˜˘ÒÈÛÏ¸Ú ·ıÙ¸Ú ÔÎÎ›Ú ˆÔÒ›Ú ÏÔÒÂfl Ì· ÂÒÏÁÌÂ˝ÛÂÈ „È·Ùfl Ïfl· Ï›ËÔ‰ÔÚ
‰flÌÂÈ Í·Î˝ÙÂÒ· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·¸ Ïfl· ‹ÎÎÁ. OÈ Hairer Í·È Wanner, ‚Î.
���� ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔıÌ ÙÔ ������	 ˘Ú ‹Í·ÏÙÔ ¸Ù·Ì �ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÎÂ„Ï›ÌÂÚ

Ï›ËÔ‰ÔÈ ÒÔÛÂ„„flÊÔıÌ Í·Î˝ÙÂÒ· ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì,

ÛıÌfiË˘Ú ÂÓ·ÈÒÂÙÈÍ‹ Í·Î˝ÙÂÒ·, ·¸ ¸ÙÈ ÔÈ ‹ÏÂÛÂÚ�	 ���� Chapter IV, ÛÂÎ.
�. TÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÂÈÍÂÌÙÒ˛ÌÂÙ·È ÛÙÁÌ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÈÎÔ„fi ÙÔı ‚fiÏ·ÙÔÚ k
˛ÛÙÂ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ì· ÂflÌ·È ·¸ÎıÙ· ÂıÛÙ·ËfiÚ. AıÙ¸ ÂÓ·Ûˆ·ÎflÊÂÙ·È ·Ì Á
·¸ÎıÙÁ ÙÈÏfi ÙÔı „ÈÌÔÏ›ÌÔı ÙÁÚ ÍıÒfl·Ò˜ÁÚ È‰ÈÔÙÈÏfiÚ, �� ÙÁÚ È·Í˘‚È·ÌfiÚ
ÙÁÚ f� Âfl k� ‚ÒflÛÍÂÙ·È „ÌÁÛfl˘Ú Ï›Û· ÛÙÁÌ ÂÒÈÔ˜fi ·¸ÎıÙÁÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú

ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı, ‚Î. ���� ÛÂÎ. �� Í·È ��. ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı Á f
ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ ÙÔı Lipschitz, Á ÛÙ·ËÂÒ‹ Lipschitz ÙÁÚ f ÂflÌ·È Ïfl·
Í·Îfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ·¸ÎıÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ �, ÂÂÈ‰fi

������	 j�j  jjjf�t� y � v	� f�t� y	jjj
jjjvjjj �
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¸Ôı ÏÂ j j j � j j j ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Ïfl· Ì¸ÒÏ· ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì
ÛÙÔÌ ÔÔflÔ ·ÌfiÍÂÈ Á Î˝ÛÁ y ÙÔı ������	� v ÂflÌ·È Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı
È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ � Í·È jjjvjjj Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸, ‚Î. ���� ÛÂÎ. ��.

H Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ·ÔÙÂÎÂfl ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ u ÙÔı ������	�
ı¸ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ ÙÔ h ÂflÌ·È Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ¸ �–Ò¸Ù·ÛÁ �����	.
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ˘Ú ·Í·Ï¯fl· ÙÔı ������	 ÙÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÛÙÔ ˜ÒÔÌÈÍ¸ ‚fiÏ·
k� ‰Â‰ÔÏ›ÌÔı ¸ÙÈ ÙÔ h ÂflÌ·È ÏÈÍÒ¸, ˛ÛÙÂ Á ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰ÔÚ
Ì· ÂflÌ·È ·¸ÎıÙ· ÂıÛÙ·ËfiÚ. A¸ ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È �Y�����	
ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁ �������	. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Ù¸ÙÂ ¸ÙÈ Î¸„˘ ÙÁÚ
������	 ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ›˜ÔıÏÂ Ïfl· ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÔ Ï›„ÂËÔÚ ÙÁÚ ·¸ÎıÙÁÚ
ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ ÍıÒfl·Ò˜ÁÚ È‰ÈÔÙÈÏfiÚ ÙÁÚ È·Í˘‚È·ÌfiÚ ÙÁÚ ThB� Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ
Á ÂÈÎÔ„fi ÂÌ¸Ú ÏÈÍÒÔ˝ h ‰ÂÌ ÂÁÒÂ‹ÊÂÈ ·ÒÌÁÙÈÍ‹ ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi ÙÔı k.
”ıÌÂ˛Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ˜·Ò·ÍÙÁÒflÛÔıÏÂ ÙÔ ������	 ˘Ú ÏÁ ‹Í·ÏÙÔ.

EÂÈ‰fi ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‹Í·ÏÙÔ, ‰ÂÌ
˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ Ì· ›˜ÂÈ Í·Î›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÂıÛÙ‹ËÂÈ·Ú,
¸˘Ú ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ A�ÂıÛÙ‹ËÂÈ·, Ôı ›˜ÔıÌ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÂÎÂ„Ï›-
ÌÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ Runge�Kutta. ∏Ì· ÎÂÔÌ›ÍÙÁÏ· Ù˘Ì ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸-
‰˘Ì ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Runge�Kutta, ÂflÌ·È ¸ÙÈ „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ-
„ÈÛÏ¸ ÙÁÚ Un, ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È, ÙÔ ÔÎ˝, Ì· Î˝ÛÔıÏÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· Ôı ›˜ÂÈ
‰È‹ÛÙ·ÛÁ m 
 dimVh� ÂÌ˛ ÏÂ Ïfl· ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta q
ÛÙ·‰fl˘Ì, Ò›ÂÈ Ì· Î˝ÛÔıÏÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ· ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ qm. ƒÈ·ÍÒÈÙÔ-
ÔÈÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÁÌ ������	 ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÂıÛÙ·ËÂflÚ Í·È ÛıÌÂÂflÚ
‹ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ, Í·Ë˛Ú ›˜ÔıÏÂ ıÔË›ÛÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·
������	 ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‹Í·ÏÙÔ. AıÙ›Ú ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ‰˝Ô ÔÎı˛ÌıÏ·
�� ��

������	 ��z	 


qX
j��

�jz
j � ��z	 


q��X
j��

�jz
j �

O Î¸„ÔÚ Ôı ÂÈÎ›Ó·ÏÂ ‹ÏÂÛÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÂflÌ·È ÎÈ„¸ÙÂÒÔ ‰··ÌÁ-
Ò›Ú ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ·¸ ÙÈÚ ›ÏÏÂÛÂÚ. OÒflÊÔıÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÙÁÌ ·ÍÔÎÔıËfl· Ù˘Ì
ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Un� Un � Vh, Ù˘Ì un 
 u�tn	� n 
 �� � � � � N� ‰È·

�������	

qX
j��

�ja�U
n�j � 		 
 k

q��X
j��

�j�B�tn�j � Un�j	� 		� 		 � Vh�

”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Û˝„ÍÎÈÛÁ Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì Un

ÛÙÈÚ un. AÌ Í·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÂflÌ·È ‹ÏÂÛÁ, Î¸„˘ ÙÁÚ
ÏÔÒˆfiÚ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ������	, ÛÂ Í‹ËÂ ˜ÒÔÌÈÍ¸ ‚fiÏ· ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì·
Î˝ÛÔıÏÂ ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ m� ÂÌ˛ ·Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ
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Ïfl· ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô Runge�Kutta q ÛÙ·‰fl˘Ì Ò›ÂÈ Ì· Î˝ÛÔıÏÂ q „Ò·ÏÏÈÍ‹
ÛıÛÙfiÏ·Ù· ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ m. ∏ÙÛÈ ·Ì Un�j , j 
 �� � � � � q � �, „Ì˘ÛÙ›Ú
ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì un�j � j 
 �� � � � � q � �, „È· Ì· ÒÔÛ‰ÈÔÒflÛÔıÏÂ ÙÁÌ
Un�q ·ÒÍÂfl Ì· Î˝ÛÔıÏÂ ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ. TÔ
Û˝ÛÙÁÏ· ·ıÙ¸ ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ, Î¸„˘ Ù˘Ì Í·Î˛Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi
A. EÔÏ›Ì˘Ú „È· ‰ÔÛÏ›Ì· U�� � � � � U q�� � Vh, Ù· U q� � � � � UN ÂflÌ·È
Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›Ì·. O ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÙÔıÚ ‰Â ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰··ÌÁÒ¸Ú, „È·Ùfl Í‹ËÂ

ˆÔÒ‹ Î˝ÌÔıÏÂ ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ‹ÌÙ· flÌ·Í·.
”ÙÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÛÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ,

ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ������	 ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi, ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi Î˝ÛÁ u. Mfl·
ÏÈÍÒfi ÂÒflÎÁ¯Á ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÂflÌ·È Á ·Í¸ÎÔıËÁ: ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ
��� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÒÔÛÂ„„flÛÔıÏÂ Í‹ËÂ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÔı V ·¸
ÙÔÌ Vh ÏÂ Ù‹ÓÁ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú r, �Y�����	. YÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ
�Y�����	��Y�����	 Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	. ”ÙÔ
Ù›ÎÔÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ,

max
t�J

ju�t	� uh�t	j � Chr�

¸Ôı C ÛÙ·ËÂÒ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ
›Ì· ·Î¸, ‹ÏÂÛÔ ÏÔÌÔ‚ÁÏ·ÙÈÍ¸ Û˜fiÏ·, „È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú
u ÙÔı ������	� ÙÁÌ ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. AıÙ¸ Û·Ì Ïfl· ÂÈÛ·„˘„fi
ÙÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁÚ ‹ÏÂÛ˘Ì ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì. ”ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���
ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ‹ÏÂÛÁ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô, Ù‹ÓÂ˘Ú p. T¸ÙÂ, „È· Í·Ù‹Î-
ÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÍ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ U�� � � � � U q�� Í·È k� h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹,
·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ: Y‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È
h Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

max
��n�N

ju�tn	� Unj � C�kp � hr	�

T›ÎÔÚ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛÂ Ù›ÛÛÂÒ·
Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù·, ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau, ÛÂ Ïfl· „ÂÌÈÍÂıÏ›-
ÌÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev, ÛÂ Ïfl· ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ Í·È ÛÂ ›Ì·
Û˝ÛÙÁÏ· ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ù˝Ôı Boussinesq.

��� –POKATAPKTIKA KAI TO HMIƒIAKPITO –POBÀHMA

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ıÔ˜˛Ò˘Ì fVhg��h�� ÙÔı V� ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ

‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ. AÌ u ÂflÌ·È Î˝ÛÁ ÙÔı ������	, ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ uh�t	 �
Vh� Á ÔÔfl· Ì· ÒÔÛÂ„„flÊÂÈ ÙÁÌ u�t	, „È· Í‹ËÂ t � J� Í·È Ì· ÂflÌ·È Î˝ÛÁ
ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ������	. ∏ÛÙ˘ u�h Ïfl· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u�

·¸ ÙÔÌ Vh Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 ju� � u�hj� hd��ku� � u�hk � Chr�
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¸Ôı r� d ÂflÌ·È ‰˝Ô ·Í›Ò·ÈÔÈ Ù›ÙÔÈÔÈ ˛ÛÙÂ � � d � r Í·È C ÛÙ·ËÂÒ‹ ·ÌÂ-
Ó‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. –ÒÈÌ ÒÔ˜˘ÒfiÛÔıÏÂ ÛÙÁ ÏÂÎ›ÙÁ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ,
Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	. AıÙ¸ Ë· Ï·Ú ‚ÔÁËfiÛÂÈ
Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ÙÔ ������	, ÏÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ·
ÙÔı ÔÔflÔı Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ, ı¸ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Ô B ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl
ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛıÌËfiÍÂÚ, ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ „È· ÙÁÌ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ uh,

max
t�J

ju�t	� uh�t	j � Chr�

A¸ ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ Ë· ‹ÒÔıÏÂ Ïfl· „Â˝ÛÁ „È· ÙÁÌ

ÔÒÂfl· ÙÁÚ ·¸‰ÂÈÓÁÚ ÙÁÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ ÛÙ· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹
Û˜fiÏ·Ù·.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	. EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ ÙÔ a��� �	
ÂflÌ·È ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ V . EÈÎ›ÔÌ Ô �V� a��� �		 ÂflÌ·È
ÎfiÒÁÚ, ‰ÁÎ·‰fi ÂflÌ·È ˜˛ÒÔÚ Hilbert, Í·È ÂÏˆıÙÂ˝ÂÙ·È ÛıÌÂ˜˛Ú ÛÙÔÌ H ,
‚Î., ˆÂÒ' ÂÈÂflÌ, ���� Chapter VIII, x�, »Â˛ÒÁÏ· ��. EÔÏ›Ì˘Ú, ı‹Ò˜ÂÈ

Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ c � � Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
jvj � ckvk� 	v � V�

kvk� � cjvj� 	v � H�

¸Ôı k � k� Á Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ V �. ”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÔ ËÂ˛ÒÁÏ· ·Ì··-

Ò·ÛÙ‹ÛÂ˘Ú ÙÔı Riesz, Á Î˝ÛÁ v ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ������	 ÂflÌ·È Í·Î‹
ÔÒÈÛÏ›ÌÁ. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ T , T � V � 
 V , Tf �
 v, ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi
Î˝ÛÂ˘Ú ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ. IÛ˜˝ÂÈ ÂÔÏ›Ì˘Ú ¸ÙÈ,

������	 a�Tf�w	 
 �f�w	� 	w � V�

AÌ Ù˛Ò· Ë›ÛÔıÏÂ w 
 Tf ÛÙÁÌ ������	, ›˜ÔıÏÂ

kTfk� 
 a�Tf� Tf	 
 �f� Tf	 � kfk�kTfk�

‹Ò·

������	 kTfk � kfk��

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ������	.
ƒÁÎ·‰fi „È· f � V �, ÊÁÙÔ˝ÏÂ vh � Vh Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 a�vh� 		 
 �f� 		� 		 � Vh�
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TÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÙÂÙÒ·„˘-
ÌÈÍ¸ flÌ·Í·. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÔÏÔ„ÂÌ›Ú Ò¸‚ÎÁÏ· a�vh� 		 
 �
Í·È Ë›ÙÔÌÙ·Ú 	 �
 vh� ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ ·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ vh 
 �. ”ıÌÂ˛Ú
ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ������	 ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ. OÒflÊÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi
Î˝ÛÂ˘Ú Th ÙÔı ������	, Th � V � 
 Vh, ˘Ú Thf �
 vh. IÛ˜˝ÂÈ ÂÔÏ›Ì˘Ú
„È· Í‹ËÂ f � V �

������	 a�Thf� 		 
 �f� 		� 		 � Vh�

EÂÈ‰fi Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍfi, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁ-
ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Th ÂflÌ·È ·ıÙÔÛıÊı„fiÚ ÙÂÎÂÛÙfiÚ. ∏ÙÛÈ, Î¸„˘ ÙÁÚ ������	,
›˜ÔıÏÂ

������	 �Thf� g	 
 a�Thf� Thg	 
 �f� Thg	� 	f� g � V ��

AÍ¸Ï· Ë›ÙÔÌÙ·Ú 	 
 Thf ÛÙÁÌ ������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 kThfk � kfk��

OÒflÊÔıÏÂ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi ÙÁÚ �ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ� ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ
Vh, Rh � V 
 Vh, ˘Ú

������	 a�Rhv� 		 
 a�v� 		� 		 � Vh�

O ÙÂÎÂÛÙfiÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ Rh ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ „È· ÙÔıÚ fl‰ÈÔıÚ Î¸„ÔıÚ
Ôı ÂflÌ·È Í·È Ô ÙÂÎÂÛÙfiÚ Th. ”ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı Ë·
Í‹ÌÔıÏÂ ÛÙÔ ı¸ÎÔÈÔ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÔ˝ÏÂ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ
ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ „È· ÙÁÌ �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi Rh. YÔË›ÙÔıÏÂ

ÎÔÈ¸Ì Ù· ÂÓfiÚ:

Y¸ËÂÛÁ ������ H Rhv ÂflÌ·È Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ v Ù‹ÓÂ˘Ú r. ”ı„ÍÂÍÒÈ-
Ï›Ì·, „È· ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v,

�Y�����	 jv �Rhvj� hd��kv �Rhvk � N�v	hr �

¸Ôı N�v	 ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÔ ·Ì Ïfl· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ Ì¸ÒÏ· ÙÁÚ v ÂflÌ·È
ˆÒ·„Ï›ÌÁ.

Y¸ËÂÛÁ ������ Y‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ,

�Y�����	 jv �Rhvj � Chd��kvk� 	v � V�
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A¸ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı Rh� ������	� Í·È ÙÈÚ ������	� ������	� ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ
·Ï›Û˘Ú ¸ÙÈ

�������	 Th 
 RhT�

EÔÏ›Ì˘Ú ·Ì Á Tf ÂflÌ·È Ïfl· ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ, Ù¸ÙÂ ·¸ ÙÈÚ

�Y�����	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ

�������	 jTf � Thf j� hd��kTf � Thfk � N�Tf	hr�

Í·È ·¸ ÙÈÚ �Y�����	 Í·È �������	

�������	 jTf � Thf j � Chd��kTfk� 	f � V ��

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ¸ÙÈ Á Thf ÂflÌ·È Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Tf , Ù‹ÓÂ˘Ú
d�� fi ·Í¸Ï· Í·È r ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÙÔı ˜˛ÒÔı H , ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÁÌ
ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Tf .

∏˜ÔÌÙ·Ú ÔÒflÛÂÈ Î›ÔÌ ÙÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú T Í·È Th, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·Ùı˛-
ÛÔıÏÂ Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ������	 Í·È ������	 ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· ÛÙÈÚ ÏÔÒˆ›Ú ������	
Í·È ������	, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÏÂ u�h � Vh Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂflÙ·È Á
������	.

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ W �t	 �
 Rhu�t	, Í·È ÏÂ 
�t	 �
 u�t	 � W �t	
„È· Í‹ËÂ t � J . EflÛÁÚ ·Ì � ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÔÒÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ· J

ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ ��	��t	 ÙÁÌ d�

dt�
��t	. EÂÈ‰fi Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a ÂflÌ·È

·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı t, ·¸ ÙÁÌ �Y�����	 Í·È ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ Rh,

������	, Â˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ 
�	�� � 
 �� �� � � � ÛÙÈÚ

Ì¸ÒÏÂÚ j � j Í·È k � k.
ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi Î˝ÛÁ ÙÔı �������. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÔıÌ

ÛÙ·ËÂÒ›Ú C	� � 
 �� �� � � � � ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�������	

max
t�J

j
�	��t	j � C	h
r�

max
t�J

k
�	��t	k � C	h
r�d���

� 
 �� �� � � � �

A¸‰ÂÈÓÁ: E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

�������	

a�Rhu
�	��t	� 		 
 a�u�	��t	� 		 


d	

dt	
a�u�t	� 		



d	

dt	
a�Rhu�t	� 		


 a��Rhu�t		
�	�
� 		� 		 � Vh�
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”ıÌÂ˛Ú, Î¸„˘ ÙÁÚ �Y�����	� ›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ �������	� �

Y¸ËÂÛÁ ������� ∏ÛÙ˘ jjj � jjj Ïfl· Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ Vh Í·È ËÂÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú c

Í·È ed ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ ÙÔı h Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�Y������	 jjj	jjj � ch�
edk	k� 		 � Vh Í·È r � d�� � ed � ��

»›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· G �
 f	 � Vh � � t � J j j jW �t	 � 	j j j � �g Í·È
M 
 f	 � Vh � � t � J ku�t	 � 	k � �g Í·È ıÔË›ÙÔıÏÂ „È· ÙÔıÚ
ÙÂÎÂÛÙ›Ú B Í·È TB Ù· ÂÓfiÚ:

Y¸ËÂÛÁ ������ Y‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L�� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì t Í·È h� Ù›ÙÔÈ·
˛ÛÙÂ

�Y�����	 kB�t� v	�B�t� w	k� � L�kv � wk� 	v� w � G� 	t � J�

Y¸ËÂÛÁ ����
� Y‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L�� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì t Í·È h� Ù›ÙÔÈ·
˛ÛÙÂ

�Y�����	 jTB�t� v	� TB�t� w	j � L�jv � wj� 	v� w � G� 	t � J�

À¸„˘ Ù˘Ì �������	, �Y����	, ������	 Í·È �Y�����	, „È· v� w � G ›˜ÔıÏÂ

jThB�t� v	� ThB�t� w	j � j�Th � T 	�B�t� v	�B�t� w		j
� jTB�t� v	� TB�t� w	j

� Chd��kT �B�t� v	�B�t� w		k � L�jv �wj
� Chd��kB�t� v	�B�t� w	k� � L�jv � wj
� L�jv � wj� CL�h

d��kv � wk�

ƒÁÎ·‰fi, ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L, Á ÔÔfl· ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì t Í·È h,
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· v� w � G�

�������	 jThB�t� v	� ThB�t� w	j � L
�jv � wj� hd��kv � wk��

YÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· Ù· ÂÓfiÚ: √È· Ïfl· ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v,

Y¸ËÂÛÁ ������

�Y�����	 max
t�J

kB�t� v	�B�t� Rhv	k� � eN�v	hr�d���
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Y¸ËÂÛÁ ������

�Y�����	 max
t�J

jTB�t� v	� TB�t� Rhv	j � eN�v	hr �

¸Ôı eN�v	 ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÔ ·Ì Ïfl· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ Ì¸ÒÏ· ÙÁÚ v ÂflÌ·È
ˆÒ·„Ï›ÌÁ.

À¸„˘ Ù˘Ì �������	� �Y�����	� ������	 Í·È �Y�����	� ›˜ÔıÏÂ

jThB�t� v	� ThB�t� Rhv	j � j�Th � T 	�B�t� v	�B�t� Rhv		j
� jTB�t� v	� TB�t� Rhv	j

� Chd��kT �B�t� v	 �B�t� Rhv		k � eN�v	hr
�������	

� Chd��kB�t� v	 �B�t� Rhv	k� � eN�v	hr

� eC eN�v	hr �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ H ı¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ Vh � V ‰ÂÌ ÂflÌ·È ·Ì·„Í·fl· „È·

ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ôı ·ÍÔÎÔıËÂfl. MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ›Ì·Ì
˜˛ÒÔ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Vh � V ÙÒÔÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ
�ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ� ÒÔ‚ÔÎfiÚ Rh� ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ M Í·È ÙÈÚ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	
Í·È �Y�����	.

YÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· „È· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi B Í·È ÙÁ Î˝ÛÁ u ÙÔı ������	 ÙÔ ÂÓfiÚ:

Y¸ËÂÛÁ ������ ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ B � C�J � V �V �	 Í·È u � C�J �V 	.

A¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ����� Í·È ÙÁÌ ������	� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

�������	 ThB � C�J � V �V 	�

»· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ù˛Ò· ˝·ÒÓÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú uh ÙÔı ������	.

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ h� � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ h � ��� h� ı‹Ò˜ÂÈ

Î˝ÛÁ uh�t	 � C�J �G	 ÙÔı �������. AÍ¸Ï· ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ

Ù˘Ì uh Í·È h Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 max
t�J

kW �t	� uh�t	k � Chr�d���

A¸‰ÂÈÓÁ: À¸„˘ ÙÁÚ �������	, ı‹Ò˜ÂÈ ‰È‹ÛÙÁÏ· ��� th	, � � th � t��
Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ������	 Ì· ›˜ÂÈ Î˝ÛÁ uh � C���� th	�V 	� ‚Î.,
·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ���� Theorem ������ Chapter �. AˆÔ˝ Ù· ÛıÛÙfiÏ·Ù·
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������	 Í·È ������	 ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·, Á uh ·ÔÙÂÎÂfl Í·È Î˝ÛÁ ÙÔı Ûı-
ÛÙfiÏ·ÙÔÚ ������	. A¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ ����� Ù˛Ò· Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ

uh � C���� th	�V 	 ›ÂÙ·È ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ eth� � � eth � th� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

kuh�t	� uh��	k � Chr�d�� Í·È

ku�t	� u��	k � Chr�d��� 	t � ���eth	�
¸Ôı C ÂflÌ·È Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÁÚ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·Ú ������	� Ô¸ÙÂ Î¸„˘ ÙÁÚ ������	

�������	 ku�t	� uh�t	k � �Chr�d��� 	t � ���eth	� � � eth � th�

”˝Ïˆ˘Ì· Ù˛Ò· ÏÂ ÙÈÚ �Y������	, �������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

jjjW �t	� uh�t	jjj � Ch�
edkW �t	� uh�t	k

� Ch�
ed�ku�t	� uh�t	k � ku�t	 �W �t	k�

� Chr�d���
ed�

Y‹Ò˜ÂÈ ÎÔÈ¸Ì h� � ��� � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ h � ��� h�

jjjW �t	� uh�t	jjj � �� 	t � ���eth	�
∂Ò· uh�t	 � G, „È· Í‹ËÂ t � ���eth	. »· ÛıÏ‚ÔÎflÛÔıÏÂ Ù˛Ò· ÏÂ ���eth	,
� � eth � t�, ÙÔ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ‰È‹ÛÙÁÏ· ÛÙÔ ÔÔflÔ ı‹Ò˜ÂÈ Î˝ÛÁ

�������	 uh � C����eth	�G	

ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ������	. ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· � 
 W � uh� ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ
�������	, ������	, ������	 Í·È ������	, ›˜ÔıÏÂ „È· t � ��� th	

a���� 		 
 a�W � � u�h� 		 
 a�u�� 		� a�u�h� 		


 �B�t� u	�B�t� uh	� 		� 		 � Vh�

»›ÙÔıÏÂ 	 
 � ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ, Ô¸ÙÂ „È· t � ���eth	

�������	

�

�

d

dt
k��t	k� � �kB�t� u	�B�t�W 	k�

� kB�t�W 	�B�t� uh	k�
�k�k

� C
�kB�t� u	 �B�t�W 	k��

� kB�t�W 	�B�t� uh	k��
�
� k�k��



��� KE÷AÀAIO �. AKAM–TE” ƒIA÷OPIKE” EŒI”Ÿ”EI”

H �������	� Î¸„˘ Í·È Ù˘Ì �Y�����	 Í·È �Y�����	� ‰flÌÂÈ

�������	
�

�

d

dt
k��t	k� � C

�k�k� � h�r�d
�
� 	t � ���eth	�

¸Ôı Á ÛÙ·ËÂÒ‹ C ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì �� eth Í·È h. Eˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÛÙÁÌ

�������	 ÙÔ ÎfiÏÏ· ÙÔı Gronwall ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ· ��� t� t � eth� Í·È Î¸„˘
Ù˘Ì ������	 Í·È �Y�����	 ›˜ÔıÏÂ

max
s����t�

k��s	k� � �k���	k� � �Cth�r�d
�
e�Ct � eCh�r�d

ÏÂ eC ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı t. EÔÏ›Ì˘Ú

�������	 k��t	k� � eCh�r�d� 	t � ���eth	� 	h � ��� h��

H ThB ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÁ ÛÙÔ J � G, Î¸„˘ ÙÁÚ �������	, ¸Ôı ÏÂ G
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÁÌ ÍÎÂÈÛÙ¸ÙÁÙ· ÙÔı G ˘Ú ÒÔÚ jjj � jjj� ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ

���� Theorem ���� Chapter �� ı‹Ò˜ÂÈ ÙÔ ¸ÒÈÔ limt�et�
h
uh�t	 � uh�eth	.

À¸„˘ Ù˘Ì �������	 Í·È �Y������	� ı‹Ò˜ÂÈ h� � ��� h� ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸,

Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ uh�eth	 � G� „È· Í‹ËÂ � � h � h�. T¸ÙÂ, ‚‹ÛÂÈ ÙÔı
ÒÔ·Ì·ˆÂÒË›ÌÙÔÚ ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÛıÌÂ˜˛Ú ÙÁ Î˝ÛÁ

uh ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ· ���eth � �	 „È· Í‹ÔÈÔ � � �� Ôı ¸Ï˘Ú ÂflÌ·È ‹ÙÔÔ

Î¸„˘ ÙÁÚ ı¸ËÂÛÁÚ Ôı Í‹Ì·ÏÂ „È· ÙÔ eth. ”ıÌÂ˛Ú ·Ì Ë›ÛÔıÏÂ h� 
 h�
·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Î˝ÛÁ uh ÙÔı ������	 ÛÙÔ J� ÏÂ uh�t	 � G� „È·
Í‹ËÂ h � h�� t � J . EÔÏ›Ì˘Ú Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ËÂ t � J Í·È
h � ��� h�� Ô¸ÙÂ Î¸„˘ ÙÁÚ �������	 ›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ �������	�

ku�t	� uh�t	k � Chr�d��� 	t � J� 	h � ��� h��

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì t Í·È h. �

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ h� � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ h � ��� h� ı‹Ò˜ÂÈ

ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ uh�t	 � G� t � J� ÙÔı �������, Í·È

�������	 ku�t	� uh�t	k � Chr�d��� t � J�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· �����, ı‹Ò˜ÂÈ h� � �, Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ
„È· Í‹ËÂ h � ��� h� ı‹Ò˜ÂÈ Î˝ÛÁ uh�t	 � G� t � J , ÙÔı ������	. AÌ Á
Î˝ÛÁ uh ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍfi, Ù¸ÙÂ Ë· ı‹Ò˜ÔıÌ

�������	 uh���t	� uh���t	 � G� t � J�
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‰˝Ô ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú Î˝ÛÂÈÚ ÙÔı ������	. ∏ÛÙ˘ vh 
 uh�� � uh�� Á ‰È·ˆÔÒ‹
ÙÔıÚ. H vh ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÎÔÈ¸Ì ÙÁ Û˜›ÛÁ

a�v�h� 		 
 �B�t� uh��	�B�t� uh��	� 		� 		 � Vh� 	t � J�

»›ÙÔıÏÂ 	 
 vh�t	 ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ, Ô¸ÙÂ, Î¸„˘ Ù˘Ì �������	
Í·È �Y�����	� ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ t � J ,

�

�

d

dt
kvh�t	k� � kB�t� uh��	�B�t� uh��	k�kvh�t	k � Ckvh�t	k��

”ıÌÂ˛Ú

�������	 max
t�J

kvh�t	k � Ckvh��	k�

EÂÈ‰fi uh�� Í·È uh�� ÂflÌ·È Î˝ÛÂÈÚ ÙÔı fl‰ÈÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì,
������	, ›˜ÔıÏÂ

vh��	 
 uh����	� uh����	 
 u�h � u�h 
 ��

EÔÏ›Ì˘Ú, Î¸„˘ ÙÁÚ �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ uh�� 
 uh��. ƒÁÎ·‰fi ı‹Ò˜ÂÈ
h� � �, Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ h � ��� h� ı‹Ò˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ
uh�t	 � G� t � J� ÙÔı ������	. À¸„˘ Ù˛Ò· Ù˘Ì �������	 Í·È �������	
›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ �������	� �

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ h� � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È· Í‹ËÂ h � ��� h� ı‹Ò˜ÂÈ

ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ uh � C�J �M	 ÙÔı �������.

A¸‰ÂÈÓÁ: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	 ı‹Ò˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi uh � C�J �G	
Î˝ÛÁ ÙÔı ������	 „È· ÙÁÌ ÔÔfl· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

ku�t	� uh�t	k � Chr�d��� 	t � J� 	h � ��� h��

MÔÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ì· ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ ›Ì· h� � ��� h�, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ

ku�t	� uh�t	k � Chr�d�� � �� 	t � J� 	h � ��� h��

ƒÁÎ·‰fi uh�t	 �M , „È· Í‹ËÂ t � J . �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Á �Y������	 ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È
„È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ �������	 Í·È ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ �����. AÌ ÔÈ �Y�����	
Í·È �Y�����	 ÈÛ˜˝ÔıÌ ÛÂ ›Ì· ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ıÔÛ˝ÌÔÎÔ ÙÔı V , Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ
ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 Ì· ›˜ÂÈ Î˝ÛÁ uh Ôı Ì· ·ÌfiÍÂÈ ÛÂ ·ıÙ¸ „È· Í‹ËÂ
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t � J , ¸˘Ú ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ÛÙÔ M , Ù¸ÙÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ
·Ò·„Ò‹ˆÔı � ÈÛ˜˝ÔıÌ Í·È ˜˘ÒflÚ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ �Y������	.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ À¸„˘ Ù˘Ì ������	, �������	, ������	, ������	 Í·È ÙÔı
„Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ Á a ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍfi ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi, ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

�������	

�
�Rhu�t		

�
� 	
�

 a

�
�Rhu�t		

�
� Th	

�

 a�Rhu

��t	� Th		 
 a�u��t	� Th		


 �B�t� u	� Th		 
 a�ThB�t� u	� Th		


 �ThB�t� u	� 		� 		 � Vh� t � J�

–Ò¸Ù·ÛÁ ������ AÌ Á Î˝ÛÁ u ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ������� ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹

ÔÏ·Îfi Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������, Ù¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ h� � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ „È·

Í‹ËÂ h � ��� h�� Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ

�������	 max
t�J

ju�t	� uh�t	j � Chr�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� ı‹Ò˜ÂÈ h� � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ
„È· Í‹ËÂ h � ��� h� ÙÔ ������	� Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔ ������	� Ì· ›˜ÂÈ
ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ uh � C�J �M	. ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· 
 Í·È � ¸˘Ú ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ú.
À¸„˘ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ����� „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ·ÒÍÂfl Ì·
ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ � ÛÙÁÌ Ì¸ÒÏ· j � j. A¸ ÙÈÚ �������	 Í·È ������	
›˜ÔıÏÂ� „È· 	 � Vh,

���� 		 
 �W � � u�h� 		 
 �ThB�t� u	� ThB�t� uh	� 		�

»›ÙÔıÏÂ 	 
 � ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ, Ô¸ÙÂ, Î¸„˘ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ
����� Í·È Ù˘Ì �������	, �������	, �������	 Í·È �������	, ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ
t � J

�

�

d

dt
j��t	j� 
 �ThB�t� u	� ThB�t� uh	� �	

� jThB�t� u	� ThB�t�W 	j j�j
� jThB�t�W 	� ThB�t� uh	j j�j

� Chrj�j� Cj�j� � Chd��k�k j�j
� C

�j�j� � h�r
�
�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔ ÎfiÏÏ· ÙÔı Gronwall Á ·Ò·‹Ì˘ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·

‰flÌÂÈ
max
t�J

j��t	j � C
�j���	j � hr

�
�

EÔÏ›Ì˘Ú Î¸„˘ Ù˘Ì ������	 Í·È �������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÔ ÊÁÙÔ˝ÏÂÌÔ. �
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”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ·ÎÔ˝ÛÙÂÒÁ ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô
„È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ, ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler.
”ÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· „ÂÌÈÍÂ˝ÛÔıÏÂ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÏÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú
‹ÏÂÛ· ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ‹ Û˜fiÏ·Ù·.

∏Ì·Ú ·Î¸Ú ÙÒ¸ÔÚ Ì· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú y
ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì ������	 ÂflÌ·È Ì· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ‹ÏÂÛÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı

‰È·ÛÙfiÏ·ÙÔÚ J . ∏ÙÛÈ „È· ›Ì·Ì ˆıÛÈÍ¸ ·ÒÈËÏ¸ N� Ë›ÙÔıÏÂ k 
 t�

N
ÙÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ Í·È tn �
 nk� n 
 �� � � � � N . AÍ¸Ï· „È· Ïfl·
ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� ÔÒÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ· J� Ë›ÙÔıÏÂ �n �
 ��tn	 Í·È „È·
v�� � � � � vN � R Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸

�vn �

vn�� � vn

k
� n 
 �� � � � � N � ��

K·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Y n ÙÁÚ yn �
 y�tn	� n 
 �� � � � � N�
˘Ú ÂÓfiÚ:

������	 �Y n 
 f�tn� Y n	� n 
 �� � � � � N � ��

¸Ôı Y � 
 y��	.
EÂÍÙÂflÌÔıÏÂ Ù˛Ò· ·Ì‹ÎÔ„· ÙÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸ �vn ÛÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı

˜˛ÒÔı Vh, ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ������	 Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ Û˜fiÏ· ������	
Í·È ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un Ù˘Ì un, n 
 �� � � � � N� Ôı ·ıÙ¸
‰flÌÂÈ. ZÁÙÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Un � Vh� n 
 �� � � � � N� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

�
a��Un� 		 
 �B�tn� Un	� 		� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � ��

U� 
 u�h�

fi ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

������	

�
��Un� 		 
 �ThB�tn� Un	� 		� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � ��

U� 
 u�h�

ÏÂ u�h � Vh Ôı Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	. OÈ Un� n 
 �� � � � � N� ÂflÌ·È
Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ·¸ ÙÔ Û˜fiÏ· ������	� „È·Ùfl, „È· ‰ÔÛÏ›ÌÔ Un � Vh�
ÙÔ Un�� ÂflÌ·È Á ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ flÌ·Í·
ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔ, Î¸„˘ Ù˘Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi A.
”ÍÔ¸Ú Ï·Ú ÂflÌ·È Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ
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un ·¸ ÙÁÌ Un� n 
 �� � � � � N . ”·Ì ›Ì· ÂÌ‰È‹ÏÂÛÔ ‚fiÏ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ
ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ ������	 „È· ÙÁÌ �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi W ÙÁÚ
Î˝ÛÁÚ u ÙÔı ������	. TÔ Ûˆ‹ÎÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú En ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ ������	 „È·
ÙÁÌ W ‰flÌÂÙ·È ·¸

������	 En 
 �Wn � ThB�tn�Wn	� n 
 �� � � � � N � ��

»· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔ En ÛÙÈÚ Ì¸ÒÏÂÚ k � k Í·È j � j.
”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ j � jabs ÙÁÌ ·¸ÎıÙÁ ÙÈÏfi ÂÌ¸Ú Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝ ·ÒÈËÏÔ˝.

√È· Ïfl· ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v� Î¸„˘ ÙÔı ËÂ˘ÒfiÏ·ÙÔÚ
Taylor, ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ:

������	 max
��n�N��

jvn�� � vn � kv��tn	jabs � Ck�max
t�J

jv���t	jabs�

À¸„˘ ÎÔÈ¸Ì Ù˘Ì ������	� ������	� ������	 Í·È ������	 ›˜ÔıÏÂ „È· 	 � Vh
Í·È n 
 �� � � � � N � ��

������	

ka�En� 		 
 a�Wn�� �Wn� 		� ka�ThB�tn�Wn	� 		


 a�un�� � un � ku��tn	� 		 � ka�u��tn	� 		

� k�B�tn�Wn	� 		


 a�un�� � un � ku��tn	� 		 � k�B�tn� un	

�B�tn�Wn	� 		�

EÔÏ›Ì˘Ú, ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú 	 
 En ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	
Í·È �Y�����	� „È· n 
 �� � � � � N � �� ›˜ÔıÏÂ

kkEnk � kun�� � un � ku��tn	k� kkB�tn� un	�B�tn�Wn	k�
� Ck

�
k � hr�d��

�
�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h. ”ıÌÂ˛Ú

������	 max
��n�N��

kEnk � C�
�
k � hr�d��

�
�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÏÂ ·Ò¸ÏÔÈÔ ÙÒ¸Ô Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· En ÛÙÁ
Ì¸ÒÏ· j � j. EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì 	 
 ThE

n ÛÙÁÌ ������	� Î¸„˘ ÙÁÚ
ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÙÁÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ a Í·È Ù˘Ì ������	� �������	� ������	
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Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂ� „È· n 
 �� � � � � N � ��

ka�En� ThE
n	 
 ��
n�� � 
n � k
��tn	� En	

� �un�� � un � ku��tn	� En	

� k�W ��tn	� En	� k�ThB�tn�Wn	� En	


 ��
n�� � 
n � k
��tn	� En	

� �un�� � un � ku��tn	� En	

� ka�W ��tn	� ThE
n	� k�ThB�tn�Wn	� En	


 ��
n�� � 
n � k
��tn	� En	

� �un�� � un � ku��tn	� En	

� k�B�tn� un	� ThE
n	� k�ThB�tn�Wn	� En	


 ��
n�� � 
n � k
��tn	� En	

� �un�� � un � ku��tn	� En	

� k�ThB�tn� un	� ThB�tn�Wn	� En	�

EÔÏ›Ì˘Ú Î¸„˘ Ù˘Ì ������	� �������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

kjEnj � j
n�� � 
n � k
��tn	j� jun�� � un � ku��tn	j
� kjThB�tn� un	� ThB�tn�Wn	j

� Ck
�
khr � k � hr

� � Ck
�
k � hr

�
�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h. ”ıÌÂ˛Ú

������	 max
��n�N��

jEnj � C
�
k � hr

�
�

MÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛıÌ›ÂÈ·Ú „È· ÙÁÌ
�ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi W� ������	 Í·È ������	� Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÔ Í˝ÒÈÔ
·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı, ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ������	.

–Ò¸Ù·ÛÁ ����� ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Á Î˝ÛÁ u ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ������� ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹

ÔÏ·Îfi, h ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ Í·È k 
 o�h
ed	. T¸ÙÂ „È· ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un,

Ôı ‰flÌÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ �������, ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C , ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È

h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 max
��n�N

kun � Unk � C
�
k � hr�d��

�
Í·È

������	 max
��n�N

jun � Unj � C
�
k � hr

�
�
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¸Ôı ed ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ �Y���.

A¸‰ÂÈÓÁ: »›ÙÔıÏÂ 
n �
 un�Wn Í·È �n �
 Wn�Un� n 
 �� � � � � N�
√Ò‹ˆÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ˘Ú un�Un 
 
n��n. √È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÈÚ

������	 Í·È ������	 ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÈÚ 
n Í·È �n ÛÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ
Ì¸ÒÏÂÚ. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	 ›˜ÔıÏÂ

�������	 max
��n�N

�j
nj� hd��k
nk� � Chr�

EÔÏ›Ì˘Ú ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ �n. À¸„˘ Ù˘Ì ������	 Í·È �������	
ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C�� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 j��j� hd��k��k � C��h
r�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ ������	, ������	 Í·È ������	 ›˜ÔıÏÂ „È· 	 � Vh Í·È
n 
 �� � � � � N � ��

�������	
a��n��� 		 
 a��n� 		 � k�B�tn�Wn	�B�tn� Un	� 		

� ka�En� 		�

∏ÛÙ˘ L� Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÛÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ı¸ËÂÛÁÚ �Y�����	, C� Á ÛÙ·ËÂÒ‹
ÛÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ������	 Í·È C�� Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÛÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· �������	.
»›ÙÔıÏÂ c �
 max���L�� C�� C��	, Í·È Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ Â·„˘„ÈÍ‹ ˘Ú ÒÔÚ

n ¸ÙÈ

�������	 k�nk � cn
�
k � hr�d��

�
� n 
 �� � � � � N�

ÏÂ

�������	 cn 
 c�� � ck	n� n 
 �� � � � � N�

EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ eC ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ

�������	 max
��n�N

cn � eC�
À¸„˘ ÎÔÈ¸Ì ÙÁÚ �������	� ·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	 k�nk � eC�k � hr�d��
�
� n 
 �� � � � � N�
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 AME”H ME»OƒO” TOY EULER ���

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ k 
 o�h
ed	 Í·È ¸ÙÈ h ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸,

˛ÛÙÂ Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ

�������	 C eC�kh�ed � hr�d���
ed� � �

¸Ôı eC Í·È C ÂflÌ·È ÔÈ ÛÙ·ËÂÒ›Ú Ù˘Ì �������	 Í·È �Y������	, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.
À¸„˘ Ù˛Ò· ÙÁÚ �������	 Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n 
 �. ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ Á
�������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· Í‹ÔÈÔ n� � � n � N � �. A¸ ÙÁÌ Â·„˘„ÈÍfi
ı¸ËÂÛÁ Í·È ÙÈÚ �Y������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	 Un � G�

”ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �������	 ÂÈÎ›„ÔıÏÂ 	 
 �n��, Ô¸ÙÂ Î¸„˘ Ù˘Ì
�������	� �Y�	 Í·È ÙÁÚ Â·„˘„ÈÍfiÚ ı¸ËÂÛÁÚ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	

k�n��k � k�nk� kkB�tn�Wn	�B�tn� Un	k� � kkEnk
� �� � L�k	k�nk� kkEnk
� �cn � �L�cn � C		k	

�
k � hr�d��

�
� �cn � cn�� � L�	k	

�
k � hr�d��

�
� �cn � cnck	

�
k � hr�d��

�
� c�� � ck	n��

�
k � hr�d��

�
�

EÔÏ›Ì˘Ú Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n � �, Í·È ‹Ò· Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ
„È· n 
 �� � � � � N� ”ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �������	, ÂÈÎ›„ÔıÏÂ Ù˛Ò·
	 
 Th�

n��, Ô¸ÙÂ Î¸„˘ ÙÁÚ ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÙÁÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ a, Ù˘Ì
������	 Í·È ������	 ›˜ÔıÏÂ

��n��� �n��	 
 ��n� �n��	 � k�Th�B�tn�Wn	�B�tn� Un		� �n��	

� k�En� �n��	�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	� �������	� �������	, Í·È ������	 ÛÙÁÌ
·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	

j�n��j � j�nj� kjThB�tn�Wn	� ThB�tn� Un	j� kjEnj
� �� � Lk	j�nj� Lkhd��k�nk� kjEnj
� �� � Lk	j�nj� C

�
k � hr

�
� n 
 �� � � � N � ��

A¸ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ÏÂ ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ ÎfiÏÏ· ÙÔı Gronwall,

Â˝ÍÔÎ· Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	 max
��n�N

j�nj � C
�
k � hr

�
�
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EÔÏ›Ì˘Ú ·¸ ÙÁÌ �������	 Í·È ÙÁÌ �������	 ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ ������	. �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ������ ”ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ����� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ k 
 o�h
ed	 ˛ÛÙÂ

ÏÂ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ �Y������	 Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Un � G �‚Î. �������		
„È· Ì· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÙÁÌ �Y�����	 ÛÙÁÌ �������	. A¸ ÙÁÌ �������	
ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ „È· k Í·È h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹ Un �M .
∏ÙÛÈ ·Ì ÔÈ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÈÛ˜˝ÔıÌ ÛÂ ›Ì· ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ Û˝ÌÔÎÔ,
·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ÙÔ M� Ù¸ÙÂ ‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Í‹ÔÈ· ÛıÌËfiÍÁ „È· ÙÔ
k, Ô˝ÙÂ Í·È Á ı¸ËÂÛÁ �Y������	.5.4

��� –ÀHPŸ” ƒIAKPITA ”XHMATA:

AME”E” –OÀYBHMATIKE” ME»OƒOI

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ›Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ·
„È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÙÔı ������	 ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ‰È·ÍÒÈÙÔ-
ÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ Ïfl· ‹ÏÂÛÁ q�‚ÁÏ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô.
”ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁ Ù‹ÓÁ ÛÙÈÚ Ì¸ÒÏÂÚ k � k Í·È
j � j� „È· ÙÁÌ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı.

√È· ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì
������	 ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÎÎ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ �‚Î. ���	. Mfl· Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÂflÌ·È ÔÈ
‹ÏÂÛÂÚ ÔÎı‚ÁÏ·ÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ, Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl·
‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı J ¸˘Ú ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���. MÂ Ïfl· ‹ÏÂÛÁ q�‚ÁÏ·ÙÈÍfi
Ï›ËÔ‰Ô Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Y n ÙÁÚ yn �
 y�tn	� n 
 q� � � � � N�
˘Ú ÂÓfiÚ:

������	

qX
j��

�jY
n�j 
 k

q��X
j��

�jf�t
n�j� Y n�j	� n 
 �� � � � � N � q�

¸Ôı �j � j 
 �� � � � � q� Í·È �j � j 
 �� � � � � q � �� ‰ÔÛÏ›ÌÂÚ Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú
ÛÙ·ËÂÒ›Ú Í·È Y �� � � � � Y q�� ‰ÔÛÏ›ÌÂÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì y�� � � � � yq��.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı J ¸˘Ú ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ��� Í·È
Ïfl· q�‚ÁÏ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô. MÂ � Í·È � ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Ù· ÔÎı˛ÌıÏ· Ôı
‰flÌÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ������	. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ������	 ÂflÌ·È ÂıÛÙ·ËfiÚ,
ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ‰ÁÎ·‰fi ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ Ù˘Ì ÒÈÊ˛Ì �‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ, ���� ÛÂÎ.
���:

������	

AÌ z� ÂflÌ·È ÒflÊ· ÙÔı �, Ù¸ÙÂ jz�jabs � �.

”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı z� ÂflÌ·È ÔÎÎ·Îfi ÒflÊ· ÙÔı ��

Ù¸ÙÂ jz�jabs � �,
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¸Ôı j � jabs ÙÔ Ï›ÙÒÔ ÂÌ¸Ú ÏÈ„·‰ÈÍÔ˝ ·ÒÈËÏÔ˝ z � C . AÍ¸Ï· ıÔË›ÙÔıÏÂ
¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ������	 ›˜ÂÈ Ù‹ÓÁ p � N �‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ����
ÛÂÎ. ���� Theorem ���:

������	 Cj 
 �� j 
 �� � � � � p� Cp�� �
 �

¸Ôı

C� 
 ���	� Ci 

�

i�

� qX
j��

�jj
i � i

q��X
j��

�jj
i��

�
� i � ��

–·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· q�‚ÁÏ·ÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÈÚ ������	 Í·È
������	 ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÙÔ ‚È‚ÎflÔ Ù˘Ì Hairer, N�rsett Í·È Wanner, ���� Chapter
III.�. EflÛÁÚ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÂflÌ·È Ïfl·
ÏÔÌÔ‚ÁÏ·ÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ������	 Í·È ������	 ÏÂ p 
 �.

√È· Ïfl· ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ v� Î¸„˘ ÙÁÚ ������	�
ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ �‚Î. ˆÂÒ' ÂÈÂflÌ, ���� x���� �	:

������	
max

��n�N�q





 qX
j��

�jv
n�j � k

q��X
j��

�jv
��tn�j	






abs

� Ckp��max
t�J



v�p����t	



abs

�

H Ï›ËÔ‰ÔÚ ������	 „È· ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ·flÒÌÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi: ZÁÙÔ˝ÏÂ
Un � Vh� � � n � N� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì

������	

qX
j��

�ja�U
n�j � 		


 k

q��X
j��

�j�B�tn�j � Un�j	� 		� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � q�

fi ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

������	

qX
j��

�j�U
n�j � 		 
 k

q��X
j��

�j�ThB�tn�j� Un�j	� 		�

		 � Vh� n 
 �� � � � � N � q�
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»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ·Ò˜ÈÍ›Ú ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ fU jgq��
j�� � Vh� „È· ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ı‹Ò˜ÂÈ

ÛÙ·ËÂÒ‹ C��� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

q��X
j��

jU j �W j j � C��
�
kp � hr

�
Í·È

q��X
j��

kU j �W jk � C��
�
kp � hr�d��

�
�

OÈ Un� n 
 q� � � � � N� ÂflÌ·È Í·Î‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ·¸ ÙÔ Û˜fiÏ· ������	� „È·Ùfl
„È· ‰ÔÛÏ›ÌÂÚ Un� � � � � Un�q�� � Vh� Á U

n�q ÂflÌ·È Á ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú

„Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ flÌ·Í· ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔ, Î¸„˘
Ù˘Ì È‰ÈÔÙfiÙ˘Ì ÙÔı ÙÂÎÂÛÙfi A. ”ÍÔ¸Ú Ï·Ú ÂflÌ·È Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ un ·¸ ÙÁÌ Un� n 
 �� � � � � N . ”·Ì
›Ì· ÂÌ‰È‹ÏÂÛÔ ‚fiÏ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÔı Û˜fiÏ·ÙÔÚ ������	 „È· ÙÁÌ
�ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi W ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ u ÙÔı ������	.

TÔ Ûˆ‹ÎÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú „È· ÙÔ Û˜fiÏ· ������	 „È· ÙÁÌ W ‰flÌÂÙ·È ·¸

������	

kEn 


qX
j��

�jW
n�j

� k

q��X
j��

�jThB�tn�j�Wn�j	� n 
 �� � � � � N � q�

»· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· En ÛÙÈÚ Ì¸ÒÏÂÚ k � k Í·È j � j.
∏ÙÛÈ, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	� ������	� ������	 Í·È ������	� „È· 	 � Vh� n 

�� � � � � N � q, ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

ka�En� 		 


qX
j��

�ja�W
n�j � 		

� k

q��X
j��

�ja�ThB�tn�j �Wn�j	� 		


 a
� qX
j��

�ju
n�j � k

q��X
j��

�ju
��tn�j	� 	

�
������	

� k

q��X
j��

�ja�u
��tn�j	� 		
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� k

q��X
j��

�j
�
B�tn�j �Wn�j	� 	

�

 a�

qX
j��

�ju
n�j � k

q��X
j��

�ju
��tn�j	� 		

� k

q��X
j��

�j�B�tn�j � un�j	�B�tn�j�Wn�j	� 		�

EÔÏ›Ì˘Ú, ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú 	 
 En ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	
Í·È �Y�����	� „È· n 
 �� � � � � N � q Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

kkEnk � k
qX

j��

�ju
n�j � k

q��X
j��

�ju
��tn�j	k

� k

q��X
j��

j�j j kB�tn�j � un�j	�B�tn�j �Wn�j	k�

� C�k
�
kp � hr�d��

�
�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C	 ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h. ”ıÌÂ˛Ú

�������	 max
��n�N�q

kEnk � C�
�
kp � hr�d��

�
�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ÏÂ ·Ò¸ÏÔÈÔ ÙÒ¸Ô, Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· En ÛÙÁ
Ì¸ÒÏ· j � j. EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì 	 
 ThE

n ÛÙÁÌ ������	, Î¸„˘ ÙÁÚ
ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÙÁÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ a Í·È Ù˘Ì ������	� �������	� ������	
Í·È ������	� „È· n 
 �� � � � � N � q Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

ka�En�ThE
n	 
 �� qX

j��

�j

n�j � k

q��X
j��

�j

��tn�j	� En

�
�

qX
j��

�j�u
n�j � En	� k

q��X
j��

�j�u
��tn�j	� En	

� k

q��X
j��

�j�W
��tn�j	� ThB�tn�j �Wn�j	� En	


 �� qX
j��

�j

n�j � k

q��X
j��

�j

��tn�j	� En

�
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�

qX
j��

�j�u
n�j � En	� k

q��X
j��

�j�u
��tn�j	� En	

� k

q��X
j��

�j
�
�u��tn�j	� ThE

n	� �ThB�tn�j �Wn�j	� En	
�


 �� qX
j��

�j

n�j � k

q��X
j��

�j

��tn�j	� En

�
�

qX
j��

�j�u
n�j � En	� k

q��X
j��

�j�u
��tn�j	� En	

� k

q��X
j��

�j�ThB�tn�j� un�j	� ThB�tn�j�Wn�j	� En	�

EÔÏ›Ì˘Ú Î¸„˘ Ù˘Ì ������	� �������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ, „È· n 

�� � � � � N � q�

kjEnj � j
qX

j��

�j

n�j � k

q��X
j��

�j

��tn�j	j

� j
qX

j��

�ju
n�j � k

q��X
j��

�ju
��tn�j	j

� kj
q��X
j��

�j�ThB�tn�j� un�j	� ThB�tn�j�Wn�j	j

� Ck�kphr � kp � hr	�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h. ”ıÌÂ˛Ú

�������	 max
��n�N�q

jEnj � C
�
kp � hr

�
�

MÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· Ù˘Ì ÂÍÙÈÏfiÛÂ˘Ì „È· ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ÛıÌ›ÂÈ·Ú „È· ÙÁÌ
�ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi W� �������	 Í·È �������	� Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÔ Í˝ÒÈÔ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı, ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ �����, ‰ÁÎ·‰fi ÙÁ
Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ������	. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ
·Í¸ÎÔıËÔ ÛıÏ‚ÔÎÈÛÏ¸,

�n 


���n�q��

...
�n

�A � En 


�BB�
En

�
...
�

�CCA �
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�jn 
 ��j�B�tn�j �Wn�j	�B�tn�j� Un�j		

� 


�BB�
��q�� ��q�� � � � ���
� � � � � �

. . .
. . .

� � � � � �

�CCA � �n 


�BB�
�q��
n � � � ��

n

� � � � �
...

...
� � � � �

�CCA �

¸Ôı ��j 

�j
�q
� ��j 


j
�q
� j 
 �� � � � � q��. AÍ¸Ï·, „È· V 
 �v�� � � � � vq	

T

Í·È W 
 �w�� � � � � wq	
T ÛÙÔÌ Hq fi Í·È ÛÙÔÌ V q � Ë›ÙÔıÏÂ

�V�W 	 �


qX
i��

�vi� wi	� jV j �
 � qX
i��

jvij�
����

�

kV k �
 � qX
i��

kvik�
����

� kV k� �

� qX
i��

kvik��
����

�

a�V�W 	 �


qX
i��

a�vi� wi	� ThV 
 �Thvi� � � � � Thvq	
T �

Í·È ÏÂ k � k� ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÁÌ EıÍÎÂfl‰ÂÈ· Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ C q Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÌ
·Ò·„¸ÏÂÌÁ ·¸ ·ıÙfiÌ Ì¸ÒÏ· ÈÌ‹Í˘Ì.

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÂÈ ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ flÌ·Í·Ú S Ù›ÙÔÈÔÚ ˛ÛÙÂ Á Ì¸ÒÏ·

k � k� ÙÔı flÌ·Í· L 
 S���S ˆÒ‹ÛÛÂÙ·È ·¸ ÙÁ ÏÔÌ‹‰·,

�������	 kLk� � ��

A¸‰ÂÈÓÁ: MÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ det��� �I	 
 �q���	� ¸Ôı
I ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ q � q flÌ·Í·Ú. ”ıÌÂ˛Ú ÔÈ ÒflÊÂÚ ÙÔı ÔÎı˘Ì˝ÏÔı
� ÂflÌ·È È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı flÌ·Í· � Í·È ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆ˘Ú. EÔÏ›Ì˘Ú Î¸„˘ ÙÁÚ
ÛıÌËfiÍÁÚ Ù˘Ì ÒÈÊ˛Ì, ������	,

�������	 j�j � �� ·Ì � È‰ÈÔÙÈÏfi ÙÔı ��

AÍ¸Ï·, Í‹ËÂ ÔÎÎ·Îfi È‰ÈÔÙÈÏfi � ÙÔı � ›˜ÂÈ Ï›ÙÒÔ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔ ÙÁÚ
ÏÔÌ‹‰·Ú, j�j � �. A¸ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· Í·ÌÔÌÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ ÂÌ¸Ú flÌ·Í·,
ÙÔı Jordan, ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ flÌ·Í·Ú S� � C q�q Ù›ÙÔÈÔÚ

˛ÛÙÂ Ô e� 
 S��
� �S� ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi e� 
 diag�J�� � � � � J	� � � q. K‹ËÂ

ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ¸Ú ıÔflÌ·Í·Ú Ji� i 
 �� � � � � �� ÂflÌ·È ÂflÙÂ Ô � � � flÌ·Í·Ú
��i	� ·Ì �i ÂflÌ·È ·Îfi È‰ÈÔÙÈÏfi, ÂflÙÂ ›˜ÂÈ �i ÛÙÁ ‰È·„˛ÌÈÔ Í·È ÈË·Ì¸Ì

� ÛÙÁÌ ıÂÒ‰È·„˛ÌÈ¸ ÙÔı. ∏ÙÛÈ Ô e� ÂflÌ·È ›Ì·Ú ·Ò·È¸Ú flÌ·Í·Ú ÏÂ ÏÁ
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ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· Ï¸ÌÔ ÛÙÁ ‰È·„˛ÌÈÔ Í·È ÛÙÁÌ ıÂÒ‰È·„˛ÌÈÔ ÙÔı. ”ÙÁ
‰È·„˛ÌÈ¸ ÙÔı ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı � Í·È ÛÙÁÌ ıÂÒ‰È·„˛ÌÈÔ Ù·
ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂflÌ·È ÂflÙÂ � ÂflÙÂ �. EflÌ·È ‰Â � Ï¸ÌÔ ¸Ù·Ì ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÛÙÔÈ˜ÂflÔ
ÙÁÚ ‰È·„˘ÌflÔı ÂflÌ·È Ïfl· ÔÎÎ·Îfi È‰ÈÔÙÈÏfi � ÙÔı �, ‰ÁÎ·‰fi j�j � �.
EÈÎ›„ÔıÏÂ Ù˛Ò· � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ
�������	

� � � � �� j�j� „È· Í‹ËÂ � Ôı ÂflÌ·È ÔÎÎ·Îfi È‰ÈÔÙÈÏfi ÙÔı ��

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· D 
 diag��� �� �� � � � � � �q��	 Í·È ÙÔÌ

flÌ·Í· L 
 D��e�D. O L ‰È·ˆ›ÒÂÈ ·¸ ÙÔÌ e� Ï¸ÌÔ ÛÙÁÌ ıÂÒ‰È·„˛ÌÈÔ,
¸Ôı ·ÌÙfl „È· � ›˜ÂÈ �. ”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ �i� i 
 �� � � � � q��� Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl·
ÙÁÚ ıÂÒ‰È·„˘ÌflÔı ÙÔı L Í·È �i� i 
 �� � � � � q� Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÁÚ ‰È·„˘ÌflÔı

ÙÔı. T˛Ò·

�������	

j�Lx� x	j 
 

 qX
i��

�ijxij� �
q��X
i��

�ixixi��




�

q��X
i��

�j�ij� j�ij	jxij� � jxq j�� 	x � C q �

¸Ôı ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ Í·È ‹ÎÈ ÏÂ ��� �	 ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ C q Í·È
ÏÂ x ÙÔÌ ÛıÊı„fi ÙÔı x � C . ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ¸Û· ·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ „È· ÙÁ ÏÔÒˆfi
ÙÔı L� Ù· �i� i 
 �� � � � � q � �� ÂflÌ·È ÂflÙÂ ÏÁ‰›Ì ÂflÙÂ �. M‹ÎÈÛÙ· ·Ì
�i 
 � „È· Í‹ÔÈÔ i 
 �� � � � � q� �� Ù¸ÙÂ �i ÂflÌ·È ÔÎÎ·Îfi È‰ÈÔÙÈÏfi ÙÔı
�. À¸„˘ ÎÔÈ¸Ì ÙÁÚ �������	�

�������	 j�ij� j�ij � �� ·Ì �i 
 �� i 
 �� � � � � q � ��

A¸ ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ

j�Lx� x	j �
qX
i��

jxij� 
 kxk��� 	x � C q �

”ıÌÂ˛Ú kLk� � �. EÔÏ›Ì˘Ú ÈÛ˜˝ÂÈ Á �������	 Í·È S 
 S�D. �.

–Ò¸Ù·ÛÁ ������ AÌ fUngNn�� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ���
���	 ·Ì ÈÛ˜˝ÂÈ Á ���
���	
Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ���
��� ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÈÚ ���
��� Í·È ���
��� Í·È Á Î˝ÛÁ u ÙÔı

������� ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi, Ù¸ÙÂ „È· h ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ Í·È kp 
 o�h
ed	,

ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

max
��n�N

kun � Unk � C
�
kp � hr�d��

�
Í·È max

��n�N
jun � Unj � C

�
kp � hr

�
�



��� AME”E” –OÀYBHMATIKE” ME»OƒOI ��


¸Ôı ed ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ı¸ËÂÛÁ �Y���.

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ 
n Í·È �n ¸˘Ú ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÈÚ –Ò¸Ù·ÛÁÚ ������
Ô¸ÙÂ un � Un 
 
n � �n� n 
 �� � � � � N . ”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÁÌ
�������	� „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ �n ÛÙÈÚ
·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ Ì¸ÒÏÂÚ. A¸ ÙÈÚ ������	 Í·È ������	 ›˜ÔıÏÂ, „È· 	 � Vh� n 

�� � � � � N � q�

�������	

qX
j��

�ja��
n�j � 		 


qX
j��

�ja�W
n�j � 		

�
qX

j��

�ja�U
n�j � 		


 ka�En� 		

� k

q��X
j��

�j�B�tn�j �Wn�j	�B�tn�j � Un�j	� 		�

∏ÛÙ˘

Y n 
 S���n� e�n 
 S���n� fEn 
 S��En� e 
 ��� � � � � �	T �

»· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ �n ÂÍÙÈÏ˛ÌÙ·Ú ÙÔ Y n. MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ó·Ì·‰È·Ùı˛-
ÛÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ˘Ú

�������	
a�Y n���X	 
 a�LY n�X	 � k�e�ne�X	

� k���
q a�fEn� X	� 	X � V q�

A¸ ÙÁÌ ������	� Â˝ÍÔÎ· ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	
jY �j� hd��kY �k � kS��k��j��j� hd��k��k	

� C��kS��k��kp � hr	�

∏ÛÙ˘ L� Á ÛÙ·ËÂÒ‹ Lipschitz ÛÙÁÌ �Y�����	� C� Í·È C�� ÔÈ ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛÙÈÚ
�������	 Í·È �������	� ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, Í·È c �
 max���maxj j��j jkS��k�L��

C��
��
q kS��k�� C��kS��k�	. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÏÂ Â·„˘„fi ˘Ú

ÒÔÚ n� ¸ÙÈ

�������	 kY nk � dn
�
kp � hr�d��

�
�

¸Ôı dn 
 c�� � ck	n� n 
 �� � � � � N . E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ

ÛÙ·ËÂÒ‹ eD� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 max
��n�N

dn � eD�
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AÌ ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ, ·¸ ÙÁÌ �������	 ›˜ÔıÏÂ

�������	 kY nk � eD�kp � hr�d��
�
� n 
 �� � � � � N�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ kp 
 o�h
ed	 Í·È ¸ÙÈ ÙÔ h ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹

ÏÈÍÒ¸, ˛ÛÙÂ Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ

�������	 C eD�kph�ed � hr�d���
ed� � ��

¸Ôı eD Í·È C ÂflÌ·È ÔÈ ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ �������	 Í·È �Y������	,
·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. À¸„˘ ÙÁÚ �������	, Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n 
 �. ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò·
¸ÙÈ Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n� � � n � N��. A¸ ÙÁÌ Â·„˘„ÈÍfi ı¸ËÂÛÁ
Í·È ÙÈÚ �Y������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ

�������	 Un � G�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÈÎ›„ÔıÏÂ X 
 Y n�� ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �������	.
T¸ÙÂ Î¸„˘ Ù˘Ì �������	, �������	, �Y�����	 Í·È ÙÁÚ Â·„˘„ÈÍfiÚ ı¸ËÂÛÁÚ
›˜ÔıÏÂ

�������	

kY n��k � kLY nk� kkf�nek�
� k���

q kfEnk
� �� �max

j
j��j jkS��k�L�k	kY nk� k���

q kfEnk
� c�� � ck	n��

�
kp � hr�d��

�
�

EÔÏ›Ì˘Ú Á �������	 ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n��, Í·È ‹Ò· ÈÛ˜˝ÂÈ „È· n 
 �� � � � � N .
”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÈÎ›„ÔıÏÂ X 
 ThY

n�� ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �������	.
À¸„˘ ÙÁÚ ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÙÁÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ a, Í·È Ù˘Ì ������	 Í·È
������	� ›˜ÔıÏÂ

�Y n��� Y n��	 
 �LY n� Y n��	 � k�The�ne� Y n��	

� k���
q �ThfEn� Y n��	


 �LY n� Y n��	 � k�S��Th�ne� Y
n��	 � k���

q �ThfEn� Y n��	�

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	� �������	� �������	, Í·È �������	
›˜ÔıÏÂ

�������	

jY n��j � jLY nj� kkS��k�jTh�nej� k���
q jThfEnj

� �� � max
j
j��j jkS��k�Lk	jY nj

�max
j
j��j jkS��k�Lkhd��kY nk� k���

q jThfEnj
� �� � eLk	jY nj� C

�
kp � hr

�
� n 
 �� � � � N � ��
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EflÛÁÚ ·¸ ÙÈÚ �������	� �������	 ÏÂ ÙÔ ‰È·ÍÒÈÙ¸ ÎfiÏÏ· ÙÔı Gronwall
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	 max
��n�N

jY nj � C
�
kp � hr

�
�

H �������	 ›ÂÙ·È Â˝ÍÔÎ· ·¸ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	. �

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ��
��� ”ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ����� ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ kp 
 o�h
ed	

˛ÛÙÂ ÏÂ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ �Y������	 Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎflÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Un � G �‚Î.
�������		 „È· Ì· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÙÁÌ �Y�����	 ÛÙÁÌ �������	. A¸ ÙÁÌ
�������	 ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ „È· k Í·È h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹
ÈÛ˜˝ÂÈ Un � M . ∏ÙÛÈ ·Ì ÔÈ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÈÛ˜˝ÔıÌ ÛÂ ›Ì·
ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ Û˝ÌÔÎÔ, ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ÙÔ M� Ù¸ÙÂ ‰ÂÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È
Í‹ÔÈ· ÛıÌËfiÍÁ „È· ÙÔ k� Ô˝ÙÂ Í·È Á ı¸ËÂÛÁ �Y������	.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ��
��� ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ ������	� �������	 Í·È �������	
›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

W ��t	 
 ThB�t�W �t		 �E�t	� 	t � J�

¸Ôı E�t	 
 ThB�t� u�t		 � ThB�t�W �t		. YÔË›ÙÔıÏÂ „È· ÙÁ Î˝ÛÁ
u ÙÔı ������	 ¸ÙÈ u � Cp�J �V 	 Í·È „È· ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi B ¸ÙÈ B �
Cp�J � V �V �	 Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÔıÌ ÛÙ·ËÂÒ›Ú D	, � 
 �� � � � � p� ��
Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�Y�����	




 d	
dt	

E��	




 � D	h

r�d��� � 
 �� � � � � p� ��

Í·È

�Y�����	


 d	
dt	

E��	


 � D	h

r� � 
 �� � � � � p� ��

EÂÈ‰fi u � Cp�J �V 	 Â˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C
·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı k Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ „È· j 
 �� � � � � q � ��

�������	



W j �
p��X
	��

�jk	
	

��
W �	���	



 � 



W j �
p��X
	��

�jk	
	

��
W �	���	






� Ckp�

AÌ Ë›ÛÔıÏÂ

�������	 U j 
 W ��	�

p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
�ThB���W ��		� j 
 �� � � � � q���
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ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ U�� � � � � U q�� ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝Ì ÙÁÌ ������	.
–Ò‹„Ï·ÙÈ ·¸ ÙÈÚ �������	, ������	, �������	 Í·È �������	 ›˜ÔıÏÂ „È·
	 � Vh ¸ÙÈ

�������	

a�U j �W j � 		 
 a�W ��	� 		

� a�

p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
�ThB���W ��		� 		

� a�

p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
W �	���	�W j � 		

� a�

p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
W �	���	� 		


 a�

p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
W �	���	�W j � 		

� a�

p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
E��	� 		�

»›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· 	 
 U j �W j ÛÙÁÌ �������	� Ô¸ÙÂ Î¸„˘ Ù˘Ì �Y�����	
Í·È �������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

q��X
j��

kU j �W jk �
q��X
j��

p��X
	��

�jk	
	

��





 d	
dt	

E��	






�

q��X
j��





p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
W �	���	�W j






� C

�
kp � hr�d��

�
�

EflÛÁÚ Ë›ÙÔıÏÂ 	 
 Th�U
j � W j	 ÛÙÁÌ �������	� Ô¸ÙÂ Î¸„˘ ÙÁÚ

ÛıÏÏÂÙÒfl·Ú ÙÁÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ a� Ù˘Ì ������	� �������	 Í·È

�Y�����	� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

q��X
j��

jU j �W j j 

q��X
j��



p��X
	��

�jk	
	

��

d	

dt	
W �	���	�W j




�

q��X
j��

p��X
	��

�jk		

��



 d	
dt	

E��	
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� C
�
kp � hr

�
�

��� E÷APMO√E”

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ����� ÛÂ Ïfl·
ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÙÔÌ Rm � m � �� ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau, ÛÂ ›Ì· ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸
Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· Ïfl· „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev
ÛÙÔÌ R� ÛÂ Ïfl· ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ ÛÙÔÌ R	 Í·È ÛÂ ›Ì· Û˝ÛÙÁÏ·
ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ù˝Ôı Boussinesq.

���·. H ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È
ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Rosenau. √È· t� � � ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl·

Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ �� J� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����·.�	

���������
ut ���ut 
 r � f�u	� ÛÙÔ �� J

u 

�u

�n

 �� ÛÙÔ ��� J

u��� �	 
 u�� ÛÙÔ ��

¸Ôı � ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ÙÔı Rm � m � �� ÏÂ ÔÏ·Î¸ Û˝ÌÔÒÔ ��� u�

‰ÔÛÏ›ÌÁ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi Í·È f � R 
 Rm ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÏÂ ÔÏ·Î›Ú
ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ.

O Rosenau, ÛÙÁÌ ���� ÂÈÛfi„·„Â ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ·ıÙfi „È· m 
 � Í·È
f�x	 
 x� x�� ˛ÛÙÂ Ì· ÏÔÌÙÂÎÔÔÈfiÛÂÈ ÙÁ ‰ıÌ·ÏÈÍfi ÔÒÈÛÏ›Ì˘Ì ÏÂ„‹Î˘Ì
‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È Ì· ·Ôˆ˝„ÂÈ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÏÂÈÔÌÂÍÙfiÏ·Ù· Ôı
·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ Á ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˘Ì Korteweg-de Vries (KdV). √È· s � N� �
ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ Hs

� ÙÔ ˜˛ÒÔ Sobolev Hs
���	 Í·È ÏÂ Hs ÙÔ ˜˛ÒÔ

Sobolev Hs��	. TÁ Ì¸ÒÏ· ÙÔı Hs ÙÁ ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ˘Ú k � ks� ÙÔ

ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ H �
 L���	 
 H� ˘Ú ��� �	 Í·È ÙÁÌ ·Ò·„¸ÏÂÌÁ
·¸ ·ıÙ¸ Ì¸ÒÏ· ˘Ú k � k� 
 k � kL����. ∏ÛÙ˘ A � H � H�

� 
 H�

Av 
 �I ���	v. »›ÙÔıÏÂ Ù¸ÙÂ V �
 D�A���	 
 H�
� Í·È ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÙÁ

Ì¸ÒÏ· k � k ÛÙÔÌ V� kvk 

�kvk�L���� � k�vk�L����

����
. ∏ÛÙ˘ ·Í¸Ï·

B � V 
 H� B�v	 
 r � f�v	. ”ıÌÂ˛Ú ÙÔ ����·.�	 ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÁÌ
Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì Ôı ‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ������	� ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·
Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÂ ·ıÙ¸ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	�
�Y�����	� �Y�����	��Y�����	.

MÔÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ Ì¸ÒÏÂÚ k � k Í·È k � k�
ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÂÚ ÛÙÔÌ V . H Park, ÛÙÁÌ ���� Theorems ��� Í·È ����
›‰ÂÈÓÂ ¸ÙÈ „È· f � C��R�Rm	� m � N� ÏÂ f��	 
 � Í·È u� � H �H�

� �
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ı‹Ò˜ÂÈ  t � � Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ ÙÔ ����·.�	 Ì· ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ u �
C�����  t	�H �H�

� 	� Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ

����·.�	 ku��� t	k � Cku�k� 	t � ���  t	�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ u Í·È f . ”ıÌÂ˛Ú „È· t� �  t ÙÔ ����·.�	, ›˜ÂÈ

ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ u � C��J �V 	. OÈ Chung Í·È Ha, ���� ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛ·Ì
ÙÁÌ ����·��	 ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Í·È ÙÁÌ
ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler fi ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì Crank�Nicolson ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ.

√È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ıÔ˜˛Ò˘Ì
fVhg��h�� ÙÔı H�

� ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ �›˜ÔÌÙ·Ú
¸Ï˘Ú ı¸¯ÈÌ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÌ¸Ú Í·Ï˝ÎÔı ÛıÌ¸ÒÔı �� Á ı¸ËÂÛÁ
Vh � V ÏÔÒÂfl Ì· ÏÁÌ ÈÛ˜˝ÂÈ, ‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ �����	 Ô Vh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÂÓfiÚ
ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����·.�	 inf
��Vh

�X
j��

hjkv � 	kj � Chskvks� v � Hs � V� � � s � r�

”ÙÈÚ ‰˝Ô ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ �m 
 �	� ›Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ı¸˜˘Ò˘Ì ÙÔı H�
� ÂÂÒ·-

ÛÏ›ÌÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ Ôı ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ����·��	 ÂflÌ·È Ù· C� Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù·
ÔÎı˛ÌıÏ· ‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ r��� r � �� ‚Î. ���. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi
Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a��� �	� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ Ôı ‰˛Û·ÏÂ ÛÙÁÌ
·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ,

a�v� w	 
 �v� w	 � ��v��w	� 	v� w � V�

Ô¸ÙÂ Á �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � V 
 Vh ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

����·.�	 �v �Rhv� 		 � ���v �Rhv	��		 
 �� 		 � Vh�

MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Rh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����·.�	
kv �RhvkL���� � h�kv �Rhvk
� Chskvks� v � Hs � V� � � s � r�

Á ÔÔfl· ÒÔÍ˝ÙÂÈ Â˝ÍÔÎ· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ‰ı˙Í¸ ÂÈ˜ÂflÒÁÏ· Ù˘Ì
Aubin Í·È Nitsche, ‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ, ���� Chapter �� Theorem ���.
–Ò‹„Ï·ÙÈ, „È· v � Hs � V Í·È 	 � Vh, Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú
k � k Í·È ÙÁÚ ����·.�	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk� 
 a�v �Rhv� v �Rhv	 
 a�v �Rhv� v � 		

� kv �Rhvk kv � 	k�
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Ô¸ÙÂ,
kv �Rhvk 
 inf

��Vh
kv � 	k�

∂Ò·, Î¸„˘ ÙÁÚ ����·.�	, ›˜ÔıÏÂ

����·.�	 kv �Rhvk � Chs��kvks� „È· v � Hs � V� � � s � r�

√È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ����·.�	� Ï›ÌÂÈ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ L��Ì¸ÒÏ·.
√È· ·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: √È· f � L���	�
ÊÁÙÔ˝ÏÂ v � H �H�

� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ�
I ���

�
v 
 f�

A¸ ÙÔ ��� »Â˛ÒÁÏ· ����� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ
Ù˘Ì f� v� ˛ÛÙÂ

kvk � C
�kfkL���� � kvkL����

�
�

AÍ¸Ï· Â˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ

kvkL���� � CkfkL�����

A¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ Û˜›ÛÂÈÚ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

����·.�	 kvk � CkfkL�����

∏ÙÛÈ ·Ì w � H �H�
� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

�
I � ��

�
w 
 v � Rhv� Î¸„˘ ÙÁÚ

����·.�	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk�L���� 
 �v �Rhv� v �Rhv	 
 �Aw� v �Rhv	


 a�w� v �Rhv	 
 a�w � 	� v �Rhv	

� kv �Rhvk kw � 	k� 		 � Vh�

À¸„˘ Ù˛Ò· Í·È Ù˘Ì ����·��	� ����·��	 Í·È ����·��	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk�L���� � inf
��Vh

kw � 	k kv �Rhvk � Ch�kwkhs��kvks
� Chskvkskv �RhvkL�����

EÔÏ›Ì˘Ú

����·.�	 kv �RhvkL���� � Chskvks� „È· v � Hs�H�
� � � � s � r�
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A¸ ÙÈÚ ����·.�	 Í·È ����·.�	 Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ����·.�	�
”ıÌÂ˛Ú ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÙÁÚ ·Ò·-
„Ò‹ˆÔı ���� ÏÂ d 
 �.

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ k � kL� ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ L���	. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ
·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔı Sobolev, ‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ, ���� »Â˛ÒÁÏ· ������ ı‹Ò˜ÂÈ
ÛÙ·ËÂÒ‹ C� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����·.�	 kvkL� � C�kvk� 	v � H�
� �

EÔÏ›Ì˘Ú, Î¸„˘ ÙÁÚ ����·��	�

����·.��	 ku��� t	kL� � C�ku�k� 	t � J�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ M ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú M 
 f	 �
Vh � � t � J ku��� t	 � 	k � �g. »›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· fM 
 fU � R � � �x� t	 �
� � J ju�x� t	 � U j � C�g� ¸Ôı C� Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÁÚ ����·��	. A¸ ÙÔÌ

ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı fM Â˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

����·.��	 max
U�fM

jU j � C�
�ku�k� �

�
�

EÂÈ‰fi ıÔË›Û·ÏÂ ¸ÙÈ f � C��R	� Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı fM Í·È ÙÁÚ

����·���	 ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ef� Á ÔÔfl· Ù·ıÙflÊÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ f ÛÙÔ fM
Í·È Í‹ËÂ ÛıÌÈÛÙ˛Û· ÙÁÚ ÎÁÒÔfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ ÙÔı Lipschitz, ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ L.

AÌ 	 �M� ı‹Ò˜ÂÈ t � J Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ ku��� t	 � 	k � �� À¸„˘ Í·È ÙÁÚ
����·.�	 ›˜ÔıÏÂ Ù¸ÙÂ

ju�x� t	 � 	�x	j � ku��� t	� 	kL� � C�ku��� t	 � 	k � C�� 	x � ��

EÔÏ›Ì˘Ú 	�x	 � fM� „È· Í‹ËÂ x � �� Ô¸ÙÂ ef�		 
 f�		� „È· Í‹ËÂ
	 �M . ”ıÌÂ˛Ú

����·.��	
mX
i��

kfi�		� fi��	kL���� � �Lk	� �kL����� 		� � �M�

¸Ôı fi Á i�ÛÙfi ÛıÌÈÛÙ˛Û· ÙÁÚ f . ∂Ò· ·¸ ÙÁÌ ����·���	 „È· 	� � �M
Í·È � � V ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�B�		�B��	� �	 
 �r � f�		�r � f��	� �	




mX
i��

��fi�		
�xi

� �fi��	

�xi
� �
�

 �

mX
i��

�
fi�		� fi��	�

��

�xi

�
�
�

mX
i��

kfi�		� fi��	kL����

�
k�k

� �Lk	� �kL���� k�k�
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”ıÌÂ˛Ú

����·.��	 kB�		�B��	k� � �Lk	� �kL����� 		�� �M�

EÔÏ›Ì˘Ú ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����·.��	 kB�		�B��	k� � L�k	� �k� 		� � �M�

AÍ¸Ï·, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	, ������	 Í·È ����·.��	, ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L��
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����·.��	 kTB�		� TB��	kL���� � L�k	� �kL����� 		� � �M�

–Î›ÔÌ Î¸„˘ Ù˘Ì ����·���	� ����·���	 Í·È ����·��	 ÂflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ
¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	��Y�����	.

∏ÛÙ˘ ÎÔÈ¸Ì U�� � � � � U q�� � Vh ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì u�� � � � � uq��

Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

����·.��	

q��X
j��

kU j � ujkL���� � C
�
kp � hr

�
Í·È

q��X
j��

kU j � ujk � C
�
kp � hr��

�
�

OÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un � Vh, n 
 q� � � � � N� ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ‹ ·¸ ÙÔ
Û˜fiÏ·

����·.��	

qX
j��

�j

�Un�j � 		 � ��Un�j ��		

�

 k

q��X
j��

�j�r � f�Un�j	� 		� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � q�

T¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ������ „È· k� h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÈÚ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

����·.��	 max
��n�N

kun � UnkL���� � C�kp � hr	

����·.��	 max
��n�N

kun � Unk � C�kp � hr��	�
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–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ���·.�: À¸„˘ Ù˘Ì ����·���	 Í·È ����·���	 ÔÈ �Y�����	 Í·È
�Y�����	 ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· Í‹ËÂ 	�� �M . ”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÈÚ –·Ò·ÙÁÒfi-
ÛÂÈÚ ������ ����� Í·È ������ ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ‰ÂÌ ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ
Á ı¸ËÂÛÁ �Y������	� Ô˝ÙÂ Í‹ÔÈ· ÛıÌËfiÍÁ „È· ÙÔ k „È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ
Ù˘Ì ÒÔÙ‹ÛÂ˘Ì ������ ����� Í·È �����.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ���·.�: ”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı m 
 � Í·È Á f ÂflÌ·È ›Ì·
ÔÎı˛ÌıÏÔ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÙÁÚ
–·Ò·ÙfiÒÁÛÁÚ ����� ÈÛ˜˝ÔıÌ. –Ò‹„Ï·ÙÈ ·Ì f�x	 
 x�� � � N Ù¸ÙÂ

f �j��x	 
 ��
���j��x

��j � � � j � �� Í·È f �j� 
 �� j � �� EflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú

ÎÔÈ¸Ì ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ Nj�u	 Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����·���	 kf �j��u	k � Nj�u	� j � N�
À¸„˘ Ù˛Ò· ÙÁÚ �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

����·���	 kW �j�k � max
t�J

ku�j�k� j � N�

EflÛÁÚ ÂÂÈ‰fi

f �j��u	� f �j��W 	 

��

��� j	�
�u��j �W��j	



��

��� j	�
�u�W 	

��j��X
i��

u��j���iW i� � � j � ��

Î¸„˘ Ù˘Ì �������	 Í·È ����·���	� ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����·���	 kf �j��u	� f �j��W 	k � C�u	�

EÈÎ›ÔÌ Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ E ÛÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ����� Í·È ÙÁÚ

������	 ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ „È· � � N Í·È 	 � Vh ÈÛ˜˝ÂÈ

a�
d	

dt	
E��	� 		 


d	

dt	
�
�B�u�t		 �B�W �t			� 	

�



d	

dt	
�r�f�u	� f�W 		� 	

�

 �� d	

dt	
�f�u	� f�W 		�r	�


 �
� 	X
j��

�
f �j��u	u�	�j��t	� f �j��W 	W �	�j��t	

�
�r	

�


 �
	X

j��

��
f �j��u	�u�	�j��t	�W �	�j��t		�r	

�

� �f �j��u	� f �j��W 		W �	�j��t	
�
�r	

�
�
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”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÈÚ ����·���	� �������	� ����·���	 Í·È ����·.��	 ·¸
ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ D	 Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

k d
	

dt	
E��	k � D	h

r�d���

MÂ ·Ò¸ÏÔÈÔ ÙÒ¸Ô ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ �Y�����	.

���‚. H „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÔı Sobolev. »· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ Ù˛Ò· Ù·
·ˆÁÒÁÏ›Ì· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù‹ Ï·Ú Í·È ÛÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·
·Ò˜ÈÍ˛Ì ÙÈÏ˛Ì „È· Ïfl· ÂÓflÛ˘ÛÁ Ù˝Ôı Sobolev,

����‚��	

�����������
��b�x	utx	x � c�x	ut 
 ����x� t� u	ux	x � ��x� t� u	ux

� ��x� t� u	� „È· x � R� t � J�

u�x� �	 
 u��x	� „È· x � R�
u�x� �� t	 
 u�x� t	� „È· �x� t	 � R � J�

OÈ b Í·È c ÂflÌ·È ·ıÛÙÁÒ‹ ËÂÙÈÍ›Ú, ÛıÌÂ˜˛Ú ·Ò·„˘„flÛÈÏÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ÙÔı
x, ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú. OÈ �� � Í·È � ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜˛Ú ·Ò·„˘„flÛÈÏÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ
Ù˘Ì x, t Í·È u, ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ˘Ú ÒÔÚ x.

OÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ ����‚.�	 ›˜ÔıÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl „È· Ì· ÏÔ-
ÌÙÂÎÔÔÈfiÛÔıÌ ÔÎÎ›Ú ˆıÛÈÍ›Ú ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ �Û˜ÂÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ı‹Ò˜ÂÈ
ÛÙÁÌ ���	. ∏Ì· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÏÂ È‰È·flÙÂÒÁ ÛÁÏ·Ûfl· ÂflÌ·È Á ÂÓflÛ˘ÛÁ

�uxxt � ut � �� � u	ux � �uxx 
 �� � � ��

Á ÔÔfl· ›˜ÂÈ ÏÂÎÂÙÁËÂfl ÂÍÙÂÌ˛Ú ·¸ ÙÔıÚ Benjamin, Bona Í·È Mahony,
ÛÙÁÌ ��� Í·È ·¸ ‹ÎÎÔıÚ ÂÒÂıÌÁÙ›Ú �‚Î. ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ÛÙÁÌ ��	� Û·Ì
ÂÌ·ÎÎ·ÍÙÈÍfi ÛÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Korteweg-de Vries „È· ÙÁÌ ÂÒÈ„Ò·ˆfi ÏÂ„‹Î˘Ì
ÔÏÔÈÔÍ·ÙÂıËıÌ¸ÏÂÌ˘Ì, ·ÔÛ‚ÂÌ¸ÏÂÌ˘Ì ÍıÏ‹Ù˘Ì. H ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÂflÎıÛÁ
ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ ����‚.�	 ›˜ÂÈ ÂÓÂÙ·ÛÙÂfl ·¸ ÔÎÎÔ˝Ú ÂÒÂıÌÁÙ›Ú,
¸˘Ú ÔÈ Ewing, Ford, Ting �‚Î. ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ÛÙÁÌ ��	� ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú
Ù¸ÛÔ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ¸ÛÔ Í·È ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ‰È·ˆÔÒ˛Ì.

OÈ ˜˛ÒÔÈ Sobolev ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ÔÒflÊÔÌÙ·È ˘Ú

Hs
p 
 ff � Hs

loc�R	�f�x � �	 
 f�x	� x � Rg�

Í·È Á ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ Hs
p ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÙ·È ˘Ú k � ks 
 k � kHs�I�,

¸Ôı I ÂflÌ·È ›Ì· ‰È‹ÛÙÁÏ· ÏfiÍÔıÚ ›Ì·. TÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ
H �
 L�

p 
 H�
p ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÙ·È ÏÂ ��� �	 Í·È Á Â·„¸ÏÂÌÁ Ì¸ÒÏ· ˘Ú k � k�.
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æ·ÒÓÁ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÙÔı ����‚��	 ÏÔÒÂfl Ì· ·Ô-
‰ÂÈ˜ËÂfl ı¸ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÒÔ˚ÔË›ÛÂÈÚ �‚Î. ��	. Y¸ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ
¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ �� � Í·È � ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ, ÔÈ Arnold, Douglas Í·È
Thom	ee, ÛÙÁÌ ��� »Â˛ÒÁÏ· ���� ›‰ÂÈÓ·Ì ¸ÙÈ „È· u� � H�

p � ÙÔ ����‚��	

›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ u � C��J �H�
p	� Í·È

����‚.�	 ku��� t	k� � C� 	t � J�

¸Ôı Á ÛÙ·ËÂÒ‹ C ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ ·¸ Ù· ku�k�� t�� �� �� �� b Í·È

c. YÔË›ÙÔıÏÂ ·Í¸Ï· ¸ÙÈ ÔÈ b Í·È c ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÔÌ C��R	 Í·È ¸ÙÈ ÙÔ
����‚��	 ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ u � C��J �Hr

p	� r � �� 8

∏ÛÙ˘ A � H�
p 
 H , Av 
 ��bv�	� � cv. »›ÙÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì V 


D�A���	 
 H�
p . H Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ V Ë· ÂflÌ·È Á kvk 
 ��bv�� v�	 �

�cv� v		
���

, Á ÔÔfl· ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ k � k�. ∏ÛÙ˘ ·Í¸Ï· B �
J�H�

p 
 H , B�t� v�x		 
 ����x� t� v�x		v�	x���x� t� v	v����x� t� v	.
TÔ ����‚.�	 ·ÌfiÍÂÈ ÎÔÈ¸Ì ÛÙÁÌ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ������	. √È·
ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ÁÏÈÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı
��� �, � 
 x� � x� � � � � � xJ 
 � ÏÂ h �
 maxj�xj�� � xj	. »›ÙÔıÏÂ
xjJ�i �
 j � xi, j � Z, i 
 �� � � � � J � �. EÂÍÙÂflÌÔıÏÂ ÏÂ ·ıÙ¸Ì ÙÔÌ

ÙÒ¸Ô ÙÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÂÒÈÔ‰ÈÍ‹ ÛÂ Ïfl· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı R. √È· ·Í›Ò·ÈÔ
r � �, ›ÛÙ˘ Vh Ô ˜˛ÒÔÚ Ù˘Ì ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ ÛıÌÂ˜˛Ì, ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ˛Ì splines,
‚·ËÏÔ˝ r � �. EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸, ‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ���� Theorem
����� ¸ÙÈ Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fVhg��h�� ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����‚��	 inf
��Vh

�X
j��

hjkv � 	kj � Chskvks� 	v � Hs
p� � � s � r�

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a��� �	� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ
ÔÒÈÛÏ¸ Ôı ‰˛Û·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ,

a�v� w	 
 �bv�� w�	 � �cv� w	� 	v� w � V�

Ô¸ÙÂ Á �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � V 
 Vh ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

����‚��	 �b�v �Rhv	
�
� 	�	 � �c�v �Rhv	� 		 
 �� 		 � Vh�

MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Rh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����‚��	 kv �Rhvk� � hkv �Rhvk� � Chskvks� v � Hs
p� � � s � r�
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–Ò‹„Ï·ÙÈ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ‰ı˙Í¸ ÂÈ˜ÂflÒÁÏ· Ù˘Ì Aubin Í·È Nitsche, ‚Î.
Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ ���� Chapter �� Theorem ���� „È· v � Hs

p Í·È 	 � Vh, Î¸„˘
ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú k � k Í·È ÙÁÚ ����‚.�	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk� 
 a�v �Rhv� v �Rhv	 
 a�v �Rhv� v � 		

� kv �Rhvk kv � 	k�

Ô¸ÙÂ,

kv �Rhvk 
 inf
��Vh

kv � 	k�

∂Ò·, Î¸„˘ ÙÁÚ ����‚.�	, ›˜ÔıÏÂ

����‚.�	 kv �Rhvk � Chs��kvks� „È· v � Hs
p� � � s � r�

√È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ����‚.�	� Ï›ÌÂÈ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ L��Ì¸ÒÏ·.
√È· ·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: √È· f � L�

p, ÊÁÙÔ˝ÏÂ

v � H�
p Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

cv � �bv�	� 
 f�

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸, ‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ��� »Â˛ÒÁÏ· ����� ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ
ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì f� v� ˛ÛÙÂ

kvk� � C
�kfk� � kvk�

�
�

AÍ¸Ï· Â˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ

kvk� � Ckfk��

A¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ Û˜›ÛÂÈÚ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

����‚.�	 kvk� � Ckfk��

∏ÙÛÈ ·Ì w � H�
p Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ cw��bw�	� 
 v�Rhv� Î¸„˘ ÙÁÚ ����‚.�	

›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk�� 
 �v �Rhv� v �Rhv	 
 �Aw� v �Rhv	 
 a�w� v �Rhv	


 a�w � 	� v �Rhv	 � kv �Rhvk kw � 	k� 		 � Vh�

À¸„˘ Ù˛Ò· Í·È Ù˘Ì ����‚��	� ����‚��	 Í·È ����‚��	 ›˜ÔıÏÂ1

kv �Rhvk�� � inf
��Vh

kw � 	k kv �Rhvk � Ch�kwk�hs��kvks
� Chskvkskv �Rhvk��
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EÔÏ›Ì˘Ú

����‚.�	 kv �Rhvk� � Chskvks� „È· v � Hs
p� � � s � r�

A¸ ÙÈÚ ����‚.�	 Í·È ����‚.�	 Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ����‚.�	�
”ıÌÂ˛Ú ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÙÁÚ ·Ò·-
„Ò‹ˆÔı ���� ÏÂ d 
 �.

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ k � kL� ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ L��R	. EflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ
¸ÙÈ

����‚��	 kvkL� � kvk�� 	v � H�
p �

∏ÛÙ˘ k � k��� Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı ˜˛ÒÔı Sobolev W ���
p �R	. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ

·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔı Sobolev, ‚Î., ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ���� Theorem ������
ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‚.��	 kuk��� � Ckuk�� 	u � H�
p �

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ Ù˛Ò· ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ÛÙÔÈ˜ÂflÔ Qhu � Vh� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

����‚.��	
kQhu� uk� � Chs��kuks� s � �

Í·È kQhuk��� � Ckuk����

‚Î. ˆÂÒ' ÂÈÂflÌ, ���� Theorem ����. EflÛÁÚ ÛÙÔÌ ˜˛ÒÔ Vh� ÈÛ˜˝ÂÈ Á ÂÓfiÚ
·ÌÙflÛÙÒÔˆÁ ·ÌflÛÔÙÁÙ·

����‚.��	 k	k��� � Ch����k	k�� 		 � Vh�

∏˜ÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ¸ÙÈ Á ı¸ËÂÛÁ �Y������	 ÈÛ˜˝ÂÈ ÏÂ jjj � jjj �
 k � k���
Í·È ed 
 ���. EÔÏ›Ì˘Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� G 
 f	 �
Vh � � t � J kW �t	� 	k��� � �g. AÍ¸Ï·, ÂÂÈ‰fi ÔÈ Ì¸ÒÏÂÚ k � k� Í·È

k � k ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÂÚ, ÔÒflÊÔıÏÂ Ù˛Ò· ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ M ˘Ú M 
 f	 � Vh �

� t � J ku��� t	 � 	k � �g� »›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· fM 
 fU � R � � �x� t	 �
R � J ju�x� t	 � U j � �g. A¸ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı fM ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ eC�u	 Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‚���	 jU j � max
t�J

ku��� t	kL� � � � eC� 	U � fM�

A¸ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı M Í·È ÙÁÌ ����‚��	 ÛıÏÂÒ·flÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

����‚.��	 		 �M � t � J 	x � R ju�x� t	� 	�x	j � ��
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Ô¸ÙÂ

����‚.��	 	�x	 � fM� 	x � R� 		 �M�

√È· f � C��R � J � R	 Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ, ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ

Ò˛ÙÁ ÙÁÚ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ ef Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ôı Ù·ıÙflÊÂÙ·È

ÏÂ ÙÁÌ f ÛÙÔ R � J � fM� Í·È ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ Lipschitz, ˘Ú ÒÔÚ
ÙÁÌ ÙÒflÙÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi, ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆ· ˘Ú ÒÔÚ ÙÈÚ ‹ÎÎÂÚ ‰˝Ô, ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹
Lipschitz Lf . ”ıÌÂ˛Ú Î¸„˘ ÙÁÚ ����‚���	 ›˜ÔıÏÂ

����‚���	
kf��� t� 		� f��� t� w	k�
� Lfk	� wk�� 	t � J� 		�� �M�

2 –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ � Í·È � ÂÒÈÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÙÔ R�J �fM
ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ, „È·Ùfl ÂflÌ·È ��ÂÒÈÔ‰ÈÍ›Ú ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÙÔıÚ
ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi, Á ‰Â˝ÙÂÒÁ ÏÂÙ·‚ÎÁÙfi ÔÒflÊÂÙ·È ÛÂ ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ ‰È‹ÛÙÁÏ·, Í·È

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ����‚.��	 Á ÙÒflÙÁ ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÁ. EÔÏ›Ì˘Ú, Û˝Ïˆ˘Ì·
Í·È ÏÂ ÙÁÌ ����‚.��	 ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C�u	 Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‚���	 max
t�J

k���� t� 		kL� � C� 		 �M

Í·È

����‚.��	 max
t�J

k���� t� 		kL� � C� 		 �M�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ����‚.��	 „È· ÙÈÚ �, �, �, Ô¸ÙÂ Î¸„˘ Í·È Ù˘Ì ����‚.��	
Í·È ����‚.��	, „È· v� w � V Í·È � � H�

p ›˜ÔıÏÂ,

�B�t� v	�B�t� w	� �	 
 ����� t� v	v� � ���� t� w	w�� ��	
� ����� t� v	v� � ���� t� w	w� � �	 � ����� t� v	 � ���� t� w	� �	


 ����� t� v	�v � w	
�
�
�
���� t� v	 � ���� t� w	�w�� ��	

� ����� t� v	�v � w	
�
� �	 �

�
����� t� v	 � ���� t� w		w� � ��

� ����� t� v	 � ���� t� w	� �	

�
�
k���� t� v	kL�kv �wk� � L�kv � wk� kw�kL�

�
k��k�

�

�
k���� t� v	kL�kv � wk� �

�
L�kw�kL� � L�

�kv � wk�
�
k�k�

� C
�
� � kw�kL�

�kv � wk�k�k��
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EÔÏ›Ì˘Ú,

����‚���	 j�B�t� v	 �B�t� w	� �	j � C
�
� � kw�kL�

�kv � wk�k�k��

A¸ ÙÈÚ ����‚.��	�����‚���	 Í·È ÙÁÌ ����‚.�	 ›˜ÔıÏÂ „È· Í‹ËÂ 	 � G ¸ÙÈ

k	k��� � kQhuk��� � kQhu�Rhuk��� � kRhu� 	k���
� Ckuk��� � Ch����kQhu�Rhuk� � �

� Ckuk� � Ch����
�kQhu� uk� � kRhu� uk�

�
� �

� Ckuk� � Ch����
�kQhu� uk� � kRhu� uk�

�
� �

� C
�kuk� � hr����kukr

�
� ��

À¸„˘ ÙÔı ¸ÙÈ r � �� ›˜ÔıÏÂ ÛıÌÂ˛Ú

k	k��� � Ckukr � �� 		 � G�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÁ„ÔıÏ›ÌÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ ·Ì Ë›ÛÔıÏÂ v 
 	 Í·È w 
 ��
ÏÂ 	�� � G� ÛÙÁÌ ����‚.��	� ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L��u	
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

kB�t� 		�B�t� �	k� � L�k	� �k�� 		� � � G�

2 A¸ ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È
ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È �Y�����	.

»›ÎÔıÏÂ ·Í¸Ï· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È Í·È ÔÈ �Y�����	 Í·È
�Y�����	. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÁ ‚ÔÁËÁÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ q � R � J �R 
 R,

q�x� t� y	 

�

b�x	

Z y

�

��x� t� z	 dz�

»· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ

����‚.��	 q��� t� 		 � H�
p� 	t � J� 		 �M�

A¸ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ q ›ÂÙ·È ¸ÙÈ ·ıÙfi ÂflÌ·È ��ÂÒÈÔ‰ÈÍfi ˘Ú ÒÔÚ x Í·È
ˆÒ·„Ï›ÌÁ „È· y ˆÒ·„Ï›ÌÔ. EÔÏ›Ì˘Ú, ·¸ ÙÈÚ ����‚.��	 Í·È ����‚.��	,
ÂÂÈ‰fi Á b ÂflÌ·È Í‹Ù˘ ˆÒ·„Ï›ÌÁ ·¸ Ïfl· ËÂÙÈÍfi ÛÙ·ËÂÒ‹, ›˜ÔıÏÂ

����‚.��	 q��� t� 		 � H�
p� 	t � J� 		 �M�
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EflÛÁÚ ÔÈ qx�x� t� 	�x		 Í·È qy�x� t� 	�x		 ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜ÂflÚ Í·È ��ÂÒÈÔ‰È-
Í›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ˘Ú ÒÔÚ x, ¸Ôı 	 ÂflÌ·È Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÛıÌÂ˜fiÚ Í·È ��
ÂÒÈÔ‰ÈÍfi. OÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ·ıÙ›Ú Ù˛Ò· Î¸„˘ Ù˘Ì ����‚.��	 Í·È ����‚.��	
ÂflÌ·È ˆÒ·„Ï›ÌÂÚ ÛÙÔ R�J�M . ∏˜ÔıÏÂ ÎÔÈ¸Ì ¸ÙÈ �q�x� t� 	�x			x � H�

p

„È· Í‹ËÂ t � J Í·È 	 � M . EÔÏ›Ì˘Ú ÈÛ˜˝ÂÈ Á ����‚.��	. T˛Ò· „È·
t � J Í·È 	�� �M ›˜ÔıÏÂ

����‚.��	

a�q��� t� 		� �	 
 �bq��� t� 		x� ��	 � �cq��� t� 			� �	


 ���x� t� 			� �

Z �

�

�x��� t� z	 dz
� b��x	q��� t� 		� ��	
� �cq��� t� 		� �	�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÔÒflÊÔıÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi F � J � V 
 V � ˘Ú ÂÓfiÚ,

����‚.��	
�F �t� v	� w	 
 �

Z v

�

�x��� t� z	 dz � b��x	q��� t� v	� w�	

� �cq��� t� v	� w	� 	w � H�
p �

∏ÙÛÈ� „È· 	 �M� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�B�t� 		� w	 
 a�q��� t� 		� w	 � �F �t� 		� w	 � ����� t� 			�
� ���� t� 		� w	� 	w � H�

p�

”ıÌÂ˛Ú ·¸ ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ „È· 	 �M Í·È w � H�
p Î·Ï‚‹ÌÔı-

ÏÂ

����‚.��	
�TB�t� 		� w	 
 �q��� t� 		� w	 � �TF �t� 		� w	

� �T ����� t� 			� � ���� t� 			� w	�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ f�� f� � R � J � R 
 R Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È
˘Ú ÂÓfiÚ

f��x� t� y	 


Z y

�

�x�x� t� z	 dz � b��x	q�x� t� y	

Í·È f��x� t� y	 
 c�x	q�x� t� y	�

E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ f� Í·È f� ÂflÌ·È ÛıÌÂ˜˛Ú ·Ò·„˘„flÛÈÏÂÚ
ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ. ”˝Ïˆ˘Ì· Ù˛Ò· ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì f� Í·È f� Í·È ÙÈÚ



��� KE÷AÀAIO �. AKAM–TE” ƒIA÷OPIKE” EŒI”Ÿ”EI”

����‚���	 Í·È ����‚���	, „È· 	�� �M Í·È � � H�
p ›˜ÔıÏÂ

�F �t� 		 � F �t� �	� �	 
 �f���� t� 		 � f���� t� �	� ��	
� �f���� t� 		 � f���� t� �	� �	

� �kf���� t� 		 � f���� t� �	k� � kf���� t� 		 � f���� t� �	k�
�k�k�

� C�Lf�k	� �k� � Lf�k	� �k�	k�k��

EÔÏ›Ì˘Ú

����‚.��	 kF �t� 		 � F �t� �	k� � Ck	� �k�� 		� � �M�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï· ÙÈÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ g�� g� � R � J �R 
 R Ôı ÔÒflÊÔÌÙ·È
˘Ú ÂÓfiÚ

g��x� t� y	 


Z y

�

��x� t� z	 dz Í·È g��x� t� y	 


Z y

�

�x�x� t� z	 dz�

E˝ÍÔÎ· ‰È·ÈÛÙ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�g��x� t� 	�x			x � g��x� t� 	�x		 


�Z ��x�

�

��x� t� z	 dz

�
x

�
Z ��x�

�

�x�x� t� z	 dz


 ��x� t� 			��x	�

”ıÌÂ˛Ú, „È· 	�� �M Í·È � � H�
p �

����� t� 			� � ���� t� �	�� � �	 
 ��g���� t� 		 � g���� t� �	� ��	
� �g���� t� 		 � g���� t� �	� �	�

”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÁÌ ����‚.��	 „È· ÙÈÚ g� Í·È g�, „È· t � J� 	� � �M
Í·È � � H�

p ›˜ÔıÏÂ

����� t� 			� � ���� t� �	�� � �	 � kg���� t� 		 � g���� t� �	k�k�k�
� kg���� t� 		� g���� t� �	k�k�k� � C

�
Lg� � Lg�

�k	� �k� k�k��

∂Ò·

����‚.��	 k���� t� 			� � ���� t� �	��k� � Ck	� �k�� 		�� �M�
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EÔÏ›Ì˘Ú ·¸ ÙÁÌ ����‚.��	 „È· ÙÈÚ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÂÈÚ q Í·È �, ÙÈÚ ����‚.��	,
����‚.��	 Í·È ����‚.��	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

kTB�t� 		� TB�t� �	k� � kq��� t� 		 � q��� t� �	k�
� kF �t� 		� F �t� �	k� � k���� t� 			� � ���� t� �	��k�
� k���� t� 		 � ���� t� �	k� � Ck	� �k�� 		�� �M�

E˝ÍÔÎ· Î›ÔÌ ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È
�Y�����	.

∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· U�� � � � � U q�� � Vh ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì u�� � � � � uq���
Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

����‚.��	

q��X
j��

kU j � ujk� � C
�
kp � hr

�
Í·È

q��X
j��

kU j � ujk� � C
�
kp � hr��

�
�

OÒflÊÔıÏÂ Ù¸ÙÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un � Vh, n 
 q� � � � � N , ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ‹ ·¸
ÙÔ Û˜fiÏ·

����‚���	

qX
j��

�j

�cUn�j � 		 � �b�Un�j	

�
� 	�	

�

k

q��X
j��

�j

����� tn�j � Un�j	�Un�j	

�
� 	�	

� ����� tn�j � Un�j	�Un�j	
�

� ���� tn�j � Un�j	� 		
�
� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � q�

T¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ �����, „È· k, h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ
ÙÈÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

����‚���	 max
��n�N

kun � Unk� � C�kp � hr	�

����‚���	 max
��n�N

kun � Unk� � C�kp � hr��	�
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���„. Mfl· ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ÂÓfiÚ Ò¸‚ÎÁÏ·
·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì: √È· t� � � ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl· Ò·„Ï·ÙÈÍfi

ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ u, Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ �� J , Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

ut�x� t	 � ��ut�x� t	 
 ��u�x� t	� ÛÙÔ �� J�����„��·	

u��� �	 
 u�� ÛÙÔ ������„��‚	

u 
 �� ÛÙÔ ��� J�����„��„	

¸Ôı u� ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Í·È � ˆÒ·„Ï›ÌÔ ˜˘ÒflÔ ÙÔı Rm �
m � �� ÏÂ ÔÏ·Î¸ Û˝ÌÔÒÔ ��� � � � Í·È � � R.

OÈ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È ¯Âı‰Ô·Ò·‚ÔÎÈÍ›Ú „È·Ùfl
Á Î˝ÛÁ ÙÔı ·Ò·‚ÔÎÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ �� 
 � Í·È � � �	 ÒÔÛÂ„„flÊÂÙ·È
·¸ ÙÈÚ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂ �n, ¸Ôı �n Ïfl· ÏÁ‰ÂÌÈÍfi ·ÍÔÎÔıËfl·

ËÂÙÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì, ‚Î. ���� ��� Í·È ÙÈÚ ·Ì·ˆÔÒ›Ú ÙÔıÚ. OÈ Showalter Í·È
Ting, ÛÙÁÌ ���� ›‰ÂÈÓ·Ì ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· Í·È ÔÏ·Î¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú u ÙÔı
����„��	.

MÂÒÈÍ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ÙÁÚ ����„��·	 Ôı ·Ì·ˆ›ÒÔıÌ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· ÙÔıÚ
·ıÙfi ÂflÌ·È ÔÈ ·Í¸ÎÔıËÂÚ: H ı‰ÒÔÛÙ·ÙÈÍfi flÂÛÁ ÛÂ ›Ì· ÍÔÏÏ‹ÙÈ ıÎÔ˝ Í·Ù‹
ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÛÙÂÒÂÔÔflÁÛÁÚ ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Ïfl· ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ ����„��·	�
‚Î. ���. E‹Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Á ·ÌÙflÛÙ·ÛÁ ÛÙÁ ÛıÏflÂÛÁ ÂflÌ·È Î·ÛÙÈÍfi
�‰ÁÎ·‰fi ·Ì‹ÎÔ„Á ÏÂ ÙÔ ÒıËÏ¸ ÙÁÚ ÛıÏflÂÛÁÚ	 Ù¸ÙÂ Á ����„��·	 ÈÛ˜˝ÂÈ ÏÂ
� � �. ∏Ì· ‹ÎÎÔ ˆıÛÈÍ¸ ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ Ôı ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ����„��·	
‰flÌÂÙ·È ·¸ ÙÁ ËÂ˘Òfl· ÙÁÚ ‰È·ÒÒÔfiÚ ÂÌ¸Ú ÔÏÔ„ÂÌÔ˝Ú ı„ÒÔ˝ Ï›Û· ·¸
›Ì·Ì Ò·„ÈÛÏ›ÌÔ ‚Ò‹˜Ô, ‚Î. ��. EflÛÁÚ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁ ËÂ˘Òfl· Ù˘Ì ‰˝Ô

ËÂÒÏÔÍÒ·ÛÈ˛Ì „È· ÙÁ ÏÂÙ‹‰ÔÛÁ ÙÁÚ ËÂÒÏ¸ÙÁÙ·Ú ÛÂ Ïfl· Í·ÙÁ„ÔÒfl· ıÎÈÍ˛Ì,
Á ·„˛„ÈÏÁ ËÂÒÏÔÍÒ·Ûfl· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl Ïfl· ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ ����„��·	�
‚Î. ��� Í·È ���.

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ Hs ÙÔ ˜˛ÒÔ Sobolev Hs��	� ÏÂ Hs
� ÙÔ ˜˛ÒÔ Hs

���	�
Í·È ÏÂ k � ks ÙÁ ÛıÌfiËÁ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ Hs. ∏ÛÙ˘ H 
 L���	 
 H�� ��� �	
ÙÔ Û˝ÌÁËÂÚ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ L�� Í·È k � k� Á ·Ò·„¸ÏÂÌÁ Ì¸ÒÏ·.

∏ÛÙ˘ ·Í¸Ï· A � H� �H�
� 
 L�� Av 
 �I � ��	v Í·È B � H� �H�

� 

L�� Bv 
 ��v. »›ÙÔıÏÂ V 
 D�A���	 
 H�

� ÏÂ Ì¸ÒÏ· kvk 
�kvk�� � �krvk��
����

� Á ÔÔfl· ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ k � k�. MÔÒÔ˝ÏÂ
ÎÔÈ¸Ì Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ����„��	 ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì
Ôı ‰flÌÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ ������	.

√È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ ÙÔı �. √È·
ÂıÍÔÎfl· ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô Vh ÂflÌ·È ›Ì·Ú ı¸˜˘ÒÔÚ ÙÔı H�

� Ôı ·ÔÙÂÎÂflÙ·È
·¸ ÛıÌÂ˜ÂflÚ Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ, ‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝
r � �� r � �. ∏˜ÔÌÙ·Ú ¸Ï˘Ú ı¸¯ÈÌ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÌ¸Ú Í·Ï˝ÎÔı
ÛıÌ¸ÒÔı �� Á ı¸ËÂÛÁ V � Vh ÏÔÒÂfl Ì· ÏÁÌ ÈÛ˜˝ÂÈ, ‚Î. –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ
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������ ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô Vh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����„��	
inf
��Vh

�kv � 	k� � hkv � 	k�
�

� Chskvks� 	v � Hs �H�
� � � � s � r�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi
ÏÔÒˆfi a��� �	� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸ Ôı ‰˛Û·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���,
ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ,

a�v� w	 
 �v� w	 � ��rv�rw	� 	v� w � V�

Ô¸ÙÂ, Á �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � V 
 Vh ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

����„��	 �v �Rhv� 		 � ��r�v �Rhv	�r		 
 �� 		 � Vh�

MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Rh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����„��	
kv �Rhvk� � hkv �Rhvk�
� Chskvks� 	v � Hs �H�

� � � � s � r�

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. –Ò‹„Ï·ÙÈ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ‰ı˙Í¸
ÂÈ˜ÂflÒÁÏ· Ù˘Ì Aubin Í·È Nitsche, ‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ, ���� Chapter ��
Theorem ���� „È· v � Hs � V Í·È 	 � Vh� Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ
Ì¸ÒÏ·Ú k � k Í·È ÙÁÚ ����„.�	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk� 
 a�v �Rhv� v �Rhv	 
 a�v �Rhv� v � 		

� kv �Rhvk kv � 	k�

Ô¸ÙÂ,
kv �Rhvk 
 inf

��Vh
kv � 	k�

∂Ò·, Î¸„˘ ÙÁÚ ����„.�	, ›˜ÔıÏÂ

����„.�	 kv �Rhvk � Chs��kvks� „È· v � Hs �H�
� � � � s � r�

√È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ ����„.�	, Ï›ÌÂÈ Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ L��Ì¸ÒÏ·.
√È· ·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ‚ÔÁËÁÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·: √È· f � L���	,
ÊÁÙÔ˝ÏÂ v � H� �H�

� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ�
I � ��

�
v 
 f�



��� KE÷AÀAIO �. AKAM–TE” ƒIA÷OPIKE” EŒI”Ÿ”EI”

EflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì f� v� ˛ÛÙÂ

kvk� � C
�kfk� � kvk�

�
�

‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ ��� Theorem ����� ���� Chapter �� AÍ¸Ï·

Â˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ

kvk� � Ckfk��

A¸ ÙÈÚ ‰˝Ô ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ Û˜›ÛÂÈÚ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

����„.�	 kvk� � Ckfk��

∏ÙÛÈ ·Ì w � H� � H�
� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

�
I � ��

�
w 
 v � Rhv, Î¸„˘ ÙÁÚ

����„.�	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk�� 
 �v �Rhv� v �Rhv	 
 �Aw� v �Rhv	 
 a�w� v �Rhv	


 a�w � 	� v �Rhv	 � kv �Rhvk kw � 	k� 		 � Vh�

À¸„˘ Ù˛Ò· Í·È Ù˘Ì ����„��	, ����„��	 Í·È ����„��	 ›˜ÔıÏÂ

kv �Rhvk�� � inf
��Vh

kw � 	k kv �Rhvk � Ch�kwk�hs��kvks
� Chskvkskv �Rhvk��

EÔÏ›Ì˘Ú

����„.�	 kv �Rhvk� � Chskvks� „È· v � Hs �H�
� � � � s � r�

A¸ ÙÈÚ ����„.�	 Í·È ����„.�	 Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ����„.�	�
”ıÌÂ˛Ú ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÙÁÚ ·Ò·-

„Ò‹ˆÔı ���� ÏÂ d 
 �.
AÍ¸Ï· „È· v� w� � � H�

� ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�B�v	�B�w	� �	 
 ���r�v � w	�r�	 � j�j kv �wk�k�k��

”ıÌÂ˛Ú

����„��	 kB�v	�B�w	k� � L�kv � wk�� 	v� w � V�

A¸ ÙÈÚ ����„��	 Í·È ����„��	 ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ �Y�����	
Í·È �Y�����	. AÍ¸Ï· ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�B�v	� w	 
 ���rv�rw	 
 ��
�
a�v� w	 �

�

�
�v� w	� 	v� w � V�
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EÔÏ›Ì˘Ú,

�TB�v	� w	 
 ��
�
�v� w	 �

�

�
�Tv�w	� 	v� w � V�

”ıÌÂ˛Ú

����„��	 kTB�v	� TB�w	k� � L�kv � wk�� 	v� w � V�

A¸ ÙÈÚ ����„��	 Í·È ����„��	 ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ �Y�����	
Í·È �Y�����	.

∏ÛÙ˘ ÎÔÈ¸Ì U�� � � � � U q�� � Vh ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì u�� � � � � uq��

Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

����„.��	

q��X
j��

kU j � ujk� � C
�
kp � hr

�
Í·È

q��X
j��

kU j � ujk� � C
�
kp � hr��

�
�

OÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un � Vh, n 
 q� � � � � N , ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ‹ ·¸ ÙÔ
Û˜fiÏ·

����„.��	

qX
j��

�j

�Un�j � 		 � ��rUn�j �r		�


 k�

q��X
j��

�j�rUn�j �r		� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � q�

T¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ ������ „È· k� h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÈÚ
ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

����„.��	 max
��n�N

kun � Unk� � C�kp � hr	

����„.��	 max
��n�N

kun � Unk� � C�kp � hr��	�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ���„.�: À¸„˘ Ù˘Ì ����„��	 Í·È ����„��	� ÔÈ �Y�����	
Í·È �Y�����	 ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· Í‹ËÂ v� w � V . ”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÈÚ
–·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ ������ ����� Í·È ������ ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ‰ÂÌ ÂflÌ·È
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··Ò·flÙÁÙÁ Á ı¸ËÂÛÁ �Y������	� Ô˝ÙÂ Í‹ÔÈ· ÛıÌËfiÍÁ „È· ÙÔ k� „È· ÙÁÌ
·¸‰ÂÈÓÁ Ù˘Ì ÒÔÙ‹ÛÂ˘Ì �����, ����� Í·È �����.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ���„.�: ”Â ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È
�Y�����	 ÙÁÚ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁÚ ����� ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È. –Ò‹„Ï·ÙÈ Î¸„˘ ÙÔı
ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ E ÛÙÁÌ –·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ����� Í·È ÙÁÚ ������	, „È· 	 � Vh Í·È
� � N ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ,

a
� d	
dt	

E�t	� 	
�



d	

dt	
�B�u�t		�B�W �t		� 		 


d	

dt	
�r�u�W 	�r		


 �r d	

dt	
�u�W 	�r		 � ku�	� �W �	�k�k	k��

∂Ò· Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· �����





 d	
dt	

E��	





�
� D	h

r���

–·Ò¸ÏÔÈ· ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ





 d	
dt	

E��	





�
� D	h

r�

���‰. ∏Ì· Û˝ÛÙÁÏ· Ù˝Ôı Boussinesq. »· Âˆ·ÒÏ¸ÛÔıÏÂ Ù˛Ò· Ù·
·ˆÁÒÁÏ›Ì· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù‹ Ï·Ú Í·È ÛÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ Û˝ÛÙÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È

ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Ù˝Ôı Boussinesq. √È· t� � �� ÊÁÙÔ˝ÏÂ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ
u 
 �u�� u�	 � ��� L�� J 
 R� � L� � �� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‰.�	

�������
ut �

�

�
uxxt 
 B�u	� ÛÙÔ ��� L�� J

u��� �	 
 u�� ÛÙÔ ��� L��

u 
 �� ÛÙÔ f�� L�g � J

¸Ôı u� ÂflÌ·È ‰ÔÛÏ›ÌÁ ·ÒÍÂÙ‹ ÔÏ·Îfi ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ, B �
��� L� � J 
 R� � B�v	 
 ���v�	x � �v�v�	x���v�	x � v��v�	x	� Í·È

ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ vx 
 ��v�	x� �v�	x	�
TÔ Û˝ÛÙÁÏ· ����‰��	 ÂflÌ·È Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÁÚ ‰È‹‰ÔÛÁÚ

ÂÈˆ·ÌÂÈ·Í˛Ì ÍıÏ‹Ù˘Ì ÛÂ ›Ì· ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ Í·Ì‹ÎÈ ÏfiÍÔıÚ L� Í·È ‚‹ËÔıÚ
� „ÂÏ‹ÙÔ ÏÂ ·ÛıÏflÂÛÙÔ Ù›ÎÂÈÔ ı„Ò¸, ‚Î. ��. AÍ¸Ï· ÛÂ ·ıÙfi ÙÔıÚ ÙÁÌ
ÂÒ„·Ûfl· ÔÈ Bona Í·È Chen ‰Âfl˜ÌÔıÌ ˝·ÒÓÁ, ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ÍÎ·ÛÈÍfiÚ
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Î˝ÛÂ˘Ú u ÙÔı ����‰��	 Í·È „È· u� � C	��� L�	
�� � � �� Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÌ

¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ et� � �� Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ

u � C	���et��C	��� L�		
�
�

√È· s � N , ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ Hs ÙÔ ˜˛ÒÔ Sobolev Hs��� L�	, ÏÂ Hs
�

ÙÔ ˜˛ÒÔ Sobolev Hs
���� L�	� ÏÂ j � js ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÙÔı Hs. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·

Ë›ÙÔıÏÂ fHs 
 Hs � Hs� fHs
� 
 Hs

� � Hs
� Í·È ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ÂÓfiÚ

Ì¸ÒÏ· ÙÔı eHs kvks 
 �jv�j�s � jv�j�s	
���

. »›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· H 
 fH�.

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ·Í¸Ï· ÏÂ � �� � � ÙÔ Û˝ÌÁËÂÚ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ H�

Í·È ÏÂ �v� w	 
� v�� w� � � � v�� w� � ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ÛÙÔÌ H .

EflÛÁÚ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔıÚ ÙÂÎÂÛÙ›Ú �x � eH� 
 eH�� �xv 
 ��v�	x� �v�	x	�

A � fH��fH�
� 
 H� Av 
 �I� �

�
��x	v� »›ÙÔıÏÂ Ù¸ÙÂ V 
 D�A���	 
 fH�

�

ÏÂ Ì¸ÒÏ· kvk 
 �kvk�� � �
�k�xvk��	

���
Á ÔÔfl· ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ

k � k�. EÔÏ›Ì˘Ú ÙÔ ����‰.�	 ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì Ôı
‰flÌÔÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ ������	. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÂ ·ıÙ¸ ÙÔ
Ò¸‚ÎÁÏ· ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	� �Y�����	� �Y�����	��Y����	.

√È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ Ïfl· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ��� L��
� 
 x� � x� � � � � � xJ 
 L� ÏÂ h �
 max��j�J�xj�� � xj	. √È·
·Í›Ò·ÈÔ r � �� ›ÛÙ˘ Sh 
 f	 � C��� L� � 	j�xj�xj���

ÂflÌ·È ÔÎı˛ÌıÏÔ

‚·ËÏÔ˝ ÙÔ ÔÎ˝ r � �� j 
 �� � � � � J � �� 	��	 
 	�L�	 
 �g. EflÌ·È
Â˝ÍÔÎÔ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· fShg��h�� ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi
È‰È¸ÙÁÙ·

����‰��	 inf
��Sh

�X
j��

hj jv � 	jj � Chsjvjs� 	v � Hs �H�
� � � � s � r

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ˘Ú Vh 
 Sh � Sh.
T¸ÙÂ „È· v � V ›˜ÔıÏÂ

inf
��Vh

�X
j��

hjkv � 	k�
j
� inf

���Sh

�X
j��

hj jv� � 	�j�j� inf
���Sh

�X
j��

hj jv� � 	�j�j �

EÔÏ›Ì˘Ú� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ����‰.�	� Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ

����‰��	 inf
��Vh

�X
j��

hjkv � 	k
j
� Chskvks� 	v � eHs � eH�

� � � � s � r�
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”Â ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Á ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi a� Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ÔÒÈÛÏ¸
Ôı ‰˛Û·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

a�v� w	 
 �v� w	 �
�

�
��xv� �xw	� 	v� w � V�

Ô¸ÙÂ Á �ÂÎÎÂÈÙÈÍfi� ÒÔ‚ÔÎfi Rh � V 
 Vh ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

����‰.�	 �v �Rhv� 		 �
�

�
��x�v �Rhv	� �x		 
 �� 		 � Vh�

MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Rh ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi È‰È¸ÙÁÙ·

����‰.�	
kv �Rhvk� � hkv �Rhvk� � Chskvks�

v � eHs � eH�
� � � � s � r

ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á ����‰��	 ÂflÌ·È
ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÔ ÂÓfiÚ Û˝ÛÙÁÏ·

����‰.�	
�vi � �Rhv	i� 		 �

�

�
�v�i � �Rhv	

�
i� 	

�	 
 ��

		 � Sh� i 
 �� ��

E·Ì·Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· Ù· ÂÈ˜ÂÈÒfiÏ·Ù· ÛÙÈÚ ����„��	�����„��	, Î¸„˘
Ù˘Ì ����‰��	 Í·È ����‰��	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

����‰.�	
jvi � �Rhv	ij� � hjvi � �Rhv	ij�
� Chsjvijs� i 
 �� �� v � eHs � eH�

� � � � s � r�

A¸ ÙÁÌ ����‰.�	 Â˝ÍÔÎ· ‚Î›ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ Á ����‰��	 Í·È ‹Ò· ÈÍ·ÌÔ-
ÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	 Í·È �Y�����	 ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ���� ÏÂ
d 
 �.

”ıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ j � jL� ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÛÙÔÌ L���� L�	. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ
·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔı Sobolev, ‚Î., Î¸„Ôı ˜‹ÒÈÌ, ���� »Â˛ÒÁÏ· ������ ı‹Ò˜ÂÈ
ÛÙ·ËÂÒ‹ C�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‰.�	 jvjL� � C�jvj�� 	v � H�
� �

EÂÈ‰fi ÔÈ Ì¸ÒÏÂÚ k � k� Í·È k � k ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÂÚ, ÔÒflÊÔıÏÂ Ù˛Ò·

ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ M ˘Ú M 
 f	 � Vh � � t � J ku��� t	 � 	k
�
� �g.

»›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· fM 
 fU � R� � � �x� t	 � ��� L� � J ju��x� t	 � U�j �



��� E÷APMO√E” ���

C� Í·È ju��x� t	�U�j � C�g� ¸Ôı C� Á ÛÙ·ËÂÒ‹ ÙÁÚ ����‰��	. A¸ ÙÔÌ

ÔÒÈÛÏ¸ ÙÔı fM Â˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

����‰.�	 max
U�fM

fjU�j� � jU�j�g � max
t�J

fju���� t	j�� � ju���� t	j��g� �C�
� �

∏ÛÙ˘ f�x	 
 x�� À¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı ÛıÌ¸ÎÔı fM Í·È ÙÁÚ ����‰��	�

ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ef Á ÔÔfl· Ù·ıÙflÊÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ f ÛÙÔ fM Í·È ÎÁÒÔfl
ÙÁ ÛıÌËfiÍÁ ÙÔı Lipschitz, ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ L. AÌ 	 � M� ı‹Ò˜ÂÈ t � J

Ù›ÙÔÈÔ ˛ÛÙÂ ku��� t	 � 	k
�
� �� À¸„˘ Í·È ÙÁÚ ����‰.�	 ›˜ÔıÏÂ Ù¸ÙÂ

ju��x� t	� 	��x	j� � ju��x� t	� 	��x	j� � ju���� t	 � 	�j�L�
� ju���� t	� 	�j�L�

� C�
�fju���� t	 � 	�j�� � ju���� t	 � 	�j�g

� C�
�ku��� t	 � 	k�

�
� C�� 	x � ��� L��

EÔÏ›Ì˘Ú 	�x	 � fM� „È· Í‹ËÂ x � ��� L� Í·È 	 � M� Ô¸ÙÂ ef�	�	 

f�	�	� „È· Í‹ËÂ 	 �M . ∂Ò· „È· 	�� �M Í·È � � V ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ

�B�		�B��	� �	� 
� ��	�	x � �	�	�	x � ���	x � �����	x� �� �

� � ��	�	x � 	��	�	x � ���	x � �����	x� �� �


� 	� � ��� ���	x � � � 	��	� � ��	 � ���	� � ��	� ���	x �

� � 	� � ��� ���	x � �
�

�
� ef�	�	� ef���	� ���	x �

� j	� � ��j�j��j� � �j	�jL� j	� � ��j�
� j��jL� j	� � ��j�	j��j� � �j	� � ��j� � Lj	� � ��j�	j��j�

� Ck	� �k
�
k�k��

”ıÌÂ˛Ú

����‰.��	 kB�		�B��	k
�
� Ck	� �k

�
� 		�� �M�

EÔÏ›Ì˘Ú ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L�, Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‰.��	 kB�		�B��	k
�
� L�k	� �k

�
� 		� � �M�

AÍ¸Ï·, Î¸„˘ Ù˘Ì ������	, ������	 Í·È ����‰.��	, ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ L�,
Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

����‰.��	 kTB�		� TB��	k
�
� L�k	� �k

�
� 		�� �M�
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–Î›ÔÌ Î¸„˘ Ù˘Ì ����‰���	� ����‰���	 Í·È ����‰��	 ÂflÌ·È ·Î¸ Ì· ‰Ô˝ÏÂ
¸ÙÈ ÈÍ·ÌÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ıÔË›ÛÂÈÚ �Y�����	��Y�����	.

∏ÛÙ˘ ÎÔÈ¸Ì U�� � � � � U q�� � Vh ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Ù˘Ì u�� � � � � uq��

Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

���� ‰.��	

q��X
j��

kU j � ujk� � C
�
kp � hr

�
Í·È

q��X
j��

kU j � ujk� � C
�
kp � hr��

�
�

OÒflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ Un � Vh, n 
 q� � � � � N , ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ‹ ·¸ ÙÔ
Û˜fiÏ·

����‰.��	

qX
j��

�j

�Un�j � 		 �

�

�
��xU

n�j � �x		
�


 k

q��X
j��

�j�B�Un�j	� 		� 		 � Vh� n 
 �� � � � � N � q�

T¸ÙÂ ·¸ ÙÁÌ –Ò¸Ù·ÛÁ �����, „È· k� h Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÏÈÍÒ‹, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÈÚ

ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

����‰.��	 max
��n�N

kun � Unk� � C�kp � hr	�

����‰.��	 max
��n�N

kun � Unk� � C�kp � hr��	�

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ: À¸„˘ Ù˘Ì ����‰���	 Í·È ����‰���	 ÔÈ �Y�����	 Í·È
�Y�����	 ÈÛ˜˝ÔıÌ „È· Í‹ËÂ 	�� �M . ”˝Ïˆ˘Ì· ÎÔÈ¸Ì ÏÂ ÙÈÚ –·Ò·ÙÁÒfi-
ÛÂÈÚ ������ ����� Í·È ������ ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ‰ÂÌ ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ
Á ı¸ËÂÛÁ �Y������	� Ô˝ÙÂ Í‹ÔÈ· ÛıÌËfiÍÁ „È· ÙÔ k „È· ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ
Ù˘Ì –ÒÔÙ‹ÛÂ˘Ì �����, ����� Í·È �����.
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M›ËÔ‰ÔÈ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹
ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Ë· ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì „È· ›Ì· ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì.
–ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ Ù· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ôı ÒÔ-
Í˝ÙÔıÌ Â‹Ì ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ ÙÁÚ
ËÂÒÏ¸ÙÁÙ·Ú, ÏÂ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ÏÂÎÂÙfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ
x���. ∏ÙÛÈ, Ë· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÙÔı ·Ò·‚ÔÎÈÍÔ˝
ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl-
˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart Í·È Ë· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒÈÍfi ÂÓflÛ˘ÛÁ

ÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ù¸ÛÔ ÛÂ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ ¸ÛÔ Í·È
ÛÂ ÏÁ ÂÈÍ·ÎıÙ¸ÏÂÌÔıÚ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Ú. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈ-
fiÛÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler Ù·
‰˝Ô ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ôı ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ��� Í·È ���. √È· Ù·
ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ Í·È ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ôı ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ ÛÂ ·ıÙ¸
ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÈÚ
Ì¸ÒÏÂÚ H� Í·È L�.

��� EI”A√Ÿ√H

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò˜ÈÍ˛Ì Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì
ÙÈÏ˛Ì: √È· ‰ÔÛÏ›ÌÔ T � � Í·È u� Ïfl· ÔÏ·Îfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ Ò·„Ï·ÙÈÍ˛Ì
ÙÈÏ˛Ì, ÊÁÙÂflÙ·È u � �� ��� T 
 R� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

ut ��u 
 f ÛÙÔ �� t � ��� T 

u 
 � ÛÙÔ ��� t � ��� T �

u��� �	 
 u� ÛÙÔ ��

¸Ôı � ÂflÌ·È ›Ì· ˆÒ·„Ï›ÌÔ, ÍıÒÙ¸, ÔÎı„˘ÌÈÍ¸ ˜˘ÒflÔ ÛÙÔÌ R� Í·È
f�t	 � L���	� t � ��� T .
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”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ Í·È Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ
˜˛ÒÔ Í·Ë˛Ú Í·È ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈ-
˛ÌÙ·Ú ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Í·È ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô
ÙÔı Euler. H ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���. ∏ÙÛÈ Ë·
ÊÁÙfiÛÔıÏÂ Ïfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÙÔı ������	 ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÏÁ

ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì, Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔÌ
˜˛ÒÔ ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì Crouzeix�Raviart, ‚Î. ����

OÈ Guo Í·È Stynes, ÛÙÁÌ ���� ·Ì·Î˝ÔıÌ ›Ì· Û˜fiÏ· ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
‰È·ˆÔÒ˛Ì, ÙÔ ÔÔflÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ Ïfl· Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì
„È· ›Ì· ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú Í·È ‰È‹˜ıÛÁÚ ÛÙÔ ��� � �
��� T . EflÛÁÚ, ÔÈ Baughman Í·È Walkington, ÛÙÁÌ ��� ·Ì·Î˝ÔıÌ Ïfl·
Ï›ËÔ‰Ô co�volume, Ïfl· ÙÂ˜ÌÈÍfi ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ·Ò¸ÏÔÈ· ÏÂ ·ıÙfiÌ Ù˘Ì
ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì, „È· ÂÍˆıÎÈÛÏ›Ì· ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹ ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, ¸˘Ú
ÂflÌ·È Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ù˝Ôı Stefan.

–Ò¸Ûˆ·Ù· Ô Trujillo, ÛÙÁÌ ���� ·Ì›ÎıÛÂ ÂÎÎÂÈÙÈÍ‹ Í·È ·Ò·‚ÔÎÈÍ‹
ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı
·Ì·ˆ›Ò·ÏÂ ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���, „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı.
EflÛÁÚ, ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÂfl ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ ·Ò·‚ÔÎÈÍ¸

Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı
Euler Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì Crank�Nicolson. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· „È· ÙÔ
ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Í·È Ù· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ôı ÏÂÎÂÙ‹, ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÂÈ
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·.

E‰˛ Ë· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ Û˜fiÏ·Ù· „È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÔı ������	
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ MÂË¸‰ÔıÚ III Í·È IV, ÙÁÚ x���. »· ÊÁÙfiÛÔıÏÂ
ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú ÙÔı ������	 ÛÙÔ ˜˛ÒÔ Ù˘Ì ÏÁ ÒÔÛ·ÒÏÔÊ¸ÏÂÌ˘Ì,
Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ˜˛ÒÔ S�

h� ÛÂ ›Ì·Ì ÏÁ
ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸ ÙÔı �� ‚Î. OÒÈÛÏ¸ �����. –ÒÔÍÂÈÏ›ÌÔı Ì·
ÏÂÎÂÙfiÛÔıÏÂ Ù· Û˜fiÏ·Ù· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ·Ò·‚ÔÎÈÍÔ˝ ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ
Ôı ÂÓÂÙ‹ÊÔıÏÂ Â‰˛, Ë· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ �ÂÎÎÂÈÙÈÍ›Ú� ÒÔ-
‚ÔÎ›Ú ÛÙÔ ˜˛ÒÔ S�

h. √È· Ù· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù· Ôı ÏÂÎÂÙÔ˝ÏÂ, ·Ô‰ÂÈ-
ÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·. AÍ¸Ï·,

‰Âfl˜ÌÔıÏÂ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·. √È· ÙÁÌ
·¸‰ÂÈÓÁ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÂÍÙflÏÁÛÁÚ „È· ÙÔ Û˜fiÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÏÂ ÙÁ M›ËÔ‰Ô

IV, ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ u�j���� t	 � H	��	� t � ��� T  Í·È j 
 �� �� ��

¸Ôı u�j� 
 dj

dtj u. √È· ÙÁÌ M›ËÔ‰Ô III ıÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸
ÛÁÏÂflÔ zK � Ôı ÂÈÎ›„ÔıÏÂ ÛÂ Í‹ËÂ ÙÒfl„˘ÌÔ K „È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi
ÙÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ ÙÔı Th� ÂflÌ·È ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ Í·Ë˛Ú Í·È ¸ÙÈ
u��� t	� ut��� t	 � H	��	� t � ��� T . EflÛÁÚ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹
Û˜fiÏ·Ù· „È· ÙÁÌ ������	� Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù· ÁÏÈ‰È·ÍÒÈ-
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Ù‹ Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô
ÙÔı Euler. OÈ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· Ù· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ‹ Û˜fiÏ·Ù·
ÂflÌ·È ·Ò¸ÏÔÈÂÚ ÏÂ ·ıÙ›Ú Ù˘Ì ·ÌÙflÛÙÔÈ˜˘Ì ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ˛Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì.

”ıÌÔÙÈÍ‹ ÙÔ ÂÒÈÂ˜¸ÏÂÌÔ ·ıÙÔ˝ ÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı ÂflÌ·È ÙÔ ÂÓfiÚ. ”ÙÁÌ

x��� ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ M›ËÔ‰Ô IV, x����
Í·È ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÙÁÌ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙfi Ï›ËÔ‰Ô Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ. ”Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù·
����� Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ
H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ”ÙÁÌ x��� ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ ÁÏÈ‰È·-
ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ x��� ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô
ÙÔı Euler. ”Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·
·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ���. ”ÙÁÌ x��� ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÁÌ
������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì
˜˘Òfl˘Ì Ôı ·Ì·Î˝Û·ÏÂ ÛÙÁÌ x��� Í·È ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁ-
Ï·. ”Ù· »Â˛ÒÁÏ·Ù· ����� Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú

ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ”ÙÁÌ x���
‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÁÚ x��� ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ
ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. ”Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È �����
·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔı ���.

��� TO HMIƒIAKPITO –POBÀHMA

”E E–IKAÀY–TOMENO ƒIAMEPI”MO

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÙÔ ������	
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ M›ËÔ‰Ô IV, x���� Í·È ·Ì·Î˝ÔıÏÂ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô

ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·. ”Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ
‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·, ·ÌÙflÛÙÔÈ-
˜·.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ Ve �

Vn. OÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔÌÙ·Ú Ù¸ÙÂ ÙÁÌ ������	 ‹Ì˘ ÛÙÔ Ve Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú
ÙÔÌ Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green, ·flÒÌÔıÏÂ

������	

Z
Ve

ut�x� t	 dx�
Z
�Ve

ru�s� t	 � nds




Z
Ve

f�x� t	 dx� 	e � Ein
h � t � ��� T �

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ������	 Í·È ÙÁÌ �������	 ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uh�t	 � S�

h�
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t � ��� T � Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

Z
Ve

uh�t�x� t	 dx� �

Z
�Ve

ruh�s� t	 � nds




Z
Ve

f�x� t	 dx� 	e � Ein
h � t � ��� T 

uh��� �	 
 u�h ÛÙÔ ��

ÏÂ u�h � S�
h Ïfl· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u�� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	 ku� � u�hk��h � Chku�k����
”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù¸ÙÂ ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	

Z
Ve

�ut � uh�t	�x� t	 dx �
Z
�Ve

r�u� �uh	�s� t	 � nds


 �� 	e � Ein
h � t � ��� T �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi aNO� Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ �������	�
Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi b � �H� � Sh	 � �H� � Sh	 
 R Ôı
ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

������	 b�v� w	 

X
e�Ein

h

w�me	

Z
Ve

v dx�

∂Ò·, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	

b�uh�t��� t	� v	 � �aNO�uh��� t	� v	

 b�f�t	� v	� 	v � S�

h� t � ��� T �

uh��� �	 
 u�h� ÛÙÔ ��

Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÂÓfiÚ

������	 b�ut � uh�t� v	 � aNO�u� �uh� v	 
 �� 	v � S�
h� t � ��� T �

AˆÔ˝ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ f�ege�Ein
h

·ÔÙÂÎÔ˝Ì ‚‹ÛÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı S�
h, ‚Î›Â

������	� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	
ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi: ZÁÙÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ �e�t	 ÙÔı ·Ì·Ù˝„Ï·ÙÔÚ
uh�x� t	 


P
e�Ein

h
�e�t	�e�x	� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂX

e�Ein
h

��e�t	b��e� �		 � �
X
e�Ein

h

�e�t	a��e� �		 
 b�f� �		� 	� � Ein
h �
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Í·È, ÛıÏ‚ÔÎflÊÔÌÙ·Ú ÏÂ �e ÙÈÚ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ÙÁÚ ‰ÔÛÏ›ÌÁÚ ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„È-
ÛÁÚ u�h�

�e��	 
 �e� 	e � Ein
h �

MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÍˆÒ‹ÛÔıÏÂ ÙÔ ·Ò·‹Ì˘ Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÂ ÏÔÒˆfi ÈÌ‹Í˘Ì ˘Ú
ÂÓfiÚ

������	 B���t	 �A��t	 
 ef� „È· t � �� ÏÂ ���	 
 ��

¸Ôı A 
 f�e	ge�	�Ein
h

ÂflÌ·È Ô flÌ·Í·Ú ·Í·Ï¯fl·Ú, ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· �e	 


aNO��e� �		� B 
 fbe	ge�	�Ein
h

Ô flÌ·Í·Ú Ï‹Ê·Ú, ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· be	 


b��e� �		� ef ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· f	 

R
V�
f dx� � � Ein

h � ��t	 ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì �e�t	� e � Ein
h � Í·È � ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl·

�e� e � Ein
h . AıÙ‹ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ›˜ÔıÌ ‰È‹ÛÙ·ÛÁ flÛÁ ÏÂ ·ıÙfi ÙÔı

˜˛ÒÔı S�
h. √È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ Î˝ÛÂ˘Ú � ÙÔı

������	 ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô B ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë·
·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô B ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, ÛıÌÂ˛Ú,
È‰È·flÙÂÒ·, ·ÌÙÈÛÙÒ›ˆÂÙ·È.

ÀfiÏÏ· ������ √È· Í‹ËÂ v � S�
h ›˜ÔıÏÂ

������	 b�v� v	 � ��

A¸‰ÂÈÓÁ: À¸„˘ ÙÁÚ �������	� ›˜ÔıÏÂ

b�v� v	 

X
e�Ein

h

v�me	

Z
Ve

v dx



X
e�Ein

h

v�me	

� jK�ej
�

X
	�Eh�K�e�

v�m		 �
jK�ej

�

X
	�Eh�K�e�

v�m		

�



X
K�Th

jKj
�

� X
e�Eh�K�

v�m		
��
� �

ÀfiÏÏ· ������ O flÌ·Í·Ú B ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú.

A¸‰ÂÈÓÁ: ∏ÛÙ˘ ‰˝Ô ÎÂıÒ›Ú e, � � Ein
h . ∏ÛÙ˘ Í·Ù' ·Ò˜fiÌ ¸ÙÈ Á e Í·È Á

� ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÎÂıÒ›Ú ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th. T¸ÙÂ ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ·¸ ÙÔÌ

ÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ b� Í·È ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� ¸ÙÈ b��e� �		 
 b��	� �e	 
 �.
YÔË›ÙÔıÏÂ Ù˛Ò· ¸ÙÈ e� � � Eh�K	 „È· ›Ì· ÙÒfl„˘ÌÔ K � Th Í·È e �
 �.
T¸ÙÂ

b��e� �		 


Z
V�

�e dx 


Z
K

�e dx 

jKj
�




Z
Ve

�	 dx 
 b��	� �e	� �
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”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ������ Ô flÌ·Í·Ú B ÂflÌ·È ÛıÏ-
ÏÂÙÒÈÍ¸Ú Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ Í·È ‹Ò· ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ. EÔÏ›Ì˘Ú,
ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ˘Ú

���t	 �B��A��t	 
 B�� ef� „È· t � �� ÏÂ ���	 
 ��

”ıÌÂ˛Ú ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ Á ������	 ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ „È· ËÂÙÈÍ¸ t.
»· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ Ù˛Ò·, ›Ì·Ì ÙÂÎÂÛÙfi �ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ� ÒÔ‚ÔÎfiÚ, P o

� �
H���	 � Sh 
 S�

h, Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

�������	 �aNO�P
o
� u� 		 
 aNO�u� 		� 		 � S�

h�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

�������	
kP o

� v � vk��h �Chkvk���� 	v � H� �H�
� �

kP o
� v � vk��� �Ch�kvk	��� 	v � H	 �H�

� �

EflÛÁÚ, Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ P o
� � ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· ¸ÙÈ Ô P o

� Í·È Á
·Ò·„˛„ÈÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·ÌÙÈÏÂÙ·ÙflËÂÌÙ·È,

�������	 P o
� ut 
 �P o

� u	t�

”ÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ ����� Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÔ˝ÏÂ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ÎfiÏÏ·.

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � H�
� �H� � S�

h. T¸ÙÂ

jb�v� w	j � Ckvk���kwk����

A¸‰ÂÈÓÁ: A¸ ÙÁÌ ������	� ›˜ÔıÏÂ

jb�v� w	j 
 j
X
e�Ein

h

w�me	

Z
Ve

v dxj

� �
X
e�Ein

h

h�ew
��me		

���
�
X
e�Ein

h

jVej
h�e

Z
Ve

v� dx	
���

� Ckwk���kvk���� �

AÍ¸Ï· ‰È·Ùı˛ÌÔıÏÂ ÙÔ „Ì˘ÛÙ¸ ÎfiÏÏ· ÙÔı Gronwall, ˘Ú ÀfiÏÏ· �����
�‚Î. ���� xA�	.
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ÀfiÏÏ· ����� 	TÔ „ÂÌÈÍÂıÏ›ÌÔ ÀfiÏÏ· ÙÔı1 Gronwall	: ∏ÛÙ˘ �� f �
C��� T � f�t	 � �� t � ��� T � Í·È

��t	 � ��

Z t

�

f�s	��s	 ds� 	t � ��� T �

¸Ôı � � R. T¸ÙÂ,

��t	 � �e
R
t
�
f�s� ds� 	t � ��� T �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ
ÛÙÁÌ H� Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ uh Í·È u ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ������� Í·È �������	 ·ÌÙfl-

ÛÙÔÈ˜·. T¸ÙÂ

�������	

ku�t	� uh�t	k��h � Ch
�ku�k��� � kut��	k��� � kut�t	k���

�

Z t

�

kut��	k��� d� �
�Z t

�

kutt��	k���� d�
�����

� „È· t � ��

A¸‰ÂÈÓÁ: ŸÚ ÛıÌfiË˘Ú� ˜˘ÒflÊÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u� uh ˘Ú ÂÓfiÚ

�������	 u� uh 
 �u� P o
� u	 � �P o

� u� uh	 
 
� ��

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	� ›˜ÔıÏÂ „È· t � �

�������	

k
�t	k��h � Chku�t	k��� 
 Chku� �
Z t

�

ut��	 d�k���

� Ch�ku�k��� �

Z t

�

kut��	k��� d�	�

EÔÏ›Ì˘Ú, „È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ �.
À¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ �� Ù˘Ì ������	� ������	 Í·È ������	 ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ

·Í¸ÎÔıËÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

b��t� 		 � �aNO��� 		 
 b�P o
� ut� 		 � �aNO�P

o
� u� 		� b�uh�t� 		

� �aNO�uh� 		


 b�P o
� ut� 		 � �aNO�P

o
� u� 		� b�f� 		


 �aNO�u� �P o
� u� 		� b�ut � P o

� ut� 		


 �b�
t� 		� 		 � S�
h�
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∂Ò·,

�������	 b��t� 		 � �aNO��� 		 
 �b�
t� 		� 		 � S�
h�

EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· 	 
 �t ÛÙÁÌ �������	 Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú
¸ÙÈ aNO�v� 		 
 a�v� 		� „È· v� 	 � S�

h� ‚Î. ÀfiÏÏ· ����� Í·È ÀfiÏÏ·
������ Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

�

�

d

dt
j�j���h � b��t� �t	 � �aNO��� �t	 
 �b�
t� �t	


 � d

dt
b�
t� �	 � b�
tt� �	� t � ��� T �

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· t � ��� T  Í·È ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ·
��� t. T¸ÙÂ, ·¸ Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ÙÁÌ ‰È·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì
Poincar	e�Friedrichs, ‚Î. ÀfiÏÏ· ������ ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

�

�
j��t	j���h �

�

�
j���	j���h � k
t��	k���k���	k���

�Ck
t�t	k���j��t	j��h �C

Z t

�

k
tt��	k���j���	j��h d��

Eˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÛÙÁÌ �������	 ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú
ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

j��t	j���h � C�j���	j���h � k
t�t	k���� � k
t��	k����
�

Z t

�

k
tt��	k����d�	

� Cj���	j���h � Ch��kut�t	k���� � kut��	k����
�

Z t

�

kutt��	k����d�	�

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ›ÂÙ·È Á ÂÈËıÏÁÙfi
ÂÍÙflÏÁÛÁ �������	. �

»· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ L�

Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������	 ÏÂ u� ut� utt � H	��	�
t � ��� T  Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������	 ÏÂ u�h 
 P o

� u
�. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·
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ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

ku�t	� uh�t	k��� � Ch�
�ku�k	�� � kut��	k	��

� kut�t	k	�� �

Z t

�

kut��	k	�� d�

�
�Z t

�

kutt��	k�	�� d�
�����

� „È· t � ��

A¸‰ÂÈÓÁ: AˆÔ˝ u�h 
 P o
� u

�, ›˜ÔıÏÂ ���	 
 �. ∂Ò·, ·¸ ÙÁÌ �������	�
·flÒÌÔıÏÂ

�������	

j��t	j��h � Ch�
�kut�t	k���� � kut��	k����

�

Z t

�

kutt��	k����d�
����

�

EÔÏ›Ì˘Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ‰È·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poicar	e�Friedrichs,
ÀfiÏÏ· ������ Í·È ÙÈÚ �������	� �������	� Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÁÌ
ÂÈËıÏÁÙfi ÂÍÙflÏÁÛÁ. �

��� ENA –ÀHPŸ” ƒIAKPITO ”XHMA

”E E–IKAÀY–TOMENO ƒIAMEPI”MO

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ›Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ·
„È· ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ ������	� Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·Ì ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ
ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. ”Ù·
»Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ����� ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ
Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H� Í·È L� Ì¸ÒÏ·.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı ‰È·ÛÙfiÏ·ÙÔÚ ��� T . √È·
N � N� ›ÛÙ˘ k 
 T�N ÙÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ Í·È tn �
 nk� n 

�� � � � � N . EflÛÁÚ, „È· Í‹ËÂ ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ ��� T �
Ë›ÙÔıÏÂ �n �
 ��tn	 Í·È „È· v�� � � � � vN � S�

h

�vn 

vn � vn��

k
� n 
 �� � � � � N � ��

ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ, ÎÔÈ¸Ì, ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›-
ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. TÔ Û˜fiÏ· Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÂflÌ·È ÙÔ ÂÓfiÚ: ZÁÙÔ˝ÌÙ·È
Un � S�

h� n 
 �� � � � � N� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

b��Un� 		 � aNO�U
n� 		


 b�f�tn	� 		� 		 � S�
h� n 
 �� � � � � N�

U� 
 u�h�
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¸Ôı u�h � S�
h ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	. XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔÌ Ûı-

Ï‚ÔÎÈÛÏ¸ „È· ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ A Í·È B Ôı ÂÈÛ·„‹„·ÏÂ „È· ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸
Ò¸‚ÎÁÏ· ������	� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Ó·Ì·„Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	 �B � kA	�n 
 B�n�� � k ef�tn	�
À¸„˘ Ù˘Ì ÀÁÏÏ‹Ù˘Ì ������ ����� Í·È ������ Ô flÌ·Í·Ú B � kA ÂflÌ·È

ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, Í·È ‹Ò· ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ. AÍ¸Ï·
‰È·Ùı˛ÌÔıÏÂ ›Ì· ‰È·ÍÒÈÙ¸ ÎfiÏÏ· ÙÔı Gronwall, ˘Ú ÀfiÏÏ· ����� �‚Î.
��� xA�	.
ÀfiÏÏ· ����� 	H ‰È·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔı Gronwall	: ∏ÛÙ˘ T � �� N � N�
Í·È k 
 T�N . AÌ a�� � � � � aN Í·È E ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍÔfl ·ÒÈËÏÔfl, Ù›ÙÔÈÔÈ ˛ÛÙÂ ÏÂ

� � � Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ

�n�� � E � �k

nX
	��

a	� n 
 �� � � � � N � ��

Ù¸ÙÂ

max
��n�N

an � C�a� �E	�

ÏÂ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı k.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ
H� Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ Un Í·È u ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ������� Í·È �������	
·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

max
��n�N

ku�tn	� Unk��h � Ch

�
ku�k��� � max

��n�N
kunttk���

� max
��t�T

kut�t	k��� �
�Z T

�

kuttt�s	k����ds
�����

� Ck

�
max
��t�T

kutt�t	k��� �
�Z T

�

kuttt�s	k����ds
�����

�

A¸‰ÂÈÓÁ: AÌ‹ÎÔ„·� ¸˘Ú ÛÙÁÌ �������	� ›˜ÔıÏÂ

������	 u�tn	�Un 
 �u�tn	�P o
� u�t

n		��P o
� u�t

n	�Un	 
 
n� �n�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	� ÈÛ˜˝ÂÈ

������	 k
nk��h � Chku�tn	k��� � Ch
�ku�k����Z tn

�

kut��	k���d�
�
�
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EflÛÁÚ, ›Ì·Ú ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ·Ò¸ÏÔÈÔÚ ÏÂ ·ıÙ¸Ì ÛÙÁÌ �������	� ‰flÌÂÈ

b���n� 		 � �aNO��
n� 		 
 b��P o

� u
n� 		 � �aNO�P

o
� u

n� 		

� b��Un� 		� �aNO�U
n� 		


 b���P o
� u

n � unt 	� 		 � b��un � unt 	� 		 � b�unt � 		 � aNO�u
n� 		

� b��Un� 		� �aNO�U
n� 		


 b��n� 		� 		 � S�
h� n 
 �� � � � � N�

¸Ôı

������	 �n �
 �P o
� �u

n � �un	 � ��un � unt 	 
 �n� � �n� �

EÔÏ›Ì˘Ú,

������	
b���n� 		 � �aNO��

n� 		


 b��n� 		� 		 � S�
h� n 
 �� � � � � N�

EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· 	 
 ��n ÛÙÁÌ ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	 b���n� ��n	 � �aNO��
n� ��n	 
 b��n� ��n	� n 
 �� � � � � N�

À¸„˘ Ù˛Ò· ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ aNO�v� 		 
 a�v� 		� „È· v� 	 � S�
h� ‚Î.

ÀfiÏÏ· ������ Í·È ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ Á ������	 ‰flÌÂÈ

������	 j�nj���h � j�nj��hj�n��j��h �
k

�
b��n� ��n	� n 
 �� � � � � N�

AËÒÔflÊÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì ÙÁÌ ������	 „È· j 
 �� � � � � n� Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú
‹ËÒÔÈÛÁ Í·Ù‹ Ï›ÒÁ, ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ÙÁÌ ‰È·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poinca-
r	e�Friedrichs, ‚Î. ÀfiÏÏ· ������ Í·È ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·,
Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

nX
j��

j�j j���h �
nX
j��

j�j j��hj�j��j��h �
k

�

nX
j��

b��j � ��j	

� �

�
j��j���h �

n��X
j��

j�j j���h �
�

�
j�nj���h �

�

�
b��n� �n	� �

�
b���� ��	

� k

�

nX
j��

b���j � �j��	

� Cj��j���h �
�

�
j�nj���h �

n��X
j��

j�j j���h �Ck

n��X
j��

j�j j���h

� C�k�nk���� � k��k����	 �Ck

nX
j��

k��jk�����
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fi ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

�������	

j�nj���h � Cj��j���h � Ck

n��X
j��

j�j j���h � C max
��n�N

k�nk����

� Ck
nX
j��

k��jk�����

XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÛÙÁÌ �������	 ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ·flÒÌÔıÏÂ

�������	
max

��n�N
j�nj���h � Cj��j���h � Ck

NX
j��

k��jk����

� C max
��n�N

k�nk�����

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ ÙÁÚ �������	. À¸„˘, ÎÔÈ¸Ì,
ÙÁÚ ������	� ›˜ÔıÏÂ� „È· j 
 �� � � � � N�

�������	

��j� 

�

k
�P o

� � I	��uj � �uj��	



�

k�
�P o

� � I	�uj � �uj�� � uj��	


 �P o
� � I	

�
uj��
tt �

�

k�

Z tj

tj��

�tj � s	
�

��
uttt�s	 ds

�
�

k�

Z tj��

tj��

�tj�� � s	
�

��
uttt�s	 ds

�
�

EflÛÁÚ,

��j� 

�

k
��uj � ujt � �uj�� � uj��

t 	



�

k�
�uj � �uj�� � uj�� � kujt � kuj��

t 	



�

k�

�
k�uj��

tt � kuj��
t � kujt �

Z tj

tj��

�tj � s	
�

��
uttt�s	 ds

�

Z tj��

tj��

�tj�� � s	
�

��
uttt�s	 ds

�



�

k�

�
k

Z tj

tj��

�tj � s	uttt�s	 ds�

Z tj

tj��

�tj � s	
�

��
uttt�s	 ds

�

Z tj��

tj��

�tj�� � s	
�

��
uttt�s	 ds

�
�
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EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	

��j� 

�

k�
�
k

Z tj

tj��

�tj � s	uttt�s	 ds

�

Z tj

tj��

�tj � s	
�

��
uttt�s	 ds�

Z tj��

tj��

�tj�� � s	
�

��
uttt�s	 ds

�
�

AÍ¸Ï·, Â˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ

�������	

�j� 

�

k

Z tj

tj��

�P o
� � I	ut�s	 ds

Í·È �j� 
 ��

k

Z tj

tj��

�s� tj��	utt�s	 ds�

”ıÌÂ˛Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ �������	��������	� �������	 Í·È �������	� ·fl-
ÒÌÔıÏÂ

�������	

k

nX
j��

k��jk���� � �k

nX
j��

k��j�k
�

��� � k��j�k
�

���

� Ch� max
��n�N

kunttk���� � Ck�
Z tn

�

kuttt�s	k����ds

� Ch�k�
Z tn

�

kuttt�s	k����ds�

Í·Ë˛Ú Í·È

�������	

max
��n�N

k�nk���� � � max
��n�N

k�n� k���� � � max
��n�N

k�n� k����
� Ch� max

��t�T
kut�t	k���� � Ck� max

��t�T
kutt�t	k�����

T¸ÙÂ, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	

max
��n�N

j�nj���h � Cj��j���h �Ch� max
��n�N

kunttk����

� Ck�
Z T

�

kuttt�s	k����ds� Ch�k�
Z T

�

kuttt�s	k����ds

� Ch� max
��t�T

kut�t	k���� � Ck� max
��t�T

kutt�t	k�����
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TÂÎÈÍ‹, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ ������	 Í·È �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈËı-
ÏÁÙfi ÂÍÙflÏÁÛÁ, ������	. �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ· ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒ‹Ú u�tn	� Un.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������	 ÏÂ u� ut� utt� uttt � H	��	�
t � ��� T � Í·È Un Á Î˝ÛÁ ÙÔı �������	 ÏÂ U� 
 P o

� u
�. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl·

ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	

max
��n�N

ku�tn	� Unk��� � Ch�
�
ku�k	�� � max

��n�N
kunttk	��

� max
��t�T

kut�t	k	�� �
�Z T

�

kuttt�s	k�	��ds
�����

� Ck

�
max
��t�T

kutt�t	k��� �
�Z T

�

kuttt�s	k����ds
�����

�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”ıÌÂ˛Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ �������	��������	� �������	 Í·È
�������	 ·flÒÌÔıÏÂ

�������	

k

nX
j��

k��jk���� � �k

nX
j��

k��j�k
�

��� � k��j�k
�

���

� Ch max
��n�N

kunttk�	�� � Ck�
Z tn

�

kuttt�s	k����ds

� Chk�
Z tn

�

kuttt�s	k�	��ds�

Í·Ë˛Ú Í·È

�������	

max
��n�N

k�nk���� � � max
��n�N

k�n� k���� � � max
��n�N

k�n� k����
� Ch max

��t�T
kut�t	k�	�� � Ck� max

��t�T
kutt�t	k�����

AˆÔ˝ ›˜ÔıÏÂ ÂÈÎ›ÓÂÈ U� 
 P o
� u

�, Ù¸ÙÂ �� 
 �. EÔÏ›Ì˘Ú, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú
ÙÈÚ �������	� �������	 Í·È �������	� ›˜ÔıÏÂ

�������	

max
��n�N

j�nj���h � Ch max
��n�N

kunttk�	��

� Ch max
��t�T

kut�t	k�	�� � Chk�
Z tn

�

kuttt�s	k�	��ds

� Ck�
Z tn

�

kuttt�s	k����ds� Ck� max
��t�T

kutt�t	k�����
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”ıÌÂ˛Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ‰È·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poicar	e�Friedrichs,
ÀfiÏÏ· ������ Í·È ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈËıÏÁÙfi
ÂÍÙflÏÁÛÁ. �

��� TO HMIƒIAKPITO –POBÀHMA ”E

MH E–IKAÀY–TOMENO ƒIAMEPI”MO

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜˛ÒÔ ÙÔ
������	 ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ
ÛÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ ���� Í·È Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı
ÒÔÍ˝ÙÂÈ. ”Ù· »Â˘ÒfiÏ·Ù· ����� Í·È ����� Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ
Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙÈÏfiÛÂÈÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÈÚ H� Í·È L� Ì¸ÒÏÂÚ.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ïfl· ÎÂıÒ‹ e � Ein
h Í·È ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ˜˘ÒflÔ,

be � Bn. T¸ÙÂ ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÔ be Í·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ÙÔÌ
Ù˝Ô ÔÎÔÍÎfiÒ˘ÛÁÚ ÙÔı Green. EÔÏ›Ì˘Ú, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	

Z
be

ut�x� t	 dx �
Z
�be

ru�s� t	 � nds




Z
be

f�x� t	 dx� 	e � Ein
h � t � ��� T �

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯ÈÌ ÙÁÌ ������	 Í·È ÙÁÌ x���� ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ˜˘Òfl˘Ì „È· ÙÁÌ ������	: ZÁÙÂflÙ·È uh�t	 � S�

h�
t � ��� T � Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

uh�t�me� t	jbej �
Z
�be

ruh�s� t	 � nds




Z
be

f�x� t	 dx� 	e � Ein
h � t � ��� T 

uh��� �	 
 u�h ÛÙÔ ��

ÏÂ u�h � S�
h Ïfl· ‰ÔÛÏ›ÌÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ u�.

–·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ��
��� ƒÂÌ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈÔ˝ÏÂ ÙÔÌ ¸ÒÔ
R
be
ut� ÏÂ

R
be
uh�t dx�

Ôı ÂflÌ·È ÈË·Ì¸Ì Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ ÏÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ flÌ·Í·� ·ÎÎ‹ ÏÂ
uh�t�me� t	jbej� Ô ÔÔflÔÚ Ë· ‰˛ÛÂÈ ÙÂÎÈÍ‹ ›Ì·Ì ‰È·„˛ÌÈÔ flÌ·Í·.

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	

Z
be

�ut�x� t	� uh�t�me� t		 dx�
Z
�be

r�u� uh	�s� t	 � nds


 �� 	e � Ein
h �
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»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ·Í¸Ï· ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ ‰È„Ò·ÏÏÈÍ›Ú ÏÔÒˆ›Ú, a� aNN � b� c � �H
��

Sh	� �H� � Sh	
 R� ˘Ú

������	

a�v� w	 

X
K�Th

�rv�rw	K �

aNN �v� w	 

X
e�Ein

h

w�me	

Z
�be

rv � nds�

b�v� w	 

X
e�Ein

h

w�me	

Z
be

v dx�

c�v� w	 

X
e�Ein

h

jbejv�me	w�me	�

MÔÒÔ˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	

c�uh�t��� t	� v	 � aNN �uh��� t	� v	

 b�f�t	� v	� 	v � S�

h� t � ��� T �

uh��� �	 
 u�h� ÛÙÔ ��

Í·È ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÂÓfiÚ

������	
b�ut� v	 � c�uh�t� v	 � aNN�u� uh� v	


 �� 	v � S�
h� t � ��� T �

AˆÔ˝ ÔÈ f�ege�Ein
h

·ÔÙÂÎÔ˝Ì ‚‹ÛÁ ÙÔı S�
h� ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ

ÙÔ ÁÏÈ‰È·ÍÒÈÙ¸ Ò¸‚ÎÁÏ· ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi: ZÁÙÔ˝ÌÙ·È ÔÈ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ
�e�t	 ÙÔı ·Ì·Ù˝„Ï·ÙÔÚ uh�x� t	 


P
e�Ein

h
�e�t	�e�x	� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂX

e�Ein
h

��e�t	c��e� �		 �
X
e�Ein

h

�e�t	aNN ��e� �		 
 b�f� �		� 	� � Ein
h �

Í·È ÏÂ �e ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÙÈÚ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ÙÈÚ ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ u�h�

�e��	 
 �e� 	e � Ein
h �

E˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰È·Ùı˛ÛÔıÏÂ ÙÔ ·Ò·‹Ì˘
Ò¸‚ÎÁÏ· ÛÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi,

������	 C���t	 �A��t	 
 ef� „È· t � �� ÏÂ ���	 
 ��
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¸Ôı A 
 f�e	ge�	�Ein
h

ÂflÌ·È Ô flÌ·Í·Ú ·Í·Ï¯fl·Ú ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· �e	 


aNN��e� �		, C 
 fce	ge�	�Ein
h

Ô flÌ·Í·Ú Ï‹Ê·Ú ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· ce	 


c��e� �		, ef ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· f	 

R
b�
f dx� � � Ein

h � ��t	 ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì �e�t	� e � Ein
h � Í·È � ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl·

�e� e � Ein
h . H ‰È‹ÛÙ·ÛÁ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ·ıÙ˛Ì ÂflÌ·È flÛÁ ÏÂ ÙÁ

‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı S�
h. √È· Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ˝·ÒÓÁ Í·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ

Î˝ÛÂ˘Ú � ÙÔı ������	� ·ÒÍÂfl Ì· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô C ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ‰ÂflÓÔıÏÂ ¸ÙÈ Ô C ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ ÏÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹

‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl· Í·È ÛıÌÂ˛Ú ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ.
À¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ c Í·È Ù˘Ì ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì ‚‹ÛÁÚ �e� e � Ein

h �
‚Î. ������	� ›˜ÔıÏÂ

������	 c��e� �		 

X
p�Ein

h

jbpj�e�mp	�	�mp	 
 �e	�

¸Ôı � ÂflÌ·È ÙÔ Û˝Ï‚ÔÎÔ ÙÔı Kronecker. ∂Ò· C 
 I� ¸Ôı I ÂflÌ·È Ô
ÏÔÌ·‰È·flÔÚ N�N flÌ·Í·Ú. ”ıÌÂ˛Ú, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	
ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

���t	 �A��t	 
 ef� „È· t � �� ÏÂ ���	 
 ��

Í·È ‹Ò· ÂflÌ·È Û·ˆ›Ú ¸ÙÈ ›˜ÂÈ ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ „È· ËÂÙÈÍ‹ t.
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÙÂÎÂÛÙfi �ÂÎÎÂÈÙÈÍfiÚ� ÒÔ‚ÔÎfiÚ P n

�

ÛÙÔÌ S�
h� Ô ÔÔflÔÚ ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

�������	 aNN�P n
� u� 		 
 aNN�u� 		� 		 � S�

h�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

�������	 kP n
� v � vk��h � Chkvk���� 	v � H� �H�

� �

AÍ¸Ï·, ·Ì ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bn
ÙÔı Th� ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K�
„È· Í‹ËÂ K � Th� Ù¸ÙÂ ·¸ ÙÔ »Â˛ÒÁÏ· ����� ·flÒÌÔıÏÂ

�������	 kP n
� v � vk��� � Ch�kvk	��� 	v � H	 �H�

� �

EflÛÁÚ, Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ P n
� � ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Â˝ÍÔÎ· ¸ÙÈ Ô P n

� Í·È Á
·Ò·„˛„ÈÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·ÌÙÈÏÂÙ·ÙflËÂÌÙ·È,

�������	 P n
� ut 
 �P n

� u	t�
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÔÒÈÛÏ›Ì· ÎfiÏÏ·Ù· Ôı Ë· Ï·Ú ‚ÔÁËfiÛÔıÌ
ÛÙÁÌ ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÔı »Â˘ÒfiÏ·ÙÔÚ �����.

ÀfiÏÏ· ������ Y‹Ò˜ÔıÌ ËÂÙÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒ›Ú C� Í·È C� Ù›ÙÔÈÂÚ ˛ÛÙÂ

�������	 kvk���� � C�c�v� v	 � C�kvk����� 	v � S�
h�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� ›˜ÔıÏÂ

�������	 kvk���� � C
X
e�Ein

h

h�ev
��me	 � C�kvk����� 	v � S�

h�

¸Ôı he 
 jej. À¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú Th ÂflÌ·È ÏÁ
ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ, ‚Î. ������	� ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

h�e � Cjbej� 	e � Ein
h �

∂Ò·,

kvk���� � Cc�v� v	� 	v � S�
h�

–·Ò¸ÏÔÈ· ‰Âfl˜ÌÔıÏÂ Í·È ÙÁÌ ‹ÎÎÁ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÁÚ �������	. �

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v � H�
� �H� � S�

h Í·È w � S�
h. T¸ÙÂ

�������	 jb�v� w	j � Ckvk���kwk����

A¸‰ÂÈÓÁ: XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Cauchy�Schwarz� ÙÈÚ
�������	 Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ô ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈÛÏ›ÌÔÚ, ‚Î.
������	� ›˜ÔıÏÂ

jb�v� w	j 
 j
X
e�Ein

h

w�me	

Z
be

v dxj

� �
X
e�Ein

h

h�ew
��me		

���
�
X
e�Ein

h

jbej
h�e

Z
be

v� dx	
���

� Ckwk���kvk���� �

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ ‰È„Ò·ÏÏÈÍfi ÏÔÒˆfi

�������	 �h�v� w	 
 b�v� w	 � c�v� w	�

Í·È ·Ô‰ÂÈÍÌ˝ÔıÏÂ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÍÙflÏÁÛÁ:
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ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ v� w � S�
h. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ

ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 j�h�v� w	j � Chjvj��hkwk����

A¸‰ÂÈÓÁ: XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ¸ÙÈ Ô ÙÒÈ„˘ÌÈÛÏ¸Ú Th ÂflÌ·È ÏÁ ÂÍˆıÎÈ-
ÛÏ›ÌÔÚ, ������	� Í·È ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á v ÂflÌ·È Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· „Ò·ÏÏÈÍfi
ÛÙÔÌ Th� ›˜ÔıÏÂ

j�h�v� w	j 
 j
X
e�Ein

h

w�me	

Z
be

�v � v�me		 dxj

� C
X
e�Ein

h

diam�be	jbej jw�me	j jrvj

� Chjvj��hkwk����

¸Ôı he 
 jej. �
”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ����� Í·È ������ ›˜ÔıÏÂ

�������	 aNN �v� w	 
 a�v� w	� 	v� w � S�
h�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

ÛÙÁÌ k � k��h Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ uh Í·È u ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ������	 Í·È ������	� ·ÌÙfl-

ÛÙÔÈ˜·. T¸ÙÂ

�������	

ku�t	 � uh�t	k��h � ku� � u�hk��h � Ch

�
ku�k���

�

Z t

�

kut��	k��� d� �
�Z t

�

kut��	k���� d�
�����

� „È· t � ��

A¸‰ÂÈÓÁ: X˘ÒflÊÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u� uh Í·Ù‹ ÙÔÌ ·Í¸ÎÔıËÔ ÙÒ¸Ô

�������	 u� uh 
 �u� P n
� u	 � �P n

� u� uh	 
 
� ��

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	� ›˜ÔıÏÂ „È· t � ��� T 

�������	

k
�t	k��h � Chku�t	k��� 
 Chku� �
Z t

�

ut��	d�k���

� Ch�ku�k��� �

Z t

�

kut��	k��� d�	�
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”ıÌÂ˛Ú, „È· Ì· ·Ô‰ÂflÓÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ·ÒÍÂfl Ì· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ �.
À¸„˘ Ù˛Ò· ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ �� Ù˘Ì ������	� ������	 Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂ
ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

c��t� 		 � aNN ��� 		 
 c�P n
� ut� 		 � aNN�P n

� u� 		� c�uh�t� 		

� aNN �uh� 		


 c�P n
� ut� 		 � aNN�P n

� u� 		� b�f� 		


 �aNN �u� P n
� u� 		� b�ut� 		 � c�P n

� ut� 		


 �b�
t� 		� �h�P
n
� ut� 		� 		 � S�

h�

EÔÏ›Ì˘Ú,

�������	 c��t� 		 � aNN ��� 		 
 �b�
t� 		� �h�P
n
� ut� 		� 		 � S�

h�

EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÎÔÈ¸Ì 	 
 �t ÛÙÁÌ �������	 Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ·
����� Í·È ÙÁÌ �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

k�tk���� � C
d

dt
j�j���h � C�c��t� �t	 � aNN��� �t		


 C��b�
t� �t	� �h�P
n
� ut� �t		� t � ��� T �

∂Ò·, Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ������ ����� Í·È ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi „Â˘ÏÂ-
ÙÒÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ Û˜›ÛÁ, ·flÒÌÔıÏÂ

�������	
d

dt
j�j���h � Ck
tk���� � Ch�jP n

� utj���h�

À¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ P n
� ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�������	 jP n
� utj��h � jutj��h�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ Ù˛Ò· t � ��� T  Í·È ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ·
��� t. T¸ÙÂ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

j��t	j���h � j���	j���h � C

Z t

�

k
t��	k���� d�

� Ch�
Z t

�

jP n
� ut��	j���h d�

� j���	j���h � C

Z t

�

k
t��	k���� d� � Ch�
Z t

�

kut��	k���� d��
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.
e1 Ke1

e2

e3
Ke3

Ke2

zK

”XHMA ��. ƒÈ·ÏÂÒÈÛÏ¸Ú ÂÌ¸Ú ÙÒÈ„˛ÌÔı K � Th ÛÂ ÙÒfl· ıÔ˜˘Òfl· Ke.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� Á ·Ò·‹Ì˘

Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ

�������	 j��t	j���h � j���	j���h � Ch�
Z t

�

kut��	k����d��

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� Á ÂÍÙflÏÁÛÁ �������	 ›ÂÙ·È
Â˝ÍÔÎ·. �

ÀfiÏÏ· ������ ∏ÛÙ˘ ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝ Bn ÙÔı

Th ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K� „È· Í‹ËÂ

K � Th. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

�������	 j�h�v� w	j � Ch�jvj��hjwj��h� 	v� w � S�
h�

A¸‰ÂÈÓÁ: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ ������	 Í·È ������	� ›˜ÔıÏÂX
K�Th

Z
K

vw dx�
X

e�Ehin

w�me	

Z
be

v dx 

X
K�Th

Z
K

v�w �Q�w		 dx



X
K�Th

Z
K

�v � v�zK		�w �Q�w		 dx�

ÏÂ Q ÙÔÌ ÙÂÎÂÛÙfi Ôı ÔÒflÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ������	� ‰ÁÎ·‰fi

�������	 Q�w	jK 

X

e�Eh�K�

w�me	qKe
� K � Th�

¸Ôı Ke � fTh�K	 ÂflÌ·È Ù· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒ· ÙÒfl„˘Ì· ÛÙ· ÔÔfl· ›˜ÔıÏÂ
‰È·ÏÂÒflÛÂÈ ÙÔ K� ‚Î. ”˜fiÏ· ��� Í·È ÛıÏ‚ÔÎflÊÔıÏÂ ÏÂ qS ÙÁ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈ-
ÛÙÈÍfi ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ ÂÌ¸Ú ˜˘ÒflÔı S � R� .



			 KE÷AÀAIO �. –E–EPA”MENA XŸPIA � –APABOÀIKE” EŒI”Ÿ”EI”

EÔÏ›Ì˘Ú, ÂÂÈ‰fi ¸˘Ú Â˝ÍÔÎ· ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‰Ô˝ÏÂ, Ô Q ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl
ÙÁÌ

�������	

kw �Q�w	k��K � ChK jwj��K 	w � H��K	�Z
K

jw �Q�w	j dx � ChK

Z
K

jrwj dx� 	w � H��K	�

Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	


 X
K�Th

Z
K

vw dx�
X

e�Ehin

w�me	

Z
be

v dx





 � Ch�jvj��K jwj��K �

AÍ¸Ï·, ÂÂÈ‰fi

�������	

Z
K

Q�w	 dx 

X

e�Eh�K�

w�me	jKej 
 jKj
�

X
e�Eh�K�

w�me	




Z
K

w dx� 	w � P��

Î¸„˘ ÙÔı ÎfiÏÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì Bramble�Hilbert �‚Î. ·Ò·‰Âfl„Ï·ÙÔÚ ˜‹ÒÈÌ, ����
Lemma �����	� ·flÒÌÔıÏÂ ¸ÙÈ

�������	 j
X
K�Th

Z
K

�Q�w	�w	 dxj � Ch�jwj������ 	w �W �����	�

¸Ôı j � j����� Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı W �����	� EÈÎ›ÔÌ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ

·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· ÙÔı Sobolev �‚Î.� ˆ›Ò' ÂÈÂflÌ� ���� Theorem �����	�

�������	 kfk��� � Ckfk������ 	f �W �����	�

¸Ôı k � k��� Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı L���	 Í·È k � k����� Á Ì¸ÒÏ· ÙÔı W �����	�

ı‹Ò˜ÂÈ ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ ÙÔı h� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ, „È· v� w � S�
h�

�������	 j
X
K�Th

Z
K

�Q�vw	 � vw	 dxj � Ch�jvj��hjwj��h�

”ıÌÂ˛Ú, ÛıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	 Í·È �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

j�h�v� w	j 
 jb�v� w	 � c�v� w	j � jb�v� w	 �
X
K�Th

Z
K

vw dxj

� j
X
K�Th

Z
K

vw dx� c�v� w	j � Ch�jvj��hjwj��h� �
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· ÂÍÙÈÏfiÛÔıÏÂ ÙÁ ‰È·ˆÔÒ‹ u� uh ÛÙÁÌ L� Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ u Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������	� ÏÂ u��� t	� ut��� t	 � H	��	�
t � ��� T � Í·È uh Á Î˝ÛÁ ÙÔı ������	� ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò· ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı

‰ı˙ÍÔ˝ ‰È·ÏÂÒÈÛÏÔ˝Bn ÙÔıTh ÙÔ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ ÛÁÏÂflÔ zK ÂflÌ·È ÙÔ ‚·Ò˝ÍÂÌÙÒÔ

ÙÔı ÙÒÈ„˛ÌÔı K� „È· Í‹ËÂ K � Th. T¸ÙÂ

�������	

ku�t	 � uh�t	k��� � ku� � u�hk��� � Ch�
�ku�k	��

�

Z t

�

kut��	k	�� d� �
�Z t

�

kut��	k�	�� d�
�����

� „È· t � ��

A¸‰ÂÈÓÁ: »Â˘ÒÔ˝ÏÂ Í·È ‹ÎÈ ÙÁÌ ÂÓflÛ˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ �������	. EÈÎ›-
„ÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· 	 
 � Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÈÚ �������	� �������	� Ù·

ÀfiÏÏ·Ù· ������ ������ ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì Poincar	e�Friedrichs, ‚Î.
ÀfiÏÏ· ������ Í·È ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·, ›˜ÔıÏÂ

�������	
d

dt
c��� �	 � Ck
tk���� � ChjP n

� utj���h�

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì· t � ��� T  Í·È ÔÎÔÍÎÁÒ˛ÌÔıÏÂ ÙÁÌ �������	 ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ·
��� t. T¸ÙÂ, Î¸„˘ ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ����� Í·È ÙÁÚ �������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

�������	

k��t	k���� � Ck���	k���� � C

Z t

�

k
t��	k���� d�

� Ch
Z t

�

jP n
� ut��	j���h d�

� Ck���	k���� � C

Z t

�

k
t��	k���� d�

� Ch
Z t

�

kut��	k���� d��

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ÀfiÏÏ· ����� Í·Ë˛Ú Í·È ÙÈÚ �������	
Í·È �������	� Á ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ‰flÌÂÈ

�������	 k��t	k���� � Ck���	k���� � Ch
Z t

�

kut��	k�	��d��

EÔÏ›Ì˘Ú, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ �������	 Í·È �������	 Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ ÙÁÌ ÂÈËı-
ÏÁÙfi ÂÍÙflÏÁÛÁ. �
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”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ·Ò‹„Ò·ˆÔ Ë· ·Ì·Î˝ÛÔıÏÂ ›Ì· ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸ Û˜fiÏ·
„È· ÙÁÌ ������	� ÙÔ ÔÔflÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ������	 ˘Ú
ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler.

»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ›Ì·Ì ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ ÙÔı ‰È·ÛÙfiÏ·ÙÔÚ ��� T . √È·
N � N� ›ÛÙ˘ k 
 T�N ÙÔ ‚fiÏ· ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ Í·È tn �
 nk� n 

�� � � � � N� EflÛÁÚ „È· Ïfl· ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ �� Á ÔÔfl· ÔÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ ‰È‹ÛÙÁÏ·
��� T � Ë›ÙÔıÏÂ �n �
 ��tn	 Í·È „È· v�� � � � � vN � S�

h

�vn 

vn � vn��

k
� n 
 �� � � � � N � ��

ƒÈ·ÍÒÈÙÔÔÈo˝ÏÂ ÎÔÈ¸Ì ÙÁÌ ������	 ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÏÂ ÙÁÌ ÂÎÂ„Ï›ÌÁ
Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı Euler. EÔÏ›Ì˘Ú, ÒÔÍ˝ÙÂÈ ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ ÎfiÒ˘Ú ‰È·ÍÒÈÙ¸
Û˜fiÏ·: ZÁÙÔ˝ÌÙ·È Un � S�

h� n 
 �� � � � � N� Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ

������	

c��Un� 		 � aNN �Un� 		


 b�f�tn	� 		� 		 � S�
h� n 
 �� � � � � N�

U� 
 u�h�

¸Ôı Á u�h � S�
h ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁÌ ������	� XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÙÔıÚ

flÌ·ÍÂÚ A Í·È C Ôı ËÂ˘ÒfiÛ·ÏÂ ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ·Ò‹„Ò·ˆÔ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ
Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ ÙÁÌ ������	 ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

������	 �C � kA	�n 
 C�n�� � k ef�tn	�
À¸„˘ ÙÔı „Â„ÔÌ¸ÙÔÚ ¸ÙÈ Ô C ÂflÌ·È ‰È·„˛ÌÈÔÚ ÏÂ ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ‰È·„˛ÌÈ·
ÛÙÔÈ˜Âfl·, ÙÁÚ �������	 Í·È Ù˘Ì ÀÁÏÏ‹Ù˘Ì ����� Í·È ������ Ô flÌ·Í·Ú

C � kA ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú Í·È ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔÚ, Í·È ‹Ò· ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ.
»· ‰ÂflÓÔıÏÂ Ù˛Ò· Ïfl· ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ Ù‹ÓÂ˘Ú ÂÍÙflÏÁÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ H�

Ì¸ÒÏ·.

»Â˛ÒÁÏ· ������ ∏ÛÙ˘ Un Í·È u ÔÈ Î˝ÛÂÈÚ Ù˘Ì ������	 Í·È ������	� ·ÌÙfl-

ÛÙÔÈ˜·. T¸ÙÂ ı‹Ò˜ÂÈ Ïfl· ÛÙ·ËÂÒ‹ C� ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÁ Ù˘Ì k Í·È h� Ù›ÙÔÈ·

˛ÛÙÂ

������	

max
��n�N

ku�tn	� Unk��h � Cku� � u�hk��h � Ch

�
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Z T

�

kut��	k��� �
�Z T
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�
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A¸‰ÂÈÓÁ: A¸ ÙÁÌ �������	 ›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ

������	 u�tn	�Un 
 �u�tn	�P n
� u�t

n		��P n
� u�t

n	�Un	 
 
n��n�

AÍ¸Ï·, ·¸ ÙÁÌ �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

������	

k
nk��h � Chku�tn	k���

� Ch
�ku�k��� �

Z tn

�

kut��	k���d�
�
� n 
 �� � � � � N�

EflÛÁÚ ÏÂ ›Ì·Ì ·Ò¸ÏÔÈÔ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÏÂ ÙÁÌ �������	� ·flÒÌÔıÏÂ

c���n� 		 � aNN��n� 		 
 c��P n
� u

n� 		 � aNN�P n
� u

n� 		� ��Un� 		

� aNN�Un� 		


 c��P n
� u

n� 		� b��un� 		 � b��un � unt � 		

� b�unt � 		 � aNN �un� 		� c��Un� 		� aNN�Un� 		


 b��n� 		� �h��P
n
� u

n� 		� 		 � S�
h� n 
 �� � � � � N�

¸Ôı

������	 �n �
 �P n
� �u

n � �un	 � ��un � unt 	 
 �n� � �n� �

EÔÏ›Ì˘Ú,

������	
c���n� 		 � aNN ��n� 		


 b��n� 		� �h��P
n
� u

n� 		� 		 � S�
h� n 
 �� � � � � N�

EÈÎ›„ÔÌÙ·Ú Ù˛Ò· 	 
 ��n ÛÙÁÌ ������	� Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	
c���n� ��n	 � aNN��n� ��n	


 b��n� ��n	� �h��P
n
� u

n� ��n	� n 
 �� � � � � N�

À¸„˘ ÎÔÈ¸Ì ÙÁÚ �������	 Í·È ÙÔı ÀfiÏÏ·ÙÔÚ ������ Á ������	 ‰flÌÂÈ „È·
n 
 �� � � � � N�

Ckk��nk���� � j�nj���h � j�nj��hj�n��j��h � kb��n� ��n	

� k�h��P
n
� u

n� ��n	�
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XÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ù˛Ò· ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ Ù· ÀfiÏÏ·Ù· ������ �����
Í·È ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi „Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ·ÌÈÛ¸ÙÁÙ·, Î·Ï‚‹ÌÔıÏÂ

������	
j�nj���h � j�n��j���h � Ckk�nk����

� Ch�kj�P n
� u

nj���h� n 
 �� � � � � N�

EÈÎ›ÔÌ, Î¸„˘ ÙÔı ÔÒÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ P n
� � ÂflÌ·È ÒÔˆ·Ì›Ú ¸ÙÈ

�������	 j�P n
� u

nj��h � j�unj����
”ıÌÂ˛Ú, ÔÈ ������	 Í·È �������	 ‰flÌÔıÌ

�������	
j�nj���h � j�n��j���h � Ckk�nk����

� Ch�kj�unj����� n 
 �� � � � � N�

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú ÛÙÁÌ �������	 ÙÔ ÀfiÏÏ· ������ ·flÒÌÔıÏÂ

�������	 max
��n�N

j�nj���h � Cj��j���h � Ck

nX
j��

�k�jk���� � h�j�uj j����	�

AÍ¸Ï·, Î¸„˘ ÙÁÚ ������	� ›˜ÔıÏÂ „È· j 
 �� � � � � N�

�������	

�j� 

�

k

Z tj

tj��

�P n
� � I	ut�s	 ds

Í·È �j� 
 ��

k

Z tj

tj��

�s� tj��	utt�s	 ds�

EflÛÁÚ Â˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÂÈ
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