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1. Υπολογισµοι στην οµαδα (Z/pZ)∗

΄Εστω πρώτος p. Το σύνολο (Z/pZ) εφοδιασµένο µε πρόσθεση και πολλαπλα-
σιασµό «modulo p» είναι σώµα. Το (Z/pZ)∗ είναι η πολλαπλασιαστική οµάδα
του σώµατος και είναι κυκλική. Αυτό προκύπτει από την παρακάτω γενική
πρόταση.

Πρόταση 1.1. Κάθε πεπερασµένη υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας

ενός σώµατος είναι κυκλική.

Εποµένως υπάρχει g ∈ (Z/pZ)∗ που γεννά την οµάδα, που έχει δηλαδή τάξη
p− 1. Στόχος µας εδώ είναι να απαντήσουµε στις παρακάτω ερωτήσεις :

(1) ∆εδοµένου ενός στοιχείου g ∈ (Z/pZ)∗, είναι το g γεννήτορας ;
(2) Να ϐρεθεί ένας γεννήτορας της ονάδας (Z/pZ)∗.

Και τις δύο ερωτήσεις ϑα τις απαντήσουµε δεδοµένης της ανάλυσης της τάξης
p− 1 σε πρώτους παράγοντες.

2. Ελεγχος ταξης στοιχειου

΄Εστω πεπερασµένη κυκλική οµάδα G τάξης n = qa11 · · · qatt . Υποθέτουµε ότι
τα q1, . . . , qt και a1, . . . , at είναι γνωστά. Ο αλγόριθµος στηρίζεται στο παρακάτω
λήµµα.

Λήµµα 2.1. ΄Εστω G πεπερασµένη κυκλική οµάδα τάξης n = qa11 · · · qatt και

g ∈ G. Αν gn/qj 6= 1 τότε q
aj
i |ord(g).

Απόδειξη. ΄Εστω s = ord(g). Τότε το s είναι διαιρέτης του n, οπότε είναι της
µορφής s = qb11 · · · qbtt µε 0 ≤ bi ≤ ai για 1 ≤ i ≤ t. Ας υποθέσουµε ότι το qajj
δεν διαιρεί το s. Αυτό σηµαίνει ότι bj ≤ aj − 1. ΄Οµως τότε
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το οποίο είναι πολλαπλάσιο του s. Συνεπώς gn/qj = 1, άτοπο. �

Πρόταση 2.2. ΄Εστω G πεπερασµένη κυκλική οµάδα τάξης n = qa11 · · · qatt και

g ∈ G. gn/qj 6= 1 για 1 ≤ i ≤ t αν και µόνο αν ord(g) = n.

Απόδειξη. Αν ord(g) = n είναι ϕανερό ότι gn/qj 6= 1 για 1 ≤ i ≤ t. Θα δείξουµε
την αντίθετη κατεύθυνση. ΄Εστω, λοιπόν, ότι gn/qj 6= 1 για 1 ≤ i ≤ t. Από το λήµ-
µα προκύπτει ότι qaii |ord(g) για 1 ≤ i ≤ t. Ακόµη (qaii , q

aj
j ) = 1 για i 6= j. Οπότε∏t

i=1 q
ai
i |ord(g). Επίσης, από το Θεώρηµα του Lagrange ord(g)|

∏t
i=1 q

ai
i = n.

΄Αρα ord(g) =
∏t

i=1 q
ai
i = n. �
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Σύµφωνα µε την τελευταία πρόταση, για να ελέγξουµε αν ένα δεδοµένο στοι-
χείο g γεννά την οµάδα G, αρκεί να ελέγξουµε αν gn/qi 6= 1 για 1 ≤ i ≤ t.
Αυτός είναι ο αλγόριθµος ! Ας µετρήσουµε τώρα τις πράξεις (στην οµάδα) που
χρειάζεται ο αλγόριθµος. Χρειάζεται t υψώσεις σε δύναµη. Κάθε ύψωση µπορεί
να γίνει µε O(log n) πράξεις στην οµάδα. ΄Αρα τελικά χρειάζονται O(t log n) πρά-
ξεις. ∆είτε τώρα ότι n = qa11 · · · qatt ≥ 2 · · · 2 = 2t οπότε t log 2 ≤ log n. Συνολικά,
λοιπόν, ο αλγόριθµος µας κάνει O((log n)2) πράξεις στην οµάδα.

Παράδειγµα 2.3. ΄Εστω ο πρώτος p = 101. Θα ελέγξουµε αν ο a = 2 είναι
γεννήτορας της οµάδας (Z/pZ)∗. Κατ’ αρχάς χρειαζόµαστε την παραγοντοποί-
ηση p − 1 = 2252. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2 ϑα χρειαστεί να κάνουµε δύο
ελέγχους. Βλέπουµε ότι 2(p−1)/2 ≡ 250 ≡ −1 (mod p) και 2(p−1)/5 ≡ 220 ≡ 95
(mod p). ΄Αρα η τάξη του 2 είναι p− 1 και το 2 γεννά την οµάδα.

3. Ευρεση γεννητορα

΄Εστω πεπερεασµένη κυκλική οµάδα G τάξης n και γεννήτορας g ∈ G. Τότε
G = {gt : 0 ≤ t ≤ n − 1}. Ποιά από τα στοιχεία τα στοιχεία της G είναι
γεννήτορες ; Η απάντηση δίνεται από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 3.1. ΄Εστω πεπερεασµένη κυκλική οµάδα G τάξης n και γεννήτορας

g ∈ G. Η τάξη του στοιχείου gt είναι n/(n, t).

Απόδειξη. Ας ονοµάσουµε s = ord(gt). Επίσης ας είναι d = (n, t), n = dn1,
t = dt1. Βλέπουµε ότι (n1, t1) = 1. Θα δείξουµε ότι s = n1.

΄Εχουµε
(gt)n1 = gtn1 = gt1n = 1,

οπότε s|n1.
Επίσης,

1 = (gt)s = gts,

οπότε n|ts. ΄Αρα υπάρχει λ ∈ Z τέτοιο ώστε ts = λn. ΄Αρα t1s = λn1. Καθώς
(n1, t1) = 1 προκύπτει ότι n1|s. ΄Αρα τελικά s = n1. �

Πρόταση 3.2. ΄Εστω πεπερεασµένη κυκλική οµάδα G τάξης n και γεννήτορας

g ∈ G. Το σύνολο των γεννητόρων της G είναι το {gt : 1 ≤ t < n, (n, t) = 1}.
Το πλήθος των γεννητόρων είναι φ(n).

Απόδειξη. Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι το σύνολο των στοιχείων
της G που έχουν τάξη n είναι ακριβώς το {gt : 1 ≤ t < n, (n, t) = 1}. Το
πλήθος των στοιχείων του συνόλου είναι φ(n). �

Βλέπουµε ότι αν επιλέξουµε ένα στοιχείο από την G τυχαία µε οµοιόµορφη
κατανοµή (εφόσον ϕυσικά µπορούµε να το κάνουµε αυτό), τότε η πιθανότητα να
επιλέξουµε γεννήτορα είναι φ(n)/n. ΄Αρα κατά µέσο όρο πρέπει να επιλέξουµε
(τυχαία) n/φ(n) στοιχεία µέχρι να ϐρούµε γεννήτορα. Για να ελέγξουµε αν το
εκάστοτε στοιχείο είναι ή όχι γεννήτορας χρησιµοποιούµε το τέστ της προηγού-
µενης εννότητας.

Πόσο µεγάλη µπορεί να γίνει η ποσότητα n/φ(n); ΄Οχι πολύ µεγάλη, όπως
δείχνει η παρακάτω πρόταση.
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Πρόταση 3.3. Υπάρχει σταθερά A > 0 τέτοια ώστε

φ(n)

n
≥ A

log n
, n ≥ 2.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε
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n
=

∏
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)
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,

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι log(1 − x) ≥ −x − x2 για x ∈ [0, 1/2]. Η σειρά∑∞
k=1 1/k

2 συγκλίνει σε κάποιο ϑετικό αριθµό B. Οπότε∑
p≤n

1

p2
≤
∑
p

1

p2
≤

∞∑
k=1

1

k2
= B.

΄Εχουµε λοιπόν,
φ(n)

n
≥ exp(−B) exp

(
−
∑
p≤n

1

p

)
.

Στο σηµείο αυτό χρειαζόµαστε το παρακάτω στοιχειώδες (αλλά όχι απλό) απο-
τέλεσµα. Υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε∣∣∣∣∣∑

p≤n

1

p
− log log n

∣∣∣∣∣ ≤ C, n ≥ 2.

Εποµένως, ∑
p≤n

1

p
≤ log log n+ C.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα, έχουµε
φ(n)

n
≥ exp(−B) exp(−C) exp(− log log n) =

A

log n
,

όπου A = exp(−B − C).
�


