EIZAT'QT'H ZTHN KPYIITOAOTITA
ZHMEIQZEIZ #6

©EOAOYAOL TAPEDQAAAKHE

1. To MPOBAHMA TOY AIAKPITOY AOTAPI®MOY

Z1o pdbnpa autd da doupe KATO10UG aAyop10110Ug Yia UITOAOY10H0 H1aKpITeV
AoydpiOpwv. Bupidoupe 6t oto poBAnpa tou drakpttou AoyapiOpou (DL), pag
Siveral pia opdda G, éva ototkeio g € G tagng n > 1 kat kanow y € (g) rat 9¢-
Aoupe va UTOAOYI0OUE TO PIKPOTEPO P APVITIKO AKEPALO T TETOL0 WOTE Y = g~.
Apxkd 9a meprypayoupe 6U0 aAyopiBpoug Tmou PImopouv va epappooTouV o€
ortowadnrote opada G. Tétoloug adyopiOpoug toug ovopdloupe yevikoug. Ei-
vat gavepo Ot 10 & propet va Bpedei av unodoyicoups pe ) ogipa ta ¢F ya
k=0,1,2,...,n — 1, xat oe k4O Prjpa va ouykpivoupe 10 g* pe 10 y. ‘Otav
etvatl ioa €xoupe Bpet 1o z. O adyopiBpog autog ovopddetal ouxva Kat TETPip-
névog kat xpetaletat O(n log n) mpdgeig o G. Tug enopeveg apaypapoug Sa
eEPypayoupe alyoplOpoug rmou BeAtidvouy 1o gpaypa auto.

2. O aarorieMoOxr BABY-STEP/GIANT-STEP

O aAyop1Bpog autdg sivat tou D. Shanks. 'Eotw ot pag divetatto g € G tadng
n (yvootg) katto y € (g) = {¢* | 0 < k < n — 1}. @éhoupe va unodoyicoupe
100 <z <n—1r1tw0w0 wote y = g*.

Eow 1 < ¢ < n évag aképatog. Tote ypagpoviag v £§iomon tng Staipeong pe
urtiddorto tou z (rmou dev EEpoupie) He 1o ¢ £Xoupe

n
rT=q-1i9+Jo, pe 0<19< — wat 0 <5 <q.
q
duoika ta ¢ Kat j dev ta §Epoupe. 'Opwg §Epoupe Ot UTIAPXOUV KAl OTL AV UIIO-
Aoyiooupe ta 7o Kat jy 9a £€xoupe urnodoyioet 1o x. Auto Sa kavoupe. I'pagpoupe
gx — y — gqi0+j0 —
yg—jo — ggio‘
H tedevtaia e€ionon urodsikvuel tov akodoubo adyopiOpo.

(1) YroAdyioe ta u = ¢~ katw = g7, A
(2) Twaj=0,1,...,|n/q] vnoAéyioe 1o yu’ kar anobrrevoe ta (yu’, 7).
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(3) Twai =0,1,...,q — 1 umoAdytoe 10 w' Kat yla kabe pia Tyar) mou uro-
Aoyidetg, koita av 1o w' eivatl 10 MPWTo PEAOG KATTO10U {EUYOUG TTOU £XELS
untoAoyioet oto Bripa (2).

(4) Otav Bpeig 10 7 T€T010 Wote W' = Yyu'®, andvinoe x = qig + Jo-

H op6dtnta tou adyopiBpou eivatl @avepn amno ooa sinape napanave. I1oosg
npagelg otn G kavel o adyopidpog; 'Exoupe O(logq) mpdgeig oto Brpa (1),
O(|n/q]|log(n/q)) mpdageg oto Brpa (2) xat O(qlogq) mpageig oto Brpa (3).
Tuvodika éxoupe O(qlogq + (n/q)log(n/q)) npddelg. Ouupnbeite du £xoupe
akopn v edeubepia va emAégoupe 1o . Av oupe 10 ¢ + n/q cav ouvaptnon
T0U ¢, ehayiotonotat yia ¢ = +/n. BéBatla 1o ¢ mpénet va sivat aképaiog, ondte
ermdéyoupe 1o ¢ va etvat évag aképalog Kovid oto /1, yia napadeiypa to [/n].
Tote 0 ap1dpog v Brpdtev tou adyopibpou etvat O(y/nlogn).

3. O AarorieMoOr TQN POHLIG KAl HELLMAN

O otoxog tou aldyopibpou twv Pohlig kat Hellman eivat diapopetikog amno
autov tou Baby-step/Giant-step. Ztoxog eivai va avayoupe tov UTTIOAOY1OHO
gvog Blakpitou doyapibpou oy opdada (g) oto urodoyiopo moddev Srakpitov
doyapibpev oe unoopddsg g (g). Ta va to metvxoupe autd xpesddetal va
yvopiloupe v avdaAuon Tou n o€ TPOTOUS TIapdyovieg. Ag umtofécoupie Aorov
OTl 1 avdduon auvt eivat n = pﬁl -+ plr. Av katagépoups va unoloyicoupe
0<a? <pliyai=1,...,r ttroia dote v = a¥) (mod p*) téte PMOPOUE
va Bpoupe 10 x anod 11§ aparnave oxeoelg pe 1o Kivediko @swpnpa Yroloinwv.
‘Apa pévet va eifoupe g Popouv va UroAoyotouy td a®. Eow ot n = mp
pe (m,p) = 1. Avyy = y™, go = g™, 0te Yo = ¢ xat go eival oroeio wagng
pt. Av 0 < a < p' eival o 61akp1tog AoyaptB10g ToU ¥y WS POg TN PAon go, ToTe
r =a (mod p').

Av ypayoupe 1o a otn) Bdon p, £€xoupe

a:a0+a1p+---+at_1pt_1, 0<a;<p, ya 1 =0,1,...,t —1.

®¢Aoupe va unoAoyicoupe ta ag, dq, - - ., 0;_1. Exoupe

t—1 t—1\ @
Yo=0o =Y = (gg >
, pt=1 pt=1
kat 9étoviag ho =y, .91 =g, -, EXOUPE

1

_aotaipttai—iptTl  ag
ho = g, =01,

b0t n tadn tou ¢; eival p. Anod ta 6edopéva propovpe va Unoloyicoupe ta
ho = y™P xat g, = ¢™/P. T ouvéxela unodoyiloupe 1o Slakpitd AoydplOpo tou
ho ®g pog ) Baon ¢;. To anotédeopa eivat 1o ag.
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Ag untobéooupie tHpa OtTL £X0UE UIToAoyioet ta ay, . . . , @;—1 Kal YEA® va uro-
Aoyiow 10 a,;. 'Exoupe

_aptaripttai—1pt T Haipi o +ar_1pt !
Yo = Yo )

OTIoTE _
—ag—aip—-—a;_1p'?

Yoo
t—i—1

_aip+ta_iptT!
=9 :

Yywvovtag otnv p Kat ta 6Uo peéAn, €xoupe

hi = g?ia

, an— i@t t—i—1 , , , .
émou h; = (yog, *° P TTH )P Kavape kat mdAt Xprion ToU yeyovetog

ot 1 tadn twu g; eivat p. Ano ta mponyoupeva Prpata, £XOUHE UTOAOYioet
a ag, .. .,0;_1, OMOTE PUIOPOUNE va UIMOAOyicoupe 10 h; KAl ot CUVEXEW TO
dlakpitd Aoydapibpo tou h; wg ripog ) Baocn g;. To anotédeopa givat 1o a;.

H moAurlokotnta tou adyopibpou propet va urodoyiotel wg €§ng. T'a va
urodoyiooupe kdBe éva amnd ta yneia a; anarovviat O(logn) npageg onv
ondda kabmg Kat o UroAoy1opog evog S1akp1tou Aoyapibpou os pia opdda tagng
p. Me 1ov aAyop18po Baby-Step/Giant-Step auto pnopeti va yivel pe O(\/]_o log p)
pagelg oty opada. LUvenmg, yid va urodoyiotouv 0Aa ta yneia tou x mod pf
arnattovvtat O(t;4/p; log p;) ipdeig oty opdda. Ta va unodoyiotei o  modulo
piyai=1,...,ranatovvial O (22:1 tiy/pilog pz-) npagelg. Kabogn > pl yua
kaPe 1 <1 < r, n napandve moodta @pdacstat and mv O (lognz;l \/E)
Eivati eukodo va et kaveig ou r < logn/log2. Av p = max{p,...,p,}, Wt éva
Ave @EPAYHA Yid Tov aplBpo tev rpddemv mou anattei o aAyopibpog ivat

O (\/]_9 (log n)2) .

To 61daypa sivatl 011 0 UTTAOY1010G £vOG H1aKp1tou Aoyapifpou os pia KUukAtl-
K1) opada tagng n propet avia va avayBei otov urtoAoyopo Stakpitov Aoyapiob-
BV o urtoopddeg mpwtng taing. Av 9édoupe to mpoBAnpa va eivat Suoxkolo,
IPETIEL VA OlyOUPEUTOURE OTL T0 N dratpeital amd KAmnowo peyddo npeoto. a
napadetypa, av o povog dabéotpiog adyopidpog eivat autdg towv Pohlig kat Hell-
man, kat 9¢Aoupe 0 UTTOAOY1010G Tou S1akpitou Aoyapibpou va anattei repinou
2100 mpdgeig otnv opdda, tote mpénet va emAéfoupe pia opada té&ng n, érou
10 N Sratpeital and kanoio mpoTo peyefoug niepinou 22°0 (6ndadn va éxet mpdto
olaipétn pe 200 nepirnou bits).

Mapadewypa 3.1. Ag novpe yia napdderypa, ot p = 28 + 1 eivar mpwtog Kat
9¢Aoupe va unodoyidoupe drakpitoug AoyapiBpoug otnv opada JFPX. H td&n ing
opdadag etvat n = p — 1 = 2!, mou pmnopei va napayoviornoinOei moAu sUKoAa.
Xpnowpormoloviag tov aAyopidpo tov Pohlig kat Hellman propoupe va Abooupe
10 mpdBAnpa oe Xpovo O(v/21og®n) = O(log? p). Andabdr) 1o TpoBANpa Avvetat
0€ TIOAUGMVUUIKO Xpovo. Av 9édoupe va Baocicoupe éva ouotnua ElGamal otnv
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opada ]pr TPETIEL VA EMTAEEOUE TO P €101 WOTE 10 p — 1 va €xel peydlo mpwto
drapétn.
IMapadewypa 3.2. Ag doupe kat éva napddetypa UMOAOYIOPOU H1aKPItou Ao-
yapibpou pe ) pébodo Pohlig-Hellman. Ag eivar n opada pag n Fy xkat
pag Givoviat ta ¥y = 10 xat ¢ = 3. BAémoupe ot n taén g opadag eivat
n=29—1=28=2%.7xat n tan tou g eivai 28, dndadr) (g) = Fy. OfAoupe
va Bpoupe 0 < x < 28 tétowo vote y = ¢° dndady 10 = 3% (mod 29). To x
urodoyiletat mod 28.

TUpgova e tov adyoptdno, Sa urnodoyiom o # mod 2% kat mod 7. An-
Aabdr), 9a urodoyiow a kat b tétola wote

a (mod 2?)

= b (modT7).

Apxkd vnodoyidw 1o a. Yrodoyidw
Yo = y' =10"=17 (mod 29),
g = g =3"=12 (mod 29),
g = go=122=28 (mod 29).
I'padw 1o a ot Bdon 2, a = ag + 2a1, pe 0 < ag, a1 < 1. T'a 10 ap vrtodoyidw:
ho =ys = 17 =28 mod 29.
Kabog hg = g1, BAémoupe 61t ap = 1. Tt ouvéxetla, uroAoyidm:
hi =909, ® = 17-1271 =28 mod 29,
Kat 1o dakpitdo AoyapOpo tou hy ®g mpog tn BAaon g, mOU eival Kat malt i0og
pe 1. Apa a; = 1. Zuvenoga =1+ 2 = 3.
[Ipoxwp® otov uroloyiopd tou b. Kabog oty avdduon 28 = 22 -7 10 7

epgavidetat pe exkBé 1, apkel va vnodoyion €va povo yneio, to 6o 1o b.
YroAdoyidw

v = y*=10"=24 mod 29,
g = ¢g'=3"=23 mod 29,
g1 = Yo
Emiong, éxoupe hy = yo. ‘Etot éxoune hy = ¢°, dnhadn
24 = 12" (mod 29).

Yriapyouv 7 duvatég ermdoyég yia o b (ot b = 0,1,...,6), 1ig ornoieg propw
va €8etaonm pa rpog pia. duoikd da propouvoa va pappooem tov adyopiopo
Baby-step/Giant-step. Ze ka0e niepintwor), Bpioken b = 6.
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'E10o1 £x® va AUowm to ouotnua
r = 3 (mod 4)
r = 6 (modT).

Me tov aAyopiBpo yia to Kivéliko ®edpnpa Yrodoinwv, Bpioke x = 27. Tlpay-
patkd, propsi kaveig evkoAa va enaAnBevoet ot 327 = 10 mod 29.



