
ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΚΡΥΠΤΟΛΟΓΙΑ

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ #2

ΘΕΟ∆ΟΥΛΟΣ ΓΑΡΕΦΑΛΑΚΗΣ

1. Ο συµβολισµος O(·)

Ας δούµε αρχικά τον ορισµό.

Ορισµός 1.1. ΄Εστω συναρτήσεις f, g : N→ R. Τότε ορίζουµε το σύνολο O(g)

f ∈ O(g) ⇐⇒ ∃c > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0, |f(n)| ≤ c|g(n)|.

Εµείς ϑα έχουµε µόνο περιπτώσεις όπου οι f και g είναι µη αρνητικές για
κάθε ϕυσικό, εκτός ίσως από κάποιους αρχικούς όρους. Οπότε στον παραπάνω
ορισµό δεν είναι απαραίτητες οι απόλυτες τιµές. Ακόµη, συχνά αντί για f ∈ O(g)
ϑα γράφουµε f = O(g) ή και f � g.

Βλέπουµε ότι ο ορισµός µάς δίνει ένα σύντοµο τρόπο γραφής ενός πάνω ϕράγ-
µατος, µέχρι πολλαπλασιαστικής σταθεράς, µιας συνάρτησης, για «µεγάλα» n.
Ας δούµε µερικά παραδείγµατα.

Παραδείγµατα 1.2. (1) Τετριµµένα ισχύει : na = O(nb) για a ≤ b.
(2) Αν f = O(g) και g = O(h) τότε f = O(h). Πραγµατικά υπάρχουν

σταθερές c1, c2 > 0 και ϕυσικοι n1, n2 τέτοιοι ώστε

f(n) ≤ c1g(n) για n ≥ n1

και
g(n) ≤ c2h(n) για n ≥ n2.

Τότε µε n0 = max{n1, n2} και c = c1c2 έχουµε

f(n) ≤ ch(n) για n ≥ n0.

(3) ΄Οµοια ϐλέπουµε οτι αν f1 = O(g) και f2 = O(g) τότε f1 + f2 = O(g).
(4) Αν f(n) = adn

d + · · ·+ a1n+ a0 µε ad > 0, τότε f(n) = O(nd). Πραγµα-
τικά, κάθε όρος aini, i = 0, . . . , d είναι στο O(nd), και έχουµε σταθερό
πλήθος όρων (ανεξάρτητο του n), οπότε το αποτέλεσµα προκύπτει από το
προηγούµενο παράδειγµα.

(5) Ισχύει nd = O(en) για οποιοδήποτε ϕυσικό d. Αυτό µπορούµε να το
δούµε για παράδειγµα από το ανάπτυγµα Taylor της ex γύρω απο το 0.
Για x = n, όλοι οι όροι του αναπτυγµατος είναι ϑετικοί, άρα en ≥ nd/d!.
Σε συνδοιασµό µε το προηγούµενο παράδειγµα ϐλέπουµε ότι για κάθε
πολυώνυµο f ισχύει f(n) = O(en).
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(6) Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι n = O(en
ε
) για οποιοδήποτε ε > 0.

Πραγµατικά, από το ανάπτυγµα Taylor της εκθετικής γύρω από το 0,
έχουµε ex ≥ xd/d! για κάθε x ≥ 0 και για κάθε ϕυσικό d. Για x = nε

και d = b1/εc + 1 έχουµε enε ≥ nεd/d! ≥ n/d!. Το παράδειγµα αυτό
είναι ενδιαφέρον για 0 < ε < 1. Για παράδειγµα, για ε = 1/2 έχουµε,
n = O(e

√
n).

(7) Ισχύει log n = O(nε) για οποιοδήποτε ε > 0. Στο προηγούµενο παρά-
δειγµα δείξαµε ότι

en
ε ≥ nεd

d!
όπου d = b1/εc+ 1 > 1/ε, άρα εd > 1 και έχουµε

en
ε ≥ nεd

d!
≥ n

για n ≥ n0 = b(d!)1/(εd−1)c. Λογαριθµίζοντας παίρνουµε το Ϲητούµενο.
(8) Προσέξτε ότι δεν ισχύει en = O(en/2) (γιατι ;).

Παρατηρήστε ότι είναι δυνατό να συµβαίνει f = O(g) και g = O(f) για δύο
διαφορετικές συναρτήσεις f και g (ϐρείτε παραδείγµατα). Τότε ϑα λέµε ότι οι f
και g έχουν ίδια τάξη µεγέθους.

Αν για µια συνάρτηση f : N→ R υπάρχει πολυωνυµική συνάρτηση p : N→ R
τέτοια ώστε f = O(p), ϑα λέµε ότι η f είναι πολυωνυµικά ϕραγµένη.

2. Ο Συµβολισµος o(·)

Ορισµός 2.1. ΄Εστω συναρτήσεις f, g : N→ R. Τότε ορίζουµε το σύνολο o(g)

f ∈ o(g) ⇐⇒ ∀c > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0, |f(n)| ≤ c|g(n)|.

Παρατηρήστε ότι, εάν g(n) 6= 0, έχουµε την ισοδυναµία

f ∈ o(g)⇐⇒ lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0.

∆είτε επίσης ότι f = o(g) ⇒ f = O(g). Το αντίστροφο δεν ισχύει. (∆ώστε
παράδειγµα.) Εξετάστε σε ποια από τα παραπάνω παραδείγµατα µπορούµε να
αντικαταστήσουµε το O() µε o().

3. Πολυπλοκοτητα αλγοριθµου

΄Ολοι έχουµε µια διαισθητική αντίληψη της έννοιας του αλγόριθµου. ΄Εστω
ένας αλγόριθµος A που έχει είσοδο µήκους n. ∆ηλαδή το πλήθος των συµβό-
λων που χρειάζονται για την καταγραφή της εισόδου είναι n. Για παράδειγµα
για να γράψουµε τον ϕυσικό αριθµό N σε δεκαδικό σύστηµα χρειαζόµαστε
blog10Nc+1 δεκαδικά ψηφία – δηλαδή O(logN) ψηφία. Για να παραστήσουµε
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ένα πολυώνυµο ϐαθµού d µε συντελεστες ακεραίους µε απόλυτη τιµή το πολύ
N χρειαζόµαστε O(d logN) ψηφία.

Η πολυπλοκότητα του αλγόριθµου A είναι ο αριθµός των ϐηµάτων που χρειά-
Ϲεται ο αλγόριθµος για να τερµατίσει και δίνεται ως συνάρτηση του µήκους της
εισόδου.

Για παράδειγµα, ας δουµε τον αλγόριθµο της πρόσθεσης ϕυσικών αριθµών.
Αν η είσοδος είναι δύο ϕυσικοί a και b, ο αλγόριθµος προσθέτει ψηφίο προς
ψηφίο. Το πλήθος των ϐηµάτων είναι O(max{log a, log b}). Ο «σχολικός» πολ-
λαπλασιασµός ακεραίων a και b έχει πολυπλοκότητα O(log a log b). Επίσεις η
διαίρεση µε υπόλοιπο του a µε το b γίνεται σε χρόνο O(log a log b).

Συχνά ϑα µετράµε την πολυπλοκότητα ενός αλγόριθµου ως αριθµό κάποιων
µη στοιχειωδών ϐηµάτων (π.χ. αριθµητικών πράξεων). Για παράδειγµα, αν έ-
χουµε δύο m × m πίνακες A,B ∈ Matm(Z), τότε το άθροισµα τους µπορεί
να υπολογιστεί µε m2 προσθέσεις ακεραίων. Εάν οι ακέραιοι που εµφανίζον-
ται στους πίνακες είναι κατ’ απόλυτη τιµή το πολύ N , τότε η πολυπλοκότητα
του αλγόριθµου είναι O(m2 logN). Βρείτε προσεκτικά πόσες προσθέσεις και
πόσους πολλαπλασιασµούς ακεραίων χρειάζεται ο «κλασικος» αλγόριθµος πολ-
λαπλασιασµού πινάκων για να υπολογίσει τον A · B. Προσέξτε ότι αν A = (aij)
και B = (bij) και |aij| ≤ N και |bij| ≤ N για 1 ≤ i, j ≤ m τότε τα γινόµενα aikbkj
που ϑα εµφανιστούν µπορεί να έχουν τιµή έως και N2. ∆ηλαδή οι προσθέσεις
ϑα είναι µεταξύ αριθµών µεγαλύτερου µεγέθους. Αυτό ϐέβαια δε ϑα επηρρεάσει
τελικά τα πράγµατα, αφού το κόστος µιας πρόσθεσης δύο ακεραίων µεγέθους
το πολύ N2 είναι στο O(logN2) = O(logN).


