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1. Γενικη περιγραφη της µεθοδου

Η µέθοδος παραγοντοποίησης του Fermat επιχειρεί να γράψει τον αριθµό

n που ϑέλουµε να παραγοντοποιήσουµε ως διαφορά τετραγώνων, δηλαδή να

υπολογίσει x, y,∈ Z τέτοιους ώστε n = x2 − y2. Αυτό όµως έιναι γενικά δύσκολο

και γι’ αυτό η µέθοδος δεν είναι αποτελεσµατική για µεγάλους αριθµούς. Οδηγεί

όµως στην παρατήρηση ότι αν ϐρούµε ακεραίους x, y τέτοιους ώστε

(1) x2 ≡ y2 (mod n),

τότε το n διαιρεί το (x + y)(x − y). ΄Αρα, ο µ.κ.δ. (x + y, n) ϑα µας δώσει µια

παραγοντοποίηση του n (όχι αναγκαστικά σε πρώτους παράγοντες), εκτός αν

(x + y, n) = 1 ή n. Με άλλα λόγια η µέθοδος αποτυγχάνει αν

x ≡ ±y (mod n).

Αν οι αριθµοί x, y, οι οποίοι ικανοποιούν την (1) επιλεγούν τυχαία, µπορεί κανείς

να δείξει ότι η πιθανότητα αποτυχίας είναι το πολύ 1/2.

Πώς µπορούµε να ϐρούµε ακεραίους x, y που να ικανοποιούν την (1); Ας

σταθεροποιήσουµε το σύνολο

S = {2, 3, 5, . . . , pt}

των πρώτων t πρώτων αριθµών. Θα λέµε ότι ένας αριθµός παραγοντοποιή-

ται πάνω στο S αν όλοι οι πρώτοι παράγοντες του ανοίκουν στο S. ΄Εστω ότι

έχουµε ϐρει αρκετά Ϲεύγη αριθµών (ai, bi), i = 1, 2, . . . , s τέτοια ώστε οι ai και bi

παραγοντοποιούνται πάνω στο S, ας πούµε

ai =

t
∏

j=1

p
eij

j i = 1, 2, . . . , s

bi =

t
∏

j=1

p
dij

j i = 1, 2, . . . , s

και επιπλέον

ai ≡ bi (mod n) i = 1, 2, . . . , s.

Τότε έχουµε

(2)

t
∏

j=1

p
eij

j ≡
t

∏

j=1

p
dij

j i = 1, 2, . . . , s.
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Στη συνέχεια ϑέλουµε να ϐρούµε ποιές σχέσεις να πολλαπλασιάσουµε κατά

µέλη, έτσι ώστε να πάρουµε µια ισοτιµία στην οποία όλοι οι εκθέτες να είναι

άρτοιοι. Αυτό ϑα µας δώσει τα δύο τετράγωνα που ψάχνουµε.

Με τις παραπάνω σκέψεις ϐλέπουµε η µέθοδος µας έχει δύο στάδια : πρώ-

τον να κατασκευάσουµε τις σχέσεις, και δεύτερον να ϐρούµε ποιες σχέσεις να

πολλαπλασιάσουµε.

2. Συδοιασµος σχεσεων

Ας ξεκινήσουµε την περιγραφή µας από το δεύτερο στάδιο. Ας υποθέσουµε ότι

έχουµε κατασκευάσει αρκετές σχέσεις της µορφής (2). Αυτό που µας ενδιαφέρει

πραγµατικά για το συνδοιασµό των σχέσεων δεν είναι η τιµή του κάθε εκθέτη

eij και dij αλλά αν είναι άρτιος ή περιττός. Με άλλα λόγια µας ενδιαφέρει η

τιµή του κάθε εκθέτη mod 2. Ας ϑεωρήσουµε το διάνυσµα (x1, . . . , xs) ∈ F
s
2
.

Το διάνυσµα που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουµε κατά µέλη τις σχέσεις µε

δείκτη i όπου xi = 1, η σχέση που προκύπτει είναι

(3)

t
∏

j=1

p
Ps

i=1
xieij

j ≡

t
∏

j=1

p
Ps

i=1
xidij

j (mod n).

Η τελευταία σχέση είναι σχέση τετραγώνων αν και µόνο αν

(4)

s
∑

i=1

(eij − dij)xi ≡ 0 (mod 2) j = 1, 2, . . . , s.

Μένει να ϐρούµε ένα διάνυσµα x = (x1, . . . , xs) που να ικανοποιεί την (4),

δηλαδή µια λύση του γραµµικού συστήµατος

Ax = o,

όπου A είναι ένας t× s πίνακας µε στοιχεία στο F2 και το (i, j) στοιχείο του είναι

το eij − dij, το x είναι το διάνυσµα των αγνώστων, διάστασης s και το o είναι το

µηδενικό διάνυσµα διάστασης t.
Μπορούµε να λύσουµε το σύστηµα µε µεθόδους της γραµµικής άλγεβρας.

Αν το σύστηµα δεν έχει λύση σηµαίνει ότι δεν έχουµε αρκετές σχέσεις, οπότε

κατασκευάζουµε περισσότερες µε τη µέθοδο που ϑα περιγράψουµε στην επό-

µενη ενότητα.

3. Κατασκευη σχεσεων

Περνάµε στην περιγραφή της κατασκευής των σχέσεων (2). Αν

a ≡ b (mod n)

τότε

b = a − λn

για κάποιο λ ∈ Z. Ψάχνουµε να ϐρούµε αρκετά Ϲεύγη (a, b) που επιπλέον να

παραγοντοποιούνται πάνω στο S. Κάθε τέτοιο Ϲέυγος µας δίνει και µία σχέση.

Σταθεροποιούµε το λ και εξετάζουµε «µικρές» τιµές του a, ας πούµε 2 ≤ a ≤ B
ώστε µε µεγάλη πιθανότητα το a να παραγοντοποιήται πάνω στο S. Για κάθε τιµή

του a που εξετάζουµε, πρέπει να ελέγξουµε αν το b = a − λn παραγοντοποιήται

πάνω στο S και αν παραγοντοποιήται να ϐρούµε αυτή την παραγοντοποίηση.
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Μια πρώτη σκέψη είναι για κάθε τιµή του a να παραγοντοποιούµε το b. Αυτό

όµως ϕαίνεται πολύ χρονοβόρο, καθώς οι περισσότεροι από τους αριθµούς που

καλούµαστε να παραγοντοποιήσουµε δεν παραγοντοποιούνται πάνω στο S. Μια

καλύτερη µέθοδος είναι η παρακάτω.

Γράφουµε τους αριθµούς a = 2, 3, . . . , B σε µια λίστα. ∆ίπλα σε κάθε αριθµό a
γράφουµε το log(a−λn) (δεν είναι απαραίτητη καλή προσέγγιση του λογάριθµου

(το ακέραιο µέρος είναι αρκετό). Για ένα πρώτο p ∈ S, οι αριθµοί a − λn µε

2 ≤ a ≤ B που διαιρούνται µε το p ικανοποιούν την

a ≡ λn (mod p).

∆ιατρέχουµε τη λίστα και σηµειώνουµε δίπλα στα a που ικανοποιούν την παρα-

πάνω ισοτιµία το pe, όπου pe είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το

a − λn και αφαιρούµε από την τιµή του λογάριθµου το e log p. Το κάνουµε

αυτό για κάθε πρώτο p ∈ S. Αφού έχουµε τελειώσει µε τους πρώτους στο S
κοιτάµε ποιά στοιχεία στη λίστα έχουν τιµή λογάριθµου κοντά στο 0. Αυτά τα

στοιχεία παραγοντοποιούνται πάνω στο S και η ανάλυση τους έχει ήδη ϐρεθεί.

Ας πάρουµε ένα τέτοιο στοιχείο a. Το b = a − λn αναλύεται πάνω στο S και

ελπίζουµε ότι το ίδιο ισχύει και για το a. Το ελέγχουµε παραγοντοποιώντας το a,

ας πούµε µε δοκιµαστικές διαιρέσεις. Αν όντως συµβαίνει, όπως περιµένουµε,

τότε παίρνουµε µια σχέση της µορφής (2).

Παράδειγµα 3.1. ΄Εστω n = 1271. Επιλέγουµε το S = {2, 3, 5} και στα-

ϑεροποιούµε το λ = −2. Θα εξετάσουµε τους αριθµούς 2 ≤ a ≤ 10. Στην

πρώτη ϕάση, για τη δηµιουργία των σχέσεων γράφουµε τη λίστα µας

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log 7.8 7.8 7.8 7.8 7.8 7.8 7.8 7.8 7.8

Οι αριθµοί a − λn = a + 2 · 1271 = a + 2542 µε 2 ≤ a ≤ 10 που διαιρούνται µε

το 2 είναι αυτοί που ικανοποιούν την

a + 2542 ≡ 0 (mod 2),

δηλαδή για a άρτιο. Συµπληρώνουµε τον πίνακα.

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log 5 7.8 7.1 7.8 6.4 7.8 7.1 7.8 5.7

24 2 22 2 23

Προχωρούµε στον επόµενο πρώτο, το 3. Οι αριθµοί a + 2542 που διαιρούνται

µε το 3 ικανοποιούν την

a + 2542 ≡ 0 (mod 3) ⇐⇒ a ≡ 2 (mod 3),

δηλαδή αντιστοιχούν στους αριθµους a = 2, 5, 8 στη λίστα µας.

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log 3.9 7.8 7.1 5.6 6.4 7.8 6 7.8 5.7

24 · 3 2 32 22 2 · 3 23

Εξετάζουµε και τον τελευταίο πρώτο στο S, το 5. Οι αριθµοί a + 2542 που

διαιρούνται µε το 5 ικανοποιούν την

a + 2542 ≡ 0 (mod 5) ⇐⇒ a ≡ 3 (mod 5),
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δηλαδή αντιστοιχούν στους αριθµούς a = 3, 8 στη λίστα µας.

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log 3.9 6.2 7.1 5.6 6.4 7.8 4.4 7.8 5.7

24 · 3 5 2 32 22 2 · 3 · 5 23

Με την επιλογή των παραµέτρων µας, ϐλέπουµε ότι, αφού εξετάσαµε όλους

τους πρώτους στο S, κανένας λογάριθµος δεν έχει ϕτάσει κοντά στο 0. ∆εν

έχουµε πάρει καµµία σχέση. Πραγµατικά, κανείς µπορεί να ελέγξει ότι κανένας

από τους αριθµούς a + 2542 για a = 2, 3, . . . , 10 δεν αναλύεται πλήρως πάνω

στο S. Μπορούµε να διορθώσουµε το πρόβληµα είτε µεγαλώνοντας το S, είτε

εξετάζοντας περισσότερες τιµές για το a, είτε και τα δύο. Για παράδειγµα, αν

παίρναµε S = {2, 3, 5, 17} τότε έχουµε

a + 2542 ≡ 0 (mod 17) ⇐⇒ a ≡ 8 (mod 17),

που αντιστοιχεί στο a = 8 στη λίστα µας.

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log 3.9 6.2 7.1 5.6 6.4 7.8 0 7.8 5.7

24 · 3 5 2 32 22 2 · 3 · 52 · 17 23

Βλπεπουµε ότι το a = 8 µας δίνει µία σχέση, την

2 · 3 · 52 · 17 ≡ 23 (mod 1271).

Η αντίστοιχη ισοτιµία για τους εκθέτες είναι

(1, 0, 0, 0) ≡ (1, 1, 0, 1) (mod 2),

ή ισοδύναµα

(0, 1, 0, 1) ≡ (0, 0, 0, 0) (mod 2),

όπου η πρώτη συντεταγµένη αντιστοιχεί στο 2, η δεύτερη στο 3, η τρίτη στο 5

και η τέταρτη στο 17. Το (0, 1, 0, 1) είναι η πρώτη γραµµή του πίνακα A.

4. Σχολια

΄Ολοι οι αλγόριθµοι παραγοντοποίησης που ϐασίζονται στο συνδοιασµό σχέσεων

για τη δηµιουργία διαφοράς τετραγώνων λειτουργούν σε δύο ϕάσεις : της δηµιουργίας

των σχέσεων και της επίλυσης του γραµµικού συστήµατος. Η ϕάση της επίλυσης

του συστήµατος είναι η ίδια για όλους τους αλγόριθµους. Αυτό που διαφέρει

είναι ο τρόπος δηµιουργίας των σχέσεων, δηλαδή η πρώτη ϕάση.

Υπάρχουν αλγόριθµοι που η χρονική τους πολυπλοκότητα αποδεικνύεται ότι

είναι

exp
(

(c1 + o(1))(log n)1/2(log log n)1/2
)

.

Οι πιο πρακτικοί αλγόριθµοι έχουν την παραπάνω πολυπλοκότητα, χωρίς όµως

αυτό να µπορεί να αποδειχτεί αυστηρά. Οι σηµαντικότεροι αλγόριθµοι αυτής

της κατηγορίας είναι το Quadratic Sieve και το Continued Fractions Sieve. Η

µέθοδος που περιγράψαµε εδώ είναι γνωστη ως Linear Sieve.

Τέλος υπάρχουν αλγόριθµοι των οποίων η πρώτη ϕάση ϐασίζεται σε αλγεβρική

ϑεωρία αριθµών και ικάζεται ότι έχουν πολυπλοκότητα

exp
(

(c2 + o(1))(log n)1/3(log log n)2/3
)

.


