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1. Παραγοντοποιηση ακεραιων

Θα µελετήσουµε το πρόβληµα της ανάλυσης ακεραίων σε πρώτους παρά-

γοντες. Μας δίνεται ένας ακέραιος n > 0. Η πρώτη µας δουλειά είναι να

ελέγξουµε αν ο n είναι πρώτος.Αυτό µπορεί να γίνει εύκολα µε ένα πιθανοθεω-

ϱητικό τέστ. Γνωρίζοντας ότι ο αριθµός µας είναι σύνθετος, προχωρούµε στην

παραγοντοποίηση του. Μια πρώτη προσέγγιση είναι να δοκιµάσουµε να ϐρούµε

τους πρώτους παράγοντες του n δοκιµάζοντας διαδοχικές διαιρέσεις µε 2,3,5,7

κ.λ.π. Κάθε σύνθετος αριθµός n έχει πρώτο παράγοντα µικοτερο ή ίσο µε
√

n.

΄Αρα χρειάζεται να ελένξουµε του πρώτους έως το
√

n, για να ανακαλύψουµε

κάποιο πρώτο παράγοντα του n. Το πρόβληµα είναι ότι µπορεί ο µικρότερος

πρώτος διαιρέτης του n να είναι της τάξης του
√

n, οπότε η παραπάνω µέθοδος

ϑα χρειαστεί να κάνει περίπου τόσες διαιρέσεις. Ο αριθµός
√

n = e0.5 log n είναι

εκθετικός στο µέγεθος της εισόδου, που είναι log n. Πρακτικά, αν το n ∼ 21000,

τότε ϑα χρειαστούµε περίπου 2500 διαιρέσεις...

2. Η µεθοδος p − 1

Θα δούµε τώρα µια µέθοδο που δουλεύει καλά για αριθµούς είδικής µορφής.

Για την απλούστευση της περιγραφής της µεθόδου, ας υποθέσουµε ότι n = pq,

όπου p, q είναι πρώτοι. Τότε γνωρίζουµε ότι για a µε (a, n) = 1, ισχύουν

ap−1 ≡ 1 (mod p)

aq−1 ≡ 1 (mod q).

Αν είχα ένα αριθµό E τέτοιον ώστε p − 1|E, αλλά q − 1 6 |E, τότε σίγουρα

aE ≡ 1 (mod p),

και περιµένω ότι

aE 6≡ 1 (mod q),

εκτός αν η τάξη του a modulo q διαιρεί το E. Στην περίπτωση που οι δύο

παραπάνω σχέσεις ισχύουν, τότε

(aE − 1, n) = p
1
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και κατάφερα να παραγοντοποιήσω. Προσέξτε ότι όλη η µέθοδος συνίσταται στην

επιλογή του E, που είναι λίγο-πολύ αφθαίρετη, και του a, που είναι τυχαία, και

στον υπολογισµό ενός µέγιστου κοινού διαιρέτη. Πότε περιµένουµε η µέθοδος

να επιτύχει ; Ας εξετάσουµε πότε η µέθοδος αποτυγχάνει. Αποτυχία σηµαίνει

ότι ο µ.κ.δ. (aE − 1, n) είναι τετριµµένος, δηλαδή ίσος µε 1 ή µε n. Η πρώτη

περίπτωση σηµαίνει ότι n 6 |aE − 1 δηλαδή p 6 |aE − 1 και q 6 |aE − 1, δηλαδή

aE 6≡ 1 (mod p)

aE 6≡ 1 (mod q)

το οποίο σηµαίνει ότι το p − 1 και το q − 1 δεν διαιρούν το E.

Η άλλη περίπτωση αποτυχίας είναι (aE − 1, n) = n που σηµαίνει ότι

aE ≡ 1 (mod p)

aE ≡ 1 (mod q)

που σηµαίνει (αν το a είναι γεννήτορας mod p και mod q) ότι και το p− 1 και το

q − 1 διαιρούν το E.

Πώς µπορώ λοιπόν να επιλέξω το E; Επιλέγω ένα ϕράγµα B και ϑέτω E = B!.
Αν οι πρώτοι παράγοντες του p−1 είναι µικροί (≤ B) και εµφανίζονται σε µικρές

σχετικά δυνάµεις, τότε p − 1|B! και εποµένως aB! ≡ 1 (mod p). Αν ο q − 1 έχει

κάποιο πρώτο παράγοντα µεγαλύτερο του B τότε ελπίζω ότι ϑα έχω aB! 6≡ 1
(mod q) οπότε ο µ.κ.δ. (aB! − 1, n) είναι ίσος µε p.

Προσέξτε ότι η επιτυχία του αλγόριθµου εξαρτάται από το µέγεθος των πρώτων

παραγόντων του p − 1 και όχι του ίδιου του n.

Παράδειγµα 2.1. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να παραγοντοποιήσουµε τον αριθµό n =
1223917. Επιλέγουµε a = 2, οπότε (a, n) = 1, και το ϕράγµα B = 9. Υπολογί-

Ϲουµε aB! mod n = 29! mod n = 517467, οπότε

(29! − 1, n) = (517467 − 1, 1223917) = 1009.

Με ένα πιθανοθεωρητικό τέστ ϐλέπουµε ότι µε µεγάλη πιθανότητα το p = 1009
είναι πρώτος και ότι το q = n/p = 1213 είναι επίσης πρώτος. ΄Ετσι έχουµε την

ανάλυση n = 1009 · 1213.

Κανείς µπορεί να ελέγξει ότι

p − 1 = 1008 = 24 · 32 · 7 και q − 1 = 22 · 3 · 101.

΄Ετσι ϕαίνεται ότι η επιλογή B = 7 ή 8 ϑα έδιναν το ίδιο αποτέλεσµα. Το ίδιο

και τιµές του B στο διάστηµα [7, 100]. Αν επιλέγαµε B = 6, τότε p−1 6 |6! καθώς

και q − 1 6 |6!, οπότε όπως ϑα περιµέναµε (26! − 1, n) = 1. Οι τιµές B ≥ 101
επίσεις οδηγούν σε αποτυχία, αφού τότε (2B! − 1, n) = n.
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3. ∆ιαφορες τετραγωνων

Η επόµενη µέθοδος αποδίδεται στον Fermat και ϐασίζεται στη γνωστή ταυτότη-

τα x2 − y2 = (x + y)(x − y). Αν µου δοθεί ένας ϕυσικός n και καταφέρω να τον

γράψω ως διαφορά δύο τετραγώνων, τότε µπορώ να τον γράψω σαν γινόµενο δύο

αριθµών, όχι κατ’ ανάγκη πρώτων, τους οποίους ϑα προσπαθήσω στη συνέχεια

να παραγοντοποιήσω.

Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι κάθε περιττός σύνθετος µπορεί να γραφεί ως

διαφορά τετραγώνων. Πραγµατικά, αν είναι n = A · B, όπου A και B είναι

περιττοί µεγαλύτεροι ή ίσοι του 3 τότε οι αριθµοί

x =
A + B

2
, y =

A − B

2

ικανοποιούν την ισότητα x2 − y2 = A · B = n. Η γραφή αυτή του n ως διαφορά

τετραγώνων δεν είναι κατ΄ ανάγκη µοναδική. Αυτό εξαρτάται από το πλήθος των

πρώτων παραγόντων του n.

Η µέθοδος µου, λοιπόν, είναι η εξής : Υπολογίζω διαδοχικά τους αριθµούς

n + x2 για x = 0, 1, 2, . . . και ελέγχω αν είναι τέλεια τετράγωνα ή όχι. ΄Οταν

κάποιος από αυτούς τους αριθµούς είναι τέλειο τετράγωνο, ας πούµε n+x2 = y2

τότε έχω τη διαφορά τετραγώνων που ψάχνω και αναλύω το n στο γινόµενο

(x + y)(x − y). Αν κάποιος από τους x + y και x − y δεν είναι πρώτος συνεχίζω

να αναλύσω αυτόν.

Παράδειγµα 3.1. ΄Εστω n = 8850609. Υπολογίζουµε διαδοχικά

n + 12 = 8850610 δεν είναι τετράγωνο

n + 22 = 8850613 δεν είναι τετράγωνο

n + 32 = 8850618 δεν είναι τετράγωνο

n + 42 = 8850625 = 29752

οπότε 8850609 = (2975 − 4)(2975 + 4) = 2971 · 2979. Κανείς µπορεί να ελέγξει

ότι το 2971 είναι πρώτος, ενώ 2979 = 32 · 331.

Παράδειγµα 3.2. ΄Εστω n = 14987880589. Υπολογίζουµε

n + 12 = 14987880590 δεν είναι τετράγωνο

n + 22 = 14987880593 δεν είναι τετράγωνο

· · · · · ·
n + 62 = 14987880625 = 1224252
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και έχουµε n = (122425− 6)(122425 + 6) = 122419 · 122431. Κανένας από τους

δύο δεν είναι πρώτος. Συνεχίζουµε µε την ανάλυση του 122419.

122419 + 12 = 122420 δεν είναι τετράγωνο

122419 + 22 = 122423 δεν είναι τετράγωνο

· · · · · ·
122419 + 92 = 122500 = 3502

οπότε 122419 = (350 − 9)(350 + 9) = 341 · 359. ∆ιαπιστώνουµε ότι ο 359 είναι

πρώτος. Βρίσκουµε, για παράδειγµα µε δοκιµασικές διαιρέσεις, ότι 314 = 11·31
και έτσι έχουµε την ανάλυση 122419 = 11 · 31 · 359.

Συνεχίζουµε µε την ανάλυση του 122431. Υπολογίζουµε το 122431 + k2 για

µερικές διαδοχικές τιµές του k, όµως δε ϐρίσκουµε τέλειο τετράγωνο. Ο λόγος

είναι ότι το 122431 είναι γινόµενο δύο πρώτων, άρα η γραφή του ως διαφορά

τετραγώνων είναι µοναδική και δυστυχώς για εµάς, ϐρίσκουµε τετράγωνο για

k = 225. Εδώ ϕαίνεται και η αδυναµία της µεθόδου: αν ο αριθµός µας δε

γράφεται σαν γινόµενο δύο ίσων σχεδόν αριθµών, τότε πρέπει να κάνουµε πολλές

δοκιµές προκειµένου να ϕτιάξουµε τη διαφορά τετραγώνων.


