
ΑΛΓΕΒΡΑ ΙΙ

ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ #5

ΘΕΟ∆ΟΥΛΟΣ ΓΑΡΕΦΑΛΑΚΗΣ

(1) ΄Εστω K/F πεπερασµένη, διαχωρίσιµη επέκταση και n ∈ N. Για α ∈ K,
δείξτε ότι η απεικόνιση Tα : K → F , Tα(x) = TK/F (αx) είναι F -γραµµική.
∆είξτε επίσης ότι για α, β ∈ K, Tα = Tβ αν και µόνο αν α = β. ∆είξτε ότι αν
L : K → F είναι F -γραµµική, τότε L = Tα γιά κάποιο α ∈ K.

(2) ΄Εστω {α1, . . . , αn} µία ϐάση της επέκτασηςK/F . ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδική
ϐάση {β1, . . . , βn} µε την ιδιότητα TK/F (αiβj) = δij, για 1 ≤ i, j ≤ n, όπου
δij = 0 αν i 6= j και δij = 1 αν i = j. Η ϐάση {β1, . . . , βn} ονοµάζεται δυϊκή
της {α1, . . . , αn}.
Υπόδειξη : Εφαρµόστε το συµπέρασµα της προηγούµενης άσκησης για τις
γραµµικές απεικονίσεις Lj : K → F µε Lj(

∑n
i=1 ciαi) = cj για να δείξετε ότι

τα βj υπάρχουν. Μετά δείξτε ότι είναι γραµµικώς ανεξάρτητα πάνω από το F .

(3) (α΄) Βρείτε τη δυϊκή ϐάση της ϐάσης {1,
√
d} της επέκτασης Q(

√
d)/Q, όπου

d ∈ Q δεν είναι τέλειο τετράγωνο στο Q.
(ϐ΄) Εξετάστε αν υπάρχει ϐάση της επέκτασης Q(

√
2)/Q η οποία να είναι δυϊκή

του εαυτού της.
(γ΄) Υπολογίστε µία ϐάση της επέκτασης F22/F2 η οποία είναι δυϊκή του εαυτού

της.

(4) ΄Εστω q δύναµη πρώτου και n ∈ N. Αποδείξτε ότι για α ∈ Fqn, Nqn|q(α) = 1 αν
και µόνο αν α = βq−1 για κάποιο β ∈ Fqn.

(5) ∆ίνεται το πολυώνυµο f = X3 − 3X + 1 ∈ Q[X]. Αν K είναι σώµα ανάλυσης
του f πάνω από το Q, υπολογίστε το ϐαθµό της επέκτασης [K : Q] και δείξτε
ότι η οµάδα Galois είναι κυκλική.
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