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1. ΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. ΄Ενα στοιχείο a ∈ R ονοµάζεται
µηδενοδύναµο αν υπάρχει k ∈ N τέτοιος ώστε ak = 0. Αποδείξτε ότι το σύνολο των
µηδενοδύναµων στοιχείων του R, δηλαδή το σύνολο

S =
{
a ∈ R : ∃k ∈ N, ak = 0

}
είναι υποδακτύλιος του R.

2. ΄Εστω m ∈ N, m ≥ 2. Αποδείξτε ότι η κλάση ā ∈ Zm είναι µηδενοδύναµο στοιχείο
αν και µόνο αν κάθε πρώτος διαιρέτης του m είναι διαιρέτης του a. Καταγράψτε
όλα τα µηδενοδύναµα στοιχεία του Z72.

3. Είναι γνωστό ότι όταν το R είναι ακέραια περιοχή, τότε (R[X])× = R×. Αυτό
δεν είναι κατ’ ανάγκη αλήθεια όταν το R δεν είναι ακέραια περιοχή. ∆είξτε ότι το
πολυώνυµο 2̄X2 + 2̄X + 3̄ ∈ Z4[X] είναι αντιστρέψιµο.

4. Για n ∈ N και k ∈ N µε 0 ≤ k ≤ n, ορίζουµε C(n, k) να είναι ο συντελεστής του
Xk του πολυωνύµου (X + 1)n ∈ Z[X]. ∆ηλαδή για κάθε n ∈ N εξ’ ορισµού ισχύει

(X + 1)n =
n∑

k=0

C(n, k)Xk.

(α΄) Αποδείξτε ότι για κάθε n ∈ N, C(n, 0) = C(n, n) = 1.
(ϐ΄) Χρησιµοποιήστε την ισότητα (X + 1)n+1 = X(X + 1)n + (X + 1)n για να

δείξετε ότι C(n + 1, k) = C(n, k) + C(n, k − 1) για κάθε n ∈ N και κάθε
ϕυσικό 1 ≤ k ≤ n.

(γ΄) Αποδείξτε ότι C(n, k) = n!
k!(n−k)!

.

(δ΄) Αποδείξτε ότι C(2n, n) =
∑n

k=0C(n, k)C(n, n− k).

5. ΄Εστω K ένα σώµα χααρακτηριστικής p > 0. ∆είξτε ότι η απεικόνιση

φ : K −→ K, x 7→ xp

είναι µονοµορφισµός. Εάν το K είναι πεπερασµένο, δείξτε ότι η φ είναι αυτοµορ-
ϕισµός. Η απεικόνιση φ ονοµάζεται ενδοµορφισµός του Frobenius.
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