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Φυλλάδιο Προβληµάτων 5

1. Αποδείξτε ότι το σύνολο {a + b
√

2 : a, b ∈ Q − {0}} εφοδιασµένο µε τον πολλα-

πλασιασµό πραγµατικών αριθµών είναι υποοµάδα της (R− {0}, ·).

2. ΄Εστω (G, ·) οµάδα. Να αποδειχθούν τα παρακάτω:

(α΄) Για κάθε n ∈ Z και για κάθε a, b ∈ G, (a−1ba)n = a−1bna,

(ϐ΄) Για κάθε a ∈ G, ord(a) = ord(a−1).

3. ΄Εστω (G, ·) οµάδα. Για g ∈ G ορίζουµε το σύνολο

Cg = {h ∈ G : hg = gh}.
Να αποδειχθεί ότι για κάθε g ∈ G το Cg είναι υποοµάδα της G (η υποοµάδα αυτή

ονοµάζεται κεντροποιητής του g).

4. ΄Εστω (G, ·) αβελιανή οµάδα και a, b ∈ G στοιχεία πεπερασµένης τάξης. Απο-

δείξτε ότι ord(ab) | εκπ(ord(a), ord(b)). ∆ώστε ένα παράδειγµα όπου ord(ab) 6=
εκπ(ord(a), ord(b)) και ένα παράδειγµα όπου ord(ab) = εκπ(ord(a), ord(b)).

5. Αποδείξτε ότι οι οµάδες (Z×7 , ·) και (Z×9 , ·) είναι κυκλικές.

6. ΄Εστω η πολλαπλασιαστική οµάδα (C− {0}, ·). Να αποδειχθούν τα παρακάτω:

(α΄) Οι κυκλικές υποοµάδες 〈i〉 και 〈
√

3+i
4
〉 είναι πεπερασµένες. Να υπολογιστούν

οι τάξεις τους.

(ϐ΄) Η υποοµάδα 〈1 + i〉 είναι άπειρη.

7. ΄Εστω n, m ∈ N, m ≥ 2 και Mn(Zm) το σύνολο των n×n πινάκων µε εγγραφές από

την οµάδα Zm. Αποδείξτε ότι το σύνολο Mn(Zm) εφοδιασµένο µε την πρόσθεση

πινάκων, που ορίζεται µε το «ϕυσικό» τρόπο, δηλαδή αν A = (aij), B = (bij) ∈
Mn(Zm), ορίζουµε C = A + B, όπου C = (cij), µε cij = aij + bij, 1 ≤ i, j ≤ n,
είναι αβελιανή οµάδα. Για δεδοµένο πίνακα A = (aij) ∈Mn(Zm) δείξτε ότι

ord(A) = εκπ(ord(aij) : 1 ≤ i, j ≤ n).

Ποιά είναι η τάξη της οµάδας (Mn(Zm), +); Για ποιές των n, m είναι η οµάδα

κυκλική ;
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