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1. ΄Εστω µη κενό σύνολο A, εφοδιασµένο µε µία εσωτερική πράξη ∗, το οποίο διαθέτει

ουδέτερο στοιχείο, e, ως προς την πράξη αυτή. Εάν για κάθε a, b, c, d ∈ A ισχύει

(a∗b)∗(c∗d) = (a∗c)∗(b∗d), αποδείξτε ότι το (A, ∗) είναι αντιµεταθετικό µονοειδές.

2. ΄Εστω (G, ·) οµάδα και a, b ∈ G. Αποδείξτε ότι (a · b)−1 = a−1 · b−1
αν και µόνο αν

a · b = b · a.

3. Επί του συνόλου R ορίζουµε την εσωτερική πράξη ∗ ως εξής :

x ∗ y = x+ y + x2y2, ∀x, y ∈ R.

Αποδείξτε ότι υπάρχει ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη ∗, καθώς και ότι υπάρ-

χουν στοιχεία του R που έχουν µηδέν, ένα ή δύο συµµετρικά στοιχεία. Εξηγήστε

σε τι οφείλεται η ύπαρξη στοιχείων του R µε περισσότερα από ένα συµµετρικά

στοιχεία.

4. Στα παρακάτω σύνολα εφοδιασµένα µε τις παρακάτω πράξεις, εξετάστε εάν η πράξη

είναι προσεταιριστική, αντιµεταθετική, αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο και αν όλα τα

στοιχεία έχουν συµµετρικό στοιχείο.

(α΄) Στο σύνολο Q µε την πράξη � που ορίζεται ως εξής :

a� b = |a|b, ∀a, b ∈ Q.

(ϐ΄) Στο σύνολο Z µε την πράξη ⊕ που ορίζεται ως εξής :

a⊕ b = 3(a+ b), ∀a, b ∈ Z.
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5. ΄Εστω n ∈ N. Συµβολίζουµε µε µn(C) το σύνολο των µιγαδικών n-οστων ϱιζών

της µονάδας, δηλαδή το σύνολο των µιγαδικών αριθµών ζ που ικανοποιούν την

ζn = 1. Αποδείξτε ότι το σύνολο µn(C) εφοδιασµένο µε το συνήθη πολλαπλασιασµό

µιγαδικών αριθµών είναι αβελιανή οµάδα.

6. ΄Εστω (G, ·) οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e και τάξη 2n, n ∈ N. Ορίζουµε το σύνολο

P = {x ∈ G : x−1 = x}.

Απόδείξτε τα παρακάτω:

(α΄) Υπάρχει m ∈ N τέτοιος ώστε |P | = 2m.

(ϐ΄) Υπάρχει στοιχείο a ∈ G− {e}, τέτοιο ώστε a2 = e.

(γ΄) Επαληθεύστε τις δύο παραπάνω προτάσεις για τις οµάδες Z×
7 ,Z×

8 και Z2n,

n ∈ N.
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