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Φυλλάδιο Προβληµάτων 10

1. (α΄) ΄Εστω f(X) = anX
n + · · · + a1X + a0 ∈ Z[X] και r/s ∈ Q µία ϱίζα του, µε

µκδ(r, s) = 1. ∆είξτε ότι r|a0 και s|an.

(ϐ΄) Εάν το πολυώνυµο Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ Z[X] έχει ϱίζα στο Q,

δείξτε ότι έχει ϱίζα στο Z.

(γ΄) Εάν κ ∈ Z και n ∈ N, n ≥ 2, δείξτε ότι το πολυώνυµο Xn + 2κX + 2 ∈ Z[X]
δεν έχει ϱίζα στο Q.

2. Υπολογίστε όλες τις ϱίζες του πολυωνύµου X4 + 2̄X3 + 4̄X + 3̄ ∈ Z5[X].

3. ΄Εστω p πρώτος και φ : Z → Zp ο οµοµορφισµός δακτυλίων, που ορίζεται από τη

σχέση φ(a) = ā. Τότε :

(α΄) Η απεικόνιση φ : Z[x]→ Zp[x], που ορίζεται από τη σχέση

φ(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = φ(a0) + φ(a1)x+ · · ·+ φ(an)xn

είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.

(ϐ΄) ΄Εστω f(x) ∈ Z[x], τέτοιο ώστε ο p δεν διαιρεί τον lc(f) και το φ(f(x)) είναι

ανάγωγο στο Zp[x]. Αποδείξτε ότι, τότε, το f(x) είναι ανάγωγο στο Q[x].

(γ΄) Αποδείξτε ότι το πολυώνυµο f(x) = x3 + 17x+ 36 είναι ανάγωγο στο Q[x].

4. Να αποδειχθεί ότι τα παρακάτω πολυώνυµα είναι ανάγωγα στο Q[X].

(α΄) f(X) = X3 − 2,

(ϐ΄) f(X) = X2 + 5X + 1,

(γ΄) f(X) = X3 + 30X2 − 5X + 8.
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