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Ðñïïßìéï. Óôçí ðñïçãïýìåíç äéÜëåîç ðáñïõóéÜóèçêå ç ãåùìåôñéêÞ ôáîéíüìçóç ôùí
êáíïíéêþí ðïëõÝäñùí (êáé, ãåíéêüôåñá, ôùí êáíïíéêþí ðïëõôüðùí) «ùò ðñïò ïìïéü-
ôçôá». Åðßóçò Ýãéíå ìíåßá ãéá ôçí åðáíåìöÜíéóç ôùí êáíïíéêþí ðïëõÝäñùí (üôáí
ï ïñéóìüò ôïõò ãåíéêåýôáé êáôáëëÞëùò åíôüò ôùí ðëáéóßùí ôÞò ôïðïëïãéêÞò êáôçãï-
ñßáò) ùò åêåßíùí ôùí ôïðïëïãéêþí ðïëõÝäñùí, ôá ïðïßá åßíáé ïìïéïìïñöéêÜ ìå ôç
äéóäéÜóôáôç óöáßñá. Óôçí ðáñïýóá äéÜëåîç èá áëëÜîïõìå êáé ðÜëé ôï «óêçíéêü»
ìåôáâáßíïíôáò óå ïñéóìÝíåò «ôáîéíïìÞóåéò ïìÜäùí», óôéò ïðïßåò õðåéóÝñ·ïíôáé êáô'
áíÜãêçí ïé óõíÞèåéò Þ ïé äõáäéêÝò ïìÜäåò ðåñéóôñïöþí ôùí Ðëáôùíéêþí Óôåñåþí.
ÏñéóìÝíåò áðü ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò áðü ôç Èåùñßá ÏìÜäùí åðáíáëáìâÜíïíôáé åäþ
ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò.

1 Õðåíèõìßóåéò âáóéêþí åííïéþí áðü ôç Èåùñßá ÏìÜäùí

¸óôù A Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìéá (äéìåëÞò) ðñÜîç åðß ôïý A åßíáé ìéá óõíÜñôçóç
A×A→ A. Ãéá ôçí ìÝóùáõôÞò åéêüíá åíüò æåýãïõò (a1, a2) ∈ A×A ·ñçóéìïðïéïýíôáé
äéÜöïñïé óõìâïëéóìïß, üðùò ð.·. a1 ·a2 (Þ a1a2), a1+a2, a1 Ba2, a1}a2 ê.á. Ìéá ðñÜîç,
áò ðïýìå ‘‘}”, åðß ôïý A ëÝãåôáé

(a) ðñïóåôáéñéóôéêÞ üôáí a} (b} c) = (a} b)} c ãéá üëá ôá a, b êáé c ∈ A, êáé

(b) ìåôáèåôéêÞ üôáí a} b = b} a ãéá üëá ôá a êáé b ∈ A.

¸íá óôïé·åßï e ôïý A êáëåßôáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç } üôáí éó·ýåé

a} e = e} a = a, ∀a, a ∈ A.

(ÅÜí Ýíá ïõäÝôåñï óôïé·åßï õðÜñ·åé, ôüôå áõôü åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï). ¸óôù
ôþñá Ýíá ôõ·üí a ∈ A. ÅÜí ôï A äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï e, Ýíá óôïé·åßï a0 ∈ A

êáëåßôáé óõììåôñéêü1 ôïý a ùò ðñïò ôçí ðñÜîç } üôáí éó·ýåé

a} a0 = a0 } a = e .

(¼ôáí Ýíá ôÝôïéï a0 õðÜñ·åé, ôüôå åßíáé ôï ìïíáäéêü óôïé·åßï ðïõ ðëçñïß áõôÞí ôçí
éäéüôçôá.)

¸íá ìç êåíü óýíïëïG, ôï ïðïßï åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç},
ëÝãåôáé ïìÜäá üôáí äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï e, êáé üôáí ôáõôï·ñüíùò ãéá êÜèå óôïé-
·åßï ôïýG õðÜñ·åé ôï óõììåôñéêü ôïõùò ðñïò ôçí}.Ç ôÜîç |G| ìéáò ïìÜäáòG åßíáé åî
ïñéóìïý ç éó·ýò (ï ðëçèéêüò áñéèìüò) ôïý óõíüëïõ G. ÅÜí ç |G| åßíáé ðåðåñáóìÝíç,
ôüôå ëÝìå ðùò ç G Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç Þ áðëþò üôé ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç

1¼ôáí ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí ðñïóèåôéêü ‘‘+'' (êé áíôéóôïß·ùò, ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü ‘‘·'') óõìâïëéóìü,
áíôß ãéá «óõììåôñéêü»óôïé·åßï, åßèéóôáé íá ïìéëïýìå ãéá «áíôßèåôï» (êé áíôéóôïß·ùò, ãéá «áíôßóôñïöï»)
êáé áíôß ôïý a0 íá ãñÜöïõìå −a êáé a−1, áíôéóôïß·ùò.
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ïìÜäá. (Êáé áíôéóôïß·ùò, åÜí ç |G| åßíáé Ýíáò Üðåéñïò áñéèìüò, ôüôå ëÝìå ðùò ç G

ðñüêåéôáé ãéá ìéá Üðåéñç ïìÜäá). Ìéá ïìÜäá G ëÝãåôáé áâåëéáíÞ (Þ ïìÜäá ôïý Abel)
üôáí ç ðñÜîç, ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç, åßíáé ìåôáèåôéêÞ.

Áðü åäþ êáé óôï åîÞò, üôáí áíáöåñüìáóôå óå ïìÜäåò, èá õéïèåôïýìå ùò åðß ôï ðëåß-
óôïí ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü óõìâïëéóìü ãéá ôéò åêÜóôïôå èåùñïýìåíåò ðñÜîåéò (ãñÜ-
öïíôáò ð.·. g1g2 áíôß ôïý g1 } g2), åíþ èá åéóáãÜãïõìå ôç óõíôïìïãñáößá2

gn = g g · · · g| {z }
n öïñÝò

ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï H ìéáò ïìÜäáò G êáëåßôáé õðïï-
ìÜäá üôáí ôïH êáèßóôáôáé áö' åáõôïý ìéá ïìÜäá (ùò ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü ôÞò ðñÜîçò
ôÞòG åð' áõôïý). ÊÜèå ïìÜäá Ý·åé ðÜíôïôå äýï ðñïöáíåßò õðïïìÜäåò, Þôïé ôïí åáõôü
ôçò êáé ôçí ôåôñéììÝíç ïìÜäá (ðïõ áðïôåëåßôáé ìüíïí áðü ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï). ÅÜí
ôáH êáéK åßíáé äõï ìç êåíÜ õðïóýíïëá ìéáò ïìÜäáòG, ôüôå ïñßæïõìå ôïHK ùò åîÞò

HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K } .

Ôï HK áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò G åÜí êáé ìüíïí åÜí HK = KH. ÓçìåéùôÝïí üôé
ç ôïìÞ ∩j∈JGj ìéáò ïéêïãåíåßáò õðïïìÜäùí {Hj | j ∈ J } ìéáò ïìÜäáò G åßíáé êé áõôÞ
ìéá õðïïìÜäá ôÞòG.Ãéá Ýíá áõèáßñåôï õðïóýíïëïH ìéáò ïìÜäáòG, ·áñáêôçñßæïõìå
ôçí ôïìÞ \

{õðïïìÜäåò K ôÞò G | H ⊆ K } ,

ç ïðïßá áðïôåëåß ôçí åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò G ðïõ ðåñéÝ·åé ôï H, ùò ôçí õðïïìÜäá
ôÞò G ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôï H. ÅÜí H 6= ∅, ôüôå ç õðïïìÜäá áõôÞ (ãéá ôçí ïðïßá
ëÝìå ðùò Ý·åé ôï H ùò ôï óýíïëï Þ ôï óýóôçìá ãåííçôüñùí ôçò) áðïôåëåßôáé áðü üëá
ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò

g = hδ11 hδ22 · · · hδkk , üðïõ h1, h2, . . . , hk ∈ H êáé δj ∈ {+1,−1} , ∀j, 1 ≤ j ≤ k.

Ìéá ïìÜäá êáëåßôáé êõêëéêÞ üôáí ìðïñåß (õðü ôçí ðáñáðÜíù Ýííïéá) íá ðáñá·èåß
áðü Ýíá ìïíïóýíïëï. ÅÜí ç G åßíáé êõêëéêÞ êáé ðáñÜãåôáé áðü ôï g, ôüôå õðÜñ·ïõí
äýï åíäå·üìåíá° åßôå üëåò ïé «äõíÜìåéò» gn, n = 0,±1,±2, . . . åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝ-
íåò, åßôå õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé n,m, ìå n > m, ôÝôïéïé þóôå gn = gm, Þôïé gn−m = e. Óôçí
ðñþôç ðåñßðôùóç ç G Ý·åé Üðåéñç ôÜîç êáé ëÝãåôáé Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá. Óôç äåý-
ôåñç ðåñßðôùóç,G =

©
e, g, g2, . . . , gk−1

ª
, üðïõ ï k åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò

ãéá ôoí ïðïßï gk = e.

(1.1) Ðñüôáóç. ÅÜí çG åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå ðáßñíïõìå gn = e, ãéá êÜèå
g ∈ G, üðïõ n = |G| .
2Óçìåéþíïõìå åðßóçò ìå g−n ôï óôïé·åßï

¡
g−1

¢n.
.
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(1.2) Ðñüôáóç. ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò åßíáé êõêëéêÞ.

¸óôù G ìéá ïìÜäá. ¸íá õðïóýíïëï ôÞò G ðïõ Ý·åé ôç ìïñöÞ gH = {gh | h ∈ H }
(êáé áíôéóôïß·ùò, Hg = {hg | h ∈ H }), üðïõ ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G êáé ôï
g ∈ G, êáëåßôáé áñéóôåñÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéÜ) ðëåõñéêÞ êëÜóç3 ôÞò H åíôüò ôÞò
G.Ïé áñéóôåñÝò (êáé áíôéóôïß·ùò, ïé äåîéÝò) ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ìéáò õðïïìÜäáò Ý·ïõí
ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü, åíþ ôï ðëÞèïò ôùí (äéáêåêñéìÝíùí) äåîéþí ðëåõñéêþí êëÜ-
óåùí éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí. Áõôü ôï ðëÞèïò ôùí
äåîéþí (Þ ôùí áñéóôåñþí) ðëåõñéêþí êëÜóåùí ïíïìÜæåôáé äåßêôçò ôÞò H åíôüò ôÞò G
êáé óõìâïëßæåôáé ìå [G : H] .

(1.3) Ðñüôáóç. (Lagrange) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G, ôüôå Ý·ïõìå

|G| = [G : H] |H| .

¸óôù G ìéá ïìÜäá. Ìéá õðïïìÜäá H ôÞò G ïíïìÜæåôáé ïñèüèåôç (Þ, êáô' Üëëïõò,
êáíïíéêÞ) üôáí gH = Hg ãéá êÜèå g ∈ G. Ôï êÝíôñï Z(G) ôÞò G ïñßæåôáé ùò åîÞò:

Z(G) = {g ∈ G | hg = gh, ∀g, g ∈ G} .

(1.4) Ðñüôáóç. Ôï êÝíôñï Z(G) ôÞò G áðïôåëåß ìéá áâåëéáíÞ ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò
G.

Äõï óôïé·åßá a, b ôÞòG ëÝãïíôáé óõæõãÞ üôáí õðÜñ·åé Ýíá g ∈ G, ôÝôïéï þóôå gag−1 =
b. Ç ó·Ýóç óõæõãßáò åðß ôùí óôïé·åßùí ôÞò G áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò. Ç
éó·ýò ôÞò êëÜóçò óõæõãßáò C(a) = {gag−1 | g ∈ G} åíüò a ∈ G éóïýôáé ìå ôïí äåßêôç
[G : {g ∈ G | gag−1 = a}] . (Ç Ýííïéá ôÞò óõæõãßáò åðåêôåßíåôáé êáô' áíÜëïãï ôñüðï
êáé ãéá õðïïìÜäåò° ëÝìå ðùò äõï õðïïìÜäåòH1, H2 ôÞòG åßíáé óõæõãåßò üôáí õðÜñ·åé
Ýíá g ∈ G, ôÝôïéï þóôå gH1g

−1 = H2).

Ãéá êÜèå ïñèüèåôç ïìÜäáH ìéáò ïìÜäáò G, ôï óýíïëï

G/H = {gH | g ∈ G}
3Åäþ ðñïôéìÞèçêå ç áðüäïóç ôïý coset ùò ðëåõñéêÞ êëÜóç êáôÜ ôïí áíôßóôïé·ï ãåñìáíéêü üñï
Nebenklasse. ËÝîåéò üðùò óõóýíïëï Þ ïìïóýíïëï åßíáé åí ãÝíåé áäüêéìåò, åíþ ç áíô' áõôþí ·ñÞóç ôÞò
ëÝîçò óýìðëïêï åßíáé ðñïâëçìáôéêÞ. Ôï «óýìðëïêï» Þ «óýìðëåãìá» ·ñçóéìïðïéåßôáé (ïñèþò) ãéá ôç
ìåôÜöñáóç ôÞò ëÝîçò complex, áëëÜ âåâáßùò áíáöÝñåôáé óôç óýã·ñïíç åííïéïëüãçóÞ ôçò óôá ðëáßóéá
ôÞò ïìïëïãéêÞò Üëãåâñáò êáé ôÞò áëãåâñéêÞò ôïðïëïãßáò! ¸ôóé ç åììïíÞ óå ðåðáëáéùìÝíç ïñïëïãßá
(âë. ðáñáäüóåéò ôïý Dedekind óôï ·åéìåñéíü åîÜìçíï ôïý 1855/56 óôï ðáíåðéóôÞìéï ôïýG­ttingen) óá-
öþò âëÜðôåé. Ï ßäéïò ï van der Waerden (åíäå·ïìÝíùò êáé ÜèåëÜ ôïõ) Þôáí áõôüò ðïõ Ýäùóå ôÝëïò óôç
·áïôéêÞ ðïëõóçìßá ôùí áñ·þí ôïý åéêïóôïý áéþíá, äéüôé ·ñçóéìïðïßçóå êáé ôïí üñï Nebenklasse, ï
ïðïßïò ôåëéêþò êáé åðåâëÞèç Ýíáíôé üëùí ôùí Üëëùí ðïõ Þóáí ôüôå äéáèÝóéìïé (âë. Algebra I, Springer,
1936, óåë. 25).
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åöïäéÜæåôáé ìå ôç äïìÞ ôÞò ïìÜäáò ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

(g1H) (g2H) = (g1g2) H, ãéá üëá ôá g1 êáé g2 ∈ G.

Ç ïìÜäá G/H êáëåßôáé ïìÜäá ðçëßêùí (Þ ðáñáãïíôéêÞ ïìÜäá) ôÞò G ó·åôéêþò ðñïò
ôçíH.Ï ìåôáèÝôçò [x, y] äõï óôïé·åßùí x, y ìéáò ïìÜäáòG åßíáé åî ïñéóìïý ôï óôïé·åßï

[x, y] = x y x−1 y−1 .

ÇìåôáèÝôñéá õðïïìÜäáG0 = [G,G] ôÞòG åßíáé ç õðïïìÜäá åêåßíç, ç ïðïßáðáñÜãåôáé
áðü üëïõò ôïýò ìåôáèÝôåò. (Áò óçìåéùèåß üôé ôï ãéíüìåíï äýï ìåôáèåôþí äåí åßíáé êáô'
áíÜãêçí Ýíáò ìåôáèÝôçò).

(1.5) Ðñüôáóç. (a) Ç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá G0 ôÞò G åßíáé ïñèüèåôç.

(b) Ç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá G0 ôÞò G åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò G ãéá ôçí ïðïßá ç
G/G0 åßíáé áâåëéáíÞ.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá ðùò ïé G êáé H åßíáé äõï ïìÜäåò. Ìéá óõíÜñôçóç f : G → H

ëÝãåôáé ïìïìïñöéóìüò (ïìÜäùí) üôáí

f(g1 g2) = f(g1) f( g2), ãéá üëá ôá g1 êáé g2 ∈ G.

¸íáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí f : G → H ïíïìÜæåôáé éäéáéôÝñùò ìïíïìïñöéóìüò (êáé
áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìüò) üôáí ç f ùò óõíÜñôçóç åßíáé åíñéðôéêÞ (êáé áíôéóôïß·ùò,
åðéññéðôéêÞ). Ç óýíèåóç äõï ìïíïìïñöéóìþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äõï åðéìïñöéóìþí)
åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò åðéìïñöéóìüò). ¸íáò éóïìïñöéóìüò
(ïìÜäùí) f : G → H åßíáé Ýíáò áìöéññéðôéêüò ïìïìïñöéóìüò. (Óå áõôÞí ôçí ðåñß-
ðôùóç ëÝìå ðùò ïé G êáé H åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò, ðñÜãìá ðïõ åíßïôå óçìåéþ-
íåôáé ìå ôï óýìâïëï G ∼= H. Ç ‘‘∼= '' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò êëÜóåùò
üëùí ôùí ïìÜäùí). ¸íáò ïìïìïñöéóìüò ìéáò ïìÜäáò G óôïí åáõôü ôçò êáëåßôáé åí-
äïìïñöéóìüò ôÞò G. ¸íáò éóïìïñöéóìüò ìéáò ïìÜäáò G åðß ôïý åáõôïý ôçò êáëåßôáé
áõôïìïñöéóìüò ôÞò G. Ôï óýíïëï Aut(G) üëùí ôùí áõôïìïñöéóìþí ìéáò ïìÜäáò G
áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ìå ðñÜîç ôç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí.

Ðáñáäåßãìáôá.

1. Ùò ðñþôá ðáñáäåßãìáôá ïìÜäùí áíáöÝñïõìå ôéò ðñïóèåôéêÝò ïìÜäåò Z,Q,R,C
ôùí áêåñáßùí, ôùí ñçôþí, ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò,
êáèþò êáé ôéò ðïëëáðëáóéáóôéêÝò ïìÜäåò Qr{0},Rr{0},Q>0,R>0 ôùí ìç ìçäåíéêþí
ñçôþí, ôùí ìç ìçäåíéêþí ðñáãìáôéêþí, ôùí èåôéêþí ñçôþí êáé ôùí èåôéêþí ðñáãìá-
ôéêþí áñéèìþí.

2. H ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá Zn = Z/(nZ) ôùí áêåñáßùí (mod n) Ý·åé ôÜîç ßóç ìå n.
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3. ÊÜèå Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Z, åíþ êÜèå ðåðåñáóìÝíç êõ-
êëéêÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Zn ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü n.

4. ÊÜèå ïìÜäá, ç ïðïßá Ý·åé ôÜîç Ýíáí ðñþôï áñéèìü, åßíáé êõêëéêÞ.

5. Ç ïìÜäá Dn, n ≥ 2, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü äýï óôïé·åßá x êáé y, üðïõ xn = y2 = e,

yx = xn−1y, êáëåßôáé äéåäñéêÞ ïìÜäá4, åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç ùò ðñïò éóïìïñöéóìü,
êáé Ý·åé ôÜîç 2n.

6. Áðü ôç èåùñßá ðéíÜêùí ìå óôïé·åßá áðü ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ìÜò åßíáé
ãíùóôüò ï áêüëïõèïò «ðýñãïò» ðïëëáðëáóéáóôéêþí (õðï)ïìÜäùí

GL (n,R) = {A ∈Mn(R) | det (A) 6= 0}
∪

O (n,R) = {A ∈ GL (n,R) | At = A−1}
∪

SO (n,R) = {A ∈ O (n,R) | det (A) = 1} ,

üðïõ ìå ôïMn(R) óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñáãìáôéêþí (n× n)-ðéíÜêùí,
ìå det(A) ôçí ïñßæïõóá åíüò A ∈Mn(R), ìå At ôïí áíÜóôñïöï5 ðßíáêá êáé ìå A−1 ôïí
áíôßóôñïöï ðßíáêá åíüò A ∈ GL(n,R). Ç GL(n,R) ïíïìÜæåôáé (ðñáãìáôéêÞ) ãåíéêÞ
ãñáììéêÞ, ç O(n,R) ïñèïãþíéá êáé ç SO(n,R) åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá.

7. Áíôéóôïß·ùò, áðü ôç èåùñßá ðéíÜêùí ìå óôïé·åßá áðü ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò
ìÜò åßíáé ãíùóôüò ï áêüëïõèïò «ðýñãïò» ðïëëáðëáóéáóôéêþí (õðï)ïìÜäùí

GL (n,C) = {A ∈Mn(C) | det (A) 6= 0} ⊃ SL (n,C) = {A ∈ GL (n,C) | det (A) = 1}
∪

U (n,C) =
n
A ∈ GL (n,C)

¯̄̄
A
t
= A−1

o
∪

SU (n,C) = U (n,C) ∩ SL (n,C) ,

üðïõ ìå ôïMn(C) óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí ìéãáäéêþí (n× n)-ðéíÜêùí, ìå
det(A) ôçí ïñßæïõóá åíüò A ∈ Mn(C), ìå At ôïí áíÜóôñïöï ðßíáêá, ìå A ôïí óõ-
æõãÞ êáé ìå A−1 ôïí áíôßóôñïöï ðßíáêá åíüò A ∈ GL(n,C). Ç GL(n,C) ïíïìÜæåôáé
(ìéãáäéêÞ) ãåíéêÞ ãñáììéêÞ, ç SL(n,C) åéäéêÞ ãñáììéêÞ, ç U(n,C) ìïíáäéáêÞ êáé ç
SU(n,C) åéäéêÞ ìïíáäéáêÞ ïìÜäá.
4Åäþ åðéôñÝðïõìå óôïí n íá îåêéíÜ áðü ôï 2, ôáõôßæïíôáò ôçíD2 ìå ôç ëåãïìÝíç ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí
óôïé·åßùí ôïý Klein.
5Ï áíÜóôñïöïò åíüò äåäïìÝíïõ ðßíáêá åßíáé áõôüò ðïõ ðñïêýðôåé üôáí êáôáóôÞóïõìå ôéò ãñáììÝò
ôïõ óôÞëåò (êáé ôéò óôÞëåò ôïõ ãñáììÝò).
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8. Ïé áìöéññéðôéêÝò óõíáñôÞóåéò åíüò ïéïõäÞðïôå óõíüëïõX åðß ôïý åáõôïý ôïõ ëÝ-
ãïíôáéìåôáôÜîåéò ( Þ, êáô' Üëëïõò, ìåôáèÝóåéò) ôïýX.ÇóõëëïãÞ üëùí ôùí ìåôáôÜîåùí
ôïý X ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá SX üôáí êáíåßò ·ñçóéìïðïéåß ùò ðñÜîç ôç óýíèåóç óõ-
íáñôÞóåùí. ¼ôáí ôïX åßíáé áðåéñïðëçèéêü, ôüôå çSX åßíáé ìéá Üðåéñç ïìÜäá. ¼ôáí
X = {1, 2, . . . , n−1, n}, ôüôå çSX ãñÜöåôáé ùòSn, ëÝãåôáé óõììåôñéêÞ ïìÜäá âáèìïý
n (Þ óõììåôñéêÞ ïìÜäá óå n óýìâïëá) êé Ý·åé ôÜîç ßóç ìå n!. (ÇSn äåí åßíáé áâåëéáíÞ
ãéá n ≥ 3). Ìéá ìåôÜôáîç ϑ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, ùò óôïé·åßï ôÞò Sn, ãñÜöåôáé
óõíÞèùò ùò Ã

1 2 · · · n− 1 n

α1 α2 · · · αn−1 αn

!

üðïõ ôï αi = ϑ (i) åßíáé ç åéêüíá ôïý i ìÝóù ôÞò ϑ. ÁõôÞ ç ãñáöÞ äéåõêïëýíåé ôïí
õðïëïãéóìü ôïý ãéíïìÝíïõ äýï ìåôáôÜîåùí. ¸ôóé ð.·. Ý·ïõìåÃ

1 2 3 4 5

3 2 5 1 4

!Ã
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

!
=

Ã
1 2 3 4 5

2 5 1 4 3

!
.

Ìéá ϑ ∈ Sn ëÝãåôáé êýêëïò ìÞêïõò k Þ k-êýêëïò êáé ãñÜöåôáé ùò (α1 α2 . . . αk) üôáí
õðÜñ·ïõí óáöþò äéáêåêñéìÝíïé áñéèìïß α1, α2, . . . , αk áðü ôï {1, . . . , n}, ïýôùò þóôå
íá éó·ýåé (

ϑ (α1) = α2, ϑ (α2) = α3, . . . , ϑ (αk−1) = αk, ϑ (αk) = α1

êáé ϑ (β) = β, ∀β, β /∈ {α1, . . . , αk}.

Ï óõìâïëéóìüò ãéá ôï ãéíüìåíï äõï êýêëùí áêïëïõèåß ôç óõëëïãéóôéêÞ åêåßíïõ ðïõ
ðñïáíáöÝñáìå ãéá ôéò ìåôáôÜîåéò. ¸ôóé, ð.·., Ý·ïõìå (2 3) (1 2) = (1 3 2) , êáéÃ

1 2 3 4 5 6 7 8

8 1 6 7 3 5 4 2

!
= (1 8 2) (3 6 5) (4 7) .

¸íáò 2-êýêëïò êáëåßôáé éäéáéôÝñùò áíôéìåôÜèåóç. Äõï êýêëïé (α1 α2 . . . αk) êáé
(β1 β2 . . . βl) åßíáé îÝíïé ìåôáîý ôïõò üôáí

{α1, . . . , αk} ∩ {β1, . . . , βl} = ∅.

ÊÜèå (ìç ôáõôïôéêÞ) ìåôÜôáîç áðü ôçíSn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãéíüìåíï áíÜ äýï îÝ-
íùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2. Êáé ìÜëéóôá ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç åßíáé ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíç (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ðáñáãüíôùí ôïý
ãéíïìÝíïõ). ÅðåéäÞ êÜèå êýêëïò åßíáé äõíáôüí íá ðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíï áíôéìåôá-
èÝóåùí, êÜèå ìåôÜôáîç áðü ôçí Sn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãéíüìåíï áíôéìåôáèÝóåùí.
ÅÜí ϑ ∈ Sn, ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáãüíôùí óå üëåò ôéò äõíáôÝò ðáñáóôÜóåéò ôÞò
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ϑ ùò ãéíïìÝíïõ áíôéìåôáèÝóåùí åßíáé Þ ðÜíôïôå Ýíáò Üñôéïò Þ ðÜíôïôå Ýíáò ðåñéôôüò
öõóéêüò áñéèìüò. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ç ϑ êáëåßôáé Üñôéá ìåôÜôáîç êáé óôç äåý-
ôåñç ðåñéôôÞ ìåôÜôáîç. Ç ϑ ∈ Sn åßíáé Üñôéá (êé áíôéóôïß·ùò, ðåñéôôÞ) åÜí êáé ìüíïí
åÜí6 sign(ϑ) = +1 (êé áíôéóôïß·ùò, sign(ϑ) = −1), üðïõ

sign (ϑ) =
Y

1≤i<j≤n

ϑ (j)− ϑ (i)

j − i
∈ {+1,−1}

åßíáé ôï ðñüóçìï (Þ ôï «óçìåßï») ôÞò ϑ. ÔÝëïò, áò óçìåéùèåß üôé, åêôüò ôïý óõíüëïõ
üëùí ôùí áíôéìåôáèÝóåùí, êáé êáèÝíá ôùí óõíüëùí

{(1 2) , (1 3) , . . . , (1 n)} , {(1 2) , (2 3) , . . . , (n− 1 n)} , {(1 2) , (1 2 3 ... n)}

áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôÞò ïìÜäáò ìåôáôÜîåùí Sn, åíþ ãéá êÜèå n, n 6=
6, n ≥ 3, Ý·ïõìå Aut(Sn) ∼= Sn.

9. Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá An åßíáé ç õðïïìÜäá ôÞòSn (ôÜîçò n!/2) ç áðïôåëïýìåíç
áðü üëåò ôéò Üñôéåò ìåôáôÜîåéò ôÞò Sn. Ãéá n ≥ 3, ç An ðáñÜãåôáé áðü üëïõò ôïýò
êýêëïõò ìÞêïõò 3 êáé éóïýôáé ìå ôç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá S0

n ôÞò Sn. ÅîÜëëïõ, ãéá
n ≥ 5, ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò An åßíáé ç ôåôñéììÝíç êáé ç ßäéá ç An.

10. ÊÜèå Üèñïéóìá ôÞò ìïñöÞò q = a+ b i+ c j + d k, (a, b, c, d) ∈ R4, üðïõ

i2 = j2 = k2 = −1, i j = −j i = k,

êáëåßôáé ôåôñÜíéï7. Ôï óýíïëï H üëùí ôùí ôåôñáíßùí åöïäéÜæåôáé ìå ôç äïìÞ ìéáò
(ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

q + q0 = (a+ a0) + (b+ b0) i+ (c+ c0) j + (d+ d0) k,

ãéá äýï ïðïéáäÞðïôå q = a+ b i+ c j + d k, q0 = a0 + b0 i+ c0 j + d0 k, êáé ìå ôç âïÞèåéá

6ÅÜí ç ìåôÜôáîç ϑ ∈ Sn ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï k áíôéìåôáèÝóåùí τ1, τ2, . . . , τk, ôüôå Ý·ïõìå sign(ϑ) =
sign(τ1) sign(τ2) · · · sign(τk) = (−1)k , áöïý êÜèå áíôéìåôÜèåóç Ý·åé sign = −1.
7Áðïäßäïõìå ôïí üñï quaternion ùò ôåôñÜíéï (êáô' áíáëïãßáí ðñïò ôçí áðüäïóç ôïý octane ùò ïêôÜ-
íéï ), êáé ü·é ùò ôåôñÜäá, áöïý êÜôé ôÝôïéï ìÜëëïí èá ïäçãïýóå óå óýã·õóç. ÁëëÜ êáé ï êáôÜ êáéñïýò
ðñïôáèåßò üñïò ôåôñáêôýò äåí öáßíåôáé íá åßíáé ï ðëÝïí êáôÜëëçëïò, êáèüôé ç ôåôñáêôýò êáôÜ ôïõò
Ðõèáãïñåßïõò Þôáí, ùò ãíùóôüí, ï áñéèìüò 10 (ãñáöüìåíïò ùò Üèñïéóìá 1 + 2+ 3+ 4), êáé åèåùñåßôï
ùò «ç ðçãÞ ðÜóçò äçìéïõñãßáò».
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ôÞò áêüëïõèçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ëßóôáò ãéá ôá i, j, k :

1 −1 i −i j −j k −k
1 1 −1 i −i j −j k −k
−1 −1 1 −i i −j j −k k

i i −i −1 1 k −k −j j

−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j −k k −1 1 i −i
−j −j j k −k 1 −1 −i i

k k −k j −j −i i −1 1

−k −k k −j j i −i 1 −1

Ç áíôéóôïé·ßá a + b i + c j + d k ←→ (a, b, c, d) äßíåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ðñïóèåôéêþí
ïìÜäùí áðü ôçí H åðß ôÞò R4. Åðß ôïý óõíüëïõ H ïñßæåôáé ç óôÜèìç

kqk =
√
a2 + b2 + c2 + d2 ãéá êÜèå q = a+ b i+ c j + d k ∈ H.

ÅîÜëëïõ ôï Hr{0} ãßíåôáé ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ùò åîÞò:

q · q0 = (aa0 − bb0 − cc0 − dd0) + (ab0 + ba0 + cd0 − dc0) i+

+(ac0 − bd0 + ca0 + db0) j + (ad0 + bc0 − cb0 + da0) k .

Áò óçìåéùèåß üôé ôï áíôßóôñïöï åíüò óôïé·åßïõ q = a+ b i+ c j+d k ∈ Hr{0} åßíáé ôï

q−1 =
q

kqk , üðïõ q = a− b i− c j − d k.

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß ðùò ôï óýíïëï {q ∈ H : kqk = 1} ó·çìáôßæåé ìéá õðïï-
ìÜäá ôÞò Hr{0}.ÁõôÞ ç õðïïìÜäá óõìâïëßæåôáé óõ·íÜ êáé ùò S3 åðåéäÞ áíôéóôïé·åß
óôç ìïíáäéáßá óöáßñá üôáí ôáõôßæïõìå ôï H ìå ôï R4.

11. ¸óôù üôé ïé H êáé J åßíáé äõï ïìÜäåò. Èåùñïýìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï H × J.

Åðß ôïýH × J ïñßæåôáé ìéá ðñÜîç ùò åîÞò

(x, y) (x0, y0) = (xx0, y y0) .

ÔïóýíïëïG = H×J ìå áõôÞí ôçí ðñÜîç åßíáé ðñïöáíþò ìéá ïìÜäá, ç ïðïßá êáëåßôáé
åõèý ãéíüìåíï8 ôùí H êáé J.Áíáëüãùò ïñßæåôáé êáé ôï åõèý ãéíüìåíï ôùí ìåëþí ìéáò
ðåðåñáóìÝíçò ïéêïãÝíåéáò ïìÜäùí (áí êáé ç üëç êáôáóêåõÞ ãåíéêåýåôáé ðïëý åýêïëá
áêüìç êáé ãéá ôõ·ïýóåò ïéêïãÝíåéåò ïìÜäùí.)

12. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé H êáé J åßíáé äõï ïìÜäåò êáé ç ϕ : J → Aut(H) Ýíáò
ïìïìïñöéóìüò. Ôï çìéåõèý ãéíüìåíï H ×ϕ J ôùí H êáé J, ôï ðñïóäéïñéæüìåíï ìÝóù

8ÏñéóìÝíåò öïñÝò, üôáí ·ñçóéìïðïéåßôáé ï ðñïóèåôéêüò óõìâïëéóìüò ãéá ôéò H êáé J, ìðïñïýìå íá
ãñÜöïõìå êáéH ⊕ J óôç èÝóç ôïýH × J (áðïêáëþíôáò ôï åõèý Üèñïéóìá ôùíH êáé J).
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ôïýϕ,áðïôåëåßôáé áðü ôï óýíïëï ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (x, y) , üðïõ x ∈ H, y ∈ J,

ôï ïðïßï åöïäéÜæåôáé ìå ôç äïìÞ ôÞò ïìÜäáò ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

(x, y) (x0, y0) = (xϕ (y) (x0) , y y0) .

Åéäéêüôåñá, åÜí ïé H, J åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G, ç H ïñèüèåôç ìå HJ = G,

êáé H ∩ J = {e} , ôüôå ç G åßíáé éóüìïñöç ìå ôï çìéåõèý ãéíüìåíï H ×ϕ J, üðïõ ï
ïìïìïñöéóìüò ϕ : J → Aut(H) åßíáé áõôüò ðïõ ïñßæåôáé äéÜ ìÝóïõ ôïý ôýðïõ

ϕ (y) (x) = yxy−1, ∀x, x ∈ H, êáé ∀y, y ∈ J.

Èá êëåßóïõìå ôçí ðáñïýóá åíüôçôá äßíïíôáò ôéò äéáôõðþóåéò êÜðïéùí âáóéêþí èåù-
ñçìÜôùí ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí ýðáñîç ·áñáêôçñéóôéêþí éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí.

(1.6) Èåþñçìá. (Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí) ¸óôù üôé ïéG êáéH åßíáé äõï ïìÜ-
äåò êáé üôé ç f : G→ H åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò. Ôüôå ï ðõñÞíáò

Ker(f) = {g ∈ G | f (g) = ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò H }

ôïý ïìïìïñöéóìïý f åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G êáé éó·ýåé

G/Ker(f) ∼= Im(f) .

(1.7) ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù üôé ç G åßíáé ìéá ïìÜäá, Z(G) ôï êÝíôñï ôçò êáé Aut(G) ç
ïìÜäá ôùí áõôïìïñöéóìþí ôçò. Ôï õðïóýíïëï Inn(G) ôÞò Aut(G) ôï áðïôåëïýìåíï
áðü üëïõò ôïýò áõôïìïñöéóìïýò ôÞò ìïñöÞò

φh : G −→ G, φh(g) = h−1gh, ∀g, g ∈ G,

üðïõ h ∈ G, åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò Aut(G). Ôá óôïé·åßá ôïý Inn(G) ïíï-
ìÜæïíôáé åóùôåñéêïß áõôïìïñöéóìïß ôÞò G. Ç óõíÜñôçóç

f : G −→ Inn(G), f (h) = φh, ∀h, h ∈ G,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôïí Ker(f) = Z(G). ÅðïìÝíùò
G/Z (G) ∼= Inn(G).

(1.8) Èåþñçìá. (Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí) ¸óôù üôé ïé H êáé J åßíáé äõï
õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáòG ìå ôçí J ïñèüèåôç åíôüò ôÞòG. Ôüôå çHJ åßíáé ìéá õðïïìÜäá
ôÞò G, çH ∩ J ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòH, êáé éó·ýåé

HJ /J ∼= H /H ∩ J .

(1.9) Èåþñçìá. (Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí) ¸óôù üôé ïéH êáé J åßíáé äõï ïñèü-
èåôåò õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G êáé üôé ç H ðåñéÝ·åôáé óôçí J. Ôüôå ç J/H åßíáé ìéá
ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G/H êáé éó·ýåé

(G/H) / (J/H) ∼= G/J .
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2 ÄñÜóåéò ïìÜäùí åðß óõíüëùí

(2.1) Ïñéóìüò. ¸óôù G ìéá ïìÜäá êáé X Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìéá (åî áñéóôåñþí)
äñÜóç ôÞò G åðß ôïýX êáèïñßæåôáé áðü ìéá áðåéêüíéóç

G×X −→ X, (g, x) 7−→ gx

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) (gh)x = g(hx), ∀g, h ∈ G, ∀x ∈ X,

(â) ex = x, ∀x ∈ X, (üðïõ e ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò G).

(Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ëÝìå ðùò ôï X åßíáé Ýíá G-óýíïëï ùò ðñïò ôçí ðñïêåéìÝíç
áðåéêüíéóç.)

(2.2) ÐáñáôÞñçóç. ÊÜèå óôïé·åßï g ∈ G äßíåé ôï Ýíáõóìá ãéá ôïí ïñéóìü ìéáò áðåé-
êüíéóçò

Φg : X −→ X, x 7−→ Φg(x) = gx

(åíüò ìåôáó·çìáôéóìïý ôïýX). Ðñïöáíþò ç Φg áðïôåëåß ìéá áìößññéøç, Þôïé Ý·ïõìå
Φg ∈ SX , äéüôé

Φg−1 ◦ Φg = IdX = Φg ◦ Φg−1, ((Φg)
−1 = Φg−1).

Åðßóçò, Φe = IdX , Φgh = Φg ◦ Φh, ∀g, h ∈ G. ÅðïìÝíùò ïñßæåôáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò
ïìÜäùí

Φ : G −→ SX , g 7−→ Φg.

Êé áíôéóôñüöùò° åÜí ï φ : G −→ SX åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå ïñßæåôáé
ìéá «öõóéêÞ» äñÜóç ôÞò G åðß ôïýX:

G×X −→ X, (g, x) 7−→ gx := φ (g) (x) .

(2.3) Ïñéóìüò. ¸óôùG×X −→ X ìéá äñÜóç ôÞòG åðß ôïýX êáé ÝóôùΦ : G −→ SX

ï ìÝóù áõôÞò åðáãüìåíïò ïìïìïñöéóìüò. Ç õðïïìÜäá

Ker (Φ) = {g ∈ G | Φg = IdX } = {g ∈ G | gx = x, ∀x ∈ X }

ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò ôÞò åí ëüãù äñÜóçò. (Ôá óôïé·åßá ôÞò Ker(Φ) äñïõí êáôÜ ôñüðï
«ôåôñéììÝíï» åðß ôïý X). Ç äñÜóç ëÝãåôáé áðïôåëåóìáôéêÞ üôáí Ker(Φ) = {e}. Óå
áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç åéêüíá

Φ (G) = {Φg | g ∈ G} ⊆ SX

áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòSX , ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí G. (Áõôïý ôïý åßäïõò
ïé õðïïìÜäåò ôÞòSX ïíïìÜæïíôáé ïìÜäåò ìåôáó·çìáôéóìþí åðß ôïýX.)
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(2.4) ÐáñáôÞñçóç. ¸óôù G ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù H ìéá õðïïìÜäá ôçò. Ôüôå ç H äñá
åðß ôÞò G ìÝóù ôïý (åî áñéóôåñþí) ðïëëáðëáóéáóìïý

H ×G −→ G, (h, g) 7−→ hg.

ÁõôÞ ç äñÜóç åßíáé áðïôåëåóìáôéêÞ (äéüôé hg = g ⇒ g = e), åíþ ï

λ : H −→ SG, h 7−→ λh, λh (g) = hg,

åßíáé ï åðáãüìåíïò ìïíïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÉäéáéôÝñùò, âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (1.6),
éó·ýåé

H
∼=−→ λ (H) = ìéá õðïïìÜäá ôÞòSG.

(ÅðïìÝíùò, êáé êÜèå ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá êáôÜëëçëç ïìÜäá ìåôáó·çìáôé-
óìþí.)

(2.5) Ïñéóìüò. Ìéá óçìáíôéêÞ êëÜóç äñÜóåùí ìÜò ðáñÝ·ïõí ïé ëåãüìåíåò ãñáììé-
êÝò áíáðáñáóôÜóåéò ïìÜäùí. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï K åßíáé Ýíá óþìá, ï V Ýíáò
K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò êáé ç G ìéá ïìÜäá. Ìéá äñÜóç

G× V −→ V, (g, v) 7−→ gv

ôÞòG åðß ôïýV êáëåßôáé ãñáììéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôÞòG üôáí ç åéêüíáΦ (G) ⊆ SX ôÞò
G ìÝóù ôÞòΦ åìðåñéÝ·åôáé óôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäáGL(V,K), äçëáäÞ üôáí ãéá üëá
ôá óôïé·åßá g ∈ G ïé áìöéññßøåéò Φg : V −→ V åßíáé K-ãñáììéêÝò (K-éóïìïñöéóìïß
ôïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ V ). ¼ôáí dimK (V ) = n, ôüôå ïìéëïýìå ãéá ìéá n-äéÜóôáôç
K-ãñáììéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôÞò G.

(2.6) Ïñéóìüò. ¸óôù G ìéá ïìÜäá êáé X Ýíá G-óýíïëï. Åðß ôïý X ïñßæåôáé ç åîÞò
ó·Ýóç éóïäõíáìßáò: Ãéá (x, y) ∈ X2,

x ∼G y ⇐⇒ (∃g) (g ∈ G : y = gx) .

Ïé ∼G-êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ïíïìÜæïíôáé G-ôñï·éÝò (åíôüò ôïý X). ÉäéáéôÝñùò, ãéá
êÜèå óôïé·åßï x ∈ X, ôï

[x]∼G := Gx := {gx | g ∈ G}

åßíáé ç G-ôñï·éÜ ç äéåñ·üìåíç áðü ôï x, åíþ ôï óýíïëï

X /G := X / ∼G= {Gx | x ∈ X }

åßíáé ï ôñï·éáêüò ·þñïò ôïýX ùò ðñïò ôç äñþóá ïìÜäá G.
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(2.7) Ïñéóìüò. ¸óôù G ìéá ïìÜäá êáé X Ýíá G-óýíïëï.

(á) ¸óôù x ∈ X. Ç õðïïìÜäá

Gx := {g ∈ G | gx = x}

ôÞò G êáëåßôáé ïìÜäá éóïôñïðßáò (Þ óôáèåñïðïéçôÞò) ôïý x.

(â) ËÝìå ðùò ôïX åßíáé Ýíá åëåýèåñï G-óýíïëï (Þ üôé ç ïìÜäá G äñá åëåõèÝñùò åðß
ôïý X) üôáí ãéá êÜèå x ∈ X Ý·ïõìå

(gx = x =⇒ x = e) (⇐⇒ Gx = {e}) .

(ã) ¸íá x ∈ X êáëåßôáé óôáèåñü óçìåßï (ôÞò äñÜóçò ôÞò G åðß ôïýX) üôáí

Gx = {x}

(Þ, éóïäõíÜìùò, üôáíGx = G). Ôï óýíïëï üëùí ôùí óôáèåñþí óçìåßùí ôïýX óõìâï-
ëßæåôáé ùò FixG(X). ÓçìåéùôÝïí üôé

FixG(X) =
[
g∈G

Fixg(X),

üðïõ

Fixg(X) := {x ∈ X | gx = x}.

(ä) Ìéá äñÜóç G×X −→ X êáëåßôáé ìåôáâáôéêÞ (êáé ôïX ïìïãåíÝò G-óýíïëï) üôáí

(∃x) (x ∈ X : Gx = X)

(Ôüôå âÝâáéùò Ý·ïõìå êáé Gy = X ãéá üëá ôá y ∈ X.)

(2.8) ËÞììá. ¸óôùX Ýíá ðåðåñáóìÝíï G-óýíïëï. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(á) ÅÜí ôï {x1, . . . , xk} ⊆ X åßíáé Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá áíôéðñïóþðùí ôÞò ó·Ýóçò éóï-
äõíáìßáò ∼G åðß ôïýXrFixG(X), ôüôå

|X| = |FixG(X)|+
kX
i=1

|Gxi| .

(â) ÅÜí ôï X åßíáé Ýíá åëåýèåñï G-óýíïëï, ôüôå ç äñþóá ïìÜäá G åßíáé ðåðåñáóìÝíç
êáé

|X| = |X /G| · |G| .
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Áðïäåéîç. (á) ÇX = FixG(X)
`³`k

i=1Gxi
´
áðïôåëåß ìéá áðïóõíäåôÞ áðïóýíèåóç

ôïýX, åðåéäÞ ç ∼G ðñüêåéôáé ãéá ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.

(â) ÅÜí ç G äñá åëåõèÝñùò åðß ôïý X êáé äåí åßíáé ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá, ôüôå Ý·ïõìå
ðñïöáíþò FixG(X) = ∅ êáé ç áðåéêüíéóç

ψx : G −→ Gx, g 7−→ gx

åßíáé áìöéññéðôéêÞ, äéüôé

gx = hx =⇒
¡
h−1g

¢
x = x =⇒ h−1g = e =⇒ g = h.

ÅðïìÝíùò, |G| = |Gx| , ãéá üëá ôá x ∈ X, êáé

|X| =
kX
i=1

|Gxi| = k |G| ,

üðïõ k = |X /G| åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí G-ôñï·éþí åíôüò ôïý X. ¤

(2.9) ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé H ìéá õðïïìÜäá ôçò. Ç
äñÜóç

H ×G −→ G, (h, g) 7−→ hg

(ðñâë. (2.4)) åßíáé åëåýèåñç êáé ïéH-ôñï·éÝò åßíáé áêñéâþò ïé (äåîéÝò) ðëåõñéêÝò êëÜ-
óåéò

Hg = {hg | h ∈ H }

ôÞò H åíôüò ôÞò G. (Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá (2.8) ãéá ôï H-óýíïëï G, ðáßñíïõìå ôçí
êëáóéêÞ ðñüôáóç (1.3) ôïý Lagrange.)

(2.10) ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù üôé ç G åßíáé ìéá ïìÜäá, Z(G) ôï êÝíôñï ôçò êáé Aut(G) ç
ïìÜäá ôùí áõôïìïñöéóìþí ôçò. Óôï (1.7) ïñßóáìå ôçí (ïñèüèåôç) õðïïìÜäá Inn(G)
ôÞòAut(G) ôçí áðïôåëïýìåíçáðü üëïõò ôïýò åóùôåñéêïýò áõôïìïñöéóìïýò, Þôïé ôïõò
áõôïìïñöéóìïýò

φh : G −→ G, φh(g) = h−1gh, ∀g, g ∈ G,

üðïõ h ∈ G. Ïé G-ôñï·éÝò ôÞò áíôßóôïé·çò äñÜóçò (Þôïé ôïý ó·çìáôéóìïý óõæõãþí):

G×G −→ G, (h, g) 7−→ φh(g) = h−1gh

åßíáé áêñéâþò ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞò G. Åðßóçò, ç ïìÜäá éóïôñïðßáò åíüò ïéïõäÞ-
ðïôå g ∈ G ôáõôßæåôáé ìå ôïí êåíôñïðïéçôÞ Z (g) = {h ∈ G | hg = gh} ôïý g.
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(2.11) ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ôïX åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò G-óýíïëï êáé x0 ∈ X, ôüôå ç

ψ : G −→ X, g 7−→ ψ(g) := gx0

åßíáé åðéññéðôéêÞ êáé ψ(g1) = ψ(g2) ⇐⇒ g1H = g2H. ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé ìéá öõóéêÞ
áìößññéøç

G/Gx0 −→ X = Gx0 .

Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜíX = S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21+x22+x23 = 1} åßíáé ç ìïíáäéáßá
äéóäéÜóôáôç óöáßñá êáé G = SO(3,R), ôüôå ç G äñá åðß ôÞò S2 äéüôé

kAxk = kxk , ∀A ∈ SO(3,R), ∀x ∈ S2.

Ç äñÜóç áõôÞ åßíáé ìåôáâáôéêÞ. ÐñÜãìáôé° åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá a ∈ S2, ôüôå õðÜñ·åé
Ýíáò ðßíáêáò A ∈ SO(3,R) ôÞò ìïñöÞò A = (a,b, c), ìå b, c ∈ S2, ïðüôå ãéá ôï óçìåßï
x0 = (1, 0, 0) Ý·ïõìå Ax0 = a, Gx0 = S2 êáé

Gx0 = {A ∈ SO(3,R) | Ax0 = x0} =
(Ã

1 0

0 A0

! ¯̄̄̄
¯ A0 ∈ SO(2,R)

)
,

ðïõ óçìáßíåé üôé S2 ∼= SO(3,R) /SO(2,R) ùò «ïìïãåíÞò SO(3,R)-·þñïò».

(2.12) ËÞììá. ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá.

(á) Ãéá üëá ôá g ∈ G Ý·ïõìå

|G| = |C (g)| · |Z (g)| ,

üðïõ C (g) ç êëÜóç óõæõãßáò êáé Z (g) = {h ∈ G | hg = gh} ï êåíôñïðïéçôÞò ôÞò G.
(â) Åðßóçò éó·ýåé ç éóüôçôá

|X| = |Z(G)|+
kX
i=1

|C (gi)| ,

üðïõ ïé C (g1) , . . . , C (gk) åßíáé ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò óõæõãßáò, ïé ïðïßåò
âñßóêïíôáé åíôüò ôïý óõíüëïõ GrZ(G).

Áðïäåéîç. (á) Ôï C (g) ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ïìïãåíÝò G-óýíïëï, ïðüôå êáôÜ ôï (2.11)
Ý·ïõìå G/Z(g) ∼= C(g). Áñêåß ëïéðüí ç åöáñìïãÞ ôÞò ðñüôáóçò (1.3) ôïý Lagrange.
Ôï (â) åßíáé ðñïöáíÝò âÜóåé ôïý ëÞììáôïò (2.8) (á). ¤

(2.13) ËÞììá. (á) Ãéá êÜèå äñÜóçG×X → X ìéáò ïìÜäáòG åðß åíüò óõíüëïõX êáé
ãéá êÜèå g ∈ G êáé h ∈ G éó·ýåé ç éóüôçôá

h (Fixg (X)) = Fixhgh−1 (X) .
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(â) Åðßóçò, ãéá êÜèå x ∈ X êáé g ∈ G éó·ýåé

Ggx = gGxg
−1,

Þôïé ïé ïìÜäåò éóïôñïðßáòGgx ôùí óçìåßùí ôÞò ôñï·éÜò Gx åßíáé ìåôáîý ôïõò óõæõãåßò.

Áðïäåéîç. (á) ÅÜí gx = x, ôüôå¡
hgh−1

¢
(hx) = hgx = h (gx) = hx =⇒ hx ∈ Fixhgh−1 (X) ,

ðïõ óçìáßíåé üôé h (Fixg (X)) ⊆ Fixhgh−1 (X) . Êáé áíôéóôüöùò° åÜí hgh−1x = x, ôüôå

gh−1x = h−1x =⇒ h−1x ∈ Fixg (X) =⇒ x = h
¡
h−1x

¢
∈ h (Fixg (X)) ,

ïðüôå ðáßñíïõìå êáé ôçí áíôßóôñïöç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Fixhgh−1 (X) ⊆ h (Fixg (X)).

(â) ÅðåéäÞ

h ∈ Ggx ⇐⇒ hgx = gx⇐⇒ g−1hgx = x⇐⇒ g−1hg ∈ Gx ⇐⇒ h ∈ gGxg
−1,

ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. ¤

(2.14) Ðñüôáóç. (Ôýðïò êáôáìÝôñçóçò ôùí ôñï·éþí) Áò õðïèÝóïõìå üôé ç G åßíáé
ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôï X Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, êáé ç G × X → X

ìéá äñÜóç ôÞò G åðß ôïý X. Ôüôå Ý·ïõìå

|X /G| = 1

|G|
X
g∈G

|Fixg (X)| , (1)

Þôïé ôï ðëÞèïò ôùí G-ôñï·éþí éóïýôáé ìå ôïí áñéèìçôéêü ìÝóï ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí
ôùí óõíüëùí ôùí óôáèåñþí óçìåßùí Fixg (X), g ∈ G.

Áðïäåéîç. ¸óôùM := {(x, g) ∈ X ×G | gx = x}. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé

p1 :M −→ X, (x, g) 7−→ x, p2 :M −→ G, (x, g) 7−→ g

åßíáé ïé öõóéêÝò áðåéêïíßóåéò ôùí ðñïâïëþí ôïõ, ôüôå Ý·ïõìå

p−11 (x) = Gx, p−12 (g) = Fixg (X) ,

ïðüôå X
x∈X

|Gx| = |M | =
X
g∈G

|Fixg (X)| . (2)

Óôç óõíÝ·åéá åðéëÝãïõìå x1,…, xk ∈ X, ôÝôïéá þóôåX =
`k

i=1Gxi, ìå k = |X /G| .Áðü
ôï (â) ôïý ëÞììáôïò (2.13) Ýðåôáé üôéX

x∈X
|Gx| =

kX
i=1

X
x∈Gxi

|Gx| =
kX
i=1

|Gxi| · |Gxi| = k |G| , (3)

äéüôé G/Gxi
∼= Gxi, ïðüôå |Gxi| · |Gxi| = |G|. Ï ôýðïò (1) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïõò (2)

êáé (3). ¤
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3 Õðåíèõìßóåéò ïñéóìÝíùí ãåùìåôñéêþí éäéïôÞôùí ôÞò

ïìÜäáò O(n,R)

(3.1) ÐáñáôÞñçóç. Áðü ôçí ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá åßíáé ãíùóôü, üôé ãéá áõèáßñåôï
n ≥ 2, êÜèå (ìç ìïíáäéáßïò) ðßíáêáò áðü ôçí O(n,R) ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï (ôï ðïëý
n) êáôïðôñéóìþí. ¸íáò êáôïðôñéóìüò ðñïóäéïñßæåôáé ìÝóù åíüò ðßíáêá ôÞò ìïñöÞò
Sa, a ∈ Rnr{0}, üðïõ

Sa := Id− 2 aa
t

ha,ai .

Ç åðáãïìÝíç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

x 7−→ Sax = x−2
ha,xi
ha, ai a

ðëçñïß ôç ó·Ýóç

Sa · x = −x,∀x ∈Ra,

åíþ ï Sa ìðïñåß íá éäùèåß ùò ï êáôïðôñéóìüò ó·åôéêþò ðñïò ôï õðåñåðßðåäï

Ha = {x ∈ Rn | ha,xi = 0} ,

ôï ïðïßï åßíáé êÜèåôï ðñïò ôï (äéÜíõóìá) a, äéüôé Sa · x = −x,∀x ∈Ha. ÅÜí ôá a,b ∈
Rn åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá, ôüôå ôï ãéíüìåíï SaSb ôùí êáôïðôñéóìþí Sa êáé Sb
åêöñÜæåé ìéá (ðåñé)óôñïöÞ åíôüò ôïý Ra⊕Rb êáôÜ ãùíßá ω, üðïõ

cos (ω) = 2

µ
ha,bi
kak · kbk

¶2
− 1 = 1

2
(tr (SaSb)− n+ 2) ,

ç ïðïßá, åöáñìïæüìåíç óôïíRn, áöÞíåé ôïí ãñáììéêü õðü·ùñïHa∩Hb = (Ra⊕Rb)⊥

óôáèåñü.

(3.2) ÐáñáôÞñçóç. To O(n,R) ãñÜöåôáé ùò áðïóõíäåôÞ Ýíùóç9:

O (n,R) = O+ (n,R) ∪O− (n,R) ,

üðïõ O+ (n,R) = SÏ(n,R) , O− (n,R) = {A ∈O(n,R) | det (A) = −1}.

(3.3) ÐáñáôÞñçóç. Ç ïìÜäá éóïìåôñéþí ôÞò óöáßñáò Sn (åíôüò ôïý Rn+1) åßíáé éóü-
ìïñöç ìå ôçí O(n+ 1,R).
9Ãéá êÜèå A ∈ Ï(n,R), AAt = Id⇒ (det(A))

2
= 1⇒ det(A) ∈ {±1} .
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4 Ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôùí ïìÜäùí

SO(2,R), O(2,R)
Ãéá n = 2 Ý·ïõìå

O+ (2,R) = SO (2,R) =

(Ã
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

!¯̄̄̄
¯α ∈ R

)
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ç ìåôáèåôéêÞ õðïïìÜäá
ôÞò O(2,R)

ç áðïôåëïýìåíç áðü
óôñïöÝò (ðåñß ôï 0)
êáôÜ ãùíßåò α ∈ R

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
êáé10

O− (2,R) =

(Ã
cos (α) sin (α)

sin (α) − cos (α)

! ¯̄̄̄
¯ α ∈ R

)
=

⎧⎪⎨⎪⎩
ç õðïïìÜäá ôÞò O(2,R)

ç áðïôåëïýìåíç
áðü êáôïðôñéóìïýò

⎫⎪⎬⎪⎭
(4.1) ËÞììá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO(2,R) åßíáé êõêëéêÞ.

Áðïäåéîç. ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO(2,R). Êáô'
áñ·Üò åéóÜãïõìå ôç óõíôïìïãñáößá

Aθ =

Ã
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

!
ãéá ôïí ðßíáêá, ï ïðïßïò åêöñÜæåé ôç óôñïöÞ êáôÜ ãùíßá θ ðåñß ôçí áðáñ·Þ ôùí áîü-
íùí (ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý) êáé 0 ≤ θ < 2π. Èåùñïýìå
ôïí ðßíáêá Aφ ∈ G ìå ôçí φ íá åßíáé èåôéêÞ êáé íá áðïôåëåß ôçí åëÜ·éóôç ãùíßá ìå
áõôÞí ôçí éäéüôçôá. Ôüôå ãéá êÜèå Aθ ∈ G ìðïñïýìå íá äéáéñÝóïõìå ôçí θ ìå ôçí φ

êáé íá ôç ãñÜøïõìå ùò

θ = kφ+ ψ, ãéá êÜðïéï k ∈ Z, 0 ≤ ψ < φ,

ïðüôå

Aθ = Akφ+ψ = (Aφ)
kAψ =⇒ Aψ = (Aφ)

−k Aθ ∈ G,

10ÅðåéäÞ Ã
cos (α) sin (α)

sin (α) − cos (α)

!
=

Ã
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

!Ã
1 0

0 −1

!
ïé ãåíéêïß áõôïß êáôïðôñéóìïß óõíôßèåíôáé áðü ìéá ðåñéóôñïöÞ êáé áðü ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôïí
Üîïíá ôùí x1 (ôùí ôåôìçìÝíùí).
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ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ψ = 0, äéüôé áëëéþò èá ïäçãïýìáóôáí óå Üôïðï ëüãù ôÞò
åðéëïãÞò ôÞò φ. ÅðïìÝíùò ç G ðáñÜãåôáé áðü ôïí ðßíáêá Aθ êáé åßíáé êõêëéêÞ. ¤

(4.2) Ðñüôáóç. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò O(2,R) åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ.

Áðïäåéîç. ÂÜóåé ôïý ðñïãïõìÝíïõ ëÞììáôïò ìðïñïýìå íá ðåñéïñéóôïýìå óôç ìå-
ëÝôç ðåðåñáóìÝíùí ìç ôåôñéììÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò O(2,R), ïé ïðïßåò äåí áíÞêïõí
áðïêëåéóôéêþò óôçí SO(2,R). ¸óôù G ìéá ôÝôïéá ïìÜäá êáé H = G∩ SO(2,R) . Ç H

åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ìå äåßêôç [G : H] = 2 êáé åßíáé êõêëéêÞ (âÜóåé ôïý (4.1)).
¸óôù A Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞòH êáé B Ýíá óôïé·åßï ôÞò äéáöïñÜòGrH. ÅðåéäÞ ï B ∈
O− (2,R) åêöñÜæåé Ýíáí êáôïðôñéóìü, Ý·ïõìå B2 = Id. ÅÜí ëïéðüí A = Id, ôüôå ç
G = {Id, B} åßíáé êõêëéêÞ ôÜîçò 2. ÅÜí A 6= Id êáé Ý·åé ôÜîç n ≥ 2, ôüôå

G = {Id, A,A2, . . . , An−1, B,AB, . . . , An−1B},

üðïõ An = Id,B2 = Id,BA = A−1B. ÅðïìÝíùò ç G åßíáé éóüìïñöç ìå ôç äéåäñéêÞ
ïìÜäá Dn. ¤

5 Ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôùí ïìÜäùí

SO(3,R), O(3,R)

Ãéá n = 3 Ý·ïõìå11

O+ (3,R) = SO (3,R) = {(a,b,a× b) ∈ O (3,R) | kak = kbk = 1, ha,bi = 0}

êáé

O− (3,R) = {(a,b,−a× b) ∈ O (3,R)| kak = kbk = 1, ha,bi = 0} .

(5.1) Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå θ ∈ R ïñßæïõìå ôïõò ðßíáêåò

11¸íáò n× n ðßíáêáò åßíáé ïñèïãþíéïò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôá äéáíýóìáôá ôùí óôçëþí ôïõ áðïôåëïýí
ìéá ïñèüôáêôç (Þ, êáô' Üëëïõò, «ïñèïêáíïíéêÞ») âÜóç. ÉäéáéôÝñùò, ãéá n = 3, åÜí ôá a = (a1, a2, a3)t,
b = (b1, b2, b3)

t, c = (c1, c2, c3)t óõãêñïôïýí ìéá ïñèüôáêôç âÜóç, ôüôå c = a× b Þ c = −a× b, üðïõ

a× b =

⎛⎜⎝ a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

⎞⎟⎠
åßíáé ôï óýíçèåò åîùôåñéêü ãéíüìåíï ôùí a êáé b.
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T1 (θ) =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 cos (θ) − sin (θ)
0 sin (θ) cos (θ)

⎞⎟⎠ ,

T2 (θ) =

⎛⎜⎝ cos (θ) 0 − sin (θ)
0 1 0

sin (θ) 0 cos (θ)

⎞⎟⎠ ,

T3 (θ) =

⎛⎜⎝ cos (θ) − sin (θ) 0

sin (θ) cos (θ) 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

Ç áðåéêüíéóç x 7−→ Ti (θ)x åêöñÜæåé ìéá óôñïöÞ ðåñß ôïí i-ïóôü Üîïíá óõíôåôáãìÝ-
íùí êáôÜ ãùíßá θ.

(5.2) Ðñüôáóç. (Euler) ¼ëïé ïé ðßíáêåò ôÞò SO(3,R) ãñÜöïíôáé õðü ôçí ìïñöÞ

T1 (α) · T2 (β) · T2 (γ) , ãéá êÜðïéá α, β, γ ∈ R.

(5.3) ÐáñáôÞñçóç. Ç ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò SO(3,R) ðñù-
ôïåìöáíßæåôáé óôç âéâëéïãñáößá ìå ôï óýããñáììá ôïý Felix Klein ‘‘Vorlesungen über
das Ikosaeder'' (1884), áí êáé óôçí áñèñïãñáößá Þôáí Þäç ãíùóôÞ áðü ôéò åñãáóßåò
ôùíM. L. Frankenheim (1826), J. F. Hessel (1830) êáé A. Bravais (1849), ïé ïðïßïé åß·áí
áó·ïëçèåß ìå ôç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí êëÜóåùí ïñéóìÝíùí êñõóôÜëëùí (Þôïé ìå
ôéò êñõóôáëëïãñáöéêÝò óçìåéáêÝò ïìÜäåò).

(5.4) Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò SO(3,R)) ÊÜèå ðåðå-
ñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò SO(3,R) ïöåßëåé íá åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ Þ éóü-
ìïñöç ìå ìßá åê ôùí ðåñéóôñïöéêþí ïìÜäùí ôùí Ðëáôùíéêþí Óôåñåþí (êáíïíéêïý ôå-
ôñáÝäñïõ, ïêôáÝäñïõ Þ åéêïóáÝäñïõ 12). Ï ðßíáêáò ðïõ áêïëïõèåß äßíåé ôïõò óõíÞèåéò
óõìâïëéóìïýò ôùí åí ëüãù ïìÜäùí, ôéò ôÜîåéò ôïõò, êáèþò êáé ôá óôïé·åßá åíüò óõóôÞ-
ìáôïò ãåííçôüñùí ôïõò.

12Ï êáíïíéêüò êýâïò , üíôáò äõúêüò ôïý ïêôáÝäñïõ, äéáèÝôåé ïìÜäá ðåñéóôñïöþí éóüìïñöç ìå åêåßíçí
ôïý ïêôáÝäñïõ. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå ôï äùäåêÜåäñï êáé ôï åéêïóÜåäñï.
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Á/Á ÏìÜäåò G |G| Óôïé·åßá åíüò óõóôÞìáôïò
ãåííçôüñùí ôùí ïìÜäùí G

1. ÊõêëéêÝò ïìÜäåò Cm m a(Cm) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos
¡
2π
m

¢
− sin

¡
2π
m

¢
0 sin

¡
2π
m

¢
cos

¡
2π
m

¢
⎞⎟⎟⎠

2.
ÄéåäñéêÝò ïìÜäåò
Dn−2, n ≥ 4

2 (n− 2)

a(Dn−2) =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎞⎟⎠

b(Dn−2) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos
³
2π
n−2

´
− sin

³
2π
n−2

´
0 sin

³
2π
n−2

´
cos

³
2π
n−2

´
⎞⎟⎟⎟⎠

3.
ÐåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá

ôïý ôåôñáÝäñïõ T ∼= A4
12 a(T) , b(T)

4.
ÐåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá

ôïý ïêôáÝäñïõ O ∼= S4
24 a(O) , b(O)

5.
ÐåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá

ôïý åéêïóáÝäñïõ I ∼= A5
60 a(I) , b(I)

Åäþ ìå a(T), (êé áíôéóôïß·ùò, ìå a(O) êáé a(I)) óõìâïëßæïõìå ôïí ðßíáêá, ï ïðïßïò ðåñé-
ãñÜöåé ôçí êáôÜ 2π

3
óôñïöÞ ãýñù áðü ôïí Üîïíá ôïí äéåñ·üìåíï áðü ôï êÝíôñï ìéáò

(ïéáóäÞðïôå) Ýäñáò ôïý (êáíïíéêïý) ôåôñáÝäñïõ (êé áíôéóôïß·ùò, ôïý ïêôáÝäñïõ &
ôïý åéêïóáÝäñïõ, ôïý åããåãñáììÝíïõ óôç ìïíáäéáßá óöáßñá) êáé ìå b(T), (êé áíôéóôïß-
·ùò, ìå b(O) &b(I)) ôïí ðßíáêá, ï ïðïßïò ðåñéãñÜöåé ôçí óôñïöÞ êáôÜ 2π

3
(êáé áíôéóôïß-

·ùò, êáôÜ 2π
4
& 2π

5
) ãýñù áðü ìéá êïñõöÞ ôÞò éäßáò Ýäñáò.
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Á/Á ÏìÜäåò G
Ó·Ýóåéò ìåôáîý ôùí ùò Üíù
ãåííçôüñùí ôùí ïìÜäùí G

1. ÊõêëéêÝò ïìÜäåò Cm
¡
a(Cm)

¢m
= Id

2. ÄéåäñéêÝò ïìÜäåò Dn−2, n ≥ 4
a2(Dn−2) = bn−2(Dn−2)

= Id

a(Dn−2)b(Dn−2) = b−1(Dn−2)a(Dn−2)

3.
ÐåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá

ôïý ôåôñáÝäñïõ T ∼= A4
a3(T) = b3(T) =

¡
a(T)b(T)

¢2
= Id

4.
ÐåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá

ôïý ïêôáÝäñïõ O ∼= S4
a3(O) = b4(O) =

¡
a(O)b(O)

¢2
= Id

5.
ÐåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá
åéêïóáÝäñïõ I ∼= A5

a3(I) = b5(I) =
¡
a(I)b(I)

¢2
= Id

ÓêéáãñÜöçìá ôçòÁðüäåéîçò. Ç éó·ýò ôùí ó·Ýóåùí ôïý äåýôåñïõ êáôáëüãïõ ìðï-
ñåß íá åëåã·èåß ðïëý åýêïëá. Åðßóçò åßíáé åýêïëï íá äåßîåé êáíåßò «ùò ðñïò éóïìïñ-
öéóìü» ôá üóá äéáôåßíåôáé ï ðñþôïò êáôÜëïãïò, õðü ôïí üñï üôé èá áíôéìåôùðßóåé ôéò
åí ëüãù ïìÜäåò ùò áöçñçìÝíåò ðåðåñáóìÝíùò ðáñéóôþìåíåò ïìÜäåò, ïé ïðïßåò äéáèÝ-
ôïõí ôéò ùò Üíù ôñéóäéÜóôáôåò ðñáãìáôéêÝò ãñáììéêÝò áíáðáñáóôÜóåéò. Ôï ó·åôéêþò
äýóêïëï ìÝñïò ôÞò áðïäåéêôéêÞò ðïñåßáò óõíßóôáôáé óôï ðþò êáíåßò äéáðéóôþíåé üôé,
ðÝñáí áõôþí, äåí õðÜñ·ïõí Üëëåò ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò SO(3,R). Áöåôçñßá
ôïý üëïõ óêåðôéêïý èá óôáèåß ç äñÜóç

SO(3,R)× S2 −→ S2, (A,x) 7−→ A x

ôÞò SO(3,R) åðß ôÞò äéóäéÜóôáôçò óöáßñáò S2 = {x ∈ R3 | kxk = 1} (ðñâë. (2.11)).
Ãéá êÜèå A ∈ SO(3,R), A 6= Id, ôï óýíïëï ôùí óôáèåñþí óçìåßùí

FixA
¡
S2
¢
= {x ∈ S2 | A x = x}

áðïôåëåßôáé áðü ôçí ôïìÞ ôïý Üîïíá ðåñéóôñïöÞò D = {x ∈ R3 | A x = x} ìå ôçí S2.
Ðñïöáíþò áõôÞ ç ôïìÞ

FixA
¡
S2
¢
= D ∩ S2 = {−p,p}

óõíßóôáôáé áðü äýï óçìåßá, ôïõò ëåãïìÝíïõò ðüëïõò ôÞò ðåñéóôñïöÞò A. ÊáôÜ ôï
ëÞììá (2.13) (á), åÜí ï p ∈ S2 åßíáé Ýíáò ðüëïò ìéáò ðåñéóôñïöÞò A ∈ SO(3,R), A 6=
Id, êáé B ∈ SO(3,R), ôüôå ç ôñï·éÜ Bp åßíáé Ýíáò ðüëïò ôÞò (ìå ôçí A óõæõãïýò) ðåñé-
óôñïöÞò BAB−1.

Ðñþôï ÂÞìá. ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç, ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO(3,R). Ïñß-
æïõìå ôï óýíïëï

U :=
©
p ∈ S2 | ∃A ∈ Gr{Id} : Ap = p

ª
.
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ÊáôÜ ôï ëÞììá (2.13) (á), ôïU åßíáé ÝíáG-áíáëëïßùôï óýíïëï, äçëáäÞ ãéá êÜèåA ∈ G

êáé êÜèå p ∈ U, Ý·ïõìå Ap ∈ U. (ÅÜí p ∈ U, õðÜñ·åé Ýíá B ∈ Gr{Id}, ôÝôïéï þóôå
Bp = p, êé Ýôóé ãéá êÜèå A ∈ G Ý·ïõìå ABA−1 ∈ Gr{Id} êáé ï Ap åßíáé Ýíáò ðüëïò
ôïý ABA−1). ÅðïìÝíùò ç äñÜóç SO(3,R)× S2 −→ S2 åðÜãåé ìéá äñÜóç

G× U −→ U

ôÞò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò G åðß ôïý ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ U. ÅîÜëëïõ, åî ïñéóìïý
êÜèå óçìåßï p ∈ U Ý·åé ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá éóïôñïðßáò

Gp = {A ∈ G | Ap = p}.

¼ëá ôá óôïé·åßá ôÞòGp Ý·ïõí Ýíáí êïéíü Üîïíá ðåñéóôñïöÞò, Þôïé ôïíD = Rp.¸ôóé,
ïé ïìÜäåò éóïôñïðßáò {Gp | p ∈ U} åßíáé éóüìïñöåò ìå õðïïìÜäåò ôÞò SO(2,R), ïðüôå
åßíáé êõêëéêÝò (óýìöùíá ìå ôï ëÞììá (4.1)).

Äåýôåñï ÂÞìá. ¸óôù k = |U /G| ôï ðëÞèïò ôùí G-ôñï·éþí åðß ôïý óõíüëïõ ôùí
ðüëùí U. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï {p1, . . . ,pk} ⊂ U åßíáé Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá áíôéðñï-
óþðùí ôÞò (ôñï·éáêÞò) ó·Ýóçò éóïäõíáìßáò, Þôïé

U /G = {Gp1, . . . , Gpk}, |U| =
kX
i=1

|Gpi| .

ÅðåéäÞ

FixA (U) =

(
U, üôáí A = Id
{±pA} , üôáí A 6= Id êáé pA ðüëïò ôïý A,

ï ôýðïò êáôáìÝôñçóçò ôùí ôñï·éþí (2.14) äßíåéX
A∈G

|FixA (U)| = |U|+ 2 (|G|− 1) =

=
kX
i=1

|Gpi|+ 2 (|G|− 1) =

=
kX
i=1

|G|
|Gpi|

+ 2 (|G|− 1) ,

ïðüôå

k =
kX
i=1

1

|Gpi|
+
1

|G|2 (|G|− 1) =⇒ 2

µ
1− 1

|G|

¶
=

kX
i=1

µ
1− 1

|Gpi|

¶
. (4)

Êé åðåéäÞ |G| ≥ 2, Ý·ïõìå

1 ≤ 2
µ
1− 1

|G|

¶
< 2 (5)
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Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, |Gpi| ≥2, ðïõ óçìáßíåé üôé

1

2
≤ 1− 1

|Gpi|
< 1 (6)

Áðü ôéò (4), (5) êáé (6) óõíÜãïõìå üôé

k ∈ {2, 3}

Ôñßôï ÂÞìá. Áõôü ðåñéëáìâÜíåé äéá·ùñéóìü ðåñéðôþóåùí.

• k = 2. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ï ôýðïò (4) äßíåé

|Gp1|+ |Gp2| = 2.

ÅðïìÝíùò õðÜñ·ïõí ìüíïí äýï ðüëïé (ï Ýíáò áíôßèåôïò ôïý Üëëïõ, Þôïé p1 = −p2),
ïé ïðïßïé êáèïñßæïõí Ýíáí Üîïíá, ôÝôïéïí þóôå êÜèå óôïé·åßï ôÞò G (ðëçí ôïý ôáõôï-
ôéêïý) íá áðïôåëåß ìéá ðåñéóôñïöÞ ãýñù áðü áõôüí. Ôï åðßðåäï ôï äéåñ·üìåíï áðü
ôçí áðáñ·Þ ôùí áîüíùí, ôï ïðïßï åßíáé êÜèåôï ðñïò áõôüí ôïí Üîïíá, ðåñéóôñÝöåôáé
ìÝóù ôÞò G, áðåéêïíéæüìåíï üìùò óôïí åáõôü ôïõ. ¢ñá ç G åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá
õðïïìÜäá ôÞò SO(2,R), ïðüôå ïöåßëåé íá åßíáé êõêëéêÞ (óýìöùíá ìå ôï ëÞììá (4.1)).

• k = 3. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, õðïèÝôoíôáò (äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò) üôé

2 ≤ |Gp1| ≤ |Gp2| ≤ |Gp3| ,

ï ôýðïò (4) ìÜò ðáñÝ·åé ôéò åîÞò äõíáôÝò ôéìÝò:

Á/Á |G| |Gp1| |Gp2 | |Gp3 |
(á) 4 2 2 2

(â) 2n, n ≥ 3 2 2 n

(ã) 12 2 3 3

(ä) 24 2 3 4

(å) 60 2 3 5

(á) ÅðåéäÞ ç G Ý·åé ôÜîç 4 êáé êÜèå óôïé·åßï ôçò (äéáöïñåôéêü ôïý ïõäåôÝñïõ) Ý·åé
ôÜîç 2, çG ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein
(äçëáäÞ ôçíD2). ÅÜí oA åßíáé Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞòGp3 , ïé ðüëïé p1 êáéA(p1) (êáèþò
êáé ïé ðüëïé p2 êáé A(p2)) éóáðÝ·ïõí áðü ôï p3. (Ôï A äéáôçñåß ôçí áðüóôáóç). Êé
åðåéäÞ Gp3 = {±p3}, Ý·ïõìå A(p1) = −p1 êáé A(p2) = −p2. ¢ñá ïé Üîïíåò ïé äéåñ-
·üìåíïé áðü ôá p1,p2,p2 åßíáé áíá äýï êÜèåôïé ìåôáîý ôïõò, åíþ ïé G-ôñï·éÝò åßíáé ïé
{±p1} , {±p2} , {±p3}.

(â) ¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå, ïé ïìÜäåò éóïôñïðßáò ôùí ðüëùí åßíáé êõêëéêÝò. Óõíåðþò
ç Gp3 åßíáé êõêëéêÞ ôÜîçò n. ¸óôù A ï ãåííÞôïñáò ôÞò Gp3 ìå ôçí åëÜ·éóôç äõíáôÞ
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(èåôéêÞ) ãùíßá óôñïöÞò. Ôüôå ôá óçìåßá p1, Ap1, . . . , An−1p1 åßíáé óáöþò äéáêåêñé-
ìÝíá, äéüôé åÜí ßó·õå Arp1 = Asp1 ãéá êÜðïéá r, s, ìå 0 ≤ r < s < n, ôüôå èá åß·áìå
0 < s− r < n êáé

As−rp1 = p1 =⇒ As−r 6= Id, êáé As−r ∈ Gp1.

ÅðïìÝíùò ç As−r (êáé êáôÜ óõíÝðåéáí êáé ç A) èá Þôáí ìéá óôñïöÞ ðåñé ôïí Üîïíá
Rp1, ðñÜãìá áäýíáôï äéüôé ç ôÜîç ôïýA åßíáé n > 2 = |Gp1| .ÅðåéäÞ ëïéðüí |G|

|Gp1 | = n,

Ý·ïõìå

Gp1 = {p1, Ap1, . . . , An−1p1}

êáé êáô' áíáëïãßáí

Gp2 = {p2, Ap2, . . . , An−1p2}.

ÅðéðñïóèÝôùò, Ap3 = p3, A (−p3) = −p3, ïðüôå −p3 /∈ Gp1 ∪Gp2, ðïõ óçìáßíåé üôé

Gp3 = {±p3} .

ÅðåéäÞ ôï A äéáôçñåß ôçí áðüóôáóç, ðáßñíïõìå ôåëéêþò

kp1 −Ap1k =
°°Ap1 −A2p1

°° = · · · = °°An−1p1 − p1
°° ,

êé Ýôóé ôá p1, Ap1, . . . , An−1p1 áðïôåëïýí êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý n-ãþíïõ. ÅðåéäÞ ç
G óõíßóôáôáé áðü 2n ðåñéóôñïöÝò, ðïõ áðåéêïíßæïõí ôï åí ëüãù n-ãùíï óôïí åáõôü
ôïõ, ç G èá ðñÝðåé íá åßíáé ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí áõôïý ôïý n-ãþíïõ.
ÊáôÜ óõíÝðåéáí ç G åßíáé äéåäñéêÞ.

(ã) ÇG-ôñï·éÜ ôïý p3 áðïôåëåßôáé áðü ôÝóóåñá óçìåßá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá åî áõôþí, áò
ôï ðïýìå q, ôÝôïéï þóôå 0 < kp3 − qk < 2. Åðßóçò åðéëÝãïõìå Ýíáí ãåííÞôïñá A ôÞò
Gp3 . Ôüôå ôá q, A(q), A2(q) åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá. ÅðåéäÞ ôï A (ùò éóïìåôñßá)
äéáôçñåß ôçí áðüóôáóç, áõôÜ éóáðÝ·ïõí áðü ôï p3 êáé áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò
éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ. ÅðïìÝíùò ôï

conv
©
p3,q, A(q), A

2(q)
ª

åßíáé Ýíá êáíïíéêü ôåôñÜåäñï, ôï ïðïßï áðåéêïíßæåôáé óôïí åáõôü ôïõ ìÝóù üëùí ôùí
ðåñéóôñïöþí ôÞò G. Êé åðåéäÞ |G| = 12, ç G ïöåßëåé íá åßíáé ç ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá
ôïý åí ëüãù ôåôñáÝäñïõ. Êáíåßò ìðïñåß íá ðñáãìáôåõôåß ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò
(ä) êáé (å) êáô' áíÜëïãï ôñüðï. (Ôïýôï ôï áöÞíïõìå ùò Üóêçóç. ÅÜí õðÜñîïõí äõ-
óêïëßåò, óõìâïõëåõèåßôå ôï êåöÜëáéï 19 ôïý âéâëßïõ ôïý Ì. Á. Armstrong: Groups
and Symmetry, UTM, Springer-Verlag, 1988). ¤
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(5.5) Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò O(3,R)) ÊÜèå ðåðåñá-
óìÝíç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò O(3,R) ïöåßëåé íá áíÞêåé óå ìßá åê ôùí áêïëïýèùí êëÜ-
óåùí õðïïìÜäùí:

(á) ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò SO(3,R),
(â) õðïïìÜäåò ðáñáãüìåíåò áðü ìßá õðïïìÜäá ôÞò SO(3,R) êáé ôïí êåíôñéêü êáôï-
ðôñéóìü

σ0 := −Id =

⎛⎜⎝ −1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎞⎟⎠ ,

(ã) êõêëéêÝò Þ äéåäñéêÝò (åíôüò ôÞò O(3,R)),
(ä) õðïïìÜäåò éóüìïñöåò ìå ôçí G4.

ÓêéáãñÜöçìá ôçò Áðüäåéîçò. ¸óôùG ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò O(3,R), ç
ïðïßá äåí áíÞêåé óôçí êëÜóç (á). Ôüôå ç G ðåñéÝ·åé áíáãêáóôéêþò óôïé·åßá ìå ïñß-
æïõóá ßóç ìå −1 êáé ï ïìïìïñöéóìüò

G −→ {±Id} ∼= Z2

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìå ðõñÞíá ìéá õðïïìÜäá H ôÞò SO(3,R). Ç õðïïìÜäá H

åßíáé ïñèüèåôç ìå äåßêôç 2 åíôüò ôÞò G, ïðüôå

G = H ∪ σH, üðïõ σ ∈ GrH.

ÅÜí σ0 ∈ G, ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí G ùò G = H ∪ σ0H. ÅðåéäÞ ï êåíôñéêüò
êáôïðôñéóìüò σ0 ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò O(3,R), ðáßñíïõìå Ýíáí éóïìïñöé-
óìü

G ∼= H × {Id,σ0} ∼= H × Z2.

Äé' áõôïý ôïý ôñüðïõ ðñïóëáìâÜíïõìå ôéò õðïïìÜäåò ôÞò êëÜóçò (â). ÅÜí σ0 /∈ G,

ôüôå ãñÜöïõìå ôçí G ùò G = H ∪ σH (üðùò ðáñáðÜíù) êáé ó·çìáôßæïõìå ôçí ïìÜäá
G∗ = H ∪ σ0σH, ç ïðïßá åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO(3,R). ÓçìåéùôÝïí
üôé ç áðåéêüíéóç G→ G∗ ðïõ ïñßæåôáé ìÝóù ôùí

h 7−→ h, σh 7−→ σ0σh, ∀h ∈ H

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò. Áðëïß ïìáäïèåùñçôéêïß óõëëïãéóìïß ìÜò ïäçãïýí óôï óõ-
ìðÝñáóìá üôé ç G∗ áäõíáôåß íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá ôùí T Þ I. ÅðïìÝíùò ç G ∼= G∗

(êáôÜ ôï èåþñçìá (5.4)) èá åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ Þ ðåñéóôñïöéêÞ ïêôáåäñéêÞ (êáé
çH Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ Þ ðåñéóôñïöéêÞ ôåôñáåäñéêÞ). ¸ôóé êáëýðôïíôáé ïé êëÜóåéò
õðïïìÜäùí (ã) êáé (ä). ¤
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(5.6) ÐáñáôÞñçóç. (ÐëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñßáò ôùí Ðëáôùíéêþí Óôåñåþí) ÂÜóåé
ôïý èåùñÞìáôïò (5.5) oé ðëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñßáò ôùíÐëáôùíéêþí Óôåñåþí (Þôïé ïé
ïìÜäåò ôùí «áõôïìïñöéóìþí» ôïõò, óýìöùíá ìå ôçí ïñïëïãßá ðïõ ·ñçóéìïðïéÞèçêå
óôçí ðñïçãïýìåíç äéÜëåîç) åßíáé, ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý, ïé åîÞò ïìÜäåò:

Á/Á ÓôåñåÜ
ÐåñéóôñïöéêÝò
ÏìÜäåò

ÐëÞñåéò ÏìÜäåò
Óõììåôñßáò

1. Êáíïíéêü ÔåôñÜåäñï A4 S4

2. Êáíïíéêü ÏêôÜåäñï S4 S4× Z2
3. Êáíïíéêü ÅéêïóÜåäñï A5 A5× Z2

6 Ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôùí ïìÜäùí

SU(2,C) êáé SL(2,C)

Ï Felix Klein ðåñéãñÜöåé (óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ôïý ðñïáíáöåñèÝíôïò óõããñÜììá-
ôüò ôïõ) êáé ìéá ìÝèïäï ìåôÜâáóçò áðü ôéò ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò SO(3,R) óå
åêåßíåò ôÞò

SU (2,C) =

(Ã
a b

−b a

! ¯̄̄̄
¯ a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

)
.

¸óôù P1C = C ∪{∞} ç ìéãáäéêÞ ðñïâïëéêÞ åõèåßá (ùò ìïíïóçìåéáêÞ óõìðáãïðïßçóç
ôïý C). Ç ïìÜäá SL(2,C) äñá åðß ôÞò P1C ìÝóù ôùí êëáóìáôéêþí ãñáììéêþí ìåôáó·ç-
ìáôéóìþí

SL (2,C)×P1C 3
Ã
g =

Ã
a b

c d

!
, z

!
7→ g · z = az + b

cz + d
∈ P1C üðïõ g ·∞ :=

(
a
c , c 6= 0
∞, c = 0

Ôáõôßæïíôáò ôï C ìå ôï åðßðåäï ôïý R3, ðïõ åßíáé êÜèåôï ðñïò ôï (0, 0, 1), ìÝóù ôÞò
áðåéêüíéóçò

C 3 x1 +
√
−1 x2 7−→ (x1, x2, 0) ∈ R2 × {0},

ìðïñïýìå íá ôáõôßóïõìå ôç ìéãáäéêÞ ðñïâïëéêÞ åõèåßá P1C ìå ôç äéóäéÜóôáôç ìï-
íáäéáßá óöáßñá S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 = 1} ìÝóù ôÞò óôåñåïãñáöéêÞò
ðñïâïëÞò ϕ (ôïý S2r{(0, 0, 1)} áðü ôï (0, 0, 1) åðß ôïý C):

S2 3 (x1, x2, x3) 7→ ϕ (x1, x2, x3) :=

(
x1+

√
−1 x2

1−x3 , åÜí (x1, x2, x3) 6= (0, 0, 1)
∞ , åÜí (x1, x2, x3) = (0, 0, 1) ,
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ÓçìåéùôÝïí üôé ç ϕ : S2 → P1C åßíáé áìöéññéðôéêÞ (Þôïé 1-1 êáé åðß), ìå áíôßóôñïöü ôçò
ôçí

P1C 3 z 7−→ ϕ−1 (z) =

⎧⎨⎩ (2Re(z),2 Im(z),|z|2−1)
1+|z|2 , åÜí z ∈ C
∞ , åÜí z =∞.

Oñßæïíôáò ôç «óöáéñéêÞ» ìåôñéêÞ:

P1C × P1C 3
¡
z, z0

¢
7→d

¡
z, z0

¢
:=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|z − z0| ·

³
1 + |z|2

´−1
2
³
1 + |z0|2

´− 1
2
, åÜí (z, z0) ∈ C2³

1 + |z|2
´− 1

2
, åÜí z ∈ C, z0 =∞

0 , åÜí z = z0 =∞

ðáßñíïõìå

d
¡
ϕ (x) , ϕ

¡
x0
¢¢2

=
1

2
(1−

3X
i=1

xi x
0
i), ãéá üëá ôá x =(x1, x2, x3) , x

0 =
¡
x01, x

0
2, x

0
3

¢
∈ S2. (7)

(6.1) ËÞììá. (i) ÅÜí ç t : S2 → S2 åßíáé ìéá áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ôÝôïéá þóôå

ht(x), t(x0)i = hx,x0i , ∀x,x0 ∈ S2,

ôüôå ç t ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíá óôïé·åßï ôïý O(3,R).
(ii)¼ëá ôá óôïé·åßá ôÞò SU(2,C) «äéáôçñïýí» ôç ìåôñéêÞ d, Þôïé

d (gz, gz0) = d (z, z0) , ∀g ∈ SU (2,C) êáé ∀z, z0 ∈ P1C.

(iii) ÅÜí ç θ : P1C → P1C åßíáé ìéá áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ôÝôïéá þóôå

d (θ (z) , θ (z0)) = d (z, z0) , ∀z, z0 ∈ P1C,

ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï óôïé·åßï g ∈ PSU (2,C) = SU (2,C) / {±Id}
ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé : Þ θ (z) = gz Þ θ (z) = gz (·ñçóéìïðïéþíôáò ôç óýìâáóç∞ =∞).

Áðïäåéîç. (i) Ç åðÝêôáóç ôÞò t óôï O(3,R) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

et (x) := ( kxk · t
³

x
kxk

´
, åÜí x 6= 0

0 , åÜí x = 0

ÐñÜãìáôé° êáíåßò åëÝã·åé åýêïëá üôé­et (x+ y)− et (x)− et (y) , et (x+ y)− et (x)− et (y)® = 0,
28



ïðüôå et ∈ O(3,R).

(ii) Ãéá êÜèå g =

Ã
a b

−b a

!
∈ SU(2,C) êáé z, z0 ∈ P1C Ý·ïõìå

|gz|2 + 1 =
µ

az + b

−bz + a

¶µ
az + b

−bz + a

¶
+ 1 =

1 + |z|2¯̄
−bz + a

¯̄2
êáé |gz − gz0|2 =

¯̄
−bz + a

¯̄−2 ¯̄−bz0 + a
¯̄−2 |z − z0|2 , áð' üðïõ Ýðåôáé ï éó·õñéóìüò.

(iii) ¸óôù θ : P1C → P1C ìéá áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ìå ôçí ùò Üíù éäéüôçôá. Êáíåßò
äéáðéóôþíåé åýêïëá üôé õðÜñ·åé Ýíá u ∈ SU(2,C) , ôÝôïéï þóôå u(0) = θ(0). Áíôé-
êáèéóôþíôáò, åí áíÜãêç, ôç θ ìå ôçí 1

u
θ, ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá

õðïèÝóïõìå üôé θ (0) = 0.¸ôóé ðáßñíïõìå

d (θ (z) , 0) = d (z, 0) =⇒ |θ (z)|2 = |z|2 ,

ïðüôå ãéá z, z0 ∈ P1C

|θ (z)− θ (z0)|2 = |z − z0|2 =⇒ θ (z) θ (z0) + θ (z)θ (z0) = z z0 + z z0.

ÅðéëÝãïíôáò Ýíá z0 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé θ(z0) = 1 (ôç ìéá öïñÜ) êáé θ(z0) =
√
−1

(ôçí Üëëç öïñÜ), êáôáëÞãïõìå óå Ýíá óýóôçìá äýï åîéóþóåùí, ôï ïðïßï êáé ëýíïõìå
ùò ðñïò θ (z). ÌåôÜ áðü ðñÜîåéò äéáðéóôþíïõìå üôé õðÜñ·ïõí λ, μ ∈ C, ïýôùò þóôå
θ (z) = λz+μz.¼ìùò ç |θ (z)|2 = |z|2 åßíáé áëçèÞò ìüíïí üôáí λ = 0 Þ μ = 0.Åî áõôïý
ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï. ¤

(6.2) Èåþñçìá. ÕðÜñ·åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí13

ρ : SO(3,R)
∼=−→ PSU (2,C) = SU (2,C) / {±Id} (8)

ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé

ϕ (t · x) = ρ (t) · ϕ (x) , ∀t ∈ SO (3,R) , ∀x ∈ S2 (9)

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå t ∈ SO(3,R) èÝôïõìå θt (z) := ϕ (t · ϕ−1 (z)) ,∀z, z ∈ P1C. H θt

åßíáé áìöéññéðôéêÞ êáé äéáôçñåß ôç óöáéñéêÞ ìåôñéêÞ (ëüãù ôÞò éóüôçôáò (7)). ¸ôóé,
óýìöùíá ìå ôï ëÞììá (6.1) (iii) õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï óôïé·åßï gt ∈
PSU(2,C) , ãéá ôï ïðïßï Þ θt (z) = gtz Þ θt (z) = gtz. (Óå êÜèå ðåñßðôùóç éó·ýåé θ2t ∈
13Óå ìéá êÜðùò «ðéï áëãåâñéêÞ» ãëþóóá èá ëÝãáìå ðùò õðÜñ·åé ìéá áêñéâÞò áêïëïõèßá ïìÜäùí

{Id} /→ {±Id} /→ SU (2,C) ρ−1−→ SO(3,R)³ {Id}
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PSU(2,C)). ¼ìùò ôï t åßíáé ðÜíôïôå ôï ôåôñÜãùíï åíüò êáôáëëÞëùò äïìçìÝíïõ ðß-
íáêá, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé êáô' áíÜãêçí Ý·ïõìå θt (z) = gtz. ÅðïìÝíùò ç áðåéêü-
íéóç t 7→ ρ (t) := gt áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü. ÔÝëïò, ç éóüôçôá (9) áðïäåéêíýåôáé
åýêïëá. ¤

(6.3) ÐáñáôÞñçóç. ÕðÜñ·åé êáé ìéá äåýôåñç, åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ôïý éóïìïñöé-
óìïý (8), ç ïðïßá âáóßæåôáé óôéò éäéüôçôåò ôÞò Üëãåâñáò ôùí ôåôñáíßùí. Ðáñüôé åßíáé
áñêåôÜ åíäéáöÝñïõóá, äåí èá õðåéóÝëèïõìå óå áõôÞí, êõñßùò ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò.

(6.4) ÐáñáôÞñçóç. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SL(n,C) åßíáé óõæõãÞò ìå ìéá
õðïïìÜäá ôÞò SU(n,C). ÐñÜãìáôé° ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá G ôÞò GL(n,C)
õðÜñ·åé Ýíá G-áíáëëïßùôï åñìéôéáíü åóùôåñéêü ãéíüìåíï 14 åðß ôïý Cn, ïñéæüìåíï
(ìÝóù ôïý óõíÞèïõò) ùò åîÞò:

hx,yiG =
1

|G|
X
g∈G

hgx, gyi .

Ôüôå õðÜñ·åé Ýíáò ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò T ∈GL(n,C), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé15:

hx,yiG = hTx,Tyi .

Ôüôå üìùò TGT−1 ∈ U(n). (ÅÜí âåâáßùò ç G áíÞêåé óôçí SL(n,C), ôüôå det(T ) = 1,

êáé TGT−1 ∈ SU(n).)

(6.5) Ðüñéóìá. (Ôáîéíüìçóç ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôùí SU(2,C) êáé SL(2,C))
¸óôù

' : SU(2,C) −→ PSU(2,C) = SU (2,C) / {±Id}

ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí (Þôïé ç öõóéêÞ 2:1 áðåéêüíéóç ðñïâïëÞò ). Ôüôå ôï
óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò SU(2,C) (êé áíôéóôïß·ùò, ôùí ðåðåñáóìÝ-
íùí õðïïìÜäùí ôÞò SL(2,C)) áðïôåëåßôáé «ùò ðñïò éóïìïñöéóìü» (êé áíôéóôïß·ùò, «ùò
ðñïò óõæõãßá») áðü ôéò åðïíïìáæüìåíåò «äõáäéêÝò ïìÜäåò»©

'−1 (ρ (Γ)) | Γ ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO(3,R)
ª
,

ìáæß ìå ôéò êõêëéêÝò ïìÜäåò ðåñéôôÞò ôÜîçò, ðïõ äßíïíôáé óôïí áêüëïõèï êáôÜëïãï :
14ÅÜí ï V åßíáé Ýíáò ìéãáäéêüò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ôüôå ìéá áðåéêüíéóç s : V × V → C ëÝãåôáé
åñìéôéáíü åóùôåñéêü ãéíüìåíï üôáí åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ, çìéãñáììéêÞ ùò
ðñïò ôç äåýôåñç, Þôïé s(v, w + w0) = s(v,w) + s(v, w0), s(v, λw) = λs(v, w), êáé üôáí ôáõôï·ñüíùò
éó·ýåé s(v, w) = s(w, v). Ôï óýíçèåò åóùôåñéêü ãéíüìåíï

hv,wi = v1w1 + · · ·+ vnwn

åðß ôïý Cn åßíáé ðñïöáíþò åñìéôéáíü.
15Áõôüò ï T ìåôáöÝñåé ìéá ïñèüôáêôç âÜóç (ùò ðñïò ôï Ýíá åñìéôéáíü åóùôåñéêü ãéíüìåíï) óå ìéá Üëëç
ïñèüôáêôç âÜóç (ùò ðñïò ôï Üëëï åñìéôéáíü åóùôåñéêü ãéíüìåíï).
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Á/Á ÏìÜäåò G

Óõìâïëéóìüò
êáôÜ
Dynkin

|G|

ðëÞèïò
êëÜóåùí
óõæõãßáò
ôùí G

ãåííÞôïñåò
ôùí G

1.
ÊõêëéêÝò ïìÜäåòCn

ôÜîçò n
An−1 n n ψn

2.

ÄõáäéêÝò äéåäñéêÝò
ïìÜäåò

Dn−2 = '−1 (ρ (Dn−2)) ,

üðïõ n ≥ 4

Dn 4 (n− 2) n+ 1 ψ2(n−2), τ

3.
ÄõáäéêÞ ðåñéóôñïöéêÞ
ïìÜäá ôïý ôåôñáÝäñïõ

T = '−1 (ρ (T))

E6 24 7 ψ4, τ , η

4.
ÄõáäéêÞ ðåñéóôñïöéêÞ
ïìÜäá ôïý ïêôáÝäñïõ
O = '−1 (ρ (O))

E7 48 8 ψ8, τ , η

5.
ÄõáäéêÞ ðåñéóôñïöéêÞ
ïìÜäá ôïý åéêïóáÝäñïõ

I = '−1 (ρ (I))

E8 120 9 u, v, w

Åäþ Ý·ïõìå ïñßóåé ùò

ψk =

Ã
e
2π
√
−1

k 0

0 e
−2π

√
−1

k

!
, k ≥ 2, êáé τ =

Ã
0

√
−1√

−1 0

!
,

η =
1√
2

Ã
e
7π
√
−1
4 e

7π
√
−1
4

e
5π
√
−1
4 e

π
√
−1
4

!
, u =

Ã
0 1

−1 0

!
, v =

Ã
−e 6π

√
−1
5 0

0 −e 4π
√
−1
5

!
,

w =
1

e
4π
√
−1
5 − e

−4π
√
−1

5

⎛⎝ e
2π
√
−1
5 + e

−2π
√
−1

5 1

1 −
³
e
2π
√
−1
5 + e

−2π
√
−1

5

´ ⎞⎠ .

Ïé ó·Ýóåéò ìåôáîý ôùí ùò Üíù ãåííçôüñùí äßíïíôáé áðü ôïí åîÞò êáôÜëïãï:
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Á/Á ÏìÜäåò G
Ó·Ýóåéò ìåôáîý ôùí
ãåííçôüñùí ôùí G

1.
ÊõêëéêÝò ïìÜäåòCn

ôÜîçò n ≥ 2
(ψn)

n = Id

2.

ÄõáäéêÝò äéåäñéêÝò
ïìÜäåò

Dn−2 = '−1 (ρ (Dn−2)) ,

üðïõ n ≥ 4

³
ψ2(n−2)

´(n−2)
= Id, τ2 = − Id

3.
ÄõáäéêÞ ðåñéóôñïöéêÞ
ïìÜäá ôïý ôåôñáÝäñïõ

T = '−1 (ρ (T))

ψ24 = τ2 = η3 = −Id, ητ = ψ4η,

τψ4τ
−1 = ψ−14 , ψ4ηψ

−1
4 = τη

4.
ÄõáäéêÞ ðåñéóôñïöéêÞ
ïìÜäá ôïý ïêôáÝäñïõ
O = '−1 (ρ (O))

ψ28 = ψ4, τ
2 = η3 = −Id, τψ8τ−1 = ψ−18 ,

(ψ8η)
2 = − (ψ8)2 τ , ητ = (ψ8)2 η

5.
ÄõáäéêÞ ðåñéóôñïöéêÞ
ïìÜäá ôïý åéêïóáÝäñïõ

I = '−1 (ρ (I))

v5 = u2 = w2 = −Id, uvu−1 = v−1, uwu−1 = −w,
wvw = vwuv,wu2w = v−2wv−2

Áðüäåéîç. Êáô' áñ·Üò óçìåéþíïõìå üôé åÜí A =

Ã
a b

c d

!
∈ SL(2,C) êáé Ý·åé ôÜîç

2, ôüôå A = A−1 =

Ã
d −b
−c d

!
, äçëáäÞ a = d = ±1 êáé b = c = 0 =⇒ A = − Id.

¸óôù ôþñá G ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SU(2,C). ÅÜí ç G áíÞêåé óôçí êëÜóç
ôùí «äõáäéêþí»©

'−1 (ρ (Γ)) | Γ ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO(3,R)
ª
,

ôüôå çG èá Ý·åé ôÜîç äéðëÜóéá ôÞòáíôßóôïé·çòΓ. ÓôçóõíÝ·åéá, áò õðïèÝóïõìå üôé çG
äåí åßíáé äõáäéêÞ. ÅðåéäÞ− Id /∈ G, ç ρ−1 (' (G)) åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá ðåðåñáóìÝíç
õðïïìÜäá ôÞò SO(3,R). Óýìöùíá ìå üóá ðñïåßðáìå, ôüóï ç G üóï êáé ç ρ−1 (' (G))

äåí ðåñéÝ·ïõí óôïé·åßá ôÜîçò 2. ÅðïìÝíùò, êáôÜ ôï èåþñçìá (5.4) ôÞò ôáîéíïìÞóåùò
ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò SO(3,R), ç ρ−1 (' (G)) (êáé óõíåðþò êáé ç ßäéá
ç G) åßíáé êõêëéêÝò ðåñéôôÞò ôÜîçò. Ôï üôé ïé ãåííÞôïñåò ôïý ùò Üíù êáôáëüãïõ åß-
íáé üíôùò ãåííÞôïñåò ôùí åí ëüãù õðïïìÜäùí, êáé ôï üôé ïé äïèåßóåò ó·Ýóåéò åßíáé
áëçèåßò, áöÞíåôáé ùò Üóêçóç. ÔÝëïò, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ðñïêýðôïõóá ôáîéíüìçóç
êáëýðôåé «ùò ðñïò óõæõãßá» êáé üëåò ôéò ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôïý SL(2,C) ëüãù
ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå óôçí (6.4). ¤
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