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Πρόλογος

§ Στόχευση. Η ανά χείρας πτυχιακή εργασία απευθύνεται σε αναγνωστικό κοινό
ευαισθητοποιημένο σε ειδική αλγεβρική και (ταυτοχρόνως) αλγεβροτοπολογική θε-
ματική. Στοχεύει δε στο να αναλύσει εις βάθος (αλλά με τα όσο το δυνατόν στοι-
χειωδέστερα τεχνικά μέσα) τις αλγεβρικές εκδοχές τού λεγομένου θεωρήματος των
Mayer και Vietoris (εν συντομία, MV-θεωρήματος) και τού λεγομένου θεωρήματος
τού Künneth, μη ξεχνώντας, εκ παραλλήλου, τις τοπολογικές τους καταβολές, πραγ-
ματευόμενη, συν τοις άλλοις, και μια σειρά κλασικών τοπολογικών εφαρμογών αυ-
τών.

§ Ιστορικά δεδομένα. Ας υποθέσουμε προς στιγμήν, νοερώς, ότι γυρνούμε τον χρό-
νο πίσω, στις αρχές τής δεκαετίας τού 1910, ήτοι ακόμη στη Belle Époque· κανείς
κοινός θνητός στην Ευρώπη δεν είχε προϊδεασθεί για τη φρίκη που θα επακολου-
θούσε τόσο με το ξέσπασμα τού καταστροφικού Α1 Παγκοσμίου Πολέμου το 1914
(που στοίχισε τη ζωή σε περίπου 10 εκατομμύρια ανθρώπους στα διάφορα πεδία
των μαχών, καθώς και σε άλλα 10 εκατ. αμάχους πολίτες που πέθαναν από την κα-
τοχή, τους βομβαρδισμούς, την πείνα, τις κακουχίες και τις ασθένειες) όσον και με
τη μετέπειτα άνοδο τού φασιστικού «άξονος» και τον φονικότερο όλων Β1 Παγκό-
σμιο Πόλεμο το 1939 (με νεκρούς που υπερέβησαν μέχρι το 1945 τα 55 εκατομμύ-
ρια). Oι νέες τεχνολογίες βελτίωναν το βιοτικό επίπεδο και επικρατούσε μια σχετι-
κή ευημερία. Οι φτηνές τιμές στην αγορά άνθρακα και το φτηνό εργατικό δυναμικό
συνέβαλαν στην περαιτέρω ανάπτυξη τής βιομηχανίας. Επίσης, όλες οι επιστήμες
άνθιζαν, τα Πανεπιστήμια (κατά κύριο λόγο στην Κεντρική Ευρώπη και στη Βρε-
τανία) εργάζοντο πυρετωδώς, ενώ νέα ιδρύοντο με γοργούς ρυθμούς. Μεταξύ των
θετικών επιστημών, τα Μαθηματικά, έχοντας ως παρακαταθήκη την πληθώρα των
θεωρητικών θεμελιώσεων και κατακτήσεων από τον «υπερπαραγωγικό» 19ο αιώ-
να, εξελίσσοντο ραγδαίως. Μεταξύ των νεοφυών κλάδων συγκαταλέγετο και αυτός
τής Τοπολογίας, ως μετεξέλιξη τής λεγομένης Analysis Situs. Μετά τον θάνατο τού
Poincaré1 (το 1912), τη «σκυτάλη» έλαβαν οι H. Tietze2 (1845-1931) στο Brünn
(Mähren), M.W. Dehn3 (1878-1952) στο Münster και στο Breslau, L.E.J. Brouwer4

1Για ένα σύντομο βιογραφικό σημείωμα που αφορά στον Henri Poincaré (1854-1912) βλ. την υποσημείωση τής σε-
λίδας 662.

2Βλ. D. Beck: Der Mathematiker Heinrich Tietze, 1880-1964, Rauner, Augsburg, 2011.
3Βλ. J. Stillwell: Max Dehn, in History of Topology, edited by I.M. James, North-Holland, 1999, σελ. 965-978.
4Βλ. D. Van Dalen: Luitzen Egbertus Jan Brouwer, in History of Topology, edited by I.M. James, North-Holland, 1999,

σελ. 947-964.

vii
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(1881-1966) στο Amsterdam και O. Veblen5 (1880-1960) στο Princeton, προσπαθώ-
ντας να διευρύνουν καταλλήλως το υπάρχον θεωρητικό υπόβαθρο. Σημειωτέον ότι
ο σύγχρονος ορισμός τού τοπολογικού χώρου (μέσω γειτονιών) εισήχθη στο περί-
φημο βιβλίο Grundzüge der Mengenlehre τού Felix Hausdorff 6, εκδοθέν μόλις τρεις
μήνες προ τής κηρύξεως τού Α1 Παγκοσμίου Πολέμου.

Ο κλονισμός που επέφερε (ύστερα από την επικράτηση τού λαϊκίστικου μιλιτα-
ρισμού με επένδυση κακώς εννοούμενου πατριωτισμού) στον επιστημονικό κόσμο
η αναγκαστική συμμετοχή του σε εχθροπραξίες πρωτόγνωρης αγριότητας (είτε σε
παραγγέλματα για εφ’ όπλου λόγχη, είτε σε επιτήδειους χειρισμούς μηχανών θανά-
του, είτε ακόμη και με εφαρμογή άλλων μεθόδων στα μετώπισθεν) άφησε ανεξίτηλα
τα κατάλοιπά του. Πέραν των σωματικών και ψυχικών τραυμάτων, υπήρχαν και οι
σοβαρές υλικές καταστροφές και τα εγκαταλειφθέντα εκπαιδευτικά ιδρύματα, έ-
στω και εάν, εν προκειμένω, τα Μαθηματικά ήταν τα «ολιγότερο πληττόμενα»7.

Μετά την παρέλευση των τεσσάρων ετών τής παράνοιας και αφότου είχε στε-
γνώσει το μελάνι των (ταπεινωτικών για τους ηττημένους) άρθρων τής Συνθήκης
των Βερσαλλιών, είχαν κορεσθεί οι διεκδικήσεις των νικητών και είχε επέλθει με-
τάβαση στην τόσο εύθραυστη Δημοκρατία τής Βαϊμάρης8, η επάνοδος των επιστη-

5Βλ. S. Mac Lane: Oswald Veblen 1880-1960. A biographical memoir. National Academy of Sciences, Washington
D.C., 1964, σελ. 324-341.

6Hausdorff, Felix (8/11/1868-26/1/1942). Ανακηρύχθηκε διδάκτωρ τού Πανεπιστημίου τής Λειψίας το 1891. Κατόπιν
διετέλεσε καθηγητής των Πανεπιστημίων Greifswald (1914-1920) και Βόννης (1921-1942). Πολύπλευρο ταλέντο, όχι
μόνον στα Μαθηματικά (όπου έγινε γνωστός με εργασίες του επί τής Συνολοθεωρίας, τής Πιθανοθεωρίας και τής
Θεωρίας Μέτρου), αλλά και στην ποίηση και στο θέατρο που υπέγραφε με το ψευδώνυμο P. Mongré. Βρήκε τραγικό
τέλος μαζί με τη σύζυγό του και την κουνιάδα του όταν εξαναγκάσθηκαν να αυτοκτονήσουν (λαμβάνοντας ισχυρές
δόσεις Veronal) για να αποφύγουν την ταπείνωση και τη μεταφορά τους σε στρατόπεδο συγκεντρώσεως από τους Nazi
(λόγω τής εβραϊκής τους καταγωγής). Σήμερα μια κεντρική οδός τής Βόννης φέρει το όνομά του. Βλ. και E. Brieskorn
(ed.): Felix Hausdorff zum Gedächtnis. Aspekte seines Werkes. Vieweg, Braunschweig, 1996. Επιπροσθέτως, στη Βόννη
λειτουργεί (από το 2006) και το Hausdorff Research Institute fοr Μathematics.

7Εν αντιδιαστολή προς άλλες θετικές επιστήμες, για τις οποίες ήταν απαραίτητη η παρουσία βαρέος εξοπλισμού (όρ-
γανα μετρήσεως, εργαστήρια κ.ά.), τα Μαθηματικά δεν απαιτούσαν παρά ολίγιστα μέσα (ορισμένες δε φορές ούτε καν
μολύβι και χαρτί). Υπήρχαν πολλές μαρτυρίες στρατευμένων μαθηματικών, οι οποίοι αισθάνοντο ως λύτρωση (π.χ., σε
ατελείωτες ώρες αναμονής σε χαρακώματα ή ακόμη και υπό συνθήκες φυλακίσεως/κρατήσεως) την αυτοσυγκέντρωση
για τη εύρεση τρόπων επιλύσεως κάποιου ερευνητικού προβλήματος που τους απασχολούσε.

8Για τους λόγους για τους οποίους απέβη αδύνατη η επικράτηση μετριοπαθών πολιτικών δυνάμεων σε εποχές πο-
λυεπίπεδων κοινωνικοοικονομικών κρίσεων στη συνθηκολογήσασα Γερμανία βλ. (δειγματοληπτικώς) τα κάτωθι:
(i) H.A. Winkler: Βαϊμάρη. Η ανάπηρη Δημοκρατία (1918-1933), σε μετ. Α. Σαλταμπάση, εκδόσεις Πόλις, 2013.
(ii) B.C. Hett: Ο θάνατος τής Δημοκρατίας. Η πτώση τής Βαϊμάρης και η άνοδος τού ναζισμού, σε μετ. Φ. Πίπη, εκδόσεις
Διόπτρα, 2019.
(iii) A. Braune & M. Dreyer (Herausgeber): Weimar und die Neuordnung der Welt. Politik, Wirtschaft, Völkerrecht nach
1918, Franz Steiner Verlag, Stuttgart 2020.
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μονικών κοινοτήτων στην ομαλότητα έγινε ταχύτατα και κατά τρόπο εντυπωσιακό.
(Εξίσου εντυπωσιακή ήταν εκείνην την εποχή και η άνθηση των τεχνών: Λογοτεχνί-
ας, θεάτρου, ζωγραφικής, αρχιτεκτονικής, μουσικής, κινηματογράφου κ.ά.)

Εις ό,τι αφορά ειδικότερα στην Τοπολογία: Έχοντας ως αφετηρία τους τα έρ-
γα τού Poincaré επί των αριθμών ομολογίας9, κυκλοφόρησαν κατά τη δωδεκαετία
1922-1934 τα βιβλία των Veblen [51], Lefschetz [46] και Reidemeister [49] επί τής
Συνδυαστικής Τοπολογίας, καθώς και τα βιβλία των Kerékjártó [45] και Seifert &
Threlfall [50] που εστίαζαν περισσότερο στη μελέτη των τοπολογικών επιφανειών.

Εκ παραλλήλου, κατά τον Μεσοπόλεμο (1918-1939) σχηματίσθηκαν (κυρίως
στην Κεντρική Ευρώπη) ομάδες ή ακόμη και ολόκληρες σχολές μαθηματικών ειδι-
κευόμενες κατεξοχήν στην επονομαζόμενη Γενική (ή Συνολοθεωρητική) Τοπολογία.

Η εισαγωγή αλγεβρικών εννοιών στην Τοπολογία ήταν καθοριστική για την πε-
ραιτέρω ανάπτυξή της. Οδήγησε στη διατύπωση νέων αποτελεσμάτων και επέτρεψε
την εγκαθίδρυση υπολογιστικών διαδικασιών για τον προσδιορισμό τοπολογικών
αναλλοιώτων. Εν συνεχεία, τούτο είχε ως επακόλουθο, μεταξύ άλλων, και τη δη-
μιουργία (ιδίως κατά την εικοσαετία 1935-1955) ενός νέου κλάδου: εκείνου τής Ο-
μολογικής Άλγεβρας10. Επιπροσθέτως, η αλγεβροποίηση τής Τοπολογίας συμβάδισε
με τη γένεση τής λεγόμενης Σύγχρονης Άλγεβρας. Εξαιτίας αυτού και μόνον τού γε-
γονότος αξίζει να θεωρείται ως μία εκ των ουσιωδέστερων εξελίξεων στο πλαίσιο
των Μαθηματικών κατά τον εικοστό αιώνα. Γενικότερα δε, σηματοδοτεί ένα κομβι-
κό σημείο, το οποίο χαρακτηρίζεται από τη μεταφορά εννοιών μεταξύ παραδοσια-
κώς χωρισμένων περιοχών, όπως είχε, επί παραδείγματι, συμβεί με την αλγεβροποί-
ηση τής Κλασικής Γεωμετρίας από τον Καρτέσιο. Κατά συνέπειαν, παρουσιάζεται
ως ένα εξέχον ιστορικό φαινόμενο μαθηματικής τέχνης, κάτι που εξηγεί το γιατί ο
Γάλλος μαθηματικός και ιστορικός J. Dieudonné (1906-1992) έχει αφιερώσει το έρ-
γο του [116] στην [Αλγεβρική και Διαφορική] Τοπολογία. Βάσει τού [116] τούτο το
φαινόμενο είναι θεμελιώδες και από μια αμιγώς στρουκτουραλιστική οπτική γωνία:
- Σύγκλιση ερευνητικών μεθόδων και ενοποίηση Θεωρίας Ομάδων και Τοπολογίας
μέσω μεταφοράς ενορατικών μηχανισμών μεταξύ αυτών.
- Εμφάνιση αφηρημένων δομών που αντικαθιστούν τις αρχικές μεθόδους, χαρακτη-
ριστικό των οποίων υπήρξε η προσφυγή στη διαίσθηση.
‚ Εύλογο ερώτημα: Ποιοι ήταν οι πρωτοπόροι τής εν λόγω αλγεβροποιήσεως τής
Τοπολογίας (μετά τον θάνατο τού Poincaré και μετά την έναρξη τής περιόδου τού
Μεσοπολέμου);
Μια συνοπτική απάντηση που θα μπορούσε να δοθεί είναι η εξής: Η στόχευση τής
αλγεβροποιήσεως υπήρξε διττή. Αποσκοπούσε (α) στην εξαπλούστευση και στη συ-
στηματική παρουσίαση τού απαιτούμενου θεωρητικού οικοδομήματος και (β) στη
διασφάλιση τής απρόσκοπτης γενικεύσεως, ήτοι τής συμπεριλήψεως των ευρύτερων
δυνατών τοπολογικών εφαρμογών. To (α) εδραιώθηκε μέσω εργασιών τού Heinz

9Για την προεργασία που είχε προγηθεί τού Poincaré εκ μέρους των Schläfli (1852), Riemann (1857), Betti (1871) και
von Dyck (1888) (γενικεύσεις τού πολυεδρικού τύπου τού Euler, χαρακτηριστική τού von Dyck, αριθμοί Betti, αριθμοί
στρέψεως κ.ά.) βλ. το άρθρο [114] τής M. Bollinger.

10Βλ. C. A. Weibel: History of Homological Algebra, in History of Topology, edited by I.M. James, North-Holland, 1999,
σελ. 797-836. (Μετά το 1960 η Ομολογική Άλγεβρα αναδείχθηκε σε αυτοδύναμο κλάδο τής (Σύγχρονης) Αφηρημένης
Άλγεβρας.)

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dieudonne/
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Hopf ύστερα από τήρηση των υποδείξεων και οδηγιών τής Emmy Noether11. [Ορθή
μεταγραφή12 στα ελληνικά: Έμμυ Ναίτερ.] Το (β) υλοποιήθηκε (σχεδόν δύο χρό-
νια ενωρίτερα) από τον Leopold Vietoris (ενώ αργότερα υπήρξε συνεισφορά τού
Walther Mayer σε μια ειδική περίπτωση, καθώς και μια ισοδύναμη περιγραφή οφει-
λόμενη στον Eduard Čech). Για κάποιους λόγους ο ρόλος τού (β) είχε (επί σχεδόν
μισόν αιώνα) υποτιμηθεί13 και έπρεπε να υπάρξει αφύπνιση των «παροικούντων
την Ιερουσαλήμ» προκειμένου να αποκατασταθεί η αρμόζουσα σημασία του.

Το 1935 κυκλοφόρησε το περιώνυμο βιβλίο [44] τής Τοπολογίας των P. Alexan-
droff και H. Hopf14 το οποίο εγκαινιάζει (διατηρώντας, παραλλήλως, τη συνήθη γε-
ωμετρική και συνδυαστική γωνία θεάσεως) μια αλγεβρική εκφραστική δεινότητα,
περιέχον, μεταξύ άλλων, και ένα ολόκληρο παράρτημα περί τής Θεωρίας Ομάδων.
Στην εισαγωγή του διαβάζουμε τα ακόλουθα: «Η ολομερής μαθηματική διορατικό-
τητα τής Emmy Noether δεν περιοριζόταν μόνον στον ειδικό τομέα δραστηριότητάς
της, ήτοι στην Άλγεβρα, αλλά ασκούσε μια ζωηρή επιρροή και σε πληθώρα άλλων
σχετιζόμενων κλάδων. Για εμάς, η εν λόγω επιρροή είχε βαρύνουσα σημασία και
αντικατοπτρίζεται και σε αυτό το βιβλίο. Η τάση τής ισχυρής αλγεβροποιήσεως τής
Τοπολογίας επί ομαδοθεωρητικών θεμελίων, στην οποία στηρίζουμε την παρουσί-
ασή μας, ανάγεται το δίχως άλλο στην Emmy Noether· μπορεί τούτο πλέον σήμερα
να φαντάζει αυτονόητο, αλλά δεν ίσχυε μέχρι προ οκτώ ετών, διότι (προ)απαιτείτο
η ενεργητικότητα και η ιδιοσυγκρασία της προκειμένου να γίνει κοινό κτήμα των

11Noether, Emmy (23/3/1882-14/4/1935). Γερμανίδα μαθηματικός εβραϊκής καταγωγής. Κόρη τού γεωμέτρη Max
Noether. Θεωρείται ως μία εκ των κύριων αναδιαμορφωτών τής (Σύγχρονης) Άλγεβρας κατά τον 20ο αιώνα, έχου-
σα σημαντική συνεισφορά και σε άλλους κλάδους, ακόμη και σε ορισμένους ανήκοντες στη Μαθηματική Φυσική. Για
τη βιογραφία και για σχολιασμούς επί τού ερευνητικού της έργου βλ. τα ακόλουθα:

(i) A. Dick: Emmy Noether, 1882-1935, Birkhäuser, 1981.

(ii) J.W. Brewer & M.K. Smith (editors): Emmy Noether: A Tribute to Her Life and Work, Monographs and Textbooks in
Pure and Applied Mathematics, Vol. 69, Marcel Dekker, 1982.

(iii) M. Teicher (editor): The Heritage of Emmy Noether, Israel Mathematical Conference Proceedings, Bar-Ilan Univer-
sity, American Mathematical Society, 1999.

(iv) F. Lemmermeyer & P. Roquette: Helmut Hasse und Emmy Noether. Die Korrespondenz 1925-1935, Universitätsverlag
Göttingen, 2006.

(v) M.B.W. Tent: Emmy Noether. The Mother of Modern Algebra, A.K. Peters, Ltd., Massachusetts, 2008. [Υπάρχει και
στα ελληνικά, σε μετάφραση Ν. Κυριαζόπουλου και επ. επιμέλεια Θ. Γραμμένου, υπό τον τίτλο: Έμι Νέδερ. Η κυρία
τής Άλγεβρας, εκδοτικός οίκος Τραυλός, 2009.]

(vi) M. Koreuber: Emmy Noether, die Noether-Schule und die moderne Algebra. Zur Geschichte einer kulturellen Bewegung,
Mathematik im Kontext, Spektrum, Springer-Verlag, 2015.

12Για λόγους συνέπειας ο ίδιος ο Εμμανουήλ Τριανταφυλλίδης (1883-1959) δέχεται για την ορθογραφία τής μετα-
γραφής ξένων ονομάτων/επωνύμων να εφαρμόζεται η αρχή τής αντιστρεψιμότητας. Την αρχή τής απλογραφήσεως την
αποφεύγει και τη χρησιμοποιεί μόνον κατ’ εξαίρεση όπου βοηθάει. Έτσι, για τη μεταγραφή τού Goethe εξακολουθούμε
να γράφουμε Γκαίτε (αντί τού απλογραφημένου Γκέτε), για τη μεταγραφή τού Goebbels εξακολουθούμε να γράφουμε
Γκαίμπελς (αντί Γκέμπελς) κ.ο.κ. Εν προκειμένω, η δίφθογγος oe επέχει τη θέση ενός ö («ο Umlaut», προερχόμενου
από συναίρεση των ο και e) και προφέρεται ως «κλειστό ε» (όπως στα γαλλικά η λέξη neuf). Από την άλλη μεριά, αξίζει
να σημειωθεί ότι το «th» στα γερμανικά προφέρεται ως ταυ και όχι, όπως στην αγγλική γλώσσα, ως δέλτα ή θήτα. Στην
Ελλάδα, πολλοί αγγλοτραφείς μη γερμανομαθείς αρέσκονται να χρησιμοποιούν ως μεταγραφή τού επωνύμου Noether
τα Ναίδερ/Ναίθερ (ή τις απλογραφήσεις Νέδερ/Νέθερ), κάτι που μάλλον δεν θα το ενέκρινε ούτε η ίδια η Έμμυ: Δια-
φέρει, όπως είναι φυσικό, η εξαναγκαστική εξορία λόγω πολιτικής καταδιώξεως και κινδύνου (υφιστάμενου για την
ίδια σου η ζωή) από την πλήρη ενσωμάτωση (ύστερα από μόλις ενάμισι χρόνο στις Η.Π.Α.)!

13O Leopold Vietoris (στη βιογραφία τού οποίου θα εστιάσω παρευθύς από τη σελίδα xx) ήταν ένας μετριοπαθής και
εν πολλοίς μοναχικός ερευνητής χωρίς έφεση στην καλλιέργεια δημοσίων σχέσεων. Αντ’ αυτών προτιμούσε να κάνει
σκι (με επιλεγμένους σύντροφους-ορειβάτες) στις πλαγιές των αγαπημένων του Αυστριακών Άλπεων.

14Για σύντομα βιογραφικά στοιχεία που αφορούν στους P. Alexandroff (1896-1982) και H. Hopf (1894-1971) βλ. τις
υποσημειώσεις των σελίδων 708 και 697, αντιστοίχως.
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τοπολόγων και να λάβουν οι συναφείς μέθοδοί του τη σημερινή του μορφή.»
Ο J. Dieudonné προσθέτει στο [115] τα εξής: «Η Noether συνέτεινε στην πλή-

ρη αναδιαμόρφωση τής Άλγεβρας, ήτοι σε ό,τι έγινε γνωστό λίγα χρόνια αργότερα
μέσω τού βιβλίου τού van der Waerden υπό τον τίτλο Moderne Algebra. Αυτό πα-
ρείχε συστηματική προτεραιότητα σε αφηρημένες έννοιες έναντι τής εκτελέσεως
υπολογισμών. Ιδιαιτέρως, η Γραμμική Άλγεβρα απελευθερώθηκε από τη μάστιγα
των πινάκων και των οριζουσών, από την οποία καταταλαιπωρείτο για έναν αιώνα,
αντικαθιστώντας αυτά τα βραδυκίνητα και γεωμετρικώς άσκοπα εργαλεία με τις
εγγενείς ιδέες των μοδίων (modules) και των ομομορφισμών.»

O S. Mac Lane15 [121] ασκεί κριτική σε ένα άλλο σημείο τού [115], αναφέρο-
ντας τα ακόλουθα: «Στο άρθρο [115] τού Dieudonné περιγράφεται το πώς η Emmy
Noether έπεισε τον Heinz Hopf για το ότι μερικά από τα επιχειρήματά του από τη
Συνδυαστική Τοπολογία θα μπορούσαν να είναι περισσότερο ευκρινή στην περί-
πτωση κατά την οποία η παραδοσιακή χρήση των αριθμών Betti και των συντελε-
στών στρέψεως αντικαθίστατο από ομάδες ομολογίας. Επειδή αυτές οι ομάδες είναι
πεπερασμένως παραγόμενες, αποτελούν ευθέα αθροίσματα κυκλικών ομάδων. Σε
αυτήν την αποσύνθεση το πλήθος των άπειρων κυκλικών ομάδων δίδει τους αντί-
στοιχους αριθμούς Betti, με τους συντελεστές στρέψεως καθοριζόμενους κατ’ ανα-
λογίαν16. […] Ο Heinz Hopf είχε επισκεφθεί μαζί με τον Paul Alexandroff το Πανε-
πιστήμιο τού Princeton κατά το ακαδημαϊκό έτος 1927-1928. Τότε (όπως και τώρα)
τα θεωρήματα περί σταθερών σημείων μονοπωλούσαν το ενδιαφέρον. Το πασίγνω-
στο θεώρημα τού σταθερού σημείου τού Brouwer για ένα n-κύτταρο είχε γενικευ-
θεί από τον Lefschetz σε έναν τύπο περί σταθερών σημείων για απεικονίσεις από
ένα πολύπτυγμα (manifold) στον εαυτό του. Ο Hopf επεξέτεινε περαιτέρω αυτόν
τον τύπο από n-πολυπλύγματα σε n-συμπλέγματα και δημοσίευσε μια ανακοίνω-
ση (announcement) τού αποτελέσματός του, υποβληθείσα την 9η Ιανουαρίου 1928,
στα Proceedings17. Μια λεπτομερέστερη απόδειξη, υποβληθείσα τη 10η Απριλίου
1928, δημοσιεύθηκε στο περιοδικό Mathematische Zeitschrift18 το 1929. Εκεί προ-
σετέθη η επισύναψη: “Χάρη στην συμβουλή τής δεσποινίδος Ε. Noether είμαι στη

15Για ένα σύντομο βιογραφικό σημείωμα που αφορά στον Mac Lane (1909-2005) βλ. την υποσημείωση τής σελ. 344.
16Βλ. θεώρημα 2.6.32.
17H. Hopf: A new proof of the Lefschetz formula on invariant points, Proceedings of the National Academy of Sciences

of the U.S.A. 14 (1928), 149-153.
18H. Hopf: Über die algebraische Anzahl von Fixpunkten, Mathematische Zeitschrift 29 (1929), 493-524.
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θέση να απλοποιήσω κατά τρόπο ουσιαστικό την απόδειξη τού κύριου θεωρήματος
Ι (§3) τού παρόντος άρθρου…” […] Ο Dieudonné συνεχίζει ισχυριζόμενος ότι ο W.
Mayer χρησιμοποίησε ουσιωδώς το ανωτέρω στο δημοσιευθέν άρθρο του19 τού 1929
και υπογραμμίζει το εξής: “Παρότι αυτός ευρίσκετο τότε στη Βιέννη, δεν έκανε σε
κανένα σημείο τού άρθρου του μνεία τής Emmy Noether. Εντούτοις, εκείνην την
εποχή το πνεύμα τής “Σύγχρονης Άλγεβρας” είχε εξαπλωθεί σε πολλά γερμανικά
πανεπιστήμια.” Αυτό συμφωνεί με μια διαδεδομένη άποψη ότι οι μαθηματικές ιδέες
προήρχοντο από το Göttingen και στη συνέχεια εξαπλώνοντο σε μικρότερα μέρη.
Όμως αυτή η άποψη δεν εκφράζει πάντοτε την πλήρη αλήθεια. Η Συνδυαστική Το-
πολογία ήταν από μακρού ενεργή στη Βιέννη, όπως μαρτυρά ήδη ένα άρθρο τού
Tietze20 από το 1908. Το 1926 ο Leopold Vietoris, όντας Privatdozent στη Βιέννη,
ενδιαφέρθηκε για το πρόβλημα τής περιγραφής τής ομολογίας όχι μόνον για πολυ-
πτύγματα ή για συμπλέγματα, αλλά γενικότερα για συμπαγείς μετρικούς χώρους.
Εντέλει κατόρθωσε να επινοήσει μια τέτοια θεωρία, γνωστή σήμερα ως ομολογία
Vietoris. Για την υλοποίησή της δεν έπρεπε να αρκεσθεί σε αριθμούς Betti και συ-
ντελεστές στρέψεως, καθώς τέτοιοι (γενικότεροι) χώροι ενδέχεται να φέρουν απει-
ροπληθείς τρύπες. Προς τούτο απαιτείτο η χρήση ομάδων ομολογίας, κάτι που συ-
νέβη σε ένα άρθρο του21 που παρουσιάσθηκε από τον ίδιον τον L.E.J. Brouwer στην
Ολλανδική Ακαδημία Επιστημών στη συνάντηση τής 29ης Μαΐου 1926. Εκεί, τουλά-
χιστον 19 μήνες προ τού Hopf, γινόταν λόγος για ομάδες ομολογίας (με ακέραιους
συντελεστές) και ομάδες συνεκτικότητας (με συντελεστές modulo 2) για τους χώ-
ρους αναφοράς. Λεπτομερέστερη παρουσίαση, υποβληθείσα την 28η Ιουνίου 1926,
δημοσιεύθηκε στα Mathematische Annalen22, όπου επεξηγείτο επακριβώς το πώς
οι αριθμοί Βetti κατά Poincaré και οι συντελεστές στρέψεως μπορούν να αποκτη-
θούν (μέσω μεθόδων χρησιμοποιηθεισών από τον Tietze για τη θεμελιώδη ομάδα)
από τις εν λόγω ομάδες ομολογίας. Σχετική εκ μέρους του κοινοποίηση υπήρξε και
κατά τη διάρκεια μιας συνεδριάσεως τής Γερμανικής Ενώσεως Μαθηματικών23 την
24η Σεπτεμβρίου 1926, στην οποία προΐστατο ο Paul Alexandroff που ευρίσκετο σε
στενή επαφή τόσο με την Ε. Noether όσον και με τον H. Hopf. Επειδή αμφότεροι οι
Vietoris και Mayer ήταν στη Βιέννη κατά τη διετία 1925-1927, φαίνεται πιθανό ότι
ο Mayer είχε λάβει γνώση για την ομολογία Vietoris πριν τη συγγραφή τού άρθρου
του τού 1929, στο οποίο καθορίζεται η ομολογία αφηρημένων αλυσωτών συμπλό-
κων. Η Βιέννη αποτελούσε εκείνην την εποχή ένα πολύ ζωντανό πνευματικό κέντρο
(H. Hahn, K. Menger, S. Freud, λογικοί θετικιστές, πολλοί οικονομολόγοι κ.ά.). Ως
εκ τούτου, ενδέχεται να λάμβαναν χώρα αμφίδρομες μεταβιβάσεις ιδεών μεταξύ
Βιέννης και Göttingen (ή και μέσω Βερολίνου, Μόσχας ή Παρισίων).»

19W. Mayer, Über abstrakte Topologie, Monatshefte für Mathematik und Physik 36 (1929), 1-42 und 219-258.
20H. Tietze: Über die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, Monatshefte für Mathematik und

Physik 19 (1908) 1-118.
21L. Vietoris: Über den höheren Zusammenhang von kompakten Räumen und eine Klasse von Abbildungen, welche ihn

ungeändert läßt, Proc. Acad. Amsterdam 29 (1926), 1008-1013.
22L. Vietoris: Über den höheren Zusammenhang kompakter Räume und eine Klasse von zusammenhangstreuen Abbil-

dungen, Mathematische Annalen 27 (1927), 454-472.
23L. Vietoris: Über den höheren Zusammenhang kompakter Räume, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Ve-

reinigung 36 (1927), 28-29.
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Η διάλεξη [120], η οποία εδόθη από τον F. Hirzebruch24 τον Δεκέμβριο τού 1996
στο πλαίσιο μιας συναντήσεως διοργανωθείσας (στο Πανεπιστήμιο Bar-Ilan τού
Tel Aviv) προς τιμήν τής Emmy Noether υπό τον τίτλο «Η κληρονομιά τής Emmy
Noether» (δημοσιευθείσα το 1999 στα πρακτικά τού φερώνυμου συνεδρίου), κινή-
θηκε στο ίδιο μοτίβο. Παρά το γεγονός ότι ο ομιλητής ήταν μαθητής των Heinz Hopf
και Beno Eckmann στο E.T.H. τής Ζυρίχης κατά το ακαδημαϊκό έτος 1949-1950 και
παρά το ότι υπήρξε ένθερμος υποστηρικτής τής ιδρύσεως (από το 1992) τού Ερευ-
νητικού Ινστιτούτου Μαθηματικών «Emmy Noether» στο Ισραήλ και διατελέσας,
μάλιστα, πρόεδρος τού πρώτου του συμβουλίου (1992-2003), φαίνεται ότι επιθυ-
μούσε διακαώς να συμβάλει στην αποκατάσταση τής αληθείας και στην αποφυγή
παρερμηνειών σε ό,τι αφορά στους «σκαπανείς τής αλγεβροποιήσεως», επισημαί-
νοντας, μεταξύ άλλων, τα εξής:
«Το 1964 εξεδόθησαν από τον εκδοτικό οίκο Springer τα Selecta τού Heinz Hopf
με την ευκαιρία των εβδομηκοστών γενεθλίων του. Στο δεύτερο άρθρο αυτών25, ο
Hopf προσέθεσε μια νέα υποσημείωση:
“Το ανωτέρω συνοπτικό άρθρο αποτέλεσε αναμφιβόλως την πρώτη δημοσίευση,
στην οποία εμφανίζεται η σημερινή, γνώριμη, από την Emmy Noether προερχόμενη
ομαδοθεωρητική εποπτεία τής Τοπολογίας.”

Πρόκειται για την πρώτη εργασία τού Hopf στην οποία αυτός χρησιμοποιεί πλή-
ρως τις ιδέες τής Emmy Noether. Ωστόσο, η έννοια τής ομάδας ομολογίας ενεφανί-
σθη ενωρίτερα και ανεξάρτητως τής Emmy Noether στη βιβλιογραφία. Όταν ετοί-
μαζα αυτήν τη διάλεξη, ήθελα να έχω και κάποια άλλα πρώιμα τοπολογικά άρθρα
πέραν των άρθρων τού Künneth. Επέλεξα προς τούτο το σημαντικό και συχνά χρη-
σιμοποιούμενο θεώρημα των Mayer και Vietoris που συσχετίζει (μεταξύ τους) τις
ομάδες ομολογίας των A Y B,A,B και A X B (υπό κατάλληλες συνθήκες). […]
Κοίταξα τις αυθεντικές πηγές. Ξεκίνησα με το άρθρο26 τού Walter Mayer, το ο-
ποίο υπεβλήθη για δημοσίευση την 16η Νοεμβρίου 1927. Σε αυτό ο Mayer εισάγει
κατ’ ουσίαν την αφηρημένη έννοια τού αλυσωτού συμπλόκου και τις αντίστοιχες
ομάδες ομολογίας και αποκτά ως εφαρμογή τούς τύπους Mayer-Vietoris για τους
αριθμούς27 Betti. Ο Mayer αναφέρει ότι έμαθε Τοπολογία από τις παραδόσεις τού
Leopold Vietoris στη Βιέννη κατά τη διετία 1926-1927. Έγραψα στον Vietoris την 9η
Σεπτεμβρίου 1996. Την τελευταία φορά που τον είχα συναντήσει ήταν κατά τον εορ-
τασμό των εκατοστών γενεθλίων του στο Innsbruck (4/6/1991). Γι’ αυτό, όπως ήταν
φυσικό, ήμουν κατά τι διστακτικός να γράψω σε κάποιον που ευρίσκετο στην ηλικία

24Hirzebruch, Friedrich (17/10/1927-27/5/2012). Γερμανός αλγεβροτοπολόγος και αλγεβρογεωμέτρης. Για τη βιογρα-
φία του και για σχολιασμούς επί τού ερευνητικού του έργου βλ. τα ακόλουθα:
(i) M.F. Atiyah & D. Zagier (coordinating editors): Friedrich Hirzebruch (1927-2012). Notices of the American Mathe-
matical Society 61 (2014), 2-23.
(ii) D. Zagier: Life and Work of Friedrich Hirzebruch, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Band 117
(2015), 93-132.
(iii) W. Scharlau: Das Glück, Mathematiker zu sein. Friedrich Hirzebruch und seine Zeit, Springer-Verlag, 2016.

25H. Hopf: Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel, Nachrichten von der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Göttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse (1928), 127-136.

26W. Mayer: Über abstrakte Topologie, Monatshefte für Mathematik und Physik 36 (1929), 1–42.
27Πρβλ. L. Vietoris: Über die Homologiegruppen der Vereinigung zweier Komplexe, Monatshefte für Mathematik und

Physik 37 (1930), 159–162.

https://math.biu.ac.il/en/node/2958
https://math.biu.ac.il/en/node/2958
https://www.ams.org/notices/201407/rnoti-p706.pdf
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των 105 ετών. Απήντησε με ένα πεντασέλιδο γράμμα την 25η Σεπτεμβρίου 1996 και
αποκρίθηκε λεπτομερώς σε ό,τι ερωτήματα τού είχα υποβάλει. Στις παραδόσεις του
στη Βιέννη είχε εισαγάγει ομάδες ομολογίας χωρίς να έχει ασκηθεί η παραμικρή ε-
πιρροή εκ μέρους τής Emmy Noether. Το άρθρο του στα Proc. Acad. Amsterdam
(1926) είναι το πρώτο άρθρο στο οποίο ορίζονται οι έννοιες των ομάδων συνεκτι-
κότητας (ήτοι ομάδων ομολογίας με συντελεστές ειλημμένους από το Z2) και των
ομάδων ομολογίας με συντελεστές από τους ακεραίους. Ο Vietoris διατείνεται ότι
όταν ο Hopf έγραφε το άρθρο Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel
δεν γνώριζε την ύπαρξη τού δικού του στα Proc. Acad. Amsterdam ούτε και τη λε-
πτομερέστερη παρουσίασή του στα Mathematische Annalen. […]»

Ο Hirzebruch παραθέτει επιπροσθέτως (από τη σελ. 39 τού [116] ) ένα είδος με-
ρικής ανασκευής των ισχυρισμών τού [115]. Εκεί, ο Dieudonné, αφού αναφέρεται
στο άρθρο τού Hopf [τού 1928], γράφει επί λέξει τα εξής: «[…] Ανεξαρτήτως αυ-
τού, το 1926 ο Vietoris χρειάσθηκε ωσαύτως να απαλλαγεί από τους πίνακες για
να ορίσει ομολογία για χώρους γενικότερους των μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων,
χρησιμοποιώντας τον ορισμό των ομολογικών ομάδων [ακόμη και] για ένα μονο-
πλεκτικό σύμπλεγμα χωρίς να τον διασυνδέσει με γενικές έννοιες τής Γραμμικής
Άλγεβρας.»

Ο Nicolas Basbois (που ανήκει στη νέα γενιά ιστορικών) προέβη στο πολυσέ-
λιδο άρθρο του [113] σε μια ενδελεχή διερεύνηση των ιστορικών και μαθηματικών
πηγών περί «τής ταυτότητας των πρωτοπόρων». Στην ενότητα 7 (που αφορά στο
μέρος των συμπερασμάτων) αναφέρει τα ακόλουθα: «Το άρθρο τού Mayer [τού
1929] δείχνει το πόσο πολύ απέχει από τις ιδέες τής Noether, καθώς και από την
ερμηνεία τους την παρατιθέμενη από τον Hopf. Το κύριο αντικείμενό του είναι να
διατυπώσει την πρώτη αξιωματικοποίηση των ομάδων ομολογίας και να επιβεβαιώ-
σει την σπουδαιότητα αυτής τής εννοίας. Εντούτοις, μέσω ορισμένων πτυχών του,
αυτό το άρθρο οπισθοδρομεί συγκρινόμενο με τις προόδους τού Vietoris. Οι εκ μέ-
ρους τού Mayer οριζόμενες ομάδες ομολογίας είναι ολιγότερο γενικές εκείνων που
εισήγαγε ο Vietoris, διότι ο πρώτος θεώρησε μόνον [μονοπλεκτικά] συμπλέγματα
πεπερασμένης διαστάσεως. Ο λογισμός με πίνακες εγκαταλείπεται εξ ανάγκης από
τον Vietoris, ενώ για τον Mayer είναι ουσιαστικός. Άλλωστε, η χρήση μεθόδων τής
Θεωρίας Ομάδων είναι σχεδόν εξ ολοκλήρου απούσα.

Τα κίνητρα τού Vietoris διαφέρουν αισθητά από εκείνα των Hopf και Noether.
Η Noether προχωρά σε επαναξιολόγηση τής δομήσεως τής ορολογίας και πιστεύ-
ει ότι η Θεωρία Ομάδων θα πρέπει να συμπεριληφθεί στα θεμέλια τής Θεωρίας
Συμπλεγμάτων και να καταστεί εκείνο το διαθέσιμο μέσο που θα επιτρέψει κατά
τους υπολογισμούς την αντικατάσταση των ολιγότερο πρακτικών πινάκων συμπτώ-
σεως (incidence matrices)28. Είναι μάλλον φυσιολογικό το ότι η Noether πρότεινε
μια τέτοιου είδους εννοιολογική προσέγγιση χωρίς να την υποστηρίζει με κάποιο
απτό παράδειγμα εφαρμογής. Κατ’ αρχάς, δεν ήταν τοπολόγος. Από την άλλη με-
ριά, η εκ μέρους της τονισθείσα σημασία των ομάδων στην Τοπολογία δεν αποτελεί
παρά έκφραση μιας γενικότερης, καθοδηγητικής αρχής, βάσει τής οποίας οι θεωρη-
τικές θεμελιώσεις θα όφειλαν να είναι όσο το δυνατόν πιο γενικές και αφηρημένες.

28Πρβλ. E. Noether: Ableitung der Elementarteilertheorie aus der Gruppentheorie, Mitteilungen und Nachrichten, Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 34 (1926), S. 104.

https://www.idref.fr/14994215X
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(Τούτο σημαίνει, ιδιαιτέρως, ότι αναπτύσσει αφαιρετικώς μόνον εκείνες τις ιδιό-
τητες που είναι βασικές και απαραίτητες για τον ορισμό των υπό μελέτη ευρισκο-
μένων αντικειμένων.) Στην περίπτωση τής Τοπολογίας φαίνεται ότι τα υπό μελέτη
ευρισκόμενα κύρια αντικείμενα θα έπρεπε να είναι οι ομάδες αντί των γραμμικών
μορφών, των αριθμών Betti ή των αριθμών στρέψεως. Υπάρχει και άλλο ένα, παρό-
μοιο παράδειγμα: Κάποια χρόνια αργότερα αυτή δημιούργησε κατ’ αναλογίαν μια
συσχέτιση μεταξύ τής Θεωρίας Αναπαραστάσεων και των προσεταιριστικών αλγε-
βρών μέσω τής μελέτης μη μεταθετικών δακτυλίων29. Ο Hopf συγκεκριμενοποιεί τις
ιδέες τής Noether στο άρθρο Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel:
Απομονώνει ορισμούς και ιδιότητες που είναι κατάλληλοι για τη Θεωρία Ομάδων
και τον εξυπηρετούν, και ορίζει τα συμπλέγματα κατά τέτοιον τρόπο, ώστε οι ει-
σαγόμενες έννοιες να είναι εύκολα εφαρμόσιμες. Έτσι, καταδεικνύει το πρακτικό
ενδιαφέρον για την εισαγωγή τής Θεωρίας Ομάδων στην Τοπολογία, καθόσον μέ-
χρι τότε η πρώτη θεωρείτο μόνον ως μια αισθητική ή φιλοσοφική επιλογή.

Μολαταύτα, η πρώτη απόδειξη τού ουσιαστικού νοήματος τής Θεωρίας Ομάδων
στην Τοπολογία δεν οφείλεται στον Hopf αλλά στον Vietoris. Εξάλλου, τα επιτεύγ-
ματα των Hopf και Vietoris είναι σαφώς διαφορετικά και, αν μη τι άλλο, συμπλη-
ρωματικά. Στο άρθρο του Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel, ο
Hopf επιτυγχάνει μια εξαπλούστευση μιας αποδείξεως εφαρμόζοντας τη Θεωρία
των Ελευθέρων Αβελιανών Ομάδων και αφήνει τον αναγνώστη να προαισθάνεται
ότι, εν γένει, μια απλοποιημένη πρόσβαση στην Ομολογία καθίσταται εφικτή με
[μόνον] μέσο τη Θεωρία Ομάδων. Παραμένει όμως στο πολύ κλασικό πλαίσιο των
συνδυαστικών συμπλεγμάτων και δεν δείχνει ούτε ένα νέο συναφές αποτέλεσμα.
Αντιθέτως, ο Vietoris εγκαταλείπει το εν λόγω κλασικό πλαίσιο και αποφασίζει να
μελετήσει την ομολογία χώρων, οι οποίοι ήταν μέχρι τότε απρόσιτοι, κάτι που τον ο-
δηγεί στην εισαγωγή τής εννοίας τής ομάδας ομολογίας. Αυτές οι ομάδες ομολογίας
τού επιβάλλονται κατά τη μελέτη του ως κάτι το αναγκαίο και επιτρέπουν την επέ-
κταση τής χρησιμοποιούμενης ερευνητικής περιοχής στην [αμιγή] Τοπολογία. Δη-
λαδή, ακόμη και εάν οι ομάδες προκύπτουν κατά φυσικό τρόπο στην εργασία τού
Vietoris, δεν γίνονται σε τέτοιο βαθμό δεκτές όπως θα συνέβαινε από τον Hopf και
την Noether. Στην πραγματικότητα, εν αντιθέσει προς ό,τι συμβαίνει με τον Hopf, o
Vietoris δεν εξοπλίζεται με μια θεωρητική βάση υπό τη μορφή σύντομων επαναλή-
ψεων από τη Θεωρία Ομάδων. Επί παραδείγματι, όπως έχουμε ήδη προαναφέρει,
σε αυτόν η χρήση τής εννοίας τής πηλικοομάδας φαίνεται να αντιμετωπίζεται με μια
κάποια δυσπιστία.»

Εν συνεχεία, συμπληρώνει: «Φαίνεται πως για τους Alexandroff και Hopf η
πραγματική εννοιολογική εξέλιξη ήταν η αναδιαμόρφωση τής Τοπολογίας με έρει-
σμά της τη Θεωρία Ομάδων, ενώ ο ορισμός τής εννοίας τής ομάδας ομολογίας και η
εκ μέρους τού Vietoris συμπερίληψη αντικειμένων όπως οι μετρικοί χώροι, οι οποί-
οι υπερέβαιναν το τότε σύνηθες πλαίσιο αναφοράς, φάνταζαν, και εάν κρίνουμε εκ
των υστέρων, αδίκως, ως κάτι το οποίο είχε υποδεέστερη σημασία.»

Ο Βρετανός τοπολόγος P. Hilton (1923-2010) πηγαίνει στο [119] ένα βήμα πιο
κάτω: «Ο Vietoris ήταν [χρονολογικώς] ο πρώτος εκ των δύο μαθηματικών στους

29E. Noether: Hyperkomplexe Größen und Darstellungstheorie, Mathematische Zeitschrift 30 (1929), 641-692.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilton/


xvi ΠΡΟΛΟΓΟΣ

οποίους αποδίδεται ο ορισμός ομάδων ομολογίας για χώρους όχι απαραιτήτως υ-
ποκείμενους σε πολύεδρα. Με δεδομένη μόνον την έννοια τού τοπολογικού χώρου
εγγενώς καθορισμένη, ο Vietoris όρισε ομάδες ομολογίας (αναγνωρίζων, μάλιστα,
ανεξαρτήτως τής Emmy Noether, τη σπουδαιότητα τής χρήσεως τής αφηρημένης
εννοίας τής ομάδας). Στον εν λόγω ορισμό αυτών των ομάδων (για αυθαίρετους
χώρους) υπεισέρχονται καλύμματα από ανοικτά σύνολα. Ο δεύτερος μαθηματικός,
στον οποίο αναφερόμαστε, ήταν ο Čech30 (1893-1960). Οι δύο ορισμοί έγιναν με
διαφορετικούς τρόπους (παρότι αμφότεροι χρησιμοποιούν ανοικτά καλύμματα).
Τα ανοικτά σύνολα στον ορισμό τού Čech συμπεριφέροντο ως κορυφές ενός μο-
νοπλεκτικού συμπλέγματος (simplicial complex). Κατά τον Čech, ένας πεπερασμέ-
νος αριθμός ανοικτών συνόλων σχηματίζει ένα μονόπλοκο (simplex) εάν και μόνον
εάν αυτά διαθέτουν μη κενή τομή. Άρα θεωρούνται όντως ως κορυφές ενός μονο-
πλεκτικού συμπλέγματος και, υπό τη σημερινή οπτική γωνία, μελετώνται το νεύρο
ενός ανοικτού καλύμματος και κατόπιν τούτου οι αντίστοιχες ομάδες ομολογίας.
Ο Vietoris έκανε κάτι διαφορετικό. Θεώρησε τα ανοικτά σύνολα και είπε ότι μια
συλλογή σημείων τού χώρου αναφοράς συνιστά (υπό κάποια έννοια) ένα μονόπλο-
κο όταν όλα κείνται επί ενός των ανοικτών συνόλων τού καλύμματος. Μεταξύ των
ανωτέρω διαφορετικών ορισμών υφίσταται, τρόπον τινά, ένας δυϊσμός, ο οποίος
αποσαφηνίστηκε αργότερα31 από τον Καναδό μαθηματικό Clifford Hugh Dowker
(1912-1982).»

‚ Η «επαναστατική τεσσαρακονταετία 1940-1980»: Ήδη από τις απαρχές τού Β1

Παγκοσμίου Πολέμου η κινητικότητα στη μαθηματική κοινότητα για την περαιτέ-
ρω «μετάπλαση» τής Αλγεβρικής Τοπολογίας υπήρξε κάτι περισσότερο από αισθη-
τή. Επί παραδείγματι, από τη μια πλευρά τού Ατλαντικού εισάγονται στην τριε-
τία 1942-1945 οι κατηγορίες (categories) και οι συναρτητές (functors)32 από τους
Eilenberg και Mac Lane, ενώ από την άλλη πλευρά του εισάγονται τα δράγματα
(sheaves), η συνομολογία δραγμάτων (sheaf cohomology) και οι φασματικές ακο-
λουθίες (spectral sequences) από τον J. Leray33 υπό το καθεστώς (ιδιότυπης) αιχ-
μαλωσίας34. Έτσι, ξεκίνησαν επαναστατικές αλλαγές (για ό,τι θα ακολουθούσε)

30Για ένα σύντομο βιογραφικό σημείωμα που αφορά στον Čech βλ. την υποσημείωση τής σελίδας 751.
31Στη σελίδα 273 τού βιβλίου [47] τού Lefschetz προσδιορίζεται για οιονδήποτε συμπαγή μετρικό χώρο ένας φυσικός

ισομορφισμός μεταξύ των ομάδων ομολογίας τού Čech και των ομάδων ομολογίας τού Vietoris. Αργότερα, κατάλληλες
παραλλαγές τής ταυτίσεως αυτού τού είδους μπόρεσαν να επεκταθούν και για ακόμη πιο γενικούς χώρους. Ο ορισμός
τής ομολογίας Vietoris επεκτάθηκε ταυτοχρόνως για όλους τους συμπαγείς χώρους από τον Spanier. (Βλ. E. Spanier:
Cohomology theory for general spaces, Annals of Mathematics 49 (1948), 407-427.) Κατόπιν τούτου επεκτάθηκε και για
όλους τους τοπολογικούς χώρους. (Βλ. W. Hurewicz, J. Dugundji & C.H. Dowker: Connectivity groups in terms of limit
groups, Annals of Mathematics 49 (1948), 391-406.) Τέλος, κάνοντας χρήση ενός μεγαλοφυούς επιχειρήματος, ο C.H.
Dowker ήταν σε θέση να αποδείξει το 1952 ότι (για οιονδήποτε τοπολογικό χώρο) υπάρχει ανάλογη ταύτιση, αφ’ ενός
μεν μεταξύ των ομολογιών Vietoris και Čech, αφ’ ετέρου δε μεταξύ των συνομολογιών Alexander-Spanier και Čech βασι-
σμένων επί αυθαιρέτων ανοικτών καλυμμάτων. (Βλ. C.H. Dowker: Homology groups of relations, Annals of Mathematics
56 (1952), 84-95, καθώς και τα σχόλια στο [116] , σελ. 105-107.)

32Βλ. R. Krömer: Tool and Object. A History and Philosophy of Category Theory, Science Networks, Historical Studies,
Vol. 32, Birkhäuser, 2007.

33Για τη βιογραφία του και για σχολιασμούς επί τού ερευνητικού του έργου βλ. τα ακόλουθα:
(i) J. Mawhin: In memoriam J. Leray (1906-1998), Topological Methods in Nonlinear Analysis, Journal of the Juliusz
Schauder Center 12, 1998, 199-206.
(ii) A. Borel, G.M. Henkin & P.D. Lax: Jean Leray (1906-1998). Notices of the American Mathematical Society 47 (2000)
no 3, 350-359.

34Το 1940 συνελήφθη (ως αξιωματικός) και εστάλη σε στρατόπεδο για αιχμάλωτους αξιωματικούς στην Αυστρία, ό-

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Eilenberg/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/MacLane/
https://www.researchgate.net/publication/242019116_In_memoriam_Jean_Leray
http://www.ams.org/notices/200003/mem-leray.pdf


ΠΡΟΛΟΓΟΣ xvii

στο ερευνητικό πεδίο.
Κατά τη δεκαετία τού 1950, εξεδόθησαν δύο πολύ σημαντικά βιβλία τού Samuel

Eilenberg (1913-1998) από τις εκδόσεις Princeton University Press, τα οποία έμελλε
να καθορίσουν σε μεγάλο βαθμό τη μετέπειτα πορεία ολοκλήρου τού κλάδου τής
Αλγεβρικής Τοπολογίας (τόσο σε επίπεδο περιεχομένου όσον και σε επίπεδο τρόπου
διδακτικής προσεγγίσεως).

Το πρώτο εξ αυτών, σε συνεργασία με τον N. Steenrod, το οποίο αποτελούσε
τρόπον τινά τον γεωμετρικό πυλώνα τού οικοδομήματος, ενσωμάτωνε τις τότε νέ-
ες τεχνικές αντιμετωπίσεως των (συνήθων) θεωριών (συν)ομολογίας35, συμπληρού-
μενο αργότερα, στο διάστημα 1960-1980, από πολλά επεξηγηματικά και λεπτομε-
ρέστερα συγγράμματα (όπως αυτά των Agoston [52], Artin & Braun [56], Croom
[53], Godbillon [66], Hilton & Wylie [69], Hocking & Young [70], Hu [71], [72], [73],
Spanier [86], Switzer [88], Teleman [89] κ.ά.).

Το δεύτερο, σε συνεργασία με τον H. Cartan, είχε ως στόχο την εξοικείωση
των αναγνωστών με τον αλγεβρικό πυλώνα. (Προσθετικοί συναρτητές, διατήρηση
ακριβείας, αλλαγή δακτυλίου, δορυφόροι, κλασική ομολογία, συναρτητές συμπλό-
κων, Ext, Tor, προσεταιριστικές άλγεβρες, ποικίλα εξώτερα και εσώτερα γινόμενα,
(συν)ομολογία ομάδων, (συν)ομολογία αλγεβρών Lie, επεκτάσεις, φασματικές α-
κολουθίες, υπερσυνομολογία κ.λπ.) Και εδώ, εν είδει συμπληρώματος, απαιτήθηκε
(στο διάστημα 1965-1975) η συγγραφή στοιχειωδέστερων βοηθημάτων (όπως εκεί-
νων των Brunner [19], Hu [21], Northcott [23], Rotman [25], Hilton & Stammbach
[32], Mac Lane [33] κ.ά.).

Ένα σημαντικό τμήμα τής ιστορίας τής Αλγεβρικής Τοπολογίας κατά την εικο-
σαετία 1940-1960 είναι συστηματικώς αποτυπωμένο στη μονογραφία [116] τού J.
Dieudonné. Για τις μετέπειτα εξελίξεις κατά την εικοσαετία 1960-1980, οι ενδια-
φερόμενοι καλούνται να ανατρέξουν στους προλόγους και στα λοιπά εισαγωγικά

που έμεινε έως το τέλος τού πολέμου (το 1945). Εκεί δημιούργησε μαζί με κάποιους συναδέλφους του ένα «αυτοσχέδιο»
πανεπιστήμιο. Φοβούμενος ότι, αν η αρμοδιότητά του στη Ρευστοδυναμική και στη Μηχανική γινόταν γνωστή στους
Γερμανούς, ίσως να έπρεπε να εργαστεί για αυτούς, έστρεψε το ενδιαφέρον στην Τοπολογία και παρουσιάσθηκε ως
τοπολόγος. Πράγματι, κατά τη διάρκεια αυτών των πέντε χρόνων έκανε έρευνα μόνον στην Τοπολογία. (Αργότερα, οι
φασματικές ακολουθίες έτυχαν περαιτέρω επεξεργασίας από τους R. Lyndon, J.-L. Koszul και H. Cartan.)

35Ανάλογο ρόλο για τη Θεωρία Ομοτοπίας έπαιξαν και τα βιβλία των P.J. Hilton: An Introduction to Homotopy Theory,
Cambridge University Press, 1953; Homotopy Theory and Duality, Notes on Mathematics and its Applications, Gordon
and Breach, 1965, και G.W. Whitehead: Elements of Homotopy Theory, Graduate Texts in Mathematics, Vol. 61, Springer-
Verlag, 1978.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Eilenberg/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Eilenberg/
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σχόλια τόσον των διδακτικών βιβλίων τής εποχής (κυρίως μεταπτυχιακού επιπέδου)
όσον και των πρακτικών των σχετικών οργανωθέντων ερευνητικών συνεδρίων.

‚ Η «χρυσή τεσσαρακονταετία 1980-2020»: Σε αυτήν την τεσσαρακονταετία άλλα-
ξαν πολλά (ολομερή) δεδομένα (παγκοσμίως). Ιδρύθηκε πληθώρα νέων Τμημάτων
Μαθηματικών και Ερευνητικών Ινστιτούτων σε διάφορες χώρες, διοργανώθηκαν
περισσότερα συνέδρια, προωθήθηκε σε μεγαλύτερο βαθμό η ανταλλαγή απόψε-
ων/ιδεών/σχεδιασμών με ηλεκτρονικά μέσα, αναμορφώθηκε η τυπογραφία (μετα-
βαίνοντας στην εποχή των TeX και LaTex) με αποτέλεσμα τη γρηγορότερη (και οι-
κονομικότερη) συγγραφή και παραγωγή επιστημονικών βιβλίων, και την καλύτερη
οργάνωση συγγραφής συλλογικών πολυσέλιδων έργων, παρατηρήθηκε αλματώδης
αύξηση των εφαρμογών ως αποτέλεσμα των συνεχών βελτιώσεων των υπολογιστι-
κών μηχανών κ.ά. Στην Αλγεβρική Τοπολογία εξακολουθούν να γράφονται πολύ
ενδιαφέροντα συγγράμματα (τόσο διδακτικά όσον και ερευνητικά) και να διοργα-
νώνονται (άλλοτε δια ζώσης και άλλοτε διαδικτυακές) συναντήσεις για συζητήσεις
επί ανοικτών προβλημάτων, ενώ υπήρξε σταδιακή κατάργηση των νησίδων μονο-
θεματικότητας. Ήδη το 1988 ο P. Hilton, ερωτώμενος στο [119] (στην question-and-
answer session) για την πορεία της, επεσήμανε το πόσο η Θεωρία Συνομολογίας έχει
υπεισέλθει σε άλλους κλάδους:

«Ερώτημα: Είναι πλέον συνήθης η χρήση τεχνικών ενός κλάδου των Μαθηματι-
κών με στόχο τη λύση προβλημάτων σε έναν άλλο. Ήταν η Αλγεβρική Τοπολογία η
πρώτη περίπτωση όπου αυτό συνέβη;
Απάντηση: Με συστηματικό τρόπο, ναι. Ενδεχομένως με εξαίρεση την Αναλυτική
Θεωρία Αριθμών (που είχε προηγηθεί). Εκεί χρησιμοποιούνται μέθοδοι τής Κλασι-
κής Αναλύσεως για τη λήψη αποτελεσμάτων στη Θεωρία Αριθμών. Υπάρχει όμως
η αίσθηση ότι, εν προκειμένω, δεν απομακρύνεται κανείς πέραν τής Αναλύσεως.
Αντιθέτως, στην Τοπολογία υφίσταται μια ταυτόχρονη ζεύξη δύο μεθόδων, δίχως
να εγκαταλείπεται η μία για την άλλη. Πρόκειται για την καθιέρωση διασυνδέσε-
ων μεταξύ των δύο και πλέον -κατά μία έννοια- με αυξανόμενη προσέγγιση, καθό-
σον κανείς οδηγείται από την Τοπολογία στην κατασκευή νέων αλγεβρικών δομών
και τανάπαλιν, από αλγεβρικά αποτελέσματα σε τοπολογικά συμπεράσματα. Με
τη χρήση χώρων επικαλύψεως (covering spaces) είναι δυνατόν να αποκτηθούν θε-
ωρήματα από τη Συνδυαστική Θεωρία Ομάδων που είναι άκρως δύσκολα χωρίς τη
διαμεσολάβηση τοπολογικών μεθόδων. Επομένως προκύπτουν αμφίδρομες εφαρ-
μογές. Η Θεωρία Συνομολογίας έχει ήδη εξαπλωθεί σε πλείστους μαθηματικούς
κλάδους, όπως στις Διαφορικές Εξισώσεις, στους Διαφορικούς Τελεστές κ.ά. Αλλά
ακόμη και στην Αλγεβρική Γεωμετρία, η Θεωρία Συνομολογίας έχει μετατραπεί σε
θεμελιακό τεχνικό μέσο.»

Για το τι κληροδότησε (για την Αλγεβρική Τοπολογία) ο 20ος αιώνας στις αρ-
χές τού 21ου ας μου επιτραπεί να σταθώ σε δύο χρησιμότατες πηγές: Η πρώτη εί-
ναι ο συγκεντρωτικός τόμος History of Topology, North Holland, 1999 [I.M. James
(editor)], στον οποίο κανείς εντοπίζει ένα πλουσιότατο απόθεμα πληροφοριών36.

36Αντίστοιχο ρόλο για τη Γενική Τοπολογία παίζει το τρίτομο έργο: C.E. Aull & R. Lowen (editors): Handbook of the
History of General Topology, Volume 1, Springer-Science, 1997; Volume 2, Kluwer Academic Publishers, 1998; Volume 3,
Springer-Science, 2001.
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Η δεύτερη είναι το άρθρο ενός εκ των εκπροσώπων τής ρωσικής σχολής, τού Sergei
Petrovich Novikov: Topology in the 20th century: a view from the inside, Russian Ma-
thematical Surveys 59 (2004) no 5, 803-829. (Μετάφραση: Miles Reid.) Σε αυτό πε-
ριγράφεται σωρεία εσώτερων σύγχρονων προβλημάτων, δίδονται τα ονόματα προ-
εξαρχόντων αλγεβροτοπολόγων ερευνητών και κατονομάζονται σχολές και ειδικές
κατευθύνσεις και εφαρμογές (όπως, π.χ., στη Θεωρητική Φυσική).

Η τεσσαρακονταετία 1980-2020 θα μπορούσε τω όντι να χρισθεί χρυσή (για την
Αλγεβρική Τοπολογία) παρότι σε αυτήν παρατηρείται η συμπόρευση δύο ετερόκλη-
των τάσεων, με τη μία επιδιώκουσα τη σύζευξη (φαινομενικώς απομακρυσμένων)
υποκλάδων και με την άλλη επιτρέπουσα την πολυδιάσπαση υποπεριοχών με τομές
και αλληλοεπικαλύψεις περιορισμένου εύρους. Ποτέ άλλοτε δεν έχουν παραχθεί τό-
σα πολλά θεωρητικά αποτελέσματα και ποτέ άλλοτε δεν έχουν σημειωθεί ανάλογες
πρόοδοι, κάτι το οποίο μόνον ευφορία θα μπορούσε να προκαλέσει και προσδοκίες
για το τι μας επιφυλάσσει το μέλλον.

§ Βιογραφικά στοιχεία. Θα αποτελούσε σοβαρή παράλειψη εάν στην παρούσα ερ-
γασία δεν προετάσσοντο κάποια βιογραφικά στοιχεία37 των πρωταγωνιστών, ήτοι
των δημιουργών των δύο θεωρημάτων, τα οποία αυτή πραγματεύεται (έστω και στην
πιο σύγχρονη μορφή τους).

‚ Mayer, Walther (11/3/1887-10/9/1948). Αυστριακός μαθηματικός εβραϊκής κατα-
γωγής. Σπούδασε Μαθηματικά στο Τεχνολογικό Ινστιτούτο τής Ζυρίχης (E.T.H.,
1907-1909) και στο Πανεπιστήμιο τής Βιέννης (1909-1912), έχοντας εκ παραλλήλου
παρακολουθήσει παραδόσεις και σεμινάρια τόσο στο Göttingen όσον και στο Πα-
ρίσι. Διδακτορική διατριβή (με τον τίτλο: Anwendung der Fredholmschen Funktion-
algleichung auf einige spezielle Randwertaufgaben des logarithmischen Potentials) το
1912 στο Πανεπιστήμιο τής Βιέννης. Κατά τη συμμετοχή του στον Α1 Παγκόσμιο
Πόλεμο (με τον στρατό τής Αυστρουγγαρίας) υπέστη σοβαρό τραυματισμό σε μάχη
τού Ανατολικού Μετώπου (στη Ρωσία). Μετά τη λήξη του, στηριζόμενος σε κάποια
κληρονομιά που είχε λάβει, καθώς και στα έσοδα από ένα καφεζαχαροπλαστείο
που τού ανήκε, είχε τη δυνατότητα να αφοσιωθεί εκ νέου στη μαθηματική έρευνα
και να εκπονήσει εργασία επί υφηγεσία στο Πανεπιστήμιο τής Βιέννης (1926). Τα
έργα του που αφορούσαν στη Διαφορική Γεωμετρία άρχισαν, με την πάροδο τού
χρόνου, να γίνονται ευρέως γνωστά, ούτως ώστε να παρακινήσουν ακόμη και τον
Albert Einstein (1879-1955) να επιδιώξει να συνεργασθεί μαζί του. Οι γνώσεις και
οι τεχνικές τού Mayer βοήθησαν εν πολλοίς τον Einstein στην αυστηρή «μαθηματι-
κοποίηση» αρκετών φυσικών ιδεών και θεωριών του. Αξιομνημόνευτο αποτέλεσμα
αυτής τής συνεργασίας (που ξεκίνησε στο Βερολίνο και συνεχίσθηκε στο Princeton,
καθώς ο Mayer ακολούθησε το 1933 τον Einstein μετά την επικράτηση των εθνικο-
σοσιαλιστών στην αναγκαστική του εξορία) υπήρξε μια σειρά οκτώ κοινών άρθρων
από το 1930 έως το 1934, κυρίως επί θεμάτων απτομένων τής ενοποιημένης θεωρί-

37Πηγές: Εκτός των άρθρων στη Wikipedia (Die freie Enzyklopädie, στα γερμανικά) και στο Mac Tutor History of
Mathematics Archive χρησιμοποιήθηκαν το Österreichisches Biographisches Lexikon και το Wien Geschichte Wiki για
τον W. Mayer, τα άρθρα των Helmberg-Sigmund [118] και Reitberger [123], [124] για τον L. Vietoris, και το άρθρο [117]
τού Ο. Haupt για τον H. Künneth. Όλες οι φωτογραφίες τους (καθώς και των λοιπών μαθηματικών στην παρούσα
εργασία) είναι ελευθέρως προσβάσιμες στο διαδίκτυο (και όσες εξ αυτών ήταν δυνατόν να ελεγχθούν, ήταν δημόσιας
κυριότητας/κοινό κτήμα [public domain]).

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Novikov_Sergi/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Novikov_Sergi/
https://www.maths.ed.ac.uk/~v1ranick/papers/novikov20.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Wikipedia:Hauptseite
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
https://www.biographien.ac.at/oebl/oebl_M/Maier_Walther_1887_1948.xml;internal&action=hilite.action&Parameter=Mayer*
https://www.geschichtewiki.wien.gv.at/Walther_Mayer
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ας πεδίων βαρύτητας και ηλεκτρισμού, και τής γενικής θεωρίας τής σχετικότητας,
με γνωστότερο εξ αυτών το τελευταίο, το δημοσιευθέν στο Annals of Mathematics
[Vol. 35, (1934), no 1, σελ. 104-110]. Παρά το γεγονός ότι ο Einstein επιθυμούσε
τη συνέχιση τής συνεργασίας τους (έχοντάς τον βοηθήσει να λάβει μια αξιοζήλευτη
θέση στο I.A.S.), ο Mayer προτίμησε μετά το 1935 να στραφεί εκ νέου σε ερωτήματα
σχετιζόμενα περισσότερο με τα Καθαρά Μαθηματικά. Έτσι, μέχρι τον θάνατό του
(το 1948 στο Princeton) οι (λοιπές) εργασίες του αφορούσαν σε ομάδες Lie, τοπολο-
γικές ομάδες, Λογισμό Μεταβολών και ποικίλα αλγεβροτοπολογικά προβλήματα.

‚ Vietoris, Leopold (4/6/1891-9/4/2002). Ίσως το πρώτο πράγμα που πρέπει να ση-
μειωθεί είναι ότι δεν υπάρχει κανένα λάθος στις ημερομηνίες γεννήσεως και θανά-
του του. Γεννήθηκε στα τέλη τού 19ου αιώνα και απεβίωσε (δύο μήνες πριν τα 111α
γενέθλιά του και δεκαέξι ημέρες μετά τον θάνατο τής δεύτερης συζύγου του) στις
αρχές τού 21ου, έχοντας αποκτήσει 6 τέκνα, 17 εγγόνια και 30 δισέγγονα. Και το κυ-
ριότερο: Με αξιοθαύμαστη πνευματική διαύγεια μέχρι το τέλος. Γι’ αυτό, εξάλλου,
έχει δικαίως θεωρηθεί ως ο Νέστωρ ή ως ο Μαθουσάλας των Μαθηματικών38. Γονείς
του ήταν ο Hugo Vietoris, μηχανικός σιδηροδρόμων, και η Anna Diller. Αργότερα
στη ζωή του, ο Hugo Vietoris έγινε επικεφαλής σχεδιασμού στην πόλη τής Βιέννης
και συμμετείχε στην κατασκευή γεφυρών κατά τη διετία 1913-15. Όταν ο Leopold
ήταν έξι ετών (1897), ενεγράφη σε γνωστό Δημοτικό Σχολείο στη Βιέννη. Το απο-
περάτωσε τον Ιούλιο τού 1902. Σε αυτό ήρθε για πρώτη φορά σε επαφή με τα Στοι-
χειώδη Μαθηματικά, μαθαίνοντας (κατά κύριο λόγο) τις βασικές λειτουργίες τής
Αριθμητικής. Η δευτεροβάθμια εκπαίδευση τού Leopold Vietoris διήρκεσε από το
1902 έως το 1910, στο Stiftsgymnasium των Βενεδικτίνων στο Melk. Εκεί έλαβε καλή
μαθηματική εκπαίδευση αλλά ήταν εξοικειωμένος με την ιδέα (σύμφωνη με τις επι-
θυμίες τού πατέρα του) ότι θα ακολουθήσει σταδιοδρομία μηχανικού/μηχανολόγου.

38Για μια συνέντευξη που παραχώρησε ο Leopold Vietoris την 9η Ιουνίου 1994 (όταν ήταν 103 ετών) στον καθηγητή
τού Τμήματος Μαθηματικών τού Πανεπιστημίου τού Innsbruck, Gilbert Helmberg (1929-2019), διοργανωθείσα υπό την
αιγίδα τής Αυστριακής Μαθηματικής Εταιρείας, βλ. εδώ: http://www.oemg.ac.at/Gespraeche/Portrait Vietoris.html.

http://www.oemg.ac.at/Gespraeche/Portrait_Vietoris.html
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Μάλιστα, όταν εισήχθη το 1910 στο Πολυτεχνείο τής Βιέννης, αυτό σκόπευε να πρά-
ξει. Εντούτοις, ύστερα από σύντομο χρονικό διάστημα, αποφάσισε ότι ήθελε να γί-
νει μαθηματικός και ήδη από τα Χριστούγεννα τού 1910 κατέβαλε προσπάθειες για
να μελετήσει Μαθηματικά και, ιδιαιτέρως, την Περιγραφική (αργότερα γνωστή ως
Παραστατική) Γεωμετρία. Έλαβε υποδειγματική διδασκαλία στα Μαθηματικά και
στη Φυσική από τον Hermann Rothe (1882-1923), στην Περιγραφική Γεωμετρία α-
πό τον Emil Müller (1861-1927) και στην Προβολική Γεωμετρία από τον Theodor
Schmid (1859-1937). Οι διαλέξεις δε επί τής Προβολικής Γεωμετρίας τον ενθουσία-
σαν σε τέτοιον βαθμό, ώστε να διατηρήσει για αυτόν τον κλάδο μια διά βίου αγάπη.

Από το ακαδημαϊκό έτος 1911-12, εκτός από τα μαθήματα στο Πολυτεχνείο,
παρακολουθούσε μαθήματα και στο Πανεπιστήμιο τής Βιέννης. Στους διδάσκο-
ντες τού Πανεπιστημίου τής Βιέννης περιλαμβάνοντο τότε οι Gustav von Esche-
rich (1849-1935), Wilhelm Wirtinger (1865-1945), Philipp Furtwängler (1869-1940),
Gustav Kohn (1859-1921), Wilhelm Gross (1886-1918) και ο φιλόσοφος Adolf Stöhr
(1855-1921).

20/2/22, 11:21 π.μ. Hauptgebäude der Universität Wien
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Κεντρικό κτήριο τού Πανεπιστημίου τής Βιέννης.

Ήταν το έτος 1912 όταν ο Vietoris παρακολούθησε παραδόσεις τού Wilhelm
Gross που αφορούσαν στον (ακόμη διαμορφούμενο) κλάδο τής Τοπολογίας. Ο
Gross (που υπήρξε φοιτητής τού Wirtinger στη Βιέννη) ήταν τότε μεταδιδακτορι-
κός φοιτητής στο Göttingen (πριν επιστρέψει στη Βιέννη ως Privatdozent). Σε αυ-
τές τις παραδόσεις ο Gross παρουσίασε την προσωπική του εργασία, η οποία ή-
ταν επέκταση ιδεών τού Frigyes Riesz (1880-1956). Ο τελευταίος είχε ορίσει την
έννοια τού μαθηματικού συνεχούς στηριζόμενος σε ιδιότητες των σημείων συσσω-
ρεύσεως39. Ο Gross περιέγραψε ένα σύστημα αξιωμάτων που καθορίζουν τις έν-
νοιες τής γειτονιάς και τού σημείου συσσωρεύσεως. (Τρία από αυτά τα αξιώματα
οφείλοντο στον Frigyes Riesz και το τέταρτο στον ίδιον.) Περίπου την ίδια επο-
χή, ο Vietoris είχε παρακολουθήσει διαλέξεις τού Hermann Rothe (1882-1923) στο
Πολυτεχνείο, στις οποίες εγένετο μια πρώτη χρήση τής εννοίας τού πολυπτύγμα-
τος (Mannigfaltigkeit). Αυτό ήταν για τον Vietoris η αφορμή για τη χρησιμοποίηση
μιας αμιγώς τοπολογικής θεωρήσεως προκειμένου να προσδώσει στο πολύπτυγμα
μια γεωμετρική ερμηνεία40. Εργαζόμενος επ’ αυτών των ιδεών, συμβουλευόταν τους

39Βλ. L.-R. Rodríguez-Hernández: Riesz’ Beiträge zur Herausbildung des modernen mathematischen Konzepts abstrakter
Räume. Synthesen intellektueller Kulturen in Ungarn, Frankreich und Deutschland, Dissertation, Universität Mainz, 2006,
§5.2.2, σελ. 154-161.

40Η οριστικοποίηση τής εννοίας τού πολυπτύγματος (manifold/Mannigfaltigkeit) ακολούθησε αργότερα, στις αρχές
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Gustav von Escherich και Wilhelm Wirtinger, όταν αίφνης ξέσπασε ο Α1 Παγκό-
σμιος Πόλεμος.

Η Αυστρουγγαρία κήρυξε τον πόλεμο στη Σερβία την 28η Ιουλίου 1914 και ο
Vietoris κατετάγη εθελοντής στην υπηρεσία τού στρατού τον Αύγουστο τού 1914.
Τον επόμενο μήνα τραυματίσθηκε σοβαρά και για μεγάλο χρονικό διάστημα δεν
ήταν σε θέση να συμμετάσχει στον πόλεμο, καθώς οι πληγές του έπρεπε να επουλω-
θούν. Μετά την ανάρρωσή του εστάλη στο ιταλικό μέτωπο.
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Στο μέτωπο.

Η Ιταλία (η οποία είχε υπογράψει συμφωνία με την Αγγλία, τη
Γαλλία και τη Ρωσία την 26η Απριλίου 1915 και είχε ταχθεί στο
πλευρό τής Αντάντ) κήρυξε τον πόλεμο στην Αυστρουγγαρία την
23η Μαΐου 1915. Οι Αυστριακοί κατείχαν τα βουνά και η Ιταλί-
α, παρότι είχε αριθμητική ανωτερότητα σε στρατό, αντιμετώπιζε
δυσκολίες στο να επιτεθεί στους Αυστριακούς σε ορεινό έδαφος.
Ο Vietoris, ο οποίος υπεραγαπούσε τα βουνά, είχε το καθήκον να
δρα ως οδηγός βουνού τού στρατού41. Στα τέλη τού 1915 τραυ-
ματίσθηκε ξανά. Υπηρέτησε αυτήν την περίοδο ως δόκιμος εν
εφεδρεία (στον 17ο Λόχο τού 49ου Συντάγματος Πεζικού). Τον

Μάρτιο τού 1916 προήχθη σε ανθυπολοχαγό εν εφεδρεία. Παρά τις πολύ δύσκολες
συνθήκες τού πολέμου, ο Vietoris εξακολουθούσε να σκέπτεται τα ερευνητικά του
προβλήματα και ήταν το 1916 που, κατά την ανάρρωσή του από τον τραυματισμό
του, ήταν σε θέση να δημοσιεύσει την πρώτη του εργασία42.

Eπέστρεψε στη Βιέννη για το Εαρινό Εξάμηνο τού 1918 και κατά τη διάρκεια
αυτών των τριών μηνών κατόρθωσε να σημειώσει ακόμη μεγαλύτερη πρόοδο στην
έρευνά του, και να μελετήσει, συν τοις άλλοις, το Grundzüge der Mengenlehre τού
Felix Hausdorff (το δημοσιευθέν το 1914). Τον Οκτώβριο τού 1918 οι Αυστρoούγ-
γροι ηττήθηκαν αποφασιστικά στην πόλη Vittorio Veneto και την 4η Νοεμβρίου ο
Vietoris αιχμαλωτίσθηκε από τους Ιταλούς. Αν και οι εχθροπραξίες τελείωσαν λί-
γο αργότερα, ο Vietoris κρατήθηκε σε αιχμαλωσία από τους Ιταλούς μέχρι την 7η
Αυγούστου 1919.

Επειδή οι συνθήκες κρατήσεώς του στη φυλακή (αυτούς τους εννέα μήνες) ή-
ταν αρκετά καλές, ήταν σε θέση να ολοκληρώσει τη συγγραφή τής διδακτορικής
του διατριβής. Μετά την απελευθέρωσή του και την επιστροφή του στη Βιέννη, διο-
ρίσθηκε καθηγητής Μαθηματικών και Περιγραφικής Γεωμετρίας σε Γυμνάσιο τον
Οκτώβριο τού 1919, ενώ υπέβαλε τη διατριβή του στο Πανεπιστήμιο τής Βιέννης
τον Δεκέμβριο τού 1919. Ο τίτλος τού διδάκτορος τού απενεμήθη τον Ιούλιο τού

τής δεκαετίας τού 1930. Ο αμερικανός γεωμέτρης O. Veblen (1880-1960), καθηγητής στο Princeton, θαυμαστής των
εκπροσώπων τής κλασικής σχολής τού Göttingen και στενός συνεργάτης τού H. Weyl (1885-1955), από κοινού με τον
Άγγλο μαθητή του J.H.C. Whitehead (1904-1960) χρησιμοποίησαν κάποιες ιδέες τού D. Hilbert (1862-1943) περί τού
ορθού χειρισμού των συστημάτων συντεταγμένων σε συνδυασμό με τις τοπολογικές θεμελιώσεις τού F. Hausdorff και
κατόρθωσαν να παρουσιάσουν (αρχικώς στο ερευνητικό τους άρθρο υπό τον τίτλο A set of axioms of differential geometry,
Proceedings of National Academy of Sciences, Vol. 17 (1931), 551-561, και κατόπιν -κατά τι διασκευασμένον- στο βιβλίο
τους The Foundations of Differential Geometry, Cambridge Univ. Press, 1932, τον αξιωματικό ορισμό τής εννοίας τού πο-
λυπτύγματος. Ο ορισμός αυτός (ή -τουλάχιστον- κάποιος ισοδύναμός του) παραμένει εν χρήσει μέχρι των ημερών μας.
(Για περισσότερες λεπτομέρειες για την ιστορική διαδρομή τής εννοίας τού πολυπτύγματος μέχρι την οριστικοποίησή
της βλ. Scholz [125] και [126].)

41Σημειωτέον ότι τον Αύγουστο τού 1915 τού απενεμήθη το τιμητικό μετάλλιο ανδρείας.
42Eine besondere Erzeugungsweise der Raumkurven vierter Ordnung zweiter Art, Wien. Berichte 125 (1916), 259-283.
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1920, και η διατριβή του, η οποία δημοσιεύθηκε στα Monatshefte43 το 1921, θεω-
ρείται από πολλούς ως μία εκ των καλυτέρων εργασιών του. Ενόσω δίδασκε στο
Γυμνάσιο έλαβε μια καρτ ποστάλ από τον Gustav von Escherich, ο οποίος τού με-
ταβίβαζε τα συγχαρητήριά του για την εξαιρετικής ποιότητας διατριβή του και τού
προσέφερε μια θέση βοηθού στο Πολυτεχνείο τού Graz. Ο Vietoris εδέχθη με χα-
ρά την προσφορά και άρχισε να διδάσκει εκεί το 1920. Στο Graz ήταν βοηθός τού
Roland Weitzenböck (1885-1955), ο οποίος δίδασκε Θεωρία Αριθμών και Θεωρία
Αναλλοιώτων. Το 1922 ο Vietoris μεταπήδησε στο Πανεπιστήμιο τής Βιέννης. Tο
1922 και το 1923 δημοσιεύθηκαν διάφορες εργασίες του, δύο από τις οποίες είναι
οι: Bereiche zweiter Ordnung44 και Kontinua zweiter Ordnung45. Η πρώτη εξ αυτών
υπεβλήθη ως εργασία επί υφηγεσία.

Το 1925 ο Vietoris επεσκέφθη για τρία εξάμηνα το Τμήμα Μαθηματικών στο
Άμστερνταμ έχοντας λάβει υποτροφία από το Ίδρυμα Rockefeller. Εκεί έλαβε μέ-
ρος σε ένα σεμινάριο με επικεφαλής τον L.E.J. Brouwer (1881-1966) και συμμετέ-
χοντες, μεταξύ άλλων, τους Pavel Sergeevich Alexandroff (1896-1982), Karl Menger
(1902-1985), David van Dantzig (1900-1959) και Witold Hurewicz (1904-1956). Ε-
πηρεασμένος από τις αλγεβρικές ιδέες που συζητήθηκαν σε αυτό το σεμινάριο, ο
Vietoris ξεκίνησε να διεξαγάγει έρευνα στην Αλγεβρική Τοπολογία. Επιστρέφο-
ντας στη Βιέννη άρχισε να δίδει διαλέξεις για ομάδες ομολογίας και συνομολογίας
που είναι αλγεβρικές αναλλοίωτοι των τοπολογικών χώρων. Μεταξύ αυτών που τις
παρακολούθησαν συγκαταλέγετο ο Walther Mayer.

Το 1927 ο Vietoris έφυγε από τη Βιέννη για να αναλάβει μια θέση αναπληρωτή
καθηγητή στο Πανεπιστήμιο τού Innsbruck. Ήταν πολύ ευτυχής που θα άφηνε την
ταραχώδη ζωή στη Βιέννη για να είναι κοντά στις υψηλές Άλπεις που αγαπούσε.
Ωστόσο, έναν χρόνο αργότερα επέστρεψε εκ νέου στη Βιέννη για να γίνει τακτικός
καθηγητής στο Πολυτεχνείο της. Το φθινόπωρο εκείνης τής χρονιάς παντρεύτηκε
την Klara von Riccabona, την κόρη τού αντιπροέδρου τού περιφερειακού δικαστη-
ρίου Rudolf von Riccabona. (Το ζεύγος απέκτησε τα επόμενα έτη έξι κόρες που
ονομάστηκαν Maria, Anna, Amalia, Magdalena, Elisabeth και Christine.) Τελικώς,
το 1930 επέστρεψε στο Πανεπιστήμιο τού Innsbruck ως τακτικός καθηγητής και πα-
ρέμεινε εκεί για το υπόλοιπο τής σταδιοδρομίας του.

Η σύζυγός του απεβίωσε σε ηλικία 32 ετών, την 29η Νοεμβρίου 1935, λίγο μετά
τη γέννηση τής έκτης κόρης τους. Κατόπιν τούτου, ο Leopold Vietoris παντρεύτηκε
την κουνιάδα του Maria, η οποία μεγάλωσε τα παιδιά σαν να ήταν δικά της. (Ο
γάμος αυτός κράτησε 66 συναπτά έτη.)

Στο Innsbruck ο Vietoris αποσυρόταν συχνά στα βουνά. Ωστόσο, συνδύαζε την
ευχαρίστηση με την επιστημονική εργασία: Αναμίχθηκε στα άδυτα τής τοπικής σχο-
λής των glaciologists (όσων ασχολούνται με παγετώνες), με επικεφαλής τον διακε-
κριμένο Finsterwalder. Στον ρόλο ενός Gletscherknecht (επιτετραμμένου για την
παρακολούθηση τής καταστάσεως στην οποία βρίσκονται συγκεκριμένοι παγετώ-
νες), έφερε βαριά όργανα για γεωλογικές μετρήσεις και δημιούργησε πειράματα

43Stetige Mengen, Monatshefte für Mathematik und Physik 31 (1921), 173-204.
44Monatshefte für Mathematik und Physik 32 (1922), 258-280.
45Monatshefte für Mathematik und Physik 33 (1923), 48-62.
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Κεντρικό κτήριο τού Πανεπιστημίου τού Innsbruck.

σε αμέτρητες επιστημονικές αλπικές διαδρομές. Εν ευθέτω χρόνω, ο Vietoris άρ-
χισε να δημοσιεύει για τον «ρέοντα ογκόλιθο», έναν σχηματισμό που ομοιάζει με
συσσώρευση θραυσμάτων βράχου επικολλημένων σε παγετώνα, τον οποίο γνώριζε
όσο κανείς άλλος. Έγραψε, επίσης, για το πώς κανείς οφείλει να χρησιμοποιεί την
πυξίδα ως αλπινιστής (και όχι ως ναύτης), για τη «Γεωμετρία στην υπηρεσία τού
ορειβάτη» και για τη «Φυσική τού σκι» και ήταν κάτοχος τού διπλώματος ευρεσιτε-
χνίας υπ. αριθ. 100832 για μια μέθοδο χρήσεως αεροφωτογραφιών στη Χαρτογρα-
φία.

Τον Μάρτιο τού 1938 η Γερμανία προσάρτησε την Αυστρία. Έτσι, μετά την ει-
σβολή στην Πολωνία τον Σεπτέμβριο τού 1939, η Αυστρία εισήλθε και πάλι σε πόλε-
μο. Ο Vietoris προσεφέρθη (εκ νέου εθελοντικώς) να υπηρετήσει (όπως είχε κάνει
και στον Α1 Παγκόσμιο Πόλεμο) αλλά τώρα ήταν ήδη 48 ετών. Εστάλη στο μέτωπο
τής Πολωνίας ως ανθυπολοχαγός τής Γερμανικής Wehrmacht και, ύστερα από νέο
τραυματισμό του, μπόρεσε να πολεμήσει μόνον μέχρι τον Ιούνιο τού 1941 όταν έ-
φτασε στην ηλικία των 50 ετών. Σε αυτό το στάδιο, τού επετράπη(!) να εγκαταλείψει
τη στρατιωτική θητεία και να συνεχίσει να ασκεί τα καθήκοντά του στο Πανεπιστή-
μιο τού Innsbruck.

Ακόμη και πριν από τον Β1 Παγκόσμιο Πόλεμο, ο Vietoris είχε αρχίσει να ερευνά
σε τομείς διαφορετικούς από την αρχική του εργασία στην Τοπολογία. Επί παρα-
δείγματι, δημοσίευσε ένα άρθρο (σε τρία μέρη) υπό τον τίτλο Über die Integration
gewöhnlicher Differalgleichungen durch Iteration (μέρος 1 το 1932, μέρος 2 το 1934,
μέρος 3 το 1939). Κατά τη διάρκεια τού Β1 Παγκοσμίου Πολέμου δημοσίευσε το
Zur Theorie der Integraphen (1942). O William Edward Milne, ο οποίος το ανασκό-
πησε, γράφει: «Ο συγγραφέας κάνει μια αρμονική ανάλυση τής διαφοράς μεταξύ
τής πραγματικής καμπύλης και τής καμπύλης που ακολουθεί με το ιχνικό σημεί-
ο τού οργάνου και, αφού έχει υιοθετήσει κατάλληλες προϋποθέσεις, καταλήγει στο
συμπέρασμα ότι το προκύπτον σφάλμα είναι πρακτικώς μηδενικό.» (Στο θέμα αυτό
επανήλθε και μετά τον πόλεμο.)

Ένα άλλο άρθρο του που δημοσιεύθηκε κατά τη διάρκεια τού πολέμου ήταν το
Zur Kennzeichnung des Sinus und verwandter Funktionen durch Funktionalgleichungen
(J. Reine Angew. Math. 186 ,1944), στο οποίο ανέπτυξε μια μέθοδο για να εισαγάγει
το ημίτονο μέσω μιας συναρτησιακής εξισώσεως. Μετά τον πόλεμο εργάσθηκε σε
διάφορους τομείς, συμπεριλαμβανομένης τής Στατιστικής, δημοσιεύοντας μια σει-
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ρά τεσσάρων εργασιών υπό τον τίτλο Vergleich unkannter Mittelwerte auf Grund von
Versuchsreihen (μεταξύ των ετών 1979 και 1982). Συνέχισε δε τη συγγραφή άρθρων,
με το τελευταίο του (το τρίτο σε μια σειρά άρθρων υπό τον τίτλο Über das Vorzeichen
gewisser trigonometrischer Summen) να δημοσιεύεται το 1994, όταν αυτός ήταν 103
ετών. (Από τα εν συνόλω 72 μαθηματικά του άρθρα, μόνον το ένα εγράφη με συσ-
συγγραφέα, κάτι το οποίο επαληθεύει τον χαρακτηρισμό τού μοναχικού μαχητή που
τού απεδίδετο, ενώ τα 31 εγράφησαν μετά τη συμπλήρωση τού εξηκοστού έτους τής
ηλικίας του.)

Οι εκπονήσαντες διδακτορική διατριβή υπό την επίβλεψή του ήταν οι: K.
Hellmich (1939), M. Petschacher (1946), H. Jochum (1952), J. Leicht (1952), W.
Dürk (1953), H. Grömer (1954), E. Ambach (1957), G. Riege (1957), F. Pescolderung
(1958) και E. Steuer (1960).

Για τα εξαιρετικά επιτεύγματά του ο Vietoris έλαβε πολυάριθμα βραβεία και
διακρίσεις: Εξελέγη αντεπιστέλλον μέλος τής Αυστριακής Ακαδημίας Επιστημών
το 1935 και πλήρες μέλος το 1960. Ανηγορεύθη επίτιμος διδάκτωρ τού Πολυτεχνείου
τής Βιέννης (1984) και τού Πανεπιστημίου τού Innsbruck (1994), καθώς και επίτιμο
μέλος τής Αυστριακής Μαθηματικής Εταιρείας (από το 1965) και τής Γερμανικής
Μαθηματικής Εταιρείας (από το 1990).

Από τις τοπολογικές του εργασίες άξια ειδικής μνείας θεωρούνται (από σύγχρο-
νους μελετητές) κυρίως τα ακόλουθα46:
(α) Το ότι εισήγαγε στη διδακτορική του διατριβή47 (μεγάλο μέρος τής οποίας συνε-

46Πρβλ. [122], [123] και [124].
47 L. Vietoris : Stetige Mengen, Monatshefte für Mathematik und Physik 31 (1921), 173-204.
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τάχθη κατά τη διάρκεια τού πολέμου) τις έννοιες που σήμερα ονομάζονται48 δίκτυα
(nets) και βάσεις φίλτρου (filter bases) προ των Moore και Smith49 και (φυσικά) προ
τού Cartan50. (Το όνομά του ούτε καν αναφέρεται στο σχετικό εδάφιο των ιστορι-
κών σημειώσεων τής Τοπολογίας των Bourbaki!)
(β) Τα αποτελέσματά του περί τής συμπάγειας ενός τοπολογικού χώρου. [Το 1937 ο
Cartan51 επεσήμανε ότι οδηγήθηκε από τους Chevalley και Weil να παρατηρήσει ότι
ο ορισμός τής συμπάγειας ενός τοπολογικού χώρου μέσω τής ιδιότητας των Heine,
Borel και Lebesgue ισοδυναμεί με το ότι κάθε φίλτρο του διαθέτει τουλάχιστον ένα
σημείο προσφύσεως (adherence point). Ο Vietoris είχε παρατηρήσει το ίδιο (ήδη στη
διατριβή του το 1921) αλλά υπό την πλεονάζουσα προϋπόθεση ότι ο υποκείμενος
χώρος είναι κανονικός (regular)52. Επίσης, μεταξύ άλλων (βλ. Satz 37) απέδειξε (με
τη σημερινή ορολογία) ότι κάθε συμπαγής χώρος Hausdorff είναι φυσιολογικός53

(normal).]
(γ) Η συμμετοχή του (μαζί με τον Tietze) στη συγγραφή τού άρθρου επισκοπήσεως
υπό τον τίτλο «Συσχετίσεις μεταξύ διαφορετικών κλάδων τής Τοπολογίας»54.
(δ) Ο ορισμός ομάδων ομολογίας για συμπαγείς μετρικούς χώρους.
(ε) Το θεώρημα Mayer-Vietoris.
(στ) Το λεγόμενο θεώρημα απεικονίσεως κατά Vietoris και Begle (εδώ στη διατύπω-
ση τού Stephen Smale , ο οποίος το γενίκευσε το 1957 για ομάδες ομοτοπίας55):
Έστω ότιX,Y είναι δυο συμπαγείς μετρικοί χώροι και f : X ÝÑ Y μια επιρριπτική,
συνεχής απεικόνιση. Εάν υποτεθεί ότι για κάθε r P t0, ..., n´ 1u και για κάθε y P Y

η Hr(f
´1(tyu);Z2) είναι τετριμμένη, τότε ο επαγόμενος ομομορφισμός ομάδων

f˚ : Hr(X;Z2) ÝÑ Hr(Y ;Z2)

είναι ισομορφισμός όταν r ď n´ 1 και επιμορφισμός όταν r = n.

[Tο 1950 o Begle56 απέδειξε ότι αυτό το θεώρημα ισχύει ακόμη και για αυθαίρετους
συμπαγείς χώρους Hausdorff 57.]

48Στη δική του ορολογία χρησιμοποιούντο οι όροι Kranz (στεφάνη) και orientierte Menge (προσανατολισμένο σύνολο).
49E.H. Moore & H.L. Smith: A general theory of limits, American Journal of Mathematics 44 (1922), 102-121.
50H. Cartan: Théorie des filtres, Comptes Rendus de l’Académie des Sciences Paris 205 (1937), 595-598.
51H. Cartan: Filtres et ultrafiltres, Comptes Rendus de l’Académie des Sciences Paris 205 (1937), 777-779.
52Ονόμαζε τέτοιους χώρους lückenlose Mengen (σύνολα χωρίς διάκενα).
53Βλ., π.χ., [41], Theorem 32.3, σελ. 202.
54H. Tietze & L. Vietoris: Beziehungen zwischen den verschiedenen Zweigen der Topologie, Encyklopädie der mathema-

tischen Wissenschaften, Band III (Geometrie), 1. Teil, 2. Hälfte, No.13, Leipzig, Teubner, 1931.
55S. Smale: A Vietoris mapping theorem for homotopy, Proceedings of the American Math. Society 8 (1957), 604-610.
56E.G. Begle: The Vietoris mapping theorem for bicompact spaces, Annals of Mathematics (2) 51 (1950), 534-543.
57Για τις σχετιζόμενες χρονολογικές μετεξελίξεις του, ειδικότερα σε ό,τι αφορά στην εφαρμογή τού θεωρήματος

για την απόκτηση περίτεχνων θεωρημάτων περί σταθερών σημείων, βλ. H. Reitberger: Vietoris-Beglesches Abbildungs-
theorem, Vietoris-Lefschetz-Eilenberg-Montgomery-Beglescher Fixpunktsatz und Wirtschaftsnobelpreise, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung 103 (2001), no. 3, 67-73.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Smale/
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‚ Künneth, Hermann Lorenz (6/7/1892-7/5/1975). Γερμανός μαθηματικός. Και αυτός
ανήκε σε εκείνην τη γενιά, τα καλύτερα χρόνια τής οποίας εχάθησαν στη δίνη τού
Α1 Παγκοσμίου Πολέμου. Ήδη από το 1914, ως οπλίτης τού γερμανικού στρατού,
πολέμησε σε διάφορα πεδία μαχών, τραυματισθείς δύο φορές, επέστρεψε δε στην
πατρίδα του ύστερα από μακρά φυλάκισή του από τους Άγγλους το 1919. Γι’ αυτόν
τον λόγο μπόρεσε να συνεχίσει τις (διακοπείσες) σπουδές του στα Μαθηματικά και
στη Φυσική (στο Πανεπιστήμιο τού Erlangen) μόλις το 1920.

Friedrich-Alexander-Universität Erlangen-Nürnberg.

Στο Erlangen παρακολούθησε παραδόσεις των Max Noether (1844-1921), Ernst
Fischer (1875-1954), Ehrhard Schmidt (1876-1959) κ.ά., και εξεπόνησε τη διδακτο-
ρική του διατριβή υπό την επίβλεψη τού Heinrich Tietze (1880-1964).

H. Künneth

Κατόπιν τούτου, και παρά το ότι δεν ήταν στο Erlangen λίγοι
εκείνοι που τον παρότρυναν να επιδιώξει την ακαδημαϊκή στα-
διοδρομία μέσω τής συγγραφής μιας εργασίας επί υφηγεσία, ο
Künneth προτίμησε να εργασθεί ως καθηγητής σε Ουμανιστικό
Γυμνάσιο τής περιοχής μέχρι τη συνταξιοδότησή του (το 1957),
αφήνοντας, βάσει μαρτυριών, τις κάλλιστες των εντυπώσεων σε
μαθητές και συναδέλφους. Μολαταύτα, εξακολούθησε να δημο-
σιεύει (και από αυτήν τη θέση) ερευνητικές μαθηματικές εργασί-
ες μέχρι και το 1974: Αρχικώς (μέχρι το 1960) εργασίες που αφο-
ρούσαν σε διαφοροτοπολογικά προβλήματα περί των καμπυλών

σε ευκλείδειους χώρους και μετέπειτα (κατά τα έτη 1960-1974), σε συνεργασία με
τον Otto Haupt (1887-1988), περί τις 10 εργασίες και ένα βιβλίο επί των λεγομένων
γεωμετρικών διατάξεων. Είναι, μάλιστα, αξιοσημείωτο, το ότι το 1942 έγινε τελικώς
υφηγητής και μέλος τού μαθηματικού σεμιναρίου τού Πανεπιστημίου τού Erlangen,
και το ότι μετά το 1957 (πλέον ως εξηνταπεντάχρονος) επέδειξε μιαν απροσδόκητη
επιστημονική δραστηριότητα παρά τα προβλήματα που είχε με τη σε μεγάλο βαθ-
μό απώλεια τής οράσεώς του. (Πρβλ. Haupt [117].) Τη 2α/3/1964 τού απενεμήθη το
παράσημο Bundesverdienstkreuz (τού Τάγματος τής Αξίας τής Ομοσπονδιακής Δη-
μοκρατίας τής Γερμανίας) για «την προσωπικότητά του, την ξεκάθαρη κρίση του,
την ανθρώπινη καλοσύνη του και το πνευματώδες χιούμορ του».
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§ Τα δύο κομβικής σημασίας προβλήματα. (i) Δοθέντων δυο υποχώρων A και B
ενός τοπολογικού χώρου X , πώς συσχετίζονται (και υπό ποίες επιπρόσθετες προ-
ϋποθέσεις) οι ομάδες (ή, γενικότερα, οι R-μόδιοι [R-modules], όπου R τυχών μη
τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος) ομολογίας ή συνομολογίας (π.χ., ως προς μία
κατάλληλη εκ των συνήθων θεωριών ομολογίας ή συνομολογίας) των X,A,B και
A X B; (Το αντίστοιχο ερώτημα, τεθέν για τις θεμελιώδεις ομάδες στη θέση των ο-
μάδων (συν)ομολογίας, στην περίπτωση όπου X = A Y B και αμφότεροι οι A και
B είναι ανοικτοί και δρομοσυνεκτικοί, οδήγησε στο λεγόμενο θεώρημα των Seifert
και van Kampen.)
(ii) Δοθέντων δυο τοπολογικών χώρων X και Y πώς συσχετίζονται (και υπό ποί-
ες επιπρόσθετες προϋποθέσεις) οι ομάδες (ή, γενικότερα, οι R-μόδιοι [R-modules],
όπου R τυχών μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος) ομολογίας ή συνομολογίας
(π.χ., ως προς μία κατάλληλη εκ των συνήθων θεωριών ομολογίας ή συνομολογίας)
τού καρτεσιανού γινομένου X ˆ Y με εκείνες εκάστου των παραγόντων X και Y ;
Αμφότερα τα (i) και (ii) είναι απολύτως φυσικά και πρωταρχικής σπουδαιότητας ε-
ρωτήματα, οι δε απαντήσεις αυτών (σε διάφορες εκδοχές, παραλλαγές και γενικεύ-
σεις) κατέστησαν προϊόντος τού χρόνου μέθοδοι για την επίλυση πληθώρας περί-
πλοκων αλγεβροτοπολογικών προβλημάτων και κύριοι συμπράττοντες παράγοντες
τόσων ενδιαφερουσών εφαρμογών ων ουκ εστίν αριθμός.

§ Το θεώρημα των Mayer και Vietoris. Έστω X ένας πεπερασμένως τριγωνίσιμος
τοπολογικός χώρος και έστω h : |K|

«
ÝÑ X ένας ομοιομορφισμός, όπου K ένα

πεπερασμένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα (finite simplicial complex). (Βλ. εδ. D.1.15,
D.1.18 και D.1.21.) Ας υποτεθεί ότι K1,K2 είναι δυο υποσυμπλέγματα τού K (υπό
την έννοια τού ορισμού D.1.26) με K = K1 Y K2 και A := h(|K1|), B := h(|K2|).

Τόσον η n-οστή ομάδα μονοπλεκτικής ομολογίας H simpl.
n (X;Z) τού X = A Y B

(βλ. D.1.55), όσον και οι n-οστές ομάδες μονοπλεκτικής ομολογίας H simpl.
n (A;Z),

H
simpl.
n (B;Z) των A και B είναι πεπερασμένως παραγόμενες αβελιανές ομάδες για

κάθε n ě 0. (Βλ. [84], Theorem 7.14 (i), σελ. 145.) Ας υποτεθεί, επιπροσθέτως, ότι

H simpl.
n (AXB;Z) fn

ÝÑ H simpl.
n (A;Z) ‘H simpl.

n (B;Z)

είναι ο ομομορφισμός αβελιανών ομάδων ο επαγόμενος από τις συνήθεις ενθέσεις
AXB ãÑ A και AXB ãÑ B, και ότι

H simpl.
n (A;Z) ‘H simpl.

n (B;Z) gn
ÝÑ H simpl.

n (X;Z)

είναι ο ομομορφισμός αβελιανών ομάδων ο επαγόμενος από τις συνήθεις ενθέσεις
A ãÑ X και B ãÑ X. Σε ένα άρθρο58 του (τού 1929) ο Mayer απέδειξε ότι η εικόνα
Im(gn) τού gn αποτελεί ευθύ προσθετέο τής H simpl.

n (X;Z) και μελέτησε τον αλλη-
λοσυσχετισμό των αριθμών Betti των X,A,B και A X B. Από αυτόν προκύπτει,
ιδιαιτέρως, ο ακόλουθος τύπος αλληλοσυσχετισμού των αριθμών Euler:

χ(X) = χ(A) + χ(B) ´ χ(AXB)

58W. Mayer: Über abstrakte Topologie, Monatshefte für Mathematik und Physik 36 (1929), 1–42.
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(με τον χ(X) συμπεριφερόμενο όπως ο πληθικός αριθμός τής ενώσεως δύο πεπε-
ρασμένων συνόλων εν συγκρίσει προς τους πληθικούς αριθμούς ενός εκάστου και
προς τον πληθικό αριθμό τής τομής αυτών). Στο εν λόγω άρθρο διαβάζουμε τα ε-
ξής: «Στην Τοπολογία εισήχθην από τον συνάδελφο Vietoris, τις παραδόσεις τού
οποίου παρακολούθησα στο τοπικό πανεπιστήμιο το 1926/27. Στις πολλές συζητή-
σεις που είχαμε διεξαγάγει εν σχέσει προς αυτόν τον κλάδο, ο κύριος Vietoris μού
έδωσε πληθώρα προτροπών, για τις οποίες θα επιθυμούσα να εκφράσω τις καλύτε-
ρες ευχαριστίες μου.» Το 1930 ο Vietoris έλυσε πλήρως το πρόβλημα59 σε επίπεδο
ομάδων ομολογίας αναφέροντας τα ακόλουθα: «Ο W. Mayer, στον οποίο είχα γνω-
στοποιήσει το πρόβλημα, ενδεχομένως μαζί με πληροφορίες σχετιζόμενες με έναν
τρόπο αντιμετωπίσεώς του, το έλυσε, εις ό,τι αφορά [μόνον] τους αριθμούς Betti,
με έναν εν μέρει διαφορετικό τρόπο σε αυτά τα Monatshefte [Μηνιαία Τέυχη]. Εν
συνεχεία, σκοπεύω να επαναφέρω τον τότε ειρμό των σκέψεών μου επ’ αυτού και
να τον εφαρμόσω προκειμένου να δώσω τη γενική λύση.» (Πρβλ. με τα σχόλια τού
Dieudonné [116], σελ. 39.) Κατά τον Vietoris, για κάθε n P Z υφίσταται ισομορφι-
σμός (αβελιανών) ομάδων:

Im(gn) – (H simpl.
n (A;Z) ‘H simpl.

n (B;Z))/ Im(fn).

Σε πιο σύγχρονη ορολογία (προερχόμενη από την Ομολογική Άλγεβρα) και στο
πλαίσιο τής ιδιάζουσας θεωρίας ομολογίας (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ) επί τής (ευρύτερης δυνα-

τής) κατηγορίαςTop[2] (πρβλ. εδάφια D.1.61, D.2.27, D.2.37 και 7.2.12), το θεώρημα
των Mayer και Vietoris μπορεί να γενικευθεί ως εξής: Εάν X είναι ένας τοπολογι-
κός χώρος καιA,B δυο υπόχωροί του, τέτοιοι ώστε η τοπολογική τριάδα (X,A,B)

να είναι εκτμητική (υπό την έννοια τού ορισμού 7.2.1, ως προς την (H
sing.
‚ , B

sing.
‚ )),

τότε υφίσταται μια ακριβής ακολουθία («ακριβής MV-ακολουθία») τής μορφής:

¨ ¨ ¨
Dn+1

// H sing.
n (AXB;R) // H sing.

n (A;R) ‘H sing.
n (B;R)

// H sing.
n (X;R)

Dn

// H sing.
n´1(AXB;R) // ¨ ¨ ¨

(Βλ. εδ. 7.2.4 (i).) Στην παρούσα εργασία, τόσον αυτό το θεώρημα όσον και πολυ-
ειδείς παραλλαγές και διευρυμένες τοπολογικές εκδοχές του θα προκύψουν από
προσήκουσες αλγεβρικές εκδοχές του. Οι τελευταίες θα περιλαμβάνουν κατάλλη-
λες αλληλοεμπλεκόμενες ακριβείς ακολουθίες, χωρίς -όμως- να επεκτείνονται και
σε τμήματα τής Θεωρίας Φασματικών Ακολουθιών (καθώς δεν θα χρειασθούν60).
Σημειωτέον ότι οι συνήθεις ακριβείς MV-ακολουθίες χρησιμοποιούνται ακόμη και

59L. Vietoris: Über die Homologiegruppen der Vereinigung zweier Komplexe, Monatshefte für Mathematik und Physik 37
(1930), 159–162.

60Για μια σχετικώς εύληπτη περιγραφή τής αντίστοιχης φασματικής ακολουθίας βλ.
M. Stafa: The Mayer-Vietoris spectral sequence, expository notes, Department of Mathematics, Tulane University, New
Orleans, LA, 2015.
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σήμερα για την απάντηση κλασικών τοπολογικών ερωτημάτων61.
‚ Περαιτέρω γενικεύσεις. (α) Εάν κανείς αρκεσθεί να εργάζεται με λεία πολυπτύγ-
ματα (smooth manifolds), τότε υφίσταται μια φυσική ισοδυναμία μεταξύ των (λεί-
ων) θεωριών συνομολογίας τού de Rham και (τού αντιστοίχου περιορισμού) τής
(H‚

sing., B
‚
sing.), και, ιδιαιτέρως, ένας (απτώς κατατασκευάσιμος) ισομορφισμός πραγ-

ματικών διανυσματικών χώρων62

Hn
dRh(X)

–
ÝÑ Hn

sing.(X;R)

για κάθε λείο πολύπτυγμα X και για οιονδήποτε n P Z. (Βλ. Lück [76], Kapitel 15,
σελ. 236-243, και Bredon [57], Chapter V, §9, σελ. 286-293.) Για αυτόν τον λόγο το
θεώρημα Mayer-Vietoris εξακολουθεί να ισχύει και για τη συνομολογία de Rham.
Φυσικά, υπάρχει η δυνατότητα αποδείξεώς του και απευθείας, κάνοντας χρήση μό-
νον διαφορικών μορφών. (Βλ. Bott & Tu [58], σελ. 22-24, Dieudonné [60], §24.3, σελ.
14-18, και §24.37, σελ. 227-232, και Lück [76], Satz 14.8, σελ. 232-233.)
(β) Επειδή για την ύπαρξη τής ακριβούς MV-ακολουθίας ως προς μια θεωρία ομο-
λογίας ή συνομολογίας δεν απαιτείται η χρήση τού αξιώματος τής διαστάσεως (από
τα αξιώματα των Eilenberg και Steenrod, βλ. εδ. C.1.6, C.1.8, C.7.1, 7.2.3 και 7.2.5),
αυτή υφίσταται ακόμη και για ορισμένες «ασυνήθεις» θεωρίες (συν)ομολογίας. Ε-
πί παραδείγματι, στο πλαίσιο τής (κλασικής) Κ-Θεωρίας, για δυο κλειστούς υπό-
χωρους X1 και X2 ενός τοπικώς συμπαγούς τοπολογικού χώρου Hausdorff X με
X = X1 YX2 αποδεικνύεται η ύπαρξη μιας ακριβούς ακολουθίας («τύπου MV»):

K0(X) //

��

K0(X1) ‘K0(X2) // K0(X1 XX2)

��

K´1(X1 XX2) K´1(X1) ‘K´1(X2)o o K´1(X)oo

(Βλ. Park [81], Theorem 3.1.2, σελ. 113. Για το τι συμβαίνει με τις αλγεβρικές Κ-
ομάδες (κατ’ απόλυτη τιμή) υψηλότερου βαθμού πρβλ. Ranicki [83], σελ. 473-479.)

Στο πλαίσιο τής (Συν)ομολογικής Θεωρίας Τομών (Intersection Homology The-
ory63), τής αναπτυχθείσας στις αρχές τής δεκαετίας τού 1980 από τους M. Goresky,

Για μια ενδιαφέρουσα πρόσφατη εφαρμογή της βλ., π.χ.,
S. Naarmann: A Mayer-Vietoris Spectral Sequence for C˚-Algebras and Coarse Geometry, Dissertation, Universität Göt-
tingen, 2018.

61Βλ., π.χ., R. Frigerio & A. Maffei: A remark on the complex of a covering for singular cohomology, preprint arxiv:
1912.07736, December 2019; to appear in Homology, Homotopy and Applications.

62Η n-οστή ομάδα συνομολογίας HndRh(X) (τού) de Rham ενός λείου πολυπτύγματος X είναι ο R-διανυσματικός
πηλικόχωρος tκλειστές διαφορικές n-μορφές επί τούXu / tακριβείς διαφορικές n-μορφές επί τούXu.

63Για μια εισαγωγή σε αυτήν βλ. Kirwan & Woolf [75] . Η Ομολογική Θεωρία Τομών συμπίπτει με τη «συνήθη» (π.χ.,
με την ιδιάζουσα) θεωρία ομολογίας όταν περιοριζόμαστε στην κλάση των τοπολογικών πολυπτυγμάτων αλλά υπε-
ρέχει αυτής (ως προς μια σειρά ιδιοτήτων) όταν μελετούμε γενικότερης φύσεως χώρους, όπως τοπολογικά ψευδοπο-
λυπτύγματα (pseudomanifolds), ήτοι παρασυμπαγείς τοπολογικούς χώρους Hausdorff που επιδέχονται κάποια ειδική
(τοπολογική) διαστρωμάτωση (stratification). (Εν τοιαύτη περιπτώσει, «περισώζεται» και για αυτούς τους χώρους, και
υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις, ο δυϊσμός κατά Poincaré, τα κατά Lefschetz θεωρήματα τού υπερεπιπέδου και των
σταθερών σημείων, το «σκληρό» θεώρημα τού Lefschetz, η διάσπαση τού Hodge κ.ά.)
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R. MacPherson κ.ά., αποδεικνύεται το εξής θεώρημα «τύπου Mayer-Vietoris»: Ε-
άν υποτεθεί ότι X είναι ένα τοπολογικό ψευδοπολύπτυγμα και A,B δυο ανοικτοί
υπόχωροί του με X = AYB, τότε υφίσταται ακριβής ακολουθία:

¨ ¨ ¨
Dn+1

// IHn(AXB) // IHn(A) ‘ IHn(B)

// IHn(X)
Dn

// IHn´1(AXB) // ¨ ¨ ¨

(γ) Από την άλλη μεριά, και στη Θεωρία Συνομολογίας Ομάδων64 εμφανίζεται ένα
άμεσο ανάλογο τού θεωρήματος των Mayer και Vietoris. Πράγματι· εάν υποθέσου-
με ότι G είναι μια ομάδα, ZG ο αντίστοιχος ομαδοδακτύλιος (τα στοιχεία τού ο-
ποίου είναι επίτυποι ακέραιοι γραμμικοί συνδυασμοί στοιχείων τής G) και M ένας
G-μόδιος (G-module), θεωρούμενος και ως ZG-μόδιος, τότε η n-οστή ομάδα συνο-
μολογίας (και αντιστοίχως, ομολογίας) τήςG με συντελεστές από τονM ορίζεται ως
εξής:

Hn(G;M) := ExtnZG(Z,M), Hn(G;M) := TorZGn (Z,M).

Εάν G1, G2, L είναι τρεις ομάδες και α1 : L ãÑ G1, α2 : L ãÑ G2 μονομορφισμοί
ομάδων (ούτως ώστε η L να μπορεί να θεωρείται κοινή υποομάδα των G1 και G2),
τότε μια ομάδα G ορίζεται ως ελεύθερο γινόμενο των G1, G2 με αμαλγαματοποιη-
μένη υποομάδα την L όταν συμπληρώνει μεταθετικώς το διάγραμμα

L

α1

��

α2 // G2

β2
��

G1
β1

// G

(με τους β1, β2 ομομορφισμούς) και πληροί την εξής καθολική συνθήκη: Για κάθε
ομάδα H και για οιουσδήποτε ομομορφισμούς γ1 : G1 ÝÑ H, γ2 : G2 ÝÑ H με
γ1 ˝α1 = γ2 ˝α2 υπάρχει μονοσημάντως ορισμένη απεικόνιση φ : G ÝÑ H, τέτοια
ώστε να ισχύει φ ˝ β1 = γ1 και φ ˝ β2 = γ2. Χρησιμοποιούμενος συμβολισμός65:
G = G1 ‹L G2. Θεωρώντας τό μεταθετικό διάγραμμα

Z(G/L)

ι2

��

ι1
// Z(G/G1)

ε1

��

Z(G/G2)
ε2

// Z

και προϋποθέτοντας την ακρίβεια τής

t0u ÝÑ Z(G/L) ι
ÝÑ Z(G/G1) ‘ Z(G/G2)

κ
ÝÑ Z ÝÑ t0u,

64Κατάλληλα για μια πρώτη επαφή με τη Θεωρία Συνομολογίας Ομάδων (η οποία δεν μελετάται στην παρούσα ερ-
γασία) είναι τα βιβλία των Weiss [112] και Brown [108], καθώς και oι σημειώσεις παραδόσεων των Lassueur [110] και
Löh [111].

65Εν τοιαύτη περιπτώσει, ηG είναι μονοσημάντως ορισμένη μέχρις ισομορφισμού (ομάδων).
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όπου ι(x) := (ι1(x),´ι2(x)) και κ(x1, x2) := ε1(x1) + ε2(x2), δημιουργείται κατό-
πιν εφαρμογής ενός λήμματος των Β. Eckmann και Α. Shapiro μια ακριβής MV-
ακολουθία:

¨ ¨ ¨ // Hn(G;M) // Hn(G1;M) ‘Hn(G2;M)

// Hn(L;M) // Hn+1(G;M) Ñ ¨ ¨ ¨

(Βλ. Hilton & Stammbach [32], σελ. 221, και Evens [109], σελ. 38.) Χρησιμοποιώ-
ντας διαφορετικές (γεωμετρικές-τοπολογικές) μεθόδους είναι δυνατόν να καταλή-
ξει κανείς σε μια ανάλογη ακριβή MV-ακολουθία σε επίπεδο ομολογίας ομάδων.
(Βλ. Brown [108], Corollary 7.7, σελ. 51.)
(δ) Άλλη μία (αμιγώς αλγεβρικής φύσεως) ακριβής MV-ακολουθία προκύπτει στη
λεγομένη Θεωρία Τοπικής Συνομολογίας: Εάν J είναι ένα πεπερασμένως παραγό-
μενο ιδεώδες ενός μεταθετικού δακτυλίου R, M ένας R-μόδιος (R-module) και
Hn
J (M) η n-οστή τοπική συνομολογία66 τού M ως προς το J , τότε για οιαδήποτε

ιδεώδη J1, J2 αυτού τού είδους κατασκευάζεται (κατά τρόπο φυσικό και ύστερα α-
πό χρήση τού λήμματος Artin-Rees, βλ. [13], Prop. 10.9, σελ. 107, και [36], Ex. 4.6.2,
σελ. 115) μια ακριβής ακολουθία:

¨ ¨ ¨ // Hn
J1+J2(M) // Hn

J1(M) ‘Hn
J2(M)

// Hn
J1XJ2(M) // Hn+1

J1+J2
(M) Ñ ¨ ¨ ¨

(ε) Τέλος, στη Θεωρία Δραγμάτων67 (Sheaf Theory) το θεώρημα των Mayer και Vie-
toris για ομάδες συνομολογίας με συντελεστές ειλημμένους από ένα δράγμα G ο-
ρισμένο υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου X είναι το εξής: Εάν X1, X2 είναι δυο
κλειστοί υπόχωροι τού X και X = X1 Y X2, τότε υπάρχει ακριβής ακολουθία τής
μορφής:

¨ ¨ ¨ // Hn
Φ(X;G ) // Hn

ΦXX1
(X1;G ) ‘Hn

ΦXX2
(X2;G )

// Hn
ΦX(X1XX2)

(X1 XX2;G ) // Hn+1
Φ (X;G ) Ñ ¨ ¨ ¨

όπου Φ τυχούσα οικογένεια στηρίξεων τού X . Στην περίπτωση κατά την οποία το
δράγμα G είναι στοιχειώδες (υπό την έννοια τού ορσ. 3.6. τής σελ. 295 τού [101])

66Εξ ορισμού,HnJ (M) := lim
ÝÑ
kPN0

ExtnR(R/Jk,M).

67Τα συγγράμματα [101], [102] , [103] , [104] , [105] , [106] , [107] είναι κατάλληλα για την εισαγωγή των αναγνωστών
στη Θεωρία Δραγμάτων. (Από πλευράς πληρότητας ξεχωρίζουν τα πρώτα τρία.)
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προκύπτει μια ακριβής MV-ακολουθία σε επίπεδο ομολογίας των Borel και Moore:

¨ ¨ ¨ // H
Φ|X1XX2
n (X1 XX2;G ) // H

Φ|X1
n (X1;G ) ‘H

Φ|X2
n (X2;G )

// HΦ
n (X;G ) // H

Φ|X1XX2
n´1 (X1 XX2;G ) Ñ ¨ ¨ ¨

(Για τις αποδείξεις αυτών, καθώς και παραλλαγών αυτών ισχυουσών στην περίπτω-
ση όπου τα X1, X2 είναι ανοικτά, βλ. Bredon [101], σελ. 94 και σελ. 412.)

Φυσικά, είναι εντυπωσιακό (αν και εν πολλοίς αναμενόμενο) το ότι εισάγοντας
τον όρο «Mayer-Vietoris» στην τράπεζα βάσεων δεδομένων zbMath Open (και α-
ντιστοίχως, στην τράπεζα βάσεων δεδομένων MathSciNet) εισπράττουμε εγγραφές
(ήτοι εργασίες που χρησιμοποιούν ή γενικεύουν το φερώνυμο θεώρημα στα πλαίσια
νέων ερευνών) υπερβαίνουσες τις 460 (και αντιστοίχως, τις 590).

§ Το θεώρημα τού Künneth. Εάν X,Y είναι δυο πεπερασμένως τριγωνίσιμοι τοπο-
λογικοί χώροι, πώς εκφράζονται (μέχρις ισομορφισμού) οι ομάδες μονοπλεκτικής
ομολογίας τού καρτεσιανού γινομένουXˆY συναρτήσει εκείνων ενός εκάστου των
παραγόντων του; Στη διδακτορική του διατριβή68 ο H. Künneth έκανε χρήση των
τότε διαθέσιμων πενιχρών τεχνικών μέσων (από την Analysis Situs και την πρώιμη
Συνδυαστική Τοπολογία) και απέδειξε (για συμπαγείς και συνεκτικούς X,Y ) ότι
οι αριθμοί Betti των X,Y και X ˆ Y συσχετίζονται μέσω τού τύπου69:

bn(X ˆ Y ) =
ÿ

p+q=n

bp(X)bq(Y ),

ενώ λίγο αργότερα ήταν σε θέση να υπολογίσει και τις αντίστοιχες σχέσεις για τους
συντελεστές στρέψεως70. (Πρβλ. Dieudonné [116], σελ. 55-56.) Ο Tietze αναφέρει,
μεταξύ άλλων, στην έκθεση αξιολογήσεως τής εν λόγω διατριβής τα ακόλουθα:
«Μέσω μιας σαφούς διαδικασίας οφειλόμενης στον Steinitz71 (και, ανεξαρτήτως
αυτού, στον Fréchet, περίπου την ίδια εποχή), επιτυγχάνεται η με κατάλληλο τρό-
πο περιγραφή τής δομήσεως τού καρτεσιανού γινομένου, ήτοι τού πώς κανείς από
δοθέντα πολυπτύγματα (Mannigfaltigkeiten) δημιουργεί ένα νέο, η διάσταση τού
οποίου ισούται με το άθροισμα των διαστάσεων των παραγόντων. Περί των νόμων
που διέπουν τα τοπολογικά χαρακτηριστικά γνωρίσματα τού καρτεσιανού γινομέ-
νου πολυπτυγμάτων εν σχέσει προς τα αντίστοιχα καθενός των παραγόντων του,

68H. Künneth: Über die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltigkeit, Mathematische Annalen 90 (1923), 65-85.
69Με τα μετέπειτα τεχνικά αλγεβρικά μέσα των δεκαετιών τού 1940 και τού 1950, και με τη χρήση τής ιδιάζουσας

ομολογίας (στη θέση τής μονοπλεκτικής, πρβλ. D.2.37) είναι δυνατόν να αποδειχθεί η ανωτέρω ισότητα με μεγάλη
ευκολία και σε πλήρη γενικότητα. (Βλ. πόρισμα 8.3.2.)

70H. Künneth: Über die Torsionszahlen von Produktmannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen 91 (1924), 125-134.
71E. Steinitz: Beiträge zur Analysis Situs, Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft 7 (1908), 29-49.

https://projecteuclid.org/journals/michigan-mathematical-journal/volume-7/issue-2/Homology-theory-for-locally-compact-spaces/10.1307/mmj/1028998385.full
https://zbmath.org/
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/index.html
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δεν υπήρχε μέχρι τώρα καμία πληροφορία. Η δυσκολία σε ό,τι αφορά σε μια πρώτη
εκτίμηση τού προβλήματος ενέκειτο στο ότι, ακόμη και οι απλούστερες των περι-
πτώσεων, εξαιρουμένων εκείνων που παραείναι εύκολες για κάποιου είδους βαθύ-
τερη διορατικότητα, ήτοι τα καρτεσιανά γινόμενα δύο διδιάστατων πολυπτυγμά-
των, οδηγούν ήδη σε τετραδιάστατα κατασκευάσματα. Ο κύριος Künneth κατόρ-
θωσε να ανακαλύψει τους ζητούμενους συσχετισμούς, ιδιαιτέρως δε εκείνους που
αναφέρονται στους αριθμούς Betti, και μάλιστα σε πλήρη γενικότητα, για οσοδήπο-
τε μεγάλες διαστάσεις και για οιοδήποτε πλήθος παραγόντων.» Τα αποτελέσματα
τού Künneth παρουσιάσθηκαν σε επεξεργασμένη (και κατά τι γενικευμένη) μορ-
φή στο βιβλίο τής Τοπολογίας [44] των Alexandroff & Hopf (βλ. σελ. 299-309) και
έκτοτε κατέστησαν ευρέως γνωστά.

Σε πιο σύγχρονη ορολογία και στο πλαίσιο τής ιδιάζουσας θεωρίας ομολογίας
(H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ) επί ολόκληρης τής κατηγορίας Top[2] (βλ. εδάφια D.1.61, D.2.27 και

D.2.37), μία από τις τοπολογικές εκδοχές τού θεωρήματος τού Künneth έπεται από
την αλγεβρική του μορφή 6.2.8 και από το θεώρημα 8.2.5 των Eilenberg και Zilber,
και μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: Εάν οι X,Y είναι τυχόντες τοπολογικοί χώροι
και ο δακτύλιος αναφοράςR μια Π.Κ.Ι., τότε για κάθε n P Z υφίσταται διασπώμενη
βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // (H sing.
‚ (X;R) bR H

sing.
‚ (Y ;R))n

� � // H sing.
n (X ˆ Y ;R)

// // TorR1 (H
sing.
‚ (X;R), H sing.

‚ (Y ;R))n´1
// t0u,

οπότε συνάγεται η ύπαρξη ισομορφισμού R-μοδίων

H
sing.
n (X ˆ Y ;R) –

(
À

p+q=n
(H

sing.
p (X;R) bR H

sing.
q (Y ;R))

)

‘

(
À

p+q=n´1
TorR1 (H

sing.
p (X;R),H

sing.
q (Y ;R))

)
.

Στην παρούσα εργασία μελετάται λεπτομερώς (αλλά από τη στοιχειωδέστερη δυνα-
τή σκοπιά) τόσον αυτό το θεώρημα και οι ποικίλες παραλλαγές του (που αφορούν
σε διαφοροποιήσεις των προϋποθέσεών του) όσον και ορισμένες διευρυμένες εκ-
δοχές του (π.χ., για τοπολογικά ζεύγη) και συγκεκριμένες χρήσιμες εφαρμογές του.

‚ Περαιτέρω γενικεύσεις. (α) Εάν περιορισθούμε στην κλάση των λείων πολυπτυγ-
μάτων, τότε το θεώρημα τού Künneth ισχύει και για τη συνομολογία de Rham. (Βλ.
Dieudonné [60], §24.5, σελ. 20-29, για μια απευθείας απόδειξη μέσω διαφορικών
μορφών και διαφορικών αλγεβρών, και Bott & Tu [58], σελ. 47 και σελ. 170-171, για
μια απόδειξη μέσω κατάλληλης φασματικής ακολουθίας.)
(β) Εκδοχές τού θεωρήματος τού Künneth συναντά κανείς και σε ορισμένες «ασυ-
νήθεις» θεωρίες (συν)ομολογίας. Επί παραδείγματι, ο M. Atiyah (1929-2019) απέ-
δειξε το72 1962 στο πλαίσιο τής (κλασικής)K-Θεωρίας ότι για τον δακτύλιοK‚(X)

72M. Atiyah: Vector bundles and the Künneth formula, Topology 1 (1962), 245-248.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Atiyah/
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(τον εκτενώς μελετηθέντα στις αρχές τής δεκαετίας τού73 1960) ισχύει το εξής: Εάν
ταX,Y είναι δυο πεπερασμένα CW-συμπλέγματα (CW-χώροι), τότε υφίσταται μια
Z2-διαβαθμισμένη (φυσική) βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ K‚(X) bZ K
‚(Y )

α
ÝÑ K‚(X ˆ Y )

β
ÝÑ TorZ1(K‚(X),K‚(Y )) Ñ t0u,

όπου η απεικόνιση α είναι η φυσικώς επαγομένη μέσω τού γινομένου εντός τού K‚

και έχει βαθμό deg(α) = 0, ενώ deg(β) = 1. (Αργότερα ο H. Minami74 έδωσε μια
γενίκευση για την Iσομεταβλητή K-Θεωρία.)

Στο πλαίσιο τής Συνομολογικής Θεωρίας Τομών οι Cohen, Goresky & Ji75 κα-
τέληξαν στον τύπο τού Künneth για δυο συμπαγή τοπολογικά ψευδοπολυπτύγματα
X,Y μέσω τής διασπώμενης βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u //
À

i+j=n

(IHi(X) bR IH
j(Y ))

� � // IHn(X ˆ Y )

// //
À

i+j=n´1

TorR1 (IHi(X), IHj(Y )) // t0u,

όπου ο δακτύλιος αναφοράςR είναι μια Π.Κ.Ι., μόνον υπό την προϋπόθεση ότι χρη-
σιμοποιείται ως εκτροπή (perversity) p (ήτοι IHi(...) = IpHi(...)) μια συνάρτηση
p = (..., p(i), ...) που πληροί κάποια εκ των συνθηκών
(Ι) p(i)+ p(j) ď p(i+ j) ď p(i)+ p(j) + 1 για όλα τα i, j.
(ΙΙ) p(i)+ p(j) ď p(i + j) ď p(i)+ p(j) + 2 για όλα τα i, j, με τουλάχιστον ένα εκ
των X,Y στερούμενο p-στρέψεως.

Αλλά και προσφάτως, στο πλαίσιο τής λεγομένης Θεωρίας Συνομολογίας των
Chen και Ruan76 (ή Συνομολογίας Τροχιοπτυγμάτων [Orbifold Cohomology]77)
(H‚

CR, B
‚
CR), ο R. Hepworth78 απέδειξε το εξής: Εάν X,Y είναι δυο τροχιοπτύγ-

ματα εφοδιασμένα με σχεδόν μιγαδική δομή και έχοντα το πολύ SL-ιδιώματα
(SL-singularities), και εάν υποτεθεί ότι οι H‚

CR(X) και H‚
CR(Y ) είναι συγκεντρω-

μένοι σε ακεραίους βαθμούς, τότε σχηματίζεται ένας διαβαθμισμένος δακτύλιος

73Βλ. M. Atiyah & F. Hirzebruch: Vector bundles and homogeneous spaces, Proceedings of Symposia in Pure Mathema-
tics, American Mathematical Society, Vol. III, 1960, pp. 7-38.

74H. Minami: A Künneth formula for equivariantK-theory, Osaka Journal of Mathematics 6 (1969), 143-146.
75D.C. Cohen, M. Goresky & L. Ji: On the Künneth formula for intersection cohomology, Transactions of the American

Mathematical Society 333 (1992), no. 1, 63-69. Για περαιτέρω γενικεύσεις βλ.

G. Friedman: Intersection homology Künneth theorems, Mathematische Annalen 343 (2009), 371-395.
76W. Chen & Y. Ruan: A new cohomology theory of orbifold, Communications in Math. Physics 248 (2004), 1-31.
77Για μια εισαγωγή σε αυτήν βλ. A. Adem, J. Leida & Y. Ruan: Orbifolds and stringy topology, Cambridge Tracts in

Mathematics 171, Cambridge University Press, 2007.
78Βλ. R. Hepworth: The age grading and the Chen-Ruan cup product, Bulletin of the London Mathematical Society 42

(2010), 868-878.
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(H‚
CR(X) bH‚

CR(Y ))
‚ και υφίσταται ισομορφισμός διαβαθμισμένων δακτυλίων:

(H‚
CR(X) bH‚

CR(Y ))
‚ –

ÝÑ H‚
CR(X ˆ Y ).

(γ) Στη Θεωρία (Συν)ομολογίας Ομάδων το θεώρημα τού Künneth έπεται κατόπιν
εφαρμογής τής αλγεβρικής του εκδοχής 6.2.6: Για οιεσδήποτε ομάδες G,H και για
οιαδήποτε Π.Κ.Ι. R (με τετριμμένη G- και H-δράση) υφίσταται διασπώμενη βρα-
χεία ακριβής ακολουθία:

t0u //
À

p+q=n

(Hp(G;R) bR Hq(H;R))
� � // Hn(GˆH;R)

// //
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp(G;R), Hq(H;R)) // t0u

για κάθε n P Z. (Βλ. Löh [111], Corollary 3.2.23, σελ. 136, και Weibel [36], Ex. 6.1.8,
σελ. 166, για μια παραλλαγή σε επίπεδο συνομολογίας όταν R = Z.)
(δ) Άλλος ένας (αμιγώς αλγεβρικής φύσεως) τύπος Künneth προκύπτει στη Θεω-
ρία Τοπικής Συνομολογίας: Έστω R =

À

iPZRi ένας διαβαθμισμένος μεταθετικός
ναιτεριανός δακτύλιος (όπου Ri ¨ Rj Ď Ri+j για οιουσδήποτε i, j P Z) και έστω
M =

À

iPZMi ένας διαβαθμισμένοςR-μόδιος (gradedR-module, μεRi¨Mj Ď Mi+j

για οιουσδήποτε i, j P Z). Ένα στοιχείο m P M καλείται ομογενές όταν m P Mi

για κάποιον i P Z. Εάν ένα τέτοιο στοιχείο m είναι ‰ 0M , τότε ο δείκτης i είναι
μονοσημάντως ορισμένος, καλείται βαθμός τού m και σημειώνεται ως deg(m). Ο
M είναι ναιτεριανός R-μόδιος εάν και μόνον εάν είναι πεπερασμένως παραγόμε-
νος από ομογενή στοιχεία. Για κάθε l P Z ορίζεται ο M(l) :=

À

iPZM(l)i, όπου οι
M(l)i := Mi+l δημιουργούνται ύστερα από μετακίνηση των δεικτών κατά l. Στην
περίπτωση όπου ο R είναι μια k-άλγεβρα (όπου k σώμα, ήτοι Ri = t0u για i ă 0
και R0 = k), ο R διαθέτει ως μοναδικό του μεγιστικό ιδεώδες το mR :=

À

iě1Ri.
Εάν υποτεθεί ότι M =

À

iPZMi και N =
À

iPZNi είναι δυο διαβαθμισμένοι R-
μόδιοι, όπου R μια k-άλγεβρα, και HomR(M,N) o k-διανυσματικός χώρος όλων
των R-ομομορφισμών με f(Mi) Ď Ni για κάθε i P Z, τότε ορίζεται αφ’ ενός μεν ο
διαβαθμισμένος R-μόδιος

HomR(M,N) =
à

iPZ
HomR(M,N)i, HomR(M,N)i := HomR(M,N(i)) – HomR(M(´i), N),

αφ’ ετέρου δε ο διαβαθμισμένος R-μόδιος

ExtnR(M,N) =
à

iPZ
ExtnR(M,N)i, ExtnR(M,N)i := ExtnR(M,N(i)) – ExtnR(M(´i), N),

όπου το ExtnR(´,´) (και αντιστοίχως, το ExtnR(´,´)) συμβολίζει τον n-οστό δε-
ξιό παράγωγο συναρτητή79 τού (εξ αριστερών ακριβούς, ανταλλοιώτου ως προς την

79Ορίζεται κατόπιν ευνόητης τροποποιήσεως τής μεθόδου εισαγωγής τέτοιων συναρτητών στη μη διαβαθμισμένη
περίπτωση. (Πρβλ. εδ. A.3.30, A.3.31, A.3.32, A.3.33 και A.3.34.)
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πρώτη και συναλλοιώτου ως προς τη δεύτερη μεταβλητή) συναρτητή80

HomR(´,´) : Mod
grad.0
R ˆ Mod

grad.0
R ⇝ Vectk

(και αντιστοίχως, τού HomR(´,´) : Mod
grad.0
R ˆMod

grad.0
R ⇝Mod

grad.
R ). Ως n-οστός

διαβαθμισμένοςR-μόδιος τοπικής συνομολογίας ενός διαβαθμισμένουR-μοδίουM ,
όπου R μια k-άλγεβρα, ορίζεται (για κάθε n P Z) το ευθύ όριο

Hn
mR

(M) := lim
ÝÑ
νPN0

ExtnR(R/mνR,M).

Εάν R =
À

iPZRi και S =
À

iPZ Si είναι δυο k-άλγεβρες, τότε ορίζεται μονοσημά-
ντως (ήτοι μέχρις ισομορφισμού) το γινόμενο SegreR7S τωνR και S ως η k-άλγεβρα
À

iPZ(Ri bk Si). Και εάν M =
À

iPZMi είναι ένας διαβαθμισμένος R-μόδιος και
N =

À

iPZNi είναι ένας διαβαθμισμένος S-μόδιος, τότε ορίζεται μονοσημάντως
(ήτοι μέχρις ισομορφισμού) το γινόμενο Segre M7N των M και N ως ο διαβαθμι-
σμένος (R7S)-μόδιος

À

iPZ(Mi bk Ni). Στην περίπτωση κατά την οποία αμφότεροι
οι Hn

mR
(M) και Hn

mS
(N) είναι τετριμμένοι για n = 0, 1, για κάθε n ě 0 λαμβάνου-

με81:

H
n
mR7S

(M7N) –
(
M7H

n
mS

(N)
)

‘
(
H
n
mR

(M)7N
)

‘

(
À

i+j=n+1

(
H
i
mR

(M)7H
j
mS

(N)
))

.

(ε) Τέλος, στη Θεωρία Δραγμάτων το θεώρημα τού Künneth σε επίπεδο συνομολο-
γίας (με συμπαγή στηρίγματα) είναι το εξής: ΕάνX,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι,
F ένα δράγμα (R-μοδίων) επί τού X και G ένα (ομοειδές) δράγμα επί τού Y, τότε
επί τού καρτεσιανού γινομένου X ˆ Y ορίζονται τα δράγματα

F pbG := (pr˚
X F )b(pr˚

Y G ), F p̊G := TorR1 (pr˚
X F , pr˚

Y G ),

όπου prX : X ˆ Y Ñ X, prY : X ˆ Y Ñ Y είναι οι προβολές. Υποθέτοντας ότι ο
R είναι Π.Κ.Ι. και ότι αμφότεροι οι X,Y είναι τοπικώς συμπαγείς χώροι Hausdorff
με F p̊G = 0, υφίσταται μια (φυσική) βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // (H‚
c (X;F) b H‚

c (Y ;G ))n
� � // Hnc (X ˆ Y ;F pbG )

// // TorR1 (H‚
c (X;F), H‚

c (Y ;G ))n+1 // t0u

80Ως Mod
grad.
R συμβολίζεται η κατηγορία των διαβαθμισμένωνR-μοδίων, ως Mod

grad.0
R η κατηγορία των διαβαθμι-

σμένων R-μοδίων με μορφισμούς της τους R-ομομορφισμούς f : M Ñ N με την ιδιότητα f(Mi) Ď Ni για κάθε
i P Z και ως Vectk η κατηγορία των k-διανυσματικών χώρων.

81Βλ. Theorem 4.1.5 (σελ. 199-200) στο άρθρο των S. Goto & K. Watanabe: On graded rings I, Journal of the Mathe-
matical Society of Japan 30 (1978), no. 2, 179-213, καθώς και την §0.2.5, σελ. 40-45, τού συγγράμματος των J. Stückrad
& W. Vogel: Buchsbaum Rings and Applications. An Interaction Between Algebra, Geometry and Topology, Springer-Verlag,
1986.
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που είναι (μη φυσικώς) διασπώμενη. (Για την απόδειξη αυτού, καθώς και χρήσι-
μων παραλλαγών αυτού, βλ. Bredon [101], Theorem 5.2, σελ. 108-109, Theorem 7.6,
σελ. 231-232, formula (58), σελ. 339, Theorem 14.1, σελ. 365, Theorem 14.4, σελ.
366-367.) Σημειωτέον ότι σε ειδικές περιπτώσεις, όπως όταν τα X,Y είναι αλγεβρι-
κές ποικιλότητες ορισμένες υπεράνω ενός αλγεβρικώς κλειστού σώματος k και τα
F ,G συνενωτικά αλγεβρικά δράγματα (coherent algebraic sheaves), προκύπτει έ-
νας ισομορφισμός82 από τον (H‚(X;F )bkH

‚(Y ;G ))n επί τούHn(XˆY ;F pbG ),

όπου το τελευταίο τανυστικό γινόμενο είναι ειλημμένο υπεράνω τού δράγματος των
τοπικών δακτυλίων επί τού X ˆ Y . Αντίστοιχο συμπέρασμα εξάγεται και όταν τα
X,Y είναι αναλυτικοί-μιγαδικοί χώροι (όπως ορίσθηκαν από τους H. Grauert και
R. Remmert83). Εν τοιαύτη περιπτώσει, εάν τα F ,G είναι συνενωτικά αναλυτικά
δράγματα (coherent analytic sheaves) και οι Hi(X;F ), Hj(Y ;G ), εφοδιασμένοι
με την τοπολογία Fréchet, χώροι Hausdorff, τότε υφίσταται κανονιστικός ισομορφι-
σμός τοπολογικών C-διανυσματικών χώρων84 από τον (H‚(X;F )bCH

‚(Y ;G ))n ε-
πί τούHn(XˆY ;F pbG ).Παρόμοιο συμπέρασμα εξάγεται και για τις ομάδες υπερ-
συνομολογίας μιγαδικών ποικιλοτήτων με συντελεστές ειλημμένους από σύμπλοκα
κατασκευάσιμων δραγμάτων. Βλ. Dimca [102], Theorem 4.3.14, σελ. 117-118.

Είναι εντυπωσιακό (αν και εν πολλοίς αναμενόμενο) το ότι εισάγοντας τον όρο
«Künneth» στην τράπεζα βάσεων δεδομένων zbMath Open (και αντιστοίχως, στην
τράπεζα βάσεων δεδομένων MathSciNet) εισπράττουμε εγγραφές (ήτοι εργασίες
που χρησιμοποιούν ή γενικεύουν το φερώνυμο θεώρημα στα πλαίσια νέων ερευ-
νών), υπερβαίνουσες τις 1460 (και αντιστοίχως, τις 650).

§ Συμβάσεις και περιορισμοί. Όπως είναι φυσικό, κάποιοι περιορισμοί στην παρου-
σίαση τής εργασίας είναι απαραίτητοι (κυρίως για λόγους ευελιξίας και τηρήσεως
σχετικής «οικονομίας»).
(α) Κατ’ αρχάς, σε ό,τι αφορά στο συνολοθεωρητικό σύστημα αξιωμάτων στο οποίο
βασίζεται: Αυτό είναι ως επί το πλείστον το σύστημα85 ZF+AC των Zermelo και
Fraenkel, οπωσδήποτε μαζί με το αξίωμα τής επιλογής (ή με το ισοδύναμό του λήμμα
τού Zorn) που υπεισέρχεται σε μεγάλο αριθμό αποδείξεων λημμάτων, προτάσεων
και θεωρημάτων86. Εξαίρεση αποτελεί η μετάβαση στο αξιωματικό σύστημα NBG
των von Neumann, Bernays και Gödel (+AC) όταν τούτο καθίσταται επιβεβλημέ-
νο από κατηγορικές συγκυρίες ή από ανάγκη χρησιμοποιήσεως NBG-κλάσεων αντί
συνόλων (για να μην εμφανίζονται αντινομίες87).
(β) Οι δακτύλιοι σε αυτήν διαθέτουν πάντοτε μοναδιαίο στοιχείο.

82Βλ. J.H. Samson & G. Washnitzer: A Künneth formula for coherent algebraic sheaves, Illinois Journal of Mathematics
3 (1959), 389-402.

83H. Grauert & R. Remmert: Komplexe Räume, Mathematische Annalen 136 (1958), 245-318.
84Βλ. L. Kaup: Eine Künnethformel für kohärente analytische Garben, Dissertation, Friedrich-Alexander-Universität

Erlangen-Nürnberg, 1965.
85Για μια πρώτη εισαγωγή σε αυτού τού είδους τη Συνολοθεωρία βλ. το βιβλίο [1] τού P.R. Halmos.
86Βλ. τις αποδείξεις των θεωρημάτων 1.3.23 και 1.4.47, τής προτάσεως 2.2.19, τού λήμματος 2.2.22, τού θεωρήματος

2.5.25, τού λήμματος 2.5.45, τού θεωρήματος 2.5.47 και τού λήμματος 2.6.24. Στο κεφάλαιο 4 τού [2] ο H. Herrlich πε-
ριγράφει το πώς υποτιθέμενοι «οικείοι» μαθηματικοί κόσμοι καταρρέουν όταν τους αφαιρεθεί το αξίωμα τής επιλογής
(ή κάποιο ισοδύναμό του).

87Για την Αξιωματική Θεωρία Συνόλων των J. von Neumann (1925-27), P. Bernays (1937-54) και K. Gö del (1940)
βλ. [3], σελ. 237-242.

https://zbmath.org/
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/index.html
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(γ) Χρησιμοποιούνται μόνον μόδιοι (modules) οι οποίοι ορίζονται υπεράνω (μη τε-
τριμμένων) μεταθετικών δακτυλίων. Πρώτον, για τους ελεύθερους μοδίους τους ο-
ριζόμενους υπεράνω μη μεταθετικών δακτυλίων παύει (εν γένει) να ισχύει το θε-
ώρημα88 2.5.38. Δεύτερον, εάν επεκτείναμε κάποια αποτελέσματα και για μοδίους
υπεράνω μη μεταθετικών δακτυλίων R (ειδικότερα δε, στο πλαίσιο τής Ομολογι-
κής Άλγεβρας), πέραν τού ότι θα έπρεπε να ομιλούμε για δεξιούς ή αριστερούς
R-μοδίους (προσδιορίζοντας κάθε φορά το είδος τής δράσεως τού R που θα υπο-
νοούσαμε), θα έπρεπε να λαμβάναμε υπ’ όψιν και το ότι τα τανυστικά γινόμενα,
τα Hom, Tor και τα Ext θα ήταν (εν γένει) εφοδιασμένα μόνον με τη δομή τής α-
βελιανής ομάδας (και όχι κατ’ ανάγκην με εκείνην τού R-μοδίου), οπότε θα έπρε-
πε να εργαζόμασταν με την κατηγορία Abgroups των αβελιανών ομάδων στη θέση
τής ModR (εξηγώντας, εκ παραλλήλου, το τι θα συνέβαινε στην ειδική περίπτωση
όπου ο δακτύλιος αναφοράς μας θα τύχαινε να είναι μεταθετικός). Τρίτον, οι μό-
διοι οι οριζόμενοι υπεράνω μεταθετικών δακτυλίων (ήτοι εκείνοι που συναντούμε
στη Μεταθετική Άλγεβρα [Commutative Algebra]) είναι αρκούντως γενικοί (καθώς
περιλαμβάνουν ταυτοχρόνως τόσον τις αβελιανές ομάδες [ως Z-μοδίους] όσον και
τους διανυσματικούς χώρους ως υποπεριπτώσεις) και σίγουρα υπεραρκετοί για τις
εφαρμογές μας στην κλασική Αλγεβρική Τοπολογία.
(δ) Η γνώση βασικών εννοιών από τη Θεωρία Κατηγοριών ναι μεν θεωρείται ευ-
κταία (βλ. στις πρώτες τρεις ενότητες τού παραρτήματος A) αλλά όχι per se: Μόνον
για τη συστηματοποίηση τής παρουσιάσεως και μόνον για τη μελέτη συγκεκριμένου
είδους συναρτητών μεταξύ κατηγοριών ειδικού σκοπού.
(ε) Οι προαπαιτούμενες τοπολογικές γνώσεις περιορίζονται μόνον σε ό,τι κανείς
μαθαίνει παρακολουθώντας ένα εισαγωγικό προπτυχιακό εξαμηνιαίο μάθημα Γε-
νικής Τοπολογίας. (Η συνέχεια στο παράρτημα B.)

§ Δόμηση τής εργασίας. Τα πρώτα δύο κεφάλαια είναι προπαρασκευαστικά και
περιλαμβάνουν σύντομες υπομνήσεις εννοιών και αποτελεσμάτων από τη Θεωρία
Δακτυλίων και Μοδίων. (Κατά τα προαναφερθέντα, όλοι οι θεωρούμενοι μόδιοι
ορίζονται υπεράνω μη τετριμμένων μεταθετικών δακτυλίων.)

Μέσω τού κεφαλαίου 3 οι αναγνώστες εξοικειώνονται με τις ακριβείς ακολουθί-
ες, με μια σειρά διαγραμμάτων (από απλών έως περιπεπλεγμένων ή αλληλοεμπλε-
κομένων) που περιέχουν ακριβείς ακολουθίες, δύο εκ των οποίων αποτελούν τις
αλγεβρικές εκδοχές τού θεωρήματος των Mayer και Vietoris, με (συν)αλυσωτά σύ-
μπλοκα και μοδίους (συν)ομολογίας, με την (αλγεβρική) χαρακτηριστική Euler πε-
περασμένων αλυσωτών συμπλόκων, καθώς και με την (αλγεβρική) (συν)αλυσωτή
ομοτοπία.

Η «αλγεβρική προπαίδεια» τού κεφαλαίου 3 συμπληρώνεται με τις ιδιότητες
σημαντικών τεχνικών εργαλείων (όπως είναι ο μόδιος ομομορφισμών, το τανυστικό
γινόμενο και τα γινόμενα επεκτάσεως και στρέψεως) στα κεφάλαια 4 και 5.

Στο κεφάλαιο 6 παρατίθενται οι αλγεβρικές εκδοχές τού θεωρήματος καθολι-
κών συντελεστών και τού θεωρήματος τού Künneth. Για το πρώτο δίδονται λεπτο-
μερείς αποδείξεις, καθώς και παραδείγματα τα οποία καταδεικνύουν ότι στον συ-

88Υπάρχουν ελεύθεροι μόδιοι οριζόμενοι υπεράνω μη μεταθετικών δακτυλίων που διαθέτουν βάσεις διαφορετικής
πληθικότητας.
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σχετισμό των Hn(C‚;M) και Hn(C‚) bRM υπεισέρχεται ο «αναμενόμενος» διορ-
θωτικός μόδιος μόνον υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις. Για το δεύτερο, ναι μεν
δίδονται οι διατυπώσεις όλων των δυνατών εκδοχών αλλά κάποια τεχνικά τμήματα
αποδείξεων και κατηγορικές γενικεύσεις έχουν τοποθετηθεί (μαζί με εισαγωγικά
σχόλια περί παράγωγων συναρτητών) στο παράρτημα A (προκειμένου να κατα-
στούν αντικείμενο μιας δεύτερης αναγνώσεως). Επιπροσθέτως, παρατίθενται και
ορισμένες εφαρμογές ομαδοθεωρητικής φύσεως.

Τα τελευταία δύο κεφάλαια (7 και 8) τού κυρίως κειμένου έχουν ως αντικείμενό
τους βασικές τοπολογικές εφαρμογές τού θεωρήματος των Mayer και Vietoris και
τού θεωρήματος τού Künneth.

Στο κεφάλαιο 7, εκτός τής εισαγωγής των MV-ακολουθιών (για εκτμητικές τριά-
δες, ως προς οιαδήποτε θεωρία ομολογίας), των εξωθήσεων και των αναρτήσεων,
γίνονται διεξοδικοί υπολογισμοί των μοδίων ομολογίας τής σφαίρας, τού τόρου, κά-
ποιων προβολικών χώρων (οιασδήποτε διαστάσεως) και όλων των κλειστών συνε-
κτικών επιφανειών. Επιπλέον, δίδεται μια απόδειξη τού θεωρήματος διαχωρισμού
των Jordan και Brouwer, η οποία βασίζεται ουσιωδώς σε επαναληπτικές εφαρμογές
κατάλληλων ακριβών ακολουθιών Mayer-Vietoris.

Στην πρώτη ενότητα τού κεφαλαίου 8 παρουσιάζεται το τοπολογικό θεώρημα
καθολικών συντελεστών (τόσον για μοδίους ομολογίας όσον και για μοδίους συ-
νομολογίας) και εξηγείται το πώς αποκτώνται οι ομομορφισμοί Bockstein μέσω
αυτού. Στην §8.2 δίδεται διεξοδική απόδειξη τού θεωρήματος των Eilenberg και
Zilber, καθώς και κάποιες γενικεύσεις του σε επίπεδο τοπολογικών ζευγών. Στην
ενότητα 8.3 παρατίθενται (υπό γενικές συνθήκες και με αποδείξεις στηριζόμενες εν
μέρει και σε προεργασία που έχει λάβει χώρα στο κεφάλαιο 6) διάφορες αμιγώς
τοπολογικές εκδοχές τού θεωρήματος τού Künneth (ως προς την ιδιάζουσα θεωρία
ομολογίας επί τής ευρύτερης δυνατής κατηγορίας όλων των τοπολογικών ζευγών),
ενώ η §8.4 περιέχει πληθώρα συγκεκριμένων παραδειγμάτων, απτών υπολογισμών
και εφαρμογών που έχουν ως στόχο να αναδείξουν τη χρησιμότητα τού θεωρήματος
τού Künneth στο πλέον κλασικό του περιβάλλον.

Στο παράρτημα A παρουσιάζονται εν συνόψει βασικοί ορισμοί από τη Θεωρί-
α Κατηγοριών (κατηγορίες, υποκατηγορίες, πλήρεις κατηγορίες, συναλλοίωτοι και
ανταλλοίωτοι συναρτητές, ποικίλα παραδείγματα συναρτητών, διπλοί συναρτητές,
φυσικοί μετασχηματισμοί κ.ά.) και εν εκτάσει οι φυσικές ισοδυναμίες οι δημιουρ-
γούμενες μέσω παραγώγων συναρτητών, οι κατηγορικές εκδοχές τού θεωρήματος
τού Künneth (ακολουθώντας εν μέρει το σύγγραμμα [29] των Cartan και Eilenberg,
και με ενσωμάτωση αποτελεσμάτων τού Kelly σε αυτό το εργασιακό πλαίσιο), κα-
θώς και η μέθοδος των «ακυκληματικών μοντέλων» κατά Eilenberg και Mac Lane.

Το παράρτημα B θα μπορούσε να ιδωθεί ως crash course σε ό,τι διασυνδέει τις
γνώσεις τις αποκομιζόμενες από ένα εξαμηνιαίο μάθημα Γενικής Τοπολογίας με
τα προαπαιτούμενα για μια ομαλή μετάβαση στη Συνδυαστική και στην Αλγεβρική
Τοπολογία.

Ενδεικτικά για το πόσο σημαντικό καθίσταται το σύστημα των αξιωμάτων των
Eilenberg και Steenrod για τον τονισμό πρωταρχικών κοινών ιδιοτήτων οιασδήπο-
τε (συνήθους) θεωρίας (συν)ομολογίας είναι τα τρία παραδείγματα εφαρμογής του
στο παράρτημα C: Ο υπολογισμός των μοδίων (συν)ομολογίας τής σφαίρας, η α-
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πόδειξη τού θεωρήματος τού σταθερού σημείου τού Brouwer και η απόδειξη τού
θεμελιώδους θεωρήματος τής Άλγεβρας μέσω τής επιλογής κατάλληλης ομοτοπίας.

Οι συνηθέστερες των θεωριών (συν)ομολογίας (μονοπλεκτική, ιδιάζουσα και
κυτταρική) παρουσιάζονται εν συντομία στο παράρτημα D, μαζί με κάποια χαρα-
κτηριστικά γνωρίσματα καθεμιάς εξ αυτών. Μεγαλύτερη έμφαση δίδεται στην ιδιά-
ζουσα (καθόσον ορίζεται επί τής ευρύτερης δυνατής ομολογικώς επιτρεπτής κατη-
γορίας Top[2] όλων των τοπολογικών ζευγών) και, ιδιαιτέρως, στα δύο (μέσω αυτής)
οριζόμενα γινόμενα: Το κυαθώδες γινόμενο που καθιστά το H˚

sing.(X;R) διαβαθμι-
σμένο δακτύλιο και το σκεπώδες γινόμενο το οποίο συζευγνύει κατά τρόπο φυσικό
μοδίους συνομολογίας και ομολογίας.

Στις πρώτες τρεις ενότητες τού παραρτήματος E εισάγεται η έννοια τού πολυ-
πτύγματος (τοπολογικού, C k-, λείου, μιγαδικού/ χωρίς ή με σύνορο κ.ά.), καθώς και
η έννοια τού προσανατολισμού, και εξηγείται το πώς για τα R-προσανατολίσιμα
συμπαγή τοπολογικά πολυπτύγματα υφίστανται συσχετισμοί των μοδίων (ιδιάζου-
σας) ομολογίας και συνομολογίας παρεπόμενοι κάποιων φαινομένων «εσώτερου
δυϊσμού». (Δυϊσμός κατά Poincaré και κατά Lefschetz.) Τέλος, στην §E.4 υπενθυ-
μίζονται οι ταξινομήσεις όλων των τοπολογικών πολυπτυγμάτων διαστάσεως ď 2

(μέχρις ομοιομορφισμού) και δίδεται βιβλιογραφία για περαιτέρω μελέτη μερικών
ταξινομήσεων τοπολογικών πολυπτυγμάτων (λοιπών) «χαμηλών» διαστάσεων.

§ Παρατηρήσεις επί τής χρησιμοποιούμενης ορολογίας. Για να εξαλειφθούν ακα-
λαίσθητοι ή άνευ νοήματος αγγλελληνισμοί ή και (σκέτοι) αγγλισμοί στην ορολογί-
α, καθώς και η χρήση αποδεδειγμένα κακοποιημένων αποδόσεων, ούτως ώστε να
μπορέσω να εκφράσω απρόσκοπτα τις απαραίτητες μαθηματικές έννοιες στη μητρι-
κή μου γλώσσα, υιοθέτησα όσες σχετικές εισηγήσεις και διορθωτικές παρεμβάσεις
εκρίθησαν σκόπιμο να γίνουν για την αντιμετώπιση περιορισμένου αριθμού ετυμο-
λογικών (και άλλων) προβλημάτων εκ μέρους τού επιβλέψαντος:
(i) injection/surjection/bijection. Αυτή η τριάδα όρων αποδίδεται ως ένριψη (ή έρ-
ριψη)/επίρριψη/αμφίρριψη, αντιστοίχως. (Το αρχαιοελληνικό ρήμα ενίημι σήμαινε
-μεταξύ άλλων- «ενρίπτω, εγχέω, εμβάλλω», εξ ου και το λατινικό iniectio.) Κατ’
αναλογίαν, τα injective/surjective/bijective map αποδίδονται ως ενριπτική/επιρριπτι-
κή/αμφιρριπτική απεικόνιση.
(ii) inclusion/embedding/immersion/submersion. Ο όρος inclusion αποδίδεται ως έν-
θεση (με την έννοια ότι κάτι τοποθετείται σε κάτι άλλο, εγκλειόμενο/συμπεριλαμ-
βανόμενο σε αυτό), ο όρος embedding ως εμφύτευση (με την έννοια τού εμπήγω,
σφηνώνω, φυτεύω κάτι εντός ενός άλλου89) ή εναγωγή, ο όρος immersion ως εμβά-
πτιση ή εμβύθιση ή πόντιση90 και ο όρος submersion ως κατάδυση ή καταβύθιση91.
(iii) commutative/anticommutative και commute/permute. Το ρήμα commute (από το
λατινικό commutare) χρησιμοποιείται στην αγγλική γλώσσα υπό την έννοια «ex-
change, put in place of another» ήδη από τη δεκαετία τού 1630. Το ρήμα permute (α-
πό το λατινικό permutare) βρίσκεται εν χρήσει ήδη από τα τέλη τού 14ου αιώνα υπό

89Π.χ., Τhe bullet embedded itself in the wall.
90Π.χ., The immersion brine solution also includes microbiological starter cultures.
91Π.χ., Lanterns shall be resistant to temporary submersion.
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την έννοια «to change thoroughly», ενώ το ουσιαστικό permutation εμφανίζεται στη
μαθηματική βιβλιογραφία περί το 1878. Όπως είναι φυσικό, απαιτείται διαφορο-
ποίηση στην απόδοσή τους στη γλώσσα μας92. Εδώ το permute αποδίδεται ως μετα-
τάσσω, το permutation ως μετάταξη (ή αναδιευθέτηση) και το commute ως μεταθέτω
αμοιβαίως (δύο πράγματα). Η αντ’ αυτού χρήση τού αντιμεταθέτω (με την πρόθεση
«αντί» να υπονοεί τη σημασιολογική επίταση τής επερχόμενης αμοιβαίας αλλαγής
θέσεως, τής αντι-καταστάσεως τού ενός με το άλλο) δέον είναι να αποφεύγεται στη
μαθηματική ελληνική ορολογία, διότι οφείλουμε να προτάσσουμε τη μαθηματική
ακρίβεια (στο δίπολο επιθέτων commutative/anticommutative) κάνοντας χρήση τής
προθέσεως «αντί» για την έκφραση τού αρνητικού, αντι-θέτου προσήμου93. Έτσι,
το μεν commutative μεταφράζεται ως μεταθετικός, το δε anticommutative ως αντιμε-
ταθετικός94.
(iv) degree/order/rank/dimension. Γίνεται σαφής διάκριση μεταξύ αυτών των όρων,
οι οποίοι μεταφράζονται ως βαθμός/(τάξη, διάταξη)/βαθμίδα/διάσταση, αντιστοί-
χως.
(v) regular/canonical/normal. Από αυτά τα επίθετα μόνον το πρώτο μπορεί να α-
ποδοθεί ως κανονικός95. (Π.χ., regular topological space = κανονικός τοπολογικός
χώρος.) Για το δεύτερο χρησιμοποιείται το κανονιστικός (υπό την έννοια τού: ρυθ-
μιστικός, θεσμικός, εκείνος που σχετίζεται με την επιβολή ή την τήρηση ενός κα-
νόνα/κανονισμού ή θεσμού), δεδομένου ότι το επίθετο canonical προέρχεται από
την εκκλησιαστική ορολογία (κανονικό δίκαιο, κανονικά βιβλία) και επέχει θέση
συνωνύμου τού νομοκανονικός. (Π.χ., canonical isomorphism = κανονιστικός ισο-
μορφισμός.) Το τρίτο αποδίδεται, κατά περίπτωση, άλλοτε ως ορθόθετος άλλοτε ως
διακανονισμένος άλλοτε ως διευθετών/διευθετημένος και άλλοτε ως φυσιολογικός.
(vi) primary/primitive/principal. Γίνεται σαφής διάκριση μεταξύ αυτών, μεταφρά-
ζοντας το επίθετο primary ως πρωτεύων/ουσα/ον (ή πρωταίος/α/ον) [κατ’ αντιδια-
στολή προς το secondary, ήτοι προς το επίθετο δευτερεύων/ουσα/ον (ή δευτεροτα-
γής/ής/ές)], το επίθετο primitive ως πρωταρχικός/ή/ό (ή πρωτογενής/ής/ές) και το ε-
πίθετο principal ως κύριος/α/ο (ή κεφαλαιώδης/ης/ες).
(vii) invariant/invariance. Στα αγγλικά η λέξη invariant άλλοτε επέχει θέση ουσιαστι-
κού και άλλοτε επιθέτου. Ωστόσο, το πότε συμβαίνει το πρώτο ή το δεύτερο είναι
πάντοτε σαφές από τα συμφραζόμενα. Στα γαλλικά (invariant-) και στα γερμανικά
(invariant-, Invariante) δεν υφίσταται βεβαίως κανένα πρόβλημα και οι κλίσεις υπο-
βοηθούν στον άμεσο διαχωρισμό. Στα ελληνικά, από την άλλη μεριά, θα πρέπει να

92Επί παραδείγματι, the group of permutations in n symbols is noncommutative for n ą 2.
93Εκτρωματικοί νεολογισμοί τής μορφής αντι-αντιμεταθετικός/η/ο (με επανάληψη τής ίδιας προθέσεως) δεν είναι

δυνατόν να γίνουν δεκτοί. Αλλά και σχηματισμοί με προσθήκη στερητικού α(ν) δηλούν άρνηση, όχι αντιθετικότητα.
94Π.χ., το κυαθώδες γινόμενο (cup product) άλλοτε είναι μεταθετικό και άλλοτε αντιμεταθετικό στη διαβαθμισμέ-

νη άλγεβρα H˚
sing.(X;R) :=

À

jPN0
Hjsing.(X;R). (Βλ. θεώρημα D.2.47 (iii).) Από την άλλη μεριά, το ουσιαστικό

transposition (βλ. λατ. transpositio) παράγεται από το ρήμα transponere [to place over, to set over], το οποίο σημαίνει
τοποθετώ/μεταβιβάζω/καθορίζω υπεράνω [επάνω από], και είθισται να αποδίδεται ως αντιμετάθεση αντί τού εναλλαγή,
καθόσον χρησιμοποιείται για να δηλοί και τη μεταφορά ενός όρου σε μια εξίσωση στην άλλη πλευρά με συνακόλουθη
αλλαγή προσήμου. (The transfer of any term of an equation from one side over to the other side with a corresponding
change of the sign.) Επίσης, εάν θεωρήσουμε τη σύνθεση τ ˝ σ μιας τυχούσας μετατάξεως (permutation) σ και μιας
transposition τ , λαμβάνουμε sgn(τ ˝ σ) = ´sgn(σ).

95Σημειωτέον ότι, πέραν τού κανονικός, το επίθετο regular (σε ειδικές περιπτώσεις, για χώρους, απεικονίσεις κ.ά.,
στο πλαίσιο τής Διαφορικής και τής Αλγεβρικής Γεωμετρίας) αποδίδεται και ως ομαλός.
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δοθεί μια κάποια προσοχή στον τρόπο με τον οποίο οφείλει να γίνεται αυτός ο δια-
χωρισμός. Η λέξη invariant, ως επίθετο, μεταφράζεται ως αναλλοίωτος-η-ο. (Π.χ.,
invariant group = αναλλοίωτη ομάδα). Όμως η ορθή απόδοσή της στην περίπτωση
που επέχει θέση ουσιαστικού είναι: «η αναλλοίωτος», ακολουθώντας τήν αρχαιό-
κλιτη μορφή96. Τέλος, όσον αφορά στη μετάφραση τού ουσιαστικού invariance (γαλ.
invariance, γερμ. Invarianz), όσοι βρίσκουν τη λέξη αναλλοιότητα κακόηχη θα μπο-
ρούσαν να καταφύγουν στην περίφραση «ιδιότητα τού αναλλοιώτου» (δηλαδή τού
να είναι κάποιος ή κάτι αναλλοίωτο(ς)).
(viii) join/link/linkage/coupling. Σε αυτήν την τετράδα όρων, ο πρώτος όρος αποδίδε-
ται ως συναρμογή, ο δεύτερος ως ζεύγμα, άρθρωμα ή θήλιασμα, ο τρίτος ως αγκυλί-
ωση, κρίκωμα, διασύνδεση, συνάρθρωση ή συνδέσμωση και ο τέταρτος ως σύζευγμα
ή σύζευξη.
(ix) module. Το ρήμα μέδω προέρχεται από την απαθή ΙΕ ρίζα *med- και το συ-
ναντούμε όχι μόνον στα Ομηρικά Έπη αλλά και σε ύστερα Ορφικά97 με τις εξής
έννοιες:
1) άρχω, κυβερνώ («Αργείων, Φαιήκων ηγήτορες ηδέ μέδοντες», Ομ. Ιλ.), προστατεύω,
2) (το μέσ.) μέδομαι (μέλ. μεδήσομαι, μτχ. μέδων, -οντος, μέδουσα, όπως και το μεδέων, με-
δέουσα)
(α) προνοώ, φροντίζω, μεριμνώ, έχω την έγνοια για κάποιον ή κάτι,
(β) (με γεν.) έχω κάτι στον νου μου, ενθυμούμαι («πολέμοιο μεδέσθω», Ομ. Ιλ.),
(γ) μηχανεύομαι, επινοώ, σχεδιάζω κάτι κακό για κάποιον («κακά δέ Τρώεσσι μεδέσθην»,
Ομ. Ιλ.)

Χαρακτηριστική είναι η σημασιολογική εξέλιξη τής εν λόγω ρίζας στις διάφορες
γλώσσες. Στη λατ. το ουσιαστικό modus: «μέτρο, τρόπος», που ανάγεται στην ετε-
ροιωμένη βαθμίδα τής ρίζας (πρβλ. λέξη «μόδα») και το ρήμα meditor: «σκέπτομαι,
διαλογίζομαι» διατήρησαν τη γενική σημασία τής ρίζας. Τη σημασία αυτή διατή-
ρησαν επίσης τα αρχ. ιρλδ. midiur: «κρίνω σκέπτομαι», mess: «κρίση», αρμ. mit (<
mēdi-), που ανάγονται στην εκτεταμένη βαθμίδα τής ρίζας (πρβλ. λέξη «μήδομαι»),
και γοτθ. miton: «λογίζομαι, φρονώ, εξετάζω». Από την έννοια ενός νου που ρυθ-
μίζει, κανονίζει, λαμβάνει κατάλληλα μέτρα, κυβερνάει, προήλθε και το μέδω στην
ελλ. καθώς και στην ιταλ. (πρβλ. οσκικό98 meddiss: «αυτός που εκφράζει το δίκαιο»,

96Εδώ, το αρχαιόκλιτος είναι μόνον όρος γραμματικός και αναφέρεται στην καταγωγή τού τρόπου κλίσεως. Άλλω-
στε, στη νέα ελληνική συναντούμε πολύ συχνά τέτοιου είδους χρηστικά ουσιαστικά θηλυκού γένους λήγοντα σε -ος,
όπως π.χ. οδός, διάμετρος, παράμετρος, διάμεσος, διχοτόμος, παράγωγος, άβυσσος κ.ά. Υπάρχουν, εξάλλου, πολλά
παραδείγματα πιο οικείων φράσεων, όπου ο διαχωρισμός αυτός μεταξύ (θηλυκών) επιθέτων και ουσιαστικών είναι
προφανής: διάδοχη κατάσταση αλλά η διάδοχος τού θρόνου. Επίσης, λέμε η ανάδοχη εταιρεία αλλά η ανάδοχος (ενός
παιδιού) ή, ακόμη, κάνουμε λόγο για εγκύκλια παιδεία αλλά και για την εγκύκλιο τού Υπουργείου.

97Με τον όρο Ορφικά ονομάζουμε το σύνολο τής ιερής γραμματείας τού ορφισμού, μιας μυστικιστικής θρησκευτικής
τάσεως, η οποία εμφανίσθηκε ως οργανωμένο κίνημα τον 6ο αι. π.Χ. και διαδόθηκε σε όλον τον τότε ελληνικό κόσμο,
καλλιεργήθηκε όμως κατ’ εξοχήν στην Αττική, στην Κάτω Ιταλία και στη Σικελία. Θεμελιωτής των βασικών δογμά-
των τής θρησκευτικής αυτής τάσεως θεωρείτο ο Ορφέας, ένα πρόσωπο αμφισβητούμενης ιστορικότητας. Τα Ορφικά
κυκλοφορούσαν από τον 6ο π.Χ. αιώνα, ενώ από τον 5ο π.Χ. αιώνα υπάρχουν μαρτυρίες ότι τα ποιήματα αυτά είχαν
συνδεθεί με τη μυστηριακή λατρεία τού ορφισμού και περιείχαν δογματικά διατυπωμένες διδασκαλίες, ύμνους σε θεούς
και σε προσωποποιημένες δυνάμεις τής φύσεως, όπως και έννοιες ηθικής τάξεως, θεογονίας και κοσμογονίας.

98Οι Όσκοι (Osci) ή Οπικοί ήταν αρχαία φυλή τής Ιταλίας, προκύψασα από επιμιξία Σαυνιτών και Ελλήνων αποί-
κων της περιοχής τής σημερινής Καμπανίας και τού Λατίου, ήταν δε μονίμως σε αντιπαράθεση με τους Ετρούσκους για
την κατοχή τής περιοχής. Οι Όσκοι μιλούσαν την οσκάνικη γλώσσα και ήταν κυρίως γεωργοί. Mε πόλεις ονομαστές,
όπως η Κύμη (Cvmae), η Παρθενόπη (πόλη τού 9ου αιώνα π.Χ, γνωστή και ως Παλαιά Πόλη, σε αντιδιαστολή με την
Νέα Πόλη ÝÑΝάπολη, που εκτίσθη από τους Κυμαίους το 475 π.Χ.), οι δύο Ποσειδωνίες (η Positano και η Paestvm),
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ομβρικό99 meřs: «δίκαιο») με σιγμόληκτο θέμα, όπως και σε μερικά ελληνικά κύρια
ονόματα (πρβλ. Πολυ-μήδης, Κλεο-μέδδεις). Σε άλλες γλώσσες, η ρίζα *med- έδωσε
τύπους σχετικούς με την Ιατρική (πρβλ. λατ. medeor: «θεραπεύω», medicus: «ιατρι-
κός», αβεστ. vιmad: «φάρμακο»). Τέλος, στις γερμανικές γλώσσες η σημασία της
περιορίστηκε στην έννοια τού «μετρώ, λαμβάνω τα κατάλληλα μέτρα» (πρβλ. γοτθ.
mitan, αγγλοσαξ. metan, πρβλ. και λέξη «μέδιμνος»100).

Ως γνωστόν, ένα σημαντικό βήμα για την κοινωνική οργάνωση των ανθρώπων
απoτέλεσε η εισαγωγή και η καθιέρωση ενιαίων μετρικών συστημάτων. (Ως μετρικό
σύστημα χαρακτηρίζεται οιαδήποτε σειρά από μονάδες μετρήσεως μηκών, επιφα-
νειών, όγκων, βαρών και νομισμάτων, κατά προτίμηση συμβιβαστών μεταξύ τους,
ικανοποιητικών για την εξυπηρέτηση των απαιτήσεων όλων των τομέων δραστηριό-
τητας μιας κοινωνίας.) Τα μετρικά συστήματα διευκόλυναν ανέκαθεν τις παντοει-
δείς συναλλαγές, καθώς και τον σχεδιασμό και την οργάνωση οικονομικών δοσο-
ληψιών και υπήρξαν ερείσματα για την ανάπτυξη ποικίλων επιστημονικών κλάδων.

Το μετρικό σύστημα στην Αρχαία Ελλάδα (που αποτελούσε μετεξέλιξη τού αρ-
χαϊκού και τού αιγυπτιακού) περιελάμβανε τις ακόλουθες μονάδες:
(α) Μονάδες μήκους: Στάδιον (184,89 μέτρα101) και τις υποδιαιρέσεις αυτού: πλέθρον, σχοι-
νίον, άκαινα, οργυιά, βήμα, πήχυς, πους (πόδι), σπιθαμή, παλαιστή και δάκτυλος. [1 στάδιον
= 6 πλέθρα = 8,4 σχοινία = 60 άκαινες = 100 οργυιές =240 βήματα = 400 πήχεις = 600
πόδες = 800 σπιθαμές = 2400 παλαιστές = 9600 δάκτυλοι.]
(β) Μονάδες επιφανείας: Πλέθρον (περίπου 950 τετραγωνικά μέτρα) και τις υποδιαιρέσεις
αυτού: σχοινίον, άκαινα, οργυιά, βήμα, πήχυς και πους (πόδι). [1 πλέθρον = 100 άκαινες,
1 σχοινίον = 36 άκαινες = 100 οργυιές, 1 άκαινα = 16 πήχεις = 100 πόδες, 1 οργυιά = 9
βήματα = 16 πήχεις = 36 πόδες.]
(γ) Μονάδες χωρητικότητας (όγκου) υγρών: Μετρητής (39 λίτρα) και τις υποδιαιρέσεις αυ-
τού: χους, ξέστης, κοτύλη, οξύβαθον, κύαθος, κόγχη, μύστρον, χήμη, κοχλιάριον (κουταλάκι).
[1 μετρητής = 12 χόες = 72 ξέστες = 144 κοτύλες = 576 οξύβαθα, 1 κύαθος = 10 κοχλιάρια,
1 κόγχη = 5 κοχλιάρια, 1 μύστρον = 2,5 κοχλιάρια, 1 χήμη = 2 κοχλιάρια.]
(δ) Μονάδες χωρητικότητας (όγκου) στερεών: Μέδιμνος (52,4 λίτρα102) και τις υποδιαιρέ-

η Σύεσσα (το σημερινό Τσιλέντο), η Πομπηία (Pompeii) και η Ηράκλεια (Hercvlanevm, ιταλιστί Ercolano), ευδοκίμη-
σαν για αρκετούς αιώνες, αν και συχνά ήταν υπόλογοι στα ηγεμονικά κράτη τής Ιταλικής Χερσονήσου, δηλαδή στην
Ετρουσκική Δωδεκάπολη, κατόπιν στο Σάμνιο των ποιμένων-πολεμιστών, και, τέλος, στο Λάτιο, ως όχημα πλέον μιας
Ρώμης κυρίαρχης (που τους υποδούλωσε τον 5ο αιώνα π.Χ. ύστερα από τη μάχη για τη διεκδίκηση τής περιοχής Ager
Pomptinus).

99Οι Ομβρικοί ή Ούμβροι (από την ελληνική μεταγραφή τού Umbri) ήταν από τις αρχαιότερες ιθαγενείς φυλές τής
Ιταλίας. Οι περισσότερες πόλεις τους ιδρύθηκαν μεταξύ τού 9ου και τού 4ου αιώνα π.Χ. Διατηρούσαν στενές εμπορικές
σχέσεις με τους Ετρούσκους και τους Έλληνες. Τα όρια τής περιοχής, στην οποία κατοικούσαν, είχαν φυσικά σύνορα
τον Τίβερη, τα Απέννινα μέχρι την Αδριατική. Η γλώσσα τους ήταν μέρος μιας γλωσσικής ομάδας που ονομάζεται
οσκανο-ουμβριακή και είναι συγγενής προς την λατινική.

100Η εκ τής *med- παραγόμενη αρχαιοελληνική λέξη «(ο) μέδιμνος» εξέφραζε μέτρο χωρητικότητας που το χρησι-
μοποιούσαν για τη μέτρηση δημητριακών, ξηρών καρπών και ιδίως σιτηρών. (Την ίδια λέξη τη χρησιμοποιούσαν για
κάθε αγγείο αυτής τής χωρητικότητας.) Μαρτυρίες περί «μεδίμνων» (και για τη χρήση τους και ως «αφαιρετικού μέ-
τρου αξιολογήσεως») έχουμε σε αρκετά αρχαιοελληνικά κείμενα (π.χ., στον Ηρόδοτο, στον Ησίοδο, στον Λυσία, όπου
διαβάζουμε «κατά μέδιμνον συνωνείσθαι», στον Ξενοφώντα, βλ. Ελλ. 3.2.27, «μεδίμνω απομετρείσθαι αργύριον», εξ
ου και η αντιστοίχισή του με χρηματικό ποσό). Ο σικελικός μέδιμνος είναι (σύμφωνα με όσα αναφέρει ο ιστορικός
Πολύβιος) κατά το 1/6 μικρότερος τού αττικού μεδίμνου. (Ένα μεγάλο τμήμα τής Σικελίας ανήκε, βεβαίως, στη Magna
Graecia [750-270 π.Χ.], έως ότου ενσωματώθηκε καθ’ ολοκληρίαν στο Ρωμαϊκό Κράτος.)

101Kατά τον Ηρόδοτο. (Το αττικόν στάδιον αντιστοιχούσε σε 185 μέτρα και το στάδιον τού Ερατοσθένους σε 157,5
μέτρα.)

102Συγκεκριμένα, πρόκειται για τον «μέδιμνο σιτηρό» (εισαχθέντα επί Σόλωνος). Μετά τον 3ο π.Χ. αιώνα αντιστοι-
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σεις αυτού: εκτεύς, ημίεκτον, χοίνιξ, ξέστης, κοτύλη. [1 μέδιμνος = 6 εκτείς = 12 ημίεκτα =
48 χοίνικες = 96 ξέστες = 192 κοτύλες.]
(ε) Μονάδες μετρήσεως νομισμάτων: Τάλαντον και τις υποδιαιρέσεις αυτού: μνα, δεκάδραχ-
μον, τετράδραχμον, δίδραχμον, δραχμή, οβολός, χαλκός. [1 τάλαντον = 60 μναι, 1 μνα = 100
δραχμαί, 1 οβολός = 1/6 τής δραχμής, 1 χαλκός = 1/8 τού οβολού.]

Το μετρικό σύστημα κατά τη Ρωμαϊκή εποχή περιελάμβανε τις εξής μονάδες:
(α) Μονάδες μήκους: mille (μίλιον) και τις υποδιαιρέσεις αυτού: stadium (στάδιον), actus
(μονάδα παρόμοια τού σχοινίου), passus (διπλό βήμα), cubitus (ρωμαϊκός πήχυς), pes (ρω-
μαϊκός πους), digitus (ρωμαϊκός δάκτυλος). [1 mille = 1000 passi (περί τα 1,48 χιλιόμετρα), 1
stadium = 625 πόδες, 1 actus = 120 πόδες, 1 passus = 5 πόδες, 1 cubitus = 1,5 πόδες, 1 digitus
= 1/16 τού ποδός.]
(β) Μονάδες επιφανείας: centuria (503645 τετραγωνικά μέτρα) και τις υποδιαιρέσεις:
heredium, iugerum, actus (quadratus), pes. [1 centuria = 100 heredia = 200 iugera = 400
acti = 5760000 pedes (πόδες).]
(γ) Μονάδες χωρητικότητας (όγκου) υγρών: culeus (524 L [λίτρα]) και τις υποδιαιρέσεις:
amphora quadrantal (26,2 L), urna (13,1 L), congius (3,27 L), sextarius (546 mL), hemina
(273 mL), quartarius (136 mL), acetabulum (68 L), cyathus (45 mL) και ligula (11,4 mL).
(δ) Μονάδες χωρητικότητας (όγκου) στερεών: modius (8,73 L) και τις υποδιαιρέσεις:
semimodius (4,36 L), sextarius (546 mL), hemina (273 mL), quartarius (136 mL), acetabulum
(68 L), cyathus (45 mL) και ligula (11,4 mL).
(ε) Μονάδες μετρήσεως νομισμάτων (λ.χ., στο διάστημα από το 27 π.Χ. έως το 301 μ.Χ.):
Aureus και τις υποδιαιρέσεις: denarius, quinarius, sesterius, dupondius, semis, quadrans κ.ά.

Ο modius (λέξη πιθανόν σχηματισθείσα από το υποκοριστικό modulus τού mo-
dus ή/και από το medimnus [εκλατινισμό τού μέδιμνου], καθόσον ισούτο με τον σι-
κελικό μέδιμνο, ήτοι με το 1/6 τού αττικού) δεν ήταν τίποτε άλλο παρά ο εκτεύς τον
οποίο συναντήσαμε στο αρχαιοελληνικό μετρικό σύστημα (ή περίπου το ένα τρίτο
τού ρωμαϊκού iugerum). O Hultsch103 αναφέρει τα εξής: «Οι αλεξανδρινοί μετρολό-
γοι χρησιμοποιούν την [εξελληνισμένη] ονομασία [τού modius] μόδιος. Ωστόσο, και
ο εκτεύς παραμένει εν χρήσει τόσο στον πίνακα περί μέτρων όσον και σε κείμενα
εκείνων που ασχολούνται με τη Γραμματική και τη Λεξικογραφία».

Στην Καινή Διαθήκη (Ματθ. 5:15, ουδέ καίου-
σι λύχνον και τιθέασιν αυτόν υπό τον μόδιον) συνα-
ντούμε τον μόδιο ως ένα είδος μετρικού κάδου, ο
οποίος αποτελούσε μονάδα χωρητικότητας104. Ιδού
μια φωτογραφία ενός αγάλματος τού Πλούτωνα (ως
Σεράπιδος), με (τέτοιου είδους) μόδιον επί τής κε-
φαλής του, το οποίο χρονολογείται από τα μέσα τού
2ου μ.Χ. αιώνα και ευρέθη σε Ιερό στη Γόρτυνα. (Ε-
κτίθεται στο Αρχαιολογικό Μουσείο Ηρακλείου.)

Στο κράτος τού Βυζαντίου (330-1453 μ.Χ.) ο μό-
διος (συναντώμενος ενίοτε, εναλλακτικώς, από τον

χούσε σε 58 λίτρα. Σε μεταγενέστερους χρόνους, όταν ο μέδιμνος αναφέρεται σε διακρατικές συμφωνίες (ως μονάδα
μετρήσεως μάζας), αντιστοιχεί σε 60 λίβρες (27,2155 χιλιόγραμμα) σιτάρι.

103Βλ. F. Hultsch: Griechische und römische Metrologie, Weidmannsche Buchhandlung, Berlin, 1882, σελ. 105.
104Είναι προφανές ότι εάν κάποιος τοποθετούσε το λυχνάρι κάτω από αναποδογυρισμένο κάδο, αυτό θα έσβηνε.
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πρώιμο μεσαίωνα, και ως μόδιο, ουδετέρου γένους105) υπήρξε μια από τις κυριότε-
ρες μονάδες μετρήσεως, όχι μόνον χωρητικότητας (όγκου) αλλά και βάρους, μήκους
και επιφάνειας (π.χ., εκτάσεως αρόσιμης γης), με ευρύτατη χρήση στην αγροτική
οικονομία, στο εμπόριο, στις διακρατικές συμφωνίες106 κ.ά. Μάλιστα, οι μόδιοι έ-
φεραν και ειδικές ονομασίες για να διακρίνονται μεταξύ τους:
(α) Για τη μέτρηση βάρους: Βασιλικός μόδιος [12,8 κιλά], μοναστηριακός μόδιος [10,2 κιλά],
σταυρικός μόδιος [8,5 κιλά], μέγας μόδιος [51,2 κιλά], πολιτικός μόδιος [230,4 κιλά] κ.ά.
(β) Για τη μέτρηση μήκους και επιφάνειας: Θαλάσσιος μόδιος [2,88 γεωμετρικά σχοινία ή
57,6 λογαρικές λίτρες] και υποδιαιρέσεις αυτού (σχοινίον, γεωμετρικόν σχοινίον [περίπου
678m2], εποπτικόν σχοινίον, λογαρική λίτρα [22, 2m2], οργυιά, σπιθαμή, δάκτυλος κ.ά.).
(γ) Για τη μέτρηση όγκου: Εν προκειμένω, ως μόδιος εννοείτο ο (προαναφερθείς) μετρικός
κάδος. Παράγωγα/υποδιαιρέσεις αυτού: Χοινίκιν [1,25 μόδιοι], βυζαντινόν μέτρον, θαλάσ-
σιον μέτρον, μοναστηριακόν μέτρον, μέτρον ελαίου, αννωνικόν μέτρον, μεγαρικόν, μίνα κ.ά.

Κατά την Τουρκοκρατία ο μόδιος (ως μέσον μετρήσεως εμβαδών) αντικατα-
στάθηκε σταδιακώς από το στρέμμα (εκ τού αρχαιοελληνικού ρήματος στρέφω, το
αντίστοιχο τού τουρκικού dönüm και τού κυπριακού δεκαρίου).

Ο Άγιος Επιφάνιος (315-403 μ.Χ.), ο οποίος περί το 367 μ.Χ. εξελέγη «ψήφω
κλήρου και λαού» Αρχιεπίσκοποs Κωνσταντίας (αρχαίας Σαλαμίνας) και πάσης
Κύπρου, μαρτυρεί στο σύγγραμμά του περί Μέτρων και Σταθμών (392 μ.Χ.) ότι ο
μόδιος και κατόπιν το μόδιο (σε ουδέτερο γένος) ήταν μονάδα μετρήσεως δημη-
τριακών και στην Κύπρο ήδη από την αρχαιότητα. (Για τη μέτρηση σιτηρών εγέ-
νετο χρήση και τού μεδίμνου και τής μνασίδος. Ο μέδιμνος αντιστοιχούσε στους
Σαλαμινίους προς 5 μόδια, ενώ στους Παφίους προς 4,5 μόδια.) Αλλά και αργότε-
ρα, κατά τα μεσαιωνικά και τα πρώτα μεταμεσαιωνικά έτη, το μόδιο (ή μόδιν) ήταν
συνήθης μονάδα μετρήσεως. Επί παραδείγματι, αναφέρεται (από τον Φραγκίσκο
Αττάρ107) ότι περί το 1540 η παραγωγή δημητριακών στην Κύπρο ανήρχετο σε 1,4
εκατομμύρια μόδια σιταριού και σε 1,6 εκατομμύρια μόδια κριθαριού. Επιπλέον,
στην περιοχή μεταξύ Λιβερών και Κορμακίτη (τής επαρχίας Κερύνειας) υπάρχει
τοποθεσία γνωστή με την ονομασία Σιλιομοδούσα (= χιλιομοδούσα). Την οφείλει
στο ότι η παραγωγή της ανήρχετο σε χίλια μόδια. (Κατά τα νεότερα χρόνια, το μόδιν
αντιστοιχούσε προς 8 καφίζια ή 128 οκάδες.) Επιπροσθέτως, σε μια εκ των κυπρια-
κών παραλλαγών τού άσματος108 «τού Διγενή και τού Χάρου» διαβάζουμε στον
89ο στίχο, «τζ’ έκρατεν η πατούνα του εννιά μοδιών χωράφκια ...» (προκειμένου να
τονισθεί το τεράστιο πόδι ενός Σαρακηνού τον οποίο εφόνευσε ο ήρωας). Τέτοια,

105Επί Βυζαντίου από τον μόδιο προέκυψαν οι παράγωγες λέξεις μοδισμός (ουσιαστικό) και μοδιακός (επίθετο).
106Για λεπτομερείς πληροφορίες περί τού ρόλου που διαδραμάτισαν οι μόδιοι κατά την περίοδο τού Βυζαντίου βλ.

(i) E. Schilbach: Byzantinische metrologische Quellen, Brücken-Verlag, Düsseldorf, 1970. Ανατύπωση με προσθήκες: Κέ-
ντρον Βυζαντινών Ερευνών, Βυζαντινά κείμενα και μελέται, τ. 19, Θεσσαλονίκη, 1982.
(ii) Γ. Μπαντέκα: Τα μετρικά συστήματα, περιοδικό Αρχαιολογία, τεύχος 26, Μάρτιος 1988, σελ. 36-44.
(iii) Κ.-Ε. Πλακογιαννάκη: Δημόσιος και ιδιωτικός βίος και πολιτισμός των Βυζαντινών. Εκδόσεις Κυρομάνος, Θεσσα-
λονίκη, 2002.

107Μέλος τής οικογένειας τού Ιωάννη Αττάρ. Έγραψε το έργο Relatione del Regno di Cipro, το οποίο δημοσιεύθηκε
στη Βενετία το 1540. Σε αυτό δίδονται και στατιστικά στοιχεία για τα χωριά, τον πληθυσμό και τα προϊόντα τής Κύπρου,
και χρησιμοποιήθηκε κατά κόρον από μεταγενέστερους συγγραφείς.

108Βλ. Ν.Γ. Πολίτου: Ακριτικά Άσματα. Ο θάνατος τού Διγενή, Δελτίον τής Ελληνικής Λαογραφικής Εταιρείας (κατά
τριμηνίαν εκδιδόμενον), Τόμος Α. Τυπογραφείον Π.Δ. Σακελλαρίου, Αθήναι, 1909, σελ. 169-275, και ιδιαιτέρως στ. 89
στη σελ. 214.
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λοιπόν, μετρική ορολογία εχρησιμοποιείτο ακόμη και για τον καθορισμό εκτάσεων
αγρών: Δήλωνε την έκταση εκείνη που ήταν ικανή για να παραγάγει έναν συγκε-
κριμένο αριθμό μοδίων σιτηρών.

Στις ποικίλες αναφορές περί μοδίων στη λαϊκή παράδοση109 προστίθεται και
μια πληθώρα τοπωνυμίων τόσο στην ηπειρωτική όσον και στη νησιωτική Ελλάδα
πιστοποιούσα την ευρύτατη χρήση τους και σημασία τους (μέχρι την εδραίωση των
νεότερων μονάδων μετρήσεως επιφανειών και όγκων). Δειγματοληπτικώς παρα-
τίθενται τα εξής: Υπάρχει ένα χωριό που ονομάζεται Χιλιομόδι(ον) στην παλαιά
εθνική οδό Κορίνθου-Τριπόλεως. Την ίδια ονομασία (συνδεόμενη με την ένδειξη
πλούσιας τοπικής γεωργικής παραγωγής) έχει και ένα νησάκι μεταξύ Πάτμου και
Λειψών. Υπάρχει, επίσης, ένα μικρό, ορεινό χωριό ονόματι Χιλιομουδού που ανήκει
στον Δήμο Αποκόρωνα και βρίσκεται 28 χιλιόμετρα νοτιοανατολικώς τής πόλεως
των Χανίων. Το Πενταμόδι είναι άλλο ένα χωριό στην Κρήτη, στην κοιλάδα τού Γα-
ζανού ποταμού, απέχον 17 χιλιόμετρα από το Ηράκλειο. Τα Καλομόδια είναι ένας
μικρός οικισμός 9 χλμ. νοτιοδυτικώς τής Άρτας. Το Μόδι τού Νομού Φθιώτιδας είναι
ένα χωριό κτισμένο σε υψόμετρο 440 μέτρων, στις πλαγιές τού όρους Καλλίδρομου.
Η βραχονησίδα Μόδι (νοτίως τού Σαρωνικού Κόλπου και ανατολικώς τού Πόρου)
έχει έκταση περίπου 940 τετραγωνικά μέτρα, με όσα ισούτο και ένα είδος μοδίου
μετρήσεως εκτάσεων επί Βυζαντίου. Ένα άλλο Μόδι ανήκει στον Δήμο Βόλβης τής
Περιφερειακής Ενότητας Θεσσαλονίκης που βρίσκεται στην Περιφέρεια Κεντρι-
κής Μακεδονίας. Τέλος, ένα τέταρτο Μόδι, και πάλι στην Κρήτη, και συγκεκριμένα
μεταξύ Κισάμου και Κυδωνίας στην περιοχή τού Πλατανιά, 15 χιλιόμετρα από το
κέντρο των Χανίων, διαθέτει ενδιαφέρουσα ιστορία (και μάλλον ακόμη πιο ενδια-
φέρουσα προϊστορία) υποδεικνύουσα ότι πανάρχαιες λέξεις και τοπωνύμια αρχό-
μενα με «Mod-/Μοδ-/Μωδ-» δεν θα έπρεπε να αναζητούνται αποκλειστικώς σε λα-
ούς που κατοικούσαν τότε στην Ιταλική Χερσόνησο110 (στους αρχαίους Λατίνους,
στους Αίκουους, στους Αύσονες, στους Ιάπυγες, στους Ιρπίνους, στους Λουκανούς,
στους Μεσσάπιους, στους Πευκέτιους, στους Ρούτουλους ή στους Σαβίνους, στους
προαναφερθέντες Όσκους και Ομβρικούς ή στους επί αιώνες κραταιούς Ετρού-
σκους111), καθώς τα πράγματα είναι αρκούντως περίπλοκα (σκιαζόμενα, πέραν κά-
ποιου σημείου, από τη ραγδαία μείωση στοιχείων και ενδεικτικών -ανασκαφικών ή

109Π.χ., το μόδι εχρησιμοποιείτο σε λαϊκή ευχή των επισκεπτών ή διαβατών προς τον ιδιοκτήτη αλωνιού. Κατά την
παράδοση, όταν ο αλωνιστής ξεκουραζόταν στο αμπλήκι (ένα δέντρο που ήταν φυτεμένο κοντά στο αλώνι γι’ αυτόν τον
σκοπό), οι ξένοι που τυχαίνε να περνούν τού εύχονταν: «Ώρα καλή, χίλια μόδια» ή «Χίλια μόδια, και το αγώι χώρια».

110Οι πλέον επικρατούσες σύγχρονες θεωρίες είναι αυτές τής συνθετικής ερμηνείας: Η προέλευση των περισσοτέρων
εξ αυτών των αρχαίων λαών αποδίδεται στη μείξη (παλαιότερων) αυτόχθονων στοιχείων και μετακινούμενων πληθυ-
σμών. Υπάρχουν αποικισμοί τόσον από βορρά όσον και άπο τις θαλάσσιες οδούς. Από αυτές τις οδούς η κινητικότητα
ήταν έντονη και διαρκής επί όλους τους αιώνες (ήδη από το 2000 π.Χ.). Υπάρχουν ισχυρές ενδείξεις ότι οι μετακινήσεις
αυτές εγένοντο κατά κύριο λόγο από εθνοτικοεπαγγελματικές ομάδες μεταλλουργών (άλλοτε από τον ελλαδικό χώρο
[Ελλήνων ή Προελλήνων] και άλλοτε από λαούς ή φυλές που ζούσαν σε περιοχές τής Ασίας ή ακόμη και των Ινδιών, ενί-
οτε με ενδιάμεσους σταθμούς διάφορες μεσογειακές νήσους), με στόχο την εξεύρεση πλούσιων κοιτασμάτων μετάλλων.
Κάθε μεταναστευτική ομάδα μετέφερε μαζί της στον εκάστοτε νέο τόπο εγκαταστάσεώς της πολιτιστικά και γλωσσικά
στοιχεία από τον τόπο τής τελευταίας της κοιτίδας.

111Για τον πολιτισμό των Ετρούσκων („800-150 π.Χ.), την πιθανή καταγωγή τους και τη γλώσσα τους βλ.

(i) F. Prayon: Οι Ετρούσκοι. Ιστορία, θρησκεία, τέχνη, σε μετ. A. Fosvinkel, Μορφωτικό Ίδρυμα Εθν. Τραπέζης, 2004.

(ii) F. Bubenheimer-Erhart: Die Etrusker. Philipp von Zabern Verlag, Mainz, 2014.
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άλλων- ευρημάτων όσο κανείς οπισθοδρομεί στον χρόνο): Κοντά στο Μάλεμε ευ-
ρέθησαν πανάρχαια νομίσματα τα οποία, εκτός από παράσταση τού γενειοφόρου
Διός, έφεραν την επιγραφή «ΜΩΔΑΙΩΝ». Ο Νικόλαος Σβορώνος (1911-1989) δια-
τύπωσε την άποψη ότι ανήκουν σε αρχαία κρητική πόλη, το όνομα τής οποίας θα
πρέπει να ήταν Μώδα ή Μωδαία, μη αναφερόμενη στις γνωστές πηγές, και ότι η
θέση της θα πρέπει να ήταν στο εν λόγω χωριό. Την άποψη αυτή ήρθε να ενισχύσει
ανασκαφική έρευνα το 1953, κοντά στο σημερινό Μόδι112, στην οποία προΐστατο
ο τότε έφορος αρχαιοτήτων Ν. Πλάτων, καθόσον εντοπίσθηκαν επτά πρωτογεωμε-
τρικοί λαξευτοί τάφοι (από τους οποίους δύο είναι θαλαμωτοί), καθώς και αγγεία,
όπλα σιδηρά, κρατήρες, σκύφοι, πυξίδες, πίθοι, αμφορείς κ.ά. που εκτίθενται σή-
μερα στο Αρχαιολογικό Μουσείο Χανίων. (Ομιλούμε για χρονολόγηση στην υπο-
μινωική, πρωτογεωμετρική και ανατολίζουσα περίοδο [εποχή τού σιδήρου], για δε
την αρχαία πόλη να μην αποκλείεται να είχε ακμάσει ακόμη πιο πριν, ενδεχομένως
στην ανακτορική ή μεταανακτορική περίοδο [εποχή τού χαλκού].) Δικαιολογημέ-
να, λοιπόν, υποστηρίζεται από ειδικούς ότι «γλωσσοπλαστικές» επιρροές (άλλοτε
ινδοευρωπαϊκές και άλλοτε μη ινδοευρωπαϊκές) υπήρξαν συνήθεις και απότοκες
τής δράσεως των τότε θαλασσοπόρων και των διαδοχικών αποικισμών, επιφυλάσ-
σουσες ουκ ολίγες εκπλήξεις.

Εκτός ελλαδικού χώρου τώρα και μεταφερόμενοι σε πλησιέστερη (μ.Χ.) εποχή·
ο modius/μόδιος εμφανίσθηκε (και μέσω επιρροών από τη γαλλική εκδοχή του) ως
module στην αγγλική γλώσσα και σήμαινε (ήδη από το 1620) ένα καθιερωμένο μέ-
τρο κατάλληλο για τη ρύθμιση ορθών αναλογιών. Κατά τον 20ο αιώνα έλαβε και
άλλες σημασίες: «υποδειγματικό εξάρτημα ενός συγκροτήματος (οικοδομικού, ε-
πιπλώσεων κ.λπ.)» από το 1936, «ανταλλακτικό τμήμα» από το 1955 και «χωριστό
τμήμα διαστημόπλοιου/άκατος/θαλαμίσκος» από το 1961. Επίσης, χρησιμοποιείται
πλέον και ως «δομική μονάδα/δομομονάδα» (π.χ., ως μια αυτοτελής διδακτική ε-
νότητα σε ένα πανεπιστημιακό πρόγραμμα σπουδών) και στην Πληροφορική και
στη Μηχανολογία ως «δομοστοιχείο» (αναλογικής γραμμής, εικονικής εφαρμογής,
συναγερμικής ειδοποιήσεως, προηγμένων επικοινωνιών, μεταχρονισμένης παραδό-
σεως, προορισμού, λογισμικού, σηματοδοσίας κ.ά.).

Στα Μαθηματικά οι όροι modulo, modulus (πληθ.moduli) συναντώνται στο Dis-
quisitiones Arithmeticae113 και σε κατοπινά έργα τού C.-F. Gauss (αλλά και σε
προγενέστερούς του που έγραφαν ακόμη στα λατινικά). Στην αλγεβρική της εκ-
δοχή η λέξη [der] Modul (γένους αρσενικού114, στα γερμανικά) εισήχθη από τον R.
Dedekind115 αλλά με αρκετά περιοριστικό τρόπο. Έλαβε δε την οριστική της μορφή
(έτσι όπως τη γνωρίζουμε μέχρι σήμερα, με τα αριθμητικά ή βαθμωτά μεγέθη ειλημ-
μένα από τυχόντα δακτύλιο) σε ένα άρθρο116 τής E. Noether και τού W. Schmeidler

112Βλ. Α.Θ. Βασιλάκη: Οι 147 πόλεις τής Αρχαίας Κρήτης, εκδόσεις Καίρατος, Ηράκλειο Κρήτης 2000, σελ. 130.
113Το πρώτο κεφάλαιο τού βιβλίου (τού πρωτοδημοσιευθέντος το 1801) ξεκινά ως εξής: «Si numerus a numerorum
b, c differentiam metitur. b et c secundum a congrui dicuntur, sin minus, incongrui: ipsum a modulum appellamus.»

114Υπό τις προαναφερθείσες έννοιες «πρότυπο εξάρτημα ενός συγκροτήματος» και «ανταλλακτικό τμήμα» η αγγλική
λέξη module ενετάχθη στα γερμανικά ως [das] Modul (γένους ουδετέρου). Βλ. σελίδα 1807 στο DUDEN, Das große
Wörterbuch der deutschen Sprache, Band 4, Bibliographisches Institut Mannheim/Wien/Zürich, Dudenverlag, 1978.

115R. Dedekind: Über die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen, Vieweg, 1879. (Letzte Auflage mit einem Geleitwort
von B. L. van der Waerden, Berlin 1964.)

116E. Noether & W. Schmeidler: Moduln in nichtkommutativen Bereichen, insbesondere aus Differenzial- und Differenz-
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το 1920, καθώς και σε ένα άρθρο117 τής E. Noether το 1929, και ενσωματώθηκε στο
έβδομο κεφάλαιο τού βιβλίου τής Άλγεβρας τού van der Waerden.

Εδώ υιοθετείται η πρόταση, βάσει τής οποίας στα ελληνικά, από μαθηματικής
απόψεως, οι ανωτέρω όροι αντιμετωπίζονται ως ακολούθως:
1) Για την απόδοση τού modulus of the complex number z προτιμάται η χρησιμοποί-
ηση τού όρου απόλυτη τιμή (αντί τού μέτρου) τού μιγαδικού αριθμού z.
2) Για την έκφραση a ” b modulo m (ή «mod m») λέμε ότι το a είναι ισότιμο τού b
κατά (το) μόδιο m (σε ουδέτερο γένος) ή κατά μοδίολο m (αποφεύγοντας τη χρήση
τού κατά το μέτρο m ή τού ως προς μέτρο m για να μην επέρχεται σύγχυση με τον
μαθηματικό όρο measure. Ενίοτε, στην Αναλυτική Θεωρία Αριθμών υπεισέρχονται
και μέθοδοι προερχόμενες από τη λεγόμενη118 Θεωρία Μέτρου [Measure Theory].)
3) Στην Άλγεβρα το module (γερμ. [der] Modul, πληθ. Moduln) αποδίδεται ως μό-
διος (αρσενικού γένους, για ευκρινή διαχωρισμό με το 2), αφού, όπως προαναφέρ-
θηκε, πρόκειται για λέξη ευρέως χρησιμοποιηθείσα κατά τρόπο ουσιώδη και επί
αιώνες [ήδη από την ελληνιστική περίοδο]). Επισημαίνεται, ιδιαιτέρως, ότι
(α) δεν αποδίδεται ως μέτρο για να μην επέρχεται σύγχυση με το measure και
(β) δεν αποδίδεται ως πρότυπο (ήτοι ως προσχηματισμένος τύπος φυσικού ή τε-
χνητού πράγματος, αναπαραγόμενος συνήθως διά μιμήσεως, χρησιμοποιούμενος
ως υπόδειγμα για την αναπαραγωγή άλλων, ομοίων προς αυτόν), διότι το module,
ορισθέν ως μια μονάδα μετρήσεως, αποτελεί βεβαίως ένα «πρότυπο»· εντούτοις, α-
ντιστρόφως, κάτι που μπορεί να θεωρηθεί ως πρότυπο εντάσσεται κατά κανόνα σε
ένα πιο διευρυμένο εννοιολογικό πλαίσιο από εκείνο τού module. Αντιστοιχεί στη
δημώδη λατ. λέξη modellus ą ιτ. modello ą model (μοντέλο) που ναι μεν είναι ομόρ-
ριζη τού modus αλλά διαφοροποιήθηκε αισθητά προϊόντος τού χρόνου. Τα πρότυπα
(ή μοντέλα) χρησιμοποιούνται πρωτίστως στη Λογική και στη Θεωρία Συνόλων119

αλλά και σε άλλους θεωρητικούς μαθηματικούς κλάδους.
4) Κατ’ αναλογίαν, το επίθετο modular αποδίδεται ως μοδιακός. (Επί παραδείγμα-
τι, modular forms = μοδιακές μορφές, όχι μετρομορφές.)
5) Από την άλλη μεριά, η φράση moduli space (of curves/bundles/connections etc.)
αποδίδεται (με εύστοχη διερμηνευτική προσέγγιση και χωρίς να υπάρχει κίνδυνος
παρανοήσεως) ως παραμετρικός χώρος και η φράση number of moduli (of [families
of] curves/surfaces/varieties etc.) ως αριθμός (ή πλήθος) παραμέτρων.
(x) projective/injective resolution. Σε αυτό το δίπολο επιθέτων, για την τήρηση συμμε-
τρίας, προτιμάται η απόδοση προβολικός/εμβολικός. Σε ό,τι αφορά στο ουσιαστικό
resolution (γαλλιστί résolution, γερμανιστί Entschliessung(santrag)/Auflösung), αυτό
έχει πολλές και διαφορετικές σημασίες120. Μεταξύ αυτών πρέπει να επιλεγεί η κα-

ausdrücken, Mathematische Zeitschrift 8 (1920), 1-35. (Βλ., ιδιαιτέρως, σελ. 7.)
117E. Noether: Hyperkomplexe Größen und Darstellungstheorie, Mathematische Zeitschrift 30 (1929), 641-692. (Βλ., ι-

διαιτέρως, σελ. 646.)
118Bλ., π.χ., R.L. Jahn: A Measure Theoretic Approach to Problems of Number Theory with Applications to the Proof of the

Prime Number Theorem, Master’s Thesis, Minnesota State University, Mankato, 2016.
119Βλ., π.χ., πρότυπα (ή μοντέλα) αξιωματικών θεωριών στο Παράρτημα Β τού συγγράμματος τού Γ.Ν. Μοσχοβάκη:

Σημειώσεις στη Συνολοθεωρία, εκδόσεις Νεφέλη, 1993. Επίσης, βλ. τα ακυκληματικά μοντέλα (ή ακυκληματικά πρότυ-
πα) των Eilenberg και Mac Lane στην παρούσα εργασία.

120Αποφασιστικότητα [he/she lacks resolution], απόφαση [he/she made a resolution never to do a job he/she didn’t
like again], ψήφισμα [resolution of condemnation/of protest], λύση [resolution of a problem], επίλυση [resolution of
a triangle], ανάλυση [resolution of forces], διάλυση [resolution of singularities], ευκρίνεια εικόνας [high-resolution
monitor], κερματισμός/διάσπαση/διαχωρισμός [separation of racemates into their component enantiomers is a process
called resolution].
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ταλληλότερη. Και αυτή εδώ σίγουρα δεν είναι ούτε η «ανάλυση» ούτε η «επίλυση».
Ανατρέχοντας στον ορισμό 5.1.1 και στις αποδείξεις τής προτάσεως 5.1.3 και τού
θεωρήματος 5.1.4 (και αντιστοίχως, στον ορισμό 5.1.7 και στις αποδείξεις τής προ-
τάσεως 5.1.8 και τού θεωρήματος 5.1.9), παρατηρούμε ότι όντως επέρχεται κερμα-
τισμός τού R-μοδίου αναφοράς M. (Η πλησιέστερη, λοιπόν, σημασία, είναι εκείνη
τού «a breaking into parts».)
(xi) circle/cycle/acyclic. Στα Μαθηματικά ο κύκλος συναντάται στις κύριες δυτικο-
ευρωπαϊκές γλώσσες διπλομόρφως:

αγγλιστί γαλλιστί γερμανιστί
circle cercle Kreis

cycle cycle Zykel/Zyklus

Ο συνήθης κύκλος (ως σημειοσύνολο, ή η περιφέρεια τού κύκλου) αντιστοιχεί στους
όρους τής δεύτερης γραμμής. Οι όροι τής τρίτης γραμμής (παρότι προέρχονται α-
πευθείας από την αρχαιοελληνική λέξη κύκλος) έχουν λάβει κατά τι διαφορετικές
εννοιοδοτήσεις: Σημαίνουν αφ’ ενός μεν έναν κύκλο εφοδιασμένο με έναν συγκε-
κριμένο προσανατολισμό (έναν προσανατολισμένον κύκλο, είτε ωρολογιακώς είτε
αντιωρολογιακώς), αφ’ ετέρου δε έναν κλειστό δρόμο στη Θεωρία Γραφημάτων ή
και (σε εντελώς αφηρημένο πλαίσιο) μια κλειστή αλυσίδα, ήτοι μια αλυσίδα μηδενι-
ζόμενη από τον (αντίστοιχο) συνοριακό τελεστή (ως προς τη μονοπλεκτική θεωρία
και, κατ’ επέκταση, και ως προς τις λοιπές συνήθεις θεωρίες ομολογίας) στην Αλ-
γεβρική Τοπολογία. Στην τελευταία, αυτή, περίπτωση, επειδή συχνά χρησιμοποιού-
νται ταυτοχρόνως και γεωμετρικώς αμφότεροι οι όροι circle και cycle (με διαφορε-
τικές σημασίες), είμαστε υποχρεωμένοι να αποδίδουμε τον πρώτον (απλώς) ως κύ-
κλο και τον δεύτερο μέσω ενός νεολογισμού (που έχει ως ρίζα του τον κύκλο): Έτσι,
κατ’ αναλογίαν τού σχηματισμού (ουσιαστικών μέσω τού ρήματος) πατώ-πατώνω
ÝÑ πάτωμα και πάτημα, καταλήγουμε στον σχηματισμό κυκλόω-κυκλώνω ÝÑ κύ-
κλωμα και κύκλημα. Απορρίπτοντας το κύκλωμα (που είναι δεσμευμένο για την
απόδοση τού όρου circuit), προτιμούμε να αποδίδουμε τον όρο cycle (τουλάχιστον
στην Αλγεβρική Τοπολογία) ως κύκλημα και τον όρο acyclic ως ακυκληματικός/ή/ό.

Είναι, μάλιστα, εντυπωσιακό ότι αυτή η διπλομορφία ενυπήρχε (εμμέσως πλην
σαφώς) ήδη στην αρχαιοελληνική γραμματεία.

Καλαμόκιρκος (τής οικογένειας των ιερακιδών)

Πράγματι· τα circle/cercle/Kreis παράγονται από το λατινικό circus/circulus, το οποί-
ο, με τη σειρά του, έχει ως αρχαιοελληνικό αντίστοιχο τη λέξη κίρκος121. Ο κίρκος

121Εξ ου και το όνομα τής μυθικής μάγισσας Κίρκης. Το δε κρίκ- προέρχεται από τον αναδιπλασιασμό θέματος στο ki-
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ήταν είδος ιέρακος (γερακιού), που ονομάστηκε έτσι από τους κύκλους που έκανε
όταν πετούσε. Πολλοί ειδικοί υποστηρίζουν την άποψη ότι τα κύκλος, κύλινδρος,
κυλώ, κυρτός, πόλος, πωλώ κ.ά., ενδέχεται να είναι ομόρριζα τού κίρκου.
(xii) contraction/contractible/deformation retract και retraction. Ο (γεωμετρικός) ό-
ρος contraction σημαίνει συστολή και το contractible, συσταλτός. Από την άλλη με-
ριά, η καλύτερη απόδοση τού retraction είναι σύμπτυξη ή εισέλκυση [το κοινό «μά-
ζεμα»]. Κατ’ αναλογίαν, το ρήμα retract (εξ ου και το ουσιαστικό retract αντί τού
retraction) θα μπορούσε να έχει πολλές άλλες σημασίες122 (στην κοινή γλώσσα), ο-
πότε καλύτερο είναι (στην περίπτωσή μας) να αποδοθεί ως123 συμπτύσσω/σσομαι.
Γι’ αυτόν τον λόγο ετέθη στην ενότητα B.5: retraction map = απεικόνιση συμπτύξε-
ως, deformation retract = παραμορφωτική σύμπτυξη.
(xiii) simplex/ complex/simplicial complex. Η ορθή μετάφραση τής λέξεως «simplex»
είναι μονόπλοκο. Για το δεύτερο συνθετικό της δεν χρειάζεται, βεβαίως, καμιά ι-
διαίτερη συζήτηση. (Πλέκω ă *plek- μηδενισμένος βαθμός τού ΙΕ *pel που σημαί-
νει «πτυχώνω», «διπλώνω».) Αναφορικά με το πρόθημά της «sim» κανείς οφείλει
να είναι αρκετά προσεκτικός. Αυτό προέρχεται από την ΙΕ ρίζα *s..m.. απ’ όπου
λαμβάνονται οι σχηματισμοί: *sem-s ą το αρχαιοελληνικό δασυνόμενο «εις», *sm-
ia ą «μία», *sm-pl-os ą το αρχαιοελληνικό δασυνόμενο «απλούς», *sem ą *sm-a ą

*sam-a ą το αρχαιοελληνικό δασυνόμενο «άμα», *sem ą το λατινικό sem-el (= μία
φορά, άπαξ) ą simplex (καθώς και το μεταγενέστερο simple τής αγγλικής γλώσσας).

Θα πρέπει να τονισθεί ότι η λέξη «απλούς» εχρησιμοποιείτο αρχικώς ως αντί-
θετο τής λέξεως «διπλούς» με τη σημασία «αυτός που συμβαίνει μία φορά». Στην
Καινή Διαθήκη (Λουκ. 11:34) τη συναντούμε με τη σημασία «απέριττος». Η νεο-
ελληνική λέξη «απλός» διατηρεί (εμμέσως πλην σαφώς) και τις δύο εννοιολογικές
αποχρώσεις, σημαίνοντας «αυτός που αποτελείται από βασικά μόνο συστατικά»,
«αυτός που είναι μη σύνθετος», από τη μια μεριά, και «αυτός που αποτελείται α-
πό ένα μόνο στοιχείο», από την άλλη. (Συναντούμε, επί παραδείγματι, την τελευ-
ταία αυτή εκδοχή oμιλώντας για απλό εισιτήριο, απλή επιστολή, απλή μέθοδο των
τριών, απλή αναλογική κ.λπ.). Ως εκ τούτου, ως μονόπλοκο θα πρέπει να νοείται (εν
προκειμένω) το μαθηματικό εκείνο αντικείμενο, το οποίο αφ’ ενός μεν συνιστά έ-
να (καλώς, μονοσημάντως) ορισμένο όλον, αφ’ ετέρου δε είναι κατασκευασμένο με
τον απλούστερο δυνατό τρόπο πλοκής (πτυχώσεως). Η αντ’ αυτού χρήση τής λέξεως
«απλόπλεγμα» είναι προβληματική σε ό,τι αφορά στην εκφορά της στον προφορικό
λόγο, εξαιτίας τής επαναλήψεως των συμφώνων π και λ. Η δε (ενίοτε) επιχειρηθείσα
απόδοση τού «simplex» διά μέσου τής λέξεως «άπλοκο» (με το άλφα εδώ να επέχει
θέση στερητικού) δεν ευσταθεί ούτε ετυμολογικώς ούτε σημασιολογικώς.

Για ευνόητους λόγους στον όρο complex προτιμάται να αντιστοιχίζονται δύο α-

kr-o-, μεταπτωτική βαθμίδα τού ΙΕ (s)ker, απ’ όπου προκύπτει η λέξη κρίκος (= κυκλοειδές/δακτυλιοειδές αντικείμενο,
κρικέλλι). Αμφότερες οι λέξεις κύκλος και κίρκος είναι ομηρικές.

122Π.χ., ανακαλώ [to take back or withdraw something one has said], αναιρώ [retract a promise/a statement], αποκη-
ρύσσω, αποσύρω [to retract an amendment] κ.ά.

123Ρήματα, όπως τα «εισελκύω», «αποσύρω» κ.λπ. εστιάζουν σε μία ειδικής φύσεως ενέργεια (έλξη, απόσυρση). Α-
ντιθέτως, το συμπτύσσω/συμπτύσσομαι αναφέρεται και σε γενικότερες ενέργειες. Παραδείγματα: The wheels retract
after the aircraft takes off. [Οι τροχοί συμπτύσσονται μετά την απογείωση τού αεροσκάφους.] The pilot tried to retract
the wheels. [Ο πιλότος προσπάθησε να πραγματοποιήσει σύμπτυξη τροχών.] The lung retracts, leaving the area for
embolectomy clear. [Ο πνεύμονας συμπτύσσεται (αυτομάτως), αφήνοντας καθαρή την περιοχή για θωρακοτομή.]
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ποδόσεις, μία αλγεβρική (π.χ., chain complex = αλυσωτό σύμπλοκο124, βλ. εδ. 3.2.1)
και μία γεωμετρική/τοπολογική (π.χ., simplicial complex = μονοπλεκτικό σύμπλεγ-
μα125, CW-complex = CW-σύμπλεγμα, βλ. εδ. D.1.15 και D.3.4).
(xiv) triangular/triangularization/triangulation/triangulable/triangulated. Στο μάθημα
τής Γραμμικής Άλγεβρας μεταφράζουμε: triangular matrix = τριγωνικός πίνακας,
triangularization of a matrix = τριγωνικοποίηση ενός πίνακα (διαδικασία, μέσω
τής οποίας ένας πίνακας καθίσταται τριγωνικός) και triangulable matrix = τριγω-
νικοποιήσιμος πίνακας. Αντιθέτως, στη Συνδυαστική Τοπολογία, το triangulation
αποδίδεται ως τριγωνισμός (ήτοι κατάτμηση σε τρίγωνα, βλ. εδ. D.1.21) από το ρή-
μα triangulate = τριγωνίζω126, o όρος triangulable ως τριγωνίσιμος/η/ο και o όρος
triangulated ως τριγωνισμένος/η/ο.
(xv) manifold/variety/multiplicity. Αυτή η τριάδα όρων συγκαταλέγεται αναμφιβό-
λως σε εκείνες που έχουν καταταλαιπωρηθεί στη σύγχρονη ελληνική μαθηματική
βιβλιογραφία και αρθρογραφία· η δε χρήση τής λέξεως πολλαπλότητα για την από-
δοση και των τριών (!) συνέτεινε σε μια σειρά λίαν επιζημίων παρανοήσεων, πολυ-
σημιών και άκομψων μεταφραστικών επιλογών127 εντός των τελευταίων εβδομήντα
ετών128. Στην πραγματικότητα, η μόνη εξ αυτών των λέξεων που οφείλει να απο-
δίδεται ως πολλαπλότητα είναι η λέξη multiplicity. Οι άλλες δύο εισήχθησαν στην
αγγλική μαθηματική βιβλιογραφία απλώς και μόνον ύστερα από μετάφραση τής
γερμανικής λέξεως Mannigfaltigkeit και τής γαλλικής λέξεως variété, η χρήση των
οποίων προηγείται επί τη βάσει των ιστορικών δεδομένων. Η ακριβής απόδοση αυ-
τών έχει αποσαφηνισθεί προ πολλού μέσω τής ετυμολογίας τους, η οποία οδήγησε
και στην ορθή στόχευση τής μαθηματικής διερμηνευτικής καταλήξεώς τους129: Εν
προκειμένω, η λέξη Mannigfaltigkeit (manifold) σημαίνει πολύπτυγμα και η λέξη
variété (variety) σημαίνει ποικιλότητα.
(xvi) cup/cap product. Η λέξη cup σημαίνει (στην καθομιλουμένη) κύπελλο ή φλιτζά-
νι και προέρχεται από τη λατινική cupa και την αρχαιοελληνική κύπη130. Βάσει μαρ-

124Προσοχή! Δεν χρησιμοποιείται ποτέ η λέξη σύμπλοκο ως μετάφραση τής λέξεως coset. Το coset αποδίδεται ως πλευ-
ρική κλάση κατά τον αντίστοιχο γερμανικό όρο Nebenklasse. (Η εμμονή σε πεπαλαιωμένη ορολογία (βλ. παραδόσεις
τού Dedekind στο Χειμερινό Εξάμηνο τού 1855/56 στο Πανεπιστήμιο τού Gö ttingen) σαφώς βλάπτει. Ο ίδιος ο van der
Waerden (ενδεχομένως και άθελά του) ήταν αυτός που έδωσε τέλος στη χαοτική πολυσημία των αρχών τού εικοστού
αιώνα, διότι χρησιμοποίησε και τον όρο Nebenklasse, ο οποίος τελικώς και επεβλήθη έναντι όλων των άλλων που ήταν
τότε διαθέσιμοι. (Βλ. Algebra I, Springer, 1936, σελ. 25.))

125Από καθαρώς γλωσσολογική άποψη, ως μονοπλεκτικό σύμπλεγμα νοείται ένα (μαθηματικό) αντικείμενο, το οποί-
ο μπορεί να παρουσιασθεί ως πολύπλοκη ένωση ή συναρμολόγηση συνδεδεμένων πραγμάτων ή μερών, καθένα των
οποίων αποτελεί ένα μονόπλοκο.

126Κατ’ αναλογίαν τού τετραγωνίζω.
127Πώς θα μετέφραζαν άραγε οι αυτόκλητοι τοποτηρητές για τη διατήρηση κακοποιημένων αποδόσεων όρων το α-

κόλουθο; Let X be the affine hypersurface
␣

(z1, z2, z3) P C3
ˇ

ˇ z21 + z22 + z23 = 0
(

, having as unique singularity the
origin with multiplicity 2. X can be viewed as a complex variety of dimension 2. Blowing up X at the origin, we obtain a
resolution Y ÝÑ X of its singularity. Thus, Y is a two-dimensional complex manifold.

128Ένα είδος χαοτικής πολυσημίας γι’ αυτούς τους όρους είχε επικρατήσει και στη διεθνή βιβλιογραφία και αρθρο-
γραφία, αλλά μόνον για όσο διάστημα οι μαθηματικοί κλάδοι που τους χρησιμοποιούσαν βρίσκονταν «εν τη γενέσει»
τους ή -τουλάχιστον- όταν έκαναν τα πρώτα τους βήματα. Εντούτοις, καθένας από τους εν λόγω όρους έχει πλέον λάβει
ένα οριστικό, μονοσήμαντο και ευδιάκριτο νόημα ήδη από τις αρχές τής δεκαετίας τού 1940 (κι αυτό αφορά τώρα πια
σε όλα τα σύγχρονα ξενόγλωσσα μαθηματικά άρθρα και βιβλία).

129Βλ. τον σχετικό εκτενή σχολιασμό τού Δ. Νταή στις σελ. xiv-xviii τού προλόγου τής μεταφράσεως τού βιβλίου τού
M. Do Carmo: Differential Forms and Applications, Leaderbooks, Αθήνα, 2010.

130Ομόρριζα με το ρήμα κύπτω (= σκύβω) είναι, μεταξύ άλλων, και τα ουσιαστικά κύμβος (= ποτήρι), κύπη (= κοί-
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τυριών και ευρημάτων (επί παραδείγματι, από τον λυρικό Ανακρέοντα, περί το 540
π.Χ., από τον Ξενοφώντα στην «Κύρου Παιδεία», περί το 401 π.Χ., κ.ά., μέχρι και
τον ρήτορα Θεμίστιο, περί το 335 μ.Χ., και τον Φώτιο, περί το 850 μ.Χ.) γνωρίζου-
με ότι ήδη από την αρχαιότητα για το κύπελλο/ποτήρι (συνήθως με καμπύλη λαβή,
για την άντληση τού οίνου από τον κρατήρα και ως μέτρο αναμείξεως) εχρησιμο-
ποιείτο κατά κύριο λόγο ο κύαθος [προερχόμενος από το ρήμα κυέω (= κυοφορώ,
εγκυμονώ), όπως και οι λέξεις κύλιξ, κοίλος, κύημα, κύμα κ.ά.] ή το υποκοριστικό
του κυάθιον (ποτηράκι, φλιτζανάκι).

Εδώ το cup product αποδίδεται ως κυαθώδες γι-
νόμενο, καθόσον το επίθετο κυαθώδης (= εν είδει
κυάθου, κάτι που ομοιάζει με κύαθον) ευρίσκετο εν
χρήσει τουλάχιστον από την εποχή τού Αθήναιου131

(τού Ναυκρατίτη, τέλη 2ου - αρχές 3ου μ.Χ. αιώνα).
Στο ίδρυμα Παύλου και Αλεξάνδρας Κανελλοπού-
λου (στην Πλάκα) εκτίθεται ο παράπλευρος μελα-
νόμορφος κύαθος (με παράσταση τού Διονύσου ε-
ντός του και ζεύγη Σατύρων και Μαινάδων στο ε-
ξωτερικό του περίβλημα). [Περίπου τού 500 π.Χ.]

Από την άλλη μεριά, το ρήμα cap σημαίνει σκέ-
πω132 (= σκεπάζω, εξ ου και το σκέπασμα, σκέπαστρον κ.ά.), καλύπτω (εξ ου και τα
καλύπτρα, καλυπτήρ, κάλυψη κ.ά.) ή πωματίζω. Το ουσιαστικό cap συνήθως χρη-
σιμοποιείται στην καθομιλουμένη ως ένα είδος καλύμματος κεφαλής, ως καπέλο
(εκ τού λατ. cappellum), σκούφος, κασκέτο, πηλήκιο, τραγιάσκα ή κουκούλα (εκ
τού cappa133). Εδώ το cap product αποδίδεται (κατ’ αναλογίαν προς το κυαθώδες
γινόμενο) ως σκεπώδες γινόμενο.
(xvii) bundle/pencil/sheaf. Ως γνωστόν, bundle = δέ-
σμη. (Επί παραδείγματι, tangent bundle = εφαπτό-
μενη δέσμη, fiber bundle = ινική δέσμη.) Ο γεωμε-
τρικός όρος pencil (γερμανιστί, Büschel134) αποδίδε-
ται ως δεσμίδα ή ως δέσμημα. (Π.χ., pencil of conics
= δεσμίδα κωνικών [τομών], pencil of curves = δε-
σμίδα καμπυλών, pencil of planes = δέσμημα επιπέ-
δων, pencil of complexes = δέσμημα συμπλεγμάτων
κ.ά.) Τέλος, ο όρος sheaf (γαλλιστί faisceau, γερμα-
νιστί Garbe) αποδίδεται ως δράγμα (εκ τού ρήματος δράττομαι/δράσσομαι, το κοι-

λωμα) και κύπελλον, καθώς και τα κύμβη (= κοίλο αγγείο // λέμβος, πλοιάριο) και κύμβαλον (είδος μουσικού οργάνου,
αποτελούμενου από δύο μεταλλικά κοίλα ημισφαίρια που τα χτυπούσαν μεταξύ τους στις εορτές τού Βάκχου και τής
Κυβέλης).

131Πρβλ. H.G. Liddell & R. Scott: Μέγα Λεξικόν τής Ελληνικής Γλώσσης, σε μετάφραση Ξ.Π. Μόσχου, Εκδοτικός
οίκος «Ι. Σιδέρης», Αθήναι, 1907, Τόμος ΙΙ, σελ. 788.

132Παραδείγματα: cloud-capped = νεφοσκεπής, snow-capped = χιονοσκεπής, το καπό είναι το «σκέπαστρο τής μη-
χανής τού αυτοκινήτου» (από το γαλλικό capot) κ.ά.

133Την ονομασία Καπουτσίνοι (Cappuccini) έλαβαν εξαιτίας τής μακράς κουκούλας τους οι Φραγκισκανοί μοναχοί
τού τάγματος που ίδρυσε ο Matteo da Bascio τον 16ο αιώνα. Η σημασία «είδος καφέ» εξηγείται από την ομοιότητα τού
χρώματος τού καφέ με το χρώμα τής κουκούλας αυτών των μοναχών.

134Στην καθομιλουμένη το Büschel σημαίνει μάτσο/ματσάκι ή [για μαλλιά] τούφα.
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νώς λεγόμενο χερόβολο στην αγροτική ορολογία) και σημαίνει (στα Μαθηματικά)
κάτι προσομοιάζον με δεμάτι ή σώρευμα [συνήθως σταχυών (όπως το άνωθι εικο-
νιζόμενο) ή στελεχών άλλων ομοειδών φυτών].

§ Γλώσσα και σύστημα τονισμού. Κατεβλήθη προσπάθεια, ούτως ώστε να αποφευ-
χθούν ακρότητες ένθεν κακείθεν: Ούτε επανάκαμψη σε μία «ξύλινη» γλώσσα ούτε
-εκ διαμέτρου αντίθετος- εξοβελισμός απολύτως απαραίτητων λόγιων λέξεων και
εκφράσεων στο όνομα μιας κακώς εννοούμενης νεολογικής, δήθεν μεταρρυθμιστι-
κής πρακτικής. Ως προς το σύστημα τονισμού των λέξεων, χρησιμοποιείται το μο-
νοτονικό με κάποιες ελαφρές τροποποιήσεις (εξαιτίας των γνωστών λειτουργικών
προβλημάτων τού «καθιερωμένου»)135. Τα μονοσύλλαβα του/της/του τονίζονται αυ-
τομάτως όταν επέχουν θέση γενικής τού οριστικού άρθρου για να διαχωρίζονται
ευχερέστερα από τα αντίστοιχα κτητικά και να διευκολύνεται τόσον η εργασία τού
εκάστοτε γράφοντος όσον και η ροή τής αναγνώσεως. (Η λέξη «των» θα επέχει πά-
ντοτε θέση άρθρου και, ως εκ τούτου, δεν κρίνεται ως αναγκαία η τονοδότησή της.)
Στις λοιπές περιπτώσεις εμφανίσεως διφορούμενων μονοσύλλαβων προσωπικών α-
ντωνυμιών (εννοείται εν σχέσει προς τις όμορές τους λέξεις εντός τού κειμένου) ο
τόνος σημειώνεται σύμφωνα με τον (από πολλούς σπανίως εφαρμοζόμενο) «κανό-
να» 2 (γ) τού «επίσημου» μονοτονικού136.

§ Τρόπος αριθμήσεως εδαφίων, σχέσεων κ.ά. Για την κατάταξη των εδαφίων (λημ-
μάτων, προτάσεων, θεωρημάτων, πορισμάτων, σημειώσεων, παρατηρήσεων κ.ά.)
χρησιμοποιείται τριπλή αρίθμηση (με παρεμβολή δύο τελειών): Στο κυρίως κείμενο,
ο πρώτος αριθμός δηλοί τον αριθμό τού κεφαλαίου, ο δεύτερος τον αριθμό τής ενό-
τητας και ο τρίτος τον αριθμό τού εδαφίου. Στα παραρτήματα, τη θέση τού πρώτου
αριθμού καταλαμβάνουν τα λατινικά κεφαλαία γράμματα (A, B, C, D και E, μέσω
των οποίων έχει γίνει η αντίστοιχη απαρίθμηση). Για την κατάταξη των σχέσεων (ε-
ξισώσεων, διαγραμμάτων κ.ά.) ακολουθείται διπλή αρίθμηση εντός παρενθέσεων.
(Και εδώ, ο πρώτος αριθμός ή, αντιστοίχως, το πρώτο λατινικό κεφαλαίο γράμμα,
δηλοί το κεφάλαιο ή το παράρτημα και ο δεύτερος τον αριθμό τής εκάστοτε σχέ-
σεως.) Για την κατάταξη των υποσημειώσεων χρησιμοποιείται (ξεχωριστά για το
κάθε κεφάλαιο) μονή αρίθμηση εν είδει εκθέτη.

§ Παραπομπές και ευρετήρια. Κατ’ αρχάς παρατίθεται ο κατάλογος των κυριότε-
ρων συμβόλων που χρησιμοποιούνται στην εργασία. (Βλ. σελίδα lvii. Σημειωτέον ότι
για την ανάγνωση τού κεφαλαίου 6 απαιτείται να υπάρχει εξοικείωση με τα κύρια
σύμβολα τα εισαχθέντα στην ενότητα A.4. Κατ’ αναλογίαν, στα κεφάλαια 7 και 8
χρησιμοποιούνται ελευθέρως τα σύμβολα τα εισαχθέντα στα παραρτήματα B, C,
D και E.) Αριθμοί εντός αγκυλών παραπέμπουν σε εγγραφές τού βιβλιογραφικού
καταλόγου (που ξεκινά από τη σελίδα 803). Άλλες, ειδικής φύσεως παραπομπές, σε
άρθρα ή ειδικότερα συγγράμματα συναντώνται και στις υποσημειώσεις (και προς
το τέλος κάποιων ενοτήτων). Τα ευρετήρια των όρων και των ονομάτων είναι το-
ποθετημένα μετά το πέρας των πέντε παραρτημάτων. Στην ηλεκτρονική εκδοχή,

135Πρόκειται για σύστημα τονισμού σχεδόν πανομοιότυπο εκείνου, το οποίο εφαρμόζεται (ως «συμβιβαστική λύση»)
σε πολλά έργα των Χ. Κλαίρη, Γ. Μπαμπινιώτη και άλλων.

136Βλ. Νεοελληνική Γραμματική. (Αναπροσαρμογή τής Νεοελληνικής Γραμματικής τού Μ. Τριανταφυλλίδη), Ο.Ε.Δ.-
Β., Εκδ. Θ1, 1986, σελ. 24.
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υπάρχει αφ’ ενός μεν η δυνατότητα εμφανίσεως σελιδοδεικτών (bookmarks), αφ’
ετέρου δε η δυνατότητα πλοηγήσεως (με οποιοδήποτε πρόγραμμα αναγνώσεως αρ-
χείων pdf, πατώντας στα σημειούμενα με μπλε χρώμα137), καθώς και επανόδου138

και εναλλαγής μεταξύ περιττών και αρτίων σελίδων139.

§ Λοιπά τεχνικά δεδομένα. Το κείμενο εγράφη στον συντάκτη ανοικτού κώδικα
TeXstudio (των Benito van der Zander, Jan Sundermeyer, Daniel Braun και Tim
Hoffmann) με το πρόγραμμα ηλεκτρονικής στοιχειοθεσίας140 XeLaTeX (το γνωστό
LaTeX τού Frank Mittelbach, μαζί με τη δυνατότητα επεξεργασίας αρχείων που
ακολουθούν την κωδικοποίηση UTF-8 τού Unicode), συνεπικουρούμενο (κυρίως)
από τα πακέτα εντολών amsmath, amssymb, amsthm, mdframed και hyperref, τα
δε (μεταθετικά ή μη) διαγράμματα και οι σχηματικές αποτυπώσεις των ακριβών
ακολουθιών δημιουργήθηκαν (στο σύνολό τους) με τη βοήθεια τού ελευθέρως προ-
σβάσιμου λογισμικού προγράμματος XY-pic (των Kristoffer Rose και Ross Moore),
σε περιβάλλον Windows 10.

§ Ευχαριστίες. (i) Στο σημείο αυτό επιθυμώ να απευθύνω τις θερμότατες ευχαρι-
στίες μου σε δύο καθηγητές που έπαιξαν καθοριστικό ρόλο στη διαμόρφωση τού
τρόπου μελέτης μου και στην εν γένει μαθηματική μου κατάρτιση κατά τη διάρκεια
των προπτυχιακών μου σπουδών:
(α) Στον κύριο Δημήτριο Νταή για τη διδασκαλία τεσσάρων (αλγεβρικών και αλ-
γεβροτοπολογικών) μαθημάτων141, για το ότι υπήρξε ο επιβλέψας τής παρούσας
εργασίας (έχοντας επιλέξει αυτήν την τόσο ενδιαφέρουσα θεματική, έχοντάς με κα-
τευθύνει καταλλήλως μέσω τής αντίστοιχης βιβλιογραφίας και αρθρογραφίας, τής
μαθηματικής ιστοριογραφίας συμπεριλαμβανομένης, και έχοντάς μου διαθέσει ό-
λες τις προσωπικές σημειώσεις των ανά καιρούς σχετικών παραδόσεών του), για τον
χρόνο που μου αφιέρωνε για την απάντηση αποριών και ερωτημάτων (που αφορού-
σαν σε πληθώρα τεχνικών αποδείξεων και διευκρινιστικών λεπτομερειών), καθώς
και για τη συνεχή παρουσία του κατά την επίπονη και πολλάκις επαναλαμβανόμενη
διαδικασία διορθώσεων των (αρχικών και κατοπινών, φυσικών και ηλεκτρονικών)
δοκιμίων. Ο ενθουσιασμός του για τα Μαθηματικά αποτέλεσαν για εμένα πηγή ε-
μπνεύσεως και ενθαρρύνσεως.
(β) Στον κύριο Ulrich Görtz. Κατά το Εαρινό Εξάμηνο τού 2018 είχα την τύχη να
διδαχθώ από αυτόν στο Τμήμα Μαθηματικών τού Πανεπιστημίου τού Essen τής

137Για καλύτερο «πάτημα» συνιστάται η χρήση τού «select tool» που επιλέγεται (συνήθως) με δεξί κλικ.
138Π.χ., εάν κανείς εργάζεται με τον Adobe Acrobat Reader DC, αρκεί να πατήσει προς τούτο (ταυτοχρόνως) τα

πλήκτρα Alt + Left Arrow (ή, εναλλακτικώς, το κουμπί με την ένδειξη Previous View). Ανάλογες εντολές υφίστανται
και για άλλους pdf readers, όπως τους Pdfexchange Viewer, Sumatra PDF, Foxit PDF Reader, Gaaiho Reader κ.ά.

139Με check ή uncheck στο τέλος των ενεργειών: view Ñ page display Ñ show cover page in two page view (Ado-
be Acrobat Reader DC), view Ñ page layout Ñ show cover page in facing mode (Pdfexchange Viewer), προβολή Ñ

αντικριστές σελίδες (Sumatra PDF), view Ñ separate cover page (Foxit PDF Reader), separate cover page (Gaaiho
Reader, στην κάτω μπάρα), κ.λπ.

140Βλ. Α. Συρόπουλου: Ψηφιακή τυπογραφία με το XeLaTeX, εκδόσεις «Επίκεντρο», 2010, και Α. Δήμου & Α. Συρό-
πουλου: Το XeLaTeX για αρχάριους, εκδόσεις «Κλειδάριθμος», 2020.
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Hn(´) ο n-οστός συναρτητής συνομολογίας

Compcoch(ModR) ù ModR . . . . . . . . . . . . . . . . . 474
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σχηματιζόμενος μέσω ενός αλυσωτού μετασχημα-
τισμού M‚ ÝÑ M1

‚ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 480
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νταλλοίωτος συναρτητής ο επεκτείνων έναν ανταλ-
λοίωτο R-γραμμικό F : ModR ù ModR . . . . . 481



lxvi ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΚΥΡΙΟΤΕΡΩΝ ΣΥΜΒΟΛΩΝ

F(f‚)
‚ ο συναλυσωτός μετασχηματισμός F(M1
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σω ενός αλυσωτού μετασχηματισμού M‚ Ñ M1
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και g‚ P HomR(N‚,N1
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FL ο σταθερός συναρτητής C ù ModR που στέλνει κάθε αντικείμενο τής C να
απεικονισθεί σε έναν παγιωμένο R-μόδιο L και οιονδήποτε μορφισμό τής C
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(X,A) (ως προς την (H ‚, B‚)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703
H̃ n(X;R) n-οστός ανηγμένος R-μόδιος συνομολογίας τού τοπολογικού χώρου X

(ως προς την (H ‚, B‚)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 704
H̃ n(X,A;R) n-οστός ανηγμένος R-μόδιος συνομολογίας τού τοπολογικού ζεύγους

(X,A) (ως προς την (H ‚, B‚)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 705

Παράρτημα D

aff(A) η συσχετική θήκη (affine hull) ενός A Ď Rd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 709
conv(A) η κυρτή θήκη (convex hull) ενός A Ď Rd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 709
[x0, ..., xm] conv(tx0, ..., xmu), όπου το tx0, ..., xmu Ď Rd είναι ένα συσχετικώς ανεξάρ-

τητο σύνολο. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .711
sm m-διάστατο (κλειστό) μονόπλοκο (ή απλώς m-μονόπλοκο) [x0, ..., xm] με

κορυφές τα x0, ..., xm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 712
s̊m ανοικτό m-διάστατο μονόπλοκο με κορυφές τα x0, ..., xm . . . . . . . . . . . . . . 712
Vert(s) το σύνολο των κορυφών ενός m-μονοπλόκου s = sm . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713
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s1 ĺ s το s1 είναι μια πλευρά τού s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713
s1 ĺ s το s1 είναι μια γνήσια πλευρά τού s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713
conev(K) o κώνος ο οριζόμενος υπεράνω ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος K

(έχων ως κορυφή του το v P Rd+1∖Rd) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 714
Vert(K) το σύνολο των κορυφών ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος K . . . 714
dim(K) η διάσταση ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος K . . . . . . . . . . . . . . . . 714
|K| ο τοπ. χώρος ο υποκείμενος σε ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K . . 714
K(s) το σύνολο όλων των πλευρών ενός m-μονοπλόκου s = sm . . . . . . . . 715
χ(K) η συνδυαστική χαρακτηριστική Euler ενός διδιάστατου μονοπλεκτι-

κού συμπλέγματος K, με τη βοήθεια τού οποίου τριγωνίζεται μια συ-
μπαγής επιφάνεια . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 716

SComp η κατηγορία των μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων (με τις μονοπλεκτικές
απεικονίσεις ως μορφισμούς της) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 718

SComp[2] η κατηγορία των ζευγών μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων . . . . . . . . . . 718
dim(K ) η διάσταση ενός αφηρημένου μονοπλεκτικού συμπλέγματος K . . 720
K1 ˚ K2 η συναρμογή (join) δυο αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων

K1 και K2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .720
KVert(K) το διάσχημα κορυφών (vertex scheme) ενός (ευκλείδειου) μονοπλεκτι-

κού συμπλέγματος K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 720
|K | η γεωμετρική υλοποίηση ενός αφηρημένου μονοπλεκτικού συμπλέγ-

ματος K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 721
SCompabs. η κατηγορία των αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων (με τις

αφηρημένες μονοπλεκτικές απεικονίσεις ως μορφισμούς της) . . . . 722
SComp[2], abs. η κατηγορία ζευγών αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων 722
h : |K |

«
ÝÑ X τριγωνισμός ενός τοπολογικού χώρου X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .723

s = Jx0, ..., xmK ένα προσανατολισμένο (ευκλείδειο) μονόπλοκο s = sm με σύνολο κο-
ρυφών Vert(s) = tx0, ..., xmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 723

s = Jv0, ..., vmK ένα προσανατολισμένο αφηρημένο μονόπλοκο με σύνολο κορυφών
Vert(s) = tv0, ..., vmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 723

s´1 το αντιθέτως προς το s = Jx0, ..., xmK προσανατολισμένο μονόπλοκοJx1, x0, x2, ..., xmK (m ě 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 724
s
(j)
m´1 το πλευρικό (m ´ 1)-μονόπλοκο Jx0, ..., pxj , ..., xmK(´1)j τού m-

μονοπλόκου sm = Jx0, x1, ..., xmK, το οποίο αντίκειται στην κορυφή
xj , j P t0, 1, ...,mu, όπου m ě 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 724

Cn(K;R) ο μόδιος
À

␣

Rs/R(s+ s´1)
ˇ

ˇ s προσανατολισμένο n-μονόπλοκο τού K
(

των n-αλυσίδων ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματοςK με συντελεστές
ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 725

d
simpl.
n (= d

simpl.
K,n ) o ομομορφισμός Cn(K;R) Ñ Cn´1(K;R) ο οριζόμενος μέσω τού τύ-

που s ÞÑ
n
ř

i=0

(´1)i Jx0, ..., pxi, ..., xnK (όπου s = Jx0, ..., xnK) επί των

γεννητόρων τού Cn(K;R) και μέσω γραμμικής επεκτάσεως επί ολο-
κλήρου τού Cn(K;R) όταν n ě 1, ενώ d

simpl.
n := 0 όταν n ď 0 . . . . 725

Cn(φ;R) ο ομομορφισμός R-μοδίων Cn(K;R) Ñ Cn(L;R) ο επαγόμενος από
μια μονοπλεκτική απεικόνιση φ : K Ñ L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 726

C‚(K,K
1;R) το (σχετικό) μονοπλεκτικό αλυσωτό σύμπλοκο τού ζεύγους (K,K 1) με

συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 727
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Toptriang. η κατηγορία των τριγωνίσιμων τοπολογικών χώρων (ήτοι των τοπολο-
γικών πολυέδρων) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730

Topabs.
triang. η κατηγορία των τριγωνίσιμων τοπολογικών χώρων μέσω αφηρημένων

μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730
Topfin.triang. η κατηγορία των πεπερασμένως τριγωνίσιμων τοπ. χώρων . . . . . . . 730
Topabs.

fin.triang. η κατηγορία των πεπερασμένως τριγωνίσιμων τοπολογικών χώρων μέ-
σω αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730

Top
[2]
triang. η κατηγορία των ζευγών τριγωνίσιμων τοπολογικών χώρων (ήτοι των

πολυεδρικών τοπολογικών ζευγών) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730
Top

[2],abs.
triang. , η κατηγορία των ζευγών τριγωνίσιμων τοπολογικών χώρων μέσω αφη-

ρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .730
Top

[2],abs.
fin.triang. η κατηγορία των ζευγών πεπερασμένως τριγωνίσιμων τοπολογικών

χώρων μέσω αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων . . . . . . . . . 730
H

simpl.
n (X;R) n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής ομολογίας ενός τριγωνίσιμου τοπολο-

γικού χώρου X με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . 730
Z

simpl.
n (X;R) ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-κυκλημάτων ενός τέτοιου X . . . 730

B
simpl.
n (X;R) ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-συνόρων ενός τέτοιου X . . . . . . . 730

H
simpl.
n (X,A;R) n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής ομολογίας τού (X,A) με συντελεστές

ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 731
Z

simpl.
n (X,A;R) ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-κυκλημάτων τού (X,A) . . . . . . . . 731

B
simpl.
n (X,A;R) ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-συνόρων τού (X,A) . . . . . . . . . . . 731

(H
simpl.
‚ , B

simpl.
‚ ) μονοπλεκτική R-θεωρία ομολογίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733

Hn
simpl.(X;R) n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής συνομολογίας ενός τριγωνίσιμου τοπο-

λογικού χώρου X με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . 735
Hn

simpl.(X,A;R) n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής συνομολογίας τού (X,A) με συντελε-
στές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 735

(H‚
simpl., B

‚
simpl.) μονοπλεκτική R-θεωρία συνομολογίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 735

eqj (0, 0, ..., 0, 1
loomoon

(j+1)-θέση

, 0, ..., 0, 0) P Rq+1 (q P N0, j P t0, ..., qu) . . . . . 736

∆q το θεμελιακό q-μονόπλοκο conv(teq0, e
q
1, ..., e

q
qu) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 736

Vn(X) tσ : ∆n ÝÑ X|σ ιδιάζον n-μονόπλοκο εντός τού Xu, όπου X τυχών
τοπολογικός χώρος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 738

Sn(X;R) μόδιος των n-αλυσίδων τυχόντος τοπολογικού χώρου X με συντελε-
στές ειλημμένους από τον R (που ισούται με τον FrR(Vn(X)) όταν
n P N0 και με έναν τετριμμένο R-μόδιο όταν n P Z∖N0) . . . . . . . . . 738

d sing.
n (= d sing.

X,n) o ομομορφισμός Sn(X;R) Ñ Sn´1(X;R) ο οριζόμενος μέσω τού τύ-

που Vn(X) Q σ ÞÑ
n
ř

i=0

(´1)i (σ˝δin) επί των γεννητόρων τού Sn(X;R)

και μέσω γραμμικής επεκτάσεως επί ολοκλήρου τού Sn(X;R) όταν
n ě 1, ενώ d sing.

n := 0 όταν n ď 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 738
Sn(f ;R) ο ομομορφισμός Sn(X;R) Ñ Sn(Y ;R) ο επαγόμενος μέσω μιας συ-

νεχούς απεικονίσεως f : X Ñ Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 739
S‚(X;R) το ιδιάζον αλυσωτό σύμπλοκο τυχόντος τοπολογικού χώρου X με συ-

ντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 741
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S‚(X,A;R) το (σχετικό) ιδιάζον αλυσωτό σύμπλοκο τυχόντος τοπολογικού ζεύγους
(X,A) με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 741

H sing.
n (X;R) n-οστός μόδιος ιδιάζουσας ομολογίαςHn(S‚(X;R)) τυχόντος τοπολο-

γικού χώρου X με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . 743
Zsing.
n (X;R) ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-κυκλημάτων τού X . . . . . . . . . . . . . . . . . 743

Bsing.
n (X;R) ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-συνόρων τού X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743

H sing.
n (X,A;R) n-οστός μόδιος ιδιάζουσας ομολογίαςHn(S‚(X,A;R)) ενός τοπολογι-

κού ζεύγους (X,A) με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . 743
Zsing.
n (X,A;R) ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-κυκλημάτων τού (X,A) . . . . . . . . . . . . . 744

Bsing.
n (X,A;R) ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-συνόρων τού (X,A) . . . . . . . . . . . . . . . . 744

H sing.
n (f) ο ομομορφισμός H sing.

n (X,A;R) Ñ H sing.
n (Y,B;R) ο επαγόμενος από

μια συνεχή απεικόνιση τοπολογικών ζευγών f : (X,A) Ñ (Y,B) . . 744
(H sing.

‚ , Bsing.
‚ ) ιδιάζουσα R-θεωρία ομολογίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 747

η : ∆1
«

ÝÑ I ο ομοιομορφισμός η((1 ´ t)e10 + te11) := t, @t P I . . . . . . . . . . . . . . . . .748
φHur
X,x0

ο ομομορφισμός π1(X,x0) Ñ H sing.
1 (X;Z) τού Hurewicz, ο οποίος

στέλνει κάθε κλάση ομοτοπίας [α]ομ.(= [α]ομ.
(I,t0,1u),X) καθενός βρόχου

α P Ω(X,x0) σχετικώς προς το t0, 1u να απεικονίζεται στο στοιχείο
α ˝ η +Bsing.

1 (X;Z) (όπου α ˝ η P Zsing.
1 (X;Z)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 749

Gab. η αβελιανοποίηση G/G1 μιας ομάδας G, όπου G1 συμβολίζει τη μετα-
θέτρια υποομάδα της . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 750

f
(ă)
n ο ομομορφισμός Cn(K;R) Ñ Sn(|K| ;R) ο οριζόμενος μέσω μιας δια-

τάξεως “ă” επί ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος K . . . . . . . . . . . . . 752
Hn(f

(ă)
‚ ) ο επαγόμενος ισομορφισμός H simpl.

n (|K| ;R)
–

ÝÑ H sing.
n (|K| ;R) . . . . 752

χ(X;R) χR(H
sing.
‚ (X;R)) =

ř

jě0(´1)j fr-rankR(H sing.
j (X;R)), ήτοι η χαρα-

κτηριστική Euler ενός τοπ. χώρου X ως προς μια Π.Κ.Ι. R . . . . . . . . 753
χ(X) η (συνήθης) χαρακτηριστική Euler χ(X;Z) ενός τοπολογικού χώρουX

ως προς την Π.Κ.Ι. Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753
bj(X) η ελεύθερη βαθμίδα fr-rankR(H sing.

j (X;Z)) τής j-οστής ομάδας ομολο-
γίας ενός τοπ. χώρου X , ήτοι ο j-οστός αριθμός Betti τού X . . . . . . 753

Sn(X;R) HomR(Sn(X;R), R), για κάθε n P Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755
S‚(X;R) (Sn(X;R), dnsing.)nPZ, όπου Sn(X;R) := HomR(Sn(X;R), R) . . . . 755
Hn

sing.(X;R) n-οστός μόδιος ιδιάζουσας συνομολογίας Hn(S‚(X;R)) ενός τοπολο-
γικού χώρου X με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . . . . . . 755

Sn(X,A;R) HomR(Sn(X,A;R), R) για κάθε n P Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755
S‚(X,A;R) (Sn(X,A;R), d

n
sing.)nPZ, όπου dnsing. := HomR(d

sing.
n+1, idR) . . . . . . . . . . 755

Hn
sing.(X,A;R) n-οστός μόδιος ιδιάζουσας συνομολογίαςHn(S‚(X,A;R)) ενός τοπο-

λογικού ζεύγους (X,A) με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . .755
(H‚

sing., B
‚
sing.) ιδιάζουσα R-θεωρία συνομολογίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755

ξ ˆ η το τοπολογικό συνομολογικό σταυρωτό γινόμενο των ξ P Hp
sing.(X;R)

και η P Hq
sing.(Y ;R), όπου X και Y τυχόντες τοπολογικοί χώροι . . . 756

ξ ⌣ η το κυαθώδες γινόμενο (cup product) εντός τούHp+q
sing. (X;R) των κλάσε-

ων ξ P Hp
sing.(X;R) και η P Hq

sing.(X;R), όπου X τυχών τοπολογικός
χώρος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 757

H˚
sing.(X;R) ο συνομολογικός (διαβαθμισμένος) δακτύλιος

À

jPN0

Hj
sing.(X;R) ενός το-

πολογικού χώρου X με συντελεστές ειλημμένους από τον R . . . . . . . 758
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ξ ⌢ η το σκεπώδες γινόμενο (cap product) εντός τούH sing.
p (X;R) των κλάσε-

ων ξ P Hq
sing.(X;R) και η P H sing.

n (X;R), όπου X τυχών τοπολογικός
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Δακτύλιοι και ακέραιες περιοχές

Τα πρώτα δύο κεφάλαια είναι προπαρασκευαστικά και περιλαμβάνουν σύντομες
υπομνήσεις εννοιών και θεωρητικών αποτελεσμάτων που διδάσκεται κανείς παρα-
κολουθώντας τις παραδόσεις τού μαθήματος1 με κωδικό αριθμό ΜΕΜ226 (στο παρόν
Πρόγραμμα Σπουδών τού Τμήματός μας). Εν πρώτοις περιγράφεται το πώς η κλά-
ση των περιοχών κυρίων ιδεωδών τοποθετείται μεταξύ τής κλάσεως των σωμάτων
και τής κλάσεως των περιοχών με μονοσήμαντη παραγοντοποίηση.

1.1 ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΙΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

1.1.1 Ορισμός. Με τον όρο δακτύλιος θα εννοείται πάντοτε ένας δακτύλιος
(R,+, ¨) με μοναδιαίο στοιχείο, ήτοι μια τριάδα αποτελούμενη από ένα μη κενό
σύνολοR και δύο εσωτερικές πράξεις “+” και “¨” οριζόμενες επ’ αυτού, που κα-
λούνται (και συμβολίζονται ως) πρόσθεση και πολλαπλασιασμός, αντιστοίχως,
ούτως ώστε
(i) το ζεύγος (R,+) να είναι μια αβελιανή ομάδα,
(ii) το ζεύγος (R, ¨) να είναι ένα μονοειδές, και
(iii) η “¨” να είναι τόσον εξ αριστερών όσον και εκ δεξιών επιμεριστική ως προς
την “+”, δηλαδή για κάθε a, b και c P R να ισχύει

a ¨ (b+ c) = a ¨ b+ a ¨ c, (a+ b) ¨ c = a ¨ c+ b ¨ c .

Το μεν ουδέτερο στοιχείο τής ομάδας (R,+) καλείται μηδενικό στοιχείο τού
(R,+, ¨) και σημειώνεται με το 0R, το δε ουδέτερο στοιχείο τού μονοειδούς (R, ¨)
καλείται μοναδιαίο στοιχείο τού (R,+, ¨) και σημειώνεται με το 1R.

1.1.2 Σημείωση. Για λόγους συντομίας, είθισται αντί τού a ¨ b να γράφουμε ab και
όταν ομιλούμε για κάποιον «δακτύλιο R», να υπονοούμε τη θεώρηση μιας τριάδας

1Βλ., π.χ., τις σημειώσεις παραδόσεων [18]. (Διευκρίνιση: Εκεί, μεταξύ άλλων, γίνεται θεώρηση και δακτυλίων χωρίς
μοναδιαίο στοιχείο, οπότε οι ορισμοί τού υποδακτυλίου, τού ιδεώδους αλλά και τού ομομορφισμού δακτυλίων είναι κατά
τι γενικότεροι εκείνων που παρατίθενται στα εδάφια 1.1.6, 1.3.1 και 1.2.25 τής παρούσας εργασίας.)

1
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(R,+, ¨) όπως στον ορισμό 1.1.1 χωρίς όμως και να τη σημειώνουμε. Επίσης, εάν2

n P N και εάν τα a1, . . . , an είναι στοιχεία ενός δακτυλίου R, τότε χρησιμοποιούμε
τις βραχυγραφίες

n
ř

i=1

ai := a1 + ¨ ¨ ¨ + an,
n
ś

i=1

ai := a1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an.

Επίσης, για κάθε στοιχείο a ενός δακτυλίου R και έναν n P N, θέτουμε

an := a ¨ a ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a ¨ a
looooooomooooooon

n φορές

και a0 := 1R. Προφανώς, aman = am+n και (am)
n
= amn για όλους τους φυσι-

κούς αριθμούς m,n.

1.1.3 Ορισμός. Ένας δακτύλιος R λέγεται μεταθετικός όταν η πράξη τού πολ-
λαπλασιασμού του είναι μεταθετική, δηλαδή όταν ab = ba για κάθε a, b P R.

1.1.4 Παραδείγματα. (i) Τα σύνολα Z,Q,R και C των ακεραίων, των ρητών, των
πραγματικών και των μιγαδικών αριθμών, αντιστοίχως, εφοδιασμένα με τις συνή-
θεις πράξεις τής προσθέσεως και τού πολλαπλασιασμού, αποτελούν τα πιο απλά
παραδείγματα μεταθετικών δακτυλίων.
(ii) Έστω m ένας φυσικός αριθμός ě 1. Η διμελής σχέση ισοτιμίας

a „m b ðñ
ορσ

[ο m διαιρεί τη διαφορά a´ b]

αποτελεί μια σχέση ισοδυναμίας επί τού συνόλου Z των ακεραίων. Για να δώσουμε
έμφαση στην εξάρτηση από το m συμβολίζουμε ως

. . . , [´2]m, [´1]m , [0]m, [1]m, [2]m, . . .

τις κλάσεις ισοδυναμίας των ακεραίων (ως προς την ‘‘„m ”) και ως Zm := Z/ „mτο
σύνολο των κλάσεων υπολοίπων (ή κλάσεων ισοτιμίας) των ακεραίων modulom). Tο
Zm γράφεται σε «ανηγμένη3 μορφή» ως ακολούθως4:

Zm := t[0]m , [1]m , . . . , [m´ 1]mu

και αποτελεί έναν μεταθετικό δακτύλιο (με το [1]m ως μοναδιαίο στοιχείο5) βάσει
των συνήθων πράξεων [a]m + [b]m := [a+ b]m και [a]m ¨ [b]m := [ab]m για κάθε

2Ως συνήθως, συμβολίζουμε ως N,N0 τα σύνολα των φυσικών και των μη αρνητικών ακεραίων αριθμών, αντιστοί-
χως.

3Τούτο σημαίνει ότι τα εντός των αγκίστρων αναγραφόμενα στοιχεία είναι σαφώς διακεκριμένα (ήτοι ανά δύο
διαφορετικά, αποκλείοντας την επανάληψη κάποιου εξ αυτών).

4Επειδή κάθε a P Z μπορεί να γραφεί υπό τη μορφή a = qm + r, όπου τα q και r είναι κατάλληλοι ακέραιοι
αριθμοί και 0 ď r ă m (ήτοι το r είναι το υπόλοιπο τής διαιρέσεως τού a διά τού m), λαμβάνουμε την ισότητα
[a]m = [r]m. Εξ αυτού συνάγεται ότι οι σαφώς διακεκριμένες κλάσεις ισοδυναμίας που διαθέτουμε είναι οι μόνον οι
[0]m, [1]m, . . . , [m ´ 1]m.

5Ότανm = 1, έχουμε [0]1 = [1]1 .
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ζεύγος (a, b) P Z ˆ Z.
(iii) Έστω n P N και έστω (R,+, ¨) τυχών δακτύλιος. Το σύνολο Matnˆn (R) των
τετραγωνικών πινάκων με εγγραφές ειλημμένες από τον R καθίσταται δακτύλιος
μέσω τής συνήθους προσθετικής και τής συνήθους πολλαπλασιαστικής πράξεως:

A + B : = (aij + bij)1ďi,jďn, AB :=

(
n
ÿ

k=1

ai kbk j

)
1ďi,jďn

,

για οιουσδήποτε A = (aij)1ďi,jďn και B = (bij)1ďi,jďn P Matnˆn (R) . Ο
Matnˆn (R) έχει ως μοναδιαίο στοιχείο του τον μοναδιαίο (nˆ n)-πίνακα

In :=


1R 0R ¨ ¨ ¨ 0R 0R
0R 1R ¨ ¨ ¨ 0R 0R

...
...

. . .
...

...
0R 0R ¨ ¨ ¨ 1R 0R
0R 0R ¨ ¨ ¨ 0R 1R

.
Σημειωτέον ότι ο δακτύλιος Matnˆn (R) δεν είναι κατ’ ανάγκην μεταθετικός, ακό-
μη και όταν ο ίδιος ο R είναι· εάν π.χ. ο R είναι μεταθετικός με 1R ‰ 0R, τότε ο
Mat2ˆ2 (R) δεν είναι μεταθετικός, αφού(

0R 1R
1R 0R

)(
1R 1R
0R 1R

)
=
(

0R 1R
1R 1R

)
‰

(
1R 1R
1R 0R

)
=
(

1R 1R
0R 1R

)(
0R 1R
1R 0R

)
.

(iv) Έστω X ένα μη κενό σύνολο και έστω R ένας δακτύλιος. Τότε το σύνολο των
απεικονίσεων RX := tαπεικονίσεις f : X ÝÑ Ru καθίσταται δακτύλιος μέσω των
«σημειακών» πράξεων

f + g : X ÝÑ R, x ÞÝÑ f(x) + g(x)

f ¨ g : X ÝÑ R, x ÞÝÑ f(x) ¨ g(x)

Ιδιαιτέρως, εάν X = t1, . . . , nu Ă N, τότε μπορούμε να ταυτίζουμε το RX με το
καρτεσιανό γινόμενο R ˆR ˆ ¨ ¨ ¨ ˆR ˆR

loooooooooooomoooooooooooon

n φορές

, το οποίο αποκτά τη δομή τού δακτυλίου

μέσω των πράξεων

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) ,

(x1, x2, . . . , xn) ¨ (y1, y2, . . . , yn) := (x1 ¨ y1, x2 ¨ y2, . . . , xn ¨ yn) ,

με ουδέτερο στοιχείο ως προς την πρόσθεση το (0R, . . . , 0R). Εξάλλου, δοθέντων n
αυθαιρέτως επιλεγμένων δακτυλίωνR1, R2, . . . , Rn μπορούμε να ορίσουμε τη δομή
ενός δακτυλίου επί τού καρτεσιανού ή (εξωτερικού) ευθέος γινομένου τους

n
ś

j=1

Rj := R1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆRn (1.1)

με τις ανάλογες πράξεις κατά παράγοντες. Ο δακτύλιος (1.1) έχει ως μοναδιαίο
στοιχείο του το (1R1

, . . . , 1Rn) και είναι μεταθετικός εάν και μόνον εάν καθένας
των παραγόντων του είναι μεταθετικός. Κατ’ αναλογίαν, εάν η (Rj)jPJ είναι μια



4 ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ ΚΑΙ ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΠΕΡΙΟΧΕΣ

μη κενή οικογένεια δακτυλίων, μπορούμε να ορίσουμε τη δομή δακτυλίου επί τού
ś

jPJ

Rj μέσω των πράξεων

(xj)jPJ + (yj)jPJ := (xj + yj)jPJ , (xj)jPJ ¨ (yj)jPJ := (xj ¨ yj)jPJ .

(vi) Εάν το R είναι ένα μονοσύνολο, τότε μπορεί να θεωρηθεί κατά τρόπο τετριμ-
μένο ως δακτύλιος και γι’ αυτό ονομάζεται τετριμμένος δακτύλιος. Σε αυτήν την
περίπτωση έχουμε προφανώς 0R = 1R.

(vii) Έστω R ένας μη τετριμμένος δακτύλιος. Το RN0 συμβολίζεται συνήθως ως
R[[X]] όταν λογίζεται ως ο δακτύλιος επίτυπων δυναμοσειρών (ή τύποις δυναμο-
σειρών) μιας απροσδιορίστου X με συντελεστές ειλημμένους από τον R. (Η πράξη
προσθέσεως ακολουθιών με όρους ανήκοντες στον R ορίζεται κατά συντεταγμένες
και η πράξη τού πολλαπλασιασμού ενελικτικώς, ενώ X := (0R, 1R, 0R, 0R, . . .) και
(a0, a1, a2, . . .) = a0 + a1X + a2X2 + ¨ ¨ ¨ + anXn + ¨ ¨ ¨ =:

ř8
i=0 aiXi.) Ο δακτύλιος

R[[X]] είναι μεταθετικός εάν και μόνον εάν ο R είναι μεταθετικός. Επιπροσθέτως, ο
R[[X]] έχει ως μοναδιαίο του στοιχείο το (1R, 0R, 0R, . . .).

1.1.5 Πρόταση. Έστω R ένας δακτύλιος. Tότε ισχύουν τα εξής:
(i) 0R a = a 0R = 0R, για όλα τα a P R.

(ii) (´a) b = a (´b) = ´(a b), για όλα τα a, b P R.

(iii) (´a) (´b) = a b, για όλα τα a, b P R.

(iv) Για m,n P N και για οιαδήποτε στοιχεία a1, . . . , am, b1, . . . , bn τού R έχουμε(
m
ř

j=1

aj

) (
n
ř

k=1

bk

)
=

m
ř

j=1

n
ř

k=1

aj bk .

(v) Εάν για οιαδήποτε a P R και n P Z χρησιμοποιήσουμε τη βραχυγραφία

na :=

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

a+ a+ ¨ ¨ ¨ + a+ a
looooooooooomooooooooooon

n-φορές
, όταν n ą 0

(´a) + (´a) + ¨ ¨ ¨ + (´a) + (´a)
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

(´n)-φορές
, όταν n ă 0

0R , όταν n = 0

από τη θεωρία των προσθετικών αβελιανών ομάδων, τότε (na) b = a (nb) = n(a b)

για όλα τα n P Z και όλα τα a, b P R.

(vi) Εάν ο δακτύλιος R διαθέτει περισσότερα τού ενός στοιχεία, τότε 1R ‰ 0R.

Αποδειξη. (i) 0R a = (0R + 0R) a = 0R a + 0R a ùñ 0R a = 0R. Ομοίως δείχνει
κανείς ότι a 0R = 0R.

(ii) Προφανώς,

a b+ a (´b) = a (b+ (´b)) = a 0R = 0R ùñ a (´b) = ´(a b).

Η δεύτερη ισότητα αποδεικνύεται με ανάλογο τρόπο.
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(iii) Προφανώς, (´a) (´b) = ´(´a) b = ´(´(a b)) = a b [ύστερα από διπλή εφαρ-
μογή τής (ii)].
(iv) Θεωρούμε το m ως παγιωμένο και χρησιμοποιούμε μαθηματική επαγωγή ως
προς τον n. Για n = 1 η ανωτέρω ισότητα γράφεται ως

(a1 + ¨ ¨ ¨ + am) b1 = a1b1 + ¨ ¨ ¨ + amb1

και είναι αληθής λόγω τής επιμεριστικής ιδιότητας τού πολλαπλασιασμού τού R ως
προς την πρόσθεση. Ας υποθέσουμε ότι, για δοθέντες m,n, ισχύει η ισότητα(

m
ř

j=1

aj

) (
n
ř

k=1

bk

)
=

m
ř

j=1

n
ř

k=1

aj bk.

Εφαρμόζοντας εκ νέου την επιμεριστική ιδιότητα, σε συνδυασμό με την επαγωγική
μας υπόθεση, λαμβάνουμε(

m
ř

j=1

aj

) (
n+1
ř

k=1

bk

)
=

(
m
ř

j=1

aj

) (
n
ř

k=1

bk + bn+1

)

=

(
m
ř

j=1

aj

) (
n
ř

k=1

bk

)
+

(
m
ř

j=1

aj

)
bn+1

=
m
ř

j=1

n
ř

k=1

aj bk +
m
ř

j=1

aj bn+1 =
m
ř

j=1

n+1
ř

k=1

aj bk.

(v) Τούτο έπεται άμεσα από το (iv).
(vi) Επί τη βάσει τής υποθέσεώς μας, R∖t0Ru ‰ ∅. Άρα για κάθε a P R∖t0Ru

έχουμε 1Ra = a, οπότε 1R ‰ 0R.

1.1.6 Ορισμός. Ένα μη κενό υποσύνολο S (τού υποκειμένου συνόλου R) ενός
δακτυλίου (R,+, ¨) καλείται υποδακτύλιος τού (R,+, ¨) όταν το S είναι κλειστό
ως προς αμφότερες τις πράξεις “+” και “¨” και καθίσταται αφ’ εαυτού δακτύλιος
(ως προς τον περιορισμό των εν λόγω πράξεων επ’ αυτού) με 1S = 1R.

1.1.7 Πρόταση. Ένα μη κενό υποσύνολο S ενός δακτυλίου R είναι υποδακτύλιος
τού R εάν και μόνον εάν ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες:

(i) 1R P S.

(ii) a´ b := a+ (´b) P S, για κάθε a, b P S.

(iii) ab P S, για κάθε a, b P S.

1.1.8 Παραδείγματα. (i) Ο δακτύλιος Z είναι υποδακτύλιος τού Q, ο Q υποδακτύ-
λιος τού R και ο R είναι υποδακτύλιος τού C.
(ii) Ο δακτύλιος των ακεραίων τού Gauss (ή «γκαουσιανών ακεραίων»)

Z[i] := ta+ bi | a, b P Zu Ř C (1.2)
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με πράξεις τις (συνήθεις πράξεις τού C):

(a+ bi) + (c+ di) := (a+ c) + (b+ d)i, (a+ bi) ¨ (c+ di) := (ac´ bd) + (ad+ bc)i,

όπου i η «φανταστική» μονάδα, είναι (μεταθετικός) υποδακτύλιος τού δακτυλίου
των μιγαδικών αριθμών, ενώ περιέχει τον Z ως υποδακτύλιό του. Γενικότερα, το

Z[
?
m] := ta+ b

?
m | a, b P Zu Ř C (1.3)

όπου το m P Z δεν είναι τέλειο τετράγωνο (δηλαδή
a

|m| R Q), καθίσταται υποδα-
κτύλιος τού R, όταν m P N, και υποδακτύλιος τού C, όταν m P Z∖N0, καθότι για
οιουσδήποτε a+ b

?
m, a1 + b1

?
m P Z[

?
m], έχουμε6

#

(a+ b
?
m) ´ (a1 + b1

?
m) = (a´ a1) + (b´ b1)

?
m P Z[

?
m],

(a+ b
?
m) (a1 + b1

?
m) = (aa1 + bmb1) + (ab1 + ba1)

?
m P Z[

?
m].

(iii) Κάθε δακτύλιος R έχει πάντοτε ως υποδακτυλίους τον εαυτό του και τον τε-
τριμμένο υποδακτύλιο t0Ru. Ένας υποδακτύλιος S ενός δακτυλίου R με S Ř R

λέγεται γνήσιος υποδακτύλιος τού R.
(iv) Εάν R είναι ένας μη τετριμμένος δακτύλιος, τότε το υποσύνολο

R[X] Ř R[[X]]

το απαρτιζόμενο από όλα τα πολυώνυμα (ως προς την απροσδιόριστο X) με συ-
ντελεστές ειλημμένους από τονR αποτελεί έναν υποδακτύλιο τού δακτυλίουR[[X]].
(Βλ. 1.1.4 (vii).)

1.1.9 Σημείωση. Έστω S ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίουR.Εάν οR είναι μετα-
θετικός, τότε είναι προφανές ότι και οS είναι μεταθετικός. Ωστόσο, εάν οR είναι μη
μεταθετικός και ο S γνήσιος υποδακτύλιός του, ο S ενδέχεται να είναι μεταθετικός,
όπως, π.χ., συμβαίνει στην περίπτωση όπου

S :=
!(

a b
c d

)
P R

ˇ

ˇ

ˇ
b = c = 0

)

, R := Mat2ˆ2(Z).

1.1.10 Πρόταση. Εάν η (Sj)jPJ είναι μια μη κενή οικογένεια υποδακτυλίων ενός
δακτυλίου R, τότε η τομή

Ş

jPJ

Sj αποτελεί έναν υποδακτύλιο τού R.

6Η δευτεροβάθμια εξίσωση z2 ´m = 0, z P C, έχει δύο λύσεις. Εάνm ą 0, τότε αυτές είναι οι ˘
?
m P R. Εάν

m ă 0, τότε αυτές είναι οι ˘i
?

´m P C. Προσοχή! Γράφοντας απλώς Z[
?
m], στην περίπτωση όπου m ă 0,

ορίζουμε ως
?
m τον μιγαδικό αριθμό i

?
´m και λαμβάνουμε

?
m

?
m = (i

?
´m)(i

?
´m) = i

2
(
?

´m)
2
= (´1)(´m) = m

χρησιμοποιώντας τον συνήθη πολλαπλασιασμό εντός τού C. Ο ανωτέρω σύντομος φορμαλιστικός συμβολισμός δεν θα
πρέπει να μας οδηγεί σε επιπόλαια συμπεράσματα. Επί παραδείγματι, η ρίζα τού γινομένου δυο θετικών πραγματικών
αριθμών ισούται με το γινόμενο των ριζών αυτών (εντός τού R). Τούτο δεν γενικεύεται για τον εν λόγω φορμαλιστικό
συμβολισμό όταν m ă 0. Εν προκειμένω, ´m =

a

(´m)(´m) =
?
m ¨ m ‰

?
m

?
m = m.
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Αποδειξη. Προφανώς, 1R P
Ş

jPJ

Sj , οπότε η τομή αυτή, συν τοις άλλοις, δεν είναι

κενή. Εάν a, b P
Ş

jPJ

Sj , τότε

[a, b P Sj , @j P J ] ùñ [a´ b P Sj , @j P J ] ùñ a´ b P
Ş

jPJ

Sj

και
[a, b P Sj , @j P J ] ùñ [ab P Sj , @j P J ] ùñ ab P

Ş

jPJ

Sj .

Άρα η
Ş

jPJ

Sj είναι όντως ένας υποδακτύλιος τού R. (Βλ. πρόταση 1.1.7).

1.1.11 Ορισμός. Έστω R ένας δακτύλιος. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει κάποιος
m P N με την ιδιότητα

ma = 0R, @a P R.

Εάν ο n P N είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός με αυτήν την ιδιότητα, τότε ο n
λέγεται χαρακτηριστική τού δακτυλίου R. Εάν δεν υπάρχει κανένας m P N με
την ανωτέρω ιδιότητα, τότε λέμε ότι ο δακτύλιος R έχει χαρακτηριστική 0.

1.1.12 Παραδείγματα. (i) Οι Z,Q,R και C έχουν χαρακτηριστική 0.

(ii) O Zm έχει χαρακτηριστική m.
(iii) Η χαρακτηριστική τού πολυωνυμικού δακτυλίουR[X] (βλ. 1.1.8 (iv)) ισούται με
εκείνην τού R.

1.2 ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΚΑΙ ΣΩΜΑΤΑ

1.2.1 Ορισμός. Έστω R ένας δακτύλιος. Ένα στοιχείο a P R∖t0Ru καλεί-
ται δεξιός (και αντιστοίχως, αριστερός) μηδενοδιαιρέτης όταν υπάρχει ένα
b P R∖ t0Ru (αντ. c P R∖t0Ru), τέτοιο ώστε ba = 0R (και αντιστοίχως, ac = 0R).
Ένα στοιχείο τού7 R∖t0Ru καλείται αμφίπλευρος μηδενοδιαιρέτης ή απλώς μη-
δενοδιαιρέτης όταν αυτό είναι ταυτοχρόνως και δεξιός και αριστερός μηδενο-
διαιρέτης. Το σύνολο όλων των μηδενοδιαιρετών ενός δακτυλίουR θα συμβολί-
ζεται ως Zdv(R) .

1.2.2 Παράδειγμα. Στον Mat2ˆ2 (R) , όπου R ένας δακτύλιος, έχουμε(
0R 0R
1R 0R

)
P Zdv (Mat2ˆ2 (R))

διότι (
1R 0R
0R 0R

)(
0R 0R
1R 0R

)
=
(

0R 0R
0R 0R

)
,

7Προσοχή! Ορισμένοι συγγραφείς συγκαταλέγουν και το 0R στους μηδενοδιαιρέτες τούR (χαρακτηρίζοντάς το ως
τον «τετριμμένο» μηδενοδιαιρέτη τού R). Ωστόσο, τούτη η σύμβαση δεν θα υιοθετηθεί εδώ!
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και (
0R 0R
1R 0R

)(
0R 0R
0R 1R

)
=
(

0R 0R
0R 0R

)
.

1.2.3 Παρατήρηση. Στους μεταθετικούς δακτυλίους κάθε αριστερός μηδενοδιαιρέ-
της είναι δεξιός και αντιστρόφως. Ως εκ τούτου, δεν χρειάζεται να γίνεται διάκριση
μεταξύ των δύο αυτών εννοιών.

1.2.4 Πρόταση. Στον δακτύλιο Zm, m ě 1, έχουμε

Zdv (Zm) = t[k]m P Zm | 1 ď k ď m´ 1, μκδ (k,m) ą 1u

Αποδειξη. Όταν m = 1, η ισότητα είναι προφανής, αφού Zdv(Zm) = ∅. Από εδώ
και στο εξής θα υποθέτουμε ότι m ě 2.

‘‘ Ě ” Έστω [k]m P Zm, όπου 1 ď k ď m´ 1, με d := μκδ(k,m) ą 1. Τότε

[k]m ([m/d]m) = [km/d]m = [(k/d)m]m = [k/d ]m [m]m

= [k/d ]m [0]m = [0]m ùñ [k]m P Zdv (Zm) .

‘‘ Ď ” Αυτό θα προκύψει άμεσα από την κάπως γενικότερη πρόταση 1.2.14.

1.2.5 Πρόταση (Νόμος διαγραφής). Έστω R ένας δακτύλιος. Τότε ο R δεν έχει
δεξιούς μηδενοδιαιρέτες εάν και μόνον εάν για όλα τα στοιχεία a, b P R και όλα τα
c P R∖ t0Ru ισχύει ο εξής νόμος τής διαγραφής:

ca = cb ùñ a = b.

Κατ’ αναλογίαν, ο R δεν έχει αριστερούς μηδενοδιαιρέτες εάν και μόνον εάν για
όλα τα στοιχεία a, b P R και όλα τα c P R∖ t0Ru ισχύει ο ακόλουθος νόμος τής
διαγραφής:

ac = bc ùñ a = b.

Κατά συνέπειαν, ο R δεν έχει ούτε δεξιούς ούτε αριστερούς μηδενοδιαιρέτες εάν
και μόνον εάν για όλα τα στοιχεία a, b P R και όλα τα c P R∖ t0Ru ισχύει ο εξής
νόμος τής διαγραφής:

[ca = cb ή ac = bc] ùñ a = b.

(Στους μεταθετικούς δακτυλίους οι δύο πρώτοι νόμοι διαγραφής ενσωματώνονται
προδήλως σε έναν.)

Αποδειξη. Εάν ο R είναι ένας δακτύλιος χωρίς δεξιούς (και αντιστοίχως, χωρίς
αριστερούς) μηδενοδιαιρέτες και c P R∖ t0u , τότε η ισότητα ca = cb (και αντι-
στοίχως, η ισότητα ac = bc) γράφεται ως c(a ´ b) = 0R (και αντιστοίχως, ως
(a´b)c = 0R), πράγμα που σημαίνει ότι a´b = 0R, δηλαδή a = b.Και αντιστρόφως·
προϋποθέτοντας την ισχύ τού πρώτου (και αντιστοίχως, τού δεύτερου) εκ των νόμων
τής διαγραφής, αρκεί να δείξουμε ότι για οιαδήποτε στοιχεία c, d P R, η cd = 0R
σημαίνει ότι [c ‰ 0R ùñ d = 0R] (και αντιστοίχως, ότι [d ‰ 0R ùñ c = 0R]). Πράγ-
ματι· εάν c ‰ 0R, τότε έχουμε cd = 0R = c ¨ 0R, οπότε από τον πρώτο νόμο τής
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διαγραφής λαμβάνουμε d = 0R, ενώ εάν d ‰ 0R, τότε η cd = 0R = 0R ¨ d μας δίδει
(κατ’ αναλογίαν, μέσω τού δεύτερου νόμου τής διαγραφής) c = 0R.

1.2.6 Παράδειγμα. Στον δακτύλιο Z6 δεν ισχύει ο νόμος τής διαγραφής. (Σημειωτέ-
ον ότι [2]6 [3]6 = [6]6 = [0]6 , οπότε οι [2]6 και [3]6 είναι μηδενοδιαιρέτες. Μάλιστα,
σύμφωνα με την πρόταση 1.2.4, Zdv(Z6) = t[2]6 , [3]6 , [4]6u.)

1.2.7 Ορισμός. Έστω R ένας δακτύλιος με8 1R ‰ 0R. Ένα στοιχείο a P R κα-
λείται εξ αριστερών (και αντιστοίχως, εκ δεξιών) αντιστρέψιμο όταν Db P R (και
αντιστοίχως, Dc P R), τέτοιο ώστε ba = 1R (και αντιστοίχως, ac = 1R). Ένα
τέτοιο b P R (αντ. c P R) λέγεται αριστερό (και αντιστοίχως, δεξιό) αντίστρο-
φο9 τού a. Ένα στοιχείο τού R καλείται αμφιπλεύρως αντιστρέψιμο ή απλώς
αντιστρέψιμο όταν αυτό είναι ταυτοχρόνως και εξ αριστερών και εκ δεξιών α-
ντιστρέψιμο. Το σύνολο όλων των αντιστρεψίμων στοιχείων ενός μη τετριμμένου
δακτυλίου R θα συμβολίζεται ως Rˆ.

1.2.8 Πρόταση. Έστω R ένας μη τετριμμένος δακτύλιος και έστω a P Rˆ. Εάν το
a διαθέτει το b ως ένα αριστερό αντίστροφό του και το c ως ένα δεξιό αντίστροφό
του, τότε b = c.

Αποδειξη. Χρησιμοποιώντας τις ισότητες ba = 1R = ac συμπεραίνουμε άμεσα ότι
c = 1Rc = (ba)c = b(ac) = b 1R = b.

1.2.9 Συμβολισμός. Έστω R ένας μη τετριμμένος δακτύλιος και έστω a P Rˆ. Τότε
υπάρχει κάποιο στοιχείο τού R, ας το πούμε b, τέτοιο ώστε ba = 1R = ab (επί τη
βάσει τού ορισμού 1.2.7 και τής προτάσεως 1.2.8). Το b είναι το μόνο στοιχείο τού
R που πληροί αυτήν την ιδιότητα, διότι για οιοδήποτε b1 P R με b1a = 1R = ab1

έχουμε b = b1 (αφού το b είναι αριστερό αντίστροφο και το b1 δεξιό αντίστροφο τού
a και τανάπαλιν). Αυτό το b καλείται αντίστροφο στοιχείο τού a και θα συμβολίζεται
εφεξής ως a´1. (Προφανώς, 1´1

R = 1R, t˘1Ru Ď Rˆ, 0R R Rˆ και για κάθε a P Rˆ

έχουμε ´a P Rˆ με (´a)´1 = ´a´1.) Επίσης, για κάθε στοιχείο a P Rˆ και κάθε
n P N, θα γράφουμε εν συντομία a´n := (a´1)n. (Πρβλ. 1.1.2).

1.2.10 Πρόταση. ΕάνR είναι ένας μη τετριμμένος δακτύλιος, τότε το ζεύγος (Rˆ, ¨)

αποτελεί μια πολλαπλασιαστική ομάδα.

Αποδειξη. Επειδή 1R P Rˆ, έχουμε Rˆ ‰ ∅. Επιπροσθέτως, για οιαδήποτε στοι-
χεία a, b P Rˆ έχουμε(

b´1a´1
)
ab = 1R = ab

(
b´1a´1

)
ñ (ab)

´1
= b´1a´1 ñ ab P Rˆ

8Η συνθήκη 1R ‰ 0R ισοδυναμεί με το ότι ο R δεν είναι τετριμμένος (βλ. 1.1.4 (vi)). Πράγματι· εάν 1R = 0R,
τότε για κάθε a P R έχουμε a = 1R ¨a = 0R ¨a = 0R, οπότε οR οφείλει να είναι τετριμμένος. Το αντίστροφο είναι
προφανές.

9Προσοχή! Η ύπαρξη ενός αριστερού αντιστρόφου ενός a P R δεν εγγυάται αυτομάτως την ύπαρξη κάποιου δεξιού
αντιστρόφου του και τανάπαλιν. Επίσης, δεν αποκλείεται ένα παγιωμένο a P R να διαθέτει δεξιά (και αντιστοίχως,
αριστερά) αντίστροφα περισσότερα τού ενός. Τούτα (όπως δείχνεται στα εδάφια 1.2.8 και 1.2.9) αλλάζουν άρδην όταν
περιοριζόμαστε στα (αμφιπλεύρως) αντιστρέψιμα στοιχεία.
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(με (ab)
´1

= b´1a´1) και

a´1a = 1R = aa´1 ñ a´1 P Rˆ.

Κατά συνέπειαν, το ζεύγος (Rˆ, ¨) αποτελεί μια πολλαπλασιαστική ομάδα (με το 1R
ως ουδέτερο στοιχείο της).

1.2.11 Ορισμός. Έστω R ένας μη τετριμμένος δακτύλιος. Η ομάδα Rˆ καλείται
ομάδα των αντιστρεψίμων στοιχείων τού R.

1.2.12 Σημείωση. (i) HRˆ είναι δυνατόν να είναι αβελιανή ακόμη και όταν οR δεν
είναι μεταθετικός.
(ii) Άλλοτε ηRˆ έχει πεπερασμένη τάξη, όπως στην περίπτωση θεωρήσεως τού δα-
κτυλίου R = Zm, m ě 2, με Zˆ

m = t[k]m P Zm | 1 ď k ď m´ 1, μκδ (k,m) = 1u

και |Zˆ
m| = ϕ (m) , όπου ϕ η συνάρτηση τού Euler, και άλλοτε άπειρη. Επί πα-

ραδείγματι, η Z[
?
2]ˆ =

␣

˘(1 +
?
2)k | k P Z

(

είναι άπειρη αριθμήσιμη και η
(Matnˆn (R))ˆ

(=: GLn (R)) άπειρη υπεραριθμήσιμη.
(iii) Εάν ο S είναι ένας μη τετριμμένος υποδακτύλιος ενός δακτυλίου R, τότε
Sˆ Ď Rˆ X S, χωρίς να αποκλείεται ο εγκλεισμός να είναι αυστηρός. Επί παρα-
δείγματι, όταν R = R και S = Z, τότε 2 P Rˆ = R∖t0u αλλά 2 R Sˆ = t˘1u.

1.2.13 Ορισμός. Ένα στοιχείο a ενός δακτυλίου R λέγεται μηδενοδύναμο όταν
ισχύει an = 0R για κάποιον n P N. Το σύνολο όλων των μηδενοδυνάμων στοι-
χείων τού R θα συμβολίζεται ως Nil(R) . (Ως δείκτης ενός a P Nil(R) ορίζεται ο
ν := min tn P N| an = 0Ru .)

1.2.14 Πρόταση. Για κάθε μη τετριμμένο δακτύλιο R ισχύουν οι εγκλειστικές σχέ-
σεις:

t1Ru Ď Rˆ Ď R∖Zdv(R) Ď (R∖Nil(R)) Y t0Ru Ď R

και
Nil(R)∖ t0Ru Ď Zdv (R) Ď R∖Rˆ Ď R.

Αποδειξη. Έστω τυχόν στοιχείο a P Nil(R)∖ t0Ru . Εάν το a έχει δείκτη ν, τότε
(προφανώς) aν´1 ‰ 0R και aν = aν´1 a = a aν´1 = 0R ùñ a P Zdv (R) . Έστω
τώρα ότι b P Zdv(R) , δηλαδή ότι υπάρχουν c, d P R∖t0Ru με cb = bd = 0R. Εάν
υποθέσουμε ότι b P Rˆ, τότε θα υπάρχουν e, g P R, τέτοια ώστε eb = bg = 1R.

Αυτό όμως μας οδηγεί σε ένα άτοπο συμπέρασμα, αφού

0R = (0R) g = (cb) g = c (bg) = c (1R) = c, ή
0R = e (0R) = e (bd) = (eb) d = (1R) d = d .

Επομένως, Zdv(R)XRˆ = ∅.Οι λοιπές εγκλειστικές σχέσεις είναι προφανείς.
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1.2.15 Ορισμός. (i) ’Ενας μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος R καλείται α-
κεραία περιοχή10 όταν Zdv(R) = ∅.
(ii) Κάθε μη τετριμμένος δακτύλιος R με Rˆ = R∖ t0Ru καλείται διαιρετικός11

δακτύλιος ή στρεβλό σώμα12.
(iii) Κάθε μεταθετικός διαιρετικός δακτύλιος καλείται σώμα.

1.2.16 Παραδείγματα. (i) Οι δακτύλιοι Q,R και C αποτελούν σώματα. Από την άλ-
λη μεριά, όπως είδαμε στα 1.1.4 (ii) και 1.2.2, ο δακτύλιος Mat2ˆ2 (R) , όπου το R
είναι ένας εκ των Z,Q,R,C, δεν μπορεί να είναι ούτε καν ακεραία περιοχή.
(ii) Ο δακτύλιος Z[

?
m] (βλ. (1.3)), όπου το m P Z δεν είναι τέλειο τετράγωνο (δη-

λαδή
a

|m| R Q), αποτελεί μια ακεραία περιοχή. Μάλιστα, στην περίπτωση όπου
το m στερείται τετραγώνων13, λέμε ότι ο Z[

?
m] είναι η τετραγωνική αριθμητική

περιοχή η αντιστοιχιζόμενη στον m.
(iii) ΈστωHR :=

␣

a I + b i + c j + d k
ˇ

ˇ (a, b, c, d) P R4
(

ο υποδακτύλιος τού δακτυ-
λίου Mat2ˆ2 (C) ο οριζόμενος μέσω των πραγματικών γραμμικών συνδυασμών των
τεσσάρων πινάκων

I := I2 =

(
1 0

0 1

)
, j :=

(
i 0

0 ´i

)
, k :=

(
0 1

´1 0

)
, i := jk =

(
0 i

i 0

)
.

Ο HR γράφεται ως εξής:

HR =

#(
a+ bi c+ di

´c+ di a´ bi

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(a, b, c, d) P R4

+

.

Ο HR έχει το 1Mat2ˆ2(C) = I ως μοναδιαίο του στοιχείο. Ωστόσο, δεν είναι μεταθε-
τικός, διότι π.χ. i ‰ ´i = k j. Θεωρώντας ένα στοιχείο του(

a+ bi c+ di

´c+ di a ´ bi

)
‰

(
0 0

0 0

)
,

ένας τουλάχιστον εκ των a, b, c, d οφείλει να είναι ‰ 0, πράγμα που σημαίνει ότι και
η ορίζουσά του, η οποία ισούται με a2 + b2 + c2 + d2, θα είναι ‰ 0. Προφανώς, ο
αντίστροφός του πίνακας

1

a2 + b2 + c2 + d2

(
a ´ bi ´c ´ di

c ´ di a+ bi

)
P (Mat2ˆ2 (C))ˆ

ανήκει στην ομάδα Hˆ
R . Άρα ο HR αποτελεί έναν διαιρετικό δακτύλιο14, ο οποίος

ονομάζεται στρεβλό σώμα των τετρανίων υπεράνω τού σώματος R.

10Προφανώς, ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιοςR είναι ακεραία περιοχή εάν και μόνον εάν σε αυτόν ισχύει
ο νόμος τής διαγραφής (βλ. πρόταση 1.2.5) ή, ισοδυνάμως, εάν και μόνον εάν από την ισότητα ab = 0R (όπουa, b P R)
έπεται κατ’ ανάγκην ότι είτε a = 0R είτε b = 0R.

11Η ονομασία «διαιρετικός δακτύλιος» (ή «δακτύλιος με διαίρεση») προέρχεται από το γεγονός τού ότι σε τέτοιου
είδους δακτυλίους ορίζεται πάντοτε το ab´1, για κάθε a P R και b P R∖t0Ru.

12Προφανώς, ο πληθικός αριθμός τού υποκειμένου συνόλου μιας ακεραίας περιοχής ή ενός στρεβλού σώματος R
είναι ě 2 (αφού περιέχει τόσον το 1R όσον και το 0R(‰ 1R)).
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1.2.17 Πρόταση. Κάθε μη τετριμμένος υποδακτύλιος S μιας ακεραίας περιοχής R
είναι ακεραία περιοχή.

Αποδειξη. Επειδή S Ď R, έχουμε 1S = 1R και Zdv(S) Ď Zdv(R) = ∅.

1.2.18 Πόρισμα. Κάθε μη τετριμμένος υποδακτύλιος S ενός σώματος K είναι ακε-
ραία περιοχή. (Eιδικότερα, κάθε σώμα είναι ακεραία περιοχή.)

1.2.19 Παράδειγμα. Υπάρχουν ακέραιες περιοχές που δεν είναι σώματα. Τα απλού-
στερα παραδείγματα μας τα παρέχουν ο δακτύλιος Z των ακεραίων (με τις συνήθεις
πράξεις), αφού Zdv(Z) = ∅ και Zˆ = t´1,+1u Ř Z∖t0u, και ο δακτύλιος Z[i] των
ακεραίων τού Gauss, αφού Zdv(Z[i]) = ∅ και

Z[i]ˆ = t´1,+1,´i, iu Ř Z[i]∖t0u.

Από την άλλη μεριά, για πεπερασμένους μεταθετικούς δακτυλίους με 1R ‰ 0R οι
έννοιες ακεραία περιοχή και σώμα ταυτίζονται. (Bλ. πρόταση 1.2.22).

1.2.20 Σημείωση. (i) Εάν R είναι μια ακεραία περιοχή και ο S υποδακτύλιός της,
ο οποίος συμβαίνει να είναι ακεραία περιοχή ως προς τις ίδιες πράξεις, τότε ο
S καλείται υποπεριοχή τής ακεραίας περιοχής R. Επί παραδείγματι, το σύνολο
R :=

␣

a
2n P Q

ˇ

ˇ a P Z, n P N0

(

(ως προς τις συνήθεις πράξεις προσθέσεως και πολ-
λαπλασιασμού ρητών αριθμών) είναι υποπεριοχή τού Q και Z Ř R Ř Q.
(ii) Η χαρακτηριστική οιασδήποτε ακεραίας περιοχής είναι είτε μηδέν είτε ένας
πρώτος αριθμός.

1.2.21 Σημείωση. Εάν το L είναι ένα σώμα και το K ένας υποδακτύλιος τού L με
μοναδιαίο στοιχείο, ο οποίος συμβαίνει να είναι σώμα ως προς τις ίδιες πράξεις,
τότε το K καλείται υπόσωμα τού L και το L (σωματική) επέκταση τού K. Επί πα-
ραδείγματι, το Q είναι υπόσωμα τού R και το R υπόσωμα τού C.

1.2.22 Πρόταση. Κάθε πεπερασμένος μη τετριμμένος δακτύλιος, ο οποίος δεν δια-
θέτει ούτε αριστερούς ούτε δεξιούς μηδενοδιαιρέτες, είναι διαιρετικός. Ειδικότερα,
κάθε πεπερασμένη ακεραία περιοχή είναι σώμα.

Αποδειξη. Έστω R ένας πεπερασμένος μη τετριμμένος δακτύλιος χωρίς δεξιούς ή
αριστερούς μηδενοδιαιρέτες και a P R∖t0Ru.Αρκεί να προσδιορισθεί ένα στοιχείο
b P R με ab = ba = 1R. Θεωρούμε την απεικόνιση β : R Ñ R, την οριζόμενη μέσω
τού τύπου β (c) := ac (και, αντιστοίχως, μέσω τού τύπου β (c) := ca) για όλα τα
c P R. Σύμφωνα με τον νόμο τής διαγραφής 1.2.5, για c, c1 P R με β (c) = β(c1),

λαμβάνουμε c = c1. Άρα η β, ως ενριπτική απεικόνιση, θα είναι και επιρριπτική.
Αυτό σημαίνει ότι για το 1R θα υπάρχει ένα αρχέτυπο μέσω τής β, δηλαδή ένα

13Λέμε ότι ένας ακέραιος αριθμός d στερείται τετραγώνων όταν d P Z∖t0, 1u και Ec P N, c ě 2, τέτοιο ώστε να
ισχύει c2 | d.Αυτό σημαίνει ότι είτε d = ´1 είτε |d| = p1 ¨ ¨ ¨ pk, όπου k P N και οι p1, . . . , pk είναι πρώτοι αριθμοί
(σαφώς διακεκριμένοι όταν k ě 2), δηλαδή ότι d P t´1,˘2,˘3,˘5,˘6,˘7,˘10,˘11,˘13, . . .u .

14ΟHR είναι εφοδιασμένος και με τη δομή ενός τετραδιάστατου πραγματικού διανυσματικού χώρου, αφού οι πίνακες
I, i, j, k είναι και γραμμικώς ανεξάρτητοι υπεράνω τού R.
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b P R, τέτοιο ώστε β (b) = 1R. (Όπως έχουμε ήδη προαναφέρει, τα αριστερά και
δεξιά αντίστροφα ενός αντιστρεψίμου στοιχείου a ενός τέτοιουR ταυτίζονται.)

1.2.23 Πόρισμα. Οι ακόλουθες συνθήκες για τον δακτύλιο Zm, m ě 2, είναι ισοδύ-
ναμες:
(i) Ο m είναι πρώτος αριθμός.
(ii) Ο Zm είναι μια ακεραία περιοχή.
(iii) Ο Zm αποτελεί ένα σώμα.

Αποδειξη. Η συνεπαγωγή (i) ñ (ii) έπεται από την πρόταση 1.2.4, η (ii) ñ (iii)
από την πρόταση 1.2.22, και η (iii) ñ (ii) από την πρόταση 1.2.18. Τέλος, για τη
συνεπαγωγή (ii) ñ (i) ας υποθέσουμε ότι ο m είναι σύνθετος αριθμός, δηλαδή ότι
γράφεται ως γινόμενο m = pq δύο άλλων ακεραίων p, q, όπου 1 ă p, q ă m. Αυτό
θα σήμαινε ότι [m]m = [0]m = [p]m [q]m με p ‰ 0 και q ‰ 0, πράγμα που αντίκειται
στην (ii).

1.2.24 Θεώρημα (Wedderburn, 1905). Κάθε πεπερασμένος διαιρετικός δακτύλιος
είναι σώμα.

Αποδειξη15. Βλ. Hungerford [17], Ch. IX, Cor. 6.9, σελ. 462. l

1.2.25 Σημείωση. Εάν (R1,+1, ¨1) και (R2,+2, ¨2) είναι δακτύλιοι και f : R1 Ñ R2

ένας ομομορφισμός μεταξύ των ομάδων (R1,+1) και (R2,+2) , τότε ο f καλεί-
ται ομομορφισμός μεταξύ των αρχικών δακτυλίων16 όταν, συν τοις άλλοις, ισχύει
f(1R1) = 1R2 και f (a ¨1 b) = f (a) ¨2 f (b) για οιαδήποτε a, b P R.

1.3 ΙΔΕΩΔΗ ΚΑΙ ΠΗΛΙΚΟΔΑΚΤΥΛΙΟΙ

1.3.1 Ορισμός. Έστω (R,+, ¨) ένας δακτύλιος. Ένα υποσύνολο ∅ ‰ I Ď R,

για το οποίο το ζεύγος (I,+) αποτελεί μια υποομάδα τής προσθετικής ομάδας
(R,+), καλείται ιδεώδες όταν ra P I και ar P I για κάθε r P R και κάθε a P I.

1.3.2 Πρόταση. Έστω (R,+, ¨) ένας δακτύλιος. Ένα μη κενό υποσύνολο I τού R
είναι ιδεώδες εάν και μόνον εάν ισχύουν τα εξής:
(i) a´ b P I, για οιαδήποτε a, b P I .
(ii) ra, ar P I για οιαδήποτε a P I, r P R.

Αποδειξη. Προφανώς η (i) ισοδυναμεί με το ότι το ζεύγος (I,+) αποτελεί μια υ-
ποομάδα τής προσθετικής ομάδας (R,+) τού δακτυλίου (R,+, ¨).

15Για την αρχική απόδειξη βλ. J.H.M. Wedderburn: A theorem on finite algebras, Transactions of the American
Mathematical Society 6 (1905), 349-352.

16Ένας τέτοιος ομομορφισμός δακτυλίων καλείται μονομορφισμός (και αντιστοίχως, επιμορφισμός/ισομορφισμός)
όταν η απεικόνιση f είναι ενριπτική (και αντιστοίχως, επιρριπτική/αμφιρριπτική). Επιπροσθέτως, λέμε ότι δυο δακτύ-
λιοι είναι μεταξύ τους ισόμορφοι (ή ότι ο ένας είναι ισόμορφος τού άλλου ή με τον άλλον) όταν υφίσταται κάποιος
ισομορφισμός δακτυλίων μεταξύ αυτών.
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1.3.3 Παραδείγματα. (i) Για κάθε ακέραιο n η κυκλική υποομάδα nZ = tnk |k P Zu

τής (Z,+) αποτελεί ένα ιδεώδες τού δακτυλίου (Z,+, ¨) .
(ii) Ο υποδακτύλιος Z τού Q δεν είναι ιδεώδες τού Q, διότι π.χ. 1

2 P Q και 7 P Z,
αλλά 1

2 ¨ 7 = 7 ¨ 1
2 R Z.

(iii) Κάθε δακτύλιος R έχει πάντοτε τον εαυτό του και το t0Ru ως ιδεώδη του. Το
t0Ru λέγεται τετριμμένο17 (ή μηδενικό) ιδεώδες, ενώ κάθε ιδεώδες I τούR με I Ř R

λέγεται γνήσιο ιδεώδες.
(iv) Εάν R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος και a P R, τότε είναι προφανές ότι το
σύνολο

Ra := tra | r P Ru

είναι ένα ιδεώδες τού R.
(v) Έστω R ένας δακτύλιος και έστω S Ř R ένας γνήσιος υποδακτύλιός του. Θεω-
ρούμε ένα μη κενό υποσύνολο I Ď S. Εάν το I είναι ένα ιδεώδες τού R, τότε το I
είναι ένα ιδεώδες τού S. Αντιθέτως, εάν το I είναι ένα ιδεώδες τού S, τότε το I δεν
είναι κατ’ ανάγκην ένα ιδεώδες τού R. Επί παραδείγματι, εάν R := Mat2ˆ2(R) και

I :=

"(
0 s

0 0

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

s P R
*

Ř

"(
a b

0 c

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

a, b, c P R
*

=: S Ř R,

τότε το I είναι ένα ιδεώδες τού S, διότι για a, b, c, s, s1 P R έχουμε(
0 s

0 0

)
´

(
0 s1

0 0

)
=

(
0 s ´ s1

0 0

)
P I

και (
a b

0 c

)(
0 s

0 0

)
=

(
0 as

0 0

)
,

(
0 s

0 0

)(
a b

0 c

)
=

(
0 sc

0 0

)
P I.

Από την άλλη μεριά, το I δεν είναι ιδεώδες τού R, διότι π.χ.(
1 1

1 1

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 1

0 1

)
R I.

1.3.4 Πρόταση. Έστω tIλ |λ P Λu μια οικογένεια ιδεωδών ενός δακτυλίουR. Τότε
η τομή

Ş

λPΛ

Iλ των μελών της αποτελεί ένα ιδεώδες τού R.

Αποδειξη. Εάν η tIλ |λ P Λu μια οικογένεια ιδεωδών ενός δακτυλίουR, και r P R,
a, b P

Ş

λPΛ

Iλ , τότε

(a, b P Iλ, @λ P Λ) ùñ
[Iλ ιδεώδες]

#

a´ b P Iλ

ra, ar P Iλ

+

, @λ P Λ,

οπότε και η τομή
Ş

λPΛ

Iλ αποτελεί ένα ιδεώδες τού R.

17Προσοχή! Ορισμένοι συγγραφείς (την ορολογία των οποίων δεν ακολουθούμε εν προκειμένω) χαρακτηρίζουν ως
τετριμμένα ιδεώδη ενός δακτυλίουR αμφότερα τα t0Ru καιR.
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1.3.5 Πρόταση. Εάν I είναι ένα γνήσιο ιδεώδες ενός μη τετριμμένου δακτυλίου R,
τότε αυτό δεν περιέχει κανένα (αμφιπλεύρως) αντιστρέψιμο στοιχείο τού R.

Αποδειξη. Εάν το I είναι ένα γνήσιο ιδεώδες τούR και εάν υποθέσουμε ότι υπάρ-
χει κάποιο a P I∖t0Ru, ούτως ώστε να ισχύει ab = ba = 1R, για κάποιο b P R∖t0Ru,

τότε από τον ορισμό ενός ιδεώδους είναι πρόδηλο ότι και τα γινόμενα αυτά (που
είναι ίσα με 1R) οφείλουν να ανήκουν στο I . Άρα

1R P I ùñ [@r P R : r ¨ 1R = r P I, αντ., 1R ¨ r = r] ùñ I = R,

πράγμα που έχουμε εκ των προτέρων αποκλείσει.

1.3.6 Πόρισμα. Έστω R ένας μη τετριμμένος δακτύλιος. Εάν το I είναι ένα γνήσιο
ιδεώδες τού R, τότε το I δεν περιέχει το 1R.

1.3.7 Πόρισμα. Τα μόνα ιδεώδη ενός διαιρετικού δακτυλίου R είναι το t0Ru και o
ίδιος ο R.

1.3.8 Πόρισμα. ΈστωR ένας μη τετριμμένος, μεταθετικός δακτύλιος. Τότε οR είναι
σώμα εάν και μόνον εάν τα μόνα ιδεώδη του είναι το t0Ru και o ίδιος ο R.

Μια συνήθης μέθοδος κατασκευής ιδεωδών ενός δοθέντος δακτυλίου είναι η κατά
φυσικό τρόπο «παραγωγή τους» από τυχόντα υποσυνόλα τού δακτυλίου.

1.3.9 Ορισμός. Έστω (R,+, ¨) ένας δακτύλιος και έστω A Ď R. Λέμε ότι η τομή

xAy :=
Ş

t ιδεώδη I τού R | I Ě Au

των μελών τής οικογενείας όλων των ιδεωδών αυτού, τα οποία περιέχουν το A,
είναι το ιδεώδες το παραγόμενο από τοA ή το ιδεώδες με γεννήτορες τα στοιχεία
τού A. Όταν A = ∅, τότε xAy = t0Ru. Κάθε ιδεώδες τού R που μπορεί να
γραφεί υπό τη μορφή xAy , όπου A Ď R είναι κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο
αυτού, ας πούμε το A = ta1, . . . , aku (όπου k P N), καλείται πεπερασμένως
παραγόμενο ιδεώδες και συμβολίζεται απλούστερα ως xa1, . . . , aky. Τέλος, κάθε
ιδεώδες τούR που μπορεί γραφεί υπό τη μορφή xay , για κάποιο a P R, καλείται
κύριο ιδεώδες (έχον το a ως έναν γεννήτορά του).

1.3.10 Σημείωση. Εάν R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος και ∅ ‰ A Ď R, τότε

xAy =

#

κ
ÿ

i=1

ri ai

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r1, . . . , rκ P R, a1, . . . , aκ P A, κ P N

+

.

Επιπροσθέτως, για κάθε a P R έχουμε xay = Ra = tra | r P Ru .

1.3.11 Πρόταση. Κάθε ιδεώδες τού δακτυλίου Z των ακεραίων αριθμών είναι τής
μορφής xny = nZ, όπου n P Z. (Οι εν λόγω γεννήτορες n είναι, βεβαίως, δυνα-
τόν να περιορισθούν στα στοιχεία τού συνόλου N0, καθότι μια ενδεχόμενη αλλαγή
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προσήμου τού εκάστοτε θεωρούμενου n δεν επιφέρει διαφοροποίηση τού κυρίου
ιδεώδους xny.) Ως εκ τούτου, κάθε ιδεώδες τού δακτυλίου Z είναι κύριο ιδεώδες.

Αποδειξη. Έστω I ένα ιδεώδες τού Z. Εάν I = t0u, τότε I = x0y. Εάν t0u Ř I,

τότε υπάρχει κάποιος ακέραιος n P I∖t0u. Άρα και ο αντίθετός του ´n ανήκει στο
I∖t0u (αφού ´n = 0 ´ n με 0 P I και n P I). Ως εκ τούτου, κάθε μη τετριμμένο
ιδεώδες I τού Z περιέχει θετικούς ακεραίους. Έστω n0 := mintn P N | n P Iu. Θα
δείξουμε ότι I = xn0y . Πράγματι· έστω a τυχόν στοιχείο τού I. Τότε το a διαιρού-
μενο με το n0 δίνει υπόλοιπο r, όπου a = n0q + r, q, r P Z, 0 ď r ă n0, οπότε

q P Z, n0 P I ùñ n0q P I ùñ
aPI

a´ n0q = r P I,

απ’ όπου έπεται ότι r = 0 (διότι αλλιώς θα παρουσιαζόταν αντίφαση ως προς την
επιλογή τού n0). Άρα a = n0q P xn0y, ήτοι I Ď xn0y . Από την άλλη μεριά έχουμε

xn0y = tkn0 | k P Zu Ď I.

Άρα τελικώς I = xn0y = x´n0y .

1.3.12 Παρατήρηση. Είναι προφανές ότι υφίσταται αμφίρριψη18

N0 Q n ÞÝÑ xny P tιδεώδη τού δακτυλίου Zu.

1.3.13 Ορισμός. Έστω ότι ο R είναι ένας δακτύλιος και τα I1, . . . , In, n P N,
n ě 2, ιδεώδη του. Ορίζουμε το άθροισμα και το γινόμενό τους ως:

I1 + ¨ ¨ ¨ + In :=
n
ř

j=1

Ij := ta1 + ¨ ¨ ¨ + an | aj P Ij , @j, 1 ď j ď nu

και

I1 ¨ ¨ ¨ In :=

$

’

&

’

%

αθροίσματα τής μορφής
k
ÿ

j=1

a1,j a2,j ¨ ¨ ¨ an,j , με aϱ,j P Iϱ, 1 ď ϱ ď n, k P N

,

/

.

/

-

αντιστοίχως.

1.3.14 Πρόταση. Εάν R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος και a, b P R, τότε

(i) xay + xby = txa+ yb | x, y P Ru, και
(ii) xay xby = xaby .

Αποδειξη. (i) Επειδή έχουμε xay = Ra και xby = Rb, τούτο έπεται άμεσα από τον
ορισμό 1.3.13.

18Η εν λόγω απεικόνιση είναι προφανώς επιρριπτική και στέλνει το 0 στο τετριμμένο ιδεώδες. Η ενριπτικότητά
της έπεται από το γεγονός ότι για οιουσδήποτε n, n1 P N έχουμε xny Ď

@

n1D ô ο n1 διαιρεί τον n. (Επομένως,
xny =

@

n1D ô n = n1.)
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(ii) Προφανώς,

xay xby =

#

k
ÿ

j=1

(rja) (sjb)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r1, . . . , rk, s1, . . . , sk P R, k P N

+

=

#(
k
ÿ

j=1

rjsj

)
ab

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r1, . . . , rk, s1, . . . , sk P R, k P N

+

= Rab,

όπου Rab = xaby .

1.3.15 Πρόταση. Εάν xmy και xny είναι δύο μη τετριμμένα ιδεώδη τού δακτυλίου Z
των ακεραίων, όπου m,n P Z∖t0u, τότε ισχύουν τα εξής19:
(i) xmy X xny = xεκπ(m,n)y ,
(ii) xmy + xny = xμκδ(m,n)y ,
(iii) xmy xny = xmny .

Αποδειξη. (i) Έστω τυχόν a P xmy X xny . Τότε a P xmy και a P xny, οπότε έχουμε
a = λm = κn, για κάποιους λ, κ P Z. Έστω d := μκδ(m,n). Προφανώς,

λ
(m
d

)
d = κ

(n
d

)
d ùñ λ

(m
d

)
= κ

(n
d

)
ùñ

n

d

ˇ

ˇ

ˇ
λ
(m
d

)
,

κι επειδή μκδ
(
m
d ,

n
d

)
= 1, έχουμε n

d

ˇ

ˇλ ùñ λ = ν n
d , για κάποιον ν P Z. Κατά

συνέπειαν,

a = λm = ν
n

d
m =

(mn
d

)
ν = sign (mn) εκπ (m,n) ν ùñ a P xεκπ(m,n)y ,

ήτοι xmy X xny Ď xεκπ(m,n)y . Και αντιστρόφως· εάν a P xεκπ(m,n)y , τότε έχουμε
a = µ εκπ(m,n), για κάποιον µ P Z, οπότε20

a = µ
|m| |n|

μκδ(m,n)
= m

(
µ sign (m) |n|

μκδ(m,n)

)
= n

(
µ sign (n) |m|

μκδ(m,n)

)
,

όπου µ sign(m) |n|

μκδ(m,n) P Z και µ sign(n) |m|

μκδ(m,n) P Z. Συνεπώς έχουμε a P xmy X xny, δηλαδή

xεκπ(m,n)y Ď xmy X xny .

(ii) Κατά τo (i) τής προτάσεως 1.3.14, xmy + xny = txm+ yn | x, y P Zu. Επειδή ο
μέγιστος κοινός διαιρέτης των m και n γράφεται ως ακέραιος γραμμικός συνδυα-
σμός των m και n, έχουμε μκδ(m,n) P (xmy + xny) ùñ xμκδ(m,n)y Ď xmy + xny .

Και αντιστρόφως· εάν d := μκδ(m,n) και a P xmy + xny, τότε

(a = κm+ λn, κ, λ P Z) ùñ a =

(
κm

d
+
λn

d

)
d,

όπου κm
d + λn

d P Z, οπότε a P xμκδ(m,n)y. Τούτο σημαίνει ότι xmy + xny Ď xdy .

(iii) Προφανές επί τη βάσει τού (ii) τής προτάσεως 1.3.14.

19Ως εκπ(m,n) συμβολίζουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο και ως μκδ(m,n) τον μέγιστο κοινό διαιρέτη των m
και n.

20Για κάθε n P Z θέτουμε sign(n) := 1 όταν n ě 0 και sign(n) := ´1 όταν n ă 0.
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1.3.16 Ορισμός. Έστω R ένας δακτύλιος. Ένα ιδεώδες p τού R καλείται πρώτο
ιδεώδες όταν p Ř R και για οιαδήποτε ιδεώδη I, J τού R ισχύει η συνεπαγωγή

[IJ Ď p ùñ είτε I Ď p είτε J Ď p].

1.3.17 Πρόταση. Έστω p Ř R ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου R. Εάν για οιοδήποτε
ζεύγος (a, b) P R ˆR ισχύει η συνεπαγωγή

[ab P p ùñ είτε a P p είτε b P p], (1.4)

τότε το p είναι πρώτο. Και αντιστρόφως· εάν το p είναι ένα πρώτο ιδεώδες ενός
δακτυλίου R και ο R είναι μεταθετικός, τότε το p ικανοποιεί την (1.4).

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε εν πρώτοις ότι η συνθήκη (1.4) ικανοποιείται. Εάν τα
I, J είναι ιδεώδη τούR με IJ Ď p και I Ę p, τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο a P I∖p.

Για κάθε b P J έχουμε ab P IJ Ď p, οπότε εξ υποθέσεως είτε a P p είτε b P p.

Επειδή a R p, αυτό σημαίνει ότι b P p για κάθε b P J. Άρα J Ď p και το p είναι
πρώτο ιδεώδες τού R. Και αντιστρόφως· εάν το p είναι ένα πρώτο ιδεώδες ενός
μεταθετικού δακτυλίου R και ab P p, τότε το κύριο ιδεώδες xaby περιέχεται στο p.

Λόγω τής μεταθετικότητας τού R (βλ. 1.3.10) έχουμε

xay xby Ď xaby Ď p

p πρώτο ιδεώδες

+

ùñ είτε xay Ď p είτε xby Ď p,

οπότε είτε a P p είτε b P p και το p ικανοποιεί την (1.4).

1.3.18 Παραδείγματα. (i) Το τετριμμένο ιδεώδες t0Ru οιασδήποτε ακεραίας περιο-
χής R είναι πρώτο, διότι για οιαδήποτε a, b P R ισχύει η αμφίπλευρη συνεπαγωγή

ab = 0R ðñ είτε a = 0R είτε b = 0R.

(ii) Το ιδεώδες x10y τού δακτυλίου Z δεν είναι πρώτο, καθότι ισχύει 2 ¨ 5 P x10y

αλλά 2 R x10y και 5 R x10y . Το σύνολο των πρώτων ιδεωδών τού Z προσδιορίζεται
πλήρως στην πρόταση 1.3.19.
(iii) Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι το

I :=

#

n
ÿ

i=0

aiXi P Z[X]
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n P N0, a0 ” 0(mod 2)

+

είναι ένα μη κύριο ιδεώδες τού Z[X].Επομένως, I Ř Z[X].Επιπροσθέτως, το I είναι
πρώτο ιδεώδες. Πράγματι· εάν τα

φ(X) =
n
ÿ

i=0

aiXi P Z[X] , ψ(X) =
m
ÿ

j=0

bjXj P Z[X]

είναι πολυώνυμα, τέτοια ώστε φ(X)ψ(X) P I, τότε ο σταθερός όρος a0b0 τού
φ(X)ψ(X) οφείλει να είναι άρτιος ακέραιος αριθμός. Κατ’ ανάγκην λοιπόν, είτε
a0 ” 0(mod 2) (δηλαδή φ(X) P I) είτε b0 ” 0(mod 2) (δηλαδή ψ(X) P I).
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1.3.19 Πρόταση (Πρώτα ιδεώδη τού Z). Το σύνολο των πρώτων ιδεωδών τού δα-
κτυλίου Z των ακεραίων αριθμών απαρτίζεται από το τετριμμένο ιδεώδες και τα
κύρια ιδεώδη τής μορφής xpy , όπου p κάποιος πρώτος αριθμός.

Αποδειξη. Επειδή ο δακτύλιος Z είναι ακεραία περιοχή, το t0u είναι πρώτο ιδεώ-
δες του. Εάν ο p είναι ένας πρώτος αριθμός και οι a, b P Z, τέτοιοι ώστε να ισχύει
ab P xpy , τότε

p | ab ñ είτε p | a είτε p | b ñ είτε a P xpy είτε b P xpy ,

οπότε το κύριο ιδεώδες xpy είναι πρώτο (βλ. πρόταση 1.3.17). Σύμφωνα με την πρό-
ταση 1.3.11 κάθε μη τετριμμένο ιδεώδες τού Z είναι τής μορφής xny για κάποιον
n P N. Εάν ο n είναι σύνθετος αριθμός, τότε n = n1n2 για κάποιους φυσικούς α-
ριθμούς n1, n2 με 1 ă n1 ă n και 1 ă n2 ă n. Κατά συνέπειαν, n = n1n2 P xny

αλλά n1 R xny και n2 R xny (διότι κανείς εκ των n1, n2 δεν μπορεί να ισούται με
κάποιο πολλαπλάσιο τού n). Αυτό σημαίνει ότι το ιδεώδες xny δεν είναι πρώτο.

1.3.20 Παρατήρηση. Ως γνωστόν, η τομή δυο ιδεωδών ενός δακτυλίου αποτελεί ένα
ιδεώδες αυτού. (Βλ. πρόταση 1.3.4). Ωστόσο, η τομή δυο πρώτων ιδεωδών δεν είναι
κατ’ ανάγκην πρώτο ιδεώδες. Επί παραδείγματι, σύμφωνα με την πρόταση 1.3.19
και το (i) τού πορίσματος 1.3.15, τα ιδεώδη x3y και x5y είναι πρώτα ιδεώδη τού
δακτυλίου Z των ακεραίων αριθμών αλλά η τομή τους x3y X x5y = x15y δεν είναι
πρώτο ιδεώδες.

1.3.21 Ορισμός. Ένα ιδεώδες m Ř R ενός δακτυλίου R καλείται μεγιστικό (ή
μεγιστοτικό) ιδεώδες όταν ισχύει η συνεπαγωγή[ #

m Ď n Ď R

για κάποιο ιδεώδες n τού R

+

ùñ είτε n = m είτε n = R

]
.

1.3.22 Παραδείγματα. (i) Tο ιδεώδες m := t(x, 2y) | x, y P Zu τού δακτυλίου ZˆZ
είναι μεγιστικό.Πράγματι· εάν το n είναι ένα ιδεώδες τού ZˆZ, για το οποίο ισχύει
m Ř n Ď Z ˆ Z, τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο τής μορφής (a, 2b + 1) εντός τού n,

όπου a, b κατάλληλοι ακέραιοι αριθμοί. Επομένως,

(a, 2b+ 1) P n

(a, 2b) P m Ř n

+

ùñ (a, 2b+ 1) ´ (a, 2b) = (0, 1) P n,

και επειδή (1, 0) P m, έχουμε (0, 1) + (1, 0) = (1, 1) = 1ZˆZ P n ùñ n = Z ˆ Z.
(ii) Το ιδεώδες

m =

"(
a b

0 0

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

a, b P R
*

Ř R =

"(
a b

c d

)
P Mat2ˆ2 (R)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c = 0

*

τού δακτυλίου R είναι μεγιστικό. Πράγματι· εάν το n είναι ένα ιδεώδες τού R, για
το οποίο ισχύει m Ř n Ď R, τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο(

a b

0 d

)
P n∖m, με a, b P R, d P R∖t0u.
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Επομένως,(
0 0

0 d´1

)(
a b

0 d

)
=

(
0 0

0 1

)
P n(

1 0

0 0

)
P m Ř n

,

/

/

/

.

/

/

/

-

ùñ

(
1 0

0 1

)
P n ùñ n = R.

(iii) Το κύριο ιδεώδες xXy τού Z[X] δεν είναι μεγιστικό, αφού xXy Ř I Ř Z[X], όπου
I το ιδεώδες το ορισθέν στο εδάφιο 1.3.18 (iii).

Μέσω τού λεγομένου λήμματος τού Zorn (που ισοδυναμεί με το αξίωμα τής επιλο-
γής) αποδεικνύεται το ακόλουθο:

1.3.23 Θεώρημα. Κάθε μη τετριμμένος δακτύλιοςR διαθέτει πάντοτε μεγιστικά ιδε-
ώδη. Μάλιστα, ισχύει κάτι ακόμη πιο ισχυρό: Κάθε γνήσιο ιδεώδες τούR περιέχεται
σε κάποιο μεγιστικό ιδεώδες τού R.

1.3.24 Θεώρημα. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, τότε κάθε μεγιστικό
ιδεώδες m τού R είναι πρώτο.

Αποδειξη. Έστω m ένα μεγιστικό ιδεώδες τούR.Υποθέτοντας ότι υπάρχουν στοι-
χεία a, b P R, για τα οποία ισχύει ab P m, όπου a R m και b R m, έχουμε

m Ř m+ xay

m Ř m+ xby

+

ùñ R = m+ xay = m+ xby

(λόγω τής «μεγιστικότητας» τού m). Εξάλλου, επειδή ο R είναι μεταθετικός και
ab P m, συμπεραίνουμε ότι xay xby Ď

1.3.10
xaby Ď m Ř R. Όμως, επειδή R = RR,

λαμβάνουμε

R = RR = (m+ xay) (m+ xby) Ď m+ xay xby
loomoon

ĎxabyĎm

Ď m,

ήτοι κάτι το άτοπο, καθόσον m Ř R. Κατά συνέπειαν, είτε a P m είτε b P m, οπότε
το m είναι πρώτο ιδεώδες τού R. (Bλ. πρόταση 1.3.17).

1.3.25 Παραδείγματα. Υπάρχουν, βεβαίως, πρώτα ιδεώδη, τα οποία δεν είναι μεγι-
στικά. Δύο στοιχειώδη παραδείγματα είναι τα εξής:
(i) Στον δακτύλιο Z των ακεραίων το τετριμμένο ιδεώδες t0u είναι πρώτο, αλλά δεν
είναι μεγιστικό, διότι t0u Ř nZ Ř Z, @n P Z∖t0, 1u. Ωστόσο, όπως θα δούμε στην
πρόταση 1.3.26, τα λοιπά πρώτα ιδεώδη τού Z είναι μεγιστικά.
(ii) Επειδή ο Z δεν έχει μηδενοδιαιρέτες, το ιδεώδες I = Z ˆ t0u = t (k, 0) | k P Zu

τού Z ˆ Z είναι προφανώς πρώτο. Ωστόσο, δεν είναι και μεγιστικό, διότι

I Ř Z ˆ 2Z Ř Z ˆ Z.
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1.3.26 Πρόταση (Μεγιστικά ιδεώδη τούZ.). Το σύνολο των μεγιστικών ιδεωδών τού
δακτυλίου Z των ακεραίων αριθμών απαρτίζεται από τα κύρια ιδεώδη τής μορφής
xpy , όπου p κάποιος πρώτος αριθμός.

Αποδειξη. Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα στα εδάφια 1.3.19, 1.3.24 και 1.3.25
(i), το σύνολο των μεγιστικών ιδεωδών τού δακτυλίου Z περιέχεται στο σύνολο των
κυρίων ιδεωδών τής μορφής xpy , όπου p κάποιος πρώτος αριθμός. Αρκεί λοιπόν
να δειχθεί ο αντίστροφος εγκλεισμός. Προς τούτο θεωρούμε το ιδεώδες xpy , όπου
p τυχών πρώτος αριθμός, και υποθέτουμε ότι το n είναι ένα ιδεώδες τού Z, για το
οποίο ισχύει xpy Ř n Ď Z. Κατά την πρόταση 1.3.11, n = xny , όπου n κατάλληλος
φυσικός αριθμός. Προφανώς,

p P n = xny ñ Dk P N : p = kn ñ είτε [k = p, n = 1] είτε [k = 1, n = p].

Το δεύτερο ενδεχόμενο αποκλείεται, καθόσον xpy Ř n.Άρα n = 1, απ’ όπου έπεται
ότι n = x1y = Z. Αυτό σημαίνει ότι το κύριο ιδεώδες xpy είναι μεγιστικό.

Πηλικοδακτύλιοι. Έστω (R,+, ¨) ένας δακτύλιος και έστω I ένα ιδεώδες του. Επει-
δή η προσθετική ομάδα (R,+) είναι αβελιανή, υπάρχει μια καλώς ορισμένη ομάδα
πηλίκων R/I με πρόσθεση21:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I , για οιαδήποτε a, b P R. (1.5)

Το ουδέτερο στοιχείο 0R/I τής (R/I,+) είναι προφανώς το 0R+I = I.Εξάλλου, για
οιαδήποτε a, b P R έχουμε a+I = b+I ðñ a´b P I.Η (R/I,+) εφοδιάζεται με τη
δομή ενός δακτυλίου όταν για οιαδήποτε a, b P R ορίσουμε τον «πολλαπλασιασμό»:

(a+ I) (b+ I) := (ab) + I . (1.6)

1.3.27 Ορισμός. Ο δακτύλιος (R/I,+, ¨) ο οριζόμενος μέσω των πράξεων (1.5)
και (1.6) έχει ως μοναδιαίο του στοιχείο το 1R/I = 1R + I και καλείται πηλικο-
δακτύλιος (ή δακτύλιος κλάσεων υπολοίπων) τού R ως προς το I.

1.3.28 Θεώρημα. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος και το p ένα ιδεώδες
τού R, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) p Ř R και τo p είναι πρώτο ιδεώδες τού R.
(ii) Ο πηλικοδακτύλιος R/p είναι ακεραία περιοχή.

Αποδειξη. Ο πηλικοδακτύλιοςR/p είναι μεταθετικός με το 0R+p ως μηδενικό και
το 1R + p ως μοναδιαίο του στοιχείο.
(i)ñ(ii): Εάν το p είναι ένα πρώτο ιδεώδες τού R, τότε 1R+ p ‰ p αφού p Ř R. Για
οιαδήποτε a, b P R, για τα οποία ισχύει η ισότητα (a+ p) (b+ p) = p, έχουμε

ab+ p = p ñ ab P p ùñ [είτε a P p είτε b P p] ñ [είτε a+ p = p είτε b+ p = p] .

Άρα ο πηλικοδακτύλιος R/p είναι μια ακεραία περιοχή.
21a+ I := ta+ r| r P Iu , @a P R.
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(ii)ñ(i): Εάν ο R/p είναι ακεραία περιοχή, τότε 1R + p ‰ 0R + p, απ’ όπου έπεται
ότι 1R R p ùñ p Ř R. Εάν τώρα a, b P R και ab P p, έχουμε

ab+ p = p ùñ (a+ p) (b+ p) = p.

Επειδή ο πηλικοδακτύλιος R/p δεν διαθέτει μηδενοδιαιρέτες, από την τελευταία
αυτή ισότητα συνάγεται ότι

[είτε a+ p = p είτε b+ p = p] ùñ [είτε a P p είτε b P p] ,

πράγμα που σημαίνει ότι το p είναι πρώτο ιδεώδες τού δακτυλίου R βάσει τής προ-
τάσεως 1.3.17.

1.3.29 Πόρισμα. Έστω m ένα ιδεώδες ενός μη τετριμμένου δακτυλίουR. Τότε ισχύ-
ουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν το m είναι μεγιστικό και οR μεταθετικός, τότε ο πηλικοδακτύλιοςR/m είναι
σώμα.
(ii) Εάν ο πηλικοδακτύλιος R/m είναι διαιρετικός δακτύλιος (= στρεβλό σώμα),
τότε το m είναι μεγιστικό ιδεώδες.

Αποδειξη. (i) Σύμφωνα με το θεώρημα 1.3.24, το m, όντας εξ υποθέσεως μεγιστι-
κό, θα είναι και πρώτο ιδεώδες τού δακτυλίου R. Συνεπώς, βάσει τού θεωρήματος
1.3.28, ο πηλικοδακτύλιοςR/m είναι μια ακεραία περιοχή. Αρκεί λοιπόν να δείξου-
με την ύπαρξη πολλαπλασιαστικού αντιστρόφου (εντός τού R/m) για οιοδήποτε
στοιχείο a + m P R/m, με a P R∖m. Επειδή το m είναι ένα μεγιστικό ιδεώδες τού
R, για οιοδήποτε μη μηδενικό στοιχείο a+m τού R/m έχουμε

m Ř m+ xay Ď R ùñ m+ xay = R

R μεταθετικός

+

ùñ [Dr P R, b P m : 1R = b+ ra] .

Επομένως, 1R ´ ra = b P m, οπότε

1R +m = (ra+ b) +m = ra+m = (r +m) (a+m) ,

απ’ όπου έπεται ότι το r + m είναι πολλαπλασιαστικό αντίστροφο τού a + m. Άρα
ο πηλικοδακτύλιος R/m είναι σώμα.
(ii) Εάν ο πηλικοδακτύλιοςR/m είναι διαιρετικός δακτύλιος, παρατηρούμε εν πρώ-
τοις ότι 1R + m ‰ 0R + m ùñ 1R R m ùñ m Ř R. Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι
το n είναι ένα ιδεώδες τού R με m Ř n Ď R. Έστω τυχόν a P n∖m. Το a + m έχει
(εξ υποθέσεως) πολλαπλασιαστικό αντίστροφο, ας το πούμε b+m, εντός τού R/m.
Συνεπώς, (a+m) (b+m) = ab+m = 1R +m ùñ ab´ 1R =: c P m Ř n, και

a P n ùñ ab P n

c P n

*

ùñ c´ ab = 1R P n ùñ n = R.

Άρα το m είναι μεγιστικό ιδεώδες τού R.
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1.3.30 Ορισμός. Ένας μεταθετικός δακτύλιος καλείται δακτύλιος τής Noether
ή ναιτεριανός δακτύλιος όταν κάθε ιδεώδες αυτού μπορεί να παραχθεί από έ-
να πεπερασμένο υποσύνολο τού υποκειμένου συνόλου του. Κάθε μεταθετικός
δακτύλιος, ο οποίος τυγχάνει να είναι ταυτοχρόνως ναιτεριανός και ακεραία
περιοχή, καλείται ναιτεριανή περιοχή.

1.3.31 Παραδείγματα. (i) Ο δακτύλιος Z των ακεραίων αριθμών είναι ναιτεριανή
περιοχή (βλ. πρόταση 1.3.11).
(ii) Κάθε σώμα είναι προφανώς ναιτεριανή περιοχή (αφού διαθέτει μόνον δύο ιδε-
ώδη, τα οποία είναι κύρια ιδεώδη).
(iii) Έστω R ένας μεταθετικός δακτύλιος. Εάν ο R είναι ναιτεριανός, τότε και ο
πολυωνυμικός δακτύλιος22 R[X] και ο δακτύλιος των επίτυπων δυναμοσειρώνR[[X]]
είναι ναιτεριανοί.

1.3.32 Πρόταση. Έστω m ένας ακέραιος αριθμός στερούμενος τετραγώνων. Τότε
κάθε ιδεώδες τής τετραγωνικής αριθμητικής περιοχής

Z[
?
m] :=

␣

a+ b
?
m P Z

ˇ

ˇ a, b P Z
(

Ř C

μπορεί να παραχθεί από δύο (όχι κατ’ ανάγκην διαφορετικά) στοιχεία. (Ως εκ τού-
του, η Z[

?
m] είναι ναιτεριανή περιοχή.)

Αποδειξη. Έστω I τυχόν ιδεώδες τού Z[
?
m]. Θέτοντας

I1 := I X Z, I2 :=
␣

b P Z | a+ b
?
m P I, για κάποιον a P Z

(

,

η απόδειξη τής προτάσεως απορρέει από τα ακόλουθα:
(i) Τα I1 και I2 είναι ιδεώδη τού Z.
(ii) I1 Ď I2.

(iii) Σύμφωνα με την πρόταση 1.3.11 υπάρχουν r1, r2 P Z, τέτοια ώστε I1 = xr1y ,

I2 = xr2y . Επιπροσθέτως, επειδή r2 P I2, υπάρχει κάποιο c P Z, τέτοιο ώστε να
ισχύει c+ r2

?
m P I. Το I ισούται με

I =
@

r1, c+ r2
?
m
D

= Z[
?
m] r1 + Z[

?
m]
(
c+ r2

?
m
)
. (1.7)

Απόδειξη τού (i): Εάν a1, a2 P I1, τότε, επειδή ο Z είναι δακτύλιος και το I ιδεώδες
τού Z[

?
m], έχουμε

a1, a2 P Z ùñ a1 ´ a2 P Z
a1, a2 P I ùñ a1 ´ a2 P I

+

ùñ a1 ´ a2 P I1.

Και εάν k P Z και a P I1, τότε, κατ’ αναλογίαν,

k, a P Z ùñ ka P Z
k, a P I ùñ ka P I

+

ùñ ka P I1.

22Το ότι ο R[X] είναι, εν τοιαύτη περιπτώσει, ναιτεριανός, διασφαλίζεται από το λεγόμενο θεώρημα βάσεως τού
Hilbert.
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Άρα το I1 είναι ιδεώδες τού Z. Από την άλλη μεριά, εάν b1, b2 P I2, τότε υπάρχουν
a1, a2 P Z, ούτως ώστε

a1 + b1
?
m P I

a2 + b2
?
m P I

+

ùñ (a1 ´ a2) + (b1 ´ b2)
?
m P I ùñ b1 ´ b2 P I2.

Και εάν k P Z και b P I2, τότε υπάρχει a P Z, ούτως ώστε

a+ b
?
m P I

k P Z Ď Z[
?
m]

+

ùñ ka+ kb
?
m P I ùñ kb P I2.

Άρα και το I2 είναι ιδεώδες τού Z.
Απόδειξη τού (ii): Για οιοδήποτε a P I1 έχουμε a P Z και a P I. Άρα

a P I
?
m P Z[

?
m]

+

ùñ a
?
m P I ùñ a P I2.

Απόδειξη τού (iii): Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι

r1 P I1 ùñ r1 P I

c+ r2
?
m P I

*

ùñ
@

r1, c+ r2
?
m
D

Ď I.

Έστω τώρα τυχόν r + s
?
m P I, r, s P Z. Επειδή s P I2 = xr2y , υπάρχει κάποιο

στοιχείο s1 P Z Ď Z[
?
m] με s = s1r2. Εξάλλου, επειδή

r + s
?
m P I

s1 (c+ r2
?
m) P I

+

ùñ r + s
?
m´ s1

(
c+ r2

?
m
)
= r ´ s1c P I,

και r ´ s1c P Z, έχουμε r ´ s1c P I1 = xr1y , οπότε υπάρχει t P Z, τέτοιο ώστε

r ´ s1c = t r1 ùñ r = t r1 + s1c.

Ως εκ τούτου,

r + s
?
m = t r1 + s1

(
c+ r2

?
m
)

P
@

r1, c+ r2
?
m
D

ùñ I Ď
@

r1, c+ r2
?
m
D

,

οπότε εν τέλει οι ισότητες (1.7) είναι αληθείς.

1.3.33 Ορισμός. Ένας δακτύλιος καλείται δακτύλιος κυρίων ιδεωδών (=: Δ.Κ.Ι.)
όταν κάθε ιδεώδες του είναι κύριο. Επίσης, κάθε δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, ο
οποίος τυγχάνει να είναι -ταυτοχρόνως- και ακεραία περιοχή, καλείται περιοχή
κυρίων ιδεωδών (=: Π.Κ.Ι.).

1.3.34 Παρατήρηση. Είναι προφανές ότι κάθε Π.Κ.Ι. είναι ναιτεριανή περιοχή. (Ω-
στόσο, το αντίστροφο δεν είναι αληθές. Βλ. εδ. 1.3.43.)
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1.3.35 Πρόταση. Κάθε σώμα είναι Π.Κ.Ι. και κάθε στρεβλό σώμα Δ.Κ.Ι.

Αποδειξη. Τα μόνα ιδεώδη οιουδήποτε στρεβλού σώματος (= διαιρετικού δακτυ-
λίου) είναι το τετριμμένο ιδεώδες και ο εαυτός του (βλ. 1.3.7), τα οποία είναι προ-
φανώς κύρια ιδεώδη. Επιπροσθέτως, επειδή κάθε σώμα είναι ακεραία περιοχή (βλ.
1.2.18), κάθε σώμα οφείλει να είναι κατ’ ανάγκην και Π.Κ.Ι.

1.3.36 Πρόταση. Ο δακτύλιος Z των ακεραίων είναι Π.Κ.Ι.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από την πρόταση 1.3.11.

1.3.37 Πρόταση. Ας υποθέσουμε ότι R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος με μονα-
διαίο στοιχείο και f : R ÝÑ S ένας επιμορφισμός δακτυλίων. Εάν ο R είναι Δ.Κ.Ι.,
τότε και ο S είναι Δ.Κ.Ι.
Αποδειξη. Έστω J τυχόν ιδεώδες τού S. Τότε το ιδεώδες I = f´1(J) είναι κύριο,
ας πούμε το I = xay = Ra, για κάποιο a P R. Ισχυριζόμαστε ότι

J = xf(a)y = f(a)S.

Πράγματι· εάν b P J , τότε b = f(c) για κάποιο c P I . Εξ αυτού έπεται ότι c = ra για
κάποιο r P R, οπότε b = f(c) = f(ra) = f(r)f(a) P f(a)S. Άρα J = f(a)S.

1.3.38 Πόρισμα. Έστω R ένας μεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο. Εάν
οR είναι Δ.Κ.Ι., τότε και ο πηλικοδακτύλιοςR/I, όπου I οιοδήποτε ιδεώδες τούR,
είναι Δ.Κ.Ι.
Αποδειξη. Αρκεί η εφαρμογή τής προτάσεως 1.3.37 για τον φυσικό επιμορφισμό
R ÝÑ R/I, r ÞÝÑ r + I.

1.3.39 Πόρισμα. Εάν m P Z∖t0,˘1u, τότε ο πηλικοδακτύλιος Z/mZ (που είναι
ισόμορφος τού Z|m|) είναι Π.Κ.Ι., όταν ο |m| είναι πρώτος αριθμός, και Δ.Κ.Ι. (αλλά
όχι και Π.Κ.Ι.), όταν ο |m| είναι σύνθετος αριθμός.

Αποδειξη. Προφανής δυνάμει των 1.2.23, 1.3.35, 1.3.11, καθώς και τού πορίσματος
1.3.38.

1.3.40 Σημείωση. Μέσω τού πορίσματος 1.3.39 διαπιστώνουμε ότι το 1.3.38 δεν εί-
ναι πάντοτε αληθές για περιοχές κυρίων ιδεωδών: Εάν το I είναι ένα μη τετριμμένο
ιδεώδες μιας Π.Κ.Ι.R, τότε ο πηλικοδακτύλιοςR/I (που είναι Δ.Κ.Ι.) δεν είναι κατ’
ανάγκην Π.Κ.Ι.

1.3.41 Πρόταση. Ο δακτύλιος Z[i] Ř C των ακεραίων τού Gauss είναι Π.Κ.Ι.

Αποδειξη. Ο δακτύλιος Z[i] είναι ακεραία περιοχή. (Bλ. 1.2.16 (ii).) Έστω I ένα
ιδεώδες τού Z[i]. Εάν I = t0u, τότε I = x0y. Εάν t0u Ř I , τότε υπάρχει κάποιο
z P I∖t0u. Επιλέγουμε λοιπόν ένα z0 P I∖t0u για το οποίο ισχύει η ισότητα

|z0| := mint |z| | z P I∖t0uu.
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Θα αποδείξουμε ότι I = xz0y . Πράγματι· εάν z0 = a + bi, για κάποιους a, b P Z
(με τουλάχιστον έναν εξ αυτών ‰ 0), τότε για οιοδήποτε στοιχείο w = a1 + b1i P I,
a1, b1 P Z, το κλάσμα w/z0 γράφεται ως εξής:

w

z0
=
a1 + b1i

a+ bi
=

(a1 + b1i) (a´ bi)

(a+ bi) (a´ bi)
=

(a1 + b1i) (a´ bi)

a2 + b2
= r + si,

όπου r := aa1+bb1

a2+b2 P Q και s := ab1+a1b
a2+b2 P Q. Θεωρούμε τους «εγγύτερους» α-

κεραίους23 p := truεγγ και q := tsuεγγ των r και s, αντιστοίχως, οπότε ισχύουν οι
ανισοϊσότητες:

0 ď |r ´ p| ď
1

2
, 0 ď |s´ q| ď

1

2
,

και ορίζουμε ως ξ := p+ qi P Z[i]. Τότε
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

w

z0
´ ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

b

(r ´ p)
2
+ (s´ q)

2
ď

c

1

4
+

1

4
=

1
?
2

ă 1. (1.8)

Έστω ζ := w ´ z0ξ. Επειδή z0, w P I και ξ P Z[i] έχουμε ζ P I . Ας υποθέσουμε ότι
ζ ‰ 0. Θέτοντας σε εφαρμογή την (1.8) λαμβάνουμε:

|ζ| = |w ´ z0ξ| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z0

(
w

z0
´ ξ

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

= |z0|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

w

z0
´ ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă |z0| ,

πράγμα άτοπο λόγω τού αρχικού τρόπου επιλογής τού z0 (επί τη βάσει τής υποθέ-
σεως περί ελαχίστης απόλυτης τιμής). Συνεπώς,

ζ = 0 ùñ w = z0ξ ùñ I Ď xz0y .

Εξάλλου, xz0y = tcz0 | c P Z[i]u Ď I . Άρα τελικώς I = xz0y .

1.3.42 Σημείωση. Γενικότερα, η Z[
?
m] είναι Π.Κ.Ι. όταν m P t´2,´1, 2, 3, 6, 7u.

Επίσης, οι δακτύλιοι K[X] και K[[X]] των πολυωνύμων και των επίτυπων δυναμο-
σειρών μιας απροσδιορίστου (με συντελεστές ειλημμένους από κάποιο σώμα K)
είναι Π.Κ.Ι.

1.3.43 Παράδειγμα. Υπάρχει, βεβαίως, και πληθώρα τετραγωνικών αριθμητικών
περιοχών, οι οποίες δεν είναι Π.Κ.Ι. Επί παραδείγματι, η ακεραία περιοχή

Z[
?

´5] = tx+ y
?

´5
ˇ

ˇ x, y P Zu Ř C

δεν είναι Π.Κ.Ι., διότι το I :=
@

2, 1 +
?

´5
D

δεν είναι κύριο ιδεώδες. Πράγματι·
υποθέτοντας ότι υπάρχουν κάποιοι a, b P Z (με έναν τουλάχιστον εξ αυτών διάφορο
τού μηδενός), τέτοιοι ώστε I =

@

a+ b
?

´5
D

= Z[
?

´5]
(
a+ b

?
´5
)
, καταλήγουμε

σε κάτι το άτοπο ως ακολούθως: Επειδή 1 +
?

´5 P I, θα ισχύει

1 +
?

´5 =
(
x+ y

?
´5
) (
a+ b

?
´5
)
= (ax´ 5y) + (bx+ ay)

?
´5,

23Εν προκειμένω, txuεγγ :=
X

x+ 1
2

\

, όπου tyu := maxtn P Z | n ď yu, για οιουσδήποτε x, y P R
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για κάποιους x, y P Z. Κατά συνέπειαν,
#

ax´ 5y = 1,

bx+ ay = 1

+

ùñ

#

x = a+5b
a2+5b2 ,

y = a´b
a2+5b2

+

. (1.9)

Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις: (i) a = b. Τότε x = 1
a , και επειδή x P Z, συνάγεται

ότι a = ˘1, οπότε a+ b
?

´5 = ˘
(
1 +

?
´5
)
. Επειδή το 2 ανήκει στο I , θα πρέπει

να ισχύει η ισότητα
2 =

(
1 +

?
´5
) (
µ+ ν

?
´5
)
, (1.10)

για κάποιους µ, ν P Z. Θεωρώντας τούς συζυγείς και στα δύο μέλη τής (1.10) κατα-
λήγουμε στην

2 =
(
1 ´

?
´5
) (
µ´ ν

?
´5
)
. (1.11)

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (1.10) και (1.11) λαμβάνουμε

4 = 6
(
µ2 + 5ν2

)
. (1.12)

Όμως η ισότητα (1.12) είναι αδύνατη, καθότι το δεξιό της μέλος είναι προφανώς
ą 4, όταν τουλάχιστον ένα εκ των µ, ν είναι διάφορο τού μηδενός, και είναι = 0,
όταν µ = ν = 0.
(ii) a ‰ b και b ‰ 0. Σε αυτήν την περίπτωση,

1 ď |a´ b| ď |a| + |b| ď a2 + b2 ă a2 + 5b2 ùñ 0 ă |y| =
|a´ b|

a2 + 5b2
ă 1,

(βλ. (1.9)), πράγμα άτοπο, διότι -εξ υποθέσεως- y P Z.
(iii) a ‰ b και b = 0. Στην τελευταία αυτή περίπτωση έχουμε (λόγω των (1.9)):

Z Q x = y =
1

a
ùñ a = ˘1 ùñ a+ b

?
´5 = ˘1 ùñ 1 P I,

(οπότε I = Z[
?

´5]). Τούτο όμως ισοδυναμεί με το ότι

1 = 2(α+
?

´5β) +
(
1 +

?
´5
) (
γ +

?
´5δ

)
, (1.13)

για κατάλληλους ακεραίους αριθμούς α, β, γ, δ. Από την (1.13) έπεται ότι
#

2α+ γ ´ 5δ = 1,

2β + γ + δ = 0

+

ùñ 2α+ 10β + 6γ = 1. (1.14)

Αλλά και η ισχύς τής (1.14) είναι αδύνατη, καθόσον το αριστερό της μέλος είναι
ένας άρτιος και το δεξιό της μέλος ένας περιττός ακέραιος αριθμός.

1.3.44 Πρόταση. Εάν μια ακεραία περιοχή R είναι Π.Κ.Ι., τότε ένα μη τετριμμένο
ιδεώδες της είναι πρώτο εάν και μόνον εάν είναι μεγιστικό.
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Αποδειξη. Κατά το θεώρημα 1.3.24 κάθε μη τετριμμένο μεγιστικό ιδεώδες τής α-
κεραίας περιοχής R είναι πρώτο. Έστω τώρα I ένα μη τετριμμένο πρώτο ιδεώδες
τής R και έστω J ένα ιδεώδες τής R, για το οποίο ισχύει I Ř J Ď R. Επειδή η R
είναι Π.Κ.Ι., υπάρχουν a, b P R∖t0Ru, τέτοια ώστε I = xay και J = xby . Επειδή
a P xay Ř xby , υπάρχει κάποιο c P R∖t0Ru με a = bc. Παρατηρούμε ότι b R xay

(διότι αλλιώς θα είχαμε xby Ď xay), οπότε

c P xay ùñ [Dd P R : c = ad] ùñ a = bc = bad = abd.

Καθώς a ‰ 0R, αυτό σημαίνει ότι 1R = bd (βλ. πρόταση 1.2.5), οπότε έχουμε

1R P xby ùñ J = R.

Άρα το I είναι μεγιστικό ιδεώδες.

1.4 ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ ΣΕ ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΠΕΡΙΟΧΕΣ

1.4.1 Ορισμός. Έστω R ένας μεταθετικός δακτύλιος.
(i) Έστω a P R. Λέμε ότι το a είναι διαιρέτης ενός b P R (εντός τού R και
σημειώνουμε24: a | b) όταν υπάρχει κάποιο στοιχείο x P R, τέτοιο ώστε να ισχύ-
ει η ισότητα b = ax.

(ii) Δυο στοιχεία a, b P R λέγονται συντροφικά (ή εταιρικά) όταν a | b και, ταυ-
τοχρόνως, b | a. Επίσης, όταν ικανοποιούνται αυτές οι συνθήκες, αναφέρουμε
το a ως σύντροφο τού b (ή, λόγω συμμετρίας, το b ως σύντροφο τού a).

1.4.2 Πρόταση. Έστω R ένας μεταθετικός δακτύλιος. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) a | 0R, @a P R, και εάν b P R και 0R | b, τότε b = 0R.

(ii) Εάν a, b P R και a | b, τότε ac | bc, @c P R.

(iii) Εάν a, b, c P R, τέτοια ώστε a | b και b | c, τότε a | c.

(iv) Εάν a, b, c P R, τέτοια ώστε a | b και a | c, τότε

a | bx+ cy, @ (x, y) P R ˆR.

(v) Εάν ο R δεν είναι τετριμμένος δακτύλιος, τότε a | a, 1R | a, @a P R και

a | 1R ðñ a P Rˆ.

Αποδειξη. (i) Προφανώς, 0R = 0R ¨ a, οπότε a | 0R για κάθε a P R. Και εάν b P R

και 0R | b, τότε Dc P R : b = c ¨ 0R = 0R.

(ii) Για κάθε c P R έχουμε

a | b ùñ (Dx P R : b = ax) ùñ (Dx P R : bc = acx) ùñ ac | bc.

24Κατ’ αναλογίαν, όταν το a δεν διαιρεί το b, γράφουμε a ∤ b.
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(iii) Εάν a, b, c P R, με a | b και b | c, τότε υπάρχουν x, y P R, τέτοια ώστε

[b = ax και c = by] ùñ c = axy ùñ a | c.

(iv) Εάν a, b, c P R, με a | b και a | c, τότε υπάρχουν a1, a2 P R, τέτοια ώστε για
οιαδήποτε x, y P R να ισχύει

[b = aa1 και c = aa2] ùñ bx+ cy = a
(
a1x+ a2y

)
ùñ a | bx+ cy.

(v) Προφανώς, a = a ¨ 1R = 1R ¨ a για κάθε a P R και

a | 1R ðñ Dx P R : 1R = ax,

το οποίο, λόγω τής ιδιότητας τής μεταθετικότητας εντός τούR (ax = xa) ισοδυναμεί
με το ότι a P Rˆ.

1.4.3 Πρόταση. ΈστωR ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος. Εάν υποτεθεί
ότι a, b, u P R, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) a | b ðñ xby Ď xay .

(ii) Τα a και b είναι συντροφικά ðñ xay = xby .

(iii) Η σχέση [a „
συν.

b ðñ
ορσ

τα a και b είναι συντροφικά] αποτελεί μια σχέση ισοδυ-

ναμίας επί τού R.
(iv) u „

συν.
0R ðñ u = 0R, u „

συν.
1R ðñ u P Rˆ και u P Rˆ ðñ u | r, @r P R.

(v) Εάν a = bx, όπου x P Rˆ, τότε τα a και b είναι συντροφικά. Εάν, μάλιστα, ο R
είναι ακεραία περιοχή, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

Αποδειξη. (i) Εάν a | b, τότε υπάρχει κάποιο x P R με b = ax, οπότε b P xay .

Εξάλλου, για οιοδήποτε c P xby υπάρχει κάποιο y με c = by, οπότε

c = (ax) y = a(xy) ùñ c P xay ùñ xby Ď xay .

(ii) Προφανώς, τα a και b είναι συντροφικά εάν και μόνον εάν

a | b και b | a ðñ
(i)

xby Ď xay και xay Ď xby ðñ xay = xby .

(iii) Πρόδηλο λόγω τού (ii).
(iv) Η πρώτη αμφίπλευρη συνεπαγωγή έπεται από το (i) και η δεύτερη από το (v)
τής προτάσεως 1.4.2. Σε ό,τι αφορά στην τρίτη, εάν το u είναι αντιστρέψιμο, τότε

r = u
(
u´1r

)
, @r P R ùñ u | r, @r P R.

Και αντιστρόφως· εάν u | r για κάθε r P R, θέτοντας r = 1R λαμβάνουμε την
αμφίπλευρη συνεπαγωγή u | 1R ðñ u P Rˆ (βλ. το (v) τής προτάσεως 1.4.2).
(v) Εάν a = bx, όπου x P Rˆ, τότε b = ax´1, οπότε a „

συν.
b. Και αντιστρόφως· εάν

ο R είναι ακεραία περιοχή και a „
συν.

b, τότε υπάρχουν x, y P R, τέτοια ώστε

[a = bx και b = ay] ùñ a = axy,

απ’ όπου έπεται ότι είτε a = b = 0R (οπότε 0R = 0R ¨u, @u P Rˆ) είτε 1R = xy (βλ.
1.2.5), ήτοι x, y P Rˆ.
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1.4.4 Πόρισμα. Για κάθε ζεύγος a, b στοιχείων μιας ακεραίας περιοχής R ισχύει η
αμφίπλευρη συνεπαγωγή:

a „
συν.

b ðñ [Dx P Rˆ : a = bx] .

(Αυτό το x είναι μονοσημάντως ορισμένο όταν a, b P R∖t0Ru.)

Αποδειξη. Η ανωτέρω αμφίπλευρη συνεπαγωγή είναι αληθής λόγω τού (v) τής
προτάσεως 1.4.3. Όταν τα a, b είναι μη μηδενικά, αυτό το x P Rˆ είναι μονοση-
μάντως ορισμένο λόγω τού κανόνα τής διαγραφής 1.2.5.

1.4.5 Παραδείγματα. (i) Εντός ενός σώματος K οιαδήποτε στοιχεία a, b τού
K∖t0Ku είναι συντροφικά, διότι a = bb´1a και b´1a P Kˆ = K∖t0Ku.

(ii) Εντός τού δακτυλίου Z των ακεραίων αριθμών τα μόνα συντροφικά στοιχεία
ενός n P Z είναι τα ˘n, καθότι Zˆ = t˘1u.

1.4.6 Παρατήρηση. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Εάν τα a, b, c, d είναι στοιχεία
τής R με a „

συν.
b και c „

συν.
d, τότε ac „

συν.
bd. (Πράγματι· εάν υπάρχουν x, y P Rˆ,

τέτοια να ισχύουν οι ισότητες a = bx και c = dy, τότε ac = bd(xy), όπου xy P Rˆ.)
Ωστόσο, εν γένει δεν ισχύει a+ c „

συν.
b+ d, όπως διαπιστώνουμε, επί παραδείγματι,

όταν R = Z[i], a = b = 1 και c = 1 + 2i, d = ´2 + i. (Πράγματι· 1 „
συν.

1 και
1 + 2i = i (´2 + i) , οπότε 1 + 2i „

συν.
´2 + i, αλλά τα 2 + 2i και ´1 + i δεν είναι

συντροφικά.)

1.4.7 Σημείωση. Έστω b ένα στοιχείο μιας ακεραίας περιοχήςR.Επειδή οι σύντρο-
φοι τού b και τα αντιστρέψιμα στοιχεία τήςR είναι πάντοτε διαιρέτες τού b, είθισται
κάθε a P R∖Rˆ, το οποίο είναι διαιρέτης τού b χωρίς να είναι ταυτοχρόνως και σύ-
ντροφός του, να καλείται γνήσιος διαιρέτης τού b. (Προφανώς, σύμφωνα με αυτόν
τον ορισμό, τα αντιστρέψιμα στοιχεία τής R δεν διαθέτουν κανέναν γνήσιο διαιρέ-
τη, ενώ οι γνήσιοι διαιρέτες τού 0R είναι τα στοιχεία τού συνόλουR∖ (Rˆ Y t0Ru).)
(i) Βάσει τού (i) τής προτάσεως 1.4.3, το a είναι γνήσιος διαιρέτης τού b εάν και μό-
νον εάν xby Ř xay Ř R.

(ii) Εάν a, b P R, c P R∖t0Ru και c = ab, τότε το στοιχείο a είναι γνήσιος διαιρέτης
τού c ðñ το b είναι γνήσιος διαιρέτης τού c. (Τούτο έπεται άμεσα από τις αμφίπλευ-
ρες συνεπαγωγές b P Rˆ ðñ a „

συν.
c και a P Rˆ ðñ b „

συν.
c.)

1.4.8 Ορισμός. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2, και
τα a1, . . . , an στοιχεία τού R, τότε ένα στοιχείο d P R καλείται μέγιστος κοινός
διαιρέτης των a1, . . . , an όταν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) d | a1, . . . , d | an,

(ii) για οιοδήποτε c P R, για το οποίο ισχύει c | a1, . . . , c | an, έχουμε c | d.
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Θέτουμε

ΜΚΔR(a1, . . . , an) :=

#

d P R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d μέγιστος κοινός
διαιρέτης των a1, . . . , an

+

.

1.4.9 Παρατήρηση. Εάν a1, . . . , an P Z, τότε (κάνοντας χρήση τού συνήθους ορι-
σμού τού μκδ(a1, . . . , an) τού θεσπιζόμενου εντός τού πλαισίου τής Στοιχειώδους
Θεωρίας Αριθμών) διαπιστώνουμε ότι

ΜΚΔZ(a1, . . . , an) = t˘μκδ(a1, . . . , an)u .

Κατά συνέπειαν, στον Z, από δακτυλιοθεωρητική σκοπιά (ήτοι ακολουθώντας
τον ορισμό 1.4.8), οι a1, . . . , an έχουν αμφότερους τους μκδ(a1, . . . , an) και
´μκδ(a1, . . . , an) ως μεγίστους κοινούς διαιρέτες τους και

μκδ(a1, . . . , an) ‰ ´μκδ(a1, . . . , an) ô Dj P t1, . . . , nu : aj ‰ 0.

1.4.10 Σημείωση. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2, και τα
a1, . . . , an στοιχεία τού R, τότε
(i) το σύνολο ΜΚΔR(a1, . . . , an) δεν είναι κατ’ ανάγκην μη κενό,
(ii) το ΜΚΔR(a1, . . . , an) δεν είναι κατ’ ανάγκην μονοσύνολο (βλ. 1.4.9) και
(iii) όταν ΜΚΔR(a1, . . . , an) ‰ ∅, κάθε μέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, . . . , an
είναι μονοσημάντως ορισμένος μέχρι συντροφικότητας (ήτοι οιοσδήποτε άλλος μέ-
γιστος κοινός διαιρέτης των a1, . . . , an οφείλει να είναι σύντροφος αυτού). Τούτο
αποδεικνύεται στην επόμενη πρόταση.

1.4.11 Πρόταση. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2, τα
a1, . . . , an στοιχεία τού R και d P ΜΚΔR(a1, . . . , an), τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν d „

συν.
d1, για κάποιο d1 P R, τότε d1 P ΜΚΔR(a1, . . . , an).

(ii) Εάν d1 P ΜΚΔR(a1, . . . , an), τότε d „
συν.

d1.

Αποδειξη. (i) Εάν d „
συν.

d1, για κάποιο d1 P R, τότε

d1 | d ùñ Dx P R : d = d1x

Da1
j P R : aj = da1

j , @j P t1, ..., nu

+

ùñ aj = d1xa1
j , @j P t1, ..., nu,

οπότε d1 | aj για κάθε j P t1, ..., nu. Εξάλλου, για οιοδήποτε c P R, για το οποίο
ισχύει c | a1, . . . , c | an, έχουμε c | d και κατ’ επέκταση c | d1 (αφού εξ υποθέσεως
d | d1, βλ. 1.4.2 (iii)).
(ii) Εάν το d1 P R είναι ένας μέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, . . . , an, τότε λόγω
των (i) και (ii) τού ορισμού 1.4.8 ισχύουν οι σχέσεις διαιρετότητας d | d1 και d1 | d,

οπότε d „
συν.

d1.
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1.4.12 Πόρισμα. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2, τα
a1, . . . , an στοιχεία τού R και d P ΜΚΔR(a1, . . . , an), τότε

d = 0R ðñ a1 = ¨ ¨ ¨ = an = 0R ðñ ΜΚΔR(a1, . . . , an) = t0Ru.

Κατά συνέπειαν,

d P R∖t0Ru ðñ Dj P t1, . . . , nu : aj P R∖t0Ru.

Αποδειξη. Εάν d = 0R, τότε 0R | aj για κάθε j P t1, . . . , nu, οπότε λόγω τού (i)
τής προτάσεως 1.4.2 λαμβάνουμε a1 = ¨ ¨ ¨ = an = 0R.Και αντιστρόφως· εάν ισχύει
a1 = ¨ ¨ ¨ = an = 0R, τότε το 0R πληροί αμφότερες τις συνθήκες (i) και (ii) τού
ορισμού 1.4.8, οπότε 0R P ΜΚΔR(0R, . . . , 0R).Έστω τυχών d P ΜΚΔR(0R, . . . , 0R).
Τότε d „

συν.
0R (λόγω τού (ii) τής προτάσεως 1.4.11), οπότε d = 0R (λόγω τού (iv) τής

προτάσεως 1.4.3).

1.4.13 Θεώρημα. Εάν n P N, n ě 2, και εάν τα d, a1, a2, . . . , an είναι στοιχεία ενός
μεταθετικού δακτυλίου R, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) d P ΜΚΔR(a1, . . . , an) και

d = r1a1 + r2a2 + ¨ ¨ ¨ + rnan

για κάποια r1, r2, . . . , rn P R.

(ii) xdy = xa1, a2, . . . , any (= xa1y + xa2y ¨ ¨ ¨ + xany) .

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν το d είναι ένας μέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, . . . , an
και d = r1a1 + ¨ ¨ ¨ + rnan για κάποια r1, . . . , rn P R, τότε προφανώς

d P xa1, a2, . . . , any ùñ xdy Ď xa1, a2, . . . , any .

Εξάλλου, για κάθε j P t1, . . . , nu έχουμε d | aj ùñ (Dxj P R : aj = xjd) , οπότε για
οιοδήποτε στοιχείο s1a1 + s2a2 + ¨ ¨ ¨ + snan P xa1, a2, . . . , any , s1, . . . , sn P R,

διαπιστώνουμε ότι

s1a1 + ¨ ¨ ¨ + snan = (s1x1 + ¨ ¨ ¨ + snxn) d P xdy .

Άρα τελικώς xdy = xa1, a2, . . . , any .

(ii)ñ(i) Εάν xdy = xa1, a2, . . . , any , τότε προφανώς d = r1a1 + r2a2 + ¨ ¨ ¨ + rnan
για κάποια r1, r2, . . . , rn P R. Επιπροσθέτως, για κάθε j P t1, . . . , nu έχουμε

aj P xdy ùñ d | aj .

Εξάλλου, οιοδήποτε c P R, για το οποίο ισχύει c | a1, . . . , c | an, είναι διαιρέτης
τού d = r1a1+ r2a2+ ¨ ¨ ¨+ rnan (βλ. 1.4.2 (v)). Άρα το d είναι ένας μέγιστος κοινός
διαιρέτης των a1, a2, . . . , an.
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1.4.14 Πόρισμα. Εάν n P N, n ě 2, και εάν τα a1, a2, . . . , an είναι στοιχεία ενός
μεταθετικού δακτυλίου κυρίων ιδεωδών R, τότε ΜΚΔR(a1, . . . , an) ‰ ∅, ενώ κάθε
d P ΜΚΔR(a1, . . . , an) παριστάται υπό τη μορφή

d = r1a1 + r2a2 + ¨ ¨ ¨ + rnan, (1.15)

για κάποια r1, r2, . . . , rn P R.

Αποδειξη. Επειδή ο R είναι Δ.Κ.Ι., υπάρχει κάποιο στοιχείο d1 P R, τέτοιο ώστε
να ισχύει η ισότητα

@

d1
D

= xa1, a2, . . . , any ,

οπότε το d1 γράφεται υπό τη μορφή (1.15). Κατά το θεώρημα 1.4.13 το d1 είναι ένας
μέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, a2, . . . , an. Αλλά και οιοσδήποτε μέγιστος κοινός
διαιρέτης d των a1, a2, . . . , an μπορεί να γραφεί κατ’ αυτόν τον τρόπο, αφού d „

συν.
d1,

πράγμα που σημαίνει ότι xdy = xd1y .

1.4.15 Ορισμός. Έστω ότι n P N, n ě 2, και ότι τα a1, a2, . . . , an είναι μη μη-
δενικά στοιχεία ενός μεταθετικού δακτυλίου R. Λέμε ότι τα a1, a2, . . . , an είναι
σχετικώς πρώτα (ή ότι είναι μεταξύ τους πρώτα) όταν 1R P ΜΚΔR(a1, . . . , an).

1.4.16 Πόρισμα (Bézout). Εάν n P N, n ě 2, και εάν τα a1, a2, . . . , an είναι στοιχεία
ενός μεταθετικού δακτυλίου κυρίων ιδεωδών R, τότε τα a1, a2, . . . , an είναι σχετι-
κώς πρώτα εάν και μόνον εάν

r1a1 + r2a2 + ¨ ¨ ¨ + rnan = 1R, (1.16)

για κάποια r1, r2, . . . , rn P R, ή -ισοδυνάμως- εάν και μόνον εάν

Ra1 +Ra2 + ¨ ¨ ¨ +Ran = R.

Αποδειξη. Εάν τα a1, a2, . . . , an είναι σχετικώς πρώτα, τότε ένας μέγιστος κοι-
νός διαιρέτης τους είναι το 1R, οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής επί τη βάσει
τού πορίσματος 1.4.14. Και αντιστρόφως· εάν r1a1 + r2a2 + ¨ ¨ ¨ + rnan = 1R,

για κάποια r1, r2, . . . , rn P R, τότε για οιοδήποτε c P R, για το οποίο ισχύει
c | a1, . . . , c | an, έχουμε c | 1R (βλ. το (iv) τής προτάσεως 1.4.2). Επειδή προ-
φανώς 1R | a1, . . . , 1R | an, συμπεραίνουμε (απευθείας απο τον ορισμό 1.4.8) ότι
1R P ΜΚΔR(a1, . . . , an).

1.4.17 Σημείωση. Εάν ο R δεν είναι Δ.Κ.Ι., τότε οι ισότητες (1.15) και (1.16) δεν
ισχύουν πάντοτε. Όταν, π.χ., R = Z[

?
´5], τότε τα 2 και 1 +

?
´5 είναι σχετικώς

πρώτα, χωρίς να υφίσταται ισότητα τής μορφής (1.16). Πράγματι· το 1 είναι (προ-
φανής) διαιρέτης αυτών των στοιχείων. Υποθέτοντας ότι υπάρχουν κάποιοι a, b P Z
(με τουλάχιστον έναν εξ αυτών διάφορο τού μηδενός), τέτοιοι ώστε

a+ b
?

´5 | 2, a+ b
?

´5 | 1 +
?

´5,
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θα υπάρχουν κάποιοι x, y P Z με

1 +
?

´5 = (x+ y
?

´5)(a+ b
?

´5) = (ax´ 5y) + (bx+ ay)
?

´5,

Κατά συνέπειαν,
#

ax´ 5y = 1,

bx+ ay = 1

+

ùñ

#

x = a+5b
a2+5b2 ,

y = a´b
a2+5b2

+

. (1.17)

Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις: (i) a = b. Τότε x = 1
a , και επειδή x P Z έχουμε

a = ˘1, οπότε
a+ b

?
´5 = ˘

(
1 +

?
´5
)
.

Επειδή αυτό είναι διαιρέτης και τού 2, θα πρέπει να ισχύει η ισότητα

2 = (1 +
?

´5)(µ+ ν
?

´5), (1.18)

για κάποιους µ, ν P Z. Θεωρώντας τούς συζυγείς και στα δύο μέλη τής (1.18) κατα-
λήγουμε στην

2 = (1 ´
?

´5)(µ´ ν
?

´5). (1.19)

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (1.18) και (1.19) λαμβάνουμε

4 = 6
(
µ2 + 5ν2

)
. (1.20)

Όμως η ισχύς τής ως άνω ισότητας (1.20) είναι αδύνατη, καθότι το δεξιό της μέλος
είναι προφανώς ą 4, όταν τουλάχιστον ένα εκ των µ, ν είναι διάφορο τού μηδενός,
και είναι = 0, όταν µ = ν = 0.
(ii) a ‰ b και b ‰ 0. Σε αυτήν την περίπτωση,

1 ď |a´ b| ď |a| + |b| ď a2 + b2 ă a2 + 5b2 ùñ 0 ă |y| =
|a´ b|

a2 + 5b2
ă 1,

(βλ. (1.17)), πράγμα άτοπο, διότι -εξ υποθέσεως- y P Z.
(iii) a ‰ b και b = 0. Στην τελευταία αυτή περίπτωση έχουμε (λόγω των (1.17)):

Z Q x = y =
1

a
ùñ a = ˘1 ùñ a+ b

?
´5 = ˘1,

που είναι διαιρέτης τού 1. Άρα οι 2 και 1 +
?

´5 είναι όντως σχετικώς πρώτοι.
Εν συνεχεία, υποθέτοντας ότι υπάρχουν r1, r2 P Z[

?
´5], τέτοιοι ώστε να ισχύει η

(1.16):
2r1 +

(
1 +

?
´5
)
r2 = 1

για τα εν λόγω στοιχεία, καταλήγουμε σε άτοπο, διότι αυτή ισοδυναμεί με την

(1 ´
?

´5)(1 +
?

´5)r1 + 3(1 +
?

´5)r2 = 3,

έχουσα το 1 +
?

´5 ως διαιρέτη τού αριστερού της αλλά όχι και τού δεξιού της
μέλους! (Στο εδάφιο 1.3.43 είχαμε αποδείξει με ανάλογους συλλογισμούς ότι το ι-
δεώδες

@

2, 1 +
?

´5
D

δεν είναι κύριο!)
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1.4.18 Πρόταση. Έστω ότι ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος κυρίων ιδεωδών
και a, b, c P R. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν a | bc και τα a, b είναι σχετικώς πρώτα, τότε a | c.

(ii) Εάν a | c, b | c και τα a, b είναι σχετικώς πρώτα, τότε ab | c.

(iii) Εάν c | a και τα a, b είναι σχετικώς πρώτα, τότε και τα c και b είναι σχετικώς
πρώτα.

Αποδειξη. Εάν υποθέσουμε ότι τα a, b είναι σχετικώς πρώτα, τότε, σύμφωνα με το
πόρισμα 1.4.16, υπάρχουν u, v P R με ua+ vb = 1R.
(i) Εάν a | bc, τότε

c = uac+ vbc

a | uac, a | vbc

+

ùñ a | c.

(ii) Εάν a | c και b | c, τότε

c = uac+ vbc

ab | ac, ab | bc

+

ùñ ab | c.

(iii) Εάν c | a, τότε Dx P R : a = cx, οπότε
ua+ vb = 1R

a = cx

*

ùñ (ux) c+ vb = 1R ùñ 1R P ΜΚΔR(c, b).

(Εν προκειμένω, έγινε χρήση των (ii) και (iv) τής προτάσεως 1.4.2, και τού πορίσμα-
τος 1.4.16, αντιστοίχως.)

1.4.19 Ορισμός. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2,

και a1, . . . , an P R, τότε ένα t P R καλείται ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των
a1, . . . , an όταν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) a1 | t, . . . , an | t,

(ii) για οιοδήποτε s P R, για το οποίο ισχύει a1 | s, . . . , an | s, έχουμε t | s.

Θέτουμε

ΕΚΠR(a1, . . . , an) :=

#

t P R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο των a1, . . . , an

+

.

1.4.20 Παρατήρηση. Εάν a1, . . . , an P Z, τότε (κάνοντας χρήση τού συνήθους ορι-
σμού τού εκπ(a1, . . . , an) τού θεσπιζόμενου εντός τού πλαισίου τής Στοιχειώδους
Θεωρίας Αριθμών) διαπιστώνουμε ότι

ΕΚΠZ(a1, . . . , an) = t˘εκπ(a1, . . . , an)u .

Κατά συνέπειαν, στον Z, από δακτυλιοθεωρητική σκοπιά (ήτοι ακολουθώ-
ντας τον ορισμό 1.4.19), οι a1, . . . , an έχουν αμφότερα τα εκπ(a1, . . . , an) και
´εκπ(a1, . . . , an) ως ελάχιστα κοινά πολλαπλάσιά τους και

εκπ(a1, . . . , an) ‰ ´ εκπ(a1, . . . , an) ô aj ‰ 0, @j P t1, . . . , nu.
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1.4.21 Σημείωση. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2, και τα
a1, . . . , an στοιχεία τού R, τότε
(i) το σύνολο ΕΚΠR(a1, . . . , an) δεν είναι κατ’ ανάγκην μη κενό,
(ii) το ΕΚΠR(a1, . . . , an) δεν είναι κατ’ ανάγκην μονοσύνολο (βλ. 1.4.20) και
(iii) όταν ΕΚΠR(a1, . . . , an) ‰ ∅, κάθε ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των a1, . . . , an
είναι μονοσημάντως ορισμένο μέχρι συντροφικότητας (ήτοι οιοδήποτε άλλο ελάχι-
στο κοινό πολλαπλάσιο των a1, . . . , an οφείλει να είναι σύντροφος αυτού). Τούτο
αποδεικνύεται στην επόμενη πρόταση.

1.4.22 Πρόταση. Εάν ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος, n P N, n ě 2, τα
a1, . . . , an στοιχεία τού R και t P ΕΚΠR(a1, . . . , an), τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν t „

συν.
t1, για κάποιο t1 P R, τότε t1 P ΕΚΠR(a1, . . . , an).

(ii) Εάν το t1 P ΕΚΠR(a1, . . . , an), τότε t „
συν.

t1.

Αποδειξη. (i) Εάν t „
συν.

t1, για κάποιο t1 P R, τότε

t | t1 ùñ Dx P R : t1 = tx

Da1
j P R : t = aja

1
j , @j P t1, ..., nu

+

ùñ t1 = aja
1
jx, @j P t1, ..., nu,

οπότε aj | t1 για κάθε j P t1, ..., nu. Εξάλλου, για οιοδήποτε s P R, για το οποίο
ισχύει a1 | s, . . . , an | s, έχουμε t | s και κατ’ επέκταση t1 | s (αφού εξ υποθέσεως
t1 | t, βλ. 1.4.2 (iii)).
(ii) Εάν το t1 P R είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των a1, . . . , an, τότε λόγω
των (i) και (ii) τού ορισμού 1.4.19 ισχύουν οι σχέσεις διαιρετότητας t | t1 και t1 | t,

οπότε t „
συν.

t1.

1.4.23 Θεώρημα. Εάν n P N, n ě 2, και εάν τα t, a1, a2, . . . , an είναι στοιχεία ενός
μεταθετικού δακτυλίου R, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) t P ΕΚΠR(a1, . . . , an).

(ii) xty = xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany .

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν το t είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των
a1, a2, . . . , an, τότε για κάθε j P t1, . . . , nu έχουμε aj | t, οπότε

t P xajy ùñ t P xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany ùñ xty Ď xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany .

Από την άλλη μεριά, εάν r P xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany , τότε r P xajy ùñ aj | r

για κάθε j P t1, . . . , nu, και επειδή το t είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των
a1, a2, . . . , an, έχουμε t | r ùñ r P xty , οπότε xa1y X ¨ ¨ ¨ X xany Ď xty . Κατά
συνέπειαν,

xty = xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany .

(ii)ñ(i) Εάν υποθέσουμε ότι xty = xa1y X ¨ ¨ ¨ X xany , τότε για κάθε j P t1, . . . , nu

έχουμε
xty Ď xajy ùñ aj | t,
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ενώ για οιοδήποτε s P R, για το οποίο ισχύει a1 | s, . . . , an | s, έχουμε

s P xajy , @j P t1, . . . , nu ùñ s P xa1y X ¨ ¨ ¨ X xany = xty ùñ t | s.

Ως εκ τούτου, το t είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των a1, a2, . . . , an.

1.4.24 Πόρισμα. Οιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους στοιχεία ενός μεταθετικού δα-
κτυλίου κυρίων ιδεωδών R διαθέτουν πάντοτε (κάποιο) ελάχιστο κοινό πολλαπλά-
σιο.

1.4.25 Πόρισμα. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Εάν n P N, n ě 2, τα a1, . . . , an
στοιχεία τής R και t P ΕΚΠR(a1, . . . , an), τότε

t = 0R ðñ Dj P t1, . . . , nu : aj = 0R ðñ ΕΚΠR(a1, . . . , an) = t0Ru.

Κατά συνέπειαν, t P R∖t0Ru ðñ aj P R∖t0Ru, @j P t1, . . . , nu.

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε ότι aj ‰ 0R για κάθε j P t1, . . . , nu.Επειδή ο θεωρηθείς
δακτύλιος R είναι (εξ υποθέσεως) ακεραία περιοχή, έχουμε

śn
j=1 aj ‰ 0R. Κατά

το θεώρημα 1.4.23, xty = xa1y X ¨ ¨ ¨ X xany . Παρατηρούμε ότι

0R ‰

n
ź

j=1

aj P xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany = xty ñ t0Ru Ř xty ñ t ‰ 0R.

Εάν λοιπόν t = 0R, τότε υπάρχει κατ’ ανάγκην κάποιος j P t1, . . . , nu με aj = 0R.

Και αντιστρόφως· εάν Dj P t1, . . . , nu : aj = 0R και t P ΕΚΠR(a1, . . . , an), τότε το
θεώρημα 1.4.23 μας πληροφορεί ότι

t P xty (= xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany) Ď xajy = x0Ry = t0Ru,

οπότε t = 0R.

1.4.26 Λήμμα. ΈστωR μια ακεραία περιοχή. Εάν a, b P R∖t0Ru, τότε οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Τα a, b είναι σχετικώς πρώτα.
(ii) Για κάθε c P R∖t0Ru με c | a και c | b, έχουμε c P Rˆ.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν c P R∖t0Ru και c | a, c | b, τότε c | 1R (επειδή εξ υποθέ-
σεως 1R P ΜΚΔR(a, b), βλ. 1.4.8). Αυτό σημαίνει ότι Dc1 P R : 1R = cc1, απ’ όπου
έπεται ότι c P Rˆ.

(ii)ñ(i) Έστω c P R με c | a και c | b. Επειδή a, b P R∖t0Ru, έχουμε κατ’ ανάγκην
c P R∖t0Ru (βλ. 1.4.2 (i)). Εξ υποθέσεως, c P Rˆ.Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει κάποιο
c1 P R : 1R = cc1, απ’ όπου έπεται ότι

c | 1R

1.4.2 (v) ñ 1R | a, 1R | b

+

ùñ
1.4.8

1R P ΜΚΔR(a, b),

οπότε τα a, b είναι σχετικώς πρώτα.
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1.4.27 Λήμμα. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Εάν υποθέσουμε ότι δυο τυχόντα
μη μηδενικά στοιχεία τής R διαθέτουν (κάποιον) μέγιστο κοινό διαιρέτη, τότε για
a, b, d P R∖t0Ru οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) d P ΜΚΔR(a, b).
(ii) Υπάρχουν σχετικώς πρώτα στοιχεία a1, b1 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε a = da1 και
b = db1.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν d P ΜΚΔR(a, b), τότε d | a και d | b, οπότε υπάρχουν
a1, b1 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε a = da1 και b = db1. Θα αποδείξουμε ότι τα a1, b1 είναι
σχετικώς πρώτα. Προς τούτο θεωρούμε c P R, τέτοιο ώστε c | a1 και c | b1. Τότε
υπάρχουν a2, b2 P R∖t0Ru με a1 = ca2 και b1 = cb2. Επομένως,

a = dca2 ñ dc | a

b = dcb2 ñ dc | b

+

ùñ dc | d ùñ Dc1 P R : d = dcc1.

Eπειδή ο δακτύλιος αναφοράς R είναι εξ υποθέσεως ακεραία περιοχή, έχουμε

d(1R ´ cc1) = 0R

d ‰ 0R

+

ùñ cc1 = 1R ñ c P Rˆ

(βλ. 1.2.5), οπότε 1R P ΜΚΔR(a1, b1) (κατόπιν εφαρμογής τού λήμματος 1.4.26 με τα
a1, b1 στη θέση των εκεί παρατεθέντων a και b, αντιστοίχως).
(ii)ñ(i) Εξ υποθέσεως, υπάρχει κάποιος d1 P ΜΚΔR(a, b). Επιπροσθέτως, υπάρ-
χουν σχετικώς πρώτα στοιχεία a1, b1 P R∖t0Ru και d P R∖t0Ru, τέτοια ώστε a = da1

και b = db1. Κατά συνέπειαν,

d | a

d | b

+

ùñ
1.4.8

d | d1 ñ Dc P R∖t0Ru : d1 = dc.

Εξάλλου,

d1 | a ñ Da2 P R∖t0Ru : da1 = a = d1a2 = dca2

d1 | b ñ Db2 P R∖t0Ru : db1 = b = d1b2 = dcb2

d ‰ 0R

,

/

.

/

-

ñ

"

a1 = ca2

b1 = cb2

*

(βλ. 1.2.5), οπότε εφαρμόζοντας το λήμμα 1.4.26 (με τα a1, b1 στη θέση των εκεί πα-
ρατεθέντων a και b, αντιστοίχως) λαμβάνουμε

c | a1, c | b1

1R P ΜΚΔR(a1, b1)

+

ùñ c P Rˆ.

Από αυτό και από το πόρισμα 1.4.4 συνάγεται ότι d1 „
συν.

d. Το (i) τής προτάσεως
1.4.11 μας πληροφορεί ότι d P ΜΚΔR(a, b).
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1.4.28 Λήμμα. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Εάν υποθέσουμε ότι δυο τυχόντα μη
μηδενικά στοιχεία τής R διαθέτουν (κάποιο) ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, τότε για
a, b, t P R∖t0Ru οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) t P ΕΚΠR(a, b).

(ii) Υπάρχουν σχετικώς πρώτα στοιχεία a1, b1 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε να ισχύουν οι
ισότητες t = aa1 = bb1.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν t P ΕΚΠR(a, b), τότε a | t και b | t, οπότε υπάρχουν στοι-
χεία a1, b1 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε t = aa1 = bb1. Θα αποδείξουμε ότι τα a1, b1 είναι
σχετικώς πρώτα στοιχεία. Προς τούτο θεωρούμε τυχόν c P R με c | a1 και c | b1.

Λόγω αυτής τής επιλογής τού c υπάρχουν x, y P R, τέτοια ώστε a1 = cx και b1 = cy.

Επειδή a1, b1 P R∖t0Ru, έχουμε κατ’ ανάγκην c, x, y P R∖t0Ru. Επομένως,

t = c(ax) = c(by)

c ‰ 0R

+

ùñ ax = by

(βλ. 1.2.5), οπότε

a | ax

b | by = ax

+

ùñ
1.4.19

t | ax και t = c(ax) ñ ax | t.

Επομένως, t „
συν.

ax και c P Rˆ (βλ. ορισμό 1.4.1 (ii) και πόρισμα 1.4.4). Εφαρμόζο-
ντας το λήμμα 1.4.26 (με τα a1, b1 στη θέση των εκεί παρατεθέντων a και b, αντιστοί-
χως) λαμβάνουμε 1R P ΜΚΔR(a1, b1).

(ii)ñ(i) Εξ υποθέσεως, υπάρχει κάποιο t1 P ΕΚΠR(a, b). Επιπροσθέτως, υπάρχουν
σχετικώς πρώτα στοιχεία a1, b1 P R∖t0Ru και t P R∖t0Ru, τέτοια ώστε να ισχύουν
οι ισότητες t = aa1 = bb1. Κατά συνέπειαν,

a | t

b | t

+

ùñ
1.4.19

t1 | t ñ Dc P R∖t0Ru : t = t1c.

Εξάλλου,

a | t1 ñ Da2 P R∖t0Ru : t1 = aa2

b | t1 ñ Db2 P R∖t0Ru : t1 = bb2

+

ñ

#

aa1 = t = aa2c

bb1 = t = bb2c

+

.

Επειδή a, b P R∖t0Ru, έχουμε λόγω τής προτάσεως 1.2.5 και τού λήμματος 1.4.26
(με τα a1, b1 στη θέση των εκεί παρατεθέντων a και b, αντιστοίχως)

a1 = a2c ñ c | a1

b1 = b2c ñ c | b1

1R P ΜΚΔR(a1, b1)

,

/

.

/

-

ùñ c P Rˆ.

Από αυτό και από το πόρισμα 1.4.4 συνάγεται η σχέση συντροφικότητας t „
συν.

t1. Το
(i) τής προτάσεως 1.4.22 μας πληροφορεί ότι t P ΕΚΠR(a, b).
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1.4.29 Πρόταση. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν υποθέσουμε ότι δυο τυχόντα μη μηδενικά στοιχεία τής R διαθέτουν μέγιστο
κοινό διαιρέτη και εάν θεωρήσουμε a, b P R∖t0Ru, τότε υπάρχει t P R∖t0Ru,

τέτοιο ώστε να ισχύει

t P ΕΚΠR(a, b) και td = ab, όπου d P ΜΚΔR(a, b).

(ii) Εάν υποθέσουμε ότι δυο τυχόντα μη μηδενικά στοιχεία τήςR διαθέτουν ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο και εάν θεωρήσουμε a, b P R∖t0Ru, τότε υπάρχει d P R∖t0Ru,

τέτοιο ώστε να ισχύει

d P ΜΚΔR(a, b) και td = ab, όπου t P ΕΚΠR(a, b).

Αποδειξη. (i) Εάν a, b P R∖t0Ru και d P ΜΚΔR(a, b), τότε σύμφωνα με το λήμμα
1.4.27 υπάρχουν σχετικώς πρώτα στοιχεία a1, b1 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε a = da1

και b = db1. Θέτοντας t := da1b1 παρατηρούμε ότι t = ab1 = ba1. Εφαρμόζοντας
τη συνεπαγωγή (ii)ñ(i) τού λήμματος 1.4.28 (με το στοιχείο a στη θέση τού εκεί
παρατεθέντος b και το στοιχείο b στη θέση τού εκεί παρατεθέντος a) διαπιστώνουμε
ότι t P ΕΚΠR(b, a) = ΕΚΠR(a, b). Επιπροσθέτως, εξ ορισμού τού t έχουμε td = ab.

(ii) Εάν a, b P R∖t0Ru και t P ΕΚΠR(a, b), τότε σύμφωνα με το λήμμα 1.4.28 υπάρ-
χουν σχετικώς πρώτα στοιχεία a1, b1 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε t = aa1 = bb1. Επειδή
a | ab και b | ab, από τον ορισμό 1.4.19 τού ελαχίστου κοινού πολλαπλασίου έπεται
ότι t | ab. Κατά συνέπειαν, Dd P R∖t0Ru, τέτοιο ώστε να ισχύει ab = td, οπότε

ab = td = aa1d

ba = td = bb1d

+

ùñ

#

b = a1d = da1

a = b1d = db1

+

,

καθότι ο θεωρηθείς δακτύλιος R είναι εξ υποθέσεως ακεραία περιοχή (βλ. 1.2.5).
Επειδή τα a1, b1 είναι σχετικώς πρώτα, εφαρμόζοντας τη συνεπαγωγή (ii)ñ(i) τού
λήμματος 1.4.27 διαπιστώνουμε ότι d P ΜΚΔR(a, b).

1.4.30 Λήμμα. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Εάν δυο τυχόντα στοιχεία τής R δια-
θέτουν πάντοτε κάποιον μέγιστο κοινό διαιρέτη και a1, a2, a3 P R, τότε

ΜΚΔR(a1, a2, a3) = ΜΚΔR(d, a3), @d P ΜΚΔR(a1, a2). (1.21)

(Ως εκ τούτου, ΜΚΔR(a1, a2, a3) ‰ ∅.)

Αποδειξη. Θεωρούμε τυχόντες μεγίστους κοινούς διαιρέτες d P ΜΚΔR(a1, a2),
d1 P ΜΚΔR(d, a3), καθώς και τυχόν c P R με c | aj για κάθε j P t1, 2, 3u. Προ-
φανώς,

d1 | d και d | a1, d | a2 ñ d1 | a1 και d1 | a2
d1 | a3

*

ñ d1 | aj ,@j P t1, 2, 3u. (1.22)

Από τον ορισμό 1.4.8 (εφαρμοζόμενον τόσον για τον d όσον και για τον d1) λαμβά-
νουμε

c | a1 και c | a2 ñ c | d, c | d και c | a3 ñ c | d1. (1.23)
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Από τις (1.22) και (1.23) συμπεραίνουμε ότι d1 P ΜΚΔR(a1, a2, a3). Επομένως,

ΜΚΔR(a1, a2, a3) ‰ ∅ και ΜΚΔR(d, a3) Ď ΜΚΔR(a1, a2, a3).

Έστω τώρα τυχών d2 P ΜΚΔR(a1, a2, a3). Από τον ορισμό 1.4.8 γνωρίζουμε ότι
ισχύουν οι σχέσεις διαιρετότητας

d2 | a1 και d2 | a2 ñ d2 | d, d2 | d και d2 | a3 ñ d2 | d1,

από τη μια μεριά και οι σχέσεις διαιρετότητας

d1 | d και d | a1, d | a2 ñ d1 | a1 και d1 | a2
d1 | a3

d2 P ΜΚΔR(a1, a2, a3)

,

.

-

ñ d1 | d2,

από την άλλη. Αυτό σημαίνει ότι d1 „
συν.

d2. Από την πρόταση 1.4.11 συνάγεται ότι
d1 P ΜΚΔR(a1, a2, a3) και d2 P ΜΚΔR(d, a3), απ’ όπου έπεται ότι η (1.21) είναι
αληθής.

1.4.31 Πρόταση. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν δυο τυχόντα στοιχεία τής R διαθέτουν μέγιστο κοινό διαιρέτη, τότε και οια-
δήποτε πεπερασμένου πλήθους στοιχεία τής R διαθέτουν μέγιστο κοινό διαιρέτη.
(ii) Εάν δυο τυχόντα στοιχεία τής R διαθέτουν ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, τό-
τε και οιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους στοιχεία τής R διαθέτουν ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο.
(iii) Εάν δυο τυχόντα στοιχεία τήςR διαθέτουν μέγιστο κοινό διαιρέτη, τότε και δυο
τυχόντα στοιχεία τής R διαθέτουν ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, και τανάπαλιν.
(iv) Εάν οιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους στοιχεία τής R διαθέτουν μέγιστο κοι-
νό διαιρέτη, τότε και οιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους στοιχεία τής R διαθέτουν
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, και τανάπαλιν.

Αποδειξη. (i) Εάν n P N, n ě 3, και εάν τα a1, a2, . . . , an είναι στοιχεία τούR, τότε
-εξ υποθέσεως- οιοδήποτε ζεύγος εξ αυτών διαθέτει κάποιον μέγιστο κοινό διαιρέ-
τη. Θα αποδείξουμε ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής μέσω μαθηματικής επαγωγής.
Έστω n = 3 και έστω d P ΜΚΔR(a1, a2). Εάν d1 P ΜΚΔR(d, a3), τότε σύμφωνα με
το λήμμα 1.4.30 έχουμε

d1 P ΜΚΔR(a1, a2, a3).
Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι n ě 4 και ότι ο ισχυρισμός μας είναι αληθής για τα
a1, . . . , an´1. Έστω d P ΜΚΔR(a1, . . . , an´1). Εξ υποθέσεως, Dd1 P ΜΚΔR(d, an).
Έστω c P R με c | aj για κάθε j P t1, . . . , nu. Προφανώς,

d1 | d και d | aj , @j P t1, . . . , n´ 1u

ñ d | aj , @j P t1, . . . , n´ 1u

d1 | an

,

/

.

/

-

ñ d1 | aj ,@j P t1, . . . , nu. (1.24)

Από τον ορισμό 1.4.8 (εφαρμοζόμενον τόσον για τον d όσον και για τον d1) λαμβά-
νουμε

c | aj , @j P t1, . . . , n´ 1u ñ c | d, c | d και c | an ñ c | d1. (1.25)
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Από τις (1.24) και (1.25) συμπεραίνουμε ότι d1 P ΜΚΔR(a1, . . . , an´1, an). Επομέ-
νως,

ΜΚΔR(a1, . . . , an) ‰ ∅ και ΜΚΔR(d, an) Ď ΜΚΔR(a1, . . . , an).

(Με επιχειρήματα ανάλογα εκείνων που χρησιμοποιήθησαν στο λήμμα 1.4.30, όπου
n = 3, μπορεί κανείς να δείξει ότι ΜΚΔR(d, an) = ΜΚΔR(a1, . . . , an), αλλά εδώ
αρκεί μόνον η διασφάλιση τής υπάρξεως τουλάχιστον ενός μεγίστου κοινού διαιρέ-
τη των a1, . . . , an).
(ii) Εάν n P N, n ě 3, και εάν τα a1, a2, . . . , an είναι στοιχεία τού R, τότε -εξ
υποθέσεως- οιοδήποτε ζεύγος εξ αυτών διαθέτει κάποιο ελάχιστο κοινό πολλαπλά-
σιο. Θα αποδείξουμε ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής μέσω μαθηματικής επαγωγής.
Έστω n = 3 και έστω t P ΕΚΠR(a1, a2). Τότε

xty = xa1y X xa2y ùñ xty X xa3y = xa1y X xa2y X xa3y

και επειδή τα t και a3 διαθέτουν κάποιο ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, ας το πούμε
t1, με xt1y = xty X xa3y (βλ. 1.4.23 (i)ñ(ii)), έχουμε

@

t1
D

= xa1y X xa2y X xa3y .

Τούτο σημαίνει ότι το t1 είναι κατ’ ανάγκην ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των
a1, a2, a3 (λόγω τού 1.4.23 (ii)ñ(i)). Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι n ě 4 και ότι ο
ισχυρισμός μας είναι αληθής για τα a1, . . . , an´1. Εάν το t είναι ένα ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο των a1, . . . , an´1, τότε

xty = xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xan´1y ùñ xty X xany = xa1y X xa2y X ¨ ¨ ¨ X xany ,

και επειδή τα t και an διαθέτουν (εξ υποθέσεως) κάποιο ελάχιστο κοινό πολλαπλά-
σιο, ας το πούμε t1, με

@

t1
D

= xty X xany

(βλ. 1.4.23 (i)ñ(ii)), έχουμε
@

t1
D

= xa1y X xa2y X xa3y X ¨ ¨ ¨ X xan´1y X xany ,

κάτι που σημαίνει ότι το t1 είναι κατ’ ανάγκην ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των
a1, a2, . . . , an (λόγω τού 1.4.23 (ii)ñ(i)).
(iii) Κατ’ αρχάς, υποθέτοντας ότι δυο τυχόντα στοιχεία τής R διαθέτουν μέγιστο
κοινό διαιρέτη, θα αποδείξουμε ότι ΕΚΠR(a, b) ‰ ∅ για οιαδήποτε a, b P R. Εάν
τουλάχιστον ένα εκ των a, b είναι = 0R, τότε έχουμε ΕΚΠR(a, b) = t0Ru ‰ ∅
(βλ. πόρισμα 1.4.25). Εάν a, b P R∖t0Ru, τότε η ύπαρξη κάποιου μεγίστου κοινού
διαιρέτη d P ΜΚΔR(a, b) συνεπιφέρει την ύπαρξη ενός t P ΕΚΠR(a, b) με

td = ab

επί τη βάσει τής προτάσεως 1.4.29.
Εν συνεχεία, υποθέτοντας ότι δυο τυχόντα στοιχεία τής R διαθέτουν ελάχιστο

κοινό πολλαπλάσιο, θα αποδείξουμε ότι ΜΚΔR(a, b) ‰ ∅ για οιαδήποτε a, b P R.
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Εάν a = 0R, τότε προφανώς b P ΜΚΔR(0R, b). Κατ’ αναλογίαν, εάν b = 0R, τότε
a P ΜΚΔR(a, 0R). Εάν a, b P R∖t0Ru, τότε η ύπαρξη κάποιου ελαχίστου κοινού
πολλαπλασίου t P ΕΚΠR(a, b) συνεπιφέρει την ύπαρξη ενός d P ΜΚΔR(a, b) με
td = ab επί τη βάσει τής προτάσεως 1.4.29.
(iv) Τούτο έπεται άμεσα από τα (i), (ii) και (iii).

1.4.32 Ορισμός. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Η R καλείται περιοχή με μέγι-
στο κοινό διαιρέτη ή, εν συντομία, περιοχή με μ.κ.δ. όταν ΜΚΔR(a, b) ‰ ∅ για
οιαδήποτε στοιχεία a, b P R. (Εάν η R είναι περιοχή με μ.κ.δ., τότε, βάσει τής
προτάσεως 1.4.31, και οιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους στοιχεία τής R διαθέ-
τουν τόσο μέγιστο κοινό διαιρέτη όσο και ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο).

1.4.33 Παραδείγματα. Κάθε Π.Κ.Ι. είναι περιοχή με μ.κ.δ. (Βλ. πόρισμα 1.4.14.) Από
την άλλη μεριά, επειδή ΜΚΔZ[

?
´5](6, 2

(
1 +

?
´5
)
) = ∅, η τετραγωνική αριθμητι-

κή περιοχή Z[
?

´5] δεν είναι περιοχή με μ.κ.δ.

1.4.34 Πρόταση. Έστω R μια περιοχή με μ.κ.δ. Εάν a, b, c P R, τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:
(i) a P ΜΚΔR(a, a),
(ii) a | b ðñ a P ΜΚΔR(a, b),
(iii) ΜΚΔR(d, c) = ΜΚΔR(a, d1), @d P ΜΚΔR(a, b) και @d1 P ΜΚΔR(b, c),
(iv) ΜΚΔR(ca, cb) = tcd| d P ΜΚΔR(a, b)u ,

(v) ΜΚΔR(ab, c) = ΜΚΔR(db, c), για οιονδήποτε d P ΜΚΔR(a, c).

Αποδειξη. (i) Προφανώς, a | a και για κάθε c P R με c | a ικανοποιούνται οι
συνθήκες τού ορισμού 1.4.8 για το a, οπότε a P ΜΚΔR(a, a).
(ii) Υποθέτοντας ότι a | b, έχουμε a | a και a | b, και για κάθε c P R με c | a και c | b

ικανοποιούνται οι συνθήκες τού ορισμού 1.4.8 για το a, οπότε a P ΜΚΔR(a, b). Το
αντίστροφο είναι προφανές.
(iii) Θεωρούμε τυχόντες d P ΜΚΔR(a, b), d1 P ΜΚΔR(b, c). Εάν d2 P ΜΚΔR(d, c)
και d3 P ΜΚΔR(a, d1), αρκεί να δειχθεί ότι25 d2 „

συν.
d3, ήτοι ότι d2 | d3 και d3 | d2.

Εξ υποθέσεως, d2 | d και d2 | c. Επειδή d | a και d | b, έχουμε d2 | a, d2 | b και d2 | c.

Από την άλλη μεριά, επειδή d1 P ΜΚΔR(b, c), έχουμε

d2 | a και d2 | d1

d3 P ΜΚΔR(a, d1)

+

ñ d2 | d3.

Η σχέση διαιρετότητας d3 | d2 αποδεικνύεται παρομοίως.
(iv) Εάν d P ΜΚΔR(a, b) και d1 P ΜΚΔR(ca, cb), αρκεί να δειχθεί ότι d1 „

συν.
cd, ήτοι

25Εάν d2 „
συν.

d3, τότε από την πρόταση 1.4.11 συνάγουμε ότι d3 P ΜΚΔR(d, c) και d2 P ΜΚΔR(a, d1), οπότε

ΜΚΔR(d, c) = ΜΚΔR(a, d1).
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ότι d1 | cd και cd | d1. Εάν c = 0R, τούτο είναι προφανές, διότι

ΜΚΔR(0R, 0R) = t0Ru.

Εάν c ‰ 0R, τότε από τις σχέσεις διαιρετότητας d | a και d | b έπονται άμεσα οι
cd | ca και cd | cb (βλ. 1.4.2 (ii)), οπότε cd | d1. Εξάλλου,

cd | d1 ñ Dr P R : d1 = (cd) r

d1 | ca ñ Ds P R : ca = d1s

d1 | cb ñ Dt P R : cb = d1t

,

/

/

.

/

/

-

ñ ca = cdrs, cb = cdrt.

Επειδή ο θεωρηθείς δακτύλιος R είναι εξ υποθέσεως ακεραία περιοχή, έχουμε

a = drs

b = drt

+

ñ dr | a και dr | b

(βλ. 1.2.5), οπότε d P ΜΚΔR(a, b) ñ dr | d ñ d1 = c (dr) | cd.

(v) Έστω τυχών d P ΜΚΔR(a, c). Κατά το (iv), db P ΜΚΔR(ab, cb). Έστω τυχών
d1 P ΜΚΔR(ab, cb). Τότε d „

συν.
d1, οπότε

ΜΚΔR(db, c) = ΜΚΔR(d1, c)

(iii) ñ ΜΚΔR(d1, c) = ΜΚΔR(ab, d2),

@d2 P ΜΚΔR(cb, c)

,

/

/

.

/

/

-

ñ

#

ΜΚΔR(db, c) = ΜΚΔR(ab, d2),

@d2 P ΜΚΔR(cb, c)

+

Κατά το (ii), c P ΜΚΔR(cb, c). Επιλέγοντας λοιπόν ως d2 το c, λαμβάνουμε
ΜΚΔR(db, c) = ΜΚΔR(ab, c).

Ανάλογες ιδιότητες που αφορούν στα σύνολα των ελαχίστων κοινών πολλαπλασίων
περιλαμβάνονται στην ακόλουθη πρόταση:

1.4.35 Πρόταση. Έστω R μια περιοχή με μ.κ.δ. Εάν a, b, c P R, τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:
(i) a P ΕΚΠR(a, a),

(ii) a | b ðñ b P ΕΚΠR(a, b),

(iii) ΕΚΠR(t, c) = ΕΚΠR(a, t
1), @t P ΕΚΠR(a, b) και @t1 P ΕΚΠR(b, c),

(iv) ΕΚΠR(ca, cb) = tct| t P ΕΚΠR(a, b)u ,

(v) ΕΚΠR(ab, c) = ΕΚΠR(tb, c), για οιοδήποτε t P ΕΚΠR(a, c).

1.4.36 Ορισμός. Έστω R ένας μεταθετικός δακτύλιος. Ένα στοιχείο p P R κα-
λείται πρώτο στοιχείο τού R όταν p P R∖ (Rˆ Y t0Ru) και, επιπροσθέτως, για
οιαδήποτε a, b P R ισχύει η συνεπαγωγή:

[p | ab ùñ είτε p | a είτε p | b].

1.4.37 Ορισμός. Έστω R ένας μεταθετικός δακτύλιος. Ένα στοιχείο q P R κα-
λείται ανάγωγο στοιχείο τούR όταν q P R∖ (Rˆ Y t0Ru) και, επιπροσθέτως, για
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οιαδήποτε a, b P R ισχύει η συνεπαγωγή:

[q = ab ùñ είτε a P Rˆ είτε b P Rˆ].

1.4.38 Παραδείγματα. (i) Στον δακτύλιοZ των ακεραίων αριθμών ένα στοιχείο είναι
πρώτο εάν και μόνο εάν είναι ανάγωγο, ήτοι τής μορφής ˘p, όπου p κάποιος πρώτος
αριθμός.
(ii) Στον δακτύλιο Z6 (που είναι Δ.Κ.Ι. αλλά όχι Π.Κ.Ι.) το στοιχείο [2]6 είναι πρώτο.
Πράγματι· τα μόνα γινόμενα στοιχείων τού Z6 τα οποία διαιρεί το [2]6 είναι τα

[1]6 [2]6 , [1]6 [4]6 , [2]6 [3]6 , [2]6 [4]6 , [2]6 [5]6 , [3]6 [4]6 , [4]6 [5]6 .

Αρκεί λοιπόν να παρατηρήσουμε ότι το [2]6 διαιρεί τουλάχιστον έναν εκ των πα-
ραγόντων αυτών των γινομένων. Από την άλλη μεριά, το [2]6 δεν είναι ανάγωγο
στοιχείο τού Z6, αφού

[2]6 = [4]6 [2]6 , [4]6 R Zˆ
6 , [2]6 R Zˆ

6 (= t[1]6 , [5]6u).

(iii) Στην υποπεριοχή R =
␣

a
2n P Q

ˇ

ˇ a P Z, n P N0

(

τού σώματος των ρητών αριθ-
μών το στοιχείο 6 = 6

20 είναι ανάγωγο. Πράγματι· εάν το 6 γράφεται ως γινόμενο
6 = a

2n
b

2m , όπου a, b P Z, n,m P N0, τότε

ab = 2n+m+1 ¨ 3, με n+m+ 1 ě 1,

απ’ όπου έπεται ότι 3 | ab ùñ είτε 3 | a είτε 3 | b (εντός τού Z!). Εάν 3 | a, τότε
a = 3r για κάποιον r P Z, οπότε rb = 2n+m+1 ñ b = 2µ, για κάποιον µ P N0,

µ ď n+m+1.Κατά συνέπειαν, b
2m = 2µ´m P Rˆ = t˘2ν | ν P Zu . Εάν 3 | b, τότε

-κατ’ αναλογίαν- a
2n P Rˆ.

(iv) Στον δακτύλιο Z [i] των ακεραίων τού Gauss (που είναι ακεραία περιοχή) ένα
στοιχείο είναι πρώτο εάν και μόνο εάν είναι ανάγωγο (πρβλ. 1.4.39 (iv)).

1.4.39 Πρόταση. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Ένα p P R∖ (Rˆ Y t0Ru) είναι πρώτο στοιχείο τήςR εάν και μόνον εάν το κύριο
ιδεώδες xpy είναι ένα μη τετριμμένο πρώτο ιδεώδες τής R.
(ii) Ένα q P R∖ (Rˆ Y t0Ru) είναι ανάγωγο στοιχείο τήςR εάν και μόνον εάν το xqy

είναι ένα μεγιστικό στοιχείο τού συνόλου όλων των γνησίων μη τετριμμένων κυρίων
ιδεωδών τής R (ως προς τον συνήθη συνολοθεωρητικό εγκλεισμό).
(iii) Κάθε πρώτο στοιχείο τής R είναι ανάγωγο. (Όπως είδαμε στο 1.4.38 (ii), τούτο
δεν είναι πάντοτε αληθές για μεταθετικούς δακτυλίους R οι οποίοι δεν είναι ακέ-
ραιες περιοχές!)
(iv) Εάν η R είναι Π.Κ.Ι., τότε ένα p P R∖ (Rˆ Y t0Ru) είναι πρώτο στοιχείο τής R
εάν και μόνον εάν είναι ανάγωγο στοιχείο τής R.
(v) Εάν το p είναι ένα πρώτο στοιχείο τής R και p „

συν.
p1, για κάποιο p1 P R, τότε

και το p1 είναι ένα πρώτο στοιχείο τής R.
(vi) Εάν το q είναι ένα ανάγωγο στοιχείο τής R και q „

συν.
q1, για κάποιο q1 P R, τότε
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και το q1 είναι ένα ανάγωγο στοιχείο τής R.
(vii) Oι μόνοι διαιρέτες ενός αναγώγου στοιχείου q τής R είναι τα συντροφικά του
στοιχεία και τα αντιστρέψιμα στοιχεία τής R, ήτοι οι «μη γνήσιοι» διαιρέτες τού q
(βλ. 1.4.7).
(viii) Ένα q P R∖ (Rˆ Y t0Ru) είναι ανάγωγο στοιχείο τήςR εάν και μόνον εάν δεν
διαθέτει «γνήσιους» διαιρέτες.

Αποδειξη. (i) Έστω p P R∖ (Rˆ Y t0Ru) ένα πρώτο στοιχείο τής R. Επειδή το p
είναι μη μηδενικό και μη αντιστρέψιμο, έχουμε t0Ru Ř xpy Ř R. Υποθέτοντας ότι
a, b P R με ab P xpy , έχουμε p | ab, οπότε είτε p | a είτε p | b, δηλαδή είτε a P xpy είτε
b P xpy .Άρα το xpy είναι ένα μη τετριμμένο πρώτο ιδεώδες τήςR.Και αντιστρόφως·
υποθέτοντας ότι το το xpy είναι ένα μη τετριμμένο πρώτο ιδεώδες τήςR, το στοιχείο
p που το παράγει είναι μη μηδενικό και μη αντιστρέψιμο (βλ. 1.3.5), και εάν a, b P R

με p | ab, τότε

ab P xpy ùñ είτε a P xpy είτε b P xpy ùñ είτε p | a είτε p | b,

οπότε το p είναι ένα πρώτο στοιχείο τής ακεραίας περιοχής R.
(ii) Έστω q ένα ανάγωγο στοιχείο τής R. Προφανώς, t0Ru Ř xqy Ř R. Έστω xay

τυχόν μη τετριμμένο γνήσιο κύριο ιδεώδες τής R με xqy Ď xay . Τότε q = ar για
κάποιο r P R. Επομένως, είτε a P Rˆ είτε r P Rˆ.Η πρώτη περίπτωση αποκλείεται
(καθότι υπετέθη πως το xay είναι γνήσιο ιδεώδες τής R). Άρα r P Rˆ, οπότε

q „
συν.

a ðñ xqy = xay ùñ

$

’

&

’

%

Tο xqy είναι ένα μεγιστικό στοιχείο

τού συνόλου όλων των μη τετριμμένων

γνησίων κυρίων ιδεωδών τής R.

,

/

.

/

-

.

Και αντιστρόφως· εάν υποθέσουμε ότι το κύριο ιδεώδες xqy είναι ένα μεγιστικό
στοιχείο τού συνόλου όλων των μη τετριμμένων γνησίων κυρίων ιδεωδών τήςR (ως
προς τον συνήθη συνολοθεωρητικό εγκλεισμό), τότε t0Ru Ř xqy Ř R, οπότε το q δεν
είναι ούτε = 0R ούτε αντιστρέψιμο. Επιπροσθέτως, εάν a, b P R με q = ab, έχουμε
xqy Ď xay ùñ είτε xqy = xay είτε xay = R. Εάν ισχύει η ισότητα xqy = xay , τότε
a = qc για κάποιο c P R, οπότε q = ab = qbc ùñ

(βλ. 1.2.5)
bc = 1 ùñ b P Rˆ. Εάν, από

την άλλη μεριά, ισχύει η ισότητα xay = R, τότε a P Rˆ. Κατά συνέπειαν, το q είναι
ένα ανάγωγο στοιχείο τής R.
(iii) Έστω p ένα πρώτο στοιχείο τής R. Εάν a, b P R με p = ab, έχουμε

είτε p | a είτε p | b ùñ είτε
! a = pr

για κάποιο r P R

)

είτε
"

b = ps
για κάποιο s P R

*

.

Επομένως, είτε rb = 1 είτε sa = 1, δηλαδή είτε b P Rˆ είτε a P Rˆ. Άρα το p είναι
ένα ανάγωγο στοιχείο τής R.
(iv) Λόγω τού (iii), αρκεί να αποδειχθεί ότι κάθε ανάγωγο στοιχείο μιας Π.Κ.Ι. R
είναι πρώτο. Εάν λοιπόν το q είναι ανάγωγο, τότε t0Ru Ř xqy Ř R και (κατά το (ii))
το xqy είναι ένα μεγιστικό στοιχείο τού συνόλου όλων των μη τετριμμένων γνησίων
κυρίων ιδεωδών τής R (ως προς τον συνήθη συνολοθεωρητικό εγκλεισμό). Επειδή
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η ακεραία περιοχή R είναι Π.Κ.Ι., το xqy είναι κατ’ ανάγκην μεγιστικό ιδεώδες τής
R. Όμως κάθε μεγιστικό ιδεώδες τής R είναι πρώτο ιδεώδες (βλ. θεώρημα 1.3.24).
Άρα το xqy είναι πρώτο ιδεώδες και (βάσει τού (i)) το q είναι πρώτο στοιχείο τήςR.
(v) Εάν το p είναι ένα πρώτο στοιχείο τής R και p „

συν.
p1, τότε p1 = up για κάποιο

u P Rˆ. Υποθέτοντας ότι a, b P R με p1 | ab, έχουμε

p | p1

p1 | ab

+

ùñ p | ab ùñ είτε p | a είτε p | b.

Ως εκ τούτου, είτε a = pr = u´1p1r για κάποιο r P R είτε b = ps = u´1p1s για
κάποιο s P R, απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι είτε p1 | a είτε p1 | b. Κατά συνέπειαν,
και το p1είναι ένα πρώτο στοιχείο τής ακεραίας περιοχής R.
(vi) Εάν το q είναι ένα ανάγωγο στοιχείο τήςR και q „

συν.
q1, τότε q = uq1 για κάποιο

u P Rˆ. Υποθέτοντας ότι a, b P R με q1 = ab, έχουμε

q = uab ùñ είτε ua P Rˆ είτε b P Rˆ ùñ είτε a P Rˆ είτε b P Rˆ,

οπότε και το q1 είναι ένα ανάγωγο στοιχείο τής ακεραίας περιοχής R.
(vii) Έστω τυχόν a P R που είναι διαιρέτης τού q. Τότε xqy Ď xay . Επειδή (κατά
το (ii)) το κύριο ιδεώδες xqy είναι ένα μεγιστικό στοιχείο τού συνόλου όλων των μη
τετριμμένων γνησίων κυρίων ιδεωδών τήςR (ως προς τον συνήθη συνολοθεωρητικό
εγκλεισμό), συμπεραίνουμε ότι xqy = xay. Τούτο σημαίνει ότι είτε τα q και a είναι
συντροφικά (βλ. 1.4.3 (ii)) είτε xqy = xay = R, οπότε το a είναι αντιστρέψιμο.
(viii) Εάν το q P R∖ (Rˆ Y t0Ru) είναι ανάγωγο στοιχείο τής ακεραίας περιοχής
R, τότε αυτό δεν διαθέτει γνήσιους διαιρέτες βάσει τού (vii). Εάν, αντιστρόφως,
ένα στοιχείο q P R∖ (Rˆ Y t0Ru) δεν διαθέτει γνήσιους διαιρέτες και υπάρχουν
a, b P R, τέτοια ώστε να ισχύει η ισότητα q = ab, τότε, επειδή a | q και b | q, έχουμε(

είτε a P Rˆ είτε q „
συν.

a
)

και
(

είτε b P Rˆ είτε q „
συν.

b
)
.

Υποθέτοντας ότι q „
συν.

a και q „
συν.

b, συμπεραίνουμε ότι

q2 „
συν.

ab = q ùñ Dx P Rˆ : q2 = qx.

(Bλ. 1.4.4 και 1.4.6). Επειδή o θεωρούμενος δακτύλιος R είναι εξ υποθέσεως ακε-
ραία περιοχή (βλ. 1.2.5), η ως άνω ισότητα ισοδυναμεί με την q = x P Rˆ, κάτι
το οποίο είναι άτοπο. Άρα είτε a P Rˆ είτε b P Rˆ και, ως εκ τούτου, το q είναι
ανάγωγο στοιχείο τής R.

1.4.40 Πόρισμα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) To p είναι πρώτο στοιχείο τήςR εάν και μόνον εάν το κύριο ιδεώδες xpy είναι ένα
μη τετριμμένο πρώτο ιδεώδες τής R.
(ii) Το q είναι ανάγωγο στοιχείο τής R εάν και μόνον εάν το κύριο ιδεώδες xqy είναι
ένα μεγιστικό ιδεώδες τής R.
(iii) Ένα στοιχείο τής R είναι πρώτο εάν και μόνον εάν είναι ανάγωγο.
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(iv) Ένα μη τετριμμένο ιδεώδες τήςR είναι πρώτο εάν και μόνον εάν είναι μεγιστικό.

Αποδειξη. Είναι προφανές ότι τα (i), (ii) και (iv) έπονται άμεσα από την προηγη-
θείσα πρόταση 1.4.39. (Το (iv) είχε αποδειχθεί και ανεξαρτήτως αυτής στην πρότα-
ση 1.3.44). Εξάλλου, επειδή κάθε ιδεώδες τής R είναι κύριο, το (iii) έπεται από το
ότι κάθε μεγιστικό ιδεώδες τήςR είναι μεγιστικό στοιχείο τού συνόλου των γνησίων
ιδεωδών της και το (ii) τής 1.4.39.

1.4.41 Πρόταση. Ένα στοιχείο μιας περιοχήςR με μ.κ.δ. είναι πρώτο εάν και μόνον
εάν είναι ανάγωγο.

Αποδειξη. Λόγω τού (iii) τής προτάσεως 1.4.39 αρκεί να αποδείξουμε ότι κάθε
ανάγωγο στοιχείο τής R είναι πρώτο. Έστω q P R∖ (Rˆ Y t0Ru) τυχόν ανάγωγο
στοιχείο τής R. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν στοιχεία a, b P R, τέτοια ώστε q | ab.

Εάν q ∤ a και d P ΜΚΔR(q, a), τότε, σύμφωνα με το (ii) τής προτάσεως 1.4.34, d ȷ
συν.

q.

Ωστόσο, d | q, οπότε υπάρχει q1 P R, τέτοιο ώστε να ισχύει η ισότητα q = dq1.Επειδή
το q είναι ανάγωγο στοιχείο, έχουμε κατ’ ανάγκην είτε d P Rˆ είτε q1 P Rˆ. Όμως
d ȷ

συν.
q ùñ q1 R Rˆ. Επομένως, d P Rˆ ùñ d „

συν.
1R, οπότε τα q και a είναι

σχετικώς πρώτα. Εξ αυτού συμπεραίνουμε ότι q | b. (Παρομοίως αποδεικνύεται,
ύστερα από εναλλαγή των ρόλων των a και b, ότι εάν q ∤ b, τότε q | a.) Άρα το q
είναι όντως πρώτο στοιχείο τής R.

1.4.42 Παράδειγμα. Βάσει των προαναφερθέντων στα εδάφια 1.3.43 και 1.4.33, η
ακεραία περιοχή Z[

?
´5] δεν είναι ούτε Π.Κ.Ι. ούτε καν περιοχή με μ.κ.δ. Εναλλα-

κτικώς, αυτό το συμπέρασμα μπορεί (λόγω τής προτάσεως 1.4.41) να εξαχθεί και
απευθείας παρατηρώντας οτι το 2 είναι ανάγωγο, χωρίς όμως να είναι και πρώτο
στοιχείο της.

1.4.43 Ορισμός. Μια ακεραία περιοχήR καλείται περιοχή με παραγοντοποίηση
όταν κάθε a P R∖ (Rˆ Y t0Ru) διαθέτει σύντροφο παριστώμενο ως γινόμενο
πεπερασμένου πλήθους αναγώγων στοιχείων τής R, ήτοι όταν γράφεται υπό τη
μορφή

a = uq1q2 ¨ ¨ ¨ qk,

όπου u P Rˆ, k P N και τα q1, q2, . . . , qk είναι ανάγωγα στοιχεία τής R.

1.4.44 Ορισμός. Μια ακεραία περιοχή R καλείται περιοχή μονοσήμαντης πα-
ραγοντοποιήσεως (=: Π.Μ.Π.) όταν πληροί τις ακόλουθες συνθήκες:
(i) Η R είναι περιοχή με παραγοντοποίηση (υπό την έννοια τού 1.4.43) και
(ii) για οιεσδήποτε παραστάσεις a „

συν.
q1q2 ¨ ¨ ¨ qk „

συν.
q1
1q

1
2 ¨ ¨ ¨ q1

l συντρόφων ενός
a P R∖ (Rˆ Y t0Ru)ως γινομένων πεπερασμένου πλήθους αναγώγων στοιχείων
τής R, έχουμε k = l και υπάρχει μια μετάταξη σ P Sk τού συνόλου t1, . . . , ku,

τέτοια ώστε να ισχύει qσ(j) „
συν.

q1
j ,@j P t1, . . . , ku.
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1.4.45 Θεώρημα. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-
μα:
(i) H R είναι Π.Μ.Π.
(ii) Η R είναι περιοχή με παραγοντοποίηση και κάθε στοιχείο q P R∖ (Rˆ Y t0Ru)

είναι πρώτο εάν και μόνον εάν είναι ανάγωγο.
(iii) Κάθε a P R∖ (Rˆ Y t0Ru) διαθέτει κάποιον σύντροφο παριστώμενο ως γινό-
μενο πεπερασμένου πλήθους πρώτων στοιχείων τής R.

Αποδειξη. (i)ñ(ii): Λόγω τού (iii) τής προτάσεως 1.4.39 αρκεί να αποδείξουμε ότι
κάθε ανάγωγο στοιχείο r P R∖ (Rˆ Y t0Ru) είναι πρώτο στοιχείο τής R. Ας υπο-
θέσουμε ότι υπάρχουν a, b P R, τέτοια ώστε να ισχύει r | ab. Τότε υπάρχει κάποιο
c P R με ab = rc. Γράφοντας τα a, b, c ως

a = uq1q2 ¨ ¨ ¨ qk, b = u1q1
1q

1
2 ¨ ¨ ¨ q1

l και c = u2q2
1q

2
2 ¨ ¨ ¨ q2

m,

ήτοι ως συντρόφους γινομένων πεπερασμένου πλήθους αναγώγων στοιχείων τού R
(όπου u, u1, u2 P Rˆ), λαμβάνουμε

uu1 (
k
ś

j=1

qj) (
l
ś

ϱ=1
q1
ϱ) = ab = u2 r q2

1q
2
2 ¨ ¨ ¨ q2

m.

Επειδή η R είναι Π.Μ.Π., είτε υπάρχει j P t1, . . . , ku με r „
συν.

qj είτε υπάρχει
ϱ P t1, . . . , lu με r „

συν.
q1
ϱ. Κατά συνέπειαν, είτε r | a είτε r | b.

(ii)ñ(iii): Τούτο είναι προφανές.
(iii)ñ(i): Έστω τυχόν a P R∖ (Rˆ Y t0Ru) . Εξ υποθέσεως υπάρχουν u P Rˆ και
πρώτα στοιχεία p1, . . . , pk, τέτοια ώστε a = up1p2 ¨ ¨ ¨ pk. Επειδή κάθε πρώτο στοι-
χείο τής R είναι ανάγωγο (βλ. 1.4.39 (iii)), η R πληροί τη συνθήκη (i) τού ορισμού
1.4.44. Εάν το a διαθέτει μια δεύτερη παράσταση a = wq1q2 ¨ ¨ ¨ ql, όπουw P Rˆ και
τα q1, . . . , ql ανάγωγα στοιχεία τής R, τότε

p1 | p1p2 ¨ ¨ ¨ pk = u´1wq1q2 ¨ ¨ ¨ ql

p1 πρώτο, p1 ∤ u´1, p1 ∤ w

+

ùñ Dj1 P t1, . . . , lu : p1 | qj1 .

Επειδή το qj1 είναι ανάγωγο και το p1 δεν είναι αντιστρέψιμο, έχουμε p1 „
συν.

qj1 ,

ήτοι p1 = eqj1 για κάποιο e P Rˆ. Ύστερα από απλοποίηση τού p1 στην ανωτέρω
ισότητα λαμβάνουμε

p2 | p2 ¨ ¨ ¨ pk = e´1u´1w(
ś

ϱPt1,..,lu∖tj1u

qϱ)

p2 πρώτο στοιχείο, p2 ∤ e´1, p2 ∤ u´1, p2 ∤ w

,

/

.

/

-

ñ Dj2 P t1, .., lu∖tj1u : p2 | qj2 ,

οπότε και πάλι p2 „
συν.

qj2 . Εφαρμόζοντας την ίδια συλλογιστική συμπεραίνουμε ότι
k ď l (έπειτα από k εν συνόλω βήματα) και ότι

D tj1, j2, . . . , jku Ď t1, . . . , lu : pϱ „
συν.

qjϱ , @ϱ P t1, . . . , ku.
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Εάν ίσχυε η ανισότητα k ă l, τότε θα είχαμε

1R = c (
ś

ϱPt1,..,lu∖tj1,..,jku

qϱ), για κάποιο c P Rˆ

loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

ó

Dϱ P t1, .., lu∖ tj1, .., jku : qϱ | 1R ùñ qϱ P Rˆ,

πράγμα άτοπο. Συνεπώς, k = l, και ορίζοντας τη μετάταξη σ P Sk μέσω τού τύπου
σ (ϱ) = jϱ για κάθε ϱ P t1, . . . , ku λαμβάνουμε pϱ „

συν.
qσ(ϱ). Άρα η R πληροί και τη

συνθήκη (ii) τού ορισμού 1.4.44, οπότε η R είναι όντως μια Π.Μ.Π.

1.4.46 Ορισμός. Λέμε ότι μια ακεραία περιοχήR πληροί τη συνθήκη των αλυσί-
δων γνησίων διαιρετών όταν κάθε ανιούσα αλυσίδα κυρίων ιδεωδών

I1 Ď I2 Ď ¨ ¨ ¨ Ď In Ď In+1 Ď ¨ ¨ ¨

τήςR είναι στάσιμη, ήτοι όταν Dk P N, για τον οποίο ισχύει In = Ik για κάθε φυ-
σικό αριθμό n ě k. Η συνθήκη αυτή ισοδυναμεί με την ακόλουθη: Δεν υπάρχει
καμία (άπειρη) ακολουθία (an)nPN στοιχείων τήςR, τέτοια ώστε o an+1 να είναι
γνήσιος διαιρέτης τού an, για κάθε n P N. (Σημειωτέον ότι, λόγω των (i), (ii) και
(iv) τής προτάσεως 1.4.3 και τού ορισμού των γνησίων διαιρετών (βλ. 1.4.7), o
b P R είναι ένας γνήσιος διαιρέτης ενός a P R εάν και μόνον εάν xay Ř xby Ř R.)

1.4.47 Θεώρημα. ΈστωR μια ακεραία περιοχή. Εάν υποθέσουμε ότι ηR πληροί τη
συνθήκη των αλυσίδων γνησίων διαιρετών, τότε η R είναι περιοχή με παραγοντο-
ποίηση.

Αποδειξη. Έστω

Λ :=

$

&

%

a P R∖
(
Rˆ Y t0Ru

) ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ec „
συν.

a παριστώμενος
ως γινόμενο πεπερασμένου πλήθους

αναγώγων στοιχείων τής R.

,

.

-

.

Ας υποθέσουμε ότι η ακεραία περιοχήR πληροί τη συνθήκη των αλυσίδων γνησίων
διαιρετών, ότι Λ ‰ ∅ κι ας θέσουμε για κάθε στοιχείο a P Λ,

Γa := tb P Λ | b είναι γνήσιος διαιρέτης τού au .

Τότε Γa ‰ ∅ για οιοδήποτε a P Λ. (Πράγματι· εάν υπήρχε a P Λ, για το οποίο θα
είχαμε Γa = ∅, τότε το ίδιο το a θα όφειλε να είναι ανάγωγο, κάτι που θα αντέκειτο
προς την υπόθεσή μας.) Σύμφωνα με το αξίωμα τής επιλογής,

(Γa ‰ ∅, @a P Λ) ùñ
ź

aPΛ

Γa ‰ ∅,

οπότε υπάρχει μια απεικόνιση f : Λ ÝÑ
Ť

aPΛ Γa, με f (a) P Γa, @a P Λ, ήτοι τέ-
τοια, ώστε η εικόνα f (a) τού a μέσω τής f να είναι γνήσιος διαιρέτης τού a,@a P Λ.

Επιλέγοντας ένα τυχόν στοιχείο τού Λ και ονομάζοντάς το a1 έχουμε τη δυνατότητα
να ορίσουμε μια αναδρομική απεικόνιση K : N ÝÑ Λ μέσω των τύπων

K (1) := a1, K (n+ 1) := f(K (n)) =: an+1, @n P N.
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Η κατ’ αυτόν τον τρόπο σχηματιζομένη ακολουθία (an)nPN στοιχείων τής R είναι
τέτοια, ώστε ο an+1 να είναι γνήσιος διαιρέτης τού an, για κάθε n P N.Ως εκ τούτου,
η R δεν μπορεί να πληροί τη συνθήκη των αλυσίδων γνησίων διαιρετών, κάτι που
αντιφάσκει προς την υπόθεσή μας! Άρα τελικώς Λ = ∅ και η R είναι πράγματι
περιοχή με παραγοντοποίηση.

1.4.48 Πόρισμα. Κάθε ναιτεριανή περιοχή είναι περιοχή με παραγοντοποίηση.

Αποδειξη. Κάθε ναιτεριανή περιοχή πληροί τη συνθήκη των αλυσίδων γνησίων
διαιρετών (διότι πληροί τη συνθήκη των ανιουσών αλυσίδων επί τού συνόλου ό-
λων των ιδεωδών της) και είναι, ως εκ τούτου, περιοχή με παραγοντοποίηση (λόγω
τού θεωρήματος 1.4.47).

1.4.49 Παραδείγματα. (i) Έστω m ένας ακέραιος αριθμός στερούμενος τετραγώ-
νων. Τότε η τετραγωνική αριθμητική περιοχήZ[

?
m], ούσα ναιτεριανή (βλ. πρόταση

1.3.32), είναι περιοχή με παραγοντοποίηση. Ωστόσο, ότανm ” 1(mod 4) ήm ď ´3,

η Z[
?
m] δεν είναι Π.Μ.Π.!

(ii) Υποδακτύλιοι περιοχών μονοσήμαντης παραγοντοποιήσεως δεν είναι απαραι-
τήτως Π.Μ.Π. Επί παραδείγματι, η τετραγωνική αριθμητική περιοχή Z[

?
´3] δεν

είναι Π.Μ.Π., αλλά αποτελεί υποπεριοχή τής Z[ 1+
?

´3
2 ] (που είναι Π.Μ.Π.).

1.4.50 Πόρισμα. Κάθε Π.Κ.Ι. είναι Π.Μ.Π.

Αποδειξη. Έστω R τυχούσα Π.Κ.Ι. Επειδή η R είναι ναιτεριανή, κάθε στοιχείο
a P R∖ (Rˆ Y t0Ru) διαθέτει σύντροφο παριστώμενο ως γινόμενο πεπερασμένου
πλήθους αναγώγων στοιχείων τής R (βάσει τού πορίσματος 1.4.48). Χρησιμοποιώ-
ντας τό γεγονός τού ότι κάθε ανάγωγο στοιχείο μιας Π.Κ.Ι. είναι πρώτο, καθώς
και την ισοδυναμία των (i) και (iii) τού θεωρήματος 1.4.45, συμπεραίνουμε ότι η R
οφείλει να είναι περιοχή μονοσήμαντης παραγοντοποιήσεως.

1.4.51 Σημείωση. Το αντίστροφο τού πορίσματος 1.4.50 δεν είναι πάντοτε αληθές.
Επί παραδείγματι, ο πολυωνυμικός δακτύλιος Z[X] είναι Π.Μ.Π. αλλά δεν είναι
Π.Κ.Ι. (διότι, π.χ., το ιδεώδες αυτού το ορισθέν στο (iii) τού εδαφίου 1.3.18 δεν είναι
κύριο.)

1.4.52 Ορισμός. Έστω R μια Π.Μ.Π. και έστω r P R∖t0Ru. Τότε το r είτε είναι
αντιστρέψιμο είτε γράφεται ως r = ws1s2 ¨ ¨ ¨ sk, όπου w P Rˆ, k P N και τα
s1, s2, . . . , sk πρώτα (= ανάγωγα) στοιχεία τής R. Εάν

s1 „
συν.

s2 „
συν.

¨ ¨ ¨ „
συν.

sk =: p,

τότε r = upk, για κάποιο u P Rˆ. Ειδάλλως, για να συμπτύξουμε σε αυτό το
γινόμενο όσα εκ των s1, s2, . . . , sk είναι ανά δύο συντροφικά (με την εισαγω-
γή «δυνάμεων») μπορούμε (πιθανώς ύστερα από μια αναδιάταξη δεικτών) να
υποθέσουμε ότι

s1 „
συν.

¨ ¨ ¨ „
συν.

sj1 , sj1+1 „
συν.

¨ ¨ ¨ „
συν.

sj2 , sj2+1 „
συν.

¨ ¨ ¨ „
συν.

sj3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ , sjℓ´1+1 „
συν.

¨ ¨ ¨ „
συν.

sjℓ = sk
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για κατάλληλα tj1, j2, . . . , jℓu Ď t1, . . . , ku, 2 ď l ď k, με

1 = j1 ă j2 ă ¨ ¨ ¨ ă jℓ´1 ă jℓ = k

και sjµ ȷ
συν.

sjµ1 για οιουσδήποτε µ, µ1 P t1, . . . , ℓu, µ ‰ µ1. Θέτοντας

ν1 := j1, ν2 := j2 ´ j1, . . . , νℓ := jℓ ´ jℓ´1, pµ := sjµ , @µ P t1, . . . , ℓu,

και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι sρµ = uρµsjµ για κάποιο uρµ P Rˆ και για οιουσ-
δήποτε δείκτες ρµ P t1, ..., jµu, µ P t1, . . . , ℓu, το r γράφεται ως

r = upν11 p
ν2
2 ¨ ¨ ¨ pνℓℓ , (1.26)

όπου
u := w(

śℓ

µ=1
(
śjµ
ρµ=1 uρµ)) P Rˆ.

Η έκφραση (1.26) καλείται παράσταση τού r ως γινομένου πρώτων στοιχείων ή
αποσύνθεση τού r σε γινόμενο πρώτων στοιχείων. Το r μπορεί να γραφεί υπό
μία ακόμη πιο βολική μορφή στην οποία συμπεριλαμβάνεται και η περίπτωση
κατά την οποία r P Rˆ, ως ακολούθως: Το σύνολο των πρώτων (= αναγώγων)
στοιχείων τήςR αποσυντίθεται σε κλάσεις ισοδυναμίας ως προς τη σχέση ‘‘ „

συν.
”,

ήτοι σε σαφώς διακεκριμένες κλάσεις συντροφικών πρώτων στοιχείων. Έστω
PR ένα πλήρες σύστημα εκπροσώπων αυτών των κλάσεων ισοδυναμίας (ήτοι
ένα υποσύνολο τού συνόλου των πρώτων στοιχείων τής R, το οποίο περιέχει
ακριβώς ένα στοιχείο από καθεμιά εξ αυτών). Τότε26

r = u
ź

pPPR

pνp(r), u P Rˆ, (1.27)

όπου

νp(r) :=

#

max
␣

k P N : pk | r
(

, όταν p | r,

0, όταν p ∤ r.

1.4.53 Πρόταση. Έστω R μια Π.Μ.Π. Εάν r, s P R∖t0Ru, τότε ισχύουν τα ακόλου-
θα:
(i) νp(rs) = νp(r) + νp(s), @p P PR.

(ii) r | s ðñ νp(r) ď νp(s), @p P PR.
(iii) r „

συν.
s ðñ νp(r) = νp(s), @p P PR.

(iv) r P Rˆ ðñ νp(r) = 0, @p P PR.

(v) Εάν r + s ‰ 0R, τότε νp(r + s) ě mintνp(r),νp(s)u, @p P PR.

(vi) Εάν νp(r) ă νp(s) για κάποιο p P PR, τότε νp(r + s) = νp(r).

26Στην ειδική περίπτωση όπου R = Z, u P t˘1u και μπορούμε να θεωρήσουμε ως PZ το σύνολο των πρώτων
αριθμών. (Μάλιστα, εάν r ą 0, τότε u = 1.)
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Αποδειξη. (i) Εάν οι

r = u
ś

pPPR

pνp(r), s = w
ś

pPPR

pνp(s), (1.28)

είναι οι παραστάσεις των r και s ως γινομένων πρώτων στοιχείων, τότε, λόγω τού
μονοσημάντου τής παραστάσεως τού rs, έχουμε

rs = uw
ś

pPPR

pνp(r)+νp(s) ùñ νp(rs) = νp(r) + νp(s), @p P PR.

(ii) Εάν r | s, τότε Dr1 P R : s = rr1, οπότε

(i) ñ νp(s) = νp(rr
1) = νp(r) + νp(r

1), @p P PR

νp(r
1) ě 0, @p P PR

+

ñ νp(s) ě νp(r), @p P PR.

(iii) Αυτό έπεται άμεσα από το (ii).
(iv) Εάν r P Rˆ, τότε r „

συν.
1R, οπότε εφαρμόζοντας το (iii) λαμβάνουμε

νp(r) = νp(1R) = 0, @p P PR.

Το αντίστροφο είναι προφανές.
(v) Εάν υποθέσουμε ότι r + s ‰ 0R, µp := mintνp(r),νp(s)u και ότι οι (1.28) είναι
οι οι παραστάσεις των r και s ως γινομένων πρώτων στοιχείων, τότε

r + s =
ś

pPPR

pµp

(
u

ś

pPPR

pνp(r)´µp + w
ś

pPPR

pνp(s)´µp

)
,

οπότε νp(r + s) ě µp, @p P PR.
(vi) Ας διατηρήσουμε τους συμβολισμούς τους εισαχθέντες στο (v). Εάν ισχύει η α-
νισότητα νp(r) ă νp(s) για κάποιο p P PR, τότε µp = νp(r), πράγμα που σημαίνει
ότι

p ∤ u
ś

pPPR

pνp(r)´µp , p | w
ś

pPPR

pνp(s)´µp .

Άρα νp(r + s) = νp(r).

1.4.54 Θεώρημα. Εάν μια ακεραία περιοχή R είναι Π.Μ.Π., τότε η R είναι περιοχή
με μ.κ.δ. Επιπροσθέτως, εάν n P N, n ě 2, και a1, a2, . . . , an P R∖t0Ru, τότε

ź

pPPR

pmintνp(a1),νp(a2),...,νp(an)u P ΜΚΔR(a1, . . . , an) (1.29)

και
ź

pPPR

pmaxtνp(a1),νp(a2),...,νp(an)u P ΕΚΠR(a1, . . . , an) (1.30)
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Αποδειξη. Εάν οι

aj = uj
ź

pPPR

pνp(aj), uj P Rˆ, j P t1, . . . , nu,

είναι οι παραστάσεις (1.27) των a1, . . . , an ως γινομένων πρώτων στοιχείων, τότε

aj „
συν.

ś

pPPR

pνp(aj).

Έστω c ένα στοιχείο τής R, για το οποίο ισχύει c | aj για κάθε j P t1, . . . , nu.

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν το 1.4.53 (ii), για κάθε j P t1, . . . , nu έχουμε

νp(c) ď νp(aj) ñ νp(c) ď min tνp(a1), . . . ,νp(an)u , @p P PR.

Κατά συνέπειαν, το

d :=
ś

pPPR

pmintνp(a1),νp(a2),...,νp(an)u

είναι διαιρέτης τού aj για κάθε j P t1, . . . , nu και d | c.Ως εκ τούτου, το d είναι ένας
μέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, . . . , an και το (1.29) είναι αληθές. Εν συνεχεία,
υποθέτουμε ότι το c είναι ένα στοιχείο τής R, για το οποίο ισχύει aj | c για κάθε
j P t1, . . . , nu. Λαμβάνοντας εκ νέου υπ’ όψιν το 1.4.53 (ii), για κάθε j P t1, . . . , nu

έχουμε

νp(c) ě νp(aj) ùñ νp(c) ě max tνp(a1), . . . ,νp(an)u , @p P PR.

Κατά συνέπειαν, τα aj είναι διαιρέτες τού

t :=
ś

pPPR

pmaxtνp(a1),νp(a2),...,νp(an)u

για κάθε j P t1, . . . , nu και c | t. Ως εκ τούτου, το t είναι ένα ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο των a1, . . . , an και το (1.30) είναι αληθές.

1.4.55 Θεώρημα. Έστω R μια ακεραία περιοχή. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-
μα:
(i) H R είναι Π.Μ.Π.
(ii) Η R είναι περιοχή με μ.κ.δ. και πληροί τη συνθήκη των αλυσίδων γνησίων διαι-
ρετών.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν η R είναι Π.Μ.Π, τότε η R είναι περιοχή με μ.κ.δ. δυνάμει
τού θεωρήματος 1.4.54. Ας υποθέσουμε ότι ηR δεν πληροί τη συνθήκη των αλυσίδων
γνησίων διαιρετών. Τότε υπάρχει μια (άπειρη) ακολουθία (an)nPN στοιχείων τής
R, τέτοια ώστε o an+1 να είναι γνήσιος διαιρέτης τού an, για κάθε n P N, οπότε η
ανιούσα αλυσίδα κυρίων ιδεωδών

xa1y Ř xa2y Ř ¨ ¨ ¨ Ř xany Ř xan+1y Ř ¨ ¨ ¨
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είναι μη στάσιμη. Ιδιαιτέρως, το an είναι γνήσιος διαιρέτης τού a1 για κάθε n P N,
οπότε υπάρχουν άπειροι γνήσιοι διαιρέτες τού a1. Τούτο όμως είναι κάτι το άτοπο,
διότι το a1 P R∖ (Rˆ Y t0Ru) διαθέτει ως σύντροφο κάποιον a „

συν.
pν11 p

ν2
2 ¨ ¨ ¨ pνℓℓ ,

όπου p1, . . . , pℓ είναι ανά δύο μη συντροφικά πρώτα στοιχεία και ν1, ..., νℓ P N0, ο
οποίος έχει παράγοντες μονοσημάντως ορισμένους (με μόνη εξαίρεση την αντικα-
τάστασή τους από ισαρίθμους συντρόφους τους). Ως εκ τούτου, οι μόνοι γνήσιοι
διαιρέτες τού a1 είναι τα στοιχεία τού συνόλου

#

pµ1
1 pµ2

2 ¨ ¨ ¨ p
µℓ
ℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(µ1, . . . , µℓ) P

(
ℓ
ś

j=1

t0, 1, ..., νju

)
∖t(0, ..., 0), (ν1, ..., νℓ)u

+

που έχει πεπερασμένο πληθικό αριθμό (ίσον με (
ℓ
ś

j=1

(νj + 1)) ´ 2). Άρα τελικώς η

R οφείλει να πληροί και τη συνθήκη των αλυσίδων γνησίων διαιρετών.
(ii)ñ(i) Επειδή ηR είναι περιοχή με μ.κ.δ., κάθε ανάγωγο στοιχείο τήςR είναι πρώ-
το (βάσει τής προτάσεως 1.4.41). Επειδή η R πληροί και τη συνθήκη των αλυσίδων
γνησίων διαιρετών, είναι, επιπροσθέτως, και περιοχή με παραγοντοποίηση (κατά
το θεώρημα 1.4.47). Ως εκ τούτου, ηR είναι Π.Μ.Π. βάσει τής ισοδυναμίας (ii)ô(i)
τού θεωρήματος 1.4.45.
Οι ιδιότητες τής διαιρετότητας μας οδηγούν στη σύνταξη τού κάτωθι πίνακα, μέσω
τού οποίου γίνεται μια (έστω και) αδρομερής ιεράρχηση κάποιων ειδών ακεραίων
περιοχών. (Όλοι οι εγκλεισμοί τού πίνακα είναι αυστηροί.)

tΑκέραιες περιοχέςu Ă

"

Μεταθετικοί
δακτύλιοι

*

Y
"

Περιοχές με
παραγοντοποίηση

*

Ą tναιτεριανές περιοχέςu

Y
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Περιοχές
που πληρούν
τη συνθήκη

των αλυσίδων
γνησίων

διαιρετών

,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Περιοχές,
στις οποίες

κάθε ανάγωγο
στοιχείο

είναι πρώτο

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

Y Y
$

’

&

’

%

Περιοχές
μονοσήμαντης

παραγοντοποιήσεως
(Π.Μ.Π)

,

/

.

/

-

Ă

"

Περιοχές με
μ.κ.δ.

*

Y

"

Περιοχές κυρίων
ιδεωδών (Π.Κ.Ι)

*

Ă

$

’

&

’

%

Μεταθετικοί
δακτύλιοι
κυρίων
ιδεωδών

,

/

.

/

-

Y

tΣώματαu Ă

"

Στρεβλά
σώματα

*





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Μόδιοι ορισμένοι υπεράνω
μεταθετικών δακτυλίων

Η κύρια αλγεβρική δομή που θα μας απασχολήσει είναι αυτή τού μοδίου που ορί-
ζεται υπεράνω ενός μεταθετικού μη τετριμμένου δακτυλίου (και περιλαμβάνει, ως
ειδικές περιπτώσεις, τόσον τη δομή τής αβελιανής ομάδας όσον και τη δομή τού
διανυσματικού χώρου).

2.1 ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΙΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ

2.1.1 Ορισμός. Έστω (R,+, ¨) ένας μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος και
έστω (M,‘) μια (προσθετική) αβελιανή ομάδα με ουδέτερό της στοιχείο το 0M .

Εάν το σύνολο M είναι εφοδιασμένο με μια (εν γένει εξωτερική) πράξη 1

R ˆM ÝÑ M, (r, x) ÞÝÑ r ‹ x,

ούτως ώστε να πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες 2:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(i) 1R ‹ x = x, @x P M,

(ii) (r + s) ‹ x = (r ‹ x) ‘ (s ‹ x), @x P M και @ (r, s) P R ˆR,

(iii) r ‹ (x‘ y) = (r ‹ x) ‘ (r ‹ y), @(x, y) P M ˆM και @r P R,

(iv) (r ¨ s) ‹ x = r ‹ (s ‹ x) , @x P M και @ (r, s) P R ˆR,

τότε λέμε ότι το M (μαζί με αυτές τις πράξεις “‘” και “‹”) αποτελεί έναν μόδιο
υπεράνω τού R ή, εν συντομία, έναν R-μόδιο (R-module).

2.1.2 Πρόταση. Έστω (M,‘, ‹) ένας R-μόδιος. Εάν για x P M συμβολίσουμε ως
∽ x το αντίθετό του3 ως προς την “‘”, τότε ισχύουν τα εξής:

1Η προκειμένη πράξη καλείται συνήθως αριθμητικός ή βαθμωτός πολλαπλασιασμός. (Τα στοιχεία τού R είναι τα
αριθμητικά ή βαθμωτά μεγέθη με τα οποία «πολλαπλασιάζουμε» τα στοιχεία τού M μέσω τής “‹”.)

2Οι ιδιότητες (ii) και (iii) είναι γνωστές ως γενικευμένοι επιμεριστικοί νόμοι και η (iv) ως γενικευμένος προσεται-
ριστικός νόμος.

57
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(i) 0R ‹ x = 0M , για κάθε x P M.

(ii) r ‹ 0M = 0M , για κάθε r P R.

(iii) Για οιαδήποτε r P Rˆ και x P M ισχύει

r ‹ x = 0M ðñ x = 0M .

(iv) (´1R) ‹ x =∽ x, για κάθε x P M.

(v) (´r) ‹ x = r ‹ (∽ x) =∽ (r ‹ x), για οιαδήποτε r P R και x P M.

(vi) r ‹ (x1 ∽ x2) = (r ‹ x1) ∽ (r ‹ x2), για οιαδήποτε r P R και x1, x2 P M.

Αποδειξη. (i) Έστω τυχόν στοιχείο x P M.Κατόπιν εφαρμογής τής ιδιότητας 2.1.1
(ii) για r = s = 0R λαμβάνουμε (0R ‹ x) ‘ (0R ‹ x) = (0R + 0R) ‹ x = 0R ‹ x.

Προσθέτοντας το αντίθετο στοιχείο ∽ (0R ‹ x) τού 0R ‹ x σε αμφότερα τα μέλη
συμπεραίνουμε ότι

∽ (0R ‹ x) ‘ ((0R ‹ x) ‘ (0R ‹ x)) =∽ (0R ‹ x) ‘ (0R ‹ x) = 0M .

Εφαρμόζοντας την προσεταιριστική ιδιότητα τής προσθέσεως τής (M,‘) συμπε-
ραίνουμε τελικώς ότι 0R ‹ x = (∽ (0R ‹ x) ‘ (0R ‹ x)) ‘ (0R ‹ x) = 0M .

(ii) Λόγω τού (i) έχουμε κατ’ αρχάς 0R ‹ 0M = 0M . Έστω τώρα τυχόν r P R.

Εφαρμόζοντας την ιδιότητα 2.1.1 (iv) για s = 0R λαμβάνουμε

r ‹ 0M = r ‹ (0R ‹ 0M ) = (r ¨ 0R) ‹ 0M = 0R ‹ 0M = 0M .

(iii) Η συνεπαγωγή “ð” είναι προφανής λόγω τής (ii). Απομένει να δείξουμε την
“ñ”. Προς τούτο θεωρούμε r P Rˆ και x P M, τέτοια ώστε να ισχύει r ‹ x = 0M .

Επειδή το r διαθέτει αντίστροφο στοιχείο r´1, από το (ii) και τις ιδιότητες 2.1.1 (i)
και (iv) συμπεραίνουμε ότι x = 1R‹x = (r´1 ¨r)‹x = r´1‹(r‹x) = r´1‹0M = 0M .

(iv) Έστω τυχόν x P M. Προφανώς, λόγω των ιδιοτήτων 2.1.1 (i) και (ii),

x‘ ((´1R) ‹ x) = (1R ‹ x) ‘ ((´1R) ‹ x)

= (1R + (´1R)) ‹ x = 0R ‹ x = 0M ñ (´1R) ‹ x =∽ x.

(v) Θεωρούμε τυχόντα r P R και x P M. Μέσω τού (i) και τής ιδιότητας 2.1.1 (ii)
λαμβάνουμε 0M = 0R ‹ x = (r + (´r)) ‹ x = (r ‹ x) ‘ ((´r) ‹ x). Κατ’ αναλογίαν,
από το (ii) και την ιδιότητα 2.1.1 (iii) έπεται ότι

0M = r ‹ 0M = r ‹ (x‘ (∽ x)) = (r ‹ x) ‘ (r ‹ (∽ x)),

οπότε (λόγω τής μοναδικότητας τού ουδετέρου στοιχείου τής ομάδας (M,‘)) έχου-
με τελικώς (´r) ‹ x = r ‹ (∽ x) =∽ (r ‹ x).

(vi) Θεωρούμε τυχόντα στοιχεία r P R και x1, x2 P M. Εφαρμόζοντας την ιδιότητα
2.1.1 (iii) λαμβάνουμε

r ‹ x1 = r ‹ (x1 ‘ 0M ) = r ‹ ((x1 ‘ ((∽ x2) ‘ x2))

= (r ‹ x1) ‘ (r ‹ ((∽ x2) ‘ x2)) = ((r ‹ x1) ‘ (r ‹ (∽ x2))) ‘ (r ‹ x2)

= (r ‹ (x1 ∽ x2)) ‘ (r ‹ x2),

3Εξ ορισμού, το ∽ x είναι το μοναδικό στοιχείο τής (M,‘) για το οποίο ισχύει (∽ x) ‘ x = 0M = x ‘ (∽ x).
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οπότε (λόγω τού (v))(r ‹ x1) ∽ (r ‹ x2) = (r ‹ x1) ‘ ((´r) ‹ x2) = r ‹ (x1 ∽ x2).

2.1.3 Σημείωση (Απλούστευση συμβολισμών). Στον ορισμό 2.1.1 και στην πρόταση
2.1.2 χρησιμοποιήθηκαν τα σύμβολα ‘‘ ‘ ” και ‘‘ ‹ ” για τη σήμανση των πράξεων
επί ενός R-μοδίου M και το ∽ x για εκείνην τού αντιθέτου ενός στοιχείου x P M.

Ωστόσο, η περαιτέρω διατήρηση ενός τόσο δυσκίνητου συμβολισμού θα ήταν κάτι
το πολύ φορτικό. Γι’ αυτόν τον λόγο θα μεταβούμε, από εδώ και στο εξής, στον
απλουστευμένο προσθετικό και πολλαπλασιαστικό συμβολισμό αυτών των πράξεων
(διακρίνοντάς τες από εκείνες τού ιδίου τού δακτυλίουR από τα συμφραζόμενα και
από τον τρόπο επιλογής των εκάστοτε θεωρούμενων στοιχείων, και παραλείποντας,
ως επί το πλείστον, ακόμη και το dot ‘‘ ¨ ”). Έτσι, αντί τού ∽ x θα γράφουμε ´x και
αντί των (i)-(iv) τού ορισμού 2.1.1 θα γράφουμε απλώς

(i) 1Rx = x, (ii) (r + s)x = rx+ sx,

(iii) r (x+ y) = rx+ ry, (iv) (rs)x = r (sx) .

Επίσης, όταν x1, . . . , xk P M, k P N, θα συμβολίζουμε ως
řk
i=1 xi το άθροισμα

x1 + ¨ ¨ ¨ + xn των x1, . . . , xn.

2.1.4 Παραδείγματα. (i) Εάν (G,+) είναι μια προσθετική αβελιανή ομάδα, τότε
υπάρχει ένας και μόνον τρόπος για να καταστεί αυτή Z-μόδιος4: Ως αριθμητικός
(βαθμωτός) πολλαπλασιασμός ορίζεται η πράξη

Z ˆG Q (n, g) ÞÝÑ ng P G

θέτοντας

ng :=

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

g + g + ¨ ¨ ¨ + g
looooooooomooooooooon

n φορές

, όταν n ą 0,

´((´n)g), όταν n ă 0,

0G , όταν n = 0,

εν είδει «πολλαπλασίου» τού g. Ως εκ τούτου, η έννοια αβελιανή ομάδα ταυτίζεται
κατ’ ουσίαν με την έννοια Z-μόδιος.
(ii) Κάθε K-διανυσματικός χώρος, ήτοι κάθε διανυσματικός χώρος οριζόμενος υ-
περάνω ενός σώματος K, είναι προφανώς ένας K-μόδιος.

2.1.5 Παραδείγματα. Έστω R ένας μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος.
(i) Εκτός από Z-μόδιος (βλ. 2.1.4 (i)) ο R μπορεί να ιδωθεί αφ’ εαυτού ως R-μόδιος
(εάν ως αριθμητικός πολλαπλασιασμός ορισθεί ο πολλαπλασιασμός τού R). Γενι-
κότερα, εάν S είναι ένας μη τετριμμένος υποδακτύλιος τούR, τότε οR μπορεί (κατ’
αναλογίαν) να ιδωθεί ως S-μόδιος.
(ii) Εάν I είναι ένα ιδεώδες τού R, τότε ο πηλικοδακτύλιος R/I καθίσταται R-
μόδιος μέσω τού αριθμητικού πολλαπλασιασμού:

R ˆR/I Q (r, a+ I) ÞÝÑ ra+ I P R/I.

4Εν προκειμένω, ως Z συμβολίζεται ο δακτύλιος των ακεραίων αριθμών ως προς τις συνήθεις πράξεις προσθέσεως
και πολλαπλασιασμού.
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(iii) Εάν f : R ÝÑ R1 είναι ένας ομομορφισμός μεταθετικών δακτυλίων (όπου
1R1 ‰ 0R1 ), τότε ο R1 καθίσταται R-μόδιος μέσω τού αριθμητικού πολλαπλασια-
σμού:

R ˆR1 Q (r, r1) ÞÝÑ f(r)r1 P R1.

(iv) Γενικότερα, εάν f : R ÝÑ R1 είναι ένας ομομορφισμός μεταθετικών δακτυλίων
(όπου 1R1 ‰ 0R1 ) καιN έναςR1-μόδιος, τότε οN μπορεί να ιδωθεί και ωςR-μόδιος
με (την ίδια πρόσθεση και) αριθμητικό πολλαπλασιασμό

R ˆN Q (r, x) ÞÝÑ f(r)x P N.

(v) Εάν m,n P N, τότε η αβελιανή ομάδα (Matmˆn(R),+) των (mˆn)-πινάκων με
εγγραφές ειλημμένες από τον R καθίσταται R-μόδιος μέσω τού αριθμητικού πολ-
λαπλασιασμού:

R ˆ Matmˆn(R) Q (r, (aij)1ďiďm,1ďjďn) ÞÝÑ (raij)1ďiďm,1ďjďn P Matmˆn(R).

(vi) Έστω n P N. H αβελιανή ομάδα (Rn,+), όπου

Rn := t (r1, . . . , rn)| ri P R, @i P t1, . . . , nuu

(με την κατά συντεταγμένες πρόσθεση), καθίσταται R-μόδιος μέσω τού αριθμητι-
κού πολλαπλασιασμού:

R ˆRn Q (r, (r1, . . . , rn)) ÞÝÑ (rr1, . . . , rrn) P Rn.

(vii) Παρομοίως, εάν n P N και M είναι ένας R-μόδιος, τότε το

Mn := t (x1, . . . , xn)|xi P M, @i P t1, . . . , nuu ,

μπορεί να ιδωθεί ως R-μόδιος ως προς τις συνήθεις κατά συντεταγμένες πράξεις
προσθέσεως και αριθμητικού πολλαπλασιασμού.
(viii) Εάν M είναι ένας R-μόδιος και X τυχόν μη κενό σύνολο, τότε το σύνολο

MX := απ(X ,M) := tαπεικονίσεις f : X ÝÑ Mu

καθίσταται R-μόδιος μέσω των πράξεων:

MX ˆMX Q (f, g) ÞÝÑ f + g P MX ,

R ˆMX Q (r, f) ÞÝÑ rf P MX ,

όπου (f + g)(x) := f(x) + g(x), (rf)(x) := rf(x), @x P X και @r P R.

2.1.6 Ορισμός. Ένα μη κενό υποσύνολο U (τού υποκειμένου συνόλου) ενός R-
μοδίου M καλείται υπομόδιος τού M όταν το U καθίσταται αφ’ εαυτού μόδιος
ως προς τους περιορισμούς +|UˆU και ¨|RˆU των πράξεων τής προσθέσεως “+”
και τού αριθμητικού πολλαπλασιασμού “¨” με τις οποίες είναι εφοδιασμένο το
M ή, ισοδυνάμως, όταν για οιαδήποτε u1, u2, u P U και r P R,

u1 ´ u2 P U και ru P U.
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2.1.7 Πρόταση. Ένα μη κενό υποσύνολοU ενόςR-μοδίουM είναι υπομόδιος αυτού
εάν και μόνον εάν

r1u1 + r2u2 P U, @(r1, r2) P R ˆR και @(u1, u2) P U ˆ U. (2.1)

Αποδειξη. Εάν το U είναι υπομόδιος τού M, τότε για κάθε (r1, r2) P R ˆ R και
κάθε (u1, u2) P U ˆ U έχουμε

r1u1 P U

´r2u2 = (´r2)u2 P U

+

ñ r1u1 ´ (´r2u2) = r1u1 + r2u2 P U.

Και αντιστρόφως· εάν ικανοποιείται η συνθήκη (2.1), τότε θέτοντας r1 = 1R και
r2 = ´1R συμπεραίνουμε ότι u1 ´ u2 P U, ενώ θέτοντας r = r1, u = u1, r2 = 0R,

συμπεραίνουμε ότι ru P U. Άρα το U είναι όντως ένας υπομόδιος τού M.

2.1.8 Παραδείγματα. (i) Οι υπομόδιοι μιας αβελιανής ομάδας (G,+) (με τη δομή
τού Z-μοδίου, βλ. 2.1.4 (i)) είναι ακριβώς οι υποομάδες αυτής.
(ii) Οι υπομόδιοι ενόςK-διανυσματικού χώρου (βλ. 2.1.4 (ii)) δεν είναι τίποτε άλλο
παρά οι γραμμικοί υπόχωροι αυτού.

2.1.9 Παραδείγματα. Έστω R ένας μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος.
(i) Εάν οR θεωρηθεί αφ’ εαυτού ωςR-μόδιος (βλ. 2.1.5 (i)), τότε οι υπομόδιοι αυτού
είναι ακριβώς τα ιδεώδη του.
(ii) Εάν M είναι ένας R-μόδιος, τότε τόσον ο ίδιος ο M όσον και τα σύνολα

Rx := trx| r P Ru , x P M,

αποτελούν υπομοδίους τού M. (Ιδιαιτέρως, ο R0M = t0Mu καλείται τετριμμένος
υπομόδιος τού M.)
(iii) Εάν M είναι ένας R-μόδιος και I ένα ιδεώδες τού R, τότε το

IM :=

#

k
ř

j=1

rjxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rj P I, xj P M, @j P t1, ..., ku, k P N

+

αποτελεί έναν υπομόδιο τού M.

(iv) Εάν M είναι ένας R-μόδιος, X τυχόν μη κενό σύνολο και f P MX , τότε το
σύνολο supp(f) := tx P X | f(x) ‰ 0Mu καλείται φορέας τής f. Είναι άμεσος ο έ-
λεγχος τού ότι το5

M (X ) :=
␣

f P MX
ˇ

ˇ card(supp(f)) ă 8
(

είναι ένας υπομόδιος τούR-μοδίουMX . (Βλ. 2.1.5 (viii).) Ειδική περίπτωση αυτού
(ότανM = R και X = N0) αποτελεί ο πολυωνυμικός δακτύλιοςR [X] := R(N0) μίας
απροσδιορίστου X (με τους συντελεστές καθενός εκ των στοιχείων του ειλημμένους
από τον R και X := (0R, 1R, 0R, 0R, . . .)).

5Ως card(A) συμβολίζεται ο πληθικός αριθμός οιουδήποτε συνόλουA.
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2.1.10 Πρόταση. Εάν (Uλ)λPΛ είναι μια οικογένεια υπομοδίων ενός R-μοδίου M,

τότε η τομή των μελών της
Ş

λPΛ

Uλ είναι υπομόδιος τού M.

Αποδειξη. Επειδή 0M P Uλ για κάθε λ P Λ, έχουμε 0M P
Ş

λPΛ

Uλ, οπότε η τομή

αυτή δεν είναι κενή. Για κάθε (r1, r2) P RˆR και κάθε (u1, u2) P
Ş

λPΛ

Uλ ˆ
Ş

λPΛ

Uλ,

[u1, u2 P Uλ, @λ P Λ] ñ [r1u1 + r2u2 P Uλ, @λ P Λ] ñ r1u1 + r2u2 P
Ş

λPΛ

Uλ,

οπότε η τομή
Ş

λPΛ

Uλ αποτελεί όντως έναν υπομόδιο τού M. (Bλ. 2.1.7.)

2.1.11 Ορισμός. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω X Ď M τυχόν υποσύνολο
(τού κενού μη εξαιρουμένου). Κατά την πρόταση 2.1.10 το σύνολο

LinR(X ) :=
Ş

tU |U υπομόδιος τού M με X Ď Uu

είναι ένας υπομόδιος τού M και καλείται γραμμική θήκη ή γραμμικό περίβλημα
τού X εντός τούM ή ο υπομόδιος τούM ο παραγόμενος από το X .Προφανώς,
ο LinR(X ) είναι ο ελάχιστος υπομόδιος τού M (ως προς τον συνολοθεωρητικό
εγκλεισμό) που περιέχει το X .

2.1.12 Ορισμός. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω ∅ ‰ X Ď M. Λέμε ότι έ-
να στοιχείο y P M είναι (R-)γραμμικός συνδυασμός στοιχείων τού X όταν υ-
πάρχουν (πεπερασμένου πλήθους) στοιχεία x1, ..., xk τού X και r1, ..., rk P R,

τέτοια ώστε να ισχύει
y = r1x1 + ¨ ¨ ¨ + rkxk.

Συμβολισμός: L.C.R(X ) := tόλοι οι γραμμικοί συνδυασμοί στοιχείων τού X u.

2.1.13 Πρόταση. ΈστωM έναςR-μόδιος και έστω X Ď M τυχόν υποσύνολο. Τότε

LinR(X ) =

#

t0Mu, όταν X = ∅,

L.C.R(X ), όταν X ‰ ∅.

Αποδειξη. Όταν X = ∅ είναι προφανές ότι ο ελάχιστος υπομόδιος που περιέχει
το ∅ είναι ο τετριμμένος υπομόδιος t0Mu τού M. Έστω ότι X ‰ ∅. Εν τοιαύτη
περιπτώσει, εάν r, r1 P R και

y =
k
ř

j=1

sjxj , y
1 =

l
ř

ρ=1
s1
ρx

1
ρ P L.C.R(X ),

όπου x1, ..., xk, x1
1, ..., x

1
l P X και s1, ..., sk, s1

1, ..., s
1
l P R, τότε

ry + r1y1 =
k
ř

j=1

(rsj)xj +
l
ř

ρ=1
(r1s1

ρ)x
1
ρ P L.C.R(X ),
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οπότε το (εξ υποθέσεως μη κενό) σύνολο L.C.R(X ) είναι υπομόδιος τού M. (Βλ.
πρόταση 2.1.7.) Επιπροσθέτως, X Ď L.C.R(X ) (διότι 1Rx = x P L.C.R(X ) για
κάθε x P X ). Επειδή ο L.C.R(X ) είναι ο ελάχιστος υπομόδιος που περιέχει το
X , LinR(X ) Ď L.C.R(X ).Από την άλλη μεριά, είναι πρόδηλο ότι κάθε γραμμικός
συνδυασμός στοιχείων τού συνόλου X ανήκει σε κάθε υπομόδιο που περιέχει το
X , οπότε ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός: L.C.R(X ) Ď LinR(X ).

2.1.14 Ορισμός. Λέμε ότι ένας υπομόδιος U ενός R-μοδίου M παράγεται από
ένα υποσύνολο X Ď U ή ότι το X είναι ένα σύστημα γεννητόρων ή παράγον
υποσύνολο τού U όταν LinR(X ) = U. Εάν ο ίδιος ο M διαθέτει κάποιο πεπε-
ρασμένο σύστημα γεννητόρων, τότε καλείται πεπερασμένως παραγόμενος. Εάν
ο M είναι δυνατόν να παραχθεί από κάποιο μονοσύνολο txu, x P M, τότε λέμε
ότι ο M είναι ένας κυκλικός R-μόδιος. (Εν τοιαύτη περιπτώσει, M = Rx.)

2.1.15 Παραδείγματα. (i) Εάν M είναι ένας R-μόδιος, τότε6

t0Mu = LinR(∅) = LinR(t0Mu).

(ii) Εάν M είναι ένας R-μόδιος και I ένα ιδεώδες τού R, τότε o υπομόδιος IM (βλ.
2.1.9 (iii)) είναι ο υπομόδιος LinR(trx| r P I, x P Mu) τού M.

2.1.16 Πρόταση. Εάν υποθέσουμε ότι (Uλ)λPΛ είναι μια οικογένεια υπομοδίων ενός
R-μοδίου M με Λ ‰ ∅ και E(Λ) := tΛ1|∅ ‰ Λ1 Ď Λ : card(Λ1) ă 8u , τότε ο υπο-
μόδιος LinR(

Ť

λPΛ

Uλ) τού M απαρτίζεται από όλα τα (πεπερασμένα) αθροίσματα

τής μορφής
ř

νPΛ1
xν , όπου Λ1 P E(Λ) και xν P Uν , @ν P Λ1. (2.2)

Αποδειξη. Κάθε γραμμικός συνδυασμός στοιχείων τής ενώσεως
Ť

λPΛ Uλ των με-
λών τής θεωρούμενης οικογενείας υπομοδίων είναι ακριβώς τής μορφής (2.2). Ως
εκ τούτου, ο ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει τής προτάσεως 2.1.13.

2.1.17 Ορισμός. Ο ανωτέρω υπομόδιος LinR(
Ť

λPΛ Uλ) καλείται το άθροισμα
των μελών τής οικογενείας (Uλ)λPΛ και συμβολίζεται ως

ř

λPΛ Uλ. Όταν το Λ

είναι πεπερασμένο, ας πούμε το Λ = t1, ..., ku τότε γράφουμε

k
ř

j=1

Uj ή απλώς U1 + ¨ ¨ ¨ + Uk.

2.1.18 Σημείωση. (i) Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι αυτό το «άθροισμα» έχει τόσον
την προσεταιριστική όσον και τη μεταθετική ιδιότητα, ήτοι ότι

ř

λPΛ

Uλ =
ř

jPJ

(
ř

λPΛj

Uλ

)
6Ως εκ τούτου, και ο τετριμμένος υπομόδιος τούM θεωρείται ως πεπερασμένως παραγόμενος.



64 ΜΟΔΙΟΙ ΟΡΙΣΜΕΝΟΙ ΥΠΕΡΑΝΩ ΜΕΤΑΘΕΤΙΚΩΝ ΔΑΚΤΥΛΙΩΝ

για κάθε οικογένεια (Λj)jPJ μη κενών υποσυνόλων τού Λ με Λ =
š

jPJ Λj και
ř

λPΛ

Uλ =
ř

λPΛ

Uσ(λ) για κάθε αμφίρριψη σ : Λ ÝÑ Λ.

(ii) Ιδιαιτέρως,
ř

λPΛ

Uλ = Uj +
ř

λPΛ∖tju

Uλ, @j P Λ.

2.1.19 Παρατήρηση. Εν γένει
Ť

λPΛ Uλ Ř
ř

λPΛ Uλ και το
Ť

λPΛ Uλ δεν είναι κατ’
ανάγκην υπομόδιος τού M. Επί παραδείγματι, εάν Λ = t1, 2u, τότε για τους υπό-
χωρους

U1 :=
␣

(x, 0) P R2
ˇ

ˇx P R
(

, U2 :=
␣

(0, y) P R2
ˇ

ˇ y P R
(

τού R-διανυσματικού χώρου R2 ισχύει U1 Y U2 Ř U1 + U2 = R2.

2.1.20 Πρόταση. Εάν U,U 1, U2 είναι υπομόδιοι ενός R-μοδίου M με U2 Ď U, τότε

U X (U 1 + U2) = (U X U 1) + U2.

Αποδειξη. Επειδή U2 Ď U, έχουμε U2 + U = U. Επιπροσθέτως,

(U X U 1) + U2 Ď U + U2

(U X U 1) + U2 Ď U 1 + U2

+

ñ (U X U 1) + U2
Ď (U X U 1) X (U 1 + U2),

όπου (U X U 1) X (U 1 + U2) = U X (U 1 + U2). Για την απόδειξη τού αντιστρόφου
εγκλεισμού θεωρούμε τυχόν x P UX(U 1+U2). Τότε x P U και x = y+z για κάποια
y P U 1 και z P U2. Επειδή U2 Ď U, έχουμε z P U, οπότε y = x ´ z P U και, κατ’
επέκταση, y P U X U 1, απ’ όπου έπεται ότι x = y + z P (U X U 1) + U2.

2.2 ΟΜΟΜΟΡΦΙΣΜΟΙ R-ΜΟΔΙΩΝ

Ομομορφισμοί μεταξύ R-μοδίων ονομάζονται εκείνες οι απεικονίσεις που είναι
συμβατές με τις πράξεις ενός εκάστου.

2.2.1 Ορισμός. Εάν M,N είναι R-μόδιοι, τότε μια απεικόνιση f : M ÝÑ N

καλείται ομομορφισμός (R-μοδίων) ή R-γραμμική απεικόνιση όταν ισχύουν τα
ακόλουθα7:
(i) f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2), @(x1, x2) P M ˆM.

(ii) f(rx) = rf(x), @(r, x) P R ˆM.

Το σύνολο όλων των ομομορφισμών από τον M στον N συμβολίζεται ως εξής:

HomR(M,N) :=
␣

f P NM
ˇ

ˇ f ομομορφισμός R-μοδίων
(

. (2.3)

Ως πυρήνας και εικόνα ενός f P HomR(M,N) ορίζονται τα υποσύνολα

Ker(f) := f´1(t0Nu) = tx P M |f(x) = 0N u Ď M (2.4)
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και
Im(f) := f(M) = tf(x) |x P M u Ď N, (2.5)

αντιστοίχως.

2.2.2 Πρόταση. Για κάθε f P HomR(M,N) ισχύουν τα εξής:
(i) f(0M ) = 0N .

(ii) f(´x) = ´f(x),@x P M.

Αποδειξη. (i) Δυνάμει των 2.1.2 (i) και 2.2.1 (ii),

f(0R ¨ 0M ) = 0R ¨ f(0M ) = 0N .

(ii) Έστω τυχόν x P M. Σύμφωνα με το (i) και το 2.2.1 (i),

f(x) + f(´x) = f(x+ (´x)) = f(0M ) = 0N ,

οπότε f(´x) = ´f(x).

2.2.3 Πρόταση. Δοθέντων δυο R-μοδίων M,N και μιας απεικονίσεως f P NM , τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) f P HomR(M,N).

(ii) Για οιαδήποτε (x1, x2) P M ˆM και (r1, r2) P R ˆR ισχύει η ισότητα

f(r1x1 + r2x2) = r1f(x1) + r2f(x2). (2.6)

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν η απεικόνιση f είναι ομομορφισμός, τότε για οιαδήποτε
ζεύγη (x1, x2) P M ˆM και (r1, r2) P R ˆR τα 2.2.1 (i) και (ii) δίδουν

f(r1x1 + r2x2) = f(r1x1) + f(r2x2) = r1f(x1) + r2f(x2).

(ii)ñ(i) Εφαρμόζοντας την (2.6) για r1 = r2 = 1R λαμβάνουμε την ισότητα 2.2.1
(i). Εξάλλου, η (2.6) για x1 = x και x2 = 0M δίδει την ισότητα 2.2.1 (ii).

2.2.4 Πρόταση. Δοθέντων δυοR-μοδίωνM,N και ενός πεπερασμένου υποσυνόλου
tx1, . . . , xku Ď M, ισχύει η ακόλουθη ισότητα για οιονδήποτε f P HomR(M,N) και
για οιαδήποτε r1, . . . , rk P R:

f

(
k
ř

i=1

rixi

)
=

k
ř

i=1

rif(xi). (2.7)

Αποδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε μαθηματική επαγωγή ως προς το πλήθος k των
προσθετέων. Για k = 1 η (2.7) έπεται άμεσα από το 2.2.1 (ii). Για k = 2 η (2.7)
είναι αληθής, διότι συμπίπτει με την (2.6). Υποθέτοντας ότι για οιονδήποτε φυσικό

7Προσοχή! Παρά το γεγονός ότι χρησιμοποιούμε ίδιο συμβολισμό για τις πράξεις επί τωνM καιN, αυτές ενδέχεται
να είναι διαφορετικές!
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αριθμό k ě 3 η (2.7) είναι αληθής για k ´ 1 προσθετέους, λαμβάνουμε

f

(
k
ř

i=1

rixi

)
= f

(
k´1
ř

i=1

rixi + rkxk

)
= f

(
k´1
ř

i=1

rixi

)
+ f (rkxk) =

k´1
ř

i=1

rif(xi) + rkf (xk) =
k
ř

i=1

rif(xi),

όπου η δεύτερη ισότητα έπεται από το 2.2.1 (i) και η τρίτη από την επαγωγική μας
υπόθεση. Άρα η (2.7) είναι αληθής και για k προσθετέους.

§ Εικόνες και αντίστροφες εικόνες υπομοδίων μέσω ομομορφισμών. Οι κύριες ιδιό-
τητες αυτών δίδονται στις προτάσεις 2.2.5 και 2.2.6.

2.2.5 Πρόταση. Εάν M,N είναι R-μόδιοι και f P HomR(M,N), τότε ισχύουν τα
εξής:
(i) Η αντίστροφη εικόνα f´1(W ) οιουδήποτε υπομoδίου W τού N μέσω τού f α-
ποτελεί υπομόδιο τού M.

(ii) Ο πυρήνας Ker(f) τού f (βλ. (2.4)) είναι ένας υπομόδιος τού M.

(iii) Η εικόνα f(U) := tf(u) |u P U u οιουδήποτε υπομοδίου U τού M μέσω τού f
αποτελεί υπομόδιο τού N.
(iv) Η εικόνα Im(f) τού f (βλ. (2.5)) είναι ένας υπομόδιος τού N.

Αποδειξη. (i) ΈστωW τυχών υπομόδιος τούN. Για κάθε ζεύγος (r, s) P RˆR και
για κάθε ζεύγος (x1, x2) P f´1(W ) ˆ f´1(W ) έχουμε f(x1), f(x2) P W και

f(rx1 + sx2) = rf(x1) + sf(x2) P W

(λόγω τής προτάσεως 2.2.3), οπότε rx1 + sx2 P f´1(W ). Αυτό (δυνάμει τής προτά-
σεως 2.1.7) σημαίνει ότι η αντίστροφη εικόνα f´1(W ) τού W μέσω τού ομομορφι-
σμού f αποτελεί υπομόδιο τού M.

(ii) Αρκεί να εφαρμοσθεί το (i) στην ειδική περίπτωση όπου W = t0Nu.

(iii) Έστω U τυχών υπομόδιος τού M. Για κάθε ζεύγος (r, s) P R ˆ R και για κά-
θε ζεύγος (w1, w2) P f(U)ˆ f(U) υπάρχουν στοιχεία u1, u2 P U με f(u1) = w1,

f(u2) = w2, και ru1 + su2 P U (διότι το U είναι υπομόδιος τού M, βλ. 2.1.7). Επο-
μένως,

rw1 + sw2 = rf(u1) + sf(u2) = f(ru1 + su2) P f(U)

και, ως εκ τούτου, η εικόνα f(U) τού U μέσω τού ομομορφισμού f αποτελεί υπομό-
διο τού N (λόγω τής προτάσεως 2.2.3).
(iv) Αρκεί να εφαρμοσθεί το (iii) στην ειδική περίπτωση όπου U =M.

2.2.6 Πρόταση. Έστω U ένας υπομόδιος ενός R-μοδίου M και έστω W ένας υπο-
μόδιος ενός R-μοδίου N. Για κάθε f P HomR(M,N) ισχύουν τα εξής:
(i) f

(
U X f´1 (W )

)
= f(U) XW.

(ii) f
(
f´1 (W )

)
= Im(f) XW.

(iii) f´1 (W + f(U)) = f´1(W ) + U.
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(iv) f´1 (f(U)) = Ker(f) + U.

Αποδειξη. (i) Για κάθε x P f´1 (W ) έχουμε f(x) P W, οπότε f
(
f´1 (W )

)
Ď W.

Επειδή οι σχέσεις εγκλεισμού παραμένουν εν ισχύ κατόπιν εφαρμογής τής απεικο-
νίσεως f, έχουμε

f
(
U X f´1 (W )

)
Ď f(U)

f
(
U X f´1 (W )

)
Ď f

(
f´1 (W )

) +

ùñ f
(
U X f´1 (W )

)
Ď f(U) XW.

Έστω τώρα τυχόν w P f(U) X W. Προφανώς, w P W και w = f(u) για κάποιο
στοιχείο u P U. Επειδή f(u) P W, έχουμε w P f

(
U X f´1 (W )

)
, οπότε ισχύει και ο

αντίστροφος εγκλεισμός f(U) XW Ď f
(
U X f´1 (W )

)
.

(ii) Αρκεί να εφαρμοσθεί το (i) στην ειδική περίπτωση όπου U =M.

(iii) Για κάθε u P U έχουμε f(u) P f(U). Κατά συνέπειαν, U Ď f´1 (f(U)) . Από
το (ii) και από το γεγονός ότι οι σχέσεις εγκλεισμού παραμένουν εν ισχύ κατόπιν
θεωρήσεως αντιστρόφων εικόνων προκύπτει ότι

f´1(W ) + U Ď f´1 (f(f´1(W ) + U)
)
= f´1 (f(f´1(W )) + f(U)

)
Ď f´1 (W + f(U)) .

Έστω τώρα y P f´1 (W + f(U)) . Επειδή f(y) P W + f(U), υπάρχουν w P W και
u P U, τέτοια ώστε να ισχύει f(y) = w + f(u) (βλ. πρόταση 2.1.16). Επομένως,

f(y + (´u)) = w P W ñ y + (´u) P f´1(twu) Ď f´1(W ) ñ y P f´1(W ) + U,

οπότε ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός f´1 (W + f(U)) Ď f´1(W ) + U.

(iv) Αρκεί να εφαρμοσθεί το (iii) στην ειδική περίπτωση όπου W = t0Nu.

2.2.7 Πρόταση. Εάν M,N είναι R-μόδιοι και f P HomR(M,N), τότε ισχύουν τα
εξής:
(i) Εάν E είναι ένα σύστημα γεννητόρων τούM, τότε η εικόνα f(E ) αυτού αποτελεί
ένα σύστημα γεννητόρων τού R-μοδίου Im(f).

(ii) Εάν E 1 είναι ένα σύστημα γεννητόρων τού πυρήνα Ker(f) τού f και E
2

Ď M

τέτοιο, ώστε LinR(f(E
2
)) = Im(f), τότε η ένωση E

1
Y E

2
αποτελεί ένα σύστημα

γεννητόρων τού M.

Αποδειξη. (i) Έστω τυχόν x P M. Εξ υποθέσεως, υπάρχουν στοιχεία x1, ..., xk τού
E και r1, ..., rk P R, τέτοια ώστε να ισχύει

x =
k
ř

j=1

rjxj ñ f(x) =
(2.7)

k
ř

j=1

rj f(xj)
loomoon

P f(E )

P Im(f),

οπότε Im(f) Ď LinR(f(E )). Εξάλλου, f(E ) Ď Im(f) ñ LinR(f(E )) Ď Im(f).

(ii) Έστω τυχόν x P M.Εξ υποθέσεως, υπάρχουν x1, ..., xρ τού E
2

και r1, ..., rρ P R,

τέτοια ώστε f(x) =
řρ
j=1 rjf(xj). Θέτοντας x1 :=

řρ
j=1 rjxj λαμβάνουμε

f(x´ x1) = 0N ñ x´ x1 P Ker(f) = LinR(E 1),
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οπότε υπάρχουν xρ+1, ..., xl P E 1 και rρ+1, ..., rl P R με

x´ x1 =
řl
j=ρ+1 rjxj ñ x =

řl
j=1 rjxj ,

όπου x1, ..., xl P E
1

Y E
2
. Κατά συνέπειαν, LinR(E

1
Y E

2
) =M.

2.2.8 Πόρισμα. Έστω ότιM,N είναι δυοR-μόδιοι και f :M ÝÑ N ένας επιμορφι-
σμός. Εάν οM είναι πεπερασμένως παραγόμενος, τότε και οN είναι πεπερασμένως
παραγόμενος.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το (i) τής προτάσεως 2.2.7.

§ Συνθέσεις ομομορφισμών. Η σύνθεση δυο ομομορφισμών R-μοδίων είναι αφ’ ε-
αυτής ομομορφισμός. Η πρόταση 2.2.11 περιγράφει λεπτομερώς το πώς σχετίζεται
ο πυρήνας και η εικόνα τής συνθέσεως με την εικόνα τού πρώτου εξ αυτών και με
τον πυρήνα τού δεύτερου.

2.2.9 Πρόταση. Εάν M,N,L είναι R-μόδιοι, τότε ισχύει η συνεπαγωγή

[f P HomR(M,N) και g P HomR(N,L)] ùñ g ˝ f P HomR(M,L).

Αποδειξη. Για οιαδήποτε (x1, x2) P M ˆM και (r1, r2) P R ˆR έχουμε

(g ˝ f) (r1x1 + r2x2) = g (f(r1x1 + r2x2)) = g(r1f(x1) + r2f(x2))

= r1g(f(x1)) + r2g(f(x2)) = r1(g ˝ f)(x1) + r2(g ˝ f)(x2),

οπότε g ˝ f P HomR(M,L) λόγω τής προτάσεως 2.2.3.

2.2.10 Πρόταση. Εάν M,N,L είναι R-μόδιοι, τότε η σύνθεση ομομορφισμών

HomR(M,N) ˆ HomR(N,L) Q (f, g) ÞÝÑ g ˝ f P HomR(M,L)

έχει τις εξής ιδιότητες:
(i) g ˝ (f1 + f2) = g ˝ f1 + g ˝ f2, (g1 + g2) ˝ f = g1 ˝ f + g2 ˝ f,

(ii) g ˝ (rf) = r (g ˝ f) = (rg) ˝ f,

για οιοδήποτε r P R και f, f1, f2 P HomR(M,N), g, g1, g2 P HomR(N,L).

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τους ορισμούς.

2.2.11 Πρόταση. Εάν M,N,L είναι R-μόδιοι και

f P HomR(M,N), g P HomR(N,L),

τότε

Im (f) X Ker (g) = f(Ker (g ˝ f)) και Im (f) + Ker (g) = g´1 (Im(g ˝ f)) .

Αποδειξη. (i) Έστω τυχόν y P Im (f)X Ker(g) .Εξ ορισμού, υπάρχει x P M, τέτοιο
ώστε y = f(x). Επειδή g(y) = 0L, έχουμε (g ˝ f)(x) = 0L, οπότε x P Ker(g ˝ f) και
y P f(Ker(g ˝ f)). Και αντιστρόφως· εάν w P f(Ker(g ˝ f)), τότε w P Im (f) και
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w = f(u) για κάποιο u P Ker(g ˝ f) , οπότε

0L = (g ˝ f)(u) = g(f(u)) = g(w) ñ w P Ker (g) .

(ii) Έστω τυχόν y P Im (f)+Ker(g) .Εξ ορισμού, y = y1+y2 για κάποια y1 P Im (f)

και y2 P Ker(g) . Επομένως, y1 = f(x) για κάποιο στοιχείο x P M και g(y2) = 0L,

οπότεg(y) = g(y1 + y2) = g(y1) + g(y2) = g(f(x)) P Im(g ˝ f) ñ y P g´1(Im(g ˝ f)).

Και αντιστρόφως· εάν w P g´1 (Im(g ˝ f)) , τότε g(w) P Im(g ˝ f), οπότε έχουμε
g(w) = g(f(u)) για κάποιο u P M,

g(w ´ f(u)) = 0L ñ w ´ f(u) P Ker (g)

και w = f(u) + (w ´ f(u)) P Im (f)+ Ker(g) .

2.2.12 Ορισμός. Έστω f :M Ñ N ένας ομομορφισμόςR-μοδίων. Ο f καλείται8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

μονομορφισμός ðñ
ορσ

η απεικόνιση f είναι ενριπτική,
επιμορφισμός ðñ

ορσ
η απεικόνιση f είναι επιρριπτική,

ισομορφισμός ðñ
ορσ

η απεικόνιση f είναι αμφιρριπτική,
ενδομορφισμός (τού M) ðñ

ορσ
M = N (με τις ίδιες πράξεις),

αυτομορφισμός (τού M) ðñ
ορσ

M = N και η f είναι ισομορφισμός.

2.2.13 Πρόταση. ΕάνM,N είναιR-μόδιοι και f P HomR(M,N), τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:
(i) Ο f είναι μονομορφισμός.
(ii) Ker(f) = t0Mu.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν ο f : M ÝÑ N είναι μονομορφισμός, τότε για κάθε στοι-
χείο x P Ker(f) έχουμε

f(x) = 0N = f(0M ) ñ x = 0M ,

οπότε Ker(f) = t0Mu.

(ii)ñ(i) Εάν Ker(f) = t0Mu και για δυο στοιχεία x, x1 P M ισχύει f(x) = f(x1),
τότε

0N = f(x) + (´f(x1)) = f(x) + f(´x1) = f(x+ (´x1))

ùñ x´ x1 = x+ (´x1) P Ker (f) = t0Mu,

οπότε x = x1, απ’ όπου έπεται ότι ο f :M ÝÑ N είναι μονομορφισμός.

2.2.14 Παραδείγματα. Έστω R τυχών μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος.
(i) Για οιουσδήποτε R-μοδίους M και N η μηδενική απεικόνιση 0 P NM ,

0 :M ÝÑ N, x ÞÝÑ 0(x) := 0N , (2.8)
8Ενίοτε, όταν επιθυμούμε να τονίσουμε ότι ένας τέτοιος f : M Ñ N είναι μονομορφισμός (και αντιστοίχως,

επιμορφισμός) γράφουμε f : M ãÑ N (και αντιστοίχως, f : M ↠ N).
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είναι (προφανώς) ομομορφισμός, ο μηδενικός ομομορφισμός.
(ii) Για οιονδήποτε R-μόδιο M η ταυτοτική απεικόνιση

idM :M ÝÑ M, x ÞÝÑ idM (x) := x,

είναι ένας αυτομορφισμός τού M. Οι ομοθετικές απεικονίσεις

fr :M ÝÑ M, r ÞÝÑ fr(x) := rx, (2.9)

για κάποιο r P R, είναι ομομορφισμοί. (f0R = 0, f1R = idM .) Επίσης, εάν ο U είναι
ένας υπομόδιος τού M, η συνήθης ένθεση9

inU,M : U ãÑ M, x ÞÝÑ inU,M (x) := x, (2.10)

τού U στον M είναι ένας μονομορφισμός.
(iii) Εάν M,N είναι R-μόδιοι και f P HomR(M,N), τότε έχουμε f = inIm(f),N ˝ f̌ ,

όπου
f̌ :M ↠ Im(f), x ÞÝÑ f̌(x) := f(x) (2.11)

ο επιμορφισμός ο επαγόμενος μέσω τού f.
(iv) Η απεικόνιση

f : RN0 ÝÑ RN0 , (an)nPN0
ÞÝÑ (bn)nPN0

,

όπου b0 := 0K , bn := an´1, @n P N, είναι μονομορφισμός αλλά δεν είναι επιμορφι-
σμός.
(v) Η απεικόνιση

f : RN0 ÝÑ RN0 , (an)nPN0
ÞÝÑ (cn)nPN0

,

όπου cn := an+1, @n P N0, είναι επιμορφισμός αλλά δεν είναι μονομορφισμός.

Οι προτάσεις 2.2.15 και 2.2.16 έπονται άμεσα από τις γνωστές ιδιότητες των ενρι-
πτικών, επιρριπτικών και αμφιρριπτικών απεικονίσεων μεταξύ συνόλων.

2.2.15 Πρόταση. Έστω ότι οι M,N,L είναι R-μόδιοι και

f P HomR(M,N), g P HomR(N,L).

Τότε για τον g ˝ f P HomR(M,L) ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν οι f και g είναι μονομορφισμοί, τότε και ο g ˝ f είναι μονομορφισμός.
(ii) Εάν οι f και g είναι επιμορφισμοί, τότε και ο g ˝ f είναι επιμορφισμός.
(iii) Εάν οι f και g είναι ισομορφισμοί, τότε και ο g ˝ f είναι ισομορφισμός.
(iv) Εάν ο g ˝ f είναι μονομορφισμός, τότε ο f είναι μονομορφισμός.
(v) Εάν ο g ˝ f είναι επιμορφισμός, τότε ο g είναι επιμορφισμός.

9Αργότερα, αντί τού inU,M θα χρησιμοποιηθούν και συντομότεροι συμβολισμοί (όπως ι, i, j, ενίοτε και με κάποιους
δείκτες, κ.ά.) για τις συνήθεις ενθέσεις υπομοδίων.
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(vi) Εάν ο g ˝ f είναι ισομορφισμός, τότε ο f είναι μονομορφισμός και ο g είναι
επιμορφισμός.

2.2.16 Πρόταση. Εάν M,N είναι R-μόδιοι και f P HomR(M,N) ένας ισομορφι-
σμός, τότε και η αντίστροφη απεικόνιση f´1 : N ÝÑ M είναι ισομορφισμός.

2.2.17 Σημείωση. (i) Λέμε ότι δυο R-μόδιοι M και N είναι (μεταξύ τους) ισόμορ-
φοι ή ότι ο M είναι ισόμορφος με τον N και σημειώνουμε10: M – N όταν υπάρχει
κάποιος ισομορφισμός11 f :M ÝÑ N.

(ii) Είναι εύκολος ο έλεγχος (μέσω τού (iii) τής προτάσεως 2.2.15 και τής προτάσεως
2.2.16) τού ότι η διμελής σχέση “–” ορίζει μια σχέση ισοδυναμίας επί οιουδήποτε
συνόλου απαρτιζομένου από R-μοδίους. Οι κλάσεις ισοδυναμίας ως προς την “–”
ονομάζονται κλάσεις ισομορφίας. Δυο R-μόδιοι λογίζονται ως (μοδιοθεωρητικώς)
ταυτιζόμενοι όταν είναι μεταξύ τους ισόμορφοι, ήτοι όταν ανήκουν στην ίδια κλά-
ση ισομορφίας. Ως εκ τούτου, ο μοδιοθεωρητικός προσδιορισμός μιας οικογενείας
R-μοδίων, τα μέλη τής οποίας έχουν μια ειδική ιδιότητα, ισοδυναμεί με την ταξινό-
μηση των μελών της μέχρις ισομορφισμού12.
(iii) Ένα μονοσύνολο μπορεί να θεωρηθεί κατά έναν και μόνον τρόπο13 ως μόδιος
υπεράνω οιουδήποτε (παγιωμένου) μεταθετικού μη τετριμμένου δακτυλίου R και
δυο τέτοια μονοσύνολα είναι μεταξύ τους ισόμορφα (ως R-μόδιοι). Ο μέχρις ισο-
μορφισμού μονοσημάντως ορισμένος R-μόδιος με ένα μονοσύνολο ως υποκείμενο
σύνολό του ονομάζεται τετριμμένος R-μόδιος και θα συμβολίζεται εφεξής απλώς
ως14 t0u.

§ «Συμπληρώσεις» τριγώνων. Ο ταυτόχρονος χειρισμός πολλών συντιθέμενων ομο-
μορφισμών R-μοδίων τοποθετημένων σε (ενίοτε πολύ μεγάλα) διαγράμματα απαι-
τεί ιδιαίτερη προσοχή. Όπως, επίσης, και η εξεύρεση κατάλληλων συνθηκών, υπό
τις οποίες διασφαλίζεται η ύπαρξη ή η κατασκευή ομομορφισμών που «συμπλη-
ρώνουν» κάποια ελλείποντα βέλη εντός αυτών. Τέτοιου είδους συνθήκες, όπως θα
δούμε στα θεωρήματα 2.2.24 και 2.2.25, είναι εκ τής φύσεώς τους αρκούντως περιο-
ριστικές ακόμη και στην απλούστερη των περιπτώσεων (ήτοι σε εκείνην ενός τριγώ-
νου). Ας γυρίσουμε, όμως, προς στιγμήν, κάπως πιο πίσω, ξεχνώντας την αλγεβρική
δομή τού R-μοδίου κι ας υποθέσουμε ότι διαθέτουμε απλώς τρία μη κενά σύνολα
A,B και C. Ευλόγως τίθενται τα εξής ερωτήματα:
‚ Ερώτημα 1: Εάν δοθούν απεικονίσεις f και g (όπως δείχνονται στο κάτωθι αρι-
στερά ευρισκόμενο διάγραμμα) εκπορευόμενες από το A (ήτοι έχουσες ως πεδίο

10Κατ’ αναλογίαν, το σύμβολο M fl N θα δηλοί ότι oM δεν είναι ισόμορφος με τονN.
11Ενίοτε, για να τονίσουμε (π.χ., σε μεταθετικά διαγράμματα και αλλού) ότι ένας ομομορφισμός f : M ÝÑ N είναι

ισομορφισμός, γράφουμε f : M
–

ÝÑ N.
12Η φράση «ταξινόμηση μέχρις ισομορφισμού» ή «με ακρίβεια ισομορφισμού» (up to isomorphism) δηλοί τη «διά-

κριση (R-μοδίων) με μόνο κριτήριο ταυτίσεως τη διαμεσολάβηση κάποιου ισομορφισμού».
13Εν τοιαύτη περιπτώσει, εάνM = txu, τότε x+ x := x και rx := x για κάθε r P R. (Προφανώς, 0M = x.)
14Eν προκειμένω, υφίσταται μια διαφορά μεταξύ τού «τετριμμένουR-μοδίου», όπως εισήχθη εδώ, και τού «τετριμμέ-

νου υπομοδίου δοθέντος R-μοδίου», όπως είχε εισαχθεί στο εδάφιο 2.1.9 (ii). Ο πρώτος εκφράζει μια απόλυτη έννοια
( μέχρις ισομορφισμού), ενώ ο δεύτερος εκφράζει μια σχετική έννοια (παρότι είναι συνολοθεωρητικώς μονοσημάντως
ορισμένος), αφού είναι -εκ παραλλήλου- απαραίτητη η αναφορά τού R-μοδίου εντός τού οποίου περιέχεται (ως το
μονοσύνολο το περιέχον ως στοιχείο του το ουδέτερο στοιχείο τής προσθετικής του ομάδας).
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ορισμού τους το A), πότε υφίσταται απεικόνιση

h : B ÝÑ C

η οποία «συμπληρώνει» (ή «κλείνει») το τρίγωνο το καθοριζόμενο από τα A,B και
C (όπως δείχνεται στο κάτωθι δεξιά ευρισκόμενο διάγραμμα);

A
f

��

g

��

B C

A
f

��

g

��
ö

B
h

// C

‚ Ερώτημα 2: Εάν δοθούν απεικονίσεις f και g (όπως στο κάτωθι αριστερά ευρι-
σκόμενο διάγραμμα) απολήγουσες στο A (ήτοι έχουσες ως πεδίο τιμών τους το A),
πότε υφίσταται απεικόνιση h : C ÝÑ B η οποία «συμπληρώνει» το τρίγωνο το
καθοριζόμενο από τα A,B και C;

A

B

f
??

C

g
__ A

œ

B

f
??

C

g
__

h
oo

Οι απαντήσεις περιέχονται στις προτάσεις 2.2.18 και 2.2.19, αντιστοίχως.

2.2.18 Πρόταση. Εάν A,B,C είναι μη κενά σύνολα και f : A ÝÑ B, g : A ÝÑ C

απεικονίσεις, τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Υφίσταται μια απεικόνιση h : B ÝÑ C με h ˝ f = g.

(ii) (@(x, y) P AˆA) [f(x) = f(y) ùñ g(x) = g(y)] .

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Για οιοδήποτε ζεύγος (x, y) P A ˆ A με f(x) = f(y) έχουμε
προφανώς g(x) = (h ˝ f) (x) = h(f(x)) = h(f(y)) = (h ˝ f) (y) = g(y).

(ii)ñ(i) Θεωρούμε το σύνολο

G := t(y, z) P Im(f) ˆ C |Dx P A : y = f(x), z = g(x)u .

Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι G ‰ ∅, διότι για κάθε x P A έχουμε (f(x), g(x)) P G .
Για οιοδήποτε y P Im(f) υπάρχει ένα και μόνον z P C, τέτοιο ώστε να ισχύει
(y, z) P G . (Πράγματι· εάν y = f(x), για κάποιο x P A, τότε θέτουμε z := g(x).

Εάν υποθέσουμε ότι (y, z), (y, z1) P G , τότε υπάρχουν x, x1 P A με y = f(x) = f(x1)

και z = g(x), z1 = g(x1). Εξ υποθέσεως, g(x) = g(x1), οπότε z = z1.) Άρα ορίζεται
(καλώς) μια απεικόνιση β : Im(f) ÝÑ C, β (f(x)) := g(x),@x P A, και (μέσω
αυτής) η απεικόνιση h : B ÝÑ C,

h(y) :=

#

β(y), όταν y P Im(f),

κάποιο παγιωμένο c P C, όταν y R Im(f).

Προφανώς, (h ˝ f) (x) = h(f(x)) = β(f(x)) = g(x) για κάθε x P A.
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2.2.19 Πρόταση. Εάν A,B,C είναι μη κενά σύνολα και f : B ÝÑ A, g : C ÝÑ A

απεικονίσεις, τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Υφίσταται μια απεικόνιση h : C ÝÑ B με f ˝ h = g.

(ii) Im(g) Ď Im(f).

Αποδειξη. (i)ñ(ii) g(x) = f(h(x)) P Im(g),@x P C, οπότε Im(g) Ď Im(f).

(ii)ñ(i) Για κάθε x P C υπάρχει y P B : g(x) = f(y), οπότε f´1(tg(x)u) ‰ ∅.
Αυτό σημαίνει ότι το E :=

␣

f´1(tg(x)u)
ˇ

ˇx P C
(

αποτελεί μια οικογένεια υποσυνό-
λων τού συνόλου B, καθένα των οποίων είναι μη κενό. Σύμφωνα με το αξίωμα τής
επιλογής, Dα : E ÝÑ

Ť

E : α(Y ) P Y, @Y P E . Επομένως,

[α(Y ) P Y, @Y P E ] ô [@x P C : α(f´1(tg(x)u)) P f´1(tg(x)u)]

ô [@x P C : f(α(f´1(tg(x)u))) P tg(x)u]

ô [@x P C : f(α(f´1(tg(x)u))) = g(x)]

και (γι’ αυτόν τον λόγο) η h : C ÝÑ B, x ÞÝÑ h(x) := α(f´1(tg(x)u)) είναι μια
καλώς ορισμένη απεικόνιση με (f ˝ h) (x) = f(h(x)) = g(x) για κάθε x P C.

2.2.20 Παρατήρηση. Εάν κανείς επαναδιατυπώσει τα ανωτέρω ερωτήματα 1 και
2 αντικαθιστώντας τά σύνολα A,B,C με R-μοδίους M,N,L και υποθέσει (α) ότι
οι f και g είναι ομομορφισμοί και (β) ότι οι συνθήκες (ii) των προτάσεων 2.2.18
και 2.2.19 ικανοποιούνται, αξιώνοντας, εκ παραλλήλου, από τις κατασκευαζόμενες
απεικονίσεις h να είναι ωσαύτως ομομορφισμοί, η απάντηση σε αμφότερα (όπως
προδήλως προκύπτει από τα παραδείγματα 2.2.21 και από τα θεωρήματα 2.2.24 και
2.2.25) θα είναι: Μόνον υπό επιπρόσθετες, ειδικότερες προϋποθέσεις!

2.2.21 Παραδείγματα. (i) Έστω k P N, kě 2.ΕάνM = N = L = Z (Z ως Z-μόδιος)
και15 f := k idZ, g := idZ, τότε η συνθήκη (ii) τής προτάσεως 2.2.18 ικανοποιείται,
οπότε υπάρχει κάποια απεικόνιση h : Z ÝÑ Z με h ˝ f = g.

Z
k idZ

��

idZ

��
ö

Z
h

// Z

Επιπροσθέτως, f, g P HomZ(Z,Z). Ωστόσο, ο f δεν είναι επιμορφισμός και η h δεν
μπορεί να είναι ενδομορφισμός τού Z, διότι εάν ήταν θα είχαμε

kh(ξ) = h(kξ) = (h ˝ (k idZ))(ξ) = (h ˝ f)(ξ) = g(ξ) = ξ, @ξ P Z.

Eιδικότερα, kh(1) = 1, πράγμα αδύνατο, διότι θα έπρεπε να ισχύει h(1) P Z.
(ii) Έστω p ένας πρώτος αριθμός. Μέσω τής υποομάδας Z[ 1

p
] := t a

pi

ˇ

ˇ

ˇ
a P Z, i P N0u

τής (Q,+) ορίζουμε την υποομάδα16

Z(p8) := Z[ 1p ]/Z =
!

a
pi + Z

ˇ

ˇ

ˇ
a P Z, i P N0

)

15Αυτό σημαίνει ότι f(ξ) := kξ για κάθε ξ P Z.
16Η (Z(p8),+) καλείται, ιδιαιτέρως, p-σχεδόν κυκλική ομάδα (διότι είναι μια μη πεπερασμένως παραγόμενη ομά-

δα, κάθε γνήσια υποομάδα τής οποίας είναι πεπερασμένη και κυκλική, έχουσα ως τάξη της μια δύναμη τού p.)
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τής πηλικοομάδας (Q/Z,+) . Αυτή η υποομάδα καθίσταται κατά τρόπο φυσικό Z-
μόδιος17. Θέτοντας M = N = L = Z(p8), f(x) := px, @x P Z(p8), g := idZ(p8),
παρατηρούμε ότι f, g P HomZ(Z(p8),Z(p8)) και ότι η συνθήκη 2.2.19 (ii) ικανο-
ποιείται, καθώς ισχύει a

pi+Z = p( a
pi+1+Z) για κάθε a P Z και για κάθε i P N0 (οπότε

Im(g) = Im(f) = Z(p8)). Άρα υπάρχει κάποια απεικόνιση h : Z(p8) ÝÑ Z(p8)
με f ˝ h = idZ(p8).

Z(p8)

œ

Z(p8)

f

::

Z(p8)

idZ(p8)

dd

h
oo

Ωστόσο, η h δεν μπορεί να είναι ενδομορφισμός τούZ(p8), διότι εάν ήταν θα είχαμε
1
p
+ Z = f(h( 1

p
+ Z)) = ph( 1

p
+ Z) = h(p( 1

p
+ Z))

= h(1 + Z) = h(0 + Z) = h(0Z(p8)) = 0Z(p8) = 0 + Z,

ήτοι 1
p P Z. (Άτοπο!)

Κατάλληλες επιπρόσθετες προϋποθέσεις (υπό τις οποίες οι απεικονίσεις h που συ-
μπληρώνουν τα τρίγωνα καθίστανται ομομορφισμοί, όπως ζητείται στα αναθεωρη-
μένα ερωτήματα 1 και 2 τού εδ. 2.2.20) μπορούν να εντοπισθούν εάν ανατρέξουμε
στα στοιχειώδη λήμματα 2.2.22 και 2.2.23 τα περιγράφοντα συνθήκες ισοδύναμες
τής επιρριπτικότητας και, αντιστοίχως, τής ενριπτικότητας μιας απεικονίσεως. Η ε-
πιρριπτικότητα τού ομομορφισμού f (στην πρώτη περίπτωση) και η ενριπτικότητα
αυτού (στη δεύτερη περίπτωση) είναι δυνατόν να μας οδηγήσουν σε μοδιοθεωρητι-
κά ανάλογα των προτάσεων 2.2.18 και 2.2.19. Και μάλιστα και σε κάτι πιο ισχυρό:
Στη μοναδικότητα των δημιουργούμενων ομομορφισμών h.

2.2.22 Λήμμα. Εάν A,B είναι μη κενά σύνολα και f : A ÝÑ B μια απεικόνιση,
τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) H f είναι επιρριπτική απεικόνιση.
(ii) Υπάρχει κάποια απεικόνιση γ : B ÝÑ A, ούτως ώστε να ισχύει f ˝ γ = idB .
(iii) H f είναι «εκ δεξιών διαγράψιμη», δηλαδή για οιοδήποτε μη κενό σύνολο C και
οιεσδήποτε απεικονίσεις h1 : B ÝÑ C και h2 : B ÝÑ C ισχύει η συνεπαγωγή

h1 ˝ f = h2 ˝ f ùñ h1 = h2.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν η f είναι επιρριπτική, τότε για κάθε y P B = Im(f) = f(A)

επιλέγουμε18 ένα xy P A, ούτως ώστε f(xy) = y, και ορίζουμε την απεικόνιση

γ : B ÝÑ A, y ÞÝÑ γ(y) := xy.

Τότε
(f ˝ γ) (y) = f(γ(y)) = f (xy) = y = idB(y) ùñ f ˝ γ = idB .

17Αριθμητικός πολλαπλασιασμός: Z ˆ Z(p8) Q (λ, a
pi

+ Z) ÞÝÑ λa

pi
+ Z P Z(p8).

18Αρκεί να εφαρμοσθεί εκ νέου το αξίωμα τής επιλογής (όπως στο (ii)ñ(i) τής προτάσεως 2.2.19), αλλά εδώ για την
οικογένεια E :=

␣

f´1(tyu)
ˇ

ˇ y P B
(

(μη κενών) υποσυνόλων τούA.
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(ii)ñ(iii) Υποθέτουμε ότι υπάρχει κάποια απεικόνιση γ : B ÝÑ A, ούτως ώστε να
ισχύει f ˝ γ = idB . Για οιεσδήποτε απεικονίσεις h1 : B ÝÑ C και h2 : B ÝÑ C για
τις οποίες ισχύει η ισότητα h1 ˝ f = h2 ˝ f λαμβάνουμε

h1 ˝ f = h2 ˝ f ñ (h1 ˝ f) ˝ γ = (h2 ˝ f) ˝ γ

ñ h1 ˝ (f ˝ γ) = h2 ˝ (f ˝ γ) ñ h1 = h1 ˝ idB = h2 ˝ idB = h2.

(iii)ñ(i) Υποθέτουμε ότι η f είναι «εκ δεξιών διαγράψιμη». Εάν το B είναι μονο-
σύνολο, τότε η f είναι προδήλως επιρριπτική. Εάν το B περιέχει τουλάχιστον δύο
στοιχεία y1, y2 με y1 ‰ y2, τότε ορίζουμε τις απεικονίσεις

h1(y) :=

#

y, όταν y P Im(f),

y1, όταν y R Im(f),
h2(y) :=

#

y, όταν y P Im(f),

y2, όταν y R Im(f).

Προφανώς, h1(f(x)) = f(x) = h2(f(x)) για κάθε x P X, οπότε

h1 ˝ f = h2 ˝ f ùñ h1 = h2.

Εάν υπήρχε κάποιο y P B∖ Im(f), τότε θα ίσχυε

h1(y) = h2(y) ñ y1 = y2,

ήτοι κάτι που θα αντέκειτο στην υπόθεσή μας. Επομένως, B = Im(f).

2.2.23 Λήμμα. Εάν A,B είναι μη κενά σύνολα και f : A ÝÑ B μια απεικόνιση,
τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) H f είναι ενριπτική απεικόνιση.
(ii) Υπάρχει κάποια απεικόνιση γ : B ÝÑ A, ούτως ώστε να ισχύει γ ˝ f = idA.
(iii) H f είναι «εξ αριστερών διαγράψιμη», δηλαδή για οιοδήποτε μη κενό σύνολο C
και οιεσδήποτε απεικονίσεις h1 : C ÝÑ A και h2 : C ÝÑ A ισχύει η συνεπαγωγή

f ˝ h1 = f ˝ h2 ùñ h1 = h2.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν η f είναι ενριπτική, τότε για όλα τα y P Im (f) = f (A) οι
ίνες f´1(tyu) θα αποτελούνται από ένα και μόνον στοιχείο τούA. Ας συμβολίσουμε
λοιπόν για κάθε y P Im (f) αυτό το στοιχείο ως xy . (Για το xy ισχύει εξ ορισμού
f(xy) = y). Αντιθέτως, για κάθε y P B∖ Im(f) έχουμε f´1(tyu) = ∅. Παγιώνουμε
εφεξής ένα στοιχείο x0 P A (σημειωτέον ότι το A δεν είναι κενό) και ορίζουμε μια
απεικόνιση γ : B ÝÑ A ως ακολούθως:

γ (y) :=

#

xy, όταν y P Im (f) ,

x0, όταν y P B∖ Im(f).

Τότε για κάθε x P A λαμβάνουμε (γ ˝ f) (x) = γ(f(x)) = xy, όπου y := f(x), οπότε

f´1 (tyu) = f´1 (tf(x)u) = txu,

απ’ όπου έπεται ότι xy = x = idA (x) , ήτοι ότι γ ˝ f = idA.
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(ii)ñ(i) Eάν υπάρχει μια απεικόνιση γ : B ÝÑ A με γ ˝ f = idA και εάν τα x1, x2
είναι δυο στοιχεία τού A, ούτως ώστε f(x1) = f (x2), τότε

x1 = idA (x1) = (γ ˝ f) (x1) = γ(f(x1)) = γ(f(x2)) = (γ ˝ f) (x2) = idA (x2) = x2.

Άρα η f είναι όντως ενριπτική.
(ii)ñ(iii) Κατά την υπόθεσή μας, f ˝ h1 = f ˝ h2. Επομένως,

γ ˝ (f ˝ h1) = γ ˝ (f ˝ h2) ñ(γ ˝ f) ˝ h1 = (γ ˝ f) ˝ h2 ñ idA ˝ h1 = idA ˝ h1 ñ h1 = h2.

(iii)ñ(ii) Εάν η f είναι «εξ αριστερών διαγράψιμη» και υποθέσουμε ότι δεν είναι
ενριπτική, τότε θα υπάρχουν x, y P A, x ‰ y, με f(x) = f(y). Για οιοδήποτε μη
κενό σύνολο C ορίζουμε τις σταθερές απεικονίσεις

h1 : C ÝÑ A, c ÞÑ h1(c) := x, h2 : C ÝÑ A, c ÞÑ h2(c) := y.

Παρατηρούμε ότι h1 ‰ h2 αλλά f ˝h1 = f ˝h2.Άτοπο! Άρα η f είναι κατ’ ανάγκην
ενριπτική.

2.2.24 Θεώρημα. Εάν υποτεθεί ότι M,N,L είναι R-μόδιοι, f : M ÝÑ N ένας
επιμορφισμός και g P HomR(M,L), τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Υφίσταται ένας και μόνον h P HomR(N,L) με h ˝ f = g.

M
f

~~

g

  
ö

N
h

/ / L

(ii) Ker(f) Ď Ker(g).
Επιπροσθέτως, στην περίπτωση κατά την οποία ικανοποιούνται οι ανωτέρω συνθή-
κες, ισχύουν τα εξής:
(a) O h είναι μονομορφισμός ðñ Ker(f) = Ker(g).
(b) O h είναι επιμορφισμός ðñ ο g είναι επιμορφισμός.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Έστω τυχόν x P Ker(f). Τότε

g(x) = h(f(x)) = h(0N ) = 0L ùñ x P Ker(g),

οπότε Ker(f) Ď Ker(g).
(ii)ñ(i) Εάν Ker(f) Ď Ker(g) και (x1, x2) P M ˆM με f(x1) = f(x2), τότε

f(x1 ´ x2) = f(x1) ´ f(x2) = 0N ñ x1 ´ x2 P Ker(f) Ď Ker(g),

οπότε
0N = g(x1 ´ x2) = g(x1) ´ g(x2) ñ g(x1) = g(x2).

Κατόπιν εφαρμογής τής συνεπαγωγής (ii)ñ(i) τής προτάσεως 2.2.18 (με τους
M,N,L στη θέση των εκεί παρατεθέντων A,B και C, αντιστοίχως) εξασφαλίζουμε
την ύπαρξη μιας απεικονίσεως h : N ÝÑ L για την οποία ισχύει h ˝ f = g. Επειδή
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η απεικόνιση f είναι (εξ υποθέσεως) επιρριπτική, η h (σύμφωνα με τη συνεπαγωγή
(i)ñ(iii) τού λήμματος 2.2.22) είναι η μοναδική απεικόνιση από τον N στον L που
πληροί αυτήν την ιδιότητα. Απομένει λοιπόν να δειχθεί ότι h P HomR(N,L). Προς
τούτο θεωρούμε τυχόντα ζεύγη (y1, y2) P N ˆ N και (r1, r2) P R ˆ R. Λόγω τής
επιρριπτικότητας τής απεικονίσεως f υπάρχουν x1, x2 P M, τέτοια ώστε να ισχύει
f(x1) = y1 και f(x2) = y2. Επειδή οι f, g είναι ομομορφισμοί, λαμβάνουμε
h (r1y1 + r2y2) = h (r1f(x1) + r2f(x2)) = h(f(r1x1 + r2x2)) = (h ˝ f) (r1x1 + r2x2)

= g(r1x1 + r2x2) = r1g(x1) + r2g(x2) = r1 (h ˝ f) (x1) + r2 (h ˝ f) (x2)

= r1h(f(x1)) + r2h(f(x2)) = r1h(y1) + r2h(f(y2)),

οπότε η h είναι ωσαύτως ομομορφισμός. (Βλ. πρόταση 2.2.3.)

Εν συνεχεία, υποθέτοντας ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες (i), (ii), θα αποδείξουμε
τις αμφίπλευρες συνεπαγωγές (a) και (b).
(a) “ñ” Εξ υποθέσεως,

Ker(f) Ď Ker(g).
Έστω τυχόν x P Ker(g). Τότε

0L = g(x) = h (f(x)) ñ f(x) P Ker(h) = t0Nu,

όπου η τελευταία ισότητα οφείλεται στο ότι ο h είναι (εξ υποθέσεως) μονομορφι-
σμός (βλ. πρόταση 2.2.13). Επομένως, x P Ker(f), και, ως εκ τούτου, ισχύει και ο
αντίστροφος εγκλεισμός Ker(g) Ď Ker(f).
“ð” Εάν Ker(f) = Ker(g) και y P Ker(h), τότε (λόγω τής επιρριπτικότητας τής f)

Dx P M : y = f(x),

οπότε

0L = h(y) = h(f(x)) = g(x) ñ x P Ker(g) = Ker(f) ñ y = f(x) = 0N .

Άρα Ker(h) = t0Lu και o h είναι μονομορφισμός. (Βλ. πρόταση 2.2.13.)
(b) “ñ” Εάν ο h είναι επιμορφισμός, τότε και ο g = h ˝ f είναι επιμορφισμός (ως
σύνθεση δύο επιμορφισμών).
“ð” Εάν g = h ˝ f είναι επιμορφισμός και z P L, τότε υπάρχει κάποιο x P M,

τέτοιο ώστε να ισχύει g(x) = z. Άρα το f(x) απεικονίζεται μέσω τής h στο z και η
h είναι επιρριπτική.

2.2.25 Θεώρημα. Εάν υποτεθεί ότι M,N,L είναι R-μόδιοι, f : N ÝÑ M ένας μο-
νομορφισμός και g P HomR(L,M), τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Υφίσταται ένας και μόνον h P HomR(L,N) με f ˝ h = g.

M

œ

N

f

>>

L

g

``

h
oo

(ii) Im(g) Ď Im(f).
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Επιπροσθέτως, στην περίπτωση κατά την οποία ικανοποιούνται οι ανωτέρω συνθή-
κες, ισχύουν τα εξής:
(a) O h είναι μονομορφισμός ðñ ο g είναι μονομορφισμός.
(b) O h είναι επιμορφισμός ðñ Im(g) = Im(f).

Αποδειξη. (i)ñ(ii) g(x) = f(h(x)) P Im(g),@x P L, οπότε Im(g) Ď Im(f).

(ii)ñ(i) Κατά την πρόταση 2.2.19 υπάρχει απεικόνιση h : L ÝÑ N, τέτοια ώστε
να ισχύει η ισότητα f ˝ h = g. Επειδή ο f είναι εξ υποθέσεως μονομορφισμός, το
λήμμα 2.2.23 μας πληροφορεί ότι αυτός είναι «εξ αριστερών διαγράψιμος», πράγμα
που σημαίνει ότι η h είναι η μοναδική απεικόνιση με την ιδιότητα f ˝ h = g. Αρκεί
λοιπόν να ελεγχθεί ότι η h είναι και ομομορφισμός R-μοδίων. Για τυχόντα ζεύγη
(x1, x2) P Lˆ L και (r1, r2) P R ˆR έχουμε

f(h(r1x1+r2x2)) = r1g(x1)+r2g(x2) = r1f(h(x1))+r2f(h(x2)) = f(r1h(x1)+r2h(x2)),

οπότε
h(r1x1 + r2x2) = r1h(x1) + r2h(x2)

(διότι ο f είναι εξ υποθέσεως μονομορφισμός). Επομένως, h P HomR(L,N). (Βλ.
πρόταση 2.2.3.)
Εν συνεχεία, υποθέτοντας ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες (i), (ii), θα αποδείξουμε
τις αμφίπλευρες συνεπαγωγές (a) και (b).
(a) Τούτη έπεται άμεσα από τα (i) και (iv) τής προτάσεως 2.2.15.
(b) “ñ” Εάν ο h είναι επιμορφισμός και y P N, τότε υπάρχει x P L, τέτοιο ώστε να
ισχύει y = h(x), οπότε

f(y) = f(h(x)) = g(x) P Im(g) ñ Im(f) Ď Im(g).

“ð” Έστω y P N. Προφανώς, f(y) P Im(f) = Im(g), οπότε Dx P L : f(y) = g(x).

Επειδή g(x) = f(h(x)), λαμβάνουμε

f(y) = f(h(x)) ñ y = h(x)

(διότι ο f είναι εξ υποθέσεως μονομορφισμός). Άρα ο ομομορφισμός h είναι όντως
επιμορφισμός.

2.2.26 Σημείωση. Σε κατοπινές ενότητες θα συναντήσουμε κατ’ επανάληψη το πρό-
βλημα τής «συμπληρώσεως» ποικίλων διαγραμμάτων R-μοδίων και ομομορφισμών
R-μοδίων (και όχι μόνον για τρίγωνα). Ενίοτε, λύοντάς το καθιστούμε τα διαγράμ-
ματά μας μεταθετικά. (Ένα διάγραμμα μη κενών συνόλων και απεικονίσεων είναι
μεταθετικό διάγραμμα19 όταν όλες οι δυνατές συνθέσεις απεικονίσεων από οιοδή-
ποτε δοθέν σύνολο αφετηρίας σε οιοδήποτε σύνολο απολήξεως είναι ίσες μεταξύ
τους.)

19Όταν δοθέν (συγκεκριμένο) διάγραμμα καλείται (εκ προοιμίου) μεταθετικό, τότε εννοείται ότι η μεταθετικότητα
τηρείται παντού. Όταν η μεταθετικότητα τηρείται μόνον για ορισμένα τμήματα αυτού (αλλά όχι καθ’ ολοκληρίαν), τότε
δίδονται οι απαραίτητες διευκρινίσεις. (Πρβλ., π.χ., λήμμα 3.1.24 και θεώρημα 3.1.26.)
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2.3 ΠΗΛΙΚΟΜΟΔΙΟΙ
ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ

2.3.1 Πρόταση. Έστω U ένας υπομόδιος ενός R-μοδίου M. Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Η διμελής σχέση “„U” επί τού M η οριζόμενη ως ακολούθως:

x „U y ðñ
ορσ

x´ y P U

αποτελεί σχέση ισοδυναμίας.
(ii) Συμβολίζουμε το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας ως προς την “„U” ως

M/U := tx+ U |x P Mu ,

(όπου x + U := [x]„U := ty P M | y „U xu). Το M/U καθίσταται R-μόδιος μέσω
των πράξεων

[x1]„U + [x2]„U := [x1 + x2]„U , @(x1, x2) P M ˆM,

r[x]„U := [rx]„U , @(r, x) P R ˆM.

(iii) H απεικόνιση

πMU :M ÝÑ M/U, x ÞÝÑ πMU (x) := x+ U, (2.12)

είναι ένας επιμορφισμός έχων ως πυρήνα του τον Ker(πMU ) = U.

Αποδειξη. (i) Έστω ότι x, y, z P M. Προφανώς, x ´ x = 0M = 0U P U, οπότε
x „U x και η „U είναι αυτοπαθής. Εάν x „U y, τότε

x´ y P U ñ ´(x´ y) = y ´ x P U ñ y „U x,

οπότε η „U είναι συμμετρική. Τέλος, εάν x „U y και y „U z, τότε

[x´ y P U και y ´ z P U ] ñ (x´ y) + (y ´ z) = x´ z P U ñ x „U z,

οπότε η „U είναι και μεταβατική.
(ii) Ας υποθέσουμε εν πρώτοις ότι x1, x2 P M και ότι το x1

1 (και αντιστοίχως, το x1
2)

ανήκει στην κλάση ισοδυναμίας [x1]„U (και αντιστοίχως, στην κλάση ισοδυναμίας
[x2]„U ). Τότε

x1 ´ x1
1 P U

x2 ´ x1
2 P U

+

ñ (x1 ´ x1
1) + (x2 ´ x1

2) = (x1 + x2) ´ (x1
1 + x1

2) P U,

οπότε [x1 + x2]„U = [x1
1 + x1

2]„U . Εν συνεχεία, ας θεωρήσουμε τυχόντα r P R και
x P M κι ας υποθέσουμε ότι τοx1 ανήκει στην κλάση ισοδυναμίας [x]„U .Προφανώς,

x´ x1 P U
r P R

*

ñ r(x´ x1) = rx´ rx1
P U ñ [rx]„U = [rx1]„U .
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Ως εκ τούτου οι ‘‘ + ” και ‘‘ ¨ ” είναι καλώς ορισμένες πράξεις. Είναι δε άμεσος ο
έλεγχος τού ότι τα (i)-(iv) τού ορισμού 2.1.1 ικανοποιούνται.
(iii) Για οιαδήποτε ζεύγη (x1, x2) P M ˆM και (r1, r2) P R ˆR έχουμε

πMU (r1x1 + r2x2) = (r1x1 + r2x2) + U = (r1x1 + U) + (r2x2 + U)

= r1 (x1 + U) + r2 (x2 + U) = r1 π
M
U (x1) + r2 π

M
U (x2),

οπότε (λόγω τής προτάσεως 2.2.3) πMU P HomR(M,M/U) με πυρήνα του τον

Ker(πMU ) =
!

x P M
ˇ

ˇ

ˇ
πMU (x) = 0M/U

)

= tx P M |x+ U = U u = U.

Η επιρριπτικότητα τής απεικονίσεως πMU είναι προφανής.

2.3.2 Ορισμός. Ο R-μόδιος M/U καλείται πηλικομόδιος τού M ως προς τον U
και η απεικόνιση (2.12) φυσικός επιμορφισμός τού M επί τού M/U ή επιμορφι-
σμός κλάσεων υπολοίπων τού M ως προς τον U.

2.3.3 Πρόταση. Έστω U ένας υπομόδιος ενόςR-μοδίουM. Εάν οM είναι πεπερα-
σμένως παραγόμενος, τότε και ο πηλικομόδιος M/U είναι πεπερασμένως παραγό-
μενος.

Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμοσθεί το πόρισμα 2.2.8 για τον (2.12).

2.3.4 Θεώρημα («Θεώρημα αντιστοιχίσεως»).
Έστω U ένας υπομόδιος ενός R-μοδίου M. Τότε η απεικόνιση

"

υπομόδιοι τού M
που περιέχουν τον U

*

α
ÝÑ tυπομόδιοι τού M/Uu

η οριζόμενη από τον τύπο

U 1 ÞÝÑ α(U 1) := πMU (U 1) = U 1/U

είναι μια αμφίρριψη που διατηρεί τους εγκλεισμούς, δηλαδή για οιουσδήποτε υπο-
μόδιους U 1, U2 τού M ισχύει η συνεπαγωγή

U Ď U 1 Ď U2 ùñ α(U 1) Ď α(U2).

Αποδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση

tυπομόδιοι τού M/Uu
β

ÝÑ

"

υπομόδιοι τού M
που περιέχουν τον U

*

την οριζόμενη από τον τύπο W ÞÝÑ β(W ) :=
(
πMU
)´1

(W ). Σημειωτέον ότι η αντί-
στροφη εικόνα

(
πMU
)´1

(W ) αποτελεί υπομόδιο τού M λόγω τού (i) τής προτάσεως
2.2.5 και t0W u Ď W ñ U = Ker(πMU ) =

(
πMU
)´1

(t0W u) Ď
(
πMU
)´1

(W ) (βλ. πρόταση
2.3.1). Για κάθε υπομόδιο W τού M/U λαμβάνουμε

α (β(W )) = α((πMU )´1(W )) = πMU ((πMU )´1(W )) =W X Im(πMU ) =W



§2.3 ΠΗΛΙΚΟΜΟΔΙΟΙ ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 81

(βλ. 2.2.6 (ii)). Κατά συνέπειαν, α (β(W )) =W. Από την άλλη μεριά, για κάθε υπο-
μόδιο U 1 τού M που περιέχει τον U λαμβάνουμε

β
(
α
(
U 1
))

= β
(
πMU (U 1)

)
= (πMU )´1

(
πMU (U 1)

)
= U 1 + Ker(πMU ) = U 1 + U = U 1

(βλ. 2.2.6 (iv) και 2.3.1). Κατά συνέπειαν, β (α (U 1)) = U 1, απ’ όπου συνάγεται ότι
η απεικόνιση α είναι αμφιρριπτική έχουσα την β ως αντίστροφό της. Τέλος, για
οιουσδήποτε υπομόδιους U 1, U2 τού M, για τους οποίους ισχύει U Ď U 1 Ď U2,

έχουμε α(U 1) = U 1/U = πMU (U 1) Ď πMU (U2) = U2/U = α(U2), οπότε η α όντως
διατηρεί τους εγκλεισμούς.

2.3.5 Πόρισμα. Έστω U ένας υπομόδιος ενός R-μοδίου M. Τότε κάθε υπομόδιος
τού M/U είναι τής μορφής U 1/U, όπου U 1 είναι ένας υπομόδιος τού M περιέχων
τον U.

Εν συνεχεία, δοθέντος ενός υπομοδίου U ενόςR-μοδίουM και ενός ομομορφισμού
R-μοδίων g : M ÝÑ L, επίκειται να περιγραφούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες,
ούτως ώστε να υφίσταται ένας «κανονιστικός» ομομορφισμός h P HomR(M/U,L)

με h ˝ πMU = g. (Bλ. πρόταση 2.3.6, καθώς και το θεώρημα 2.3.10 στην περίπτωση
κατά την οποία ο ίδιος ο L είναι κάποιος πηλικομόδιος.) Γι’ αυτό θα απαιτηθεί η
εφαρμογή τού θεωρήματος 2.2.24. Κατόπιν τούτου, τα περιώνυμα τρία θεωρήματα
ισομορφισμών θα έχουν ενταχθεί σε ένα ευρύτερο πλαίσιο εργασίας με ομομορφι-
σμούς R-μοδίων.

2.3.6 Πρόταση («Καθολική ιδιότητα πηλικομοδίου»). Έστω U ένας υπομόδιος
ενός R-μοδίου M και έστω L τυχών R-μόδιος. Εάν g P HomR(M,L), τότε οι ακό-
λουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Υφίσταται ένας και μόνον h P HomR(M/U,L) ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

M

ö

πMU

����

g
// L

M/U

h

>>

μεταθετικό, ήτοι ο «κανονιστικός» ομομορφισμός ο οριζόμενος από τον τύπo

h(x+ U) := g(x), @x P M.

(ii) U Ď Ker(g).
Επιπροσθέτως, στην περίπτωση κατά την οποία ικανοποιούνται οι ανωτέρω συνθή-
κες, ισχύουν τα εξής:
(a) O h είναι μονομορφισμός ðñ U = Ker(g).
(b) O h είναι επιμορφισμός ðñ ο g είναι επιμορφισμός.
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Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμοσθεί το θεώρημα 2.2.24 για τον N =M/U, με τον φυ-
σικό επιμορφισμό πMU στη θέση τού εκεί παρατεθέντος επιμορφισμού f. (Σύμφωνα
με την πρόταση 2.3.1, U = Ker(πMU ).)

2.3.7 Πρώτο Θεώρημα Ισομορφισμών.
Εάν M,N είναι R-μόδιοι και f P HomR(M,N), τότε

M/Ker(f) – Im (f) .

Συγκεκριμένα, υπάρχει ένας και μόνον ισομορφισμός R-μοδίων

h :M/Ker(f) ÝÑ Im (f)

ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

M

ö

πMKer(f)

����

f̌
// // Im(f)

M/Ker(f)

h

;;

μεταθετικό, όπου f̌ ο επιμορφισμός ο επαγόμενος μέσω τού f. (Bλ. (2.11).)

Αποδειξη. Εφαρμόζουμε την πρόταση 2.3.6 για τον υπομόδιο U := Ker(f) τού M
και για τον επιμορφισμό g := f̌ . Εν προκειμένω, η συνθήκη (ii) αυτού τού πορίσμα-
τος ικανοποιείται, διότι

Ker(f) = Ker(f̌).

Μάλιστα, ο κατασκευαζόμενος ομομορφισμός h είναι μονομορφισμός. Από την άλ-
λη μεριά, η απεικόνιση h είναι, συν τοις άλλοις, και επιρριπτική, καθόσον για κάθε
y P Im(f) υπάρχει κάποιο x P M με f(x) = y, οπότε h(x+ Ker(f)) = y.

2.3.8 Παράδειγμα. Εάν n P N, τότε μέσω τού επιμορφισμού Z-μοδίων

Z Q a
f

ÞÝÑ [a]n P Zn

επάγεται ισομορφισμός Z/nZ – Zn (καθώς Ker(f) = nZ).

2.3.9 Πόρισμα. ΕάνM,N είναιR-μόδιοι και f P HomR(M,N), τότε υφίσταται μια
αμφίρριψη

#

υπομόδιοι τού M

που περιέχουν τον Ker(f)

+

ÐÑ tυπομόδιοι τού Im(f)u .

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τα θεωρήματα 2.3.4 και 2.3.7.
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2.3.10 Θεώρημα (Μεταφορά ομομορφισμού σε «επίπεδο πηλικομοδίων»).
Έστω ότι η f : M ÝÑ N είναι ένας ομομορφισμός R-μοδίων, U ένας υπομόδιος
τού M και W ένας υπομόδιος τού N. Τότε οι εξής συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Υφίσταται ένας και μόνον h P HomR(M/U,N/W ) ο οποίος καθιστά το διά-
γραμμα

M

πMU
����

œ

f
// N

πNW
����

M/U
h

// N/W

μεταθετικό, ήτοι ο «κανονιστικός» ομομορφισμός ο επαγόμενος από τον f που ορί-
ζεται από τον τύπο

h(x+ U) := f(x) +W, @x P M.

(ii) f(U) Ď W.

Επιπροσθέτως, στην περίπτωση κατά την οποία ικανοποιούνται οι ανωτέρω συνθή-
κες, ισχύουν τα ακόλουθα:
(a) O h είναι μονομορφισμός ðñ U = f´1(W ).

(b) O h είναι επιμορφισμός ðñ Im(f) +W = N.

Αποδειξη. Εφαρμόζουμε την πρόταση 2.3.6 για τονL := N/W και τον g := πNW ˝f.
Σημειωτέον ότι

Ker(πNW ˝ f) = tx P M |f(x) +W =W u = tx P M |f(x) P W u = f´1(W ).

Εάν λοιπόν (U =) Ker(πMU ) Ď Ker(πNW ˝ f), τότε f(U) Ď f(f´1(W )) Ď W. Και
αντιστρόφως· εάν f(U) Ď W, τότε

U Ď f´1(f(U)) Ď f´1(W ) = Ker(πNW ˝ f).

Άρα η ανωτέρω συνθήκη (ii) ισοδυναμεί, εν προκειμένω, με την 2.3.6 (ii). Εν συ-
νεχεία, υποθέτοντας ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες (i), (ii), θα αποδείξουμε τις
αμφίπλευρες συνεπαγωγές (a) και (b).
(a) Επειδή

Ker(h) = tx+ U |f(x) P W u =
␣

x+ U
ˇ

ˇx P f´1(W )
(

= f´1(W )/U,

o h (λόγω τής προτάσεως 2.2.13) είναι μονομορφισμός ðñ U = f´1(W ).

(b) Επειδή Im(h) = tf(x) +W |x P M u , ο h είναι επιμορφισμός εάν και μόνον εάν

(@y P N) (Dx P M : y +W = f(x) +W ) ô (@y P N) (Dx P M : y ´ f(x) P W ) ,

δηλαδή εάν και μόνον εάν Im(f) +W = N.

2.3.11 Σημείωση. Ενίοτε, στην περίπτωση όπου είναι γνωστό (από τα δεδομένα
ενός συγκεκριμένου f και συγκεκριμένων U και W ) ότι f(U) Ď W, θα χρησιμο-
ποιείται και ένας ειδικότερος συμβολισμός για τον «κανονιστικό» ομομορφισμό h
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τού θεωρήματος 2.3.10: Αντί τού h θα γράφουμε απλώς fπηλ. (για να υποδηλούται
ρητώς ότι ο εν λόγω ομομορφισμός είναι εκείνος που επάγεται σε επίπεδο πηλικο-
μοδίων μέσω τού f).

2.3.12 Δεύτερο Θεώρημα Ισομορφισμών. Εάν οι U,U 1 είναι δυο υπομόδιοι ενός R-
μοδίου M, τότε

U/ (U X U 1) – (U + U 1) /U 1.

Συγκεκριμένα, υπάρχει ένας και μόνον ισομορφισμός R-μοδίων

h : U/
(
U X U 1

)
ÝÑ

(
U + U 1

)
/U 1

ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

U

πU
UXU1

��

ö

inU,U+U1
// U + U 1

πU+U1
U1

��

U/(U X U 1)
h

// (U + U 1)/U 1

μεταθετικό.

Αποδειξη. Επειδή inU,U+U 1(U X U 1) = U X U 1 Ď U 1,

in´1
U,U+U 1(U 1) = tu P U |inU,U+U 1(u) = u P U 1 u = U X U 1,

Im(inU,U+U 1) + U 1 = U + U 1.

ο ισχυρισμός είναι αληθής, προκύπτων άμεσα ύστερα από εφαρμογή τού θεωρήμα-
τος 2.3.10 για τους υπομόδιους U X U 1 και U 1 των U και U + U 1, αντιστοίχως, και
τον ομομορφισμό f := inU,U+U 1 .

2.3.13 Τρίτο Θεώρημα Ισομορφισμών. Εάν οι U,W είναι δυο υπομόδιοι ενός R-
μοδίου M και W Ď U, τότε

M/U – (M/W ) /(U/W ).

Συγκεκριμένα, υπάρχει ένας και μόνον ισομορφισμός R-μοδίων

h :M/U ÝÑ (M/W ) /(U/W )

ο οποίος καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό.

M

πMU
����

ö

πMW // M/W

π
M/W
U/W

����

M/U
h

// (M/W )/(U/W )

Αποδειξη. Από το πόρισμα 2.3.5 γνωρίζουμε ότι ο U/W είναι υπομόδιος τού
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M/W. Επειδή πMW (U) = U/W,

(
πMW
)´1

(U/W ) = tx P M |Du P U : x´ u P W (Ď U)u = U,

U/W Ď M/W ñ Im(πMW ) + U/W =M/W + U/W =M/W.

ο ισχυρισμός είναι αληθής, προκύπτων άμεσα ύστερα από εφαρμογή τού θεωρήμα-
τος 2.3.10 για τους υπομόδιους U και U/W των M και M/W, αντιστοίχως, και τον
f := πMW .

2.3.14 Θεώρημα («Λήμμα τής πεταλούδας» τού Zassenhaus, 1934).
Έστω M ένας R-μόδιος. Εάν N,L,N 1, L1 είναι υπομόδιοι τού M με N Ď L και
N 1 Ď L1, τότε υφίστανται ισομορφισμοί

LX L1/(N X L1) + (N 1 X L) – N + (LX L1)/N + (LXN 1)

– N 1 + (LX L1)/N 1 + (N X L)

με τους αντίστοιχους εγκλεισμούς ορατούς μέσω τού ακολούθου εσσιανού διαγράμ-
ματος (που ομοιάζει με «πεταλούδα»):

L L1

N + (LX L1) N 1 + (LX L1)

LX L1

N + (LXN 1) N 1 + (N X L1)

N (N X L1) + (N 1 X L) N 1

N X L1 N 1 X L

Αποδειξη. Επειδή LXN 1 Ď LX L1, έχουμε

(LX L1) + [N + (LXN 1)] = (LX L1) +N = N + (LX L1),

οπότε από την πρόταση 2.1.20 έπεται ότι

(LX L1) X [N + (LXN 1)] = (LX L1 XN) + (LXN 1)

= (L1 XN) + (LXN 1) = (N X L1) + (N 1 X L).

Εφαρμόζοντας το θεώρημα 2.3.12 για τους U := L X L1 και U 1 := N + (L X N 1)



86 ΜΟΔΙΟΙ ΟΡΙΣΜΕΝΟΙ ΥΠΕΡΑΝΩ ΜΕΤΑΘΕΤΙΚΩΝ ΔΑΚΤΥΛΙΩΝ

λαμβάνουμε

LX L1
loomoon

=:U

/ (N X L1) + (N 1
X L)

loooooooooooomoooooooooooon

=UXU 1

– N + (LX L1)
looooooomooooooon

=U+U 1

/N + (LXN 1)
looooooomooooooon

=:U 1

.

Η ύπαρξη τού δευτέρου ισομορφισμού προκύπτει ύστερα από επανάληψη των ιδί-
ων επιχειρημάτων για τα δεδομένα που είναι «συμμετρικά» των ανωτέρω παρατε-
θέντων ως προς τον «κορμό» (μεσαίο κατακόρυφο ευθύγραμμο τμήμα) τής «πετα-
λούδας».

2.3.15 Ορισμός. ΈστωM έναςR-μόδιος. Ένας πύργος υπομοδίων του είναι μια
πεπερασμένη φθίνουσα αλυσίδα υπομοδίων τής μορφής

M =:M0 Ě M1 Ě M2 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Ml – t0u.

Έστω ότι οι
Π1 : M =:M0 Ě M1 Ě M2 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Ml – t0u

Π2 : M =: N0 Ě N1 Ě N2 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Nl1 – t0u
(2.13)

είναι δυο πύργοι υπομοδίων τού M.

(i) Λέμε ότι ο Π2 αποτελεί μια εκλέπτυνση τού Π1 όταν l ď l1 και όταν (ταυ-
τοχρόνως) j0, j1, . . . jl P N0 : j0 ă j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jl ď l1 με Mi = Nji , για κάθε
i P t0, 1, . . . , lu, ή, με άλλα λόγια, όταν αποκτούμε τον Π2 από τον Π1 ύστερα
από παρεμβολή l1 ´ l επιπρόσθετων όρων μεταξύ κάποιων εκ των όρων τού Π1.

O Π2 καλείται γνήσια εκλέπτυνση τού Π1 όταν

Dj P t1, . . . , l1u :Mi ‰ Nj , για κάθε i P t0, 1, . . . , lu.

(ii) Λέμε ότι οι Π1 και Π2 είναι ισοδύναμοι όταν l = l1 και όταν20 (ταυτοχρόνως)

Dσ P Sl :Mi/Mi+1 – Nσ(i)/Nσ(i)+1, @i P t1, . . . , lu.

Η χρήση τού λήμματος 2.3.14 τής «πεταλούδας» απλουστεύει την απόδειξη τού α-
κόλουθου θεωρήματος των εκλεπτύνσεων τού O. Schreier.

2.3.16 Θεώρημα (O. Schreier, 1928). Δυο πύργοι υπομοδίων ενόςR-μοδίουM δια-
θέτουν πάντοτε ισοδύναμες εκλεπτύνσεις.

Αποδειξη. Δοθέντων δυο πύργων υπομοδίων (2.13) ενόςR-μοδίουM ορίζουμε για
κάθε ζεύγος (j, k) P t1, ..., lu ˆ t1, ..., l1u τους R-μοδίους

Mj,k :=Mj + (Mj´1 XNk) και Nk,j := Nk + (Nk´1 XMj).

Ας υποθέσουμε, δίχως βλάβη τής γενικότητας, ότι l1 ď l.ΘέτονταςMj,ρ :=Mj,l1 για
κάθε ρ P tl1 + 1, ..., lu, λαμβάνουμε τις ακόλουθες φθίνουσες αλυσίδες υπομοδίων

20Sl := tσ : t1, ..., lu ÝÑ t1, ..., lu|σ αμφιρριπτική απεικόνισηu .
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τού M :
¨ ¨ ¨ Ě Mj´1 =Mj,0 Ě Mj,1 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Mj,l1 = ¨ ¨ ¨ =Mj,l =Mj =Mj+1,0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ Ě Nk´1 = Nk,0 Ě Nk,1 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Nk,l = Nk = Nk+1,0 ¨ ¨ ¨

που αποτελούν εκλεπτύνσεις των Π1 και Π2, αντιστοίχως. Εν συνεχεία θεωρούμε
τους πηλικομοδίους τούς προκύπτοντες από τους εγκλεισμούς Mj,k Ď Mj,k´1 και
Nk,j Ď Nk,j´1 (και αφορούν σε υπομοδίους εφοδιασμένους με διαδοχικούς δεί-
κτες). Εφαρμόζοντας το λήμμα 2.3.14 τής «πεταλούδας» (με τα Mj ,Mj´1, Nk και
Nk´1 στη θέση των εκεί παρατεθέντων N,L,N 1 και L1, αντιστοίχως) λαμβάνουμε
για κάθε ζεύγος (j, k) P t1, ..., lu ˆ t1, ..., lu :

Mj,k´1/Mj,k – Nk,j´1/Nk,j ,

οπότε
Mj,k´1 =Mj,k ô Nk,j´1 = Nk,j .

Εξ αυτού συμπεραίνουμε ότι, κατόπιν παραλείψεως (από τις ανωτέρω αλυσίδες)
όλων των υπομοδίων που είναι ίσοι με τους προηγούμενούς τους, προκύπτουν εκλε-
πτύνσεις Π1

1 τού Π1 και Π1
2 τού Π2 που είναι ισοδύναμες μεταξύ τους.

2.3.17 Ορισμός. (i) Λέμε ότι ένας R-μόδιος είναι απλός όταν δεν διαθέτει άλ-
λους υπομόδιους πέραν τού τετριμμένου και τού εαυτού του.
(ii) Ένας πύργος υπομοδίων M =: M0 Ě M1 Ě M2 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Ml – t0u ε-
νός R-μοδίου M καλείται πύργος των Jordan και Hölder όταν ο πηλικομόδιος
Mi/Mi+1 είναι απλός για κάθε i P t0, . . . , l ´ 1u.

Λόγω τής αμφιρρίψεως

tυπομόδιοι U τού M με Mi Ě U Ě Mi+1u ÐÑ tυπομόδιοι τού Mi/Mi+1u ,

η οποία διατηρεί τους εγκλεισμούς, οι πύργοι των Jordan και Hölder δεν διαθέτουν
γνήσιες εκλεπτύνσεις. Τούτη η ιδιότητα οδηγεί στο εξής:

2.3.18 Θεώρημα. Εάν δυο πύργοι υπομοδίων (2.13) ενός R-μοδίου M είναι πύργοι
των Jordan και Hö lder, τότε l = l1 και οι Π1,Π2 είναι κατ’ ανάγκην ισοδύναμοι.

Αποδειξη. Κατά το θεώρημα 2.3.16 οι Π1,Π2 διαθέτουν ισοδύναμες εκλεπτύνσεις
Π1

1 και Π1
2, αντιστοίχως. Επειδή οι Π1 και Π2 είναι εξ υποθέσεως πύργοι των Jordan

και Hö lder, Π1 = Π1
1 και Π2 = Π1

2 (αφού οι μόνες εκλεπτύνσεις τους είναι οι εαυτοί
τους).

2.3.19 Σημείωση. Το θεώρημα 2.3.18 μας πληροφορεί ότι ο αριθμός των μη τετριμ-
μένων υπομοδίων τού M που εμπεριέχονται σε οιονδήποτε πύργο των Jordan και
Hö lder είναι ανεξάρτητος τής επιλογής τού πύργου. (Αυτός ο αριθμός είθισται να
καλείται ύψος τού πύργου.)
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2.4 ΕΥΘΕΑ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΓΙΝΟΜΕΝΑ

Τα γινόμενα (products) [υλοποιούμενα μέσω «ευθέων γινομένων»] και τα συγκι-
νόμενα (coproducts) [υλοποιούμενα μέσω «ευθέων αθροισμάτων»] R-μοδίων μπο-
ρούν να ορισθούν μέχρις ισομορφισμού ως λύσεις καθολικών προβλημάτων (που
αφορούν στην ύπαρξη ομομορφισμών συμπληρώσεως διαγραμμάτων).

Αλλά ας πάρουμε τα πράγματα από την αρχή. Εάν M1,M2 είναι δυο R-μόδιοι,
τότε το καρτεσιανό γινόμενο M1 ˆ M2 καθίσταται R-μόδιος μέσω των ακολούθων
πράξεων «κατά συντεταγμένες»:

(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2), r(x, y) := (rx, ry),

για οιαδήποτεx1, x2 P M1, y1, y2 P M2 και r P R.Ένας ενδιαφέρων χαρακτηρισμός
τού R-μοδίου M1 ˆM2 που χρησιμοποιεί τις προβολές21

pr1 :M1 ˆM2 ↠M1 και pr2 :M1 ˆM2 ↠M2

επί των M1 και M2, αντιστοίχως, έχει ως εξής:
Για κάθε R-μόδιο M και g1 P HomR(M,M1), g2 P HomR(M,M2) υπάρχει μονοση-
μάντως ορισμένος h P HomR(M,M1 ˆM2), ούτως ώστε τα κατωτέρω διαγράμματα
να είναι μεταθετικά.

M1

ö

M
h //

g1

==

M1 ˆM2

pr1
dd

M2

ö

M
h //

g2

==

M1 ˆM2

pr2
dd

Εδώ, h(x) := (g1(x), g2(x)), @x P M. Γενίκευση αυτού αποτελεί ο ορισμός 2.4.1.

2.4.1 Ορισμός. Έστω (Mj)jPJ μια (μη κενή22) οικογένεια R-μοδίων. Ένα γινό-
μενο (των μελών) αυτής τής οικογενείας είναι ένα ζεύγος (P, (fj)jPJ) αποτελού-
μενο από ένανR-μόδιο P και μια οικογένεια ομομορφισμών fj P HomR(P,Mj),

το οποίο ικανοποιεί την εξής καθολική συνθήκη:
Για κάθεR-μόδιοM και για κάθε οικογένεια ομομορφισμών gj P HomR(M,Mj)

υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος h P HomR(M,P ), ούτως ώστε το ακόλουθο
διάγραμμα να είναι μεταθετικό.

Mj

ö

M
h //

gj
==

P

fj
``

21pr1(x, y) := x και pr2(x, y) := y για κάθε (x, y) P M1 ˆ M2.

22Από εδώ και στο εξής, όταν γίνεται λόγος για μια οικογένειαR-μοδίων (Mj)jPJ θα υποτίθεται ότι J ‰ ∅ (χωρίς
να αναφέρεται ρητώς), με μόνη εξαίρεση τη συμβολιστική σύμβαση την περιγραφόμενη στο εδ. 2.4.11 (iii).
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2.4.2 Λήμμα. Εάν το (P, (fj)jPJ) είναι ένα γινόμενο μιας οικογενείας R-μοδίων
(Mj)jPJ , τότε όλοι οι fj είναι επιμορφισμοί.

Αποδειξη. Εφαρμόζοντας την καθολική συνθήκη τού ορισμού 2.4.1 με τον Mj στη
θέση τού M και για gj := idMj

, λαμβάνουμε fj ˝ h = idMj
, απ’ όπου έπεται ότι ο

ομομορφισμός fj είναι επιμορφισμός για κάθε j P J. (Βλ. 2.2.22 (ii)ñ(i).)

2.4.3 Θεώρημα (Mοναδικότητα γινομένου οικογενείας R-μοδίων μέχρις ισομορφισμού).
Εάν (P, (fj)jPJ) είναι ένα γινόμενο μιας οικογενείας R-μοδίων (Mj)jPJ , τότε ένα
ζεύγος (P 1, (f 1

j)jPJ) (όπου P 1 είναι ένας R-μόδιος και f 1
j P HomR(P

1,Mj), @j P J)
είναι ωσαύτως ένα γινόμενο τής (Mj)jPJ εάν και μόνον εάν υπάρχει μονοσημάντως
ορισμένος ισομορφισμός h : P 1 –

ÝÑ P, τέτοιος ώστε να ισχύει η ισότητα

fj ˝ h = f 1
j , @j P J.

Αποδειξη. Εξ ορισμού, υπάρχουν μονοσημάντως ορισμένοι h P HomR(P
1, P ) και

h1 P HomR(P, P
1) που καθιστούν τα διαγράμματα

Mj

ö

P 1 h //

f 1
j

>>

P

fj
``

Mj

ö

P
h1

//

fj
>>

P 1

f 1
j

``

μεταθετικά για κάθε j P J. Επειδή fj ˝ h ˝ h1 = f 1
j ˝ h1 = fj , το διάγραμμα

Mj

ö

P
h˝h1

//

fj
>>

P

fj
``

είναι μεταθετικό για κάθε j P J. Από τον ορισμό 2.4.1 υπάρχει ένας και μόνον εν-
δομορφισμός τού P που καθιστά το εν λόγω διάγραμμα μεταθετικό για κάθε δείκτη
j P J. Επειδή ισχύει fj˝ idP = fj , έχουμε κατ’ ανάγκην h ˝ h1 = idP . Με ανάλογα
επιχειρήματα (ύστερα από εναλλαγή των ρόλων των P και P 1, και των fj και f 1

j)
αποδεικνύεται ότι h1 ˝ h = idP 1 . Άρα ο h είναι ισομορφισμός με h´1 = h1.

Και αντιστρόφως· ας υποθέσουμε ότι η ανωτέρω συνθήκη ικανοποιείται. Επειδή
ισχύει η ισότητα fj = f 1

j ˝ h´1 για κάθε j P J, έχουμε τη δυνατότητα να χρησιμο-
ποιήσουμε το γεγονός ότι το ζεύγος (P, (fj)jPJ) είναι ένα γινόμενο των μελών τής
οικογενείας (Mj)jPJ προκειμένου να κατασκευάσουμε (για οιονδήποτεR-μόδιοM
και οιονδήποτε gj P HomR(M,Mj)) έναν μοναδικό θ P HomR(M,P ), τέτοιον ώστε
το διάγραμμα

Mj

ö

M
θ //

gj
>>

P
h´1

// P 1

f 1
j

``

να είναι μεταθετικό για κάθε j P J. Προφανώς, f 1
j ˝ (h´1 ˝ θ) = gj , και για κάθε
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ομομορφισμό η P HomR(M,P 1) για τον οποίο ισχύει f 1
j ˝ η = gj , έχουμε

gj = f 1
j ˝ η = f 1

j ˝ (h´1 ˝ h) ˝ η, @j P J,

οπότε, λόγω τής μοναδικότητας τής θ, h ˝ η = θ ñ η = h´1 ˝ θ. Τούτο όμως σημαί-
νει ότι το ζεύγος (P 1, (f 1

j)jPJ) είναι όντως ένα γινόμενο των μελών τής οικογενείας
(Mj)jPJ .

2.4.4 Ορισμός. Έστω (Mj)jPJ μια οικογένεια R-μοδίων και έστω

ś

jPJ

Mj :=

#

απεικονίσεις ϑ : J ÝÑ
Ť

jPJ

Mj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϑ(j) P Mj , @j P J

+

.

Συμβολισμός: Αντί τού ϑ(j) είθισται να γράφουμε xj και αντί τής ϑ να γράφουμε
(xj)jPJ και να θεωρούμε το

ś

jPJMj απαρτιζόμενο από εκείνες τις οικογένειες
στοιχείων (xj)jPJ τής ενώσεως

Ť

jPJMj για τις οποίες ισχύει xj P Mj ,@j P J.

Το
ś

jPJMj , εφοδιασμένο με τις πράξεις

(xj)jPJ + (x1
j)jPJ := (xj + x1

j)jPJ , r(xj)jPJ := (rxj)jPJ ,

είναι ένας R-μόδιος και καλείται, ιδιαιτέρως, ευθύ γινόμενο (των μελών) τής
οικογενείας (Mj)jPJ . Για κάθε λ P J ορίζουμε ως λ-οστή φυσική προβολή τού
ś

jPJMj επί τού Mλ τον επιμορφισμό

prλ :
ś

jPJ

Mj ↠Mλ, (xj)jPJ ÞÝÑ prλ((xj)jPJ) := xλ,

και ως λ-οστή φυσική ένθεση τού Mλ εντός τού
ś

jPJMj τον μονομορφισμό

inλ :Mλ ãÑ
ś

jPJMj , xλ ÞÝÑ inλ(xλ) :=

#

0Mj
, όταν j ‰ λ,

xλ, όταν j = λ.

2.4.5 Θεώρημα (Ύπαρξη γινομένου οικογενείαςR-μοδίων). Εάν (Mj)jPJ είναι μια
οικογένεια R-μοδίων, τότε το ζεύγος

(
ś

jPJMj , (prj)jPJ

)
αποτελεί ένα γινόμενο

των μελών τής (Mj)jPJ .

Αποδειξη. Έστω M τυχών R-μόδιος. Ας υποθέσουμε ότι (gj)jPJ είναι μια οικογέ-
νεια R-μοδίων gj :M ÝÑ Mj . Ορίζοντας τον ομομορφισμό

h :M ÝÑ
ś

jPJ

Mj , x ÞÝÑ h(x) := (gj(x))jPJ ,

παρατηρούμε ότι prj ˝ h = gj για κάθε j P J. Μάλιστα, αυτός είναι ο μόνος ο-
μομορφισμός με αυτήν την ιδιότητα, διότι για κάθε h1 P HomR(M,

ś

jPJMj) με
prj ˝ h1 = gj , @j P J, έχουμε h(x)j = gj(x) = h1(x)j , για κάθε j P J και για κάθε
@x P M , οπότε h = h1 και το ζεύγος

(
ś

jPJMj , (prj)jPJ

)
είναι ένα γινόμενο των

μελών τής (Mj)jPJ .
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2.4.6 Σημείωση. (i) Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι το «ευθύ γινόμενο» έχει (μέχρις
ισομορφισμού) τόσον την προσεταιριστική όσον και τη μεταθετική ιδιότητα, ήτοι
ότι

ś

jPJ

Mj –
ś

λPΛ

(
ś

jPJλ

Mj

)
για κάθε οικογένεια (Jλ)λPΛ μη κενών υποσυνόλων τού J με

J =
š

λPΛ Jλ

και
ś

jPJ

Mj –
ś

jPJ

Mσ(j) για κάθε αμφίρριψη σ : J ÝÑ J.

(ii) Ιδιαιτέρως,
ś

jPJMj – Mλ ˆ
ś

jPJ∖tλu

Mj , @λ P J.

Εν συνεχεία, δίδεται ένας ορισμός που είναι «δυϊκός» τού 2.4.1.

2.4.7 Ορισμός. Έστω (Mj)jPJ μια οικογένειαR-μοδίων. Ένα συγκινόμενο (των
μελών) αυτής τής οικογενείας είναι ένα ζεύγος (C, (fj)jPJ) αποτελούμενο από
ένανR-μόδιοC και μια οικογένεια ομομορφισμών fj P HomR(Mj , C), το οποίο
ικανοποιεί την εξής καθολική συνθήκη:
Για κάθεR-μόδιοM και για κάθε οικογένεια ομομορφισμών gj P HomR(Mj ,M)

υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος h P HomR(C,M), ούτως ώστε το ακόλουθο
διάγραμμα να είναι μεταθετικό.

Mj

fj

~~

gj

!!
ö

C
h

// M

2.4.8 Λήμμα. Εάν το (C, (fj)jPJ) είναι ένα συγκινόμενο μιας οικογενείαςR-μοδίων
(Mj)jPJ , τότε όλοι οι fj είναι μονομορφισμοί.

Αποδειξη. Ανάλογη εκείνης τού λήμματος 2.4.2.

2.4.9 Θεώρημα (Mοναδικότητα συγκινομένου οικογενείας μοδίων μέχρις ισομορφισμού).
Εάν (C, (fj)jPJ) είναι ένα συγκινόμενο μιας οικογενείας R-μοδίων (Mj)jPJ , τότε
ένα ζεύγος (C 1, (f 1

j)jPJ) (όπου C 1 είναι ένας R-μόδιος και f 1
j P HomR(Mj , C

1),

@j P J) είναι ωσαύτως ένα συγκινόμενο τής (Mj)jPJ εάν και μόνον εάν υπάρχει
μονοσημάντως ορισμένος ισομορφισμός h : C

–
ÝÑ C 1, τέτοιος ώστε να ισχύει η

ισότητα
h ˝ fj = f 1

j , @j P J.

Αποδειξη. Ανάλογη εκείνης τού θεωρήματος 2.4.3.
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2.4.10 Ορισμός. Έστω (Mj)jPJ μια οικογένεια R-μοδίων και έστω

À

jPJ

Mj :=

$

&

%

(xj)jPJ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xj P Mj , @j P J και xj ‰ 0Mj

για πεπερασμένους
το πολύ δείκτες j

,

.

-

Ď
ś

jPJ

Mj .

Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι το
À

jPJMj είναι ένας υπομόδιος τού ευθέος γινο-
μένου

ś

jPJMj . Ο R-μόδιος
À

jPJMj καλείται εξωτερικό ευθύ άθροισμα (των
μελών) τής οικογενείας (Mj)jPJ .

2.4.11 Σημείωση. (i) Στην περίπτωση όπου ο Mj είναι μη τετριμμένος, @j P J, το
À

jPJMj είναι γνήσιος υπομόδιος τού
ś

jPJMj εάν και μόνον εάν το J είναι απει-
ροσύνολο.
(ii) Εάν το σύνολο δεικτών J είναι πεπερασμένο, τότε

À

jPJ

Mj =
ś

jPJ

Mj .

Στην ειδική περίπτωση όπου J = t1, . . . , nu, n P N, λαμβάνουμε το σύνηθες (καρ-
τεσιανό) γινόμενο M1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMn.

(iii) ΕάνMj =M, @j P J, το
À

jPJMj συμβολίζεται ωςM (J) και
ś

jPJMj =:MJ .

Σύμβαση: Επέκταση αυτού τού ορισμού και στην περίπτωση κατά την οποία J = ∅:
Ο M (∅) =M∅ θεωρείται ότι είναι ένας τετριμμένος R-μόδιος.
(iv) H εικόνα inλ(Mλ) τού Mλ μέσω τής inλ :Mλ ãÑ

ś

jPJMj (βλ. 2.4.4) είναι ένας
υπομόδιος τού

À

jPJMj για κάθε λ P J.

2.4.12 Θεώρημα (Ύπαρξη συγκινομένου οικογενείας R-μοδίων). Εάν (Mj)jPJ εί-
ναι μια οικογένεια R-μοδίων, τότε το

(
À

jPJMj , (inj)jPJ

)
αποτελεί ένα συγκινό-

μενο τής (Mj)jPJ .

Αποδειξη. Έστω M τυχών R-μόδιος. Ας υποθέσουμε ότι (gj)jPJ είναι μια οικογέ-
νεια R-μοδίων gj :Mj ÝÑ M. Ορίζοντας τον ομομορφισμό23

h :
À

jPJMj ÝÑ M, (xj)jPJ ÞÝÑ h((xj)jPJ) :=
ř

jPJ gj(xj),

παρατηρούμε ότι h˝ inj = gj για κάθε j P J. Μάλιστα, αυτός είναι ο μόνος ομο-
μορφισμός με αυτήν την ιδιότητα, διότι για κάθε h1 P HomR(

À

jPJMj ,M) για τον
οποίο ισχύει h1˝ inj = gj , @j P J, έχουμε

h1((xj)jPJ) =
ř

jPJ

(h1 ˝ inj)(xj) =
ř

jPJ

gj(xj) = h((xj)jPJ), @(xj)jPJ P
À

jPJ

Mj ,

οπότε h = h1 και το ζεύγος
(
À

jPJMj , (inj)jPJ

)
είναι ένα συγκινόμενο των μελών

τής (Mj)jPJ .
23Η h είναι καλώς ορισμένη απεικόνιση, διότι για κάθε (xj)jPJ P

À

jPJ Mj έχουμε xj ‰ 0Mj μόνον για πε-
περασμένους το πολύ δείκτες j, οπότε το αναγραφόμενο άθροισμα επέχει θέση συνήθους αθροίσματος στοιχείων τού
M.
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2.4.13 Σημείωση. (i) Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι το «εξωτερικό ευθύ άθροισμα»
έχει (μέχρις ισομορφισμού) τόσον την προσεταιριστική όσον και τη μεταθετική ιδιό-
τητα, ήτοι ότι

À

jPJ

Mj –
À

λPΛ

(
À

jPJλ

Mj

)
για κάθε οικογένεια (Jλ)λPΛ μη κενών υποσυνόλων τού J με J =

š

λPΛ Jλ και
À

jPJ

Mj –
À

jPJ

Mσ(j) για κάθε αμφίρριψη σ : J ÝÑ J.

(ii) Ιδιαιτέρως,
À

jPJMj – Mλ ˆ
À

jPJ∖tλu

Mj , @λ P J.

2.4.14 Θεώρημα. Εάν η (Uj)jPJ είναι μια οικογένεια υπομοδίων ενός R-μοδίου M
με card(J) ě 2 και U :=

ř

jPJ Uj , τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Εάν

ř

jPJ

uj = 0M , όπου uj P Uj , @j P J, με uj ‰ 0M για πεπερασμένους το πολύ

προσθετέους, τότε uj = 0M ,@j P J.

(ii) Κάθε u P U γράφεται ως άθροισμα u =
ř

jPJ

uj , μονοσημάντως ορισμένων στοι-

χείων uj P Uj , @j P J, όπου uj ‰ 0M για πεπερασμένους το πολύ προσθετέους.

(iii) Για κάθε δείκτη λ P J έχουμε Uλ X

(
ř

jPJ∖tλu

Uj

)
= t0Mu.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Σύμφωνα με την πρόταση 2.1.16 κάθε στοιχείο τού U γράφεται
ως άθροισμα κάποιων στοιχείων των Uj , j P J, όπου μόνον το πολύ πεπερασμένοι
εξ αυτών είναι ‰ 0M . Έστω τυχόν u P U. Υποθέτοντας ότι αυτό γράφεται ως

u =
ř

jPJ

uj =
ř

jPJ

u1
j ,

για κάποια uj , u1
j P Uj , j P J, και κάποια u2, u1

2 P U2, όπου μόνον το πολύ πεπερα-
σμένοι εξ αυτών των uj (και αντιστοίχως, των u1

j) είναι ‰ 0M , αρκεί να δείξουμε
ότι uj = u1

j , @j P J. Επειδή
ř

jPJ

uj =
ř

jPJ

u1
j ùñ

ř

jPJ

(
uj ´ u1

j

)
= 0M ,

εφαρμόζοντας το (i) για τα στοιχεία uj ´ u1
j , j P J, λαμβάνουμε[

uj ´ u1
j = 0M , @j P J

]
ùñ

[
uj = u1

j , @j P J
]
.

(ii)ñ(iii) Έστω λ P J και έστω τυχόν u P Uλ X

(
ř

jPJ∖tλu

Uj

)
Ď U. Επειδή

u =
ř

jPJ

wj =
ř

jPJ

w1
j ,
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όπου

wj :=

#

0M , όταν j ‰ λ,

u, όταν j = λ,
και w1

j :=

#

0M , όταν j ‰ λ1,

u, όταν j = λ1,

για λ, λ1 P J, λ ‰ λ1, από το (ii) έπεται ότι u = 0M ñ Uλ X

(
ř

jPJ∖tλu

Uj

)
Ď t0Mu.

Από την άλλη μεριά, η τομή Uλ X

(
ř

jPJ∖tλu

Uj

)
(ούσα, κατά την πρόταση 2.1.10,

υπομόδιος τού M) οφείλει να περιέχει το 0M , οπότε

Uλ X

(
ř

jPJ∖tλu

Uj

)
Ě t0Mu.

Άρα τελικώς Uλ X

(
ř

jPJ∖tλu

Uj

)
= t0Mu.

(iii)ñ(i) Εάν
ř

jPJ

uj = 0M , όπου uj P Uj , @j P J, με uj ‰ 0M για πεπερασμένους

το πολύ προσθετέους, τότε

uλ = ´
ř

jPJ∖tλu

uj P
ř

jPJ∖tλu

Uj , @λ P J,

οπότε uλ P Uλ X (
ř

jPJ∖tλu

Uj). Επειδή (εξ υποθέσεως) Uλ X (
ř

jPJ∖tλu

Uj) = t0Mu,

έχουμε uλ = 0M για κάθε λ P J.

2.4.15 Ορισμός. Έστω (Uj)jPJ μια οικογένεια υπομοδίων ενός R-μοδίου M με
card(J) ě 2 και έστω U :=

ř

jPJ Uj . Εάν ικανοποιείται μία (και, κατ’ επέκταση,
και οι τρεις) εκ των συνθηκών τού θεωρήματος 2.4.14, τότε λέμε ότι ο U είναι
το εσωτερικό ευθύ άθροισμα των μελών αυτής τής οικογενείας και γράφουμε
(τουλάχιστον προς στιγμήν24) U =

À

jPJ

εσ.Uj .

2.4.16 Σημείωση. (i) Εάν υποθέσουμε ότι (Uj)jPJ είναι μια οικογένεια υπομοδίων
ενόςR-μοδίουM, τότε, εκλαμβάνοντας καθέναν εκ τωνUj ως «αυτόνομο»R-μόδιο,
σχηματίζουμε το εξωτερικό ευθύ άθροισμα

À

jPJ Uj και αποκτούμε (μέσω τού θε-
ωρήματος 2.4.12 και τού ορισμού 2.4.7) τον μοναδικό ομομορφισμό h που καθιστά
το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

UλlL
inλ

{{

o�
inUλ,M

  
ö

À

jPJ Uj h
// M

24Βλ. 2.4.16 (iii).
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Ο h είναι ισομορφισμός ôM =
À

jPJ

εσ.Uj .Πράγματι· ο h είναι επιμορφισμός εάν και

μόνον εάν @x P M D(uj)jPJ P
À

jPJ Uj : x = h((uj)jPJ) =
ř

jPJ

uj , δηλαδή εάν και

μόνον εάν M =
ř

jPJ

Ui. O h είναι μονομορφισμός εάν και μόνον εάν για οιαδήποτε

στοιχεία (uj)jPJ , (u
1
j)jPJ P

À

jPJ Uj ισχύει η συνεπαγωγή
ř

jPJ

uj =
ř

jPJ

u1
j ùñ [uj = u1

j , @j P J ].

Άρα ο ισχυρισμός είναι αληθής λόγω τού (ii) τού θεωρήματος 2.4.14.
(ii) Από την άλλη μεριά, εάν (Mj)jPJ είναι τυχούσα οικογένεια R-μοδίων, τότε

À

jPJ

Mj =
À

jPJ

εσ.inj(Mj).

(iii) Επί τη βάσει των προαναφερθέντων, οιοσδήποτε R-μόδιος γραφόμενος ως ε-
σωτερικό ευθύ άθροισμα των μελών μιας οικογενείας υπομοδίων του είναι ισόμορ-
φος με το εξωτερικό ευθύ άθροισμα αυτών (ιδωθέντων ως «αυτονόμων»R-μοδίων)
και, αντιστρόφως, το εξωτερικό ευθύ άθροισμα των μελών τυχούσας οικογενείας
R-μοδίων είναι ίσο με το εσωτερικό ευθύ άθροισμα υπομοδίων του, καθένας των ο-
ποίων είναι ισόμορφος με το αντίστοιχο μέλος της. (Υπ’ αυτήν την έννοια, υφίσταται
δομοθεωρητική ταύτιση μεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών ευθέων αθροισμάτων.)
Γι’ αυτόν τον λόγο, θα υιοθετηθεί εφεξής το “

À

” για την έκφραση και των εσωτε-
ρικών ευθέων αθροισμάτων και δεν θα γίνεται χρήση καν των επιθέτων εξωτερικό
και εσωτερικό, καθότι θα είναι πάντοτε σαφές από τα συμφραζόμενα το ποιο εξ
αυτών θα υπονοείται.

2.4.17 Πόρισμα. Εάν U,W είναι υπομόδιοι ενός R-μοδίου M, τότε

M = U ‘W ðñ [M = U +W και U XW = t0Mu].

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το θεώρημα 2.4.14, τον ορισμό 2.4.15 και τα προα-
ναφερθέντα στο εδ. 2.4.16 (iii).

2.4.18 Ορισμός. (i) Λέμε ότι δυο υπομόδιοι U,W ενός R-μοδίου M είναι συ-
μπληρωματικοί (και ο ένας συμπλήρωμα τού άλλου) εντός τού M όταν

M = U ‘W. (2.14)

(ii) Ένας υπομόδιοςU ενόςR-μοδίουM καλείται ευθύς προσθετέος τούM όταν
υπάρχει κάποιος υπομόδιος W τού M, ούτως ώστε να ισχύει η ισότητα (2.14).

2.4.19 Παρατήρηση. (i) Υπάρχουν υπομόδιοι R-μοδίων που δεν διαθέτουν κανένα
συμπλήρωμα. Π.χ., εάν k P Z∖t0,˘1u και εάν υποθέταμε ότι ο υπομόδιος kZ τού Z-
μοδίου Z διαθέτει κάποιο συμπλήρωμα, αυτό θα έπρεπε (ως ιδεώδες τού δακτυλίου
Z) να είναι τής μορφής lZ για κάποιον l P Z, οπότε θα είχαμε

kZ X lZ = εκπ(k, l)Z = t0u ñ l = 0 ñ kZ+ 0Z = kZ Ř Z,
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και θα καταλήγαμε σε άτοπο.
(ii) Υπομόδιοι R-μοδίων ενδέχεται να έχουν διαφορετικά συμπληρώματα. Π.χ., θε-
ωρώντας τούς εξής υποχώρους τού R-διανυσματικού χώρου R2:

U1 := t (x, 0)|x P Ru , U2 := t (0, y)| y P Ru , W := t (x, x)|x P Ru

και παρατηρώντας ότι κάθε (x, y) P R2 μπορεί να εκφρασθεί μονοσημάντως ως

(x, y) = (x´ y, 0) + (y, y) = (0, y ´ x) + (x, x),

διαπιστώνουμε ότι R2 = U1 ‘W = U2 ‘W με U1 ‰ U2.

Ωστόσο, όλα τα συμπληρώματα ενός υπομοδίου ενός R-μοδίου οφείλουν να είναι
ισόμορφα, όπως έπεται από την ακόλουθη πρόταση:

2.4.20 Πρόταση. Εάν U,W είναι υπομόδιοι ενός R-μοδίου M με M = U ‘W, τότε
λαμβάνουμε M/W – U.

Αποδειξη. Επειδή M = U ‘W, η απεικόνιση

p :M ÝÑ U, x = u+ w ÞÝÑ p(x) := u,

είναι επιμορφισμός έχων ως πυρήνα του τον Ker(p) := tu+ w P M |u = 0Mu – W,

οπότε το 1ο θεώρημα ισομορφισμών 2.3.7 δίδει M/W – U.

2.4.21 Πρόταση. Εάν ένας R-μόδιος M είναι το άθροισμα M = U +W δύο υπο-
μοδίων του U και W, τότε

M/(U XW ) – (M/U) ‘ (M/W ).

Αποδειξη. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι η απεικόνιση

f :M ÝÑ (M/U) ‘ (M/W ), x ÞÝÑ f(x) := (x+ U, x+W ),

είναι ομομορφισμός, έχων ως πυρήνα του τον

Ker(f) = tx P M | (x+ U, x+W ) = (U,W )u = tx P M |x P U XW u = U XW.

Για τυχόν (x + U, y +W ) P (M/U) ‘ (M/W ), τα στοιχεία x και y γράφονται ως
αθροίσματα x = u1 + w1 και y = u2 + w2 κάποιων στοιχείων, όπου u1, u2 P U και
w1, w2 P W. Προφανώς,

f(w1 + u2) = f(w1) + f(u2) = (w1 + U, 0M +W ) + (0M + U, u2 +W )

= (w1 + U, u2 +W ) = (w1 + u1 + U, u2 + w2 +W )

= (u1 + w1 + U, u2 + w2 +W ) = (x+ U, y +W ),

οπότε ο f είναι επιμορφισμός. Υπολείπεται η εφαρμογή τού 1ου θεωρήματος ισο-
μορφισμών 2.3.7.

2.4.22 Παράδειγμα. Εάν υποτεθεί ότι k, l P N, k ě 2, l ě 2 με μκδ(k, l) = 1, τότε
έχουμε kZ X lZ = klZ και kZ+ lZ = μκδ(k, l)Z = Z, οπότε

Zkl – Z/klZ – Z/kZ ‘ Z/lZ – Zk ‘ Zl.
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2.4.23 Ορισμός. Εάν η
(fj :Mj ÝÑ Nj)jPJ

είναι μια οικογένεια ομομορφισμών R-μοδίων και ορίσουμε ως ευθύ γινόμενο
των μελών της την απεικόνιση

ś

jPJ

fj :
ś

jPJ

Mj ÝÑ
ś

jPJ

Nj , (xj)jPJ ÞÝÑ (fj(xj))jPJ ,

και, αντιστοίχως, ως ευθύ άθροισμα των μελών της την απεικόνιση
À

jPJ

fj :
À

jPJ

Mj ÝÑ
À

jPJ

Nj , (xj)jPJ ÞÝÑ (fj(xj))jPJ ,

(όπου εδώ μόνον το πολύ πεπερασμένοι εξ αυτών των xj είναι διάφορα τού μη-
δενικού στοιχείου). Αμφότερες οι

ś

jPJ

fj και
À

jPJ

fj είναι ομομορφισμοίR-μοδίων

με τους υπομοδίους

Ker(
ś

jPJ

fj) =
ś

jPJ

Ker(fj), Ker(
À

jPJ

fj) =
À

jPJ

Ker(fj) (2.15)

ως πυρήνες τους και τους υπομοδίους

Im(
ś

jPJ

fj) =
ś

jPJ

Im(fj), Im(
À

jPJ

fj) =
À

jPJ

Im(fj) (2.16)

ως εικόνες τους.

2.4.24 Πρόταση. Έστω (Mj)jPJ μια οικογένειαR-μοδίων και έστωNj ένας υπομό-
διος τού Mj , @j P J. Τότε μέσω τού ευθέος γινομένου και τού ευθέος αθροίσματος
των μελών τής

(π
Mj

Nj
:Mj ÝÑ Mj/Nj)jPJ

(τής απαρτιζομένης από τους αντιστοίχους φυσικούς επιμορφισμούς) επάγονται ι-
σομορφισμοί R-μοδίων:

(
ś

jPJ

Mj)/(
ś

jPJ

Nj) –
ś

jPJ

(Mj/Nj)

και
(
À

jPJ

Mj)/(
À

jPJ

Nj) –
À

jPJ

(Mj/Nj).

Αποδειξη. Επειδή οι
ś

jPJ π
Mj

Nj
και

À

jPJ π
Mj

Nj
είναι επιμορφισμοί και

Ker(
ś

jPJ

π
Mj

Nj
) =

ś

jPJ

Nj , Ker(
À

jPJ

π
Mj

Nj
) =

À

jPJ

Nj ,

αρκεί να εφαρμοσθεί το 1ο θεώρημα ισομορφισμών 2.3.7.
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2.5 ΕΛΕΥΘΕΡΟΙ R-ΜΟΔΙΟΙ ΚΑΙ ΒΑΣΕΙΣ

Η κλάση των διανυσματικών χώρων εμπεριέχεται στην (πολύ ευρύτερη) κλάση των
ελευθέρων μοδίων.

2.5.1 Ορισμός. Έστω X ένα μη κενό σύνολο. Ορίζουμε ως ελεύθερο R-μόδιο
επί τού X κάθε ζεύγος (F, f) αποτελούμενο από έναν R-μόδιο F και μια απει-
κόνιση f : X ÝÑ F που ικανοποιεί την εξής καθολική συνθήκη:
Για κάθε R-μόδιο M και για κάθε απεικόνιση g : X ÝÑ M υπάρχει μονοσημά-
ντως ορισμένος h P HomR(F,M), ούτως ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να είναι
μεταθετικό.

X
f

~~

g

!!
ö

F
h

// M

2.5.2 Λήμμα. Εάν (F, f) είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος επί ενός μη κενού συνόλου
X , τότε η απεικόνιση f είναι ενριπτική και F = LinR(Im(f)).

Αποδειξη. Για να δείξουμε ότι η f είναι ενριπτική, υποθέτουμε ότι x1, x2 P X με
x1 ‰ x2. Αρκεί να δείξουμε ότι f(x1) ‰ f(x2). Προς τούτο θεωρούμε τυχόντα μη
τετριμμένοR-μόδιοM (π.χ., τον ίδιον τονR ωςR-μόδιο25) και τυχούσα απεικόνιση
g : X ÝÑ M, τέτοια ώστε να ισχύει g(x1) ‰ g(x2). Εάν h : F ÝÑ M είναι ο
μοναδικός ομομορφισμός με h ˝ f = g, τότε

h(f(x1)) = g(x1) ‰ g(x2) = h(f(x2)) ñ f(x1) ‰ f(x2).

Έστω τώρα U := LinR(Im(f)) ο υπομόδιος τού F ο παραγόμενος από την εικόνα
Im(f) τής απεικονίσεως f. Θεωρούμε το διάγραμμα:

X

f

��

f̌
// // Im(f) �

� ι // U � � ιU // F

F
h

99

ιU˝h

88

στο οποίο οι ι : Im(f) ãÑ U και ιU : U ãÑ F είναι οι συνήθεις ενθέσεις, και f̌ :

X ↠ Im(f) η επίρριψη η προκύπτουσα ύστερα από περιορισμό τού πεδίου τιμών
τής f στην εικόνα της. Εν προκειμένω, επειδή το ζεύγος (F, f) είναι ένας ελεύθερος
R-μόδιος επί τού συνόλου X , ο h P HomR(F,U) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός
με την ιδιότητα h ˝ f = ι˝ f̌ . Σημειωτέον ότι ιU ˝ h P HomR(F, F ) με

(ιU ˝ h) ˝ f = ιU ˝ (h ˝ f) = ιU ˝ ι ˝ f̌ .

Και πάλι, λοιπόν, επειδή το ζεύγος (F, f) είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος επί τού
συνόλου X , υφίσταται ένας και μόνον θ P HomR(F, F ) με θ ˝ f = ιU ˝ ι˝ f̌ . Προ-
φανώς, idF ˝f = f = ιU ˝ ι˝ f̌ ñ θ = idF ñ ιU ˝h = idF (από τη μοναδικότητα τού

25Εξ υποθέσεως, 1R ‰ 0R.
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θ), οπότε η ιU οφείλει να είναι και επιρριπτική (βλ. 2.2.22), πράγμα που σημαίνει
ότι U = F.

2.5.3 Θεώρημα (Η μοναδικότητα τού (F, f) μέχρις ισομορφισμού). Εάν υποθέσου-
με ότι (F, f) είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος επί ενός μη κενού συνόλου X , τότε ένα
ζεύγος (F 1, f 1) (όπου F 1 είναι ένας R-μόδιος και f 1 : X ÝÑ F 1 μια απεικόνιση)
είναι ωσαύτως ένας ελεύθεροςR-μόδιος επί τού X εάν και μόνον εάν υπάρχει ένας
μονοσημάντως ορισμένος ισομορφισμός j : F –

ÝÑ F 1 με j ˝ f = f 1.

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ένα τέτοιο ζεύγος (F 1, f 1) είναι ελεύθεροςR-μόδιος
επί τού X . Τότε υπάρχουν μοναδικοί j P HomR(F, F

1) και j1 P HomR(F
1, F ) που

καθιστούν τα διαγράμματα

X
f

~~

f 1

!!
ö

F
j

// F 1

X
f 1

}}

f

  
ö

F 1

j1
// F

μεταθετικά. Επειδή j1 ˝ j ˝ f = j1 ˝ f 1 = f, προκύπτει το μεταθετικό διάγραμμα:

X
f

~~

f

  
ö

F
j1˝j

// F

Επειδή το (F, f) είναι ελεύθερος R-μόδιος επί τού συνόλου X και idF ˝ f = f,

έχουμε κατ’ ανάγκην j1 ˝ j = idF . Παρομοίως, ύστερα από εναλλαγή των ρόλων
των F και F 1, δείχνεται ότι j ˝ j1 = idF 1 . Ως εκ τούτου, ο j είναι ισομορφισμός με
j´1 = j1.

Και αντιστρόφως· εάν υπάρχει μοναδικός ισομορφισμός j : F –
ÝÑ F 1 με j ˝ f = f 1,

τότε f = j´1 ˝ f 1 και για κάθε R-μόδιο M και για κάθε απεικόνιση g : X ÝÑ M

προκύπτει ένα διάγραμμα

X
f

! !

g
//

f 1

��

M

F 1

j´1

==F
j

oo

h

OO

όπου h P HomR(F,M) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός με την ιδιότητα

h ˝ j´1 ˝ f 1 = h ˝ f = g.

Για να αποδειχθεί ότι το ζεύγος (F 1, f 1) είναι ελεύθερος R-μόδιος επί τού X αρκεί
να αποδειχθεί ότι για κάθε β P HomR(F

1,M) με β ˝ f 1 = g, έχουμε β = h ˝ j´1.

Παρατηρούμε ότι β ˝ f 1 = g ô β ˝ j ˝ f = g, οπότε, λόγω τής μοναδικότητας τού h,
β ˝ j = h ñ β = h ˝ j´1.
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2.5.4 Σημείωση. Για την απόδειξη τής υπάρξεως ελευθέρου R-μοδίου επί ενός μη
κενού συνόλου X θεωρούμε τον R-μόδιο R(X ) (βλ. 2.1.9 (iv) και (i)) και ορίζουμε
την ενριπτική26 απεικόνιση

δ : X ÝÑ R(X ), x ÞÝÑ δx,

X Q y ÞÝÑ δx(y) := δx,y :=

$

&

%

1R, όταν x = y,

0R, όταν x ‰ y,

(2.17)

(To δx,y είναι το σύνηθες δέλτα τού Kronecker.)

2.5.5 Θεώρημα (Ύπαρξη ελευθέρουR-μοδίου επί ενός μη κενού συνόλου X ). Εάν
X είναι ένα μη κενό σύνολο, τότε το ζεύγος (R(X ), δ) αποτελεί έναν ελεύθερο R-
μόδιο επί τού X .

Αποδειξη. Έστω M τυχών R-μόδιος και έστω g : X ÝÑ M τυχούσα απεικόνιση.
Ορίζουμε μια απεικόνιση h : R(X ) ÝÑ M μέσω τού τύπου27

h(θ) :=
ř

xPX

θ(x)g(x), @θ P R(X ). (2.18)

Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι h P HomR(R
(X ),M). Επίσης, για κάθε x P X ,

(h ˝ δ) (x) = h(δx) =
ř

yPX

δx(y)g(y) = g(x),

οπότε h ˝ δ = g. Απομένει λοιπόν να αποδειχθεί ότι ο h είναι ο μοναδικός ομομορ-
φισμός με αυτήν την ιδιότητα. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι για κάθε θ P R(X ) και
για κάθε y P X ισχύει

θ (y) = θ (y) 1R =
ř

xPX

θ (x) δx(y) =

(
ř

xPX

θ (x) δx

)
(y),

οπότε θ =
ř

xPX θ (x) δx. Υποθέτοντας τώρα ότι h1 P HomR(R
(X ),M) είναι τέ-

τοιος, ώστε h1 ˝ δ = g, λαμβάνουμε για κάθε θ P R(X )

h1(θ) = h1

(
ř

xPX

θ (x) δx

)
=

ř

xPX

θ(x)h1(δx) =
ř

xPX

θ(x)g(x) = h(θ),

απ’ όπου έπεται ότι h1 = h.

2.5.6 Ορισμός. Λέμε ότι ένας R-μόδιος M είναι ελεύθερος όταν o M είναι είτε
τετριμμένος είτε μη τετριμμένος και (ταυτοχρόνως) υπάρχει κάποιο μη κενό σύ-
νολο X και ένας ισομορφισμός R-μοδίων M –

ÝÑ R(X ). (Πρβλ. 2.5.3 και 2.5.5.)

Οι ελεύθεροιR-μόδιοι χαρακτηρίζονται μέσω τής εννοίας τής βάσεως, όπως τη γνω-
ρίζουμε από τη Γραμμική Άλγεβρα. (Βλ. θεώρημα 2.5.13.)

26Εάν δx1 = δx2 , τότε δx1 (y) = δx2 (y), @y P X , οπότε για y = x1 ñ 1 = δx1 (x1) = δx2 (x1) ñ x2 = x1.
27Το εν λόγω άθροισμα είναι καλώς ορισμένο, καθότι μόνον πεπερασμένου πλήθους προσθετέοι είναι μη μηδενικοί.
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2.5.7 Ορισμός. Έστω M ένας R-μόδιος.
(i) Λέμε ότι ένα υποσύνολο X Ď M είναι (R-)γραμμικώς ανεξάρτητο όταν28

είτε X = ∅ είτε X ‰ ∅ και για οιοδήποτε πεπερασμένο υποσύνολο tx1, ..., xku

τού X και r1, ..., rk P R ισχύει η συνεπαγωγή

k
ř

j=1

rjxj = 0M ñ [rj = 0R, @j P t1, ..., ku] .

(ii) Κάθε γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο X Ď M το οποίο αποτελεί σύστη-
μα γεννητόρων τού M (δηλ., LinR(X ) =M) καλείται βάση29 τού M.

2.5.8 Παραδείγματα. (i) Έστω M ένας R-μόδιος και έστω ∅ ‰ X Ď M. Εάν το
X περιέχει το 0M , τότε το X είναι κατ’ ανάγκην γραμμικώς εξαρτημένο, διότι για
t0M , x1, ..., xku Ď X έχουμε 1R0M + 0Rx1 + ¨ ¨ ¨ + 0Rxk = 0M , όπου 1R ‰ 0R.

(ii) Ένα μονοσύνολο tru, r P R∖t0Ru, οιουδήποτε μη τετριμμένου μεταθετικού δα-
κτυλίου R είναι γραμμικώς ανεξάρτητο (με τον R θεωρούμενον ως R-μόδιο) εάν
και μόνον εάν το r δεν είναι μηδενοδιαιρέτης εντός τού R.
(iii) Σε κάθε διανυσματικό χώρο V (οριζόμενον υπεράνω ενός σώματος K) κάθε
μονοσύνολο txu, x P V∖t0V u, είναι γραμμικώς ανεξάρτητο, καθόσον από την εξί-
σωση λx = 0V , λ P K, έπεται ότι λ = 0K .

(iv) Εάν q, q1 P Q, q ‰ q1, τότε εντός τού Z-μοδίου Q το δισύνολο tq, q1u είναι πάντο-
τε γραμμικώς εξαρτημένο. Πράγματι· γράφοντας αυτούς τους ρητούς αριθμούς ως
q = a

b και q1 = a1

b1 για κατάλληλους a, a1 P Z (με (a, a1) ‰ (0, 0)) και b, b1 P Z∖t0u,

και παρατηρούμε ότι (a1b)q+(´ab1)q1 = 0, με τουλάχιστον έναν εκ των συντελεστών
‰ 0.

2.5.9 Θεώρημα. ΈστωM έναςR-μόδιος και έστω ∅ ‰ X Ď M. Τότε οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) To X είναι μια βάση τού M.

(ii) Κάθε στοιχείο τού M γράφεται κατά τρόπο μονοσήμαντο ως γραμμικός συν-
δυασμός στοιχείων τού X .

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εξ ορισμού, κάθε στοιχείο τούM γράφεται ως γραμμικός συν-
δυασμός στοιχείων τού X . Υποθέτουμε ότι για κάποιο x P M υφίσταται πεπε-
ρασμένο υποσύνολο tx1, ..., xku τού X και r1, ..., rk, s1, ..., sk P R, ούτως ώστε να
ισχύει

x =
k
ř

j=1

rjxj =
k
ř

j=1

sjxj ñ
k
ř

j=1

(rj ´ sj)xj = 0M .

Επειδή το X είναι εξ υποθέσεως γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τούM, έχουμε
κατ’ ανάγκην rj = sj για κάθε j P t1, ..., ku.

28Όταν δεν πληρούται καμία εξ αυτών των συνθηκών, τότε λέμε ότι το X είναι γραμμικώς εξαρτημένο.
29Προφανώς, το ∅ αποτελεί βάση τού M εάν και μόνον εάν οM είναι τετριμμένος.
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(ii)ñ(i) Αρκεί να αποδειχθεί ότι το X είναι ένα γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο
τού M. Προς τούτο θεωρούμε τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο tx1, ..., xku τού X .

Από κάθε σχέση τής μορφής
řk
j=1 rjxj = 0M (με r1, ..., rk P R) προκύπτει ότι

k
ř

j=1

rjxj = 0M =
k
ř

j=1

0Rxj ñ [rj = 0R, @j P t1, ..., ku]

λόγω τής προϋποτεθείσας μοναδικότητας τής παραστάσεως οιουδήποτε στοιχείου
τού M ως γραμμικού συνδυασμού στοιχείων τού X .

2.5.10 Πρόταση. Εάν f :M
–

ÝÑ N είναι ένας ισομορφισμός μεταξύ δυο R-μοδίων
και X μια βάση τού M, τότε η εικόνα αυτής f(X ) μέσω τού f αποτελεί μια βάση
τού N.
Αποδειξη. Επειδή N = f(M) = f(LinR(X )) = LinR(f(X )), η εικόνα f(X ) α-
ποτελεί σύστημα γεννητόρων τού N. Εάν X = ∅, τότε αμφότεροι οι M,N είναι
τετριμμένοι και f(∅) = ∅. Εάν X ‰ ∅, τότε για οιοδήποτε πεπερασμένο υποσύ-
νολο tf(x1), ..., f(xk)u τής εικόνας f(X ) και r1, ..., rk P R με

k
ř

j=1

rjf(xj) = 0N

[
ô f(

k
ř

j=1

rjxj) = 0N ô
k
ř

j=1

rjxj P Ker(f)

]

έχουμε
řk
j=1 rjxj = 0M (διότι Ker(f) = t0Mu), οπότε rj = 0R, @j P t1, ..., ku, λόγω

τού ότι το X είναι γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού M. Άρα και η εικόνα
f(X ) είναι γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού N.

2.5.11 Πρόταση. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω X Ď M. Εάν υποτεθεί ότι το
X είναι μια βάση τού M, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) To X είναι ένα ελαχιστικό σύστημα γεννητόρων30 τού M.

(ii) To X είναι ένα μεγιστικό31 γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού M.

Αποδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε «εις άτοπον απαγωγή».
(i) Έστω ότι το X δεν είναι ελαχιστικό σύστημα γεννητόρων τού M. Τότε X ‰ ∅
και υπάρχει κάποιο Y P P(M) : LinR(Y ) = M με Y Ř X . Έστω x P

X ∖Y . Επειδή x P M = LinR(Y ), υπάρχουν y1, ..., yk P Y (k P N) και s1, ..., sk P

R, ούτως ώστε να ισχύει

x =
k
ř

j=1

rjyj ñ 1Rx+
k
ř

j=1

(´rj)yj = 0M ( tx, y1, ..., yku Ď X ).

Άρα το X είναι γραμμικώς εξαρτημένο υποσύνολο τού M. Άτοπο!
(ii) Εάν X = ∅, τότε ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής. Ας υποθέσουμε ότι
X ‰ ∅ και ότι το X δεν είναι μεγιστικό γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού

31Αυτό σημαίνει ότι το υποσύνολο X Ď M αποτελεί ένα ελαχιστικό στοιχείο τού μερικώς διατεταγμένου συνόλου
(t Z P P(M)| LinR(Z ) = Mu ,Ď).

31Μεγιστικό ως προς τη σχέση “Ď” τού συνολοθεωρητικού εγκλεισμού.
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M. Τότε υπάρχει κάποιο γραμμικώς ανεξάρτητο Y P P(M) : X Ř Y . Έστω ότι
y P Y ∖X . Επειδή (εξ υποθέσεως) M = LinR(X ) Q y, υπάρχουν x1, ..., xk P X
(k P N) και s1, ..., sk P R, ούτως ώστε να ισχύει

y =
k
ř

j=1

sjxj ñ 1Ry +
k
ř

j=1

(´sj)xj = 0M ( ty, x1, ..., xku Ď Y ).

Άρα το Y είναι γραμμικώς εξαρτημένο υποσύνολο τού M. Άτοπο!

2.5.12 Λήμμα. Εάν X είναι ένα μη κενό σύνολο, τότε η εικόνα Im(δ) τής (2.17) είναι
μια βάση τού R(X ).

Αποδειξη. Κατά το λήμμα 2.5.2 και το θεώρημα 2.5.5, R(X ) = LinR(Im(δ)). Εάν
tδx1

, ..., δxku είναι ένα πεπερασμένο σύνολο τής Im(δ) και τα r1, ..., rk P R τέτοια,
ώστε να ισχύει

řk
j=1 rjδxj = 0R(X ) , τότε

0R =
(
řk
j=1 rjδxj

)
(xρ) =

řk
j=1 rj

(
δxj (xρ)

)
= rρ, @ρ P t1, ..., ku.

Άρα η εικόνα Im(δ) είναι και γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού R(X ).

2.5.13 Θεώρημα. Για έναν R-μόδιο M οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) O M είναι ελεύθερος R-μόδιος.
(ii) O M διαθέτει τουλάχιστον μία βάση.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν ο M είναι τετριμμένος, τότε αυτός έχει το κενό σύνολο ως
(μόνη) βάση του. Εάν ο M δεν είναι τετριμμένος, τότε υφίσταται κάποιο σύνολο
X ‰ ∅, τέτοιο ώστε να ισχύει M – R(X ) και (σύμφωνα με το λήμμα 2.5.12) η
εικόνα Im(δ) τής (2.17) είναι μια βάση τού R(X ). Επομένως η εικόνα αυτής μέσω
οιουδήποτε ισομορφισμού μεταξύ τού R(X ) και τού M αποτελεί (σύμφωνα με την
πρόταση 2.5.10) μια βάση τού M.

(ii)ñ(i) Έστω X μια βάση τού M. Εάν X = ∅, τότε είναι o M (ως τετριμμένος)
είναι ελεύθερος. Εάν X ‰ ∅, τότε (σύμφωνα με το θεώρημα 2.5.5) υπάρχει μονο-
σημάντως ορισμένος h P HomR(R

(X ),M), τέτοιος ώστε να ισχύει h ˝ δ = ι, όπου
ι : X ãÑ M η συνήθης ένθεση. Επειδή η εικόνα Im(h) τού h είναι ένας υπομόδιος
τού M που περιέχει το X και LinR(X ) = M, η πρόταση 2.1.13 μας πληροφορεί
ότι LinR(X ) Ď Im(h) ñ Im(h) =M, οπότε ο h είναι επιμορφισμός. Από την άλλη
μεριά, επειδή

h(θ) :=
ř

xPX

θ(x)ι(x) =
ř

xPX

θ(x)x, @θ P R(X )

(βλ. (2.18)), για κάθε θ P Ker(h) λαμβάνουμε
ř

xPX

θ(x)x = h(θ) = 0M ñ [θ(x) = 0R,@x P X ] ñ supp(θ) = ∅ ñ θ = 0R(X ) ,

διότι το X είναι γραμμικώς ανεξάρτητο. Άρα Ker(h) = t0R(X )u και ο h είναι μο-
νομορφισμός. (Βλ. πρόταση 2.2.13.) Τελικώς λοιπόν ο h είναι ισομορφισμός και, ως
εκ τούτου, o M είναι ελεύθερος R-μόδιος.
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2.5.14 Πόρισμα. ΕάνM είναι ένας μη τετριμμένοςR-μόδιος έχων το X ως μια βάση
του, τότε M – R(X ).

2.5.15 Παραδείγματα. Με τη βοήθεια τής προτάσεως 2.5.11 και τού θεωρήματος
2.5.13 μπορεί κανείς να κατασκευάσει εύκολα μη ελευθέρους R-μοδίους.
(i) Εάν k P N, k ě 2, τότε ο Z-μόδιος Zk δεν είναι ελεύθερος. Πράγματι· το μονοσύ-
νολο t[1]ku είναι ελαχιστικό παράγον υποσύνολο τού Zk αλλά δεν είναι γραμμικώς
ανεξάρτητο, αφού

k[1]k = [k]k = [0]k = 0Zk

(με k ‰ 0). Ομοίως, και κάθε άλλο μονοσύνολο που παράγει τον Zk είναι γραμμι-
κώς εξαρτημένο.
(ii) Παρομοίως αποδεικνύεται ότι κάθε μη τετριμμένη, πεπερασμένη αβελιανή ομά-
δα δεν είναι ελεύθερος Z-μόδιος.
(iii) Εάν q, q1 P Q, q ‰ q1, τότε (όπως έχουμε εξηγήσει στο εδ. 2.5.8 (iv)) εντός τού
Z-μοδίου Q το δισύνολο tq, q1u είναι πάντοτε γραμμικώς εξαρτημένο. Ως εκ τούτου,
εάν ο Z-μόδιος Q διέθετε κάποια βάση, αυτή θα όφειλε να είναι ένα μονοσύνολο
tqu, όπου q P Q∖t0u. Όμως

LinZ(tqu) = tκq|κ P Zu Ř Q.

Άρα ο Z-μόδιος Q δεν είναι ελεύθερος.
(iv) Έστω I ένα μη τετριμμένο ιδεώδες ενός μεταθετικού δακτυλίου R. Το I δεν
είναι ελεύθεροςR-μόδιος όταν δεν είναι κύριο ιδεώδες τούR.Πράγματι· εάν a, b P I

και a ‰ b, με τουλάχιστον ένα εξ αυτών ‰ 0R, τότε

(´b)a+ ab = 0R ñ το ta, bu είναι γραμμικώς εξαρτημένο.

Ως εκ τούτου, εάν ο R-μόδιος I διέθετε κάποια βάση, αυτή θα όφειλε να είναι ένα
μονοσύνολο txu, όπου x P I∖t0Ru.Όμως LinR(txu) = trx| r P Ru = I ô I = xxy .

2.5.16 Πόρισμα. Για έναν μη τετριμμένο R-μόδιο M οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναμες:
(i) O M είναι ελεύθερος R-μόδιος.
(ii) Υπάρχει ∅ ‰ X Ď M, τέτοιο ώστε η απεικόνιση R Q r ÞÝÑ rx P Rx να είναι
ισομορφισμός για κάθε x P X και να ισχύει M =

À

xPX

Rx.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Κατά το θεώρημα 2.5.13 υπάρχει κάποια βάση X τούM.Επει-
δή oM είναι μη τετριμμένος, X ‰ ∅.Κάθε στοιχείο τούM γράφεται ως γραμμικός
συνδυασμός στοιχείων τού X (και μάλιστα, σύμφωνα με την πρόταση 2.5.9, κατά
τρόπο μονοσήμαντο), οπότε M =

À

xPX

Rx. (Βλ. 2.4.15 και 2.4.16 (iii).) Επίσης, για

κάθε x P X η απεικόνιση R Q r ÞÝÑ rx P Rx είναι (προφανώς) επιμορφισμός. Η
ενριπτικότητά της έπεται άμεσα από το γεγονός ότι το μονοσύνολο txu είναι γραμ-
μικώς ανεξάρτητο.
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(ii)ñ(i) M =
À

xPX

Rx ñ M = LinR(X ). Επειδή η R Q r ÞÝÑ rx P Rx είναι

ισομορφισμός, το μονοσύνολο txu είναι γραμμικώς ανεξάρτητο για κάθε x P X .
Έστω tx1, ..., xku τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο τού X . Εάν r1, ..., rk P R είναι
τέτοια, ώστε

řk
j=1 rjxj = 0M , τότε

k
ř

j=1

rjxj
loomoon

P LinR(txju)

= 0M = 0M + ¨ ¨ ¨ + 0M
loooooooomoooooooon

k φορές

M =
À

xPX

Rx, @j P t1, ..., κu

,

/

/

/

.

/

/

/

-

ùñ
2.4.15, 2.4.16 (iii)

rjxj = 0M ,@j P t1, ..., ku,

οπότε rj = 0R (αφού το txju είναι γραμμικώς ανεξάρτητο) για κάθε j P t1, ..., ku.

Άρα το X είναι (καθ’ ολοκληρίαν) γραμμικώς ανεξάρτητο και, κατ’ επέκταση, μια
βάση τού M. Κατά συνέπειαν, o M είναι ελεύθερος R-μόδιος (εκ νέου δυνάμει τού
θεωρήματος 2.5.13).

2.5.17 Πόρισμα. Εάν (Mj)jPJ είναι μια οικογένεια ελευθέρωνR-μοδίων, τότε και ο
R-μόδιος M :=

À

jPJMj είναι ελεύθερος. Μάλιστα, εάν Xj είναι μια βάση τού Mj

για κάθε j P J, τότε η ένωση
Ť

jPJ Xj είναι μια βάση τού M.

Αποδειξη. Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο R-μόδιος
Mj είναι μη τετριμμένος για κάθε32 j P J. Κατά το θεώρημα 2.5.13 υπάρχει βάση
∅ ‰ Xj Ď Mj τού Mj και Mj =

À

xPXj
Rx. Κατά συνέπειαν,

M :=
À

jPJ

Mj =
À

jPJ

(
À

xPXj

Rx) –
2.4.13 (i)

À

xPYjPJXj

Rx,

οπότε ο M είναι όντως ελεύθερος έχων την ένωση
Ť

jPJ Xj ως μια βάση του.

2.5.18 Σημείωση. Το αντίστροφο τού πορίσματος 2.5.17 (όπως θα διαπιστώσουμε
μέσω τού παραδείγματος 2.5.19) δεν είναι αληθές: Εάν ο M :=

À

jPJMj είναι
ελεύθερος, τότε ο Mj δεν είναι κατ’ ανάγκην ελεύθερος για κάθε j P J.

2.5.19 Παράδειγμα. Εάν k, l P N, k ě 2, l ě 2 και μκδ(k, l) = 1, τότε υφίστανται
ισομορφισμοί Zkl-μοδίων33

Zkl – Z/klZ – Z/kZ ‘ Z/lZ – Zk ‘ Zl.

(Bλ. εδ. 2.4.22.) O Zkl-μόδιος Zkl είναι ελεύθερος. Ωστόσο, οι Zkl-μόδιοι Zk και Zl
δεν είναι ελεύθεροι. (Εάν ο -προφανώς, μη τετριμμένος- Zkl-μόδιος Zk ήταν ελεύθε-
ρος, τότε θα έπρεπε λόγω των πορισμάτων 2.5.14 και 2.5.16 να υπάρχει βάση αυτού
X ‰ ∅ με Zk – Z(X )

kl , κάτι που θα οδηγούσε σε άτοπο, διότι card(X )kl ą k. Η
ίδια επιχειρηματολογία εφαρμόζεται και για τον Zkl-μόδιο Zl.)

32Εάν όλοι οι Mj είναι τετριμμένοι, τότε ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής. Εάν υπάρχει ∅ ‰ J 1 Ř J, τέτοιο
ώστε οιMj , j P J 1, να είναι μη τετριμμένοι και οιMj , j P J∖J 1 να είναι τετριμμένοι, τότε μπορούμε να εργασθούμε
με το J 1 στη θέση τού J.

33Οι Zk και Zl μπορούν να θεωρηθούν (εκτός από Z-μόδιοι) και ως Zkl-μόδιοι μέσω των αριθμητικών πολλαπλα-
σιασμών

Zkl ˆ Zk Q ([a]kl, [b]k) ÞÝÑ [ab]k P Zk, Zkl ˆ Zl Q ([a]kl, [b]l) ÞÝÑ [ab]l P Zl.
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2.5.20 Θεώρημα (Θεώρημα «γραμμικής επεκτάσεως»). Εάν M,N είναι R-μόδιοι,
με τον M μη τετριμμένο και ελεύθερο και το X Ď M μια βάση αυτού, τότε για
οιαδήποτε απεικόνιση θ : X ÝÑ N υφίσταται ακριβώς ένας f P HomR(M,N) για
τον οποίον ισχύει f |X = θ.

Αποδειξη. Έστω τυχόν x P M. Επειδή το X είναι εξ υποθέσεως μια βάση τού M,

το x γράφεται κατά τρόπο μοναδικό ως γραμμικός συνδυασμός στοιχείων τού X
(βλ. 2.5.9), δηλαδή υπάρχουν μοναδικά στοιχεία x1, . . . , xn P X και r1, . . . , rn P R

(n P N) για τα οποία ισχύει

x =
n
ř

i=1

rixi. (2.19)

Ως εκ τούτου, θέτοντας

f(x) :=
n
ř

i=1

riθ (xi)

ορίζoυμε (καλώς) μια απεικόνιση f : M ÝÑ N. Σημειωτέον ότι για κάθε στοιχείο
x P X έχουμε x = 1Rx, οπότε f(x) = 1R ¨ θ (x) = θ (x) ùñ f |X = θ. Επιπρο-
σθέτως, για οιαδήποτε r, s P R και οιαδήποτε x, x1 P M, γραφόμενα (κατά τρόπο
μοναδικό) ως γραμμικοί συνδυασμοί

x =
n
ř

i=1

κixi, x
1 =

m
ř

j=1

ξjx
1
j ,

x1, . . . , xn, x
1
1, . . . , x

1
m P X , κ1, . . . , κn, ξ1, . . . , ξm P R (n,m P N), έχουμε

f(rx+ sx1) = f

(
r

(
n
ř

i=1

κixi

)
+ s

(
m
ř

j=1

ξjx
1
j

))

= f

(
n
ř

i=1

(rκi)xi +
m
ř

j=1

(sξj)x
1
j

)
=

n
ř

i=1

(rκi) θ(xi) +
m
ř

j=1

(sξj) θ(x
1
j)

= r

(
n
ř

i=1

κiθ(xi)

)
+ s

(
m
ř

j=1

ξjθ(x
1
j)

)
= rf(x) + sf(x1),

οπότε f P HomR(M,N) (λόγω τής προτάσεως 2.2.3). Απομένει να αποδειχθεί ότι
αυτός είναι ο μοναδικός ομομορφισμός από τονM στονN, ο περιορισμός τού οποί-
ου επί τής X ισούται με την θ.Προς τούτο θεωρούμε τυχόντα g P HomR(M,N) για
τον οποίο ισχύει g|X = θ. Εάν γράψουμε οιοδήποτε x P M υπό τη μορφή (2.19),
τότε

f(x) =
n
ř

i=1

riθ (xi) =
n
ř

i=1

rig (xi) = g

(
n
ř

i=1

rixi

)
= g(x),

όπου η δεύτερη ισότητα οφείλεται στο ότι f |X = θ = g|X και η τρίτη ισότητα
προκύπτει από το ότι η g είναι ομομορφισμός. (Bλ. πρόταση 2.2.4.) Άρα f = g.
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2.5.21 Σημείωση. Ο ομομορφισμός f (ο κατασκευασθείς στο θεώρημα 2.5.20), o
οποίος είναι ο μόνος ομομορφισμός από τον M στον N που καθιστά το διάγραμμα

X

ö

inX ,M

��

θ // N

M

f

>>

μεταθετικό, καλείται, ιδιαιτέρως, (R-)γραμμική επέκταση τής θ.

2.5.22 Πόρισμα. Εάν M,N είναι R-μόδιοι, με τον M μη τετριμμένο και ελεύθερο
και το X Ď M μια βάση αυτού, τότε για f, g P HomR(M,N) ισχύει η συνεπαγωγή

f |X = g|X ùñ f = g.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα κατόπιν εφαρμογής τού θεωρήματος 2.5.20 για την απει-
κόνιση θ := g|X .

2.5.23 Πόρισμα. Κάθε R-μόδιος M είναι ισόμορφος με έναν πηλικομόδιο F/W, ό-
που F είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος.

Αποδειξη. Έστω X ένα σύστημα γεννητόρων τού M. Εάν X = ∅, τότε είναι o
ίδιος ο M (ως τετριμμένος) είναι ελεύθερος και ο ισχυρισμός είναι προδήλως αλη-
θής. Εάν X ‰ ∅, τότε κατά το λήμμα 2.5.12 η εικόνα Im(δ) τής (2.17) είναι μια
βάση τού R-μοδίου R(X ). Έστω f P HomR(R

(X ),M) η γραμμική επέκταση τής
απεικονίσεως

θ : Im(δ) ÝÑ M, δx ÞÝÑ θ(δx) := x.

Αυτή είναι επιμορφισμός. Πράγματι· εάν x είναι τυχόν στοιχείο τούM, τότε υπάρχει
πεπερασμένο υποσύνολο tx1, ..., xku τού X και r1, ..., rk P R, ούτως ώστε να ισχύει
x =

řk
j=1 rjxj . Επομένως,

f(
k
ř

j=1

rjδxj ) =
k
ř

j=1

rjf(δxj ) =
k
ř

j=1

rjθ(δxj ) =
k
ř

j=1

rjxj = x.

Σύμφωνα με το θεώρημα 2.3.7, έχουμε R(X )/Ker(f) – M. Αρκεί λοιπόν να τεθεί
F := R(X ) και W := Ker(f).

§ Παρένθετα δεδομένα από τη Θεωρία των Διανυσματικών Xώρων. Λόγω τού θεω-
ρήματος 2.5.13 η απόδειξη τού ότι κάθε διανυσματικός χώρος (ως μόδιος υπεράνω
ενός σώματος) είναι ελεύθερος αποτελεί άμεσο επακόλουθο τής υπάρξεως (τουλά-
χιστον μιας) βάσεως. (Βλ. θεώρημα 2.5.25 και πόρισμα 2.5.26.) Επιπροσθέτως, για
την απόδειξη τής ισοπληθικότητας όλων των βάσεων ενός ελευθέρου R-μοδίου (βλ.
θεώρημα 2.5.38) χρησιμοποιείται ουσιωδώς η ισοπληθικότητα όλων των βάσεων ε-
νός διανυσματικού χώρου.
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2.5.24 Λήμμα. Έστω V ένας διανυσματικός χώρος ορισμένος υπεράνω ενός σώμα-
τοςK και έστω A Ď V ένα γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο. Εάν LinK (A ) Ř V,

τότε για κάθε x P V∖LinK (A ) το σύνολο A Y txu είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

Αποδειξη. Εάν A = ∅, τότε LinK (A ) = t0V u, οπότε το txu είναι γραμμικώς
ανεξάρτητο για κάθε x P V∖t0V u. Εάν A ‰ ∅ και

λx+
k
ř

j=1

λjxj = 0V ,

όπου tx1, ..., xku Ď A και λ, λ1, . . . , λk P K, τότε λ = 0K , διότι34 x R LinK (A ) ,

οπότε η ανωτέρω ισότητα δίδει
k
ř

j=1

λjxj = 0V ùñ λ1 = ¨ ¨ ¨ = λk = 0K ,

καθότι το tx1, ..., xku είναι γραμμικώς ανεξάρτητο. Άρα και το σύνολο A Y txu

είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

2.5.25 Θεώρημα. Έστω V ένας διανυσματικός χώρος ορισμένος υπεράνω ενός σώ-
ματος K. Εάν το A Ď V είναι ένα γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο και το E
ένα παράγον σύνολο τού V (δηλαδή LinK (E ) = V ), τότε υπάρχει τουλάχιστον μία
βάση X τού V, τέτοια ώστε να ισχύει

A Ď X Ď E .

Αποδειξη. Έστω Q := tC Ď V | C γραμμικώς ανεξάρτητο : A Ď C Ď E u . Επει-
δή A P Q, έχουμε Q ‰ ∅. Επιπροσθέτως, το Q είναι μερικώς διατεταγμένο σύνολο
ως προς τη σχέση τού εγκλεισμού “Ď”.
‚ Πρώτος ισχυρισμός: Κάθε αλυσίδα C τού Q διαθέτει άνω φράγμα (ως προς τη
σχέση “Ď”). Πράγματι· εάν η C είναι τυχούσα αλυσίδα τού Q και εάν θέσουμε

Z :=
ď

tC | C P Cu ,

τότε C Ď Z για όλα τα C P C, οπότε

[A Ď C Ď E , @C P C] ùñ A Ď Z Ď E . (2.20)

Εάν υποθέσουμε ότι το tx1, ..., xku Ď Z είναι ένα πεπερασμένο υποσύνολο τού Z
και λ1, . . . , λk P K, ούτως ώστε να ισχύει

k
ÿ

j=1

λjxj = 0V (2.21)

θα υπάρχουν C1,C2, ...,Ck P C, τέτοια ώστε xj P Cj ,@j P t1, ..., ku. Η C -ούσα
αλυσίδα- είναι ένα ολικώς διατεταγμένο σύνολο, πράγμα που σημαίνει ότι τα στοι-
χεία της θα είναι ανά δύο συγκρίσιμα, οπότε θα υπάρχει κατ’ ανάγκην ένα C P C,

34Αλλιώς θα είχαμε x = ´
k
ř

j=1

(
λ´1λj

)
xj P LinK (A ) .
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τέτοιο ώστε να ισχύει
xj P Cj Ď C , @j P t1, ..., ku.

Επειδή αυτό το C είναι γραμμικώς ανεξάρτητο και η (2.21) είναι μια εξίσωση εντός
τού LinK (C ) , λαμβάνουμε λ1 = ¨ ¨ ¨ = λk = 0K . Συνεπώς το Z είναι γραμμικώς
ανεξάρτητο. Τούτο, συνδυαζόμενο με την (2.20), μας πληροφορεί ότι το Z ανήκει
στην οικογένεια συνόλων Q, οπότε, από την ίδια του την κατασκευή, το Z αποτελεί
ένα άνω φράγμα τής Q (ως προς την “Ď”). Θέτοντας σε εφαρμογή το λήμμα τού
Zorn για την Q, συμπεραίνουμε ότι η Q έχει ένα μεγιστικό στοιχείο, ας πούμε το
X , ως προς την “Ď”.
‚ Δεύτερος ισχυρισμός: Το εν λόγω X είναι μια βάση τού V.
Επειδή X P Q, το X είναι γραμμικώς ανεξάρτητο. Αρκεί λοιπόν να αποδειχθεί ότι
LinK (X ) = V. Ας υποθέσουμε ότι LinK (X ) Ř V . Τότε X Ř E και θα υπάρχει
κάποιο x P E∖LinK (X ) .Όμως, δυνάμει τού λήμματος 2.5.24, το X Ytxu θα είναι
γραμμικώς ανεξάρτητο και επειδή A Ď X Ytxu Ď E θα έχουμε X Ytxu P Q, ήτοι
κάτι το οποίο αντίκειται στην προϋποτεθείσα μεγιστικότητα τού X . Άρα τελικώς
LinK (X ) = V και το X είναι μια βάση τού V .

2.5.26 Πόρισμα (Ύπαρξη βάσεως). Κάθε K-διανυσματικός χώρος V διαθέτει του-
λάχιστον μία βάση (οπότε είναι ελεύθερος K-μόδιος, βλ. θεώρημα 2.5.13).

Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμόσουμε το θεώρημα 2.5.25 για A := ∅ και E := V.

2.5.27 Πόρισμα (Θεώρημα «συμπληρώσεως»). Κάθε γραμμικώς ανεξάρτητο υπο-
σύνολο A Ď V ενός K-διανυσματικού χώρου V μπορεί να συμπληρωθεί καταλλή-
λως, ούτως ώστε να καταστεί μία βάση αυτού.

Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμόσουμε το θεώρημα 2.5.25 για το A και το E := V.

2.5.28 Πόρισμα. Κάθε παράγον σύνολο E ενός K-διανυσματικού χώρου V εμπε-
ριέχει τουλάχιστον μία βάση τού V.

Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμόσουμε το θεώρημα 2.5.25 για το A := ∅ και το E .

2.5.29 Σημείωση. Τα πορίσματα 2.5.27 και 2.5.28 δεν ισχύουν για τυχόντες ελεύ-
θερους R-μοδίους. Επί παραδείγματι, το A := t2u ναι μεν είναι ένα γραμμικώς
ανεξάρτητο υποσύνολο τού ελευθέρου Z-μοδίου Z αλλά δεν μπορεί να συμπληρω-
θεί καταλλήλως, ούτως ώστε να προκύψει μια βάση αυτού. Επίσης, το E := t2, 3u

είναι ένα σύστημα γεννητόρων τού ιδίου μοδίου (διότι 3n´ 2n = n για κάθε n P Z)
αλλά κανένα εκ των μονοσυνόλων t2u, t3u δεν αποτελεί βάση35 αυτού (διότι 2Z Ř Z
και 3Z Ř Z).

2.5.30 Πόρισμα. Εάν V είναι ένας K-διανυσματικός χώρος και X Ď V, τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

35To ίδιο το t2, 3u είναι γραμμικώς εξαρτημένο, καθώς ισχύει 3 ¨ 2 + (´2) ¨ 3 = 0.
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(i) Το X είναι μια βάση τού V.
(ii) To X είναι ένα ελαχιστικό σύστημα γεννητόρων τού V.
(iii) To X είναι ένα μεγιστικό γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού V.

Αποδειξη. Λαμβανομένων υπ’ όψιν τού πορίσματος 2.5.26 και τού θεωρήματος
2.5.13, οι συνεπαγωγές (i)ñ(ii) και (i)ñ(iii) έχουν ήδη αποδειχθεί στην πρόταση
2.5.11.
(ii)ñ(i) Το θεώρημα 2.5.25 εγγυάται την ύπαρξη μιας βάσεως Y τού διανυσματικού
χώρου V με

∅ Ď Y Ď X .

Επειδή LinK(Y ) = V και το X είναι ένα ελαχιστικό σύστημα γεννητόρων τού V,
έχουμε κατ’ ανάγκην Y = X .

(iii)ñ(i) Το πόρισμα 2.5.27 εγγυάται την ύπαρξη μιας βάσεως Y τού V με Y Ď X .

Επειδή το Y είναι γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού V και το X ένα μεγιστικό
γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τού V, έχουμε κατ’ ανάγκην Y = X .

2.5.31 Σημείωση. Οι συνεπαγωγές (ii)ñ(i) και (iii)ñ(i) τού πορίσματος 2.5.30 δεν
ισχύουν για τυχόντες R-μοδίους. Επί παραδείγματι, εάν k P N, k ě 2, τότε το μο-
νοσύνολο t[1]ku είναι ελαχιστικό παράγον υποσύνολο τού Z-μοδίου Zk, χωρίς να
αποτελεί βάση αυτού. (Βλ. 2.5.15 (i).) Επίσης, για κάθε q P Q∖t0u με q ‰ 1

b , όπου
b P Z∖t0u, το μονοσύνολο tqu είναι ένα μεγιστικό γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύ-
νολο τού Z-μοδίου Q, χωρίς να αποτελεί βάση αυτού. (Πρβλ. 2.5.15 (iii).)

Εν συνεχεία, για την απόδειξη τού ότι όλες οι βάσεις ενός διανυσματικού χώρου
είναι ισοπληθείς, προτάσσονται ορισμένα αποτελέσματα από τη Θεωρία Συνόλων.

2.5.32 Θεώρημα (Schrö der & Bernstein). Εάν A,B είναι δυο σύνολα, τότε ισχύει η
συνεπαγωγή

[card(A) ď card(B) και card(B) ď card(A)] ñ card(A) = card(B).

Αποδειξη. Βλ., π.χ., [1], Kεφ. 22, σελ. 128-132, ή [3], εδ. 16.3, σελ. 246.

2.5.33 Πρόταση. Εάν A,B είναι δυο απειροσύνολα, τότε

card(AˆB) = suptcard(A), card(B)u.

Αποδειξη. Δίχως βλάβη τής γενικότητας υποθέτουμε ότι card(A) ď card(B).Προ-
φανώς,

card(B) ď card(AˆB) ď card(B ˆB) = card(B),

οπότε card(AˆB) = card(B) δυνάμει τού θεωρήματος 2.5.32.

2.5.34 Πρόταση. Έστω A ένα απειροσύνολο και έστω (Bj)jPJ μια οικογένεια συ-
νόλων με J ‰ ∅, card(J) ď card(A) και card(Bj) ď card(A) για κάθε j P J. Τότε

card(
Ť

jPJ Bj) ď card(A). (2.22)
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Αποδειξη. Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότιBj ‰ ∅ για
κάθε j P J. Επειδή card(Bj) ď card(A), υπάρχει μια επίρριψη gj : A ÝÑ Bj . Η
απεικόνιση

Aˆ J Q (a, j) ÞÝÑ gj(a) P
Ť

jPJ Bj

είναι ωσαύτως επιρριπτική, οπότε

card(Aˆ J) ě card(
Ť

jPJ Bj) και card(Aˆ J) ď card(A)

(βλ. 2.5.33), απ’ όπου έπεται η (2.22).

2.5.35 Πρόταση. Έστω M ένας R-μόδιος. Εάν (xj)jPJ είναι ένα σύστημα γεννητό-
ρων τού M, όπου το σύνολο δεικτών J είναι απειροσύνολο, και (yλ)λPΛ μια βάση
αυτού, τότε

card(J) ě card(Λ). (2.23)

Αποδειξη. Για κάθε j P J το xj γράφεται (κατά τρόπο μοναδικό) ως γραμμικός
συνδυασμός στοιχείων τής οικογενείας (yλ)λPΛ . Για να διευκολυνθούμε εργαζόμε-
νοι με πεπερασμένα υποσύνολα τού απειροσυνόλου δεικτών J (χωρίς να κάνουμε
ευρεία χρήση πολλαπλών υποδεικτών) γράφουμε το xj ως εξής:

xj =
ř

λPΛ

rj(λ)yλ, (2.24)

όπου ο συντελεστής rj(λ) P R είναι η εικόνα τού λ μέσω μιας (μονοσημάντως ο-
ρισμένης) rj P R(Λ). Προφανώς, το «επίτυπο» άθροισμα (2.24) διαθέτει το πολύ
πεπερασμένους προσθετέους που είναι ‰ 0R (οπότε επέχει θέση συνήθους αθροί-
σματος). Ως εκ τούτου, τα Λj := tλ P Λ| rj(λ) ‰ 0Ru συγκροτούν ένα σύστημα
πεπερασμένων υποσυνόλων τού Λ.

Ισχυρισμός: Λ =
Ť

jPJ Λj . Εάν υπήρχε λ‹ P Λ με rj(λ‹) = 0R για κάθε j P J, τότε,
επειδή το (xj)jPJ είναι ένα σύστημα γεννητόρων τού M, θα υπήρχε b P R(J), ούτως
ώστε να ισχύει

yλ‹ =
ř

jPJ

b(j)xj =
ř

(j,λ)PJˆΛ

(b(j)rj(λ)) yλ

(yλ)λPΛ βάση τού M

,

.

-

ùñ

[
ř

jPJ

b(j)rj(λ‹) = 1R (‰ 0R)

]
,

κάτι που θα αντέκειτο στην υπόθεσή μας (ότι rj(λ‹) = 0R,@j P J). Άρα ο ισχυρι-
σμός είναι αληθής και εφαρμόζοντας την πρόταση 2.5.34 (για A = J και Bj = Λj)
λαμβάνουμε την (2.23).

2.5.36 Θεώρημα. Όλες οι βάσεις ενός K-διανυσματικού χώρου είναι ισοπληθείς.

Αποδειξη. Έστω V ένας διανυσματικός χώρος ορισμένος υπεράνω ενός σώματος
K. Η ύπαρξη βάσεων αυτού είναι διασφαλισμένη από το πόρισμα 2.5.27. Δίχως
βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο V δεν είναι τετριμμένος36.
Υπάρχουν δύο ενδεχόμενα:

36Η μόνη βάση ενός τετριμμένουK-διανυσματικού χώρου είναι το ∅.
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Περίπτωση πρώτη: Ο V έχει μια άπειρη βάση X = (xj)jPJ . Ας υποθέσουμε ότι
Y = (yλ)λPΛ είναι μια άλλη βάση τού V. Τότε, επειδή το X παράγει τον V, από την
πρόταση 2.5.35

card(X ) = card(J) ě card(Λ) = card(Y ). (2.25)

Ισχυρισμός: Το Y είναι κατ’ ανάγκην απειροσύνολο. Για την επαλήθευσή του θα ερ-
γασθούμε μιμούμενοι τη μέθοδο που ακολουθήσαμε στην απόδειξη τής προτάσεως
2.5.35 (αλλά προς την αντίθετη κατεύθυνση). Για κάθε λ P Λ το yλ είναι γραμμικός
συνδυασμών στοιχείων τής X , οπότε

Dsλ P K(J) : yλ =
ř

jPJ

sλ(j)xj ,

τα Jλ := tj P J | sλ(j) ‰ 0Ku συγκροτούν ένα σύστημα πεπερασμένων υποσυνόλων
τού J και J =

Ť

λPΛ Jλ. Εάν το Y ήταν πεπερασμένο, τότε θα είχαμε

card(X ) = card(J) ď
ř

λPΛ

card(Jλ) ď card(Λ)
looomooon

= card(Y )

maxtcard(Jλ)|λ P Λu

με card(Y ) ă 8 και card(Jλ) ă 8,@λ P Λ, και θα οδηγούμεθα σε άτοπο! Ά-
ρα και το Y είναι κατ’ ανάγκην απειροσύνολο και, ως εκ τούτου, εάν ένας K-
διανυσματικός χώρος διαθέτει μια άπειρη βάση, τότε και κάθε άλλη βάση του είναι
άπειρη. Άπαξ και αποδείξαμε ότι το Y οφείλει να είναι άπειρο, είμαστε σε θέση
να εφαρμόσουμε εκ νέου την πρόταση 2.5.35 αφού προηγουμένως έχουμε εναλλάξει
τους ρόλους των X και Y . Έτσι λαμβάνουμε

card(Y ) = card(J) ě card(Λ) = card(X ). (2.26)

Λόγω τής ισχύος των σχέσεων (2.25) και (2.26) το θεώρημα 2.5.32 μας πληροφορεί
ότι card(X ) = card(Y ).

Περίπτωση δεύτερη: Ο V διαθέτει μια πεπερασμένη βάση X = tx1, ..., xku. Εν
τοιαύτη περιπτώσει, και κάθε άλλη βάση τού V οφείλει (κατά τα προαναφερθέ-
ντα) να είναι πεπερασμένη. Κατά τα πορίσματα 2.5.26 και 2.5.16, V =

Àk
j=1Kxj .

Επειδή Kxj – K, το Kxj είναι απλός K-μόδιος (βλ. 2.3.17 (i)), καθότι το K, ό-
ντας σώμα, δεν διαθέτει άλλα ιδεώδη πέραν τού τετριμμένου και τού ιδίου τού K.
Επιπροσθέτως, επειδή(

Àν
j=1Kxj

)
/
(
Àν´1

j=1 Kxj
)

–
(
Àν´1

j=1 Kxj ‘Kxν
)
/
(
Àν´1

j=1 Kxj
)

–
2.4.20

Kxν – K

για κάθε ν P t2, ..., ku, βλέπουμε ότι ο πύργος γραμμικών υποχώρων

V =
k
À

j=1

Kxj Ś
k´1
À

j=1

Kxj Ś ¨ ¨ ¨ Ś
3
À

j=1

Kxj Ś
2
À

j=1

Kxj Ś Kx1 Ś t0V u

τού V είναι ένας πύργος των Jordan και Hö lder έχων ύψος ίσο με k. (Bλ. 2.3.17 (ii).)
Λόγω τού αναλλοιώτου τού ύψους ενός τέτοιου πύργου (βλ. εδ. 2.3.19) όλες οι βάσεις
τού V οφείλουν να έχουν ακριβώς k στοιχεία37.

37Εάν θεωρούσαμε μια άλλη βάση Y = ty1, ..., ylu τού V, τότε (χρησιμοποιώντας τα ίδια επιχειρήματα) θα κατα-
λήγαμε στο συμπέρασμα ότι l = k.



§2.5 ΕΛΕΥΘΕΡΟΙ R-ΜΟΔΙΟΙ ΚΑΙ ΒΑΣΕΙΣ 113

2.5.37 Ορισμός. Ο κοινός πληθικός αριθμός των βάσεων ενόςK-διανυσματικού
χώρου V καλείται διάσταση αυτού και συμβολίζεται ως dimK(V ).

2.5.38 Θεώρημα. Όλες οι βάσεις ενός ελεύθερου R-μοδίου είναι ισοπληθείς.

Αποδειξη. ΈστωM ένας ελεύθεροςR-μόδιος. Εάν οM είναι τετριμμένος, τότε το
∅ είναι η μόνη βάση αυτού. Γι’ αυτόν τον λόγο θα υποθέσουμε από εδώ και στο εξής
ότι ο M δεν είναι τετριμμένος και θα θεωρήσουμε ένα μεγιστικό ιδεώδες m τού R.
Ως γνωστόν, ο πηλικοδακτύλιος R/m είναι ένα σώμα. (Βλ. 1.3.29 (i).) Επίσης, είναι
εύκολος ο έλεγχος τού ότι ο πηλικομόδιος M/mM είναι διανυσματικός χώρος υπε-
ράνω τούR/m ως προς τη συνήθη πρόσθεση και τον αριθμητικό πολλαπλασιασμό38

(R/m) ˆ (M/mM) Q (r +m, x+mM) ÞÝÑ rx+mM P M/mM.

Ας υποθέσουμε ότι το X = (xj)jPJ είναι μια βάση τού R-μοδίου M. Κατά το
πόρισμα 2.5.16 έχουμε M =

À

jPJ

Rxj ùñ mM =
À

jPJ

mxj , οπότε

M/mM –
(
À

jPJ Rxj
)
/
(
À

jPJ mxj
)

–
2.4.24

À

jPJ(Rxj/mxj) –
À

jPJ R/m = (R/m)(J),

διότι Rxj – R και mxj – m (ως R-μόδιοι) για κάθε j P J. Κατά συνέπειαν,

dimR/m(M/mM) = card(J) = card(X ).

Kατ’ αναλογίαν, dimR/m(M/mM) = card(Y ) για οιαδήποτε άλλη βάση Y τού M.

Άρα οι βάσεις X και Y είναι κατ’ ανάγκην ισοπληθείς (δυνάμει τού θεωρήματος
2.5.36).

2.5.39 Ορισμός. Ο κοινός πληθικός αριθμός όλων των βάσεων ενός ελεύθερου
R-μοδίου M καλείται βαθμίδα αυτού και συμβολίζεται ως39 rankR(M).

2.5.40 Παραδείγματα. (i) Για κάθε n P N έχουμε rankZ(Zn) = n.

(ii) Προφανώς, rankZ(Z [X]) = ℵ0.

(iii) Η βαθμίδα τού Z-μοδίου Z(R) ισούται με την ισχύ τού συνεχούς c.

2.5.41 Πρόταση. Για δυο ελεύθερους R-μοδίους M,N ισχύει η αμφίπλευρη συνε-
παγωγή

M – N ðñ rankR(M) = rankR(N).

38O εν λόγω αριθμητικός πολλαπλασιασμός είναι καλώς ορισμένος, διότι εάν r, r1 P R και x, x1 P M είναι τέτοια,
ώστε να ισχύει r ´ r1 = a P m και x ´ x1 = a1y1 + ¨ ¨ ¨ + akyk για κάποια a1, ..., ak P m και y1, ..., yk P M,
τότε

rx+ mM = r
1
x

1
+ ax

1
+

řk
j=1(a+ r

1
)ajyj

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

PmM

+mM = r
1
x

1
+ mM.

39Προφανώς, rankR(M) = 0 εάν και μόνον εάν οM είναι τετριμμένος. ΕάνM είναι ένας μη τετριμμένοςR-μόδιος
έχων το X ως μια βάση του, τότεM – R(X ) (βλ. 2.5.14) και rankR(M) = card(X ).
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Αποδειξη. Εάν οι M και N είναι ισόμορφοι, τότε η βαθμίδα τού ενός θα ισούται
με τη βαθμίδα τού άλλου δυνάμει τής προτάσεως 2.5.10. Και αντιστρόφως· εάν οι
βαθμίδες των M,N είναι ίσες με το 0, τότε αμφότεροι οι M,N είναι τετριμμένοι
(και, ως εκ τούτου, ισόμορφοι). Εάν υποθέσουμε ότι η κοινή βαθμίδα των M,N

είναι ‰ 0 και X είναι μια βάση τού M, τότε M – R(X ) (βλ. πόρισμα 2.5.14) και

rankR(M) = card(X ).

Έστω Y τυχούσα βάση τού N. Εξ υποθέσεως,

card(X ) = rankR(M) = rankR(N) = card(Y ),

οπότε υπάρχει κάποια αμφίρριψη θ : X ÝÑ Y Ď N. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι
η γραμμική επέκταση f P HomR(M,N) τής θ αποτελεί έναν ισομορφισμό μεταξύ
των M και N.

2.5.42 Πόρισμα. Για κάθε ελεύθερο R-μόδιο M με rankR(M) = n P N έχουμε
M – Rn.

2.5.43 Πόρισμα. Εάν n1, n2 P N, τότε Rn1 – Rn2 ðñ n1 = n2.

2.5.44 Πόρισμα. Εάν n1, n2 P N και M,N είναι ελεύθεροι R-μόδιοι βαθμίδας n1
και n2, αντιστοίχως, τότε o M ‘N είναι ελεύθερος βαθμίδας n1 + n2.

Αποδειξη. Προφανώς, [M – Rn1 και N – Rn2 ] ñ M ‘N – Rn1+n2 .

§ Δύο επιπρόσθετα σημαντικά θεωρήματα περί ελευθέρων R-μοδίων. Η παρούσα
ενότητα θα κλείσει με την παράθεση τής αποδείξεως δύο ακόμη θεωρημάτων που
αφορούν σε ελεύθερουςR-μοδίους. Το πρώτο εξ αυτών (βλ. 2.5.46) διασφαλίζει την
ύπαρξη συμπληρώματος40 ενός υπομοδίουU ενόςR-μοδίουM υπό την προϋπόθεση
ότι ο πηλικομόδιος M/U είναι ελεύθερος. Το δεύτερο (βλ. 2.5.47) μας πληροφορεί
ότι οι υπομόδιοι ελευθέρων R-μοδίων είναι ελεύθεροι όταν ο R είναι Π.Κ.Ι.

2.5.45 Λήμμα. Για κάθε επιμορφισμό f : M ↠ N από έναν R-μόδιο M επί ενός
ελευθέρου R-μοδίου N

Dg P HomR(N,M) : [f ˝ g = idN και M = Ker(f) ‘ Im(g)].

Αποδειξη. Όταν ο N είναι τετριμμένος, ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής. Ας
υποθέσουμε ότι ο N είναι μη τετριμμένος και ότι X είναι μια βάση αυτού. Κατά
το αξίωμα τής επιλογής, για κάθε στοιχείο x P X υπάρχει κάποιο zx P M, τέτοιο
ώστε να ισχύει f(zx) = x. Θεωρούμε την απεικόνιση

θ : X ÝÑ M, x ÞÝÑ θ(x) := zx.

Δυνάμει τού θεωρήματος 2.5.20 υπάρχει ένας (και μόνον) g P HomR(N,M) με την
ιδιότητα g(x) = θ(x) := zx, @x P X . Προφανώς,

[(f ˝ g)(x) = f(zx) = x,@x P X ] ñ f ˝ g|X = idX ùñ
2.5.22

f ˝ g = idN .

40Όπως έχει ήδη αναφερθεί στο εδ. 2.4.19 (i), υπάρχουν υπομόδιοιR-μοδίων που δεν διαθέτουν κανένα συμπλήρωμα.
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Επομένως ο g είναι μονομορφισμός (βλ. 2.2.23 (ii)ñ(i)) και o ǧ : N ÝÑ Im(g)

(που προκύπτει ύστερα από περιορισμό τού πεδίου τιμών τού g στην εικόνα του,
βλ. (2.11)) είναι ισομορφισμός, έχων τον περιορισμό f |Im(g) : Im(g)

–
ÝÑ N τού f

επί τής Im(g) ως αντίστροφό του. Από την ενριπτικότητα αυτού τού περιορισμού
έπεται, ιδιαιτέρως, ότι

Ker(f) X Im(g) = Ker(f |Im(g)) = t0Mu. (2.27)

Από την άλλη μεριά, για κάθε z P M ισχύει

z = (z ´ g(f(z)))
looooooomooooooon

P Ker(f)

+ g(f(z))
loomoon

PIm(g)

, (2.28)

διότι f(z´ g(f(z))) = f(z)´ (f ˝ g)(f(z)) = f(z)´ idN (f(z)) = f(z)´ f(z) = 0N .

Από τις (2.27) και (2.28) συνάγεται ότι M = Ker(f) ‘ Im(g).

2.5.46 Θεώρημα (Συνθήκη διασφαλίζουσα την ύπαρξη συμπληρώματος). Έστω U

ένας υπομόδιος ενός R-μοδίου M. Εάν ο πηλικομόδιος M/U είναι ελεύθερος, τότε
υπάρχει υπομόδιος U 1 τού M, τέτοιος ώστε να ισχύει M = U ‘ U 1.

Αποδειξη. Αρκεί η εφαρμογή τού λήμματος 2.5.45 για τουςM καιN =M/U, όπου
f = πMU (διότι Ker(πMU ) = U με τον πMU επιμορφισμό, βλ. 2.3.1 (iii)).

2.5.47 Θεώρημα (Υπομόδιοι ελευθέρων μοδίων υπεράνω Π.Κ.Ι.). ΕάνM είναι ένας
ελεύθερος R-μόδιος και ο R είναι Π.Κ.Ι., τότε και κάθε υπομόδιος U τού M είναι
ελεύθερος και rankR(U) ď rankR(M).

Αποδειξη. Έστω U ένας υπομόδιος τυχόντος ελεύθερου R-μοδίου M.

Περίπτωση πρώτη. Εάν rankR(M) = 0, τότε οM είναι τετριμμένος και δεν διαθέτει
άλλον υπομόδιο πέραν τού εαυτού του.
Περίπτωση δεύτερη. Υποθέτουμε ότι rankR(M) ‰ 0. Εάν U = t0Mu, τότε ο U έχει
το∅ως βάση του και είναι ελεύθερος έχων βαθμίδα 0.Άρα μπορούμε από τούδε και
στο εξής να υποθέσουμε ότι t0Mu ‰ U Ď M και να θεωρήσουμε μια βάση (xλ)λPΛ

τού R-μοδίου M (με card(Λ) = rankR(M)). Για κάθε υποσύνολο J Ď Λ θέτουμε
MJ := LinR((xj)jPJ) και UJ :=MJ X U.

Ισχυρισμός πρώτος. Η ακόλουθη οικογένεια τριάδων είναι μη κενή:

N :=

#(
J, J 1, φ

) ˇˇ
ˇ

ˇ

ˇ

J 1 Ď J Ď Λ και φ : J 1 ÝÑ UJ απεικόνιση τέτοια,

ώστε η tφ(j)| j P J 1u να είναι μια βάση τού UJ

+

.

Απόδειξη πρώτου ισχυρισμού. Επειδή U ‰ t0Mu, υπάρχει κάποιο x P U∖t0Mu.

Αυτό γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός x = r1xj1 + ¨ ¨ ¨ + rρxjρ στοιχείων τής
(xλ)λPΛ (με τουλάχιστον έναν εκ των συντελεστών ‰ 0R). Επομένως, x P UJ , όπου
J := tj1, ..., jρu Ď Λ. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχουν πεπερασμένα υποσύνολα J Ď Λ

με UJ ‰ t0Mu. Επιλέγουμε ένα εξ αυτών, ας το πούμε J := tj1, ..., jνu, ούτως ώστε
το πλήθος ν των στοιχείων του να είναι το ελάχιστο δυνατό με αυτήν την ιδιότητα,
δηλαδή με U

pJ = t0Mu για κάθε pJ Ř J Ď Λ (ήτοι για κάθε pJ με πλήθος στοιχείων
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ă ν). Έστω τυχόν x P UJ∖t0Mu. Αυτό γράφεται ως x = a1xj1 + ¨ ¨ ¨ + aνxjν , για
κάποια a1, ..., aν P R (με τουλάχιστον ένα εξ αυτών να είναι ‰ 0R). Έστω τυχών
d P ΜΚΔR(a1, ..., aν). Τότε a1 = db1, ..., aν = dbν για κατάλληλα b1, ..., bν P R με41

1R P ΜΚΔR(b1, ..., bν). Θέτοντας

x1 := b1xj1 + ¨ ¨ ¨ + bνxjν και I :=
␣

r P R| rx1 P U
(

,

παρατηρούμε ότι το I είναι ένα ιδεώδες τού R, οπότε I = Ra για κάποιο a P R,
καθώς ο R είναι Π.Κ.Ι. Προφανώς,

[dx1 = x P UJ∖t0Mu και UJ Ď U ] ñ d P I ñ I ‰ t0Ru ñ a ‰ 0R.

Θα δείξουμε ότιUJ = LinR(tyu), όπου y := ax1 (οπότε το tyu θα αποτελεί μια βάση
τού UJ ). Έστω τυχόν z P UJ∖t0Mu. Αυτό εκφράζεται υπό τη μορφή

z = c1xj1 + ¨ ¨ ¨ + cνxjν , για κάποια c1, ..., cν P R∖t0Ru

(διότι εάν κάποιο εξ αυτών ήταν = 0R, τότε κάποιος γραμμικός συνδυασμός στοι-
χείων τής (xλ)λPΛ , το πλήθος των οποίων θα ήταν ă ν, θα ανήκε στον U, κάτι που
θα αντέκειτο στον τρόπο επιλογής τού J). Επειδή

ab1z ´ c1y = ab1(c1xj1 + ¨ ¨ ¨ + cνxjν ) ´ c1a(b1xj1 + ¨ ¨ ¨ + bνxjν )

= 0Rxj1 + a(b1c2 ´ c1b2)xj2 + ¨ ¨ ¨ + a(b1cν ´ c1bν)xjν

η διαφορά ab1z ´ c1y P UJ είναι γραμμικός συνδυασμός στοιχείων τής (xλ)λPΛ , το
πλήθος των οποίων είναι ă ν, οπότε ισχύει κατ’ ανάγκην

0R = ab1z ´ c1y = a(b1z ´ c1x
1)

a ‰ 0R και R ακεραία περιοχή

+

ñ b1z = c1x
1

και (λόγω των ανωτέρω εξισώσεων) b1c2 = c1b2, ..., b1cν = c1bν . Κατά συνέπειαν,

b1 | c1b1
b1 | c1b2

...
b1 | c1bν

,

/

/

/

.

/

/

/

-

ñ b1 | d, @d P ΜΚΔR(c1b1, ..., c1bν),

με42 ΜΚΔR(c1b1, ..., c1bν) = tc1δ : δ P ΜΚΔR(b1, ..., bν)u , απ’ όπου έπεται (θέτο-
ντας δ = 1R) ότι

b1 | c1 ñ [Dc1
1 P R : c1 = b1c

1
1]

0R ‰ c1 ñ b1 ‰ 0R και c1
1 ‰ 0R

R ακεραία περιοχή

,

/

/

.

/

/

-

ñ z = c1
1x

1

και, κατ’ επέκταση, ότι c1
1 P I (αφού z P U). Επομένως, c1

1 = c2
1a για κάποιο στοιχείο

c2
1 P R∖t0Ru και, ως εκ τούτου, z = c1

1x
1 = c2

1ax
1 = c2

1y P LinR(tyu). Έχουμε
λοιπόν δείξει ότι το tyu αποτελεί μια βάση τού UJ . Θέτοντας J 1 := tj1u και

φ : J 1 ÝÑ UJ , j1 ÞÝÑ φ(j1) := y,

41Για ν = 1 τούτο είναι προφανές, για ν = 2 έπεται από το λήμμα 1.4.27 και για ν ě 3 επαγωγικώς κάνοντας
χρήση τού λήμματος 1.4.30.

42Τούτο έπεται από το (iv) τής προτάσεως 1.4.34 και μαθηματική επαγωγή (όταν ν ě 3, μέσω τού λήμματος 1.4.30).
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παρατηρούμε ότι η (συγκεκριμένη) τριάδα (J, J 1, φ) ανήκει στην N.

Εφαρμογή τού λήμματος τού Zorn. Η οικογένεια N ‰ ∅ καθίσταται μερικώς διατε-
ταγμένο σύνολο ως προς την ακόλουθη “ĺ”:(

J, J 1, φ
)

ĺ
(
L,L1, θ

)
ðñ
ορσ

[J Ď L, J 1 Ď L1 και θ|J 1 = φ].

Για κάθε αλυσίδα (Jλ, J
1
λ, φλ)λPΛ τού (N,ĺ) η τριάδα (

Ť

λPΛ Jλ,
Ť

λPΛ J
1
λ,Φ) με

Φ|J 1
λ
= φλ είναι ένα άνω φράγμα αυτής, οπότε το (N,ĺ) είναι επαγωγικώς δια-

τεταγμένο. Δυνάμει τού λήμματος τού Zorn το (N,ĺ) διαθέτει κάποιο μεγιστικό
στοιχείο (J‚, J

1
‚, φ‚) .

Ισχυρισμός δεύτερος. J‚ = Λ.

Απόδειξη δεύτερου ισχυρισμού. Ας υποθέσουμε ότι J‚ Ř Λ, ας επιλέξουμε έ-
να λ‚ P Λ∖J‚ και ας θέσουμε L‚ := J‚ Y tλ‚u. Εάν UJ‚ = UL‚ , τότε ισχύ-
ει (J‚, J

1
‚, φ‚)

ă
‰
(L‚, J

1
‚, φ‚) , κάτι που αντίκειται στη μεγιστικότητα τής τριάδας

(J‚, J
1
‚, φ‚) εντός τής N. Άρα

UJ‚ Ř UL‚ = (LinR(txλ‚ u) +MJ‚) X U

και το Q := tr P R| rxλ‚ + v P U, για v P MJ‚ u είναι ένα ιδεώδες τού δακτυλίου
R. Επειδή UJ‚ Ř UL‚ , έχουμε Q ‰ t0Ru, οπότε Q = Ra για κάποιο a P R∖t0Ru,

καθώς ο R είναι Π.Κ.Ι. Άρα υπάρχει κάποιο w P MJ‚ με z := axλ‚ + w P U.

Θέτοντας L1
‚ := J 1

‚ Y tλ‚u, ορίζοντας την απεικόνιση

θ‚ : L1
‚ ÝÑ UL‚ , j ÞÝÑ θ‚(j) :=

#

φ‚(j), όταν j P J 1
‚,

z, όταν j = λ‚,

και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι κάθε x P UL‚ γράφεται ως x = bxλ‚ + v για κάποια
b P R και v P MJ‚ , παρατηρούμε ότι

b P Q ñ [Dc P R : b = ac] ñ x = acxλ‚ + v = c(axλ‚) + v = cz + (v ´ cw)

οπότε
x´ cz = v ´ cw P MJ‚ X U =: UJ‚

LinR(tφ‚(j)| j P J 1
‚u) = UJ‚

+

ñ x´ cz = s1φ‚(j1) + ¨ ¨ ¨ + sκφ‚(jκ),

για κάποιους s1, ..., sκ P R και tj1, ..., jκu Ď J 1
‚. Επομένως,

x = cθ‚(λ‚) + s1θ‚(j1) + ¨ ¨ ¨ + sκθ‚(jκ) ñ LinR(tθ‚(j)| j P L1
‚u) = UL‚ . (2.29)

Από την άλλη μεριά, από κάθε σχέση τής μορφής

s0 θ‚(λ‚)
loomoon

=z

+s1θ‚(j1) + ¨ ¨ ¨ + sνθ‚(jν) = 0M (2.30)

(για κάποιους s0, s1, ..., sν P R και tλ‚, j1, ..., jνu Ď L1
‚) προκύπτει ότι

as0xλ‚ = ´(s0w + s1θ‚(j1) + ¨ ¨ ¨ + sνθ‚(jν)) ñ as0xλ‚ P MJ‚ X LinR(txλ‚ u) = t0Mu.
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Επειδή η οικογένεια στοιχείων (xλ)λPΛ είναι βάση τού M, έχουμε

as0xλ‚ = 0M ñ as0 = 0R ùñ
a‰0R

s0 = 0R,

οπότε

s1φ‚(j1) + ¨ ¨ ¨ + sνφ‚(jν) = 0M

και το tφ‚(j)| j P J 1
‚u είναι βάση τού UJ‚

+

ñ s1 = ¨ ¨ ¨ = sν = 0R. (2.31)

Από τις (2.29), (2.30) και (2.31) συνάγεται ότι το tθ‚(j)| j P L1
‚u αποτελεί μια βάση

τού UL‚ . Αυτό σημαίνει ότι (J‚, J
1
‚, φ‚)

ă
‰
(L‚, L

1
‚, θ‚) , κάτι που αντίκειται εκ νέου

στη μεγιστικότητα τής τριάδας (J‚, J
1
‚, φ‚) εντός τής N. Άτοπο!

Αποπεράτωση αποδείξεως. Επειδή J‚ = Λ, έχουμε MJ‚ = M, UJ‚ = U και το σύ-
νολο tφ‚(j)| j P J 1u αποτελεί μια βάση τού U.Κατά συνέπειαν, ο U είναι ελεύθερος
R-μόδιος και rankR(U) = card(J 1) ď card(Λ) = rankR(M).

2.5.48 Παράδειγμα. Το θεώρημα 2.5.47 παύει να ισχύει όταν ο R δεν είναι Π.Κ.Ι.
Εάν, π.χ., R = Z[

?
´5], τότε το ιδεώδες I :=

@

2, 1 +
?

´5
D

(ως υπομόδιος τού R-
μοδίου R) δεν είναι ελεύθερος R-μόδιος43.

2.5.49 Πόρισμα. Εάν M είναι ένας πεπερασμένως παραγόμενος R-μόδιος και ο R
είναι Π.Κ.Ι., τότε και κάθε υπομόδιος U τού M είναι πεπερασμένως παραγόμενος.

Αποδειξη. Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι M ‰ t0Mu

και ότι M = LinR(x1, ..., xk) με τα x1, ..., xk σαφώς διακεκριμένα και ‰ 0M . Εάν U
είναι τυχών υπομόδιος τούM, θα δείξουμε ότι οU διαθέτει ένα σύνολο γεννητόρων
έχον πληθικό αριθμό ď k. Επειδή R(tx1,...,xku) – Rk, υφίσταται ισομορφισμός

M
–

ÝÑ
f

Rk/W,

για κάποιον υπομόδιο W τού Rk. (Βλ. απόδειξη τού πορίσματος 2.5.23.) Επομέ-
νως η εικόνα τού U μέσω αυτού τού ισομορφισμού οφείλει να είναι τής μορφής
f(U) = Z/W, για κάποιον υπομόδιο Z τού Rk περιέχοντα τον W. (Βλ. θεώρημα
2.3.4.) Όμως σύμφωνα με το θεώρημα 2.5.47, ο Z (ως υπομόδιος τού ελευθέρου R-
μοδίου Rk) είναι ελεύθερος και l := rankR(Z) ď rankR(Rk) = k, οπότε Z – Rl.

(Βλ. 2.5.14 και 2.5.39.) Εάν tbj | 1 ď j ď lu είναι μια βάση τού Rl, τότε είναι προ-
φανές ότι

Z/W = LinR(b1 +W, ..., bl +W )

και ότι ο U = f´1(Z/W ) παράγεται από l στοιχεία τού M.

2.5.50 Παράδειγμα. Το πόρισμα 2.5.49 παύει να ισχύει όταν ο R δεν είναι Π.Κ.Ι.
Εάν, π.χ., R = Z[X1,X2, . . . ,Xm´1,Xm, . . .] είναι ο πολυωνυμικός δακτύλιος44

Z[X1,X2, . . . ,Xm´1,Xm, . . .] :=
ď

nPN
Z[X1, . . . ,Xn],

43Τούτο έπεται από το ότι το εν λόγω ιδεώδες δεν είναι κύριο. (Βλ. 2.5.15 (iv) και εδ. 1.3.43.)
44Εν προκειμένω, Z[X1,X2] := Z[X1][X2], ...,Z[X1, ...,Xn´1,Xn] := Z[X1, ...,Xn´1][Xn], ...
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άπειρων (αριθμήσιμων, ανεξάρτητων) απροσδιορίστων (με ακεραίους συντελε-
στές) που προκύπτει ως ένωση των όρων τής ανιούσας ακολουθίας ακεραίων πε-
ριοχών

Z[X1] Ř Z[X1,X2] Ř ¨ ¨ ¨ Ř Z[X1, . . . ,Xn´1] Ř Z[X1, . . . ,Xn] Ř ¨ ¨ ¨ ,

τότε το xt Xn |n P Nuy δεν είναι πεπερασμένως παραγόμενο ιδεώδες τού R. Ως εκ
τούτου, το xt Xn |n P Nuy αποτελεί έναν μη πεπερασμένως παραγόμενο υπομόδιο
τού R-μοδίου R. (Βλ. 2.1.9 (i).)

2.5.51 Συμβολισμός. Εάν M είναι ένας πεπερασμένως παραγόμενος R-μόδιος, θέ-
τουμε min-g(M) := min tn P N| D σύστημα γεννητόρων E τού M : card(E ) = nu .

2.5.52 Πόρισμα. Έστω ότι M,N είναι R-μόδιοι και f : M ÝÑ N ένας επιμορφι-
σμός. Εάν o R είναι Π.Κ.Ι. και ο M πεπερασμένως παραγόμενος, τότε τόσον ο N
όσον και ο Ker(f) είναι πεπερασμένως παραγόμενοι, και ισχύει

min-g(N) ď min-g(M) ď min-g(N) + min-g(Ker(f)). (2.32)

Αποδειξη. Το ότι οι N και Ker(f) είναι πεπερασμένως παραγόμενοι είναι γνωστό
από τα πορίσματα 2.2.8 και 2.5.49, αντιστοίχως, ενώ οι (2.32) προκύπτουν άμεσα
από την πρόταση 2.2.7.

Η παρούσα ενότητα θα κλείσει με την απόδειξη τής ακόλουθης γενικεύσεως τού
πορίσματος 2.5.49:

2.5.53 Θεώρημα. Έστω R ένας ναιτεριανός δακτύλιος. (Βλ. εδ. 1.3.30.) Εάν ο M
είναι ένας πεπερασμένως παραγόμενος R-μόδιος, τότε και κάθε υπομόδιος U τού
M είναι πεπερασμένως παραγόμενος.

Αποδειξη. Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι M ‰ t0Mu

και ότι M = LinR(x1, ..., xk) με τα x1, ..., xk σαφώς διακεκριμένα και ‰ 0M . Εάν U
είναι τυχών υπομόδιος τούM, θα δείξουμε ότι οU διαθέτει ένα πεπερασμένο σύνο-
λο γεννητόρων. Επειδή R(tx1,...,xku) – Rk, υφίσταται ισομορφισμός M –

ÝÑ
f

Rk/W,

για κάποιον υπομόδιο W τού Rk. (Βλ. απόδειξη τού πορίσματος 2.5.23.) Επομέ-
νως η εικόνα τού U μέσω αυτού τού ισομορφισμού οφείλει να είναι τής μορφής
f(U) = Z/W, για κάποιον υπομόδιο Z τού R-μοδίου Rk περιέχοντα τον W. (Βλ.
θεώρημα 2.3.4.) Λόγω τού πορίσματος 2.2.8, αρκεί να δειχθεί ότι ο Z είναι πεπε-
ρασμένως παραγόμενος υπομόδιος τού Rk. Θα χρησιμοποιήσουμε μαθηματική ε-
παγωγή επί τού k. Εάν k = 1, τότε ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής, διότι ο R
είναι εξ υποθέσεως ναιτεριανός. Ας υποθέσουμε εφεξής ότι k ě 2. Είναι εύκολο να
ελεγχθεί ότι το σύνολο I :=

␣

z1| z = (z1, ..., zk) P Rk
(

Ď R αποτελεί ένα ιδεώδες
τού R. Επειδή ο R είναι ναιτεριανός, υπάρχουν ν P N στοιχεία

z
(1)
1 , ..., z

(ν)
1 P R : I =

A

z
(1)
1 , ..., z

(ν)
1

E

.

Θεωρούμε για κάθε j P t1, ..., lu στοιχεία z(j) P Z, η «πρώτη συντεταγμένη» των
οποίων ισούται με το z(j)1 . Τότε για κάθε z P Z υπάρχουν στοιχεία r1, ..., rl P R,
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τέτοια ώστε να ισχύει

z ´ r1z
(1) ´ ¨ ¨ ¨ ´ rlz

(l) = (0R, z
1
2, ..., z

1
k),

για κάποια z1
2, ..., z

1
k ανήκοντα στον R. Ταυτίζοντας τον Rk´1 εντός τού Rk με εκεί-

νον τον υπομόδιο τού Rk που αποτελείται από στοιχεία τού Rk έχοντα ως «πρώτη
τους συντεταγμένη» το 0R, σχηματίζουμε τον υπομόδιο Z 1 := Z X Rk´1 τού Rk´1.

Σύμφωνα με την επαγωγική μας υπόθεση, ο Z 1 είναι πεπερασμένως παραγόμενος.
Συγκεκριμένα, εάν Z 1 = LinR(tt1, ..., tmu), τότε έχουμε

Z = LinR(tt1, ..., tm, z(1), ..., z(l)u)

και, κατ’ επέκταση, Z/W = LinR(tt1+W, ..., tm+W, z(1)+W, ..., z(l)+W u). Επο-
μένως και ο αρχικώς θεωρηθείς υπομόδιος U = f´1(Z/W ) τού M διαθέτει όντως
ένα πεπερασμένο σύνολο γεννητόρων.

2.6 ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΣ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΟΙ ΜΟΔΙΟΙ
ΟΡΙΣΜΕΝΟΙ ΥΠΕΡΑΝΩ Π.Κ.Ι.

Οι πεπερασμένως παραγόμενοι μόδιοι, οι οποίοι ορίζονται υπεράνω περιοχών κυ-
ρίων ιδεωδών, είναι ταξινομήσιμοι μέχρις ισομορφισμού με τη βοήθεια διακριτών
αναλλοιώτων. (Συγκεκριμένα, με τη βοήθεια τής ελεύθερης βαθμίδας τους, τής τάξε-
ως τού υπομοδίου στρέψεώς τους και των εκθετών των στοιχειωδών διαιρετών τους.)
Το σχετικό δομικό θεώρημα (βλ. εδ. 2.6.30) είναι λίαν σημαντικό, καθώς γενικεύει
το θεώρημα ταξινομήσεως των πεπερασμένως παραγομένων αβελιανών ομάδων και
υπεισέρχεται σε μια σειρά ενδιαφερουσών εφαρμογών σε πολλούς μαθηματικούς
κλάδους, αλλά η απόδειξή του είναι κατά τι μακροσκελής, χωριζόμενη σε αρκετά
βήματα.

2.6.1 Ορισμός. ΈστωM έναςR-μόδιος, όπουR μια ακεραία περιοχή. Ένα στοι-
χείο x P M καλείται στοιχείο στρέψεως όταν υπάρχει κάποιο r P R∖t0Ru, τέ-
τοιο ώστε να ισχύει rx = 0M . Tα στοιχεία στρέψεως τού M συνιστούν έναν
υπομόδιο45 tors(M) τού M. Ο tors(M) καλείται46 υπομόδιος στρέψεως τού M.

Λέμε ότι ο M είναι R-μόδιος στρέψεως όταν tors(M) = M. Κατ’ αναλογίαν,
λέμε ότι ο M είναι R-μόδιος χωρίς στρέψη (ή ότι ο M δεν διαθέτει στρέψη ή ότι
στερείται στρέψεως) όταν tors(M) = t0Mu.

2.6.2 Παράδειγμα. Έστω (G,+) μια μη τετριμμένη αβελιανή ομάδα (θεωρούμενη
ως Z-μόδιος, βλ. 2.1.4 (i)). Τα στοιχεία στρέψεως αυτής είναι ακριβώς εκείνα τα
στοιχεία, η (ομαδοθεωρητική) τάξη των οποίων είναι πεπερασμένη.

45Εάν υποθέσουμε ότι s1, s2 P R και x, y P tors(M) , τότε υπάρχουν στοιχεία r1, r2 P R∖t0Ru, τέτοια ώστε
να ισχύει r1x = 0M = r2x. Επειδή ο δοθείς δακτύλιος R είναι ακεραία περιοχή, έχουμε r1r2 P R∖t0Ru και
r1r2(s1x+ s2y) = 0M ñ s1x+ s2y P tors(M) και το tors(M) αποτελεί υπομόδιο τούM. (Βλ. πρόταση 2.1.7.)

46Το σύμβολο tors(M) προκύπτει από τον όρο torsion (= στρέψη).
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2.6.3 Λήμμα. Εάν M είναι ένας R-μόδιος, όπου R ακεραία περιοχή, τότε τα ακό-
λουθα είναι ισοδύναμα:
(i) O M δεν διαθέτει στρέψη.
(ii) Τα μονοσύνολα txu είναι γραμμικώς ανεξάρτητα για κάθε x P M∖t0Mu.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν tors(M) = t0Mu και x P M∖t0Mu = M∖tors(M) , τότε
για κάθε r P R με rx = 0M έχουμε r = 0R (διότι αλλιώς το x θα ήταν στοιχείο
στρέψεως τού M), οπότε το μονοσύνολο txu είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

(ii)ñ(i) Εάν υπήρχε κάποιο x P tors(M) με x ‰ 0M , τότε θα υπήρχε κάποιο
r P R∖t0Ru, τέτοιο ώστε να ισχύει rx = 0M , απ’ όπου θα έπετο ότι το txu είναι
γραμμικώς εξαρτημένο.

2.6.4 Πρόταση. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., τότε κάθε πεπερασμένως παραγόμενος R-
μόδιος M χωρίς στρέψη είναι ελεύθερος.

Αποδειξη. Έστω tx1, ..., xku ένα σύστημα γεννητόρων ενός τέτοιου R-μοδίου M.

Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι47 xj ‰ 0M για κάθε
j P t1, ..., ku.Επειδή οM δεν διαθέτει στρέψη, κάθε μονοσύνολο txju, j P t1, ..., ku,

είναι γραμμικώς ανεξάρτητο. (Βλ. λήμμα 2.6.3.) Από όλα τα γραμμικώς ανεξάρτη-
τα υποσύνολα τού tx1, ..., xku επιλέγουμε ένα με το μέγιστο δυνατό πλήθος στοι-
χείων. Δίχως βλάβη τής γενικότητας (ενδεχομένως έπειτα από κάποια αναδιάταξη
δεικτών) μπορούμε να υποθέσουμε ότι αυτό είναι το tx1, ..., xlu, όπου l P t1, ..., ku.

Εάν l = k, τότε το tx1, ..., xku είναι μια βάση τού M, οπότε ο M είναι ελεύθερος.
Εάν l P t1, ..., k ´ 1u, τότε όλα τα σύνολα tx1, ..., xlu Y txju, l ă j ď k, είναι (εξ
υποθέσεως) γραμμικώς εξαρτημένα. Κατά συνέπειαν,

D(r1,j , ..., rl,j) P Rl και Drj P R∖t0Ru : rjxj =
l
ř

i=1

ri,jxi, @j P tl + 1, ..., ku.

Θέτοντας48 r := rl+1rl+2 ¨ ¨ ¨ rk P R∖t0Ru λαμβάνουμε για κάθε j P tl + 1, ..., ku

rxj P Rx1 ‘Rx2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rxl =: N.

Προφανώς, rxj P N και για κάθε j P t1, ..., lu. Αυτό σημαίνει ότι rx P N για
κάθε x P M , οπότε trx|x P Mu =: rM Ď N. Το rM είναι ελεύθερος R-μόδιος
ως υπομόδιος τού ελευθέρου R-μοδίου N. (Βλ. θεώρημα 2.5.47.) Επειδή ο M δεν
διαθέτει στρέψη και r ‰ 0R, η απεικόνιση M Q x ÞÑ rx P rM είναι ισομορφισμός.
Άρα ο M – rM είναι (και σε αυτήν την περίπτωση) ελεύθερος R-μόδιος.

2.6.5 Λήμμα. ΕάνM είναι έναςR-μόδιος, όπουR ακεραία περιοχή, τότε ο πηλικο-
μόδιος M/tors(M) δεν διαθέτει στρέψη.

47Εάν κάποιo εξ αυτών είναι = 0M , τότε μπορεί να παραλειφθεί. Εάν k = 1 και x1 = 0M , τότε ο M είναι
τετριμμένος, οπότε ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής.

48Το ότι r ‰ 0R οφείλεται στο ότι ο δακτύλιοςR είναι ακεραία περιοχή.
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Αποδειξη. Θέτοντας U := tors(M) και υποθέτοντας ότι x+U P tors(M/U), όπου
x P M, υπάρχει r P R∖t0Ru, τέτοιο ώστε να ισχύει

rx+ U = r(x+ U) = 0M/U = U ñ rx P U.

Κατά συνέπειαν,
Ds P R∖t0Ru : s(rx) = (sr)x = 0M

με sr ‰ 0R (διότι ο δακτύλιος R είναι ακεραία περιοχή). Αυτό σημαίνει ότι x P U,

ήτοι x+ U = U = 0M/U και, κατ’ επέκταση, ότι tors(M/U) = t0M/Uu.

2.6.6 Θεώρημα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., τότε κάθε πεπερασμένως παραγόμενος R-
μόδιος M γράφεται ως ευθύ άθροισμα

M = tors (M) ‘ frp(M),

όπου49 frp(M) – M/tors(M) είναι ένας ελεύθερος υπομόδιος τού M (το λεγόμενο
ελεύθερο μέρος τού M).

Αποδειξη. Εάν tx1, ..., xku είναι ένα σύστημα γεννητόρων ενός τέτοιου R-μοδίου
M, τότε το

tx1 + tors (M) , ..., xk + tors (M)u

αποτελεί ένα σύστημα γεννητόρων τού M/tors(M) . Επομένως ο πηλικομόδιος
M/tors(M) είναι πεπερασμένως παραγόμενος και ταυτοχρόνως (σύμφωνα με το
λήμμα 2.6.5) χωρίς στρέψη. Εξ αυτού προκύπτει ότι ο M/tors(M) είναι ελεύθε-
ρος. (Βλ. πρόταση 2.6.4.) Από την άλλη μεριά, υπάρχει υπομόδιος frp(M) τού
M, τέτοιος ώστε M = tors(M)‘ frp(M). (Βλ. θεώρημα 2.5.46.) Ο ισομορφισμός
frp(M) – M/tors(M) προκύπτει από την πρόταση 2.4.20.

2.6.7 Ορισμός. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M ένας πεπερασμένως παραγόμενος
R-μόδιος, τότε ορίζουμε ως ελεύθερη βαθμίδα τού M

fr-rankR(M) := rankR(frp (M)) (2.33)

τη βαθμίδα τού ελεύθερου μέρους του.

2.6.8 Λήμμα. Εάν f : M ÝÑ N είναι ένας ομομορφισμός R-μοδίων, τότε ισχύει ο
εγκλεισμός f(tors(M)) Ď tors(N) και, ως εκ τούτου, ορίζεται καλώς ο «κανονιστι-
κός» ομομορφισμός

fπηλ. :M/tors(M) ÝÑ N/tors(N)

x+ tors(M) ÞÝÑ fπηλ.(x+ tors(M)) := f(x) + tors(N),

49Επελέγη το σύμβολο “frp(M)” για να θυμίζει το free part ofM.
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ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

M

πMtors(M)
����

ö

f
// N

πNtors(N)
����

M/tors(M)
fπηλ.

// N/tors(N)

μεταθετικό. Επιπροσθέτως, ισχύουν τα ακόλουθα:
(a) O fπηλ. είναι μονομορφισμός ðñ tors(M) = f´1(tors(N)).

(b) O fπηλ. είναι επιμορφισμός ðñ Im(f) + tors(N) = N.

Αποδειξη. Εάν x P M με rx = 0M για κάποιο r P R∖t0Ru, τότε έχουμε

rf(x) = f(rx) = f(0M ) = 0N ñ f(x) P tors(N).

Επομένως, f(tors(M)) Ď tors(N). Οι λοιποί ισχυρισμοί (λαμβανομένης υπ’ όψιν
τής σημειώσεως 2.3.11) είναι αληθείς δυνάμει τού θεωρήματος 2.3.10.

2.6.9 Θεώρημα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M,N πεπερασμένως παραγόμενοι R-
μόδιοι, τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) M – N.

(ii) tors(M) – tors(N) και frp(M) – frp(N).

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Έστω f : M
–

ÝÑ N ένας ισομορφισμός. Εφαρμόζοντας το
λήμμα 2.6.8 τόσον για τον f όσον και για τον f´1 λαμβάνουμε

f(tors(M)) Ď tors(N)

f´1(tors(N)) Ď tors(M)

+

ñ f(tors(M)) = tors(N), (2.34)

οπότε η f |tors(M) : tors(M) ÝÑ tors(N) είναι ισομορφισμός με τον f´1
ˇ

ˇ

tors(N)
ως

αντίστροφό του. Επίσης, λόγω τής ισότητας (2.34) πληρούται η συνθήκη (a) τού
λήμματος 2.6.8 για τον fπηλ.. Επειδή δε Im(f) = N, πληρούται και η συνθήκη (b)
τού λήμματος 2.6.8 για τον fπηλ.. Άρα ο fπηλ. είναι ισομορφισμός και ο ισχυρισμός
είναι αληθής, διότι (βάσει των αποδειχθέντων στο θεώρημα 2.6.6)

frp(M) – M/tors (M) και frp(N) – N/tors (N) .

(ii)ñ(i) Κατά το θεώρημα 2.6.6,M – tors (M)‘ frp (M) , N – tors (N)‘ frp (N) .

Εάν f1 : tors(M)
–

ÝÑ tors(N) και f2 : frp(M)
–

ÝÑ frp(N) είναι ισομορφισμοί, τότε
ο ομομορφισμός f1 ‘ f2 :M ÝÑ N είναι ωσαύτως ισομορφισμός.

§ Μόδιοι στρέψεως υπεράνω Π.Κ.Ι. Επειδή (κατά την πρόταση 2.5.41 και τον ορισμό
(2.33)) ισχύει

frp (M) – frp (N) ô fr-rankR(M) = fr-rankR(N), (2.35)

για να καταλήξουμε σε ένα όμορφο θεώρημα ταξινομήσεως των πεπερασμένως πα-
ραγομένων μοδίων υπεράνω Π.Κ.Ι. μέχρις ισομορφισμού αρκεί να εστιάσουμε την
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προσοχή μας στο πότε δυο πεπερασμένως παραγόμενοι μόδιοι στρέψεως (υπεράνω
Π.Κ.Ι.) είναι ισόμορφοι.

2.6.10 Ορισμός. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω x P M. Το σύνολο

AnnR(x) := tr P R | rx = 0M u

ονομάζεται μηδενιστής τού στοιχείου x. Όταν ο R είναι ακεραία περιοχή,

tors (M) = tx P M | AnnR(x) ‰ t0Ruu .

Εάν U είναι ένας υπομόδιος τού M, τότε το σύνολο

AnnR(U) := tr P R | ru = 0M , @u P U u

ονομάζεται μηδενιστής τού υπομοδίου U.

2.6.11 Πρόταση. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω x P M. Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) To AnnR(x) είναι ένα ιδεώδες τούR (και κατ’ επέκταση υπομόδιος τούR-μοδίου
R) και υφίσταται ένας ισομορφισμός R-μοδίων:

R/AnnR(x) – Rx. (2.36)

(ii) Εάν U είναι ένας υπομόδιος τού M, τότε τo AnnR(U) είναι ένα ιδεώδες τού R
(και κατ’ επέκταση υπομόδιος τού R-μοδίου R).
(iii) Εάν οM είναι πεπερασμένως παραγόμενος και tx1, ..., xku τυχόν σύστημα γεν-
νητόρων αυτού, τότε

AnnR(M) =
k
Ş

j=1

AnnR(xj).

Αποδειξη. (i) Εάν a1, a2, a P AnnR(x) και r P R, τότε
(a1 ´ a2)x = a1x´ a2x = 0M ´ 0M = 0M ñ a1 ´ a2 P AnnR(x),

(ra)x = r(ax) = r0M = 0M ñ ra P AnnR(x).

Επιπροσθέτως, ο επιμορφισμός R-μοδίων R Q r ÞÝÑ rx P Rx έχει ως πυρήνα του
τον μηδενιστή τού x, οπότε ο (2.36) προκύπτει από το 1ο θεώρημα ισομορφισμών
2.3.7.
(ii) Εάν a1, a2, a P AnnR(U) και r P R, τότε για κάθε u P U έχουμε

(a1 ´ a2)u = a1u´ a2u = 0M ´ 0M = 0M ñ a1 ´ a2 P AnnR(U),

(ra)u = r(au) = r0M = 0M ñ ra P AnnR(U).

(iii) Εξ ορισμού, AnnR(M) Ď AnnR(xj) για κάθε δείκτη j P t1, ..., ku, απ’ όπου
έπεται ότι AnnR(M) Ď

Şk
j=1 AnnR(xj).Και αντιστρόφως· εάν r P

Şk
j=1 AnnR(xj)

και x P M, τότε υπάρχουν r1, ..., rk P R, τέτοια ώστε

x =
k
ř

j=1

rjxj ñ rx = r

(
k
ř

j=1

rjxj

)
=

k
ř

j=1

rj(rxj) =
k
ř

j=1

rj0M = 0M ,
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απ’ όπου έπεται ότι x P AnnR(M), οπότε
Şk
j=1 AnnR(xj) Ď AnnR(M).

2.6.12 Ορισμός. Έστω R μια Π.Κ.Ι. και έστω M ένας R-μόδιος.
(i) Για κάθε s P R ορίζουμε τον υπομόδιο τού M

M [s] := tx P M |sx = 0M u

τον απαρτιζόμενο από εκείνα τα στοιχεία τού M τα οποία μηδενίζονται πολ-
λαπλασιαζόμενα με το s. Εάν s, s1 P R και s | s1, τότε είναι πρόδηλο ότι
M [s] Ď M [s1]. Ιδιαιτέρως, για κάθε s P R και κάθε n P N έχουμε

M [s] Ď M [s2] Ď M [s3] Ď ¨ ¨ ¨ Ď M [sn] Ď M [sn+1] Ď ¨ ¨ ¨ (2.37)

(ii) Εάν s P R, τότε λόγω τής (2.37) ορίζεται ο υπομόδιος

M(s) :=
Ť

nPN
M [sn] = tx P M |snx = 0M για κάποιον n P Nu

τού M που καλείται s-συνιστώσα τού M.

(iii) Εάν το p είναι ένα πρώτο στοιχείο τήςR (βλ. 1.4.36), τότε οM(p) ονομάζεται
p-πρωτεύουσα συνιστώσα τού M.

(iv) Εάν το p είναι ένα πρώτο στοιχείο τήςR, τότε οM καλείται p-πρωτεύων (ή p-
περιοδικός) ότανM =M(p), ήτοι όταν ισούται με την p-πρωτεύουσα συνιστώσα
του.

2.6.13 Παρατήρηση. U(s) =M(s) X U, @s P R, για κάθε υπομόδιο U τού M.

2.6.14 Πρόταση. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M ένας R-μόδιος, τότε

tors(M) = t0Mu ðñ (M [s] = t0Mu, @s P R∖t0Ru).

Αποδειξη. “ñ” Έστω ότι υπάρχει s P R∖t0Ru με M [s] ‰ t0Mu. Τότε υπάρχει
κάποιο στοιχείο x P M [s]∖t0Mu. Γι’ αυτό το στοιχείο ισχύει sx = 0M , οπότε έχουμε
x P tors(M)∖t0Mu, απ’ όπου έπεται ότι tors(M) ‰ t0Mu.

“ð” Έστω ότι tors(M) ‰ t0Mu. Τότε υπάρχει x P tors(M)∖t0Mu, οπότε υπάρχει
κάποιο s P R∖t0Ru με sx = 0M . Εξ αυτού έπεται ότι x P M [s]∖t0Mu, ήτοι ότι
M [s] ‰ t0Mu.

2.6.15 Πρόταση. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., k P N, k ě 2, τα a1, a2, ..., ak P R ανά δύο
“σχετικώς πρώτα” (δηλαδή 1R P ΜΚΔR(ai, aj) για i, j P t1, ..., ku με i ‰ j) και M
ένας R-μόδιος, τότε

M [a1a2 ¨ ¨ ¨ ak] =
k
À

j=1

M [aj ].

Αποδειξη. Xρησιμοποιούμε μαθηματική επαγωγή ως προς τον k. Εάν k = 2, τότε

D(b1, b2) P R ˆR : 1R = a1b1 + a2b2,
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οπότε για κάθε x P M [a1a2] έχουμε

x = a1b1x+ a2b2x = a2b2x+ a1b1x,

απ’ όπου έπεται ότι a1b1x P M [a2] (διότι a2(a1b1x) = b1(a1a2x) = b10M = 0M )
και (κατ’ αναλογίαν) a2b2x P M [a1] . Κατά συνέπειαν,

M [a1a2] Ď M [a1] +M [a2]

M [a1] Ď M [a1a2] , M [a2] Ď M [a1a2]

+

ñ M [a1a2] =M [a1] +M [a2] .

Από την άλλη μεριά, για κάθε y P M [a1] XM [a2] έχουμε

y = a1b1y + a2b2y = b1(a1y) + b2(a2y) = b10M + b20M = 0M ,

οπότε

M [a1a2] =M [a1] +M [a2]

M [a1] XM [a2] = t0Mu

+

ùñ
2.4.17

M [a1a2] =M [a1] ‘M [a2] .

Εάν υποθέσουμε ότι k ě 3 και ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής για οιαδήποτε k ´ 1

ανά δύο σχετικώς πρώτα στοιχεία τής R, τότε

M =M [a1a2 ¨ ¨ ¨ ak´1] ‘M [ak] = (
k´1
À

j=1

M [aj ]) ‘M [ak] =
k
À

j=1

M [aj ],

λόγω τής επαγωγικής υποθέσεώς μας (διότι τα a1 ¨ ¨ ¨ ak´1 και ak είναι σχετικώς
πρώτα).

2.6.16 Πόρισμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., r P R και r „
συν.

pν11 p
ν2
2 . . . pνtt είναι η πα-

ράσταση τού r ως γινομένου (κατάλληλων θετικών ακεραίων δυνάμεων) πρώτων
στοιχείων p1, p2, ..., pt τής R (που είναι ανά δύο μη συντροφικά όταν t ě 2), τότε
για κάθε j P t1, ..., tu ισχύει η ισότητα

M [r](pj) =M [p
νj
j ] (:=

␣

x P M
ˇ

ˇp
νj
j x = 0M

(

).

Αποδειξη. Περίπτωση πρώτη. Εάν t = 1, τότε50 M [r] =M [pν11 ] και

M [r](p1) =M [r] XM(p1) =M [pν11 ] XM(p1) =M [pν11 ],

διότι είναι προφανές ότι M [pν11 ] Ď M(p1).

Περίπτωση δεύτερη. Εάν t ě 2, τότε για κάθε j P t1, ..., tu τα pνjj και
ś

iPt1,...,tu∖tju

pνii

είναι σχετικώς πρώτα, οπότε η πρόταση 2.6.15 μας πληροφορεί ότι

M [r] =M [p
νj
j ] ‘M [

ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i ].

50Προφανώς,pν11 | r ñ M [p
ν1
1 ] Ď M [r].Και αντιστρόφως· επειδή r = up

ν1
1 για κάποιοu P Rˆ, εάνx P M [r],

τότε από την
(
up
ν1
1

)
x = 0M έπεται ότι pν11 x = 0M , ήτοι ότι x P M [p

ν1
1 ].



§2.6 ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΣ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΟΙ ΜΟΔΙΟΙ ΟΡΙΣΜΕΝΟΙ ΥΠΕΡΑΝΩ Π.Κ.Ι.127

Επειδή M [p
νj
j ] Ď M(pj), @j P t1, ..., tu, έχουμε

M [r](pj) =M [r] XM(pj)

=
(
M [p

νj
j ] ‘M [

ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i ]
)

XM(pj)

=
2.1.20

(
M(pj) XM [

ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i ]
)
+M [p

νj
j ].

Αρκεί λοιπόν να αποδειχθεί ότι

M(pj) XM [
ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i ] = t0Mu. (2.38)

Επειδή για κάθε n P N ισχύει51

1R P ΜΚΔR(pj ,
ś

iPt1,...,tu∖tju

pνii ) ùñ 1R P ΜΚΔR(pnj ,
ś

iPt1,...,tu∖tju

pνii )

ùñ D(a, b) P R ˆR : 1R = apnj + b
(
ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i

)
,

υπάρχει για κάθε y P M(pj) XM [
ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i ] αρκούντως μεγάλος n‚ P N με

y = a
(
pn‚
j y
)
+ b

(
ś

iPt1,...,tu∖tju p
νi
i

)
y = a0M + b0M = 0M ,

οπότε η ισότητα (2.38) είναι όντως αληθής.

2.6.17 Θεώρημα («Θεώρημα πρωτεύουσας αποσυνθέσεως»). Έστω R μια Π.Κ.Ι.
και έστω M ένας μη τετριμμένος πεπερασμένως παραγόμενοςR-μόδιος στρέψεως.
Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Ο μηδενιστής τού M είναι ένα μη τετριμμένο, γνήσιο και κύριο ιδεώδες
AnnR(M) = xry τής R, όπου το r P R∖(Rˆ Y t0Ru) (για τον δοθέντα M) είναι
μονοσημάντως ορισμένο μέχρις συντροφικότητας.
(ii) Εάν r „

συν.
pν11 p

ν2
2 . . . pνtt είναι η παράσταση τού r ως γινομένου (κατάλληλων

θετικών ακεραίων δυνάμεων) πρώτων στοιχείων p1, p2, ..., pt τής R (που είναι ανά
δύο μη συντροφικά όταν t ě 2), τότε M(pj) ‰ t0Mu για κάθε j P t1, ..., tu και

M =M(p1) ‘M(p2) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘M(pt), (2.39)

όπου η εν λόγω αποσύνθεση τού M στα ευθέα αθροίσματα των πρωτευουσών συνι-
στωσών του είναι μοναδική.

Αποδειξη. (i) Θεωρούμε τον μηδενιστή AnnR(M) τού M. Σύμφωνα με το (ii) τής
προτάσεως 2.6.11 ο AnnR(M) αποτελεί ένα ιδεώδες τής R. Το ιδεώδες αυτό είναι
αφ’ ενός μεν γνήσιο, διότι ο M είναι μη τετριμμένος, αφ’ ετέρου δε μη τετριμμένο,
διότι εάν tx1, ..., xnu είναι τυχόν σύστημα γεννητόρων τούM, υπάρχει rj P R∖t0Ru

με rjxj = 0M για κάθε j P t1, ..., nu, οπότε 0R ‰
n
ś

j=1

rj P AnnR(M). Έστω τώρα

51Πρβλ. πόρισμα 1.4.16.
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tx1, ..., xku ένα σύστημα γεννητόρων τού M με το ελάχιστο δυνατό πλήθος στοιχεί-
ων52. Επειδή ο M είναι R-μόδιος στρέψεως, υπάρχει rj P R∖t0Ru με rjxj = 0M
για κάθε j P t1, ..., ku, οπότε

[AnnR(xj) ‰ t0Ru, @j P t1, ..., ku] και AnnR(M) =
k
Ş

j=1

AnnR(xj).

(Βλ. 2.6.11 (iii).) Επειδή ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., υπάρχει ένα (μέχρι
συντροφικότητας μονοσημάντως ορισμένο53) sj P R∖t0Ru με AnnR(xj) = xsjy για

κάθε j P t1, ..., ku. Επομένως, AnnR(M) =
k
Ş

j=1

AnnR(xj) =
k
Ş

j=1

xsjy = xry για κά-

ποιο54 r P EΚΠR(s1, ..., sk). Tο55 r P R∖(Rˆ Yt0Ru) είναι ωσαύτως μονοσημάντως
ορισμένο μέχρι συντροφικότητας.
(ii) Επειδή (βάσει των προαναφερθέντων στο (i)) M = M [r], έχουμε (δυνάμει τής
προτάσεως 2.6.15 και τού πορίσματος 2.6.16)

M =M [r] =M [pν11 p
ν2
2 . . . pνtt ] =

t
À

j=1

M [p
νj
j ] =

t
À

j=1

M(pj).

Εάν t = 1, τότε M(p1) =M ‰ t0Mu. Έστω ότι t ě 2. Eάν υπήρχε κάποιος δείκτης
j‚ P t1, ..., tu με M(pj‚) = t0Mu, τότε θα είχαμε

M =
À

iPt1,...,tu∖tj‚u

M(pi) =
À

iPt1,...,tu∖tj‚u

M [pνii ] =M [
ś

iPt1,...,tu∖tj‚u p
νi
i ],

απ’ όπου θα έπετο ότι
ś

iPt1,...,tu∖tj‚u

pνii P AnnR(M) = xry ñ r |
ś

iPt1,...,tu∖tj‚u

pνii

και, κατ’ επέκταση, και pj‚ |
ś

iPt1,...,tu∖tj‚u p
νi
i (αφού pj‚ | r), κάτι που είναι ά-

τοπο! Άρα M(pj) ‰ t0Mu για κάθε j P t1, ..., tu. Τέλος, σε ό,τι αφορά στη μονα-
δικότητα τής ανωτέρω αποσυνθέσεως, θεωρούμε τυχόν πρώτο στοιχείο q τής R με
M(q) ‰ t0Mu καθώς και τυχόν x P M(q)∖t0Mu. Επειδή ο δακτύλιος αναφοράς R
είναι εξ υποθέσεως Π.Κ.Ι., υπάρχει ένα56 (μέχρι συντροφικότητας μονοσημάντως
ορισμένο57) d P R∖(Rˆ Y t0Ru) με AnnR(x) = xdy . Το ιδεώδες xdy περιέχει τόσον
το58 r όσον και το qn για κάποιον κατάλληλο n P N. Επειδή d | qn, υπάρχει m P N,
1 ď m ď n, τέτοιο ώστε να ισχύει d = qm. Επιπροσθέτως, επειδή το q είναι πρώτο
στοιχείο τής R, έχουμε qm = d | r ñ q | r και q „

συν.
pj για κάποιο j P t1, ..., tu. Εξ

αυτού συνάγεται ότι M(q) =M(pj).

52Αυτό σημαίνει, ιδιαιτέρως, ότι xj ‰ 0M για κάθε j P t1, ..., ku.
53Βλ. το (ii) τής προτάσεως 1.4.3.
54Βλ. θεώρημα 1.4.23.
55Για το ότι r ‰ 0R, βλ. πόρισμα 1.4.25. Επίσης, το ότι r R Rˆ είναι άμεσο επακολούθημα τού γνησίου εγκλεισμού

AnnR(M) Ř R.
56Εάν ίσχυε d P Rˆ, τότε θα είχαμε (λόγω τού (2.36)) AnnR(x) = R ñ x = 0M (ήτοι κάτι εξ υποθέσεως

αποκλεισθέν).
57Βλ. το (ii) τής προτάσεως 1.4.3.
58r P xdy , διότι εξ ορισμού AnnR(M) Ď AnnR(x).
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2.6.18 Ορισμός. Έστω R μια Π.Κ.Ι. και έστω M ένας μη τετριμμένος πεπερα-
σμένως παραγόμενος R-μόδιος στρέψεως.
(i) Έστω r P R∖(RˆYt0Ru) το μέχρι συντροφικότητας μονοσημάντως ορισμένο
στοιχείο για το οποίο (σύμφωνα με το (i) τού θεωρήματος 2.6.17) ισχύει η ισό-
τητα AnnR(M) = xry . Η κλάση ισοδυναμίας τού r ως προς την “ „

συν.
” καλείται

τάξη59 τού M και συμβολίζεται ως ord(M). Είθισται να γράφουμε (για λόγους
συντομίας) ord(M) = r (υπονοώντας, ωστόσο, ότι “r P ord(M)”).
(ii) Έστω x P M∖t0Mu και έστω s P R∖t0Ru το μέχρι συντροφικότητας μονο-
σημάντως ορισμένο στοιχείο, για το οποίο ισχύει AnnR(x) = xsy . Η κλάση ισο-
δυναμίας αυτού τού s ως προς την “ „

συν.
” καλείται τάξη τού x και συμβολίζεται

ως ord(x). Είθισται (και σε αυτήν την περίπτωση, κυρίως για λόγους συντομίας)
να γράφουμε απλώς ord(x) = s. Εξ ορισμού, AnnR(M) Ď AnnR(x), οπότε

xry Ď xsy ñ s | r. (2.40)

2.6.19 Παραδείγματα. (i) Έστω (G,+) μια μη τετριμμένη αβελιανή ομάδα (θεωρού-
μενη ωςZ-μόδιος, βλ. 2.1.4 (i)). Είναι γνωστό (από τη Θεωρία Ομάδων) ότι ηG είναι
πεπερασμένως παραγόμενη ομάδα στρέψεως εάν και μόνον εάν είναι πεπερασμένη
ομάδα. Υποθέτοντας, λοιπόν, ότι |G| ă 8 και θεωρώντας ένα στοιχείο x P G∖t0Gu

παρατηρούμε ότι ο μηδενιστής αυτού AnnZ(x), όντας ένα (κατ’ ανάγκην κύριο) ιδε-
ώδες τής Π.Κ.Ι. Z, οφείλει να ισούται με xny = nZ για κάποιον n P Z∖t0u. Επειδή
xny = x´ny , ο θετικός ακέραιος

|n| = mint l P N| l P nZu

είναι ο μοναδικός θετικός γεννήτορας τού nZ. (Σημειωτέον ότι Zˆ = t˘1u, οπότε οι
n και ´n είναι οι μοναδικοί γεννήτορες τού ιδεώδους nZ.) Εν προκειμένω, ο (2.36)
δίδει

Zx – Z/nZ = Z/ |n|Z – Z|n|.

Ως εκ τούτου, ο |n| = |Zx| ισούται με την ομαδοθεωρητική τάξη τού στοιχείου x (και
μπορεί να εκληφθεί ως ο πλέον βολικός εκπρόσωπος τής ord(x), όπως αυτή ορίζε-
ται στο γενικότερο πλαίσιο τού εδ. 2.6.18 (ii)). Επιπροσθέτως, ο ομαδοθεωρητικός
εκθέτης60 exp(G) τής ίδιας τής G ισούται με το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των
ομαδοθεωρητικών τάξεων των στοιχείων της (και μπορεί να εκληφθεί ως ο πλέον
βολικός εκπρόσωπος τής μοδιοθεωρητικής τάξεως ord(G), όπως αυτή ορίζεται στο
εδ. 2.6.18 (i)).
(ii) ΕάνR :=K[X], όπουK τυχόν σώμα, τότε ο δακτύλιοςR είναι Π.Κ.Ι. (βλ. 1.3.42)
και ο πηλικοδακτύλιος Mλ := R/ xX ´ λy , όπου λ P R, αποτελεί έναν R-μόδιο
(βλ. 2.1.5 (ii)). Η τάξη τού Mλ είναι το X ´ λ (ή, ακριβέστερα, ολόκληρη η κλάση
[X ´ λ]„συν.

= ta(X ´ λ)| a P K∖t0Kuu).

59Ορισμένοι συγγραφείς αντί τού όρου τάξη χρησιμοποιούν τον όρο εκθέτης (τούM). Πρβλ. 2.6.19 (i).
60exp(G) := mint l P N| lx = 0G, @x P Gu.
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2.6.20 Πόρισμα. ΕάνR είναι μια Π.Κ.Ι. καιM ένας μη τετριμμένος και πεπερασμέ-
νως παραγόμενος R-μόδιος στρέψεως, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Οι πρωτεύουσες συνιστώσες τού M είναι μονοσημάντως ορισμένες μέσω τής τά-
ξεως ord(M) = r P R∖(Rˆ Y t0Ru) τού M.

(ii) Εάν r „
συν.

pν11 p
ν2
2 . . . pνtt είναι η παράσταση τής τάξεως ord(M) = r ως γινομέ-

νου (κατάλληλων θετικών ακεραίων δυνάμεων) πρώτων στοιχείων p1, p2, ..., pt τής
R (που είναι ανά δύο μη συντροφικά όταν t ě 2), τότε η πρωτεύουσα συνιστώσα
M(pj) έχει ως τάξη της το pνjj για κάθε j P t1, ..., tu.

Αποδειξη. (i) Έπεται από τον ορισμό 2.6.18 (i), το θεώρημα 2.6.17 και το γεγονός
ότι κάθε Π.Κ.Ι. είναι Π.Μ.Π.
(ii) Τούτο έπεται από τον ορισμό 2.6.12 (ii), το (iii) τής προτάσεως 2.6.11 και το
θεώρημα 2.6.17.

2.6.21 Λήμμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., M,N δυο R-μόδιοι και f P HomR(M,N),

τότε f(M(p)) Ď N(p) για κάθε πρώτο στοιχείο p τής R. Επιπροσθέτως, στην περί-
πτωση όπου ο f είναι ισομορφισμός, f(M(p)) = N(p).

Αποδειξη. Εάν x P M(p), τότε pnx = 0M για κάποιον n P N, οπότε

pnf(x) = f(pnx) = f(0M ) = 0N ñ f(x) P N(p).

Στην περίπτωση όπου ο f είναι ισομορφισμός, έχουμε

f(M(p)) Ď N(p)

f´1(N(p)) Ď M(p)

+

ñ f(M(p)) = N(p),

οπότε o f |M(p) :M(p) ÝÑN(p) είναι ισομορφισμός με τον f´1
ˇ

ˇ

N(p)
ως αντίστροφό

του.

2.6.22 Πρόταση. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν M,N είναι δυο μη τετριμμένοι και πεπε-
ρασμένως παραγόμενοι R-μόδιοι στρέψεως, τότε

M – N ðñ [M(p) – N(p) για κάθε πρώτο στοιχείο p τής R].

Αποδειξη. Η συνεπαγωγή “ñ” έπεται άμεσα από το προηγηθέν λήμμα 2.6.21. Για
την “ð” υποθέτουμε ότι υπάρχουν ισομορφισμοί f(p) : M(p)

–
ÝÑ N(p) για κάθε

πρώτο στοιχείο p P R.Έστω ότιM =M(p1)‘M(p2)‘ ¨ ¨ ¨ ‘M(pt) είναι η μοναδι-
κή αποσύνθεση (2.39) τούM στα ευθέα αθροίσματα των πρωτευουσών συνιστωσών
του. Τότε M(p) = t0Mu για κάθε πρώτο στοιχείο p P R∖tp1, ..., ptu. Κατά συνέ-
πειαν,

M =
t
À

j=1

M(pj) –
À

p πρώτο στοιχείο
M(p),

Κατ’ αναλογίαν, N –
À

p πρώτο στοιχείο
N(p), οπότε

M –
À

p πρώτο στοιχείο
M(p)

–
ÝÑ
f

À

p πρώτο στοιχείο
N(p) – N,
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όπου f((xp)p πρώτο στοιχείο) := (f(p)(xp))p πρώτο στοιχείο.

2.6.23 Πόρισμα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν M,N είναι δυο μη τετριμμένοι και πεπε-
ρασμένως παραγόμενοι R-μόδιοι στρέψεως και

M =M(p1) ‘M(p2) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘M(pt), N = N(q1) ‘N(q2) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘N(qt1)

οι μοναδικές αποσυνθέσεις τους (2.39) στα ευθέα αθροίσματα των πρωτευουσών
συνιστωσών τους, τότε61

M – N ðñ [t = t1 και Dσ P St :M(pj) – N(qσ(j)) = N(pj), @j P t1, ..., tu].

§ p-πρωτεύοντες μόδιοι υπεράνω Π.Κ.Ι. Λόγω τού θεωρήματος 2.6.17 και των πορι-
σμάτων 2.6.20 και 2.6.23 είναι αρκετό, από τούδε και στο εξής, να επικεντρωθούμε
στη μελέτη των μη τετριμμένων, πεπερασμένως παραγομένων p-πρωτευόντων μοδί-
ων που ορίζονται υπεράνω Π.Κ.Ι. (Βλ. 2.6.12 (iv).)

2.6.24 Λήμμα. Ας υποθέσουμε ότι p είναι ένα πρώτο στοιχείο μιας Π.Κ.Ι. R και M
ένας μη τετριμμένος, πεπερασμένως παραγόμενος, p-πρωτεύων R-μόδιος τάξεως
ord(M) = pν , ν P N. Τότε υπάρχει ένα x P M∖t0Mu τάξεως ord(x) = pν και ένας
υπομόδιος U τού M, ούτως ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) M = U ‘Rx, όπου Rx – R/ xpνy .

(ii) Ο U παράγεται από ένα σύνολο, ο πληθικός αριθμός τού οποίου είναι μικρότε-
ρος τού πληθικού αριθμού οιουδήποτε συστήματος γεννητόρων τού M.

Αποδειξη. Έστω X = tx1, ..., xku ένα σύστημα γεννητόρων τού M = M(p)

με το ελάχιστο δυνατό πλήθος στοιχείων62. Επειδή ord(M) = pν , ν P N, έχουμε
ord(xj) = pej , ej P N, όπου ej ď ν για κάθε j P t1, ..., ku. (Βλ. (2.40).) Κάθε
στοιχείο τού M γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός

řk
j=1 rjxj των στοιχείων τού

X (για κατάλληλα r1, ..., rk P R). Ως εκ τούτου, υπάρχει τουλάχιστον ένας δείκτης
j‚ P t1, ..., ku με63 ord(xj‚) = pν . Αρκεί να θέσουμε x := xj‚ .

(i) Θεωρούμε την οικογένεια υπομοδίων

W := tW |W υπομόδιος τού M :W XRx = t0Muu .

Επειδή η W περιέχει τον τετριμμένο υπομόδιο t0Mu τού M, έχουμε W ‰ ∅. Η W

καθίσταται μερικώς διατεταγμένο σύνολο ως προς τον συνήθη (συνολοθεωρητικό)
εγκλεισμό. Για κάθε αλυσίδα (Wλ)λPΛ τού (W,Ď) έχουμε64

Ť

λPΛWλ =
ř

λPΛWλ

61Το St συμβολίζει το σύνολο των αμφιρρίψεων σ : t1, ..., tu ÝÑ t1, ..., tu.
62Αυτό σημαίνει, ιδιαιτέρως, ότι xj ‰ 0M για κάθε j P t1, ..., ku.
63Αλλιώς, pν R EΚΠR(pe1 , ..., pek ). Βλ. απόδειξη τού (i) τού θεωρήματος 2.6.17 και θεώρημα 1.4.54.
64Εξ ορισμού,

Ť

λPΛ

Wλ Ď
ř

λPΛ

Wλ. Κάθε στοιχείο τού
ř

λPΛ

Wλ γράφεται υπό τη μορφή wλ1 + ¨ ¨ ¨ + wλn , όπου

n P N και tλ1, ..., λnu Ď Λ. (Βλ. 2.1.16 και 2.1.17.) Επειδή η αλυσίδα (Wλ)λPΛ είναι εξ ορισμού ένα ολικώς
διατεταγμένο υποσύνολο τούW, υπάρχει κάποιος δείκτης ρ P t1, ..., nu :Wλj

Ď Wλρ , @ j P t1, ..., nu.Επομένως,
wλ1 + ¨ ¨ ¨ + wλn P Wλρ Ď

Ť

λPΛ

Wλ και ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός
ř

λPΛ

Wλ Ď
Ť

λPΛ

Wλ.
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(όπου
ř

λPΛWλ είναι ένας υπομόδιος τού M) και

(
Ť

λPΛWλ) XRx =
Ť

λPΛ(Wλ XRx) = t0Mu,

οπότε
Ť

λPΛWλ P W και η εν λόγω ένωση είναι ένα άνω φράγμα τής (Wλ)λPΛ . Κα-
τά συνέπειαν, το (W,Ď) είναι επαγωγικώς διατεταγμένο και (σύμφωνα με το λήμμα
τού Zorn) υφίσταται ένας υπομόδιος τούM, ας τον πούμε U, ο οποίος είναι μεγιστι-
κός (ως προς τον συνήθη συνολοθεωρητικό εγκλεισμό) εντός τής W. Θα δείξουμε
ότι M =M 1, όπου

M 1 := U ‘Rx.

Προς τούτο θα χρησιμοποιήσουμε «εις άτοπον απαγωγή». Ας υποθέσουμε ότι ισχύει
M 1 Ř M. Τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο z P M∖M 1. Επειδή pνz = 0M P M 1,

μπορούμε να ορίσουμε τον

ξ := min
␣

n P N
ˇ

ˇpn+1z P M 1 και pnz R M 1
(

.

Θέτοντας y := pξz παρατηρούμε ότι y P M∖M 1 και py P M 1. Γι’ αυτόν τον λόγο

D!(u, r) P U ˆR : py = u+ rx.

Επειδή pν = ord(M), έχουμε 0M = pνy = pν´1(py) = pν´1u+ (pν´1r)x, οπότε(
pν´1r

)
x = ´pν´1u P U XRx = t0Mu ñ pν´1r P AnnR(x) = xpνy ,

απ’ όπου προκύπτει ότι pν´1r = pνr1 ñ r = pr1 για κάποιο r1 P R. Θέτοντας
v := y ´ r1x λαμβάνουμε

pv = p(y ´ r1x) = py ´ pr1x = rx+ u´ rx = u. (2.41)

Όμως y R M 1 ñ v R M 1 (διότι r1x P M 1) και, ως εκ τούτου, v R U. Αυτό σημαίνει
ότι65 (U +Rv) XRx ‰ t0Mu, οπότε υπάρχουν u1 P U και s, s1 P R με

0M ‰ sx = u1 + s1v P (U +Rv) XRx. (2.42)

Επομένως, s1v = ´u1 +sx P U ‘Rx =:M 1. Εάν το p δεν διαιρούσε το s1, θα είχαμε

1R P ΜΚΔR(p, s1) ñ [D(a, b) P R ˆR : ap+ bs1 = 1R]

ñ v = 1Rv = a (pv) + b (s1v) =
(2.41)

au+ b (s1v) P U +M 1 =M 1,

κάτι που θα αντέκειτο στο ότι v R M 1. Κατά συνέπειαν, s1 = s2p για κάποιο s2 P R.

Από τις (2.41) και (2.42) λαμβάνουμε

0M ‰ sx = u1 + s1v = u1 + s2(pv) = u1 + s2u P U XRx = t0Mu.

Άτοπο! Άρα M =M 1. Τέλος, ο ισομορφισμός Rx – R/ xpνy έπεται από τον (2.36),
καθώς AnnR(x) = xpνy .

65Εάν ίσχυε (U +Rv) XRx = t0Mu, τότε θα είχαμε U +Rv P W με U Ř U +Rv, κάτι που θα αντέκειτο στη
μεγιστικότητα τού U.
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(ii) Επειδή x := xj‚ , ο M/Rx παράγεται από τα k ´ 1 στοιχεία66 xρ + Rx,

ρ P t1, ..., ku∖tj‚u. Κατά την πρόταση 2.4.20, U – M/Rx. Άρα ο υπομόδιος U
παράγεται από ένα σύνολο με πληθικό αριθμό67 k ´ 1 ă k.

2.6.25 Λήμμα. Εάν R είναι μια ακεραία περιοχή και a P R∖t0Ru, b P R, τότε
υφίσταται ισομορφισμός R-μοδίων

Ra/R(ab) – R/Rb. (2.43)

Αποδειξη. Η επιρριπτική απεικόνιση

f : R ÝÑ Ra/R(ab), r ÞÝÑ f(r) := ra+R(ab),

είναι επιμορφισμός R-μοδίων, διότι

f(s1r1 + s2r2) = (s1r1 + s2r2)a+R(ab)

= s1(r1a+R(ab)) + s2(r2a+R(ab)) = s1f(r1) + s2f(r2),

για οιαδήποτε s1, s2, r1, r2 P R (βλ. πρόταση 2.2.3), ο δε πυρήνας αυτού είναι ο

Ker(f) = tr P R| Dc P R : ra = cabu

= tr P R| Dc P R : r = cbu = xby = Rb,

καθόσον ο δακτύλιος R είναι ακεραία περιοχή και a ‰ 0R. Αρκεί λοιπόν να εφαρ-
μοσθεί το 1ο θεώρημα ισομορφισμών 2.3.7.

2.6.26 Λήμμα. Έστω p ένα πρώτο στοιχείο μιας Π.Κ.Ι.R και έστωM ένας μη τετριμ-
μένος, πεπερασμένως παραγόμενος, p-πρωτεύων R-μόδιος. Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) O πηλικοδακτύλιος R/ xpy είναι ένα σώμα.
(ii) Ο υπομόδιος M [p] τού M αποτελεί έναν (R/ xpy)-διανυσματικό χώρο διαστά-
σεως dimR/xpy(M [p]) = k, όπου k είναι o ελάχιστος εκ των πληθικών αριθμών όλων
των πεπερασμένων συστημάτων γεννητόρων τού M.

Αποδειξη. (i) Το xpy ως πρώτο ιδεώδες μιας Π.Κ.Ι. είναι και μεγιστικό ιδεώδες68.
Επομένως ο πηλικοδακτύλιος R/ xpy είναι ένα σώμα. (Βλ. 1.3.29 (i).)
(ii) Προφανώς, ord(M) = pν για κάποιον ν P N. Ο υπομόδιοςM [p] τούM =M(p),

εφοδιαζόμενος με τον αριθμητικό πολλαπλασιασμό69

R/ xpy ˆM [p] Q (r + xpy , x) ÞÝÑ rx P M [p],

66Εφαρμόζοντας το (i) τής προτάσεως 2.2.7 και το πόρισμα για τον φυσικό επιμορφισμό πMRx : M ÝÑ M /Rx
λαμβάνουμε M /Rx = LinR(x1 + Rx, ..., xk + Rx). Επειδή xj‚ = x P Rx, ο γεννήτορας xj‚ + Rx μπορεί να
αφαιρεθεί.

67Αυτό το σύνολο είναι το κενό (και ο U τετριμμένος) όταν k = 1.
68Βλ. πρόταση 1.3.44.
69Αυτός είναι καλώς ορισμένος, διότι εάν r, r1 P R είναι τέτοια, ώστε να ισχύει r+ xpy = r1 + xpy ή, ισοδυνάμως,

r ´ r1 = sp για κάποιο s P R, τότε για κάθε x P M [p] λαμβάνουμε

rx ´ r
1
x =

(
r ´ r

1)
x = s(px) = s0M = 0M ñ rx = r

1
x.
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καθίσταται διανυσματικός χώρος υπεράνω τού σώματος R/ xpy . Έστω tx1, ..., xku

ένα σύστημα γεννητόρων τού M με το ελάχιστο δυνατό πλήθος στοιχείων (ήτοι με
min-g(M) = k, βλ. 2.5.51). Θα χρησιμοποιήσουμε μαθηματική επαγωγή ως προς
τον k. Εάν k = 1, τότε ο ισχυρισμός είναι αληθής, καθώς M = Rx1 – R/ xpνy ,

ord(x1) = pν και70

M [p] – (R/ xpνy)[p] – Rpν´1/Rpν = Rpν´1/R(pν´1p) –
(2.43)

R/pR = R/ xpy ,

οπότε
dimR/xpy(M [p]) = 1.

Εάν υποθέσουμε ότι k ě 2 και ότι αυτός είναι αληθής και για όλους τουςR-μοδίους
αυτού τού είδους που διαθέτουν συστήματα γεννητόρων με ελάχιστο δυνατό πλή-
θος στοιχείων ă k, τότε (σύμφωνα με τα προαναφερθέντα στην απόδειξη τού (i)
τού λήμματος 2.6.24) υπάρχει κάποιο x P tx1, ..., xku τάξεως ord(x) = pν , καθώς
και ένας υπομόδιος U τού M με M = U ‘ Rx, όπου Rx – R/ xpνy . O U είναι
μη τετριμμένος (αφού k ě 2) και (ως υπομόδιος τού M) p-πρωτεύων και πεπε-
ρασμένως παραγόμενος (κατά το πόρισμα 2.5.49). Επιπροσθέτως, σύμφωνα με τα
προαναφερθέντα στην απόδειξη τού 2.6.24 (ii), o U παράγεται από ένα σύνολο, ο
πληθικός αριθμός τού οποίου είναι k ´ 1 ă k.

Ισχυρισμός. Δεν υφίσταται σύστημα γεννητόρων τού U με πληθικό αριθμό ă k´ 1.

Πράγματι· επειδή (κατά την πρόταση 2.4.20) υφίσταται ισομορφισμός M /Rx – U,

εάν ίσχυε min-g(U) ă k ´ 1, τότε εφαρμόζοντας το πόρισμα 2.5.52 για τον φυσικό
επιμορφισμό πMRx :M ÝÑ M /Rx (όπου Ker(πMRx) = Rx) θα καταλήγαμε σε άτοπο:

k = min-g(M) ď min-g(U) + min-g(Rx) ă (k ´ 1) + 1 = k.

Επομένως ισχύει η ισότητα min-g(U) = k ´ 1. Ο U [p] αποτελεί γραμμικό υπόχω-
ρο τού (R/ xpy)-διανυσματικού χώρου M [p] και από την επαγωγική μας υπόθεση
λαμβάνουμε

dimR/xpy(U [p]) = min-g(U) = k ´ 1.

Αποπεράτωση αποδείξεως. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι

M [p] = U [p] ‘ (Rx)[p],

όπου (Rx)[p] – (R/ xpνy)[p] – R/ xpy . Κατά συνέπειαν,

dimR/xpy(M [p]) = dimR/xpy(U [p]) + dimR/xpy((Rx)[p]) = (k ´ 1) + 1 = k,

απ’ όπου έπεται το ζητούμενο.

2.6.27 Θεώρημα. Ας υποθέσουμε ότι p είναι ένα πρώτο στοιχείο μιας Π.Κ.Ι.R καιM
ένας μη τετριμμένος, πεπερασμένως παραγόμενος, p-πρωτεύων R-μόδιος τάξεως
ord(M) = pν , ν P N. Τότε ισχύουν τα εξής:

70H απεικόνιση Rpν´1 Q rpν´1 ÞÝÑ rpν´1 + xpνy P (R/ xpνy)[p] είναι επιμορφισμός R-μοδίων έχων ως
πυρήνα του το Rpν .
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(i) O M είναι το ευθύ άθροισμα

M =M1 ‘M2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Mk, (2.44)

κυκλικών p-πρωτευόντων υπομοδίων Mj , j P t1, ..., ku, όπου k = dimR/xpy(M [p]).

(ii) Mj – R/
@

pℓj
D

, όπου ο ℓj P N είναι μονοσημάντως ορισμένος μέσω τής τάξεως
ord(Mj) για κάθε j P t1, ..., ku, και 1 ď ℓ1 ď ℓ2 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓk = ν.

(iii) Η αποσύνθεση (2.44) είναι μονοσημάντως ορισμένη υπό την εξής έννοια: Εάν

M =M 1
1 ‘M 1

2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘M 1
k1

είναι μια άλλη ομοειδής αποσύνθεση τού M με M 1
i – R/

A

pℓ
1
i

E

, @i P t1, ..., k1u, και

1 ď ℓ1
1 ď ℓ1

2 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓ1
k1 = ν,

και εάν θέσουμε για κάθε71 ρ P N, dρ(M) := card(tj P t1, ..., ku| ℓj = ρu) και

d1
ρ(M) := card

(␣
i P t1, ..., k1u

ˇ

ˇ ℓ1
i = ρ

()
,

τότε k = k1, ℓj = ℓ1
j , @j P t1, ..., ku, και

dρ(M) = d1
ρ(M), @ρ P t1, ..., νu. (2.45)

Αποδειξη. (i)-(ii) Έστω tx1, ..., xku ένα σύστημα γεννητόρων τού M με το ελάχι-
στο δυνατό πλήθος στοιχείων. Γνωρίζουμε ότι k = dimR/xpy(M [p]) (από το λήμμα
2.6.26). Θα χρησιμοποιήσουμε μαθηματική επαγωγή ως προς τον k. Όταν k = 1

ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής. Εάν υποθέσουμε ότι k ě 2 και ότι αυτός
είναι αληθής και για όλους τους R-μοδίους αυτού τού είδους που διαθέτουν συ-
στήματα γεννητόρων με ελάχιστο δυνατό πλήθος στοιχείων ă k, τότε (σύμφωνα
με τα προαναφερθέντα στην απόδειξη τού (i) τού λήμματος 2.6.24) υπάρχει κάποιο
x P tx1, ..., xku τάξεως ord(x) = ord(M) = pν , καθώς και ένας υπομόδιος U τού
M με M = U ‘ Rx, όπου Rx – R/ xpνy . Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε
(ενδεχομένως ύστερα από κάποια αναδιάταξη δεικτών) να υποθέσουμε ότι x = xk.

Επιπροσθέτως, θέτουμε ℓk := ν. Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα στην απόδειξη
τού λήμματος 2.6.26, o U είναι μη τετριμμένος, πεπερασμένως παραγόμενος και p-
πρωτεύων με

dimR/xpy(U [p]) = min-g(U) = k ´ 1.

Βάσει τής επαγωγικής μας υποθέσεως, U = M1 ‘ M2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Mk´1, όπου ο
Mj – R/

@

pℓj
D

είναι κυκλικός υπομόδιος τού U και ο ℓj P N είναι μονοσημάντως
ορισμένος μέσω τής τάξεως ord(Mj) = pℓj ,@j P t1, .., k ´ 1u, και ℓ1 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓk´1 με
ord(U) =ord(M/Rxk) = pℓk´1 . O U είναι υπομόδιος τού M. Άρα ord(U)| ord(M)

και ℓk´1 ď ℓk, και καταλήγουμε στην (2.44) θέτοντας Mk := Rxk.

(iii) Προφανώς, k = dimR/xpy(M [p]) = k1, καθώς αυτός ο αριθμός είναι μοναδικός,

71Προφανώς, dρ(M) = d1
ρ(M) = 0 όταν ρ ą ν.
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εξαρτώμενος μόνον από τον ίδιον τον M :

k =
ν
ř

ρ=1
dρ(M) =

ν
ř

ρ=1
d1
ρ(M) = k1. (2.46)

Εν συνεχεία, για την επαλήθευση των λοιπών ισχυρισμών θα χρησιμοποιήσουμε μα-
θηματική επαγωγή ως προς τον ν. Όταν ν = 1 έχουμε

ℓ1 = ℓ2 = ¨ ¨ ¨ = ℓk = 1 = ℓ1
1 = ℓ1

2 = ¨ ¨ ¨ = ℓ1
k και d1(M) = k = d1

1(M).

Ας υποθέσουμε τώρα ότι ν ě 2. Θεωρώντας τόν pM := tp x|x P Mu στη θέση τού
M λαμβάνουμε τις αποσυνθέσεις

pM = pM1 ‘ pM2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pMk = pM 1
1 ‘ pM 1

2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pM 1
k.

Προφανώς,

pM – Rp/Rpℓ1 ‘Rp/Rpℓ2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rp/Rpℓk –
(2.43)

R/Rpℓ1´1
‘R/Rpℓ2´1

‘ ¨ ¨ ¨ ‘R/Rpℓk´1

με τους πρώτους d1(M) ευθείς προσθετέους τετριμμένους (καθώς εξ υποθέσεως
ισχύει ℓ1 = ℓ2 = ¨ ¨ ¨ = ℓd1(M) = 1),

pM – R/Rpℓd1(M)+1´1 ‘R/Rpℓd1(M)+2´1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘R/Rpℓk´1

και 1 ď ℓd1(M)+1 ´ 1 ď ℓd1(M)+2 ´ 1 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓk ´ 1 = ν ´ 1. Κατ’ αναλογίαν,

pM – R/Rp
ℓ1
d1
1(M)+1

´1
‘R/Rp

ℓ1
d1
1(M)+2

´1
‘ ¨ ¨ ¨ ‘R/Rpℓ

1
k´1,

όπου
1 ď ℓ1

d1
1(M)+1 ´ 1 ď ℓ1

d1
1(M)+2 ´ 1 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓ1

k ´ 1 = ν ´ 1.

Επειδή o τελευταίος αριθμός είναι ă ν, μπορούμε να εφαρμόσουμε την επαγωγική
μας υπόθεση για τον pM και να λάβουμε

k ´ d1(M) = dimR/xpy(pM [p]) = k ´ d1
1(M) ñ d1(M) = d1

1(M) (2.47)

και ℓj ´ 1 = ℓ1
j ´ 1 ñ ℓj = ℓ1

j για κάθε72 j P td1(M) + 1, ..., ku. Οι (2.46) και (2.47)
δίδουν

ν
ř

ρ=2
dρ(M) =

ν
ř

ρ=2
d1
ρ(M). (2.48)

Κατόπιν επαναλήψεως αυτής τής διαδικασίας (με τον p2M στη θέση τού pM, τον
p3M στη θέση τού p2M κ.ο.κ) καταλήγουμε στις ισότητες

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ν
ř

ρ=3
dρ(M) =

ν
ř

ρ=3
d1
ρ(M),

...
dν´1(M) + dν(M) = d1

ν´1(M) + d1
ν(M),

dν(M) = d1
ν(M).

,

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

-

(2.49)

Η (2.45) προκύπτει άμεσα από τις (2.46), (2.48) και (2.49).

72Επειδή d1(M) = d1
1(M), έχουμε ήδη εξ αρχής ℓj = ℓ1

j = 1, @j P t1, ..., d1(M)u.
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2.6.28 Ορισμός. Ένας M όπως στο θεώρημα 2.6.27 ονομάζεται p-πρωτεύων
R-μόδιος τύπου (ℓ1, ℓ2, ..., ℓk). Οι μονοσημάντως ορισμένοι ευθείς προσθετέοι
στην (2.44) καλούνται στοιχειώδεις κυκλικοί προσθετέτοι, οι δε τάξεις αυτών
pℓ1 , pℓ2 , ..., pℓk στοιχειώδεις διαιρέτες τού M. Η γνώση των στοιχειωδών διαιρε-
τών (ή, ισοδυνάμως, των εκθετών τού p που συγκροτούν τον τύπο του) επαρκεί
για τον μέχρις ισομορφισμού χαρακτηρισμό τού M.

2.6.29 Πρόταση. Έστω p ένα πρώτο στοιχείο μιας Π.Κ.Ι. R. Για δυο μη τετριμμέ-
νους, πεπερασμένως παραγoμένους, p-πρωτεύοντες R-μοδίους M,N οι ακόλουθες
συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) M – N.

(ii) Οι M και N διαθέτουν τους ίδιους στοιχειώδεις διαιρέτες pℓ1 , pℓ2 , ..., pℓk .

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν M – N, τότε οι M [p], N [p] είναι ισόμορφοι ως διανυσμα-
τικοί χώροι υπεράνω τού σώματος R/ xpy , οπότε

dimR/xpy(M [p]) = k = dimR/xpy(N [p]),

όπου k είναι ο αριθμός των στοιχειωδών διαιρετών τού M και, κατ’ επέκταση, και
τού N. Επειδή M – N, οι τάξεις των M και N (σύμφωνα με το πόρισμα 2.6.23 και
το (i) τού πορίσματος 2.6.20) είναι ίσες, ας πούμε

ord(M) = pν = ord(N),

για κάποιον ν P N. Αυτό σημαίνει ότι οι τελευταίοι τους στοιχειώδεις διαιρέτες εί-
ναι ίσοι. Αρκεί λοιπόν να χρησιμοποιήσουμε μαθηματική επαγωγή ως προς τον k.
Εάν k = 1, τότε οι M,N είναι κυκλικοί και ο ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής.
Εάν υποθέσουμε ότι k ě 2 και ότι αυτός είναι αληθής και για όλους τουςR-μοδίους
αυτού τού είδους με αριθμό στοιχειωδών διαιρετών ă k, τότε (σύμφωνα με τα προ-
αναφερθέντα στην απόδειξη τού (i) τού λήμματος 2.6.24) υπάρχουν κάποια x P M

και y P N με
ord(x) = ord(M) = pν = ord(N) = ord(y),

καθώς και υπομόδιοι U και W των M και N, αντιστοίχως, τέτοιοι ώστε

M = U ‘Rx και N =W ‘Ry, όπου Rx – R/ xpνy – Ry.

Επειδή M – N ñ M/Rx – N/Ry ùñ
2.4.20

U – W και (βάσει των προαναφερθέντων
στο λήμμα 2.6.26 και στο (i) τού θεωρήματος 2.6.27) ισχύουν οι ισότητες

dimR/xpy(U [p]) = min-g(U) = k ´ 1 = min-g(W ) = dimR/xpy(W [p]),

από την επαγωγική μας υπόθεση έπεται ότι οι U και W διαθέτουν τους ίδιους στοι-
χειώδεις διαιρέτες pℓ1 , pℓ2 , ..., pℓk´1 . Κατά συνέπειαν, και οι M και N διαθέτουν
τους ίδιους στοιχειώδεις διαιρέτες pℓ1 , pℓ2 , ..., pℓk´1 , pℓk , όπου ℓk = ν.

(ii)ñ(i) Εν τοιαύτη περιπτώσει, M –
k
À

j=1

R/
@

pℓj
D

– N βάσει τού θεωρήματος

2.6.27.
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2.6.30 Θεώρημα («Δομικό θεώρημα» περί των πεπερασμένως παραραγομένων μο-
δίων υπεράνω Π.Κ.Ι.73). Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M ένας πεπερασμένως παρα-
γόμενος R-μόδιος, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) M = tors(M) ‘ frp(M).

(ii) Εάν ο υπομόδιος στρέψεως tors (M) τούM δεν είναι τετριμμένος, τότε διαθέτει
μια ευθεία αποσύνθεση

tors (M) = tors (M) (p1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ tors (M) (pt)

στις πρωτεύουσες συνιστώσες του (μοναδική, μέχρις αναδιατάξεως αυτών) και

Dνj P N : ord(tors (M) (pj)) = p
νj
j , @j P t1, ..., tu.

(iii) Εάν tors (M) ‰ t0Mu, τότε κάθε πρωτεύουσα συνιστώσα tors (M) (pj) τού
tors (M) διαθέτει μια (μέχρις ισομορφισμού μονοσημάντως ορισμένη) αποσύνθεση
σε ευθέα αθροίσματα κυκλικών υπομοδίων:

tors (M) (pj) –
(
R/

A

p
ℓj,1
j

E)
‘
(
R/

A

p
ℓj,2
j

E)
‘ ¨ ¨ ¨ ‘

(
R/

B

p
ℓj,kj
j

F)
,

με 1 ď ℓj,1 ď ℓj,2 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓj,kj = νj , @j P t1, ..., tu.

(iv) OM είναι μονοσημάντως ορισμένος μέχρις ισομορφισμού μέσω των ακολούθων
«αναλλοιώτων» του74

§ τής ελεύθερης βαθμίδας fr-rankR(M) P N0,

§ τής τάξεως ord(tors (M)) = pν11 p
ν2
2 ¨ ¨ ¨ pνtt ,

§ των εκθετών ℓj,1, ℓj,2, ..., ℓj,kj , @j P t1, ..., tu.

Αποδειξη. Για το (i) βλ. θεώρημα 2.6.6. Για το (ii) αρκεί να εφαρμοσθεί το θεώρημα
2.6.17 για τον tors(M). To (iii) έπεται από το θεώρημα 2.6.27 (εφαρμοζόμενο για
καθεμιά εκ των πρωτευουσών συνιστωσών τού υπομοδίου στρέψεως τού M).
(iv) Βλ. (2.35), το θεώρημα 2.6.9, τα πορίσματα 2.6.20 και 2.6.23, και την πρόταση
2.6.29.

2.6.31 Συμβολισμός. Έστω n P N. Για κάθε k P t1, . . . , nu συμβολίζουμε ως

Πk (n) :=
!

(ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk) P Nk | ℓ1 ď ℓ2 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓk, με ℓ1 + ¨ ¨ ¨ + ℓk = n
)

το σύνολο όλων των διαμερίσεων τού n (ως προς την πρόσθεση τού N) σε k φυσι-
κούς αριθμούς. Επίσης, συμβολίζουμε ως Π(n) :=

Ťn
k=1 Πk (n) το σύνολο όλων των

δυνατών διαμερίσεων τού n και θέτουμε ϖ (n) := card(Π (n)).

73Μέσω αυτού τού θεωρήματος δεν καθίσταται εφικτή μόνον η ταξινόμηση των πεπερασμένως παραγομένων αβε-
λιανών ομάδων (βλ. 2.6.32) αλλά και το πώς κανείς αποκτά τη ρητή, την κλασική και κατά Jordan διευθετημένη μορφή
ενός ενδομορφισμού ενός διανυσματικού χώρου πεπερασμένης διαστάσεως (ή, αντιστοίχως, ενός τετραγωνικού πίνακα
με εγγραφές ανήκουσες σε ένα σώμα). Βλ. σχετικώς [12], §3.7 και §4.4, [14], Chapters 18-20, [15], Chapter 12, και [17],
§IV.6 και §VII.4.

74Εδώ αναφερόμαστε στη γενική περίπτωση (όπου tors(M) ‰ t0Mu). Όταν ο M δεν διαθέτει στρέψη, τότε είναι
ελεύθερος, οπότε αρκεί μόνον η γνώση τής βαθμίδας του για τη μέχρις ισομορφισμού ταξινόμησή του.
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2.6.32 Θεώρημα (Ταξινόμηση πεπερασμένως παραγομένων αβελιανών ομάδων).
Έστω (G,+) μια μη τετριμμένη, μη ελεύθερη75, πεπερασμένως παραγόμενη αβε-
λιανή ομάδα.
(i) Εάν exp(tors (G)) := mint l P N| lx = 0G,@x P tors (G)u = pν11 p

ν2
2 ¨ ¨ ¨ pνtt (όπου

t P N, ν1, . . . , νt P N) είναι η κανονική παράσταση τού ομαδοθεωρητικού εκθέ-
τη τής υποομάδας tors (G) ως γινομένου (κατάλληλων δυνάμεων) πρώτων αριθμών
p1, . . . , pt (με p1 ă ¨ ¨ ¨ ă pt, όταν t ě 2), |tors (G)| = pn1

1 pn2
2 ¨ ¨ ¨ pntt η αντίστοιχη

παράσταση τής τάξεως τής tors (G) (όπου 1 ď νj ď nj) και G (pj) η υποομάδα
τής G η απαρτιζόμενη από εκείνα τα στοιχεία τής G, η ομαδοθεωρητική τάξη των
οποίων ανήκει στο σύνολο tpij |i P t0, 1, . . . , njuu για κάθε j P t1, . . . , tu, τότε

G –

(
t
À

j=1

G (pj)

)
‘ Z ‘ Z ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
loooooooomoooooooon

fr-rankZ(G) φορές

,

όπου exp(G (pj)) = p
νj
j και |G (pj)| = p

nj
j , @j P t1, . . . , tu.

(ii) Για κάθε j P t1, .., tu υπάρχουν kj P t1, .., nju και (ℓj,1, . . . , ℓj,kj ) P Πkj (nj) με
ℓj,kj = νj , ούτως ώστε να υφίστανται ισομορφισμοί

G (pj) – Z
p
ℓj,1
j

‘ Z
p
ℓj,2
j

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
p
ℓj,kj
j

.

(iii) H G είναι μονοσημάντως ορισμένη μέχρις ισομορφισμού μέσω των «αναλλοιώ-
των» της: fr-rankZ(G), |tors (G)| και (ℓj,1, ℓj,2, . . . , ℓj,kj ) για κάθε j P t1, . . . , tu.

Αποδειξη. Θεωρούμε την G ως Z-μόδιο (βλ. 2.1.4 (i)) και λαμβάνουμε υπ’ όψιν τις
συμβάσεις τού εδ. 2.6.19 (i) για την tors(G). Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι

G (pj) = tors(G) (pj) – Z/p
ℓj,1
j Z ‘ Z/p

ℓj,2
j Z ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z/p

ℓj,kj
j Z – Z

p
ℓj,1
j

‘ Z
p
ℓj,2
j

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
p
ℓj,kj
j

όπου 1 ď ℓj,1 ď ℓj,2 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓj,kj = νj , kj = dimZpj (tors(G)[pj ]),@j P t1, .., tu (με
τον πρώτον εκ των ανωτέρω ισομορφισμών οφειλόμενον στα (i) και (ii) τού θεωρή-
ματος 2.6.27). Επειδή |G (pj)| = p

nj
j = p

ℓj,1+ℓj,2+¨¨¨+ℓj,kj =
ˇ

ˇ

ˇ

Àt
j=1G (pj)

ˇ

ˇ

ˇ
, λαμβάνουμε

1 ď kj ď nj = ℓj,1 + ℓj,2 + ¨ ¨ ¨ + ℓj,kj για κάθε j P t1, . . . , tu. Για την επαλήθευση
των λοιπών ισχυρισμών βλ. θεώρημα 2.6.30.

2.6.33 Πόρισμα. Το πλήθος των ανά ζεύγη μη ισομόρφων πεπερασμένων αβελιανών
ομάδων τάξεως pn1

1 pn2
2 ¨ ¨ ¨ pntt (t P N, n1, . . . , nt P N), όπου οι p1, . . . , pt είναι

πρώτοι αριθμοί (με p1 ă ¨ ¨ ¨ ă pt, όταν t ě 2), ισούται με
t
ś

j=1

ϖ(nj).

75Εάν η (G,+) είναι ελεύθερη και πεπερασμένως παραγόμενη, τότεG – Z ‘ Z ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
loooooooooomoooooooooon

rankZ(G) φορές

.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Ακριβείς ακολουθίες και μόδιοι
ομολογίας και συνομολογίας

Στα κεφάλαια 3, 4 και 5 εισάγονται μόνον ορισμένες θεμελιώδεις έννοιες και αποδει-
κνύονται μόνον κάποια βασικά θεωρήματα από τη λεγoμένη Ομολογική Άλγεβρα1

που απαιτούνται για την απρόσκοπτη ανάγνωση των κατοπινών κεφαλαίων.

3.1 ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Ακολουθίες R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων καλούνται ακριβείς όταν ο πυ-
ρήνας καθενός των υπεισερχόμενων ομομορφισμών ισούται με την εικόνα τού προη-
γούμενου ομομορφισμού. Τέτοιου είδους ακολουθίες συναντώνται κατά τρόπο φυ-
σικό σε πληθώρα σημαντικών θεωρημάτων τής Ομολογικής Άλγεβρας και τής Αλ-
γεβρικής Τοπολογίας.

3.1.1 Ορισμός. Μια ακολουθία

¨ ¨ ¨
fn´2

// Mn´1

fn´1
// Mn

fn // Mn+1

fn+1
// Mn+2

fn+2
// ¨ ¨ ¨ (3.1)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, η οποία είναι είτε πεπερασμένη (και
διαθέτει τουλάχιστον τρεις R-μοδίους) είτε μονοπλεύρως ή αμφιπλεύρως απεί-
ρως εκτεινόμενη, καλείται ακριβής στην n-οστή θέση Mn (όπου n P Z) όταν
ισχύει η ισότητα Im(fn´1) = Ker(fn). Η (3.1) λέγεται ακριβής ακολουθία όταν
είναι ακριβής σε κάθε μη ληκτικό (εκ των άνω ή εκ των κάτω) R-μόδιο.

3.1.2 Σημείωση. (i) Προφανώς,

Im(fn´1) = Ker(fn) ô [fn ˝ fn´1 = 0 και Ker(fn) Ď Im(fn´1)].

1Για τη συγγραφή των κεφαλαίων 3, 4 και 5 χρησιμοποιήθηκαν κατά κύριο λόγο οι σημειώσεις παραδόσεων [24]
(από τα «Θέματα Άλγεβρας» τα διδαχθέντα κατά το χειμερινό εξάμηνο 2006-2007 και το εαρινό εξάμηνο 2020), εν
συνδυασμώ με τα εισαγωγικά βιβλία των Hu [21] και Vermani [27], και με αποτελέσματα ολίγων συναφών άρθρων. Για
πιο προκεχωρημένα συγγράμματα συνιστώνται, για περαιτέρω μελέτη, αυτά των Bourbaki [28], Cartan & Eilenberg
[29], Gelfand & Manin [30], Hilton & Stammbach [32], Mac Lane [33], Osborne [34], Rotman [35] και Weibel [36].
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(ii) Ο ορισμός 3.1.1 παραμένει εν ισχύ ακόμη και όταν οι δείκτες είναι «κατιόντες»,
αρκεί ο πυρήνας καθενός ομομορφισμού να ισούται με την εικόνα τού προηγουμέ-
νου του. Επίσης, ορισμένες φορές (σε διαγράμματα) οι ακριβείς ακολουθίες παρα-
τίθενται κατακορύφως εν είδει «στηλών».
(iii) Οιαδήποτε ακριβής ακολουθία τής μορφής2

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

καλείται βραχεία ακριβής ακολουθία.

3.1.3 Παραδείγματα. (i) Ένας ομομορφισμός R-μοδίων f :M ÝÑ N είναι

‚ μονομορφισμός ðñ η t0u ÝÑ M
f

ÝÑ N είναι ακριβής,
‚ επιμορφισμός ðñ η M f

ÝÑ N ÝÑ t0u είναι ακριβής,
‚ ισομορφισμός ðñ η t0u ÝÑ M

f
ÝÑ N ÝÑ t0u είναι ακριβής.

Επίσης, εάν μια ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨
g

ÝÑ M
f

ÝÑ N
h

ÝÑ ¨ ¨ ¨

είναι ακριβής, τότε ο f είναι μονομορφισμός ô g = 0, επιμορφισμός ô h = 0, και
ισομορφισμός ô [g = 0 και h = 0].

(ii) Εάν f :M ÝÑ N είναι ένας ομομορφισμόςR-μοδίων, τότε υφίστανται πάντοτε
δύο βραχείες ακολουθίες: Η

t0u // Ker(f) �
� ι // M

πMKer(f)
// Coim(f) // t0u ,

όπου ι η συνήθης ένθεση και Coim(f) := M/Ker(f) η λεγόμενη συνεικόνα τού f,
και η

t0u // Im(f)
� � // N

πNIm(f)
// Coker(f) // t0u ,

όπου Coker(f) := N/Im(f) είναι o λεγόμενος συμπυρήνας τού f. Εξ αυτών προ-
κύπτει και η ακριβής ακολουθία

t0u // Ker(f) �
� ι // M

f
// N

πNIm(f)
// Coker(f) // t0u . (3.2)

(iii) Έστω k P N, k ě 2.Εάν επιλέξουμε έναν γεννήτορα [a]k τής (προσθετικής, αβε-
λιανής) ομάδας Zk και έναν γεννήτορα [b]k2 τής Zk2 , τότε σχηματίζεται μια βραχεία
ακριβής ακολουθία Z-μοδίων και ομομορφισμών Z-μοδίων

t0u ÝÑ Zk
f

ÝÑ Zk2
g

ÝÑ Zk ÝÑ t0u ,

όπου f([a]k) := k[b]k2 (απεικόνιση επεκτεινόμενη γραμμικώς επί ολοκλήρου τού
Z-μοδίου Zk) και g([b]k2) := [a]k (επεκτεινόμενη γραμμικώς επί τού Zk2).

2Ως t0u ÝÑ M 1 συμβολίζεται η συνήθης ένθεση (που απεικονίζει το μοναδικό στοιχείο ενός τετριμμένουR-μοδίου
στο 0M1 ) και ως M2 ÝÑ t0u ο μηδενικός ομομορφισμός (που απεικονίζει κάθε στοιχείο τού M2 στο μοναδικό
στοιχείο ενός τετριμμένουR-μοδίου).
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(iv) Εάν k P N, k ě 2, τότε υφίσταται μια βραχεία ακριβής ακολουθία Z-μοδίων και
ομομορφισμών Z-μοδίων t0u ÝÑ Z f

ÝÑ Z g
ÝÑ Zk ÝÑ t0u , όπου f := k idZ, ήτοι

f(ξ) := kξ και g(ξ) := [ξ]k για κάθε ξ P Z.
(v) Εάν k P N, k ě 2, και l P Z με l | k, τότε θεωρώντας τήν υποομάδα lZk
τής Zk έχουμε τη δυνατότητα κατασκευής μιας βραχείας ακριβούς ακολουθίας Zk-
μοδίων και ομομορφισμών Zk-μοδίων t0u ÝÑ k

l Zk
ι

ãÑ Zk
g

ÝÑ lZk ÝÑ t0u , όπου
g([ξ]k) := l[ξ]k για κάθε ξ P Z, καθώς ο g είναι επιμορφισμός και

Ker(g) = t [ξ]k P Zk| ξ P Z με l[ξ]k = [lξ]k = [0]ku

= t [ξ]k P Zk| ξ P Z με lξ = mk, για κάποιον m P t0, 1, ..., k ´ 1uu

= k
l Zk = Im(ι).

(vi) Έστω K τυχόν σώμα. Η βραχεία ακολουθία

t0u ÝÑ xXy
ι

ãÑ K[X] g
ÝÑ K ÝÑ t0u ,

όπου g(φ(X)) := ο σταθερός όρος τού πολυωνύμου φ(X) για κάθε φ(X) P K[X],
είναι ακριβής τόσον όταν οι όροι της θεωρηθούν K-μόδιοι (ήτοι K-διανυσματικοί
χώροι) όσον και όταν οι όροι της θεωρηθούν K[X]-μόδιοι3.
(vii) Εάν I1, I2 είναι δυο ιδεώδη ενός μεταθετικού δακτυλίου R, τότε η

t0u ÝÑ I1 X I2
ι

ãÑ R
f

ÝÑ (R/I1) ˆ (R/I2)
g

ÝÑ R/(I1 + I2) ÝÑ t0u ,

όπου f(r) := (r + I1, r + I2), @r P R, και

g(r1 + I1, r2 + I2) := (r1 + r2) + (I1 + I2), @ (r1, r2) P R ˆR,

αποτελεί μια ακριβή ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων.

3.1.4 Πρόταση. (i) Οιαδήποτε ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων
τής μορφής

t0u ÝÑ A
α

ÝÑ B
β

ÝÑ C (3.3)

είναι ακριβής εάν και μόνον εάν A – Ker(β).
(ii) Οιαδήποτε ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

A
α

ÝÑ B
β

ÝÑ C ÝÑ t0u (3.4)

είναι ακριβής εάν και μόνον εάν Coker(α) – C.

3Γενικότερα, εάν V είναι ένας K-διανυσματικός χώρος και T : V Ñ V τυχών ενδομορφισμός του, τότε ο V
καθίσταταιK[X]-μόδιος μέσω τής συνήθους προσθέσεως τού V και μέσω τού βαθμωτού πολλαπλασιασμού

K[X] ˆ V ÝÑ V, (
n
ÿ

j=0

a
j

Xj , v) ÞÝÑ

n
ÿ

j=0

a
j
T
j
(v).
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Αποδειξη. (i) Εάν η (3.3) είναι ακριβής, τότε ο ομομορφισμός α είναι μονομορφι-
σμός και A –

ÝÑ
α̌

Im(α) = Ker(β) (όπου α̌ όπως στο 2.2.14 (iii)). Και αντιστρόφως·

εάν υπάρχει ένας ισομορφισμός R-μοδίων f : A
–

ÝÑ Ker(β), τότε δημιουργείται
ένα μεταθετικό διάγραμμα

t0u // A

f–

��

α //

ö

B
β

//

ö

C

t0u // Ker(β)
inKer(β),B

// B
β

//

idB

OO

C

idC

OO

με την κάτω του γραμμή ακριβή. Ο α = idB˝ inKer(β),B ˝ f είναι μονομορφισμός
(ως σύνθεση τριών μονομορφισμών) και

Im(α) = idB(inKer(β),B(f(A))) = idB(inKer(β),B(Ker(β))) = idB(Ker(β)) = Ker(β),

οπότε η (3.3) είναι ακριβής.
(ii) Εάν η (3.4) είναι ακριβής, τότε o β είναι επιμορφισμός και

Im(α) = Ker(β) ñ Coker(α) := B/ Im(α) = B/Ker(β) –
ÝÑ
2.3.7

Im(β) = C.

Και αντιστρόφως· εάν υπάρχει ισομορφισμός f : Coker(α) –
ÝÑ C, τότε τότε δη-

μιουργείται ένα μεταθετικό διάγραμμα

A

idA
��

α //

ö

B

idB
��

β
//

ö

C // t0u

A
α

// B
πBIm(α)

// Coker(α)

f –

OO

// t0u

με την κάτω του γραμμή ακριβή. Ο β = f ˝ πBIm(α)˝ idB είναι επιμορφισμός (ως
σύνθεση τριών επιμορφισμών) και

Ker(β) = Ker(f ˝ π
B
Im(α) ˝ idB) = Ker(f ˝ π

B
Im(α)) =

!

x P B| f(π
B
Im(α)(x)) = 0C

)

=
!

x P B|π
B
Im(α)(x) = 0Coker(α)

)

= tx P B| x P Im(α)u = Im(α),

οπότε η (3.4) είναι ακριβής.

3.1.5 Πρόταση. Δοθείσας μιας ακριβούς ακολουθίας R-μοδίων και ομομορφισμών

R-μοδίων τής μορφής A1
f1 // A2

f2 // A3
f3 // A4

f4 // A5 είναι δυνατός ο
σχηματισμός τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u // Coker(f1) � � α // A3
β

// // Ker(f4) // t0u (3.5)

όπου α(x+ Im(f1)) := f2(x), @x P A2, και β (y) := f3(y), @y P A3.
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Αποδειξη. Δημιουργείται προδήλως ένας μονομορφισμός Coker(f1)
α

ãÑ A3:

Coker(f1) := A2/ Im(f1) = A2/Ker(f2)
–

ÝÑ
2.3.7

Im(f2) ãÑ A3.

Επιπροσθέτως, μέσω τού f3 επάγεται ένας επιμορφισμός β : A3 ↠ Im(f2). Τέλος,
η (3.5) είναι ακριβής και στον A3, διότι Im(α) = Im(f2) = Ker(f3) = Ker(β).

3.1.6 Πρόταση. Έστω ότι οι (f 1
j : M

1
j ÝÑ Mj)jPJ , (fj : Mj ÝÑ M2

j )jPJ είναι δυο
οικογένειες ομομορφισμών R-μοδίων (με το ίδιο σύνολο δεικτών). Εάν οι ακολου-
θίες M 1

j ÝÑ
f 1
j

Mj ÝÑ
fj

M2
j είναι ακριβείς για κάθε j P J, τότε και οι ακολουθίες

ś

jPJ

M 1
j

ś

jPJ
f 1
j

// ś

jPJ

Mj

ś

jPJ
fj

// ś

jPJ

M2
j

και

À

jPJ

M 1
j

À

jPJ
f 1
j

// À

jPJ

Mj

À

jPJ
fj

// À

jPJ

M2
j

είναι ακριβείς.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τις ισότητες (2.15) και (2.16).

§ Τεχνικές χειρισμού μεταθετικών διαγραμμάτων και ακριβών ακολουθιών. Παρα-
τίθεται μια σειρά από χρήσιμα θεωρητικά λήμματα τα οποία αποσκοπούν στη διευ-
κόλυνση των χειρισμών που απαιτούνται κατά την επίλυση προβλημάτων σχετιζο-
μένων με τη μελέτη μεγάλων μεταθετικών διαγραμμάτων.

3.1.7 Λήμμα («Λήμμα των τεσσάρων»). Δοθέντος ενός μεταθετικού διαγράμματος
ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

A
f

//

öα

��

B
g

//

öβ

��

C
h //

öγ

��

D

δ
��

A1

f 1
// B1

g1
// C 1

h1
// D1

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν οι α και γ είναι επιμορφισμοί και ο δ μονομορφισμός, τότε ο β είναι επιμορ-
φισμός.
(ii) Εάν ο α είναι επιμορφισμός και οι β και δ μονομορφισμοί, τότε ο γ είναι μονο-
μορφισμός.

Αποδειξη. (i) Έστω τυχόν στοιχείο b1 P B1.Επειδή η απεικόνιση γ είναι επιρριπτι-
κή, υπάρχει c P C : g1(b1) = γ(c). Λόγω τής μεταθετικότητας στο δεξιό τετράγωνο,
δ(h(c)) = h1(γ(c)) = h1(g1(b1)) = (h1 ˝ g1

loomoon

=0

)(b1) = 0D1 . Άρα h(c) P Ker(δ) = t0Du



146 ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΚΑΙ ΣΥΝΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

(διότι ο δ είναι μονομορφισμός), απ’ όπου έπεται ότι

h(c) = 0D ñ c P Ker(h) = Im(g) ñ [Db P B : c = g(b)].

Λόγω τής μεταθετικότητας στο μεσαίο τετράγωνο λαμβάνουμε

g1(b1) = γ(c) = γ(g(b)) = g1(β(b)) ñ b1 ´ β(b) P Ker(g1) = Im(f 1),

οπότε [Da1 P A1 : b1 ´ β(b) = f 1(a1)]. Επειδή η απεικόνιση α είναι επιρριπτική,
υπάρχει a P A : a1 = α(a). Η μεταθετικότητα στο αριστερό τετράγωνο δίδει

b1 ´ β(b) = f 1(α(a)) = β(f(a)) ñ b1 = β(b+ f(a)) P Im(β).

Κατά συνέπειαν, ο ομομορφισμός β είναι όντως επιμορφισμός.

(ii) Έστω τυχόν c P Ker(γ). Προφανώς, δ (h(c)) = h1(γ(c)) = h1(0C1) = 0D1 , οπότε
h(c) P Ker(δ) = t0Du και c P Ker(h) = Im(g) ñ [Db P B : c = g(b)]. Ως εκ τούτου,

0C1 = γ(c) = γ(g(b)) = g1(β(b)) ñ β(b) P Ker(g1) = Im(f 1),

απ’ όπου έπεται η ύπαρξη ενός a1 P A1 με β(b) = f 1(a1). Επειδή η απεικόνιση α
είναι επιρριπτική, υπάρχει a P A : a1 = α(a), οπότε

β(b) = f
1
(a

1
) = β(f(a)) ñ b ´ f(a) P Ker(β) = t0Bu ñ b = f(a) ñ c = g(b) = (g ˝ f

loomoon

=0

)(a) = 0C .

Άρα ο ομομορφισμός γ είναι όντως μονομορφισμός.

3.1.8 Λήμμα («Λήμμα των πέντε»). Δοθέντος ενός μεταθετικού διαγράμματος ο-
μομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

A //

öα

��

B //

öβ

��

C //

öγ

��

D //

öδ
��

E

ε

��

A1 // B1 // C 1 // D1 // E1

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν ο α είναι επιμορφισμός και οι β και δ μονομορφισμοί, τότε ο γ είναι μονο-
μορφισμός.
(ii) Εάν οι β και δ είναι επιμορφισμοί και ο ε μονομορφισμός, τότε ο γ είναι επι-
μορφισμός.
(iii) Εάν οι α, β, δ και ε είναι ισομορφισμοί, τότε και ο γ είναι ισομορφισμός.

Αποδειξη. (i) Αρκεί η εφαρμογή τού (ii) τού λήμματος 3.1.7 για το υποδιάγραμμα

A //

öα

��

B //

öβ

��

C //

öγ

��

D

δ
��

A1 // B1 // C 1 // D1
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(ii) Τούτο έπεται ύστερα από εφαρμογή τού (i) τού λήμματος 3.1.7 για το υποδιά-
γραμμα

B //

öβ

��

C //

öγ

��

D //

öδ
��

E

ε

��

B1 // C 1 // D1 // E1

Τέλος, το (iii) έπεται άμεσα από τα (i) και (ii).

3.1.9 Πόρισμα («Βραχύ λήμμα των πέντε»). Δοθέντος ενός μεταθετικού διαγράμ-
ματος ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

t0u //

ö

A //

öα

��

B //

öβ

��

C //

öγ

��

t0u

t0u // A1 // B1 // C 1 // t0u

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν οι α και γ μονομορφισμοί, τότε και ο β είναι μονομορφισμός.
(ii) Εάν οι α και γ επιμορφισμοί, τότε και ο β είναι επιμορφισμός.
(iii) Εάν οι α και γ ισομορφισμοί, τότε και ο β είναι ισομορφισμός.

3.1.10 Λήμμα («Λήμμα των 3 ˆ 3», [33], II.5.1, σελ. 49-50).
Έστω ότι το διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u

��

t0u

��

t0u

��

t0u // A1

ö

α1
//

f 1

��

A

öf

��

β1
// A2

f2

��

// t0u

t0u // B1

ö

α //

g1

��

B

ög

��

β
// B2

g2

��

// t0u

t0u // C 1

α2
//

��

C

��

β2
// C2

��

// t0u

t0u t0u t0u

είναι μεταθετικό με τις τρεις στήλες του ακριβείς. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν οι δύο άνω γραμμές του είναι ακριβείς, τότε και η τρίτη του γραμμή είναι
ακριβής.
(ii) Εάν οι δύο κάτω γραμμές του είναι ακριβείς, τότε και η τρίτη του γραμμή είναι
ακριβής.

Αποδειξη. (i) (a) Ακρίβεια στη θέση C 1. Εάν c1 P Ker(α2), τότε λόγω τής επιρριπτι-
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κότητας τού g1 υπάρχει κάποιο b1 P B1, τέτοιο ώστε να ισχύει g1(b1) = c1, οπότε

g(α(b1)) = α2(g1(b1)) = α2(c1) = 0C1 ñ α(b1) P Ker(g) = Im(f) ñ [Da P A : α(b1) = f(a)].

Από την άλλη μεριά,

0B2 = ( β ˝ α
loomoon

=0

)(b1) = β(α(b1)) = β(f(a)) = f2(β1(a)) ñ β1(a) P Ker(f2) = t0A2 u

ñ β1(a) = 0A2 ñ a P Ker(β1) = Im(α1) ñ [Da1 P A1 : α1(a1) = a],

οπότε α(b1) = f(a) = f(α1(a1)) = α(f 1(a1)), απ’ όπου έπεται ότι

b1 ´ f 1(a1) P Ker(α) = t0B1 u ñ b1 = f 1(a1)

ñ c1 = g1(b1) = (g1
˝ f 1

loomoon

=0

)(a1) = 0C1 ñ Ker(α2) = t0C1 u.

(b) Ακρίβεια στη θέσηC.Εάν c1 PC 1, τότε λόγω τής επιρριπτικότητας τού g1 υπάρχει
κάποιο b1 P B1, τέτοιο ώστε να ισχύει g1(b1) = c1, οπότε

(β2 ˝ α2)(c1) = β2(α2(c1)) = β2(α2(g1(b1))) = β2(g(α(b1)))

= g2(β(α(b1))) = g2(( β ˝ α
loomoon

=0

)(b1)) = g2(0B2) = 0C2

ñ β2 ˝ α2 = 0 ñ Im(α2) Ď Ker(β2).

Και αντιστρόφως· εάν c P Ker(β2), τότε λόγω τής επιρριπτικότητας τού g υπάρχει
κάποιο b P B, τέτοιο ώστε να ισχύει g(b) = c. Προφανώς,

0C = β2(c) = β2(g(b)) = g2(β(b))

ñ β(b) P Ker(g2) = Im(f2) ñ [Da2 P A2 : β(b) = f2(a2)].

Επίσης, λόγω τής επιρριπτικότητας τού β1 υπάρχει κάποιο a P A, τέτοιο ώστε να
ισχύει β1(a) = a2. Κατά συνέπειαν,

β(b) = f2(a2) = f2(β1(a)) = β(f(a)) ñ b´ f(a) P Ker(β) = Im(α)

ñ [Db1 P B1 : α(b1) = b´ f(a)] ñ c = g(b) = g(b) ´ ( g ˝ f
loomoon

=0

)(a) = g(b´ f(a))

= g(α(b1)) = α2(g1(b1)) P Im(α2) ñ Ker(β2) Ď Im(α2).

(c) Ακρίβεια στη θέση C2. Εάν c2 P C2, τότε λόγω τής επιρριπτικότητας τού g2

υπάρχει κάποιο b2 P B2, τέτοιο ώστε να ισχύει g2(b2) = c2. Επίσης, λόγω τής επιρ-
ριπτικότητας τού β, Db P B : b2 = β(b). Επομένως,

c2 = g2(b2) = g2(β(b)) = β2(g(b)) P Im(β2) ñ C2 = Im(β2).

(ii) Τούτο αποδεικνύεται παρομοίως (μόνον μέσω κυνηγητού στο διάγραμμα).

§ Το λήμμα τού φιδιού. Εν συνεχεία, διατυπώνεται και αποδεικνύεται το λεγόμενο
λήμμα τού φιδιού (που είναι γνωστό και ως λήμμα πυρήνων και συμπυρήνων ή ως
λήμμα τού ζικ-ζακ συνδετικού ομομορφισμού), μέσω τού οποίου κατασκευάζεται
η μακρά ακριβής ακολουθία R-μοδίων ομολογίας που επάγεται από μια βραχεία
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ακριβή ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων. (Βλ. θεώρημα 3.2.13.) Επειδή η κλασική
απόδειξή του4 (μόνον μέσω κυνηγητού στο διάγραμμα) είναι μακροσκελής, παρα-
τίθεται εδώ μια διαφορετική, κομψή και σύντομη απόδειξη που οφείλεται στον J.
Lambek5 και κάνει χρήση τού λήμματος 3.1.18 των δύο τετραγώνων. Προηγούνται
οι αποδείξεις κάποιων στοιχειωδών βοηθητικών προτάσεων.

3.1.11 Πρόταση. Δοθέντων R-μοδίων M,M 1,M2, N,N 1, N2 και ακριβών ακολου-
θιών

M 1 f 1

ÝÑ M
f

ÝÑ M2 και t0u ÝÑ N 1 g1

ÝÑ N
g

ÝÑ N2,

καθώς και ϕ P HomR(M,N), ϕ2 P HomR(M
2, N2) με ϕ2 ˝f = g ˝ϕ, υφίσταται μο-

νοσημάντως ορισμένος ϕ1 P HomR(M
1, N 1) που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα

μεταθετικό.

M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

t0u // N 1

g1
// N

g
// N2

Αποδειξη. Έστω x P M 1. Προφανώς,

g(ϕ(f 1(x))) = ((g ˝ ϕ) ˝ f 1)(x) = ((ϕ2 ˝ f) ˝ f 1)(x) = (ϕ2 ˝ (f ˝ f 1
loomoon

=0

))(x) = 0N2

ñ ϕ(f 1(x)) P Ker(g) = Im(g1) ñ Im(ϕ ˝ f 1) Ď Im(g1).

Επειδή ο g1 είναι μονομορφισμός (βλ. 3.1.3 (i)), αρκεί η εφαρμογή τού θεωρήματος
2.2.25 για το διάγραμμα

M 1

D!ϕ1

}}

ϕ˝f 1

  
ö

N 1

g1
// N

(βάσει τού οποίου D!ϕ1 P HomR(M
1, N 1) : g1 ˝ ϕ1 = ϕ ˝ f 1).

3.1.12 Πόρισμα. Δοθέντων R-μοδίων M,N,M 1, N 1 και ομομορφισμών

f P HomR(M,M 1), g P HomR(N,N
1),

ϕ P HomR(M,N), ϕ1 P HomR(M
1, N 1),

με ϕ1 ˝ f = g ˝ ϕ, υφίσταται μονοσημάντως ορισμένος

ϕ P HomR(Ker(f),Ker(g))

4Για την κλασική απόδειξη βλ., π.χ., MacLane [8], σελ. 202-204, Brunner [19], σελ. 69-79, Vermani [27], Theorem
4.1.4, σελ. 101-109, ή Bourbaki [28], §1.2, σελ. 3-7.

5Bλ.J. Lambek: Goursat’s theorem and homological algebra, Canadian Mathematical Bulletin 7 (1964), 597-608.
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που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό.

Ker(f)

ιf

��

ö

ϕ
// Ker(g)

ιg

��

M
ϕ

// N

(Οι ιf , ιg είναι οι συνήθεις ενθέσεις.)

Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμοσθεί η πρόταση 3.1.11 στο διάγραμμα

t0u // Ker(f)

ö

ιf
//

D! ϕ

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M 1

ϕ1

��

t0u // Ker(g)
ιg

// N
g

// N 1

Σημειωτέον ότι ϕ(x) := ϕ (x) για κάθε x P Ker(f).

3.1.13 Πρόταση. Δοθέντων R-μοδίων M,M 1,M2, N,N 1, N2 και ακριβών ακολου-
θιών

M 1 f 1

ÝÑ M
f

ÝÑ M2 ÝÑ t0u και N 1 g1

ÝÑ N
g

ÝÑ N2,

καθώς και ϕ P HomR(M,N), ϕ1 P HomR(M
1, N 1) με ϕ ˝ f 1 = g1 ˝ϕ1, υφίσταται μο-

νοσημάντως ορισμένος ϕ2 P HomR(M
2, N2) που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα

μεταθετικό.

M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

// t0u

N 1

g1
// N

g
// N2

Αποδειξη. Έστω y P Ker(f). Επειδή Ker(f) = Im(f 1), υπάρχει κάποιο x P M 1,
τέτοιο ώστε να ισχύει y = f 1(x), οπότε

ϕ(y) = ϕ(f 1(x)) = (ϕ ˝ f 1)(x) = (g1 ˝ ϕ1)(x) = g1(ϕ1(x))

ñ (g ˝ ϕ)(y) = g(ϕ(y)) = g(g1(ϕ1(x))) = ( g ˝ g1
loomoon

=0

˝ϕ1)(x) = 0N2 ,

απ’ όπου έπεται ότι Ker(f) Ď Ker(g ˝ ϕ). Επειδή (κατά το 3.1.3 (i)) ο f είναι
επιμορφισμός, αρκεί η εφαρμογή τού θεωρήματος 2.2.24 για το διάγραμμα

M

ö

f

��

g˝f
// N2

M2

D!ϕ2

>>
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(βάσει τού οποίου D!ϕ2 P HomR(M
2, N2) : ϕ2 ˝ f = g ˝ ϕ).

3.1.14 Πόρισμα. Έστω ότι οι

t0u // M 1 f 1
// M

f
// M2 // t0u

t0u // N 1 g1
// N

g
// N2 // t0u

είναι δυο βραχείες ακριβείς ακολουθίες και ότι

ϕ P HomR(M,N), ϕ1
P HomR(M

1, N 1)

είναι τέτοιοι, ώστε να ισχύει ϕ ˝ f 1 = g1 ˝ ϕ1. Βάσει τής προτάσεως 3.1.13 υπάρχει
ένας και μόνον ϕ2 P HomR(M

2, N2) ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

t0u // M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

// t0u

t0u // N 1

g1
// N

g
// N2 // t0u

μεταθετικό. Εν προκειμένω, Ker(ϕ2) = f(ϕ´1(Ker(g))), Im(ϕ2) = Im(g ˝ ϕ), Εξ
αυτών συνάγεται ότι
(i) ο ϕ2 είναι μονομορφισμός εάν και μόνον εάν ϕ´1(Ker(g)) Ď Ker(f), και
(ii) ο ϕ2 είναι επιμορφισμός εάν και μόνον εάν ο g ˝ ϕ είναι επιμορφισμός.

Αποδειξη. Προφανώς,

ϕ´1(Ker(g)) = ϕ´1(g´1(t0N2 u)) = (g ˝ ϕ)´1(t0N2 u) = Ker(ϕ2 ˝ f)

ñ f(ϕ´1(Ker(g))) = f(Ker(ϕ2 ˝ f)) =
2.2.11

Im(f) X Ker(ϕ2) =M2 X Ker(ϕ2) = Ker(ϕ2)

και Im(g ˝ ϕ) = Im(ϕ2 ˝ f) = (ϕ2 ˝ f)(M) = ϕ2(f(M)) = ϕ2(M2) = Im(ϕ2).

(i) O ϕ2 είναι μονομορφισμός εάν και μόνον εάν

Ker(ϕ2) = t0M2 u ô f(ϕ´1(Ker(g))) = t0M2 u ô ϕ´1(Ker(g)) Ď Ker(f).

(ii) Τούτο είναι προφανές από την ισότητα Im(ϕ2) = Im(g ˝ ϕ).

3.1.15 Πόρισμα. Δοθέντων R-μοδίων M,N,M 1, N 1 και ομομορφισμών

f P HomR(M
1,M), g P HomR(N

1, N),

ϕ P HomR(M,N), ϕ1 P HomR(M
1, N 1),

με ϕ ˝ f = g ˝ ϕ1, υφίσταται μονοσημάντως ορισμένος

ϕ P HomR(Coker(f),Coker(g))
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που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό.

M

πMIm(f)

��

ö

ϕ
// N

πNIm(g)

��

Coker(f)
ϕ

// Coker(g)

Αποδειξη. Αρκεί να εφαρμοσθεί η πρόταση 3.1.13 στο διάγραμμα

M 1

ö

f
//

ϕ1

��

M

ö

πMIm(f)
//

ϕ

��

Coker(f)

D!ϕ

��

// t0u

N 1

g
// N

πNIm(g)

// Coker(g) // t0u

Σημειωτέον ότι ϕ(m+ Im(f)) := ϕ (m) + Im(g) για κάθε m P M.

3.1.16 Ορισμός. Έστω “l” ένα τετράγωνο μεταθετικό διάγραμμα ομομορφι-
σμών R-μοδίων:

A

α

��

l

f
// B

β

��

C
g

// D

Ορίζουμε ως λόγο εικόνων (image ratio) τού l τον πηλικομόδιο6

Im.rat.(l) := (Im(β) X Im(g))/ Im(g ˝ α)

και ως λόγο πυρήνων (kernel ratio) τού l τον πηλικομόδιο7

Ker.rat.(l) := Ker(g ˝ α)/(Ker(α) + Ker(f)).

3.1.17 Σημείωση. Για διαγράμματα “l1” τής μορφής

A

l
1

f
// B

C

α

OO

g
// D

β

OO

6Εάν y P Im(g ˝ α), τότε υπάρχει x P A : y = g(α(x)), οπότε y P Im(g). Εξάλλου, επειδή (εξ υποθέσεως)
y = g(α(x)) = β (f(x)) , έχουμε y P Im(β). Επομένως, y P Im(β) X Im(g).

7Εάν x P Ker(α)+ Ker(f), τότε x = x1 + x2, για κάποια x1 P Ker(α) και x2 P Ker(f). Επειδή

g(α(x)) = g(α(x1)
loomoon

=0C

+α(x2)) = g(α(x2)) = β(f(x2)) = β(0B) = 0D,

συνάγεται ότι x P Ker(g ˝ α). Άρα Ker(α)+ Ker(f) Ď Ker(g ˝ α).
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(με τα κατακόρυφα βέλη στραμμένα προς τα άνω) ορίζουμε κατ’ αναλογίαν

Im.rat.(l1) := (Im(β) X Im(f))/ Im(f ˝ α)

και
Ker.rat.(l1) := Ker(f ˝ α)/(Ker(α) + Ker(g)).

3.1.18 Λήμμα («Λήμμα των δύο τετραγώνων», J. Lambek, 1964). Για οιοδήποτε με-
ταθετικό διάγραμμα ομομορφισμών R-μοδίων αποτελούμενο από δύο τετράγωνα
τής μορφής

M 1

1

f
//

α

��

M

2

g
//

β

��

M2

γ

��

N 1

f 1
// N

g1
// N2

και έχον αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, υφίσταται ισομορφισμός

Im.rat.( 1 ) – Ker.rat.( 2 ).

Αποδειξη. Λόγω τής ακριβείας των γραμμών έχουμε

Im(β) X Im(f 1) = Im(β) X Ker(g1) =
␣

β(x)
ˇ

ˇx P M με g1(β(x)) = 0N2
(

= β(Ker(g1 ˝ β)) (3.6)

και
Im(β ˝ f) = β(Im(f)) = β(Ker(g)) = β(Ker(β) + Ker(g)). (3.7)

Kατά συνέπειαν,

Ker.rat.( 2 ) := Ker(g1 ˝ β)/(Ker(β) + Ker(g)) (εξ ορισμού)

– (Ker(g1 ˝ β)/Ker(β))/((Ker(β) + Ker(g))/Ker(β)) (βλ. θεώρημα 2.3.13)

– β (Ker(g1 ˝ β)) /β(Ker(β) + Ker(g)) (βλ. θεώρημα 2.3.7)

= (Im(β) X Im(f 1))/ Im(β ˝ f) (από τις (3.6) και (3.7))

= Im.rat.( 1 ) (εξ ορισμού)

και ο ισχυρισμός είναι αληθής.

3.1.19 Παρατήρηση. Το λήμμα 3.1.18 (Im.rat.( 1 ) – Ker.rat.( 2 )) εξακολουθεί να
ισχύει και για διαγράμματα τής μορφής

M 1

1

f
// M

2

g
// M2

N 1

α

OO

f 1
// N

β

OO

g1
// N2

γ

OO

(που στρέφουν τα κατακόρυφα βέλη προς τα άνω) υπό την προϋπόθεση τού ορισμού
των λόγων εικόνων και πυρήνων όπως στο εδ. 3.1.17.
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3.1.20 Θεώρημα («Λήμμα τού φιδιού»). Εάν δοθούν δυο τριάδες R-μοδίων

M,M 1,M2 και N,N 1, N2,

δυο ακριβείς ακολουθίες

M 1 α1
ÝÑ M

α
ÝÑ M2

ÝÑ t0u και t0u ÝÑ N 1 β1
ÝÑ N

β
ÝÑ N2

και τρεις ομομορφισμοί ϕ P HomR(M,N), ϕ1 P HomR(M
1, N 1), ϕ2 P HomR(M

2, N2),

και εάν υποτεθεί ότι το κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό

t0u

��

t0u

��

t0u

��

Ker(ϕ1)
α1

//

ιϕ1

��

Ker(ϕ) α //

ιϕ

��

Ker(ϕ2)

ιϕ2

��

M 1 α1
//

ϕ1
��

M
α //

ϕ
��

M2 //

ϕ2
��

t0u

t0u // N 1
β1

//

πN
1

Im(ϕ1)
��

N
β

//

πNIm(ϕ)

��

N2

πN
2

Im(ϕ2)

��

Coker(ϕ1)
β1

//

��

//

δ

Coker(ϕ)
β

//

��

Coker(ϕ2)

��

t0u t0u t0u

όπου οι τρεις στήλες του είναι οι ακριβείς ακολουθίες (3.2) οι επαγόμενες από τους
ϕ, ϕ1, ϕ2 και β, β1, α, α1 οι μονοσημάντως ορισμένοι ομομορφισμοί που αποκτώνται
μέσω των πορισμάτων 3.1.12 και 3.1.15, τότε υπάρχει ομομορφισμός δ που καθιστά
την ακολουθία

Ker(ϕ1)
α1

ÝÑ Ker(ϕ) α
ÝÑ Ker(ϕ2)

δ
ÝÑ Coker(ϕ1)

β1

ÝÑ Coker(ϕ)
β

ÝÑ Coker(ϕ2)

ακριβή (και υποδηλούται μέσω τού οφιοειδούς βέλους στο διάγραμμα).

Αποδειξη. (i) Η ανωτέρω ακολουθία είναι ακριβής στη θέση Ker(ϕ). Έστω τυχόν
y P Im(α ˝ α1). Επειδή Dx P Ker(ϕ1) : y = (α ˝ α1)(x) και ιϕ2(y) P M2 = Im(α),
υπάρχει z P M, τέτοιο ώστε να ισχύει

α(z) = ιϕ2(y) = (ιϕ2 ˝ α)(α1(x)) = (α ˝ ιϕ)(α
1(x))

= α((ιϕ ˝ α1)(x)) = α((α1 ˝ ιϕ1)(x)) = ((α ˝ α1
loomoon

=0

) ˝ ιϕ)(x) = 0M2

ñ y P Ker(ιϕ2) = t0M2 u ñ y = 0M2

(λόγω τής μεταθετικότητας τού διαγράμματος και τής ακριβείας τής δεύτερης γραμ-
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μής του). Επομένως, α ˝ α1 = 0 ùñ Im(α1) Ď Ker(α). Και αντιστρόφως· εάν θεω-
ρήσουμε ένα x P Ker(α), τότε

0M2 = ιϕ2 (0M2) = ιϕ2 (α(x)) = (ιϕ2 ˝ α)(x) = (α ˝ ιϕ)(x) = α(ιϕ(x))

ñ ιϕ(x) P Ker(α) = Im(α1) ñ [Dy P M 1 : ιϕ(x) = α1(y)]

ñ (β1 ˝ ϕ1)(y) = (ϕ ˝ α1)(y) = ϕ(α1(y)) = ϕ(ιϕ(x)) = (ϕ ˝ ιϕ
loomoon

=0

)(x) = 0N

ñ ϕ1(y) P Ker(β1) = t0N 1 u ñ ϕ1(y) = 0N 1 ñ y P Ker(ϕ1) = Im(ιϕ1)

ñ [Dx1 P Ker(ϕ1) : y = ιϕ1(x1)] ñ ιϕ(x) = α1(y) = (α1 ˝ ιϕ1)(x1) = (ιϕ ˝ α1)(x1)

ñ x´ α1(x1) P Ker(ιϕ) = t0Mu ñ x = α1(x1) P Im(α1),

οπότε ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός Ker(α) Ď Im(α1).

(ii) Η ανωτέρω ακολουθία είναι ακριβής στη θέση Coker(ϕ). Έστω τυχόν στοιχείο
x P Coker(ϕ1). Επειδή η απεικόνιση πN

1

Im(ϕ1) είναι επιρριπτική,

Dz P N 1 : πN
1

Im(ϕ1)(z) = z + Im(ϕ1) = x,

οπότε

(β ˝ β1)(x) = (β ˝ (β1 ˝ πN
1

Im(ϕ1)))(z) = (β ˝ (πNIm(ϕ) ˝ β1))(z)

= ((β ˝ πNIm(ϕ)) ˝ β1)(z) = ((πN
2

Im(ϕ2) ˝ β) ˝ β1)(z)

= (πN
2

Im(ϕ2) ˝ (β ˝ β1
loomoon

=0

))(z) = 0Coker(ϕ2) ñ β ˝ β1 = 0 ñ Im(β1) Ď Ker(β).

Και αντιστρόφως· εάν x P Ker(β), τότε (επειδή η πNIm(ϕ) είναι επιρριπτική)

Dy P N : x = πNIm(ϕ)(y),

οπότε

0Coker(ϕ) = β(x) = (β ˝ πNIm(ϕ))(y) = (πN
2

Im(ϕ2) ˝ β)(y)

ñ β(y) P Ker(πN
2

Im(ϕ2)) = Im(ϕ2)

ñ [Dw P M2 : ϕ2(w) = β(y)] ùñ
Im(α)=M2

[Du P M : w = α(u)]

ñ [Du P M : ϕ2(w) = ϕ2(α(u)) = β(ϕ(u))] ñ β(y) = β(ϕ(u))

ñ y ´ ϕ(u) P Ker(β) = Im(β1) ñ [Dv P N 1 : y ´ ϕ(u) = β1(v)]

ñ πNIm(ϕ)(y) ´ (πNIm(ϕ) ˝ ϕ
loooomoooon

=0

)(u) = (πNIm(ϕ) ˝ β1)(v) = (β1 ˝ πN
1

Im(ϕ1))(v)

ñ x = πNIm(ϕ)(y) = β1(πN
1

Im(ϕ1)(v)) P Im(β1) ñ Ker(β) Ď Im(β1).

(iii) Για να είναι η ανωτέρω ακολουθία ακριβής και στις θέσεις Ker(ϕ2) και
Coker(ϕ1) αρκεί να υφίσταται ισομορφισμός

Coker(α) –
ÝÑ
θ

Ker(β1). (3.8)
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Πράγματι· εν τοιαύτη περιπτώσει, θέτοντας δ := j ˝ θ ˝ π
Ker(ϕ2)
Im(α) (όπου j η συνήθης

ένθεση) συμπεραίνουμε μέσω τού διαγράμματος

Ker(ϕ) α // Ker(ϕ2)

öπ
Ker(ϕ2)

Im(α)
��

δ // Coker(ϕ1)
β1

// Coker(ϕ)

Ker(ϕ2)/Im(α) Coker(α)
θ

– // Ker(β1)
?�

j

OO

ότι

Ker(δ) =
!

x P Ker(ϕ2)
ˇ

ˇ

ˇ
j(θ(π

Ker(ϕ2)
Im(α) (x))) = θ(π

Ker(ϕ2)
Im(α) (x)) = 0Coker(ϕ1)

)

=
!

x P Ker(ϕ2)
ˇ

ˇ

ˇ
π

Ker(ϕ2)
Im(α) (x) P Ker(θ) = t0Coker(α)u

)

=
␣

x P Ker(ϕ2) |x+ Im(α) = Im(α)
(

=
␣

x P Ker(ϕ2) |x P Im(α)
(

= Im(α)

και

Im(δ) = j(θ(π
Ker(ϕ2)
Im(α) (Ker(ϕ2)))) = j(θ(Coker(α))) = j(Ker(β1)) = Ker(β1).

(iv) Απόδειξη υπάρξεως ενός ισομορφισμού (3.8). Προς τούτο θεωρούμε το ακόλου-
θο μεταθετικό διάγραμμα το οποίο έχει την 2η, 3η, 4η και 5η γραμμή του, καθώς και
όλες τις στήλες του ακριβείς.

t0u

1

//

��

Coker(α)

Ker(ϕ)

3

α //

ιϕ

��

Ker(ϕ2)

2

// //

ιϕ2

��

Coker(α)

��

M 1

5

α1
/ /

ϕ1

��

M

4

α //

ϕ

��

M2 //

ϕ2

��

t0u

t0u

7

//

��

N 1

6

β1
//

πN
1

Im(ϕ1)

��

N
β

//

πNIm(ϕ)

��

N2

Ker(β1)

8

� � // Coker(ϕ1)
β1

//

��

Coker(ϕ)

Ker(β1) / / t0u
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Επειδή (εκ κατασκευής) Coker(α) = Im.rat.
(

1
)
, εφαρμόζοντας διαδοχικώς το

λήμμα 3.1.18 των δύο τετραγώνων (και στις δύο του εκδοχές, βλ. 3.1.19) λαμβάνουμε

Im.rat.
(

1
)

– Ker.rat.
(

2
)

– Im.rat.
(

3
)

– Ker.rat.
(

4
)

– Im.rat.
(

5
)

– Ker.rat.
(

6
)

– Im.rat.
(

7
)

– Ker.rat.
(

8
)
,

όπου (εκ νέου, εκ κατασκευής) Ker.rat.
(

8
)
= Ker(β1).

3.1.21 Παρατήρηση. (i) Έστω τυχόν στοιχείο y P Ker(ϕ2) ãÑ M2. Επειδή ο α είναι
επιμορφισμός, υπάρχει κάποιο x P M με α (x) = ιϕ2(y) = y και8 ϕ (x) P Im(β1). Ε-
πειδή ο β1 είναι μονομορφισμός, η ίνα β1´1(tϕ (x)u) αυτού υπεράνω τού ϕ (x) είναι
ένα μονοσύνολο, ας πούμε το tzu. Είναι εύκολο να ελεγχθεί (είτε βάσει των προα-
ναφερθέντων διαδοχικών ισομορφισμών είτε απευθείας) ότι ως

Ker(ϕ2)
δ

ÝÑ Coker(ϕ1)

μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο ομομορφισμός ο οριζόμενος μέσω τού τύπου9

δ (y) := πN
1

Im(ϕ1)(z) = z + Im(ϕ1). (3.9)

(ii) Εάν ο α1 είναι μονομορφισμός, τότε και ο α1 είναι μονομορφισμός. (Και αντι-
στοίχως, εάν ο α1 είναι επιμορφισμός, τότε και ο α1είναι επιμορφισμός.) Τούτο (ε-
πειδή ο β1 είναι εξ υποθέσεως μονομορφισμός) έπεται ύστερα από εφαρμογή τού
λήμματος 3.1.7 των τεσσάρων στο διάγραμμα

t0u //

ö

Ker(ϕ1) � � //

öα1

��

M 1
ϕ1

//

öα1

��

N 1

β1

��

t0u // Ker(ϕ) � � // M
ϕ

// N

8Προφανώς, β(ϕ (x)) = ϕ2(α(x)) = ϕ2(y) = 0N2 , οπότε ϕ (x) P Ker(β) = Im(β1).

9Λαμβάνοντας υπ’ όψιν το εξής τμήμα τού διαγράμματός μας:

M
α //

ϕ

��

M2

N 1 β1
// N

διαπιστώνουμε ότι ο εν λόγω ορισμός τού δ είναι ανεξάρτητος τής επιλογής τού x.Πράγματι· εάν x1, x2 P α´1(tyu),
τότε για j = 1, 2 έχουμε ϕ (xj) P Im(β1), οπότε υπάρχει μοναδικό zj P N 1 με β1(zj) = ϕ (xj) (ή, ισοδυνάμως, με
το μονοσύνολο tzju ως την ίνα τού β1 υπεράνω τού ϕ (xj)). Επειδή x1 ´ x2 P Ker(α) = Im

(
α1) , υπάρχει u P M 1

με α1(u) = x1 ´ x2, απ’ όπου έπεται ότι

β
1
(z1 ´ z2) = ϕ(x1 ´ x2) = ϕ(α

1
(u)) = β

1
(ϕ

1
(u)) ùñ

Ker(β1)=t0
N1 u

z1 ´ z2 = ϕ
1
(u),

ήτοι z1 ´ z2 P Im(ϕ1) ή, ισοδυνάμως, z1 + Im(ϕ1) = z2 + Im(ϕ1).
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(iii) Εάν ο β είναι επιμορφισμός, τότε και ο β είναι επιμορφισμός. (Και αντιστοίχως,
εάν ο β είναι μονομορφισμός, τότε και ο β είναι μονομορφισμός.) Τούτο (επειδή ο
α είναι εξ υποθέσεως επιμορφισμός) έπεται ύστερα από εφαρμογή τού λήμματος
3.1.7 των τεσσάρων στο διάγραμμα

M
ϕ

//

öα

��

N // //

öβ

��

Coker(ϕ) //

öβ

��

t0u

M2

ϕ2
// N2 // // Coker(ϕ2) // t0u

(iv) Εάν ο ϕ1 είναι επιμορφισμός, τότε προκύπτει η ακριβής ακολουθία

Ker(ϕ1)
α1

ÝÑ Ker(ϕ)
α↠ Ker(ϕ2) ÝÑ t0u .

(v) Εάν ο ϕ2 είναι μονομορφισμός, τότε προκύπτει η ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Coker(ϕ1)
β1

ãÑ Coker(ϕ)
β

ÝÑ Coker(ϕ2).

§ Αλληλοεμπλεκόμενες ακριβείς ακολουθίες. Υπάρχει πληθώρα μεγάλων και περί-
πλοκων διαγραμμάτων (πέραν αυτού τού λήμματος τού φιδιού) που οδηγούν στη
δημιουργία λίαν χρήσιμων ακριβών ακολουθιών. Θα περιορισθούμε εδώ στην πα-
ράθεση τού λήμματος 3.1.25 των Barratt και Whitehead, τού θεωρήματος 3.1.26 και
τού θεωρήματος 3.1.27 τού Wall.

3.1.22 Λήμμα. Εάν δοθεί ένα διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

M 1
1

ö

M 1
2

œL

j2

>>
j1

``

M1

k1

OO

i1

>>

M2

i2

``
k2

OO

με j1 ˝ i1 = k1 και j2 ˝ i2 = k2, όπου

t0u ÝÑ M1
i1

ÝÑ L
j2

ÝÑ M 1
2 ÝÑ t0u , t0u ÝÑ M2

i2
ÝÑ L

j1
ÝÑ M 1

1 ÝÑ t0u

είναι βραχείες ακριβείς ακολουθίες και ο ομομορφισμός

φ :M1 ‘M2 ÝÑ L, (x1, x2) ÞÝÑ φ(x1, x2) := (i1 ‘ i2)(x1, x2) = i1(x1) + i2(x2)

ισομορφισμός, τότε αμφότεροι οι k1, k2 οφείλουν να είναι ισομορφισμοί.

Αποδειξη. Έστω τυχόν στοιχείο z P M 1
1. Επειδή ο j1 είναι επιμορφισμός, υπάρχει

κάποιο y P L, τέτοιο ώστε να ισχύει j1(y) = z. Επίσης, επειδή ο φ είναι επιμορφι-
σμός, υπάρχει κάποιο ζεύγος (x1, x2) P M1 ‘M2, τέτοιο ώστε να ισχύει

y = φ(x1, x2).
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Επομένως, z = j1(y) = j1(i1(x1) + i2(x2)) = (j1 ˝ i1) (x1) + (j1 ˝ i2) (x2) = k1(x1).

Παρομοίως (κατόπιν εναλλαγής των ρόλων των j1 και j2) αποδεικνύεται ότι και ο
k2 είναι επιμορφισμός. Εν συνεχεία, θεωρούμε τυχόν x P Ker(k1). Προφανώς,

j1(i1(x)) = 0M1
ñ i1(x) P Ker(j1) = Im(i2) ñ [Dx1 P M2 : i1(x) = i2(x

1)]

ñ 0L = i1(´x) + i2(x
1) = φ(x, x1) ùñ

Ker(φ)=t(0M1
,0M2

)u
(x, x1) = (0M1 , 0M2).

Άρα ο k1 είναι μονομορφισμός. Η απόδειξη τής ενριπτικότητας τού k2 είναι παρό-
μοια.

3.1.23 Λήμμα. Εάν δοθεί ένα διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

M 1
1

ö

M 1
2

œL

j2

>>
j1

``

M1

k1 –

OO

i1

>>

M2

i2

``
k2–

OO

με j1 ˝ i1 = k1 και j2 ˝ i2 = k2, στο οποίο οι M1
i1

ÝÑ L
j2

ÝÑ M 1
2, M2

i2
ÝÑ L

j1
ÝÑ M 1

1

είναι ακριβείς και οι k1, k2 ισομορφισμοί, τότε οι ομομορφισμοί

φ :M1 ‘M2 ÝÑ L, (x1, x2) ÞÝÑ φ(x1, x2) := (i1 ‘ i2)(x1, x2) = i1(x1) + i2(x2)

και ψ : L ÝÑ M 1
1 ˆ M 1

2, x ÞÝÑ ψ(x) := (j1(x), j2(x)) είναι ισομορφισμοί έχοντες
ως σύνθεσή τους την ψ ˝ φ = k1 ˆ k2. Επιπροσθέτως,

i1 ˝ k´1
1 ˝ j1 + i2 ˝ k´1

2 ˝ j2 = idL. (3.10)

Αποδειξη. Επειδή η σύνθεση j1 ˝ i1 = k1 είναι ένας ισομορφισμός, από την πρό-
ταση 2.2.11 έπεται ότι L = Im (i1)‘ Ker(j1). Επομένως,

Ker(j1) X Ker(j2) = Ker(j1) X Im (i1) = t0Lu. (3.11)

(i) O φ είναι μονομορφισμός. Εάν (x1, x2) P Ker(φ), τότε
#

k1(x1) = j1(i1(x1)) = j1(i1(x1) + i2(x2)) = j1(φ(x1, x2)) = j1(0L) = 0M 1
1

k2(x2) = j2(i2(x2)) = j2(i1(x1) + i2(x2)) = j2(φ(x1, x2)) = j2(0L) = 0M 1
2

+

και επειδή οι k1, k2 είναι ισομορφισμοί, (x1, x2) = (0M1 , 0M2).

(ii) O φ είναι επιμορφισμός. Έστω τυχόν στοιχείο x P L. Θέτοντας

x1 := k´1
1 (j1(x)), x2 := k´1

2 (j2(x)), y := φ(x1, x2) ´ x = i1(x1) + i2(x2) ´ x,

παρατηρούμε ότι (x1, x2) P M1 ‘M2 και ότι
#

j1(y) = j1(i1(x1) + i2(x2) ´ x) = (j1 ˝ i1)(x) ´ j1(x) = k1(x) ´ j1(x) = 0M 1
1

j2(y) = j2(i1(x1) + i2(x2) ´ x) = (j2 ˝ i2)(x) ´ j2(x) = k2(x) ´ j2(x) = 0M 1
2

+

,
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οπότε y P Ker(j1)X Ker(j2) =
(3.11)

t0Lu ñ φ(x1, x2) = x.

(iii) O ψ είναι μονομορφισμός. Εάν x P Ker(ψ), τότε

(0M 1
1
, 0M 1

2
) = ψ(x) = (j1(x), j2(x)) ñ x P Ker(j1) X Ker(j2) =

(3.11)
t0Lu.

(iv) O ψ είναι επιμορφισμός. Θεωρούμε τυχόν ζεύγος (z1, z2) P M 1
1 ˆM 1

2.Θέτοντας
x := i1(k

´1
1 (z1)) + i2(k

´1
2 (z2)) λαμβάνουμε

#

j1(x) = j1(i1(k
´1
1 (z1)) + i2(k

´1
2 (z2))) = (j1 ˝ i1)(k

´1
1 (z1)) = z1

j2(x) = j2(i1(k
´1
1 (z1)) + i2(k

´1
2 (z2))) = (j2 ˝ i2)(k

´1
2 (z2)) = z2

+

ùñ ψ(x) = (z1, z2).

(v) ψ ˝ φ = k1 ˆ k2. Προφανώς, για κάθε (x1, x2) P M1 ‘M2,

ψ(φ(x1, x2)) = (j1(i1(x1) + i2(x2)), j2(i1(x1) + i2(x2)))

= ((j1 ˝ i1) (x1), (j2 ˝ i2) (x2)) = (k1(x1), k2(x2)) = (k1 ˆ k2) (x1, x2).

(vi) Για κάθε x P L το j1((idL ´ i1 ˝ k´1
1 ˝ j1 ´ i2 ˝ k´1

2 ˝ j2)(x)) ισούται με

j1(x) ´ (j1 ˝ i1
loomoon

=k1

˝ k´1
1 ˝ j1)(x) ´ (j1 ˝ i2

loomoon

=0

˝ k´1
2 ˝ j2)(x) = j1(x) ´ j1(x) = 0M 1

1

και κατ’ αναλογίαν j2((idL ´ i1 ˝ k´1
1 ˝ j1 ´ i2 ˝ k´1

2 ˝ j2)(x)) = 0M 1
2
. Άρα

(idL ´ i1 ˝ k´1
1 ˝ j1 ´ i2 ˝ k´1

2 ˝ j2)(x) P Ker(j1) X Ker(j2) =
(3.11)

t0Lu.

και η (3.10) είναι αληθής.

3.1.24 Λήμμα («Λημμα τού εξαγώνου», [62], I.15.1, σελ. 38). Εάν δοθεί ένα «εξα-
γωνικό» διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

M 1
0

i0

��

β1

ww

β2

''
M 1

1 M 1
2

L

j2

77

j1

gg

j0

��

M1

k1 –

OO

i1

77

α1

''

M2

k2–

OO

i2

gg

α2

ww
M0

στο οποίο κάθε τρίγωνο είναι μεταθετικό10, οι M1
i1

ÝÑ L
j2

ÝÑ M 1
2, M2

i2
ÝÑ L

j1
ÝÑ M 1

1

είναι ακριβείς και οι k1, k2 ισομορφισμοί, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Ker(j1)X Ker(j2) = t0Lu,

(ii) L = Im (i1) ‘ Im (i2) , και
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(iii) α1 ˝ k´1
1 ˝ β1 + α2 ˝ k´1

2 ˝ β2 = j0 ˝ i0. Ιδιαιτέρως, ισχύει η συνεπαγωγή

j0 ˝ i0 = 0 ñ α1 ˝ k´1
1 ˝ β1 = ´α2 ˝ k´1

2 ˝ β2.

Αποδειξη. Το (i) είναι προφανές (βάσει των προαναφερθέντων στην αρχή τής α-
ποδείξεως τού λήμματος 3.1.23), ενώ το (ii) έπεται από την (3.11) καθώς έχουμε (εξ
υποθέσεως) Ker(j1) = Im(i2). Για την απόδειξη τού (iii) εφαρμόζουμε την (3.10)
στο στοιχείο i0(x) για κάθε x P M 1

0 και λαμβάνουμε

i0(x) = (i1 ˝ k´1
1 ˝ j1 + i2 ˝ k´1

2 ˝ j2)(i0(x)) = (i1 ˝ k´1
1 ˝ j1 ˝ i0

loomoon

=β1

+i2 ˝ k´1
2 ˝ j2 ˝ i0

loomoon

=β2

)(x)

ñ (j0 ˝ i0) (x) = j0(i0(x)) = j0((i1 ˝ k´1
1 ˝ β1 + i2 ˝ k´1

2 ˝ β2)(x))

= (j0 ˝ i1
loomoon

=α1

˝ k´1
1 ˝ β1 + j0 ˝ i2

loomoon

=α2

˝ k´1
2 ˝ β2)(x) = (α1 ˝ k´1

1 ˝ β1 + α2 ˝ k´1
2 ˝ β2)(x),

οπότε ο ισχυρισμός είναι όντως αληθής.

3.1.25 Λήμμα (M.G. Barratt και J.H.C. Whitehead11, 1956). Για οιοδήποτε (κλι-
μακωτό) μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων (απείρως
εκτεινόμενο προς τα δεξιά και προς τα αριστερά) τής μορφής

¨ ¨ ¨
hn+1

// An
fn //

öαn

��

Bn
gn //

öβn

��

Cn
hn //

öγn –

��

An´1

fn´1
//

öαn´1

��

Bn´1

βn´1

��

gn´1
// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
h1
n+1

// A1
n

f 1
n

// B1
n

g1
n

// C 1
n

h1
n

// A1
n´1

f 1
n´1

// B1
n´1

g1
n´1

// ¨ ¨ ¨

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς και τον γn ισομορφισμό,@n P Z, υφίσταται
μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
Dn+1

// An
ψn // A1

n ‘Bn
φn // B1

n

Dn // An´1

ψn´1
// ¨ ¨ ¨

όπου Dn := hn ˝ γ´1
n ˝ g1

n και An Q x ÞÝÑ ψn(x) := (αn(x), fn(x)) P A1
n ‘Bn,

A1
n ‘Bn Q (x, y) ÞÝÑ φn(x, y) := (f 1

n ‘ (´βn))(x, y) = f 1
n(x) ´ βn(y) P B1

n.

Αποδειξη. Σε έξι βήματα, μέσω κυνηγητού στο διάγραμμα.
(i) ψn ˝ Dn+1 = 0. Επειδή fn ˝ Dn+1 = fn ˝ hn+1

loooomoooon

=0

˝ γ´1
n+1 ˝ g1

n+1 = 0 και

αn ˝ Dn+1 = αn ˝ hn+1
loooomoooon

=h1
n+1˝γn+1

˝ γ´1
n+1 ˝ g1

n+1 = h1
n+1 ˝ g1

n+1 = 0,

συμπεραίνουμε ότι ψn ˝ Dn+1 = 0.

10Προσοχή! Το εν λόγω διάγραμμα ναι μεν έχει όλα τα τρίγωνά του μεταθετικά, αλλά δεν είναι καθ’ ολοκληρίαν
μεταθετικό (όπως δείχνει η σχέση στο (iii)).

11Βλ. M.G. Barratt & J.H.C. Whitehead:: The first nonvanishing of an (n+1)-ad, Proceedings of the London Mathe-
matical Society 6 (1956), 417-439.
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(ii) Ker(ψn) Ď Im(Dn+1).Εάν x P Ker(ψn), τότε x P Ker(αn)X Ker(fn).Και επειδή
(εξ υποθέσεως) Ker(fn) = Im(hn+1), υπάρχει κάποιο z P Cn+1, τέτοιο ώστε να
ισχύει x = hn+1(z). Επιπροσθέτως, επειδή Im(γ´1

n+1) = Cn+1, υπάρχει z1 P C 1
n+1,

τέτοιο ώστε z = γ´1
n+1(z

1). Ως εκ τούτου,

0A1
n
= αn(x) = ( αn ˝ hn+1

loooomoooon

=h1
n+1˝γn+1

˝ γ´1
n+1)(z

1) = h1
n+1(z

1)

ñ z1 P Ker(h1
n+1) = Im(g1

n+1) ñ [Dw P B1
n+1 : z1 = g1

n+1(w)]

ñ x = hn+1(z) = (hn+1 ˝ γ´1
n+1 ˝ g1

n+1)(w) = Dn+1(w) P Im(Dn+1).

(iii) φn ˝ ψn = 0. Για κάθε x P An έχουμε φn(ψn(x)) = φn(αn(x), fn(x)), οπότε

φn(ψn(x)) = f 1
n(αn(x)) ´ βn(fn(x)) = (f 1

n ˝ αn ´ βn ˝ fn
loooooooooomoooooooooon

=0

)(x) = 0An .

(iv) Ker(φn) Ď Im(ψn). Έστω τυχόν στοιχείο (x, y) P Ker(φn). Προφανώς,

f 1
n(x) = βn(y) ñ 0C1

n
= g1

n(f
1
n(x)) = g1

n(βn(y)) = γn(gn(y))

ñ gn(y) P Ker(γn) = t0Cnu ñ gn(y) = 0Cn

ñ y P Ker(gn) = Im(fn) ñ [Dz P An : y = fn(z)]

ñ f 1
n(x) = βn(fn(z)) = f 1

n(αn(z)) ñ x´ αn(z) P Ker(f 1
n) = Im(h1

n+1)

ñ [Dw P C 1
n+1 : x´ αn(z) = h1

n+1(w)].

Επειδή Im(γn+1) = C 1
n+1,

[Du P Cn+1 : w = γn+1(u)] ñ h1
n+1(w) = h1

n+1(γn+1(u)) = αn(hn+1(u)),

οπότε

x = αn(z + hn+1(u))

fn ˝ hn+1 = 0 ñ y = fn(z) = fn(z + hn+1(u))

+

ñ (x, y) P Im(ψn).

(v) Dn ˝ φn = 0. Για κάθε (x, y) P A1
n ‘Bn έχουμε

Dn(φn(x, y)) = Dn(f
1
n(x) ´ βn(y)) = Dn(f

1
n(x)) ´ Dn(βn(y))

= (hn ˝ γ´1
n ˝ g1

n ˝ f 1
n

loomoon

=0

)(x) ´ (hn ˝ γ´1
n ˝ g1

n ˝ βn
loomoon

=γn˝gn

)(y) = hn ˝ gn
loomoon

=0

(y) = 0An´1.

(vi) Ker(Dn) Ď Im(φn). Εάν x P Ker(Dn), τότε

hn(γ
´1
n (g1

n(x))) = 0An´1 ñ γ´1
n (g1

n(x)) P Ker(hn) = Im(gn)

ñ [Dy P Bn : γ´1
n (g1

n(x)) = gn(y)] ñ g1
n(x) = (γn ˝ gn)(y) = (g1

n ˝ βn)(y)

ñ x´ βn(y) P Ker(g1
n) = Im(f 1

n) ñ [Dw P A1
n : x´ βn(y) = f 1

n(w)],

οπότε x = βn(y) + f 1
n(w) = f 1

n(w) ´ βn(´y) = φn(w,´y) P Im(φn).
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3.1.26 Θεώρημα (1η αλγεβρική εκδοχή τού θεωρήματος των Mayer και Vietoris).
Δοθέντος ενός διαγράμματος R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων (απείρως ε-
κτεινομένου προς τα άνω και προς τα κάτω) τής μορφής

...

hn+1

��
s1
n+1 )) sn+1uu

An

fn

��

αn

vv

α1
n

((
Yn

βn ((

γn

((

Y 1
n

β1
nvv

γ1
n

vv

Bn

gn

��

ln

vv

l1n

((
Zn Z 1

n

Cn
j1
n

66

jn

hh

hn

��

Un

kn –

OO

in

66

sn ((

U 1
n

k1
n–

OO

i1n

hh

s1
nvv

An´1

fn´1

��

α1
n´1

vv

αn´1

((
Y 1
n´1 Yn´1

...

με τους kn, k1
n ισομορφισμούς, όλα τα τρίγωνά του μεταθετικά, gn ˝ βn = in ˝ γn,

gn ˝β1
n = i1n ˝γ1

n, και με την ακολουθία την ευρισκομένη στην κατακόρυφη (κεντρι-
κή) γραμμή του, τις ακολουθίες

¨ ¨ ¨
sn+1

// An
αn // Yn

γn // Un
sn // An´1

αn´1
// Yn´1

γn´1
// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
s1
n+1

// An
α1
n // Y 1

n

γ1
n // U 1

n

s1
n // An´1

α1
n´1

// Y 1
n´1

γ1
n´1

// ¨ ¨ ¨

τις ευρισκόμενες στο πλευρικό του περίγραμμα, καθώς και τις ακολουθίες (τριών
όρων)

$

&

%

Un
in

ÝÑ Cn
j1
n

ÝÑ Z 1
n,

U 1
n

i1n
ÝÑ Cn

jn
ÝÑ Zn,

,

.

-

,

$

&

%

Yn
βn

ÝÑ Bn
l1n

ÝÑ Z 1
n,

Y 1
n

β1
n

ÝÑ Bn
ln

ÝÑ Zn,

,

.

-
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ακριβείς, υφίσταται μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
Dn+1

// An
ψn // Y 1

n ‘ Yn
φn // Bn

Dn // An´1

ψn´1
// ¨ ¨ ¨ , (3.12)

όπου
#

An Q x ÞÝÑ ψn(x) := (α1
n(x), αn(x)) P Y 1

n ‘ Yn,

Y 1
n ‘ Yn Q (x, y) ÞÝÑ φn(x, y) := (β1

n ‘ (´βn))(x, y) = β1
n(x) ´ βn(y) P Bn,

+

και Dn := sn ˝ k´1
n ˝ ln, καθώς και μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
D1
n+1

// An
ψ1
n // Yn ‘ Y 1

n

φ1
n // Bn

D1
n // An´1

ψ1
n´1

// ¨ ¨ ¨ , (3.13)

όπου
#

An Q x ÞÝÑ ψ1
n(x) := (αn(x), α

1
n(x)) P Yn ‘ Y 1

n,

Yn ‘ Y 1
n Q (x, y) ÞÝÑ φ1

n(x, y) := (βn ‘ (´β1
n))(x, y) = βn(x) ´ β1

n(y) P Bn,

+

και D1
n := s1

n ˝ k1´1
n ˝ l1n = ´Dn,@n P Z.

Αποδειξη. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι για κάθε n P Z ισχύει

gn ˝ βn = in ˝ γn ñ kn ˝ γn = jn ˝ in ˝ γn = jn ˝ gn ˝ βn = ln ˝ βn

και (κατ’ αναλογίαν) k1
n ˝ γ1

n = l1n ˝ β1
n. Το κλιμακωτό διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // An
αn //

öα1
n

��

Yn
γn //

öβn

��

Un
sn //

ökn –

��

An´1

αn´1
//

öα1
n´1

��

Yn´1

βn´1

��

γn´1
// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Y 1
n

β1
n

// Bn
ln

// Zn
α1
n´1˝sn˝k´1

n

// Y 1
n´1

β1
n´1

// Bn´1
ln´1

// ¨ ¨ ¨

είναι (εκ κατασκευής) μεταθετικό με την άνω γραμμή του ακριβή. Θα αποδείξουμε
ότι η κάτω του γραμμή είναι ωσαύτως ακριβής.
(i) Ακρίβεια στη θέσηBn.Προφανώς, ln ˝β1

n = jn ˝ i1n ˝γ1
n = 0 (αφού εξ υποθέσεως

jn ˝ i1n = 0). Επίσης, για οιοδήποτε x P Ker(ln) έχουμε

0Zn = ln(x) = jn(gn(x)) ñ gn(x) P Ker(jn) = Im(i1n)

ñ [Dy P U 1
n : gn(x) = i1n(y)] ñ 0An´1

= hn(gn(x)) = hn(i
1
n(y)) = s1

n(y)

ñ y P Ker(s1
n) = Im(γ1

n) ñ [Dz P Y 1
n : y = γ1

n(z) = (k1 ´1
n ˝ l1n ˝ β1

n)(z)]

ñ gn(x) = i1n(y) = (i1n ˝ k1 ´1
n ˝ l1n ˝ β1

n)(z) = ((i1n ˝ k1 ´1
n ˝ j1

n) ˝ gn ˝ β1
n)(z).

Από το λήμμα 3.1.23 γνωρίζουμε ότι i1n ˝ k1 ´1
n ˝ j1

n = idCn ´ in ˝ k´1
n ˝ jn. Συνεπώς,

(i1n ˝ k1 ´1
n ˝ j1

n) ˝ gn ˝ β1
n = (idCn ´ in ˝ k´1

n ˝ jn) ˝ gn ˝ β1
n

= gn ˝ β1
n ´ in ˝ k´1

n ˝ jn ˝ gn
looomooon

=ln

˝β1
n = gn ˝ β1

n ´ in ˝ k´1
n ˝ ln ˝ β

1
n

looomooon

=0

= gn ˝ β1
n
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και, κατ’ επέκταση, gn(x) = gn(β
1
n(z)) ñ x´ β1

n(z) P Ker(gn) = Im(fn), οπότε

[Dw P An : x ´ β
1
n(z) = fn(w) = β

1
n(α

1
n(w))] ñ x = β

1
n(z + α

1
n(w)) P Im(β

1
n),

απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι Ker(ln) Ď Im(β1
n).

(ii) Ακρίβεια στη θέση Zn. Επειδή sn = hn ˝ in και ln = jn ˝ gn, έχουμε

(α1
n´1 ˝ sn ˝ k´1

n ) ˝ ln = α1
n´1 ˝ hn ˝ (in ˝ k´1

n ˝ jn) ˝ gn.

Από το λήμμα 3.1.23 γνωρίζουμε ότι in ˝ k´1
n ˝ jn = idCn ´ i1n ˝ k1 ´1

n ˝ j1
n. Λόγω τής

ακριβείας τής κατακόρυφης γραμμής και τού δεξιού περιγράμματος λαμβάνουμε

(α1
n´1 ˝ sn ˝ k´1

n ) ˝ ln = α1
n´1 ˝ hn ˝ gn

looomooon

=0

´α1
n´1 ˝ hn ˝ i

1
n

looomooon

=s1
n

˝k1 ´1
n ˝ j1

n = ´α
1
n´1 ˝ s

1
n

loooooomoooooon

=0

˝k1 ´1
n ˝ j1

n = 0.

Επίσης, εάν x P Ker(α1
n´1 ˝ sn ˝ k´1

n ), τότε 0Y 1
n´1

= α1
n´1(sn(k

´1
n (x))), οπότε

sn(k
´1
n (x)) P Ker(α1

n´1) = Im(s1
n) ñ [Dy P U 1

n : sn(k
´1
n (x)) = s1

n(y)]

ñ hn(in(k
´1
n (x))) = sn(k

´1
n (x)) = s1

n(y) = hn(i
1
n(y))

ñ i1n(y) ´ in(k
´1
n (x)) P Ker(hn) = Im(gn) ñ [Dz P Bn : i1n(y) ´ in(k

´1
n (x)) = gn(z)]

x = (jn ˝ i
1
n

looomooon

=0

)(y) ´ (jn ˝ in
looomooon

=kn

˝k´1
n )(x) = jn(i

1
n(y) ´ in(k

´1
n (x))) = jn(gn(z)) = ln(z)

ñ x P Im(ln) ñ Ker(α1
n´1 ˝ sn ˝ k´1

n ) Ď Im(ln).

(iii) Ακρίβεια στη θέση Y 1
n´1. Προφανώς,

β1
n´1 ˝ α1

n´1 ˝ sn ˝ k´1
n = fn´1 ˝ sn ˝ k´1

n = fn´1 ˝ hn
loooomoooon

=0

˝in ˝ k´1
n = 0.

Επίσης, εάν x P Ker(β1
n´1), τότε l1n´1(β

1
n´1(x)) = l1n´1(0Bn´1

) = 0Z1
n´1

, οπότε

k1
n´1(γ

1
n´1(x)) = 0Z1

n´1
ñ γ1

n´1(x) P Ker(k1
n´1) = t0U 1

n´1
u

και, ως εκ τούτου, x P Ker(γ1
n´1) = Im(α1

n´1) ñ [Dy P An´1 : x = α1
n´1(y)].

Επομένως,

0Bn´1
= β

1
n´1(x) = β

1
n´1(α

1
n´1(y)) = fn´1(y) ñ y P Ker(fn´1) = Im(hn) ñ [Dz P Cn : y = hn(z)].

Από το λήμμα 3.1.23 γνωρίζουμε ότι idCn = in ˝ k´1
n ˝ jn+ i1n ˝ k1 ´1

n ˝ j1
n. Συνεπώς,

y = hn(idCn (z)) = hn((in ˝ k´1
n ˝ jn + i1n ˝ k1 ´1

n ˝ j1
n)(z))

= (hn ˝ in
looomooon

=sn

˝k´1
n ˝ jn)(z) + (hn ˝ i

1
n

looomooon

=s1
n

˝k1 ´1
n ˝ j1

n)(z)

ñ x = α1
n´1(y) = (α1

n´1 ˝ sn ˝ k´1
n )(jn(z)) + (α

1
n´1 ˝ s

1
n

loooooomoooooon

=0

˝k1´1
n )(j1

n(z))

ñ x = (α1
n´1 ˝ sn ˝ k´1

n )(jn(z)) P Im(α1
n´1 ˝ sn ˝ k´1

n ),

απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι Ker(β1
n´1) Ď Im(α1

n´1 ˝ sn ˝ k´1
n ). Λόγω των (i), (ii)

και (iii) είναι δυνατόν να εφαρμόσουμε το λήμμα 3.1.25 των Barratt και Whitehead.
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Μέσω αυτού κατασκευάζουμε την ακριβή ακολουθία (3.12). Εν συνεχεία, εκτελώ-
ντας τή «συμμετρική» διαδικασία τής προηγηθείσας (με πρόδηλες εναλλαγές ρόλων
σε ζεύγη γραμμάτων που δηλούν R-μοδίους και ομομορφισμούς R-μοδίων και εμ-
φανίζονται και με και χωρίς τόνους) για το κλιμακωτό διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // An
α1
n //

öαn

��

Y 1
n

γ1
n //

öβ1
n

��

U 1
n

s1
n //

ök1
n –

��

An´1

α1
n´1

//

öαn´1

��

Y 1
n´1

β1
n´1

��

γ1
n´1

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Yn
βn

// Bn
l1n

// Z 1
n
αn´1˝s1

n˝k1´1
n

// Yn´1
βn´1

// Bn´1
l1n´1

// ¨ ¨ ¨

ελέγχουμε την ακρίβεια τής κάτω του γραμμής και καταλήγουμε στην κατασκευ-
ή τής ακριβούς ακολουθίας (3.13). Τέλος, λαμβάνοντας υπ’ όψιν την ακριβεία τής
ακολουθίας τής ευρισκομένης στην κατακόρυφη (κεντρική) γραμμή τού αρχικού
διαγράμματος, συμπεραίνουμε από τη συνεπαγωγή στο (iii) τού λήμματος 3.1.24 (ε-
φαρμοζόμενου για το εξάγωνο το καθοριζόμενο από τους R-μοδίους Zn, Bn, Z 1

n,

U 1
n, An´1 και Un) ότι D1

n = ´Dn,@n P Z.
Το μεγάλο διάγραμμα τού θεωρήματος 3.1.26 ανήκει σε μια κατηγορία διαγραμμά-
των που είναι γνωστά ως αλληλεμπλεκόμενες ακολουθίες (interlocking sequences)
ή ως διαγράμματα πλεξιδίων (braid diagrams). Ένα εξίσου χρήσιμο θεώρημα που
αφορά σε τέτοιου είδους διαγράμματα (οφειλόμενο στον C.T.C. Wall12) είναι το ε-
ξής:

3.1.27 Θεώρημα (C.T.C. Wall, 1966). Εάν δοθεί ένα μεταθετικό διάγραμμα

Dn+1

δ
(1)
n+1

((

i
(2)
n+1 ��

An

i
(3)
n

''

i
(1)
n ��

Bn

j
(4)
n

''

j
(3)
n ��

Cn

δ
(2)
n

))

δ
(4)
n ��

Dn´1

¨ ¨ ¨ Nn+1

j
(2)
n+1

))

δ
(3)
n+1

33

Mn

j
(1)
n

) )

i
(4)
n

55

Nn
δ
(3)
n

((

j
(2)
n

44

Mn´1

i
(4)
n´1

))

j
(1)
n´1

55

¨ ¨ ¨

Bn+1

j
(4)
n+1

55

j
(3)
n+1

BB

Cn+1

δ
(2)
n+1

77

δ
(4)
n+1

DD

Dn

δ
(1)
n

66

i
(2)
n

FF

An´1

i
(3)
n´1

55

i
(1)
n´1

BB

Bn´1

τεσσάρων αλληλοεμπλεκομένων ακολουθιών ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨
j
(1)
n+1

// Dn+1

δ
(1)
n+1

// An
i(1)n // Mn

j(1)n // Dn

δ(1)n // An´1

i
(1)
n´1

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
δ
(2)
n+2

// Dn+1

i
(2)
n+1

// Nn+1

j
(2)
n+1

// Cn+1

δ
(2)
n+1

// Dn

i(2)n // Nn
j(2)n // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
i
(3)
n+1

// Bn+1

j
(3)
n+1

// Nn+1

δ
(3)
n+1

// An
i(3)n // Bn

j(3)n // Nn
δ(3)n // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
i
(4)
n+1

// Bn+1

j
(4)
n+1

// Cn+1

δ
(4)
n+1

// Mn

i(4)n // Bn
j(4)n // Cn

δ(4)n // ¨ ¨ ¨

12Bλ. C.T.C. Wall: On the exactness of interlocking sequences, L’ Enseignement Mathématique 12 (1966), 95-100.
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(απείρως εκτεινόμενο προς τα δεξιά και προς τα αριστερά) και εάν υποτεθεί ότι η
δεύτερη, η τρίτη και η τέταρτη εξ αυτών είναι ακριβείς, και ότι13 j

(1)
n ˝ i

(1)
n = 0 για

κάθε n P Z, τότε και η πρώτη είναι κατ’ ανάγκην ακριβής.

Αποδειξη. Και αυτή η απόδειξη κάνει χρήση (αδυσώπητου) κυνηγητού στο διά-
γραμμα.
(i) Ακρίβεια τής πρώτης ακολουθίας στη θέση An´1. Προφανώς,

i
(1)
n´1 ˝ δ

(1)
n = i

(1)
n´1 ˝ (δ

(3)
n ˝ i

(2)
n ) = (i

(1)
n´1 ˝ δ

(3)
n ) ˝ i

(2)
n = (δ

(4)
n ˝ j

(2)
n ) ˝ i

(2)
n

= δ
(4)
n ˝ (j(2)n ˝ i(2)n

loooomoooon

=0

) = 0 ùñ Im(δ
(1)
n ) Ď Ker(i(1)n´1).

Έστω τώρα τυχόν στοιχείο y P Ker(i(1)n´1). Από το δοθέν μεταθετικό διάγραμμα
αλληλοεμπλεκομένων ακολουθιών ομομορφισμών R-μοδίων λαμβάνουμε τα εξής:

0Mn´1
= i

(1)
n´1(y) ùñ 0Bn´1

= i
(4)
n´1(0Mn´1

) = i
(4)
n´1(i

(1)
n´1(y)) = i

(3)
n´1(y)

ùñ y P Ker(i(3)n´1) = Im(δ
(3)
n ) ùñ [Dx P Nn : y = δ

(3)
n (x)]

ùñ 0Mn´1
= i

(1)
n´1(y) = i

(1)
n´1(δ

(3)
n (x)) = δ

(4)
n (j

(2)
n (x))

ñ j
(2)
n (x) P Ker(i(3)n´1) = Im(δ

(3)
n ) ñ [Dz P Bn : j

(2)
n (x) = j

(4)
n (z)].

Επειδή j(4)n = j
(2)
n ˝ j

(3)
n , έχουμε x ´ j

(3)
n (z) P Ker(j(2)n ) = Im(i

(2)
n ), οπότε υπάρχει

κάποιο στοιχείο w P Dn, τέτοιο ώστε να ισχύει x´ j
(3)
n (z) = i

(2)
n (w). Επομένως,

δ(1)n (w) = δ(3)n (i(2)n (w)) = δ(3)n (x´ j(3)n (z)) = δ(3)n (x) ´ (δ(3)n ˝ j(3)n
loooomoooon

=0

)(z) = δ(3)n (x) = y,

απ’ όπου έπεται ότι y P Im(δ
(1)
n ). Κατά συνέπειαν, Ker(i(1)n´1) Ď Im(δ

(1)
n ).

(ii) Ακρίβεια τής πρώτης ακολουθίας στη θέση Dn. Προφανώς,

δ
(1)
n ˝ j

(1)
n = (δ

(3)
n ˝ i

(2)
n ) ˝ j

(1)
n = δ

(3)
n ˝ (i

(2)
n ˝ j

(1)
n ) = δ

(3)
n ˝ (j

(3)
n ˝ i

(4)
n )

= (δ(3)n ˝ j(3)n
loooomoooon

=0

) ˝ i
(4)
n = 0 ùñ Im(j

(1)
n ) Ď Ker(δ(1)n ).

Έστω τώρα τυχόν στοιχείο y P Ker(δ(1)n ).Από το δοθέν μεταθετικό διάγραμμα λαμ-
βάνουμε τα εξής:

0An´1
= δ

(1)
n (y) = (δ

(3)
n ˝ i

(2)
n )(y) ùñ i

(2)
n (y) P Ker(δ(3)n ) = Im(j

(3)
n )

ùñ [Dx P Bn : i
(2)
n (y) = j

(3)
n (x)] ùñ 0Cn = j

(2)
n (i

(2)
n (y)) = j

(2)
n (j

(3)
n (x)) = j

(4)
n (x)

ùñ x P Ker(j(4)n ) = Im(i
(4)
n ) ùñ [Dz P Mn : x = i

(4)
n (z)]

ùñ i
(2)
n (y) = j

(3)
n (x) = j

(3)
n (i

(4)
n (z)) = i

(2)
n (j

(1)
n (z))

ùñ y ´ j
(1)
n (z) P Ker(i(2)n ) = Im(j

(1)
n ).

13Αυτή η συνθήκη ικανοποιείται όταν η πρώτη ακολουθία αποτελεί αλυσωτό σύμπλοκο (υπό την έννοια τού ορισμού
3.2.1).



168 ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΚΑΙ ΣΥΝΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Αυτό σημαίνει ότι [y ´ j
(1)
n (z) P Im(j

(1)
n ) και j(1)n (z) P Im(j

(1)
n )] ñ y P Im(j

(1)
n ).

Άρα ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός Ker(δ(1)n ) Ď Im(j
(1)
n ).

(iii) Ακρίβεια τής πρώτης ακολουθίας στη θέση Mn. Εξ υποθέσεως,

j(1)n ˝ i(1)n = 0 ñ Im(i(1)n ) Ď Ker(j(1)n ).

Θεωρούμε τυχόν στοιχείο y P Ker(j(1)n ). Προφανώς,

0Dn = j
(1)
n (y) ùñ 0Nn = i

(2)
n (0Dn) = i

(2)
n (j

(1)
n (y)) = j

(3)
n (i

(4)
n (y))

ùñ i
(4)
n (y) P Ker(j(3)n ) = Im(i

(3)
n )

ùñ [Dx P An : i
(4)
n (y) = i

(3)
n (x) = i

(4)
n (i

(1)
n (x))]

ùñ y ´ i
(1)
n (x) P Ker(j(3)n ) = Im(δ

(4)
n+1).

Συνεπώς υπάρχει κάποιο z P Cn+1 με y ´ i
(1)
n (x) = δ

(4)
n+1(z). Εξάλλου,

δ
(2)
n+1(z) = j(1)n (δ

(4)
n+1(z)) = j(1)n (y ´ i(1)n (x)) = j(1)n (y)

loomoon

=0Dn

´(j(1)n ˝ i(1)n
loooomoooon

=0

)(x) = 0Dn ,

οπότε z P Ker(δ(2)n+1) = Im(j
(2)
n+1) ñ [Dw P Nn+1 : z = j

(2)
n+1(w)]. Επειδή

i
(1)
n (δ

(3)
n+1(w) + x) = (i

(1)
n ˝ δ

(3)
n+1)(w) + i

(1)
n (x) = (δ

(4)
n+1 ˝ j

(2)
n+1)(w) + i

(1)
n (x)

= δ
(4)
n+1(z) + i

(1)
n (x) = (y ´ i

(1)
n (x)) + i

(1)
n (x) = y ñ y P Im(i

(1)
n ),

ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός Ker(j(1)n ) Ď Im(i
(1)
n ).

§ Διασπώμενες βραχείες ακριβείς ακολουθίες. Για οιουσδήποτε R-μοδίους A,C ο-
ρίζεται η βραχεία ακριβής ακολουθία t0u ÝÑ A

inA
ãÑ A‘C

prC↠ C ÝÑ t0u . Βραχείες
ακριβείς ακολουθίες που τής «ομοιάζουν» με προσέγγιση ισομορφισμού όρων (κάτι
που αποσαφηνίζεται μέσω τού θεωρήματος 3.1.29 που ακολουθεί) χαρακτηρίζονται
ως διασπώμενες.

3.1.28 Ορισμός. Λέμε ότι μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
fn´2

// Mn´1

fn´1
// Mn

fn // Mn+1

fn+1
// Mn+2

fn+2
// ¨ ¨ ¨

R-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων διασπάται στην n-οστή θέση όταν o Mn

δεν είναι ληκτικός και όταν ο πυρήνας Ker(fn) (= Im(fn´1)) είναι ευθύς προ-
σθετέος τού Mn. (Βλ. 2.4.18 (ii).) Ιδιαιτέρως, λέμε ότι μια βραχεία ακριβής ακο-
λουθία

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u

είναι διασπώμενη όταν διασπάται στον κεντρικό της όρο14 B.

14Προφανώς, στους όρουςA και C αυτή διασπάται πάντοτε.
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3.1.29 Θεώρημα. Για οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u (3.14)

οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Dβ P HomR(C,B) : g ˝ β = idC .
(ii) Dα P HomR(B,A) : α ˝ f = idA.
(iii) Η (3.14) είναι διασπώμενη.
Επιπροσθέτως, όταν η (3.14) είναι διασπώμενη, με τους β και α όπως στα (i) και
(ii), αντιστοίχως, τότε15

A‘ C – B = Im(f) ‘ Ker(α) = Ker(g) ‘ Im(β),

όπου f ˝ α+ β ˝ g = idB και α ˝ β = 0.

Αποδειξη. (i)ñ(iii) Έστω φ : A‘ C ÝÑ B ο ομομορφισμός R-μοδίων

φ(a, c) := (f ‘ β)(a, c) = f(a) + β(c), @(a, c) P A‘ C.

Τότε το ακόλουθο διάγραμμα (με ακριβείς γραμμές) είναι μεταθετικό:

t0u //

ö

A � � inA //

öidA
��

A‘ C
prC // //

öφ

��

C //

öidC
��

t0u

t0u // A � �

f
// B

g
// // C // t0u

καθώς ισχύει φ(inA(a)) = φ((a, 0C)) = f(a) = f(idA(a)),@a P A, και

g(φ(a, c)) = ( g ˝ f
loomoon

=0

)(a) + ( g ˝ β
loomoon

= idC

)(c) = c = (idC ˝ prC)(a, c)

για κάθε (a, c) P A ‘ C. Επειδή οι ταυτοτικές απεικονίσεις idA και idC είναι ισο-
μορφισμοί, και ο φ είναι κατ’ ανάγκην ισομορφισμός. (Βλ. 3.1.9 (iii).) Έστω τυχόν
στοιχείο b P B. Προφανώς, υπάρχουν μονοσημάντως ορισμένα a P A και c P C,

τέτοια ώστε να ισχύει
b = φ(a, c) = f(a) + β(c)

με f(a) P Im(f)(= Ker(g)) και β(c) P Im(β). Άρα B = Ker(g) ‘ Im(β).

15Εν τοιαύτη περιπτώσει, κάθε y P B γράφεται υπό τη μορφή y = f(x) + z, όπου x P A και z P Ker(α)
είναι μονοσημάντως ορισμένα. Μάλιστα, επειδή Im(f) = Ker(g), το z ανήκει κατ’ ανάγκην στην εικόνα τού β, οπότε
z = β(w), για κάποιο w P C. Επομένως,

(f ˝ α+ β ˝ g) (y) = f((α ˝ f
loomoon

= idA

)(x) + α(z)) + β((g ˝ f
loomoon

=0

)(x) + (g ˝ β
loomoon

= idC

)(w)) = f(x) + z = y

και α ˝ f
loomoon

= idA

˝α+ α ˝ β ˝ g = α ñ α ˝ β ˝ g = 0 ñ (α ˝ β)|Im(g) = 0, όπου Im(g) = C.
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(iii)ñ(i) Εάν υποτεθεί ότι η (3.14) είναι διασπώμενη, τότε B = Ker(g) ‘ D, για
κάποιον υπομόδιο D τού B. Επομένως κάθε b P B γράφεται μονοσημάντως ως
άθροισμα b = y+d, όπου y P Ker(g) και d P D.Επειδή ο ομομορφισμός g : B ÝÑ C

είναι επιμορφισμός και g(b) = g(d), ο g|D : D ÝÑ C είναι ωσαύτως επιμορφισμός.
Όμως ο g|D είναι και μονομορφισμός, διότι

Ker(g|D) = Ker(g) XD = t0Bu.

Άρα ο g|D είναι ισομορφισμός. Αρκεί λοιπόν να τεθεί β (c) := (g|D)
´1(c) για κάθε

c P C.

(ii)ñ(iii) Έστω ψ : B ÝÑ A‘C ο ομομορφισμόςR-μοδίων ο οριζόμενος μέσω τού
τύπου ψ(b) := α(b) + g(b) για κάθε b P B. Το ακόλουθο διάγραμμα (με ακριβείς
γραμμές) είναι μεταθετικό:

t0u //

ö

A
� � f

//

öidA
��

B
g

// //

öψ

��

C //

öidC
��

t0u

t0u // A
� �

inA
// A‘ C prC

// // C // t0u

Επειδή οι ταυτοτικές απεικονίσεις idA και idC είναι ισομορφισμοί, και οψ είναι κατ’
ανάγκην ισομορφισμός. (Βλ. 3.1.9 (iii).). Έστω τώρα τυχόν b P B. Αυτό γράφεται
ως

b = f(α(b))
loomoon

PIm(f)

+(b´ f(α(b))
looooomooooon

P Ker(α)

),

διότι α(b ´ f(α(b))) = α(b) ´ ( α ˝ f
loomoon

= idA

)(α(b)) = 0B . Άρα B = Im(f)+ Ker(α).

Εξάλλου, εάν y P Im(f)X Ker(α), τότε υπάρχει κάποιο x P A με y = f(x), οπότε

0A = α(y) = ( α ˝ f
loomoon

= idA

)(x) = x

και y = f(0A) = 0B , απ’ όπου έπεται ότι

Im(f) X Ker(α) = t0Bu ñ B = Im(f) ‘ Ker(α).

(iii)ñ(ii) Εάν υποτεθεί ότι η (3.14) είναι διασπώμενη, τότε B = Im(f) ‘ E, για
κάποιον υπομόδιο E τού B. Επομένως κάθε b P B γράφεται μονοσημάντως ως
άθροισμα b = y + e, όπου y P Im(f) και e P E. Επειδή ο f είναι μονομορφισμός,
η ίνα f´1(tyu) αυτού υπεράνω τού στοιχείου y είναι ένα μονοσύνολο, ας πούμε το
f´1(tyu) = txu. Ορίζοντας λοιπόν την απεικόνιση α : B ÝÑ A μέσω τού τύπου

α(b) = α(y + e) := x,

παρατηρούμε ότι αυτή αποτελεί ομομορφισμό R-μοδίων και για κάθε a P A ισχύει

α(f(a)) = f´1(tf(a)u) = a.

Κατά συνέπειαν, α ˝ f = idA.
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3.1.30 Παραδείγματα. (i) Η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Z f
ÝÑ Z g

ÝÑ Zk ÝÑ t0u

η κατασκευασθείσα στο εδ. 3.1.3 (iv) δεν είναι διασπώμενη, διότι η f δεν διαθέτει
κανέναν ομομορφισμό Z-μοδίων ως αριστερό αντίστροφό της. (Βλ. 2.2.21 (i).)
(ii) Παρατηρούμε ότι η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ xXy
ι

ãÑ K[X] g
ÝÑ K ÝÑ t0u ,

(η ορισθείσα στο (vi) τού εδαφίου 3.1.3) είναι διασπώμενη ως ακολουθία ομομορ-
φισμών K-μοδίων (ήτοι K-διανυσματικών χώρων), διότι η απεικόνιση

α : K[X] ÝÑ xXy ,
ν
ř

j=0

λjXj ÞÝÑ
ν
ř

j=1

λjXj ,

είναι ομομορφισμός K-διανυσματικών χώρων με α ˝ ι = idxXy. Ωστόσο, η ίδια βρα-
χεία ακριβής ακολουθία, θεωρούμενη ως ακολουθία ομομορφισμών K[X]-μοδίων,
δεν είναι διασπώμενη. Πράγματι· εάν υπήρχε κάποιος α P HomK[X](K[X], xXy) με

α ˝ ι = idxXy

(ή, ισοδυνάμως, με α|xXy = idxXy), τότε η εικόνα τού 1K (= X0) μέσω τού α θα
εγράφετο υπό τη μορφή α(1K) = Xφ(X) για κατάλληλο φ(X) P K[X] και θα ίσχυε

X = α(X) = α(X 1K) = Xα(1K) = X2 φ(X),

ήτοι κάτι που είναι αδύνατο.

3.1.31 Πόρισμα. Κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u , (3.15)

όπου C ένας ελεύθερος R-μόδιος, είναι διασπώμενη.

Αποδειξη. Έστω (cj)jPJ μια βάση τού C. Επειδή ο g είναι επιμορφισμός, υπάρχει
bj P B, τέτοιο ώστε g(bj) = cj για κάθε j P J. Εάν επί τού συνόλου των στοι-
χείων τής θεωρηθείσας βάσεως ορίσουμε την απεικόνιση φ θέτοντας φ(cj) := bj ,

@ j P J, και κατόπιν (μέσω τού θεωρήματος 2.5.20) την επεκτείνουμε γραμμικώς,
κατασκευάζουμε έναν ομομορφισμό R-μοδίων

β : C ÝÑ B με β|(cj)jPJ
= φ και g ˝ β = idC .

Άρα οιαδήποτε βραχεία ακριβής ακολουθία (3.15) αυτού τού είδους διασπάται στον
όρο B λόγω τού θεωρήματος 3.1.29.
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3.2 (ΣΥΝ)ΑΛΥΣΩΤΑ ΣΥΜΠΛΟΚΑ
ΚΑΙ ΜΟΔΙΟΙ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Έστω

¨ ¨ ¨
dn+2

/ / Mn+1

dn+1
// Mn

dn // Mn´1

dn´1
// Mn´2

dn´2
// ¨ ¨ ¨ (3.16)

μια ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων με κατιόν σύνολο δεικτών.
Ως γνωστόν, η (3.16) είναι ακριβής εάν και μόνον εάν

[dn ˝ dn+1 = 0 και Ker(dn) Ď Im(dn+1)], @n P Z.

Η έννοια τού αλυσωτού συμπλόκου γενικεύει την έννοια τής ακριβούς ακολουθίας
ως εξής:

3.2.1 Ορισμός. Μια ακολουθίαR-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων τής μορ-
φής (3.16) καλείται αλυσωτό σύμπλοκο (ή ημιακριβής ακολουθία με κατιόν σύ-
νολο δεικτών) όταν dn ˝ dn+1 = 0 για κάθε n P Z. Για ένα αλυσωτό σύμπλο-
κο (3.16) εισάγεται η συντομογραφία: M‚ = (Mn, dn)nPZ. Οι ομομορφισμοί
dM‚
n := dn, n P Z, καλούνται ενίοτε συνοριακοί τελεστές ή διαφορικά τού αλυσω-

τού συμπλόκου (που είναι όροι κληρονομηθέντες από την κλασική Συνδυαστική
Τοπολογία). Στην ειδική περίπτωση όπου οι Mn είναι τετριμμένοι και dn = 0

για κάθε n P Z, το M‚ συμβολίζεται απλώς ως 0‚.

3.2.2 Ορισμός. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο τής μορφής
(3.16). Για κάθε n P Z θέτουμε

Bn(M‚) := Im(dn+1) και Zn(M‚) := Ker(dn).

Προφανώς, αμφότεροι οιBn(M‚) καιZn(M‚) είναι υπομόδιοι τούR-μοδίουMn

και Bn(M‚) Ď Zn(M‚). Τα στοιχεία τού Bn(M‚) καλούνται n-οστά σύνορα και
τα στοιχεία τού Zn(M‚) n-οστά κυκλήματα16 τού αλυσωτού συμπλόκου M‚. Ο
πηλικομόδιος

Hn(M‚) := Zn(M‚)/Bn(M‚)

καλείται n-οστός μόδιος ομολογίας τού αλυσωτού συμπλόκου M‚. (Στην περί-
πτωση όπου R = Z, είθισται να ονομάζεται n-οστή ομάδα ομολογίας τού M‚.)

3.2.3 Παρατήρηση. Προφανώς, Hn(M‚) = t0Zn(M‚)/Bn(M‚)u = tBn(M‚)u, για κά-
θε n P Z, εάν και μόνον εάν η ακολουθία (3.16) είναι ακριβής17. Ως εκ τούτου, οι
μόδιοι ομολογίας μπορούν να εκληφθούν ως εκείνοι οι μόδιοι που εκφράζουν το
πόσο απέχει το αλυσωτό σύμπλοκο M‚ από το να είναι ακριβής ακολουθία.

16Πρόκειται και πάλι για «παραδοσιακή» ορολογία τοπολογικής προελεύσεως.
17Εν τοιαύτη περιπτώσει, Zn(M‚) = Bn(M‚), @n P Z, ήτοι δεν υπάρχουν κυκλήματα που να μην είναι σύνορα

και γι’ αυτό το M‚ ονομάζεται ενίοτε και ακυκληματικό αλυσωτό σύμπλοκο. (Βλ. [86], σελ. 163, ή [35], σελ. 330.)
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3.2.4 Ορισμός. Έστω ότι τα

M‚ = (Mn, dn)nPZ : ¨ ¨ ¨
dn+2

// Mn+1

dn+1
// Mn

dn // Mn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ : ¨ ¨ ¨

d1
n+2

// M 1
n+1

d1
n+1

// M 1
n

d1
n // M 1

n´1

d1
n´1

// ¨ ¨ ¨

είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα. Μια απεικόνιση f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ είναι μια ακο-

λουθία απεικονίσεων (fn :Mn ÝÑ M 1
n)nPZ. Ως σύνθεση (g ˝ f)‚ δυο απεικονί-

σεων f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ και g‚ : M1

‚ ÝÑ M2
‚ ορίζεται η (gn ˝ fn :Mn ÝÑ M2

n)nPZ.

Μια απεικόνιση αλυσωτών συμπλόκων f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ καλείται αλυσωτός με-

τασχηματισμός όταν για κάθε n P Z η fn : Mn ÝÑ M 1
n είναι ομομορφισμός

R-μοδίων και (ταυτοχρόνως) το κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό.

Mn
dn //

œfn

��

Mn´1

fn´1

��

M 1
n

d1
n

// M 1
n´1

3.2.5 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ και M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα, τότε για κάθε αλυσωτό μετασχηματισμό f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ισχύει

fn(Zn(M‚)) Ď Zn(M1
‚) και fn(Bn(M‚)) Ď Bn(M1

‚), @n P Z.

Ως εκ τούτου, υπάρχει ένας και μόνον ομομορφισμός R-μοδίων

Hn(f‚) : Hn(M‚) ÝÑ Hn(M1
‚),

με την ιδιότητα πZn(M1
‚)

Bn(M1
‚)

˝ fn|Zn(M‚)
= Hn(f‚) ˝ π

Zn(M‚)
Bn(M‚)

, ήτοι αυτός που ορίζεται
από τον τύπο

Hn(f‚)(x+Bn(M‚)) := fn(x) +Bn(M1
‚), @x P Zn(M‚).

Αποδειξη. Εξ ορισμού, το διάγραμμα

Mn+1

fn+1

��

œ

dn+1
// Mn

fn

��

œ

dn // Mn´1

fn´1

��

M 1
n+1

d1
n+1

// M 1
n

d1
n

// M 1
n´1

είναι μεταθετικό. Έστω τυχόν στοιχείο x P Zn(M‚). Προφανώς,

dn(x) = 0Mn´1 ñ d1
n(fn(x)) = fn´1(dn(x)) = fn´1(0Mn´1) = 0M 1

n´1

ñ fn(x) P Ker(d1
n) =: Zn(M1

‚) ñ fn(Zn(M‚)) Ď Zn(M1
‚).
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Εξάλλου, για οιοδήποτε y P Im(dn+1) =: Bn(M‚) υπάρχει στοιχείο z P Mn+1 με
y = dn+1(z), οπότε

fn(y) = fn(dn+1(z)) = d1
n+1(fn+1(z)) P Im(d1

n+1) =: Bn(M1
‚).

Η ύπαρξη, καθώς και ο συγκεκριμένος τύπος ορισμού τού ομομορφισμού Hn(f‚),
ο οποίος είναι ο μόνος ομομορφισμός που συμπληρώνει το διάγραμμα

Zn(M‚)

π
Zn(M‚)
Bn(M‚)

����

œ

fn|Zn(M‚)
// Zn(M1

‚)

π
Zn(M1‚)

Bn(M1‚)
����

Hn(M‚)
Hn(f‚)

// Hn(M1
‚)

καθιστώντας το μεταθετικό, έπεται από το θεώρημα 2.3.10.

3.2.6 Πρόταση. Εάν f‚ : M1
‚ ÝÑ M‚, g‚ : M‚ ÝÑ M

2

‚ είναι αλυσωτοί μετασχη-
ματισμοί, όπου M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1

‚ = (M 1
n, d

1
n)nPZ και M

2

‚ = (M
2

n, d
2

n)nPZ,

τότε
Hn((g ˝ f)‚) = Hn(g‚) ˝Hn(f‚), @n P Z.

Αποδειξη. Από το μεταθετικό διάγραμμα

M 1
n+1

(g˝f)n+1

$$

fn+1

��

œ

d1
n+1

// M 1
n

fn

��

œ

d1
n // M 1

n´1

fn´1

��
(g˝f)n´1

zz

Mn+1

gn+1

��

œ

dn+1
// Mn

œgn

��

dn // Mn´1

gn´1

��

M2
n+1

d2
n+1

// M2
n

d2
n

// M2
n´1

έπεται ότι
Hn((g ˝ f)‚)(x+Bn(M1

‚)) = (gn ˝ fn)(x) +Bn(M
2
‚)

= Hn(g‚)(fn(x) +Bn(M‚)) = (Hn(g‚) ˝Hn(f‚))(x+Bn(M1
‚)),

για κάθε x P Zn(M1
‚) και για κάθε n P Z.

3.2.7 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ είναι ένα αλυσωτό σύμπλοκο, τότε

Hn(idM‚) = idHn(M‚), @n P Z,

όπου idM‚ : M‚ ÝÑ M‚ ο ταυτοτικός18 αλυσωτός μετασχηματισμός.

Αποδειξη. Για κάθε x P Zn(M‚) έχουμε

Hn(idM‚)(x+Bn(M‚)) = idMn(x) +Bn(M‚) = idHn(M‚)(x+Bn(M‚)),

οπότε πράγματι Hn(idM‚) = idHn(M‚) για κάθε n P Z.
18idM‚ := (idMn : Mn ÝÑ Mn)nPZ.
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3.2.8 Σημείωση. Εάν ένας αλυσωτός μετασχηματισμός f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ είναι ι-

σομορφισμός (μεταξύ των M‚ και M1
‚), δηλαδή εάν ο fn : Mn ÝÑ M 1

n είναι ισο-
μορφισμός R-μοδίων για κάθε n P Z, τότε (λόγω των προτάσεων 3.2.6 και 3.2.7) ο
Hn(f‚) : Hn(M‚) ÝÑ Hn(M1

‚) είναι ισομορφισμός R-μοδίων για κάθε n P Z.

3.2.9 Ορισμός. Εάν (Mj,‚ = (Mj,n, dj,n)nPZ)jPJ είναι μια οικογένεια αλυσωτών
συμπλόκων, τότε τόσον το

À

jPJ

Mj,‚ := (
À

jPJ

Mj,n,
À

jPJ

dj,n)nPZ όσον και το
ś

jPJ

Mj,‚ := (
ś

jPJ

Mj,n,
ś

jPJ

dj,n)nPZ

είναι αλυσωτά σύμπλοκα. Το μεν πρώτο καλείται ευθύ άθροισμα, το δε δεύτερο
ευθύ γινόμενο των μελών τής εν λόγω οικογενείας.

3.2.10 Πρόταση. Εάν (Mj,‚ = (Mj,n, dj,n)nPZ)jPJ είναι μια οικογένεια αλυσωτών
συμπλόκων, τότε υφίστανται ισομορφισμοί

Hn(
À

jPJ

Mj,‚)
–

ÝÝÝÝÑ
À

jPJ

Hn(Mj,‚)

και
Hn(

ś

jPJ

Mj,‚)
–

ÝÝÝÝÑ
ś

jPJ

Hn(Mj,‚)

καθοριζόμενοι μέσω των τύπων

(xj)jPJ +

(
À

jPJ

Im(dj,n+1)

)
ÞÝÑ (xj + Im(dj,n+1))jPJ

και

(xj)jPJ +

(
ś

jPJ

Im(dj,n+1)

)
ÞÝÑ (xj + Im(dj,n+1))jPJ .

Αποδειξη. Επειδή Zn(
À

jPJ

Mj,‚) = Ker

(
À

jPJ

dj,n

)
=

À

jPJ

Ker(dj,n) και

Bn(
À

jPJ

Mj,‚) = Im

(
À

jPJ

dj,n+1

)
=

À

jPJ

Im (dj,n+1)

(βλ. 2.4.23), έχουμε

Hn(
À

jPJ

Mj,‚) = Zn(
À

jPJ

Mj,‚)/Bn(
À

jPJ

Mj,‚) =
À

jPJ

Ker (dj,n) /
À

jPJ

Im (dj,n+1) .

Μέσω τής προτάσεως 2.4.24 ορίζεται ο ισομορφισμός
À

jPJ

Ker (dj,n) /
À

jPJ

Im (dj,n+1)
–

ÝÑ
À

jPJ

(Ker (dj,n) / Im (dj,n+1))

(xj)jPJ +

(
À

jPJ

Im(dj,n+1)

)
ÞÝÑ (xj + Im(dj,n+1))jPJ ,
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όπου
À

jPJ

(Ker (dj,n) / Im (dj,n+1)) =
À

jPJ

(Zn(Mj,‚)/Bn(Mj,‚)) =
À

jPJ

Hn(Mj,‚). Η

αντίστοιχη απόδειξη για το ευθύ γινόμενο είναι πανομοιότυπη.

3.2.11 Ορισμός. Μια ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων και αλυσωτών μετασχη-
ματισμών τής μορφής

0‚ ÝÑ M1
‚

f‚
ÝÑ M‚

g‚
ÝÑ M2

‚ ÝÑ 0‚,

όπου M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ και M

2

‚ = (M
2

n, d
2

n)nPZ, καλείται
βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων όταν η

t0u ÝÑ M 1
n

fn
ÝÑ Mn

gn
ÝÑ M2

n ÝÑ t0u

είναι βραχεία ακριβής ακολουθία (υπό την έννοια τού εδ. 3.1.2 (iii)), @n P Z.

3.2.12 Λήμμα. Δοθέντων τριών αλυσωτών συμπλόκων

M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ και M

2

‚ = (M
2

n, d
2

n)nPZ,

και μιας βραχείας ακριβούς ακολουθίας 0‚ ÝÑ M1
‚

f‚
ÝÑ M‚

g‚
ÝÑ M2

‚ ÝÑ 0‚, η

Hn(M1
‚)

Hn(f‚)
// Hn(M‚)

Hn(g‚)
// Hn(M2

‚)

είναι ακριβής για κάθε n P Z.

Αποδειξη. Θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα (με ακριβείς στήλες)

t0u

��

t0u

��

t0u

��

¨ ¨ ¨ // M 1
n+1

fn+1

��

œ

d1
n+1

// M 1
n

fn

��

œ

d1
n // M 1

n´1

fn´1

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Mn+1

gn+1

��

œ

dn+1
// Mn

œgn

��

dn // Mn´1

gn´1

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // M2
n+1

d2
n+1

//

��

M2
n

d2
n

//

��

M2
n´1

//

��

¨ ¨ ¨

t0u t0u t0u

(i) Hn(g‚) ˝Hn(f‚) = 0. Για κάθε x P Zn(M1
‚) έχουμε

(Hn(g‚) ˝Hn(f‚))(x+Bn(M1
‚)) = (gn ˝ fn

loomoon

=0

)(x) +Bn(M
2
‚) = Bn(M

2
‚) = 0Hn(M2

‚ ).

(ii) Ker(Hn(g‚)) Ď Im(Hn(f‚)).Για κάθε y P Zn(M‚) με y+Bn(M‚) P Ker(Hn(g‚)),

Hn(g‚)(y +Bn(M‚)) = Bn(M
2

‚) ñ gn(y) P Bn(M
2

‚) = Im(d2
n+1),
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οπότε
Dz P M2

n+1 : gn(y) = d2
n+1(z)

Im(gn+1) =M2
n+1 ñ [Dw P Mn+1 : gn+1(w) = z]

+

ñ (d2
n+1 ˝ gn+1

loooooomoooooon

=gn˝dn+1

)(w) = gn(y)

και, ως εκ τούτου,

y ´ dn+1(w) P Ker(gn) = Im(fn) ñ [Dx P M 1
n : fn(x) = y ´ dn+1(w)]

ñ fn(x) +Bn(M‚) = (y ´ dn+1(w)
looomooon

PBn(M‚)

) +Bn(M‚) = y +Bn(M‚).

Επιπροσθέτως, επειδη y P Zn(M‚) := Ker(dn), έχουμε

fn(x) = y ´ dn+1(w) ñ fn´1(d
1
n(x)) = dn(fn(x))

= dn(y) ´ (dn ˝ dn+1
loooomoooon

=0

)(w) = dn(y) = 0Mn´1 ñ x P Ker(fn´1 ˝ d1
n),

Ker(fn´1) = t0M 1
n´1

u ñ Ker(fn´1 ˝ d1
n) Ď Ker(d1

n) =: Zn(M1
‚)

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

ñ x P Zn(M1
‚).

Αυτό σημαίνει ότι y +Bn(M‚) = Hn(f‚)(x+Bn(M1
‚)) P Im(Hn(f‚)).

3.2.13 Θεώρημα (Κατασκευή μακράς ακριβούς ακολουθίας ομολογίας). Εάν δο-
θούν τρία αλυσωτά σύμπλοκα

M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ και M

2
‚ = (M

2
n , d

2
n)nPZ,

και μια βραχεία ακριβής ακολουθία

0‚ ÝÑ M1
‚

f‚
ÝÑ M‚

g‚
ÝÑ M2

‚ ÝÑ 0‚, (3.17)

τότε υφίσταται για κάθε n P Z ένας ομομορφισμός R-μοδίων

Bn : Hn(M2
‚) ÝÑ Hn´1(M1

‚)

(ο λεγόμενος συνδετικός ομομορφισμός για την (3.17)), μέσω τού οποίου επάγεται
μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ / / Hn+1(M1
‚)

Hn+1(f‚)
// Hn+1(M‚)

Hn+1(g‚)
// Hn+1(M2

‚)

Bn+1

// Hn(M1
‚)

Hn(f‚)
// Hn(M‚)

Hn(g‚)
// Hn(M2

‚)

Bn

// Hn´1(M1
‚)

Hn´1(f‚)
// ¨ ¨ ¨

(η λεγόμενη μακρά ακριβής ακολουθία ομολογίας για την (3.17)).

Αποδειξη. (i) Το ότι η ανωτέρω ακολουθία είναι ακριβής στη θέση Hn(M‚) για
κάθε n P Z έχει αποδειχθεί στο λήμμα 3.2.12. Αρκεί λοιπόν να κατασκευασθεί ο Bn

και να ελεγχθεί η ακρίβεια στις θέσεις Hn(M2
‚) και Hn´1(M1

‚) για κάθε n P Z.
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(ii) Εισάγονται οι συντομογραφίες Nn := Coker(dn+1) (=Mn/Bn(M‚)),

N 1
n := Coker(d1

n+1) (=M 1
n/Bn(M1

‚)) και N2
n := Coker(d2

n+1) (=M2
n/Bn(M2

‚)).

Επειδή τα M‚, M1
‚ και M2

‚ είναι αλυσωτά σύμπλοκα, έχουμε

Bn(M‚) Ď Zn(M‚), Bn(M1
‚) Ď Zn(M1

‚)) και Bn(M2
‚) Ď Zn(M2

‚),

οπότε μέσω τής προτάσεως 2.3.6 διασφαλίζεται η ύπαρξη μοναδικών ομομορφι-
σμών rdn, rd

1
n και rd2

n που καθιστούν το κάτωθι διάγραμμα και τα αντίστοιχα δια-
γράμματα με τόνους και τους δίστονους μεταθετικά.

Mn
πMn
Bn(M‚)

}}

dn

' '

ö

Nn
rdn

// Zn´1(M‚) Ď Mn´1

Συγκεκριμένα, rdn(x+Bn(M‚)) := dn(x), rd
1
n(x

1 +Bn(M1
‚)) := d1

n(x
1) και

rd2
n(x

2 +Bn(M2
‚)) := d2

n(x
2), @(x, x1, x2) P Mn ˆM 1

n ˆM2
n,

με Im(rdn) = Im(dn), Im(rd1
n) = Im(d1

n) και Im(rd2
n) = Im(d2

n).

(iii) Κατά το πόρισμα 3.1.12 (και λόγω τής ακριβείας τής (3.17)) κατασκευάζεται το
ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα

Zn´1(M1
‚)

fn´1
//

ιd1
n´1

��

œ

Zn´1(M‚)
gn´1

//

ιdn´1

��

œ

Zn´1(M2
‚)

ιd2
n´1

��

t0u // M 1
n´1 fn´1

// Mn´1 gn´1

// M2
n´1

// t0u

που έχει την κάτω του γραμμή ακριβή. Θα αποδείξουμε ότι η εξ αριστερών συμπλη-
ρωμένη άνω του γραμμή

t0u ÝÑ Zn´1(M1
‚)

fn´1
ÝÑ Zn´1(M‚)

gn´1
ÝÑ Zn´1(M2

‚) (3.18)

είναι ωσαύτως ακριβής.
(a) Επειδή η ιdn´1

˝ fn´1 = fn´1 ˝ ιd1
n´1

(ως σύνθεση των μονομορφισμών ιd1
n´1

και fn´1) είναι μονομορφισμός και η ιdn´1 είναι μονομορφισμός, και η ίδια η fn´1

οφείλει να είναι μονομορφισμός.
(b) Έστω τυχόν στοιχείο y P Im(gn´1 ˝ fn´1). Επειδή

Dx P Zn´1(M1
‚) : y = (gn´1 ˝ fn´1)(x)

και ιd2
n´1

(y) P M2
n´1 = Im(gn´1), υπάρχει z P Mn´1, τέτοιο ώστε να ισχύει

gn´1(z) = ιd2
n´1

(y) = (ιd2
n´1

˝ gn´1)(fn´1(x)) = (gn´1 ˝ ιdn´1)(fn´1(x))

= gn´1((ιdn´1 ˝ fn´1)(x)) = gn´1((fn´1 ˝ ιd1
n´1

)(x)) = ((gn´1 ˝ fn´1
loooooomoooooon

=0

) ˝ ιd1
n´1

)(x) = 0Zn(M1
‚)

ñ y P Ker(ιd2
n´1

) = t0Zn´1(M2
‚)u ñ y = 0Zn´1(M2

‚) = 0M2
n´1

.
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Κατά συνέπειαν, gn´1 ˝ fn´1 = 0 ñ Im(fn´1) Ď Ker(gn´1). Και αντιστρόφως· εάν
θεωρήσουμε τυχόν x P Ker(gn´1), τότε

0M2
n´1

= ιd2
n´1

(0M2
n´1

) = ιd2
n´1

(gn´1(x)) = (ιd2
n´1

˝ gn´1)(x)

= (gn´1 ˝ ιdn´1)(x) = gn´1(ιdn´1(x))

ñ ιdn´1(x) P Ker(gn´1) = Im(fn´1) ñ [Dy P M 1
n´1 : ιdn´1(x) = fn´1(y)]

ñ (fn´2 ˝ d1
n´1)(y) = (dn´1 ˝ fn´1)(y) = dn´1(fn´1(y))

= dn´1(ιdn´1(x)) = (dn´1 ˝ ιdn´1
loooooomoooooon

=0

)(x) = 0Mn´2

ñ d1
n´1(y) P Ker(fn´2) = t0M 1

n´2
u ñ d1

n´1(y) = 0M 1
n´2

ñ y P Ker(d1
n´1) = Im(ιd1

n´1
) ñ [Dx1 P Ker(d1

n´1) : y = ιd1
n´1

(x1)]

ñ ιdn´1(x) = fn´1(y) = (fn´1 ˝ ιd1
n´1

)(x1) = (ιdn´1 ˝ fn´1)(x
1)

ñ x´ fn´1(x
1) P Ker(ιdn´1) = t0Mn´1u ñ x = fn´1(x

1) P Im(fn´1),

οπότε ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός Ker(gn´1) Ď Im(fn´1).

(iv) Κατά το πόρισμα 3.1.15 (και λόγω τής ακριβείας τής (3.17)) κατασκευάζεται το
ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα

t0u // M 1
n

fn //

π
M1
n

Im(d1
n+1) ����

Mn
gn //

πMnIm(dn+1)
����

œ

M2
n

π
M2
n

Im(d2
n+1)����

// t0u

N 1
n fn

// Nn gn
// N2

n

που έχει την άνω του γραμμή ακριβή. Θα αποδείξουμε ότι η εκ δεξιών συμπληρω-
μένη κάτω του γραμμή

N 1
n

fn
ÝÑ Nn

gn
ÝÑ N2

n ÝÑ t0u (3.19)

είναι ωσαύτως ακριβής.

(a) Επειδή η gn ˝ πMn

Im(dn+1)
= π

M2
n

Im(d2
n+1)

˝ gn (ως σύνθεση των επιμορφισμών gn και

π
M2
n

Im(d2
n+1)

) είναι επιμορφισμός και η πMn

Im(dn+1)
είναι επιμορφισμός, και η ίδια η gn

οφείλει να είναι επιμορφισμός.

(b) Έστω τυχόν στοιχείο x P N 1
n. Επειδή η πM

1
n

Im(d1
n+1)

είναι επιρριπτική,

Dz P M 1
n : π

M 1
n

Im(d1
n+1)

(z) = z + Im(d1
n+1) = x,

οπότε

(gn ˝ fn)(x) = (gn ˝ (fn ˝ π
M 1
n

Im(d1
n+1)

))(z) = (gn ˝ (πMnIm(dn+1)
˝ fn))(z)

= ((gn ˝ πMnIm(dn+1)
) ˝ fn)(z) = ((π

M2
n

Im(d2
n+1)

˝ gn) ˝ fn)(z)

= (π
M2
n

Im(d2
n+1)

˝ (gn ˝ fn
loomoon

=0

))(z) = 0N 1
n

ñ gn ˝ fn = 0 ñ Im(fn) Ď Ker(gn).
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Και αντιστρόφως· εάν θεωρήσουμε τυχόν x P Ker(gn), τότε (επειδή η πMn

Im(dn+1)
είναι

επιρριπτική) έχουμε x = πMn

Im(dn+1)
(y) για κάποιο στοιχείο y P Mn, οπότε

0Nn = gn(x) = (gn ˝ πMnIm(dn+1)
)(y) = (π

M2
n

Im(d2
n+1)

˝ gn)(y)

ñ gn(y) P Ker(πM
2
n

Im(d2
n+1)

) = Im(d2
n+1)

ñ [Dw P M2
n+1 : d2

n+1(w) = gn(y)] ùñ
Im(gn+1)=M2

[Du P Mn+1 : w = gn+1(u)]

ñ [Du P Mn+1 : d2
n+1(w) = d2

n+1(gn+1(u)) = gn(dn+1(u))] ñ gn(y) = gn(dn+1(u))

ñ y ´ dn+1(u) P Ker(gn) = Im(fn) ñ [Dv P M 1
n : y ´ dn+1(u) = fn(v)]

ñ πMnIm(dn+1)
(y) ´ (πMnIm(dn+1)

˝ dn+1
looooooooomooooooooon

=0

)(u) = (πMnIm(dn+1)
˝ fn)(v) = (fn ˝ π

M 1
n

Im(d1
n+1)

)(v)

ñ x = πMnIm(dn+1)
(y) = fn(π

M 1
n

Im(d1
n+1)

(v)) P Im(fn)

ñ Ker(gn) Ď Im(fn).

(v) Τοποθετώντας τήν (3.19) υπεράνω τής (3.18) και χρησιμοποιώντας τούς συνδέ-
οντες ομομορφισμούς rdn, rd

1
n και rd2

n (τους ορισθέντες στο (ii)) λαμβάνουμε το διά-
γραμμα

N 1
n

fn
//

rd1
n

��

œ

Nn
gn

//

rdn
��

œ

N2
n

rd2
n

��

// t0u

t0u // Zn´1(M1
‚)

fn´1

// Zn´1(M‚)
gn´1

// Zn´1(M2
‚)

(3.20)

(με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς), το οποίο είναι μεταθετικό, διότι για κάθε
z P M 1

n έχουμε

rdn(fn(z +Bn(M1
‚))) =

rdn(fn(z) +Bn(M‚)) = dn(fn(z))

= fn´1( d1
n(z)

loomoon

PBn´1(M1
‚)

) =
3.1.12

fn´1(d
1
n(z)) = fn´1(rd

1
n(z +Bn(M1

‚)))

και για κάθε w P Mn έχουμε

rd2
n(gn(w +Bn(M‚))) = rd2

n(gn(w) +Bn(M2
‚)) = d2

n(gn(w))

= gn´1( dn(w)
loomoon

PBn´1(M‚)

) =
3.1.12

gn´1(dn(w)) = gn´1(rdn(w +Bn(M‚))).

(vi) Εφαρμόζοντας το λήμμα τού φιδιού 3.1.20 για το διάγραμμα (3.20) λαμβάνουμε
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έναν οφιοειδή συνδετικό ομομορφισμό Bn : Ker(rd2
n) ÝÑ Coker(rd1

n).

t0u

��

t0u

��

t0u

��

Ker(rd1
n) //

ι
rd1
n

��

Ker(rdn) //

ι
rdn

��

Ker(rd2
n)

ι
rd2
n

��

N 1
n

fn
//

rd1
n
��

Nn
gn

//

rdn
��

N2
n

//

rd2
n
��

t0u

t0u / / Zn´1(M1
‚)

fn´1
//

π
Zn´1(M1

‚)

Im( rd1
n)

��

Zn´1(M‚)
gn´1

//

π
Zn´1(M‚)

Im( rdn)
��

Zn´1(M2
‚)

π
Zn´1(M2

‚)

Im( rd2
n)

��

Coker(rd1
n) //

��

//

Bn

Coker(rdn) //

��

Coker(rd2
n)

��

t0u t0u t0u

(vii) Tαυτίζουμε τους πυρήνες και τους συμπυρήνες που περιλαμβάνονται στο ανω-
τέρω διάγραμμα με τους επιθυμητούς μοδίους ομολογίας ως εξής:

Ker(rdn) =
!

x+Bn(M‚) P Nn

ˇ

ˇ

ˇ
x P Mn και rdn(x+Bn(M‚)) = 0Mn´1

)

=
␣

x+Bn(M‚) P Nn
ˇ

ˇx P Mn και dn(x) = 0Mn´1

(

= tx+Bn(M‚) P Nn |x P Mn και x P Ker(dn) (=: Zn(M‚))u

= Zn(M‚)/Bn(M‚) = Hn(M‚)

και Coker(rdn) = Zn´1(M‚)/ Im(rdn)
(i)
= Zn´1(M‚)/ Im(dn) = Hn´1(M‚). Κατ’ α-

ναλογίαν, δείχνεται ότι

Ker(rd1
n) = Hn(M1

‚), Ker(rd2
n) = Hn(M2

‚) και

Coker(rd1
n) = Hn´1(M1

‚), Coker(rd2
n) = Hn´1(M2

‚).

(viii) Το διάγραμμα

Hn(M1
‚)
Hn(f‚)

//
� _

ι
rd1
n

��

œ

Hn(M‚)
Hn(g‚)

//
� _

ι
rdn

��

œ

Hn(M2
‚)� _

ι
rd2
n

��

N 1
n fn

// Nn gn
// N2

n

είναι μεταθετικό, διότι για κάθε ξ P Zn(M1
‚) έχουμε

ι
rdn
(Hn(f‚)(ξ +Bn(M1

‚))) = Hn(f‚)(ξ + Im(d1
n+1))

= fn(ξ) + Im(dn+1) = fn(ξ + Im(d1
n+1)) = fn(ι

rd1
n
(ξ +Bn(M1

‚)))
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και για κάθε ν P Zn(M‚) έχουμεHn(g‚)(ι rd2
n
(ν+Bn(M‚))) = Hn(g‚)(ν+Im(dn+1))

και
gn(ν) + Im(d2

n+1) = gn(ν + Im(dn+1)) = gn(ι
rdn
(ν +Bn(M‚))).

Παρομοίως αποδεικνύεται ότι και το διάγραμμα

Zn´1(M1
‚)

fn´1
//

π
Zn´1(M1

‚)

Im( rd1
n)

����

œ

Zn´1(M‚)
gn´1

//

π
Zn´1(M‚)

Im( rdn)
����

œ

Zn´1(M2
‚)

π
Zn´1(M2

‚)

Im( rd2
n)

����

Hn´1(M1
‚)

Hn´1(f‚)
// Hn´1(M‚)

Hn´1(g‚)
// Hn´1(M2

‚)

είναι μεταθετικό. Από την ιδιότητα τής μοναδικότητας (των ομομορφισμών συμπλη-
ρώσεως, βλ. πορίσματα 3.1.12 και 3.1.15) συμπεραίνουμε ότι οιHn(f‚),Hn(g‚) (και
αντιστοίχως, οι Hn´1(f‚),Hn´1(g‚)) είναι αυτοί οι ομομορφισμοί που οφείλουν να
εγγραφούν στην 2η (και αντιστοίχως, στην 4η) γραμμή τού διαγράμματος τού πα-
ρατεθέντος στο (vi). Κατ’ αυτόν τον τρόπο οδηγούμεθα στον πλήρη σχηματισμό τής
μακράς ακριβούς ακολουθία ομολογίας για την (3.17).

3.2.14 Παρατήρηση. Παρότι ο Bn καθορίζεται μέχρις ενός ισομορφισμού

Coker(Hn(g‚)) – Ker(Hn´1(f‚))

(πρβλ. (3.8)), ο πλέον «φυσικός» τύπος ορισμού του είναι ο αυτός που εδόθη στο
εδάφιο 3.1.21 (i): Εάν y P Zn(M2

‚), τότε

Dx P Mn : y +Bn(M2
‚) = gn(x+Bn(M‚)) = gn(x) +Bn(M2

‚)

και rdn (x+Bn(M‚)) P Im(fn´1), όπου fn´1
´1

(trdn (x+Bn(M‚))u) = tzu (ένα
μονοσύνολο ανήκον στο Zn´1(M1

‚) Ď M 1
n´1). Αρκεί λοιπόν να θέσουμε

Bn (y +Bn(M2
‚)) := z +Bn´1(M1

‚). (3.21)

3.2.15 Ορισμός. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο. Εάν για κάθε
n P Z το M 1

n παριστά έναν υπομόδιο τού Mn και ισχύει dn(M 1
n) Ď M 1

n´1, τό-
τε το αλυσωτό σύμπλοκο M1

‚ = (M 1
n, dn|M 1

n
)nPZ ονομάζεται υποσύμπλοκο τού

M‚, ενώ το αλυσωτό σύμπλοκο M‚/M1
‚ = (Mn/M

1
n, d

πηλ.
n )nPZ, όπου dπηλ.

n είναι ο
μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός R-μοδίων που καθιστά το διάγραμμα

Mn
dn //

œπMn
M1
n
����

Mn´1

π
Mn´1

M1
n´1����

Mn/M
1
n

dπηλ.
n

// Mn´1/M
1
n´1

μεταθετικό (βλ. 2.3.10-2.3.11), καλείται πηλικοσύμπλοκο τού M‚ ως προς το M1
‚.
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3.2.16 Σημείωση. Εάν M1
‚ = (M 1

n, dn|M 1
n
)nPZ είναι ένα υποσύμπλοκο ενός αλυσω-

τού συμπλόκου M‚ = (Mn, dn)nPZ, τότε η βραχεία ακολουθία

t0u ÝÑ M 1
n
ιn
ãÑ Mn

πn↠Mn/M
1
n ÝÑ t0u

(όπου ιn η συνήθης ένθεση και πn := πMn

M 1
n

) είναι ακριβής για κάθε n P Z, οπότε
προκύπτει μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ M1
‚

ι‚
ÝÑ M‚

π‚
ÝÑ M‚/M1

‚ ÝÑ 0‚. (3.22)

Μέσω αυτής επάγεται (σύμφωνα με το θεώρημα 3.2.13) η μακρά ακριβής ακολουθία
ομολογίας για την (3.22):

¨ ¨ ¨ // Hn+1(M1
‚)

Hn+1(ι‚)
// Hn+1(M‚)

Hn+1(π‚)
// Hn+1(M‚/M1

‚)

Bn+1

// Hn(M1
‚)

Hn(ι‚)
// Hn(M‚)

Hn(π‚)
// Hn(M‚/M1

‚)

Bn

// Hn´1(M1
‚)

Hn´1(ι‚)
// ¨ ¨ ¨

3.2.17 Πρόταση. Εάν υποτεθεί ότι το

0 // M1
‚

ö

f 1
‚ //

ϕ1
‚

��

M‚

ö

f‚ //

ϕ‚

��

M2
‚

ϕ2
‚

��

// 0

0 // L1
‚

g1
‚

// L‚ g‚
// L2

‚
// 0

είναι ένα μεταθετικό διάγραμμα αλυσωτών συμπλόκων και αλυσωτών μετασχημα-
τισμών με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, τότε το επαγόμενο διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // Hn(M1
‚)

ö

Hn(f
1
‚)//

Hn(ϕ
1
‚)

��

Hn(M‚)

ö

Hn(f‚)
//

Hn(ϕ‚)

��

Hn(M2
‚)

öHn(ϕ
2
‚)

��

B
(1)
n // Hn´1(M1

‚)

Hn´1(ϕ
1
‚)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Hn(L1
‚)

Hn(g
1
‚)
// Hn(L‚)

Hn(g‚)
// Hn(L2

‚)
B
(2)
n

// Hn´1(L1
‚) // ¨ ¨ ¨

το έχον τις μακρές ακριβείς ακολουθίες ως γραμμές (με τους B
(1)
n , B

(2)
n ως συνδετι-

κούς ομομορφισμούς) είναι ωσαύτως μεταθετικό.

Αποδειξη. Ας συμβολίσουμε τους συνοριακούς τελεστές ως dM‚
n , d

M1
‚

n , d
M2

‚
n και

dL‚
n , d

L1
‚
n , d

L2
‚
n , αντιστοίχως. Η μεταθετικότητα στα πρώτα δύο τετράγωνα έπεται ά-

μεσα από την πρόταση 3.2.6. Για την απόδειξη τής μεταθετικότητας στο τρίτο τε-
τράγωνο θεωρούμε τυχόν στοιχείο y P Zn(M2

‚) Ď M2
n. Επειδή

Dx P Mn : y +Bn(M2
‚) = fn(x+Bn(M‚)) = fn(x) +Bn(M2

‚)
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με rdM‚
n (x+Bn(M‚)) P Im(f 1

n´1) και

D!z P Zn´1(M1
‚) Ď M 1

n´1 : f 1
n´1

´1
(trdM‚

n (x+Bn(M‚))u) = f 1´1
n´1(td

M‚
n (x)u) = tzu,

έχουμε

(Hn´1(ϕ
1
‚) ˝ B

(1)
n )(y +Bn(M2

‚)) = Hn´1(ϕ
1
‚)(B

(1)
n (y +Bn(M2

‚)))

= Hn´1(ϕ
1
‚)(z +Bn´1(M1

‚)) = ϕ1
n´1(z) +Bn´1(L1

‚).

(Πρβλ. (3.21).) Εξάλλου, f 1
n´1(z) = f 1

n´1(z) =
rdM‚
n (x+Bn(M‚)) = dM‚

n (x) ,

g1
n´1 ˝ ϕ1

n´1 = ϕn´1 ˝ f 1
n´1 και ϕn´1 ˝ dM‚

n = dL‚
n ˝ ϕn

(διότι ο ϕ‚ είναι αλυσωτός μετασχηματισμός), οπότε η ενριπτικότητα των f 1
n´1 και

g1
n´1 δίδει

ϕ1
n´1(z) = ϕ1

n´1(f
1´1
n´1(td

M‚
n (x)u)) = g1 ´1

n´1(tϕn´1(d
M‚
n (x))u) = g1 ´1

n´1(td
L‚
n (ϕn (x))u)

ñ (Hn´1(ϕ
1
‚) ˝ B

(1)
n )(y +Bn(M2

‚)) = g1 ´1
n´1(td

L‚
n (ϕn (x))u) +Bn´1(L1

‚)

= B
(2)
n (gn(ϕn(x)) +Bn(L2

‚)) = B
(2)
n (ϕ2

n(fn(x)) +Bn(L2
‚))

= B
(2)
n (Hn(ϕ

2
‚)(fn(x) +Bn(M2

‚))) = B
(2)
n (Hn(ϕ

2
‚)(y +Bn(M2

‚))),

διότι gn ˝ ϕn = ϕ2
n ˝ fn.

3.2.18 Πρόταση. Δοθέντων τεσσάρων αλυσωτών συμπλόκων M‚,M1
‚,M

2

‚,M3
‚ και

μιας ακριβούς ακολουθίας αλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ M2
‚

f‚
ÝÑ M3

‚

g‚
ÝÑ M1

‚

h‚
ÝÑ M‚ ÝÑ 0‚ (3.23)

με Hn(M3
‚ ) – t0u για κάθε n P Z, υφίσταται μια ακριβής ακολουθία R-μοδίων

ομολογίας τής μορφής

¨ ¨ ¨ // Hn(M2
‚)

δn+1
// Hn+1(M1

‚)
Hn+1(h‚)

// Hn+1(M‚)

ξn+1

// Hn´1(M2
‚)

δn // Hn(M1
‚)

Hn(h‚)
// Hn(M‚)

ξn

// Hn´2(M2
‚)

δn´1
// ¨ ¨ ¨

Αποδειξη. Η (3.23) διασπάται σε δύο βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0‚ ÝÑ M2
‚

f‚
ÝÑ M3

‚

g‚
ÝÑ Im(g‚) ÝÑ 0‚ (3.24)

και
0‚ ÝÑ Im(g‚)

ι‚
ÝÑ M1

‚

h‚
ÝÑ M‚ ÝÑ 0‚, (3.25)
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με Im(g‚) := (Im(gn))nPZ, gn = ιn ˝ ǧn, όπου

Ker(fn) = Im(gn)
ιn
ãÑ M 1

n

η συνήθης ένθεση και ǧn :M3
n ÝÑ Im(gn) ο επιμορφισμόςR-μοδίων που προκύπτει

ύστερα από περιορισμό τού πεδίου τιμών τού gn στην εικόνα του. (Βλ. 2.2.14 (iii).)
Έστω ότι

¨ ¨ ¨ // Hn+1(M2
‚)

Hn+1(f‚)
// Hn+1(M3

‚ )
Hn+1(ǧ‚)

// Hn+1(Im(g‚))

B
(1)
n+1

// Hn(M2
‚)

Hn(f‚)
// Hn(M3

‚ )
Hn(ǧ‚)

// Hn(Im(g‚))

B
(1)
n

// Hn´1(M2
‚)

Hn´1(f‚)
// ¨ ¨ ¨

(3.26)

και

¨ ¨ ¨ // Hn+1(Im(g‚))
Hn+1(ι‚)

// Hn+1(M1
‚)

Hn+1(h‚)
// Hn+1(M‚)

B
(2)
n+1

// Hn(Im(g‚))
Hn(ι‚)

// Hn(M1
‚)

Hn(h‚)
// Hn(M‚)

B
(2)
n

// Hn´1(Im(g‚))
Hn´1(ι‚)

// ¨ ¨ ¨

(3.27)

είναι οι μακρές ακριβείς ακολουθίες για τις (3.26) και (3.27) οι κατασκευαζόμενες
μέσω τού θεωρήματος 3.2.13 και έχουσες τους

B(1)
n : Hn(Im(g‚)) ÝÑ Hn´1(M2

‚), B(2)
n : Hn(M‚) ÝÑ Hn´1(Im(g‚)),

ως συνδετικούς τους ομομορφισμούς. Επειδή Hn(M3
‚ ) – t0u, οι B

(1)
n είναι ισομορ-

φισμοί για κάθε n P Z. (Βλ. 3.1.3 (i).) Θέτοντας

ξn+1 := B(1)
n ˝ B

(2)
n+1 και δn := Hn(ι‚) ˝ (B(1)

n )´1 :

Hn+1(M‚)

ξn+1

%%

B
(2)
n+1

// Hn(Im(g‚))

B(1)
n

–

��

Hn(ι‚)
// Hn(M1

‚)

Hn´1(M2
‚)

(B(1)
n )´1–

WW

δn

::

λαμβάνουμε (μέσω τής (3.27)) τη ζητούμενη μακρά ακριβή ακολουθία.
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§ Μόδιοι συνομολογίας. Αυτοί ορίζονται όπως οι μόδιοι ομολογίας αλλά εκκινώντας
από ημιακριβείς ακολουθίες με ανιόντα σύνολα δεικτών.

3.2.19 Ορισμός. Έστω

¨ ¨ ¨
dn´2

// Mn´1 dn´1
// Mn dn // Mn+1 dn+1

// Mn+2 dn+2
// ¨ ¨ ¨ (3.28)

μια ακολουθίαR-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων με ανιόν σύνολο δεικτών
και με τους δείκτες αναγραφόμενους «εν είδει δυνάμεων». Αυτή καλείται συ-
ναλυσωτό σύμπλοκο (ή ημιακριβής ακολουθία με ανιόν σύνολο δεικτών) όταν
dn ˝ dn´1 = 0, @n P Z, και συμβολίζεται -εν συντομία- ως M‚ = (Mn, dn)nPZ.

Οι ομομορφισμοί dnM‚ := dn, n P Z, καλούνται ενίοτε συσσυνοριακοί τελεστές
ή συνδιαφορικά τού συναλυσωτού συμπλόκου M‚. Στην ειδική περίπτωση όπου
οι Mn είναι τετριμμένοι και dn = 0, @n P Z, το M‚ συμβολίζεται απλώς ως 0‚.

3.2.20 Ορισμός. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα συναλυσωτό σύμπλοκο τής μορ-
φής (3.28). Για κάθε n P Z θέτουμε

Bn(M‚) := Im(dn´1) και Zn(M‚) := Ker(dn).

Προφανώς, αμφότεροι οι Bn(M‚) και Zn(M‚) είναι υπομόδιοι τού R-μοδίου
Mn και Bn(M‚) Ď Zn(M‚). Τα στοιχεία τού Bn(M‚) καλούνται n-οστά συσσύ-
νορα και τα στοιχεία τού Zn(M‚) n-οστά συγκυκλήματα19 τού M‚. Ο πηλικομό-
διος

Hn(M‚) := Zn(M‚)/Bn(M‚)

καλείται n-οστός μόδιος συνομολογίας τού M‚. (Στην περίπτωση όπου R = Z,
είθισται να ονομάζεται n-οστή ομάδα συνομολογίας τού M‚.)

3.2.21 Παρατήρηση. Προφανώς, Hn(M‚) = 0Zn(M‚)/Bn(M‚) = Bn(M‚), για κάθε
n P Z, εάν και μόνον εάν η ακολουθία (3.28) είναι ακριβής20. Ως εκ τούτου, οι μόδιοι
συνομολογίας μπορούν να εκληφθούν ως εκείνοι οι μόδιοι που εκφράζουν το πόσο
απέχει το συναλυσωτό σύμπλοκο M‚ από το να είναι ακριβής ακολουθία.

3.2.22 Ορισμός. Έστω ότι τα

M‚ = (Mn, dn)nPZ : ¨ ¨ ¨
dn´2

// Mn´1 dn´1
// Mn dn // Mn+1 dn+1

// ¨ ¨ ¨

M1‚
= (M 1n, d1n)nPZ : ¨ ¨ ¨

d1n´2
// M 1n´1 d1n´1

// M 1n d1n
// M 1n+1 d1n+1

// ¨ ¨ ¨

19Πρόκειται και πάλι για «παραδοσιακή» ορολογία τοπολογικής προελεύσεως.
20Εν τοιαύτη περιπτώσει, Zn(M‚) = Bn(M‚), @n P Z, ήτοι δεν υπάρχουν συγκυκλήματα που να μην είναι συσ-

σύνορα και γι’ αυτό το M‚ ονομάζεται ενίοτε και ακυκληματικό συναλυσωτό σύμπλοκο.
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είναι συναλυσωτά σύμπλοκα. Μια απεικόνιση f‚ : M‚ ÝÑ M1‚ είναι μια ακο-
λουθία απεικονίσεων (fn : Mn ÝÑ M 1n)nPZ. Ως σύνθεση (g ˝ f)‚ δυο απεικο-
νίσεων f‚ : M‚ Ñ M1‚ και g‚ : M1‚ Ñ M

2‚ ορίζεται η

(gn ˝ fn :Mn Ñ M
2n)nPZ.

Μια απεικόνιση συναλυσωτών συμπλόκων f‚ : M‚ ÝÑ M1‚ καλείται συναλυ-
σωτός μετασχηματισμός όταν για κάθε n P Z η fn :Mn ÝÑ M 1n είναι ομομορ-
φισμός R-μοδίων και (ταυτοχρόνως) το κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό.

Mn dn //

öfn

��

Mn+1

fn+1

��

M 1n

d1n
// M 1n+1

3.2.23 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ και M1‚ = (M 1n, d1n)nPZ είναι δυο συνα-
λυσωτά σύμπλοκα, τότε για κάθε συναλυσωτό μετασχηματισμό

f‚ : M‚ ÝÑ M1‚

ισχύει fn(Zn(M‚)) Ď Zn(M1‚) και fn(Bn(M‚)) Ď Bn(M1‚), @n P Z.Ως εκ τούτου,
υπάρχει ένας και μόνον ομομορφισμός R-μοδίων

Hn(f‚) : Hn(M‚) ÝÑ Hn(M1‚),

με την ιδιότητα
π
Zn(M1‚)
Bn(M1‚) ˝ fn|Zn(M‚) = Hn(f‚) ˝ π

Zn(M‚)
Bn(M‚),

ήτοι αυτός που ορίζεται από τον τύπο

Hn(f‚)(x+Bn(M‚)) := fn(x) +Bn(M1
‚), @x P Zn(M‚).

Αποδειξη. Εξ ορισμού, το διάγραμμα

Mn´1

fn´1

��

ö

dn´1
// Mn

fn

��

ö

dn // Mn+1

fn+1

��

M 1n´1

d1n´1

// M 1n

d1n
// M 1n+1

είναι μεταθετικό. Έστω τυχόν στοιχείο x P Zn(M‚). Προφανώς,

dn(x) = 0Mn+1 ñ 0M 1n+1 = fn+1(0Mn+1) = fn+1(dn(x)) = d1n(fn(x))

ñ fn(x) P Ker(d1n) =: Zn(M1‚) ñ fn(Zn(M‚)) Ď Zn(M1‚).

Εξάλλου, για οιοδήποτε στοιχείο

y P Im(dn´1) =: Bn(M‚)
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υπάρχει z P Mn´1 με y = dn´1(z), οπότε

fn(y) = fn(dn´1(z)) = d1n´1(fn´1(z)) P Im(d1n´1) =: Bn(M1‚).

Η ύπαρξη, καθώς και ο συγκεκριμένος τύπος ορισμού τού ομομορφισμού Hn(f‚),
ο οποίος είναι ο μόνος ομομορφισμός που συμπληρώνει το διάγραμμα

Zn(M‚)

π
Zn(M‚)

Bn(M‚)
����

ö

fn|Zn(M‚)
// Zn(M1‚)

π
Zn(M1‚)

Bn(M1‚)
����

Hn(M‚)
Hn(f‚)

// Hn(M1‚
)

καθιστώντας το μεταθετικό, έπεται από το θεώρημα 2.3.10.

3.2.24 Πρόταση. Δοθέντων δυο συναλυσωτών μετασχηματισμών f‚ : M‚ ÝÑ M1‚,

g‚ : M1‚ ÝÑ M
2‚, όπου

M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1‚ = (M 1n, d1n)nPZ, M
2‚ = (M2n, d2n)nPZ,

έχουμε
Hn((g ˝ f)‚) = Hn(g‚) ˝Hn(f‚), @n P Z.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τής προτάσεως 3.2.6.

3.2.25 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ είναι ένα συναλυσωτό σύμπλοκο, τότε

Hn(idM‚) = idHn(M‚), @n P Z,

όπου idM‚ : M‚ ÝÑ M‚ ο ταυτοτικός21 συναλυσωτός μετασχηματισμός.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τής προτάσεως 3.2.7.

3.2.26 Ορισμός. Εάν (Mj,‚ = (M j,n, dj,n)nPZ)jPJ είναι μια οικογένεια συναλυ-
σωτών συμπλόκων, τότε τόσον το

À

jPJ

Mj,‚ := (
À

jPJ

M j,n,
À

jPJ

dj,n)nPZ

όσον και το
ś

jPJ

Mj,‚ := (
ś

jPJ

M j,n,
ś

jPJ

dj,n)nPZ

είναι συναλυσωτά σύμπλοκα. Το μεν πρώτο καλείται ευθύ άθροισμα, το δε δεύ-
τερο ευθύ γινόμενο των μελών τής εν λόγω οικογενείας.

3.2.27 Πρόταση. Εάν (Mj,‚ = (M j,n, dj,n)nPZ)jPJ είναι μια οικογένεια συναλυσω-

21idM‚ := (idMn : Mn ÝÑ Mn)nPZ.
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τών συμπλόκων, τότε υφίστανται ισομορφισμοί

Hn(
À

jPJ

Mj,‚)
–

ÝÝÝÝÑ
À

jPJ

Hn(Mj,‚)

και
Hn(

ś

jPJ

Mj,‚)
–

ÝÝÝÝÑ
ś

jPJ

Hn(Mj,‚)

καθοριζόμενοι μέσω των τύπων

(xj)jPJ +

(
À

jPJ

Im(dj,n´1)

)
ÞÝÑ

(
xj + Im(dj,n´1)

)
jPJ

και

(xj)jPJ +

(
ś

jPJ

Im(dj,n´1)

)
ÞÝÑ

(
xj + Im(dj,n´1)

)
jPJ

.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τής προτάσεως 3.2.10.

3.2.28 Ορισμός. Μια ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων και συναλυσωτών
μετασχηματισμών τής μορφής

0‚ ÝÑ M1‚ f‚

ÝÑ M‚ g‚

ÝÑ M
2‚ ÝÑ 0‚,

όπου

M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1‚ = (M 1n, d1n)nPZ και M
2‚ = (M

2n, d
2n)nPZ,

καλείται βραχεία ακριβής ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων όταν η

t0u ÝÑ M 1n fn

ÝÑ Mn gn

ÝÑ M
2n ÝÑ t0u

είναι βραχεία ακριβής ακολουθία (υπό την έννοια τού εδ. 3.1.2 (iii)), @n P Z.

3.2.29 Λήμμα. Εάν δοθούν τρία συναλυσωτά σύμπλοκα M‚,M1‚ και M2‚ και μια
βραχεία ακριβής ακολουθία

0‚ ÝÑ M1‚ f‚

ÝÑ M‚ g‚

ÝÑ M2‚ ÝÑ 0‚,

η

Hn(M1‚)
Hn(f‚)

// Hn(M‚)
Hn(g‚)

// Hn(M2‚)

είναι ακριβής για κάθε n P Z.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού λήμματος 3.2.12.
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3.2.30 Θεώρημα (Κατασκευή μακράς ακριβούς ακολουθίας συνομολογίας). Εάν
δοθούν τρία συναλυσωτά σύμπλοκα M‚,M1‚ και M2‚ και μια βραχεία ακριβής α-
κολουθία

0‚ ÝÑ M1‚ f‚

ÝÑ M‚ g‚

ÝÑ M2‚ ÝÑ 0‚, (3.29)

υφίσταται για κάθε n P Z ένας ομομορφισμός

Bn : Hn(M2‚) ÝÑ Hn+1(M1‚)

(ο λεγόμενος συνδετικός ομομορφισμός για την (3.29)), μέσω τού οποίου επάγεται
μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Hn´1(M1‚)
Hn´1(f‚)

// Hn´1(M‚)
Hn´1(g‚)

// Hn´1(M2‚)

Bn´1

// Hn(M1‚)
Hn(f‚)

// Hn(M‚)
Hn(g‚)

// Hn(M2‚)

Bn

// Hn+1(M1‚)
Hn+1(f‚)

// ¨ ¨ ¨

(η λεγόμενη μακρά ακριβής ακολουθία συνομολογίας για την (3.29)).

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού θεωρήματος 3.2.13 (κάνοντας χρήση τόσον τού
λήμματος 3.2.29 όσον και τού λήμματος 3.1.20 τού φιδιού).

3.2.31 Σημείωση. Αναλόγως παραλλάσσονται και οι διατυπώσεις τού ορισμού
3.2.15, τής σημειώσεως 3.2.16 και τής προτάσεως 3.2.17 για συναλυσωτά σύμπλο-
κα και μοδίους συνομολογίας. Αξίζει, μάλιστα, να επισημανθεί ότι κάθε συναλυσω-
τό σύμπλοκο M‚ = (Mn, dn)nPZ μπορεί να μετατραπεί σε ένα αλυσωτό σύμπλοκο
N‚ = (Nn, δn)nPZ με

H´n(M‚) = Hn(N‚)

εάν κανείς θέσει (για κάθε n P Z)22

Nn :=M´n και δn := d´n.

Είναι λοιπόν εύλογο το ερώτημα τού γιατί να χρησιμοποιούνται αμφότερες οι έν-
νοιες αλυσωτό και συναλυσωτό σύμπλοκο, και μόδιοι ομολογίας και συνομολογίας,
αντιστοίχως. Ένας εκ των κυρίων λόγων χρησιμοποιήσεως αμφοτέρων είναι ο ε-
ξής: Αφ’ ενός μεν οι ημιακριβείς ακολουθίες με ανιόν σύνολο δεικτών συναντώνται
συχνά στην Άλγεβρα, ενώ οι ημιακριβείς ακολουθίες με κατιόν σύνολο δεικτών συ-
ναντώνται συχνά στην Αλγεβρική Τοπολογία, αφ’ ετέρου δε οι ομάδες (ή οι μόδιοι)
συνομολογίας (που χειρίζεται κανείς εντός τού πλαισίου τής Αλγεβρικής Τοπολο-
γίας) δεν προέρχονται από απλή αλλαγή προσήμου δεικτών των ομάδων (ή μοδίων)
ομολογίας ενός αλυσωτού συμπλόκου, αλλά από την εφαρμογή τού δυϊκού συναρτη-
τή “Hom” σε κάποιο κατάλληλο αλυσωτό σύμπλοκο (όπως, π.χ., στο σύμπλοκο των

22Παρομοίως ένα αλυσωτό σύμπλοκο μπορεί να μετατραπεί σε συναλυσωτό.
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ιδιαζουσών αλυσίδων ενός τοπολογικού χώρου). Ως εκ τούτου, παρατηρείται μετά-
βαση από συναλλοίωτους σε ανταλλοίωτους συναρτητές (στην κατηγορία Abgroups

ή στην κατηγορία ModR). Ένας άλλος λόγος θα αναφανεί αργότερα στη σελ. 756.

3.3 ΔΕΥΤΕΡΗ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΕΚΔΟΧΗ
ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ MAYER-VIETORIS

Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο. Εάν M1
‚ και M2

‚ είναι δυο υποσύ-
μπλοκά του (υπό την έννοια τού ορισμού 3.2.15), τότε τα

M1
‚ X M2

‚ := (M 1
n XM2

n, dn|M 1
nXM2

n
)nPZ

και
M1

‚ + M2
‚ := (M 1

n +M2
n, dn|M 1

n+M
2
n
)nPZ

είναι ωσαύτως υποσύμπλοκά του. Λαμβάνοντας υπ’ όψιν τις πέντε βραχείες ακρι-
βείς ακολουθίες αλυσωτών συμπλόκων (βλ. (3.22))
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D.2 (ΣΥΝ)ΑΛΥΣΩΤΑ ΣΥΜΠΛΟΚΑ
ΚΑΙ ΜΟΔΙΟΙ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Έστω

¨ ¨ ¨
dn+2

// Mn+1

dn+1
// Mn

dn // Mn´1

dn´1
// Mn´2

dn´2
// ¨ ¨ ¨ (D.15)

μια ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων με κατιόν σύνολο δεικτών. Ως γνω-
στόν, η (D.15) είναι ακριβής εάν και μόνον εάν

[dn ˝ dn+1 = 0 και Ker(dn) Ď Im(dn+1)], @n P Z.

Η έννοια τού αλυσωτού συμπλόκου γενικεύει την έννοια τής ακριβούς ακολουθίας ως εξής:

D.2.1 Ορισμός. Μια ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής (D.15)
καλείται αλυσωτό σύμπλοκο (ή ημιακριβής ακολουθία με κατιόν σύνολο δεικτών) όταν
dn ˝ dn+1 = 0 για κάθε n P Z. Για ένα αλυσωτό σύμπλοκο (D.15) εισάγεται η συντομογρα-
φία: M‚ = (Mn, dn)nPZ. Οι ομομορφισμοί dM‚

n := dn, n P Z, καλούνται ενίοτε συνοριακοί
τελεστές ή διαφορικά τού αλυσωτού συμπλόκου (που είναι όροι κληρονομηθέντες από την
κλασική Συνδυαστική Τοπολογία). Στην ειδική περίπτωση όπου οιMn είναι τετριμμένοι και
dn = 0 για κάθε n P Z, το M‚ συμβολίζεται απλώς ως 0‚.

D.2.2 Ορισμός. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο τής μορφής (D.15). Για
κάθε n P Z θέτουμε

Bn(M‚) := Im(dn+1) και Zn(M‚) := Ker(dn).

Προφανώς, αμφότεροι οι Bn(M‚) και Zn(M‚) είναι υπομόδιοι τού R-μοδίου Mn και
Bn(M‚) Ď Zn(M‚). Τα στοιχεία τού Bn(M‚) καλούνται n-οστά σύνορα και τα στοιχεία τού
Zn(M‚) n-οστά κυκλήματα10 τού αλυσωτού συμπλόκου M‚. Ο πηλικομόδιος

Hn(M‚) := Zn(M‚)/Bn(M‚)

10Πρόκειται και πάλι για «παραδοσιακή» ορολογία τοπολογικής προελεύσεως.

οι οποίες προκύπτουν από την (κατά φυσικό τρόπο) δόμηση των πηλικοσυμπλόκων

(M1
‚ + M2

‚)/(M1
‚ X M2

‚), M1
‚/(M1

‚ X M2
‚), M2

‚/(M1
‚ X M2

‚), (M1
‚ + M2

‚)/M1
‚, (M1

‚ + M2
‚)/M2

‚

(και έχουν αριθμηθεί κατ’ αυτήν τη σειρά), καθώς και τις ενθέσεις j(1)‚ , j
(2)
‚ και τους

ισομορφισμούς k1
n, k

2
n, n P Z (τους απορρέοντες από το 2ο θεώρημα ισομορφισμών

μοδίων 2.3.12), έχουμε τη δυνατότητα μεταβάσεώς μας στις αντίστοιχες μακρές α-
κριβείς ακολουθίες ομολογίας (τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος τού
3.2.13). Εάν B

(ν)
n , ν P t0, 1, 2, 3, 4u, n P Z, είναι οι συνδετικοί ομομορφισμοί των

πέντε επαγομένων ακριβών ακολουθιών ομολογίας, τότε το ευμεγέθες διάγραμμα
αλληλοεμπλεκομένων ακολουθιών που σχηματίζεται είναι το εξής:
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(4)
• )

uukkkk
kkkk

kkkk
kkkk

k

Hn(π
(2)
• )

ww

Hn(M
′
• + M′′

• )

Hn(π
(0)
• )

��

Hn(π
(4)
• )

uukkkk
kkkk

kkkk
kkkk

kk
Hn(π

(3)
• )

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SS

Hn((M
′
• + M′′

• )/M
′′
• )

∂
(4)
n

''

Hn((M
′
• + M′′

• )/M
′
•)

∂
(3)
n

ww

Hn((M
′
• + M′′

• )/(M
′
• ∩ M′′

• ))

Hn(j
(1)
• )◦Hn(k′′

• )−1

55kkkkkkkkkkkkkkkkkHn(j
(1)
• )◦Hn(k′

•)−1

iiSSSSSSSSSSSSSSSSSS

∂
(0)
n

��

Hn(M
′
•/(M

′
• ∩ M′′

• ))

Hn(k′
•) ∼=

OO

Hn(j
(1)
• )
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∂
(1)
n

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSS
Hn(M

′′
•/(M

′
• ∩ M′′

• ))

Hn(k′′
• )∼=

OO

Hn(j
(2)
• )

ii

∂
(2)
n

uukkkk
kkkk

kkkk
kkkk

k

Hn−1(M
′
• ∩ M′′

• )

Hn−1(ι
(0)
• )

��

Hn−1(ι
(2)
• )

uukkkk
kkkk

kkkk
kkkk

kk
Hn−1(ι

(1)
• )

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SS

Hn−1(M
′′
• ) Hn−1(M

′
•)

.

.

.

· · ·
Dn+1

// Hn(M
′
• ∩M′′

•)
Ψn // Hn(M

′
•)⊕Hn(M

′′
•)

Φn // Hn(M
′
• +M′′

•)
Dn // Hn−1(M

′
• ∩M′′

•)
Ψn−1

// · · ·

Hn(M′•)
Hn(f•)

// Hn(M•)
Hn(g•)

// Hn(M′′•)
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3.3.1 Θεώρημα (2η αλγεβρική εκδοχή τού θεωρήματος των Mayer και Vietoris).
Mέσω τού ανωτέρω διαγράμματος κατασκευάζεται μια ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
Dn+1

// Hn(M1
‚ X M2

‚)
Ψn // Hn(M1

‚) ‘Hn(M2
‚)

Φn // Hn(M1
‚ + M2

‚)

Dn

// Hn´1(M1
‚ X M2

‚)
Ψn´1

// Hn´1(M1
‚) ‘Hn(M2

‚)
Φn´1

// ¨ ¨ ¨ ,

η επονομαζόμενη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris για τα M1
‚ και M2

‚, στην
οποία

$

&

%

Hn(M1
‚ X M2

‚) Q x ÞÝÑ Ψn(x) := (Hn(ι
(1)
‚ )(x), Hn(ι

(2)
‚ )(x)) P Hn(M1

‚) ‘ Hn(M2
‚),

Hn(M1
‚) ‘ Hn(M2

‚) Q (x, y) ÞÝÑ Φn(x, y) := Hn(ι
(3)
‚ )(x) ´ Hn(ι

(4)
‚ )(y) P Hn(M1

‚ + M2
‚),

,

.

-

και Dn := B
(2)
n ˝Hn(k

2
‚)

´1 ˝Hn(π
(3)
‚ ),@n P Z.

Αποδειξη. Είναι εύκολος ο έλεγχος τού ότι για κάθε n P Z ισχύουν τα εξής:

Hn(ι
(3)
‚ ) ˝Hn(ι

(1)
‚ ) = Hn(ι

(0)
‚ ) = Hn(ι

(4)
‚ ) ˝Hn(ι

(2)
‚ ),

B
(0)
n ˝Hn(j

(1)
‚ ) = B

(1)
n , B

(0)
n ˝Hn(j

(2)
‚ ) = B

(2)
n ,

Hn(j
(1)
‚ ) ˝Hn(k

1
‚)

´1 ˝Hn(π
(0)
‚ ) = Hn(π

(4)
‚ ),

Hn(j
(2)
‚ ) ˝Hn(k

2
‚)

´1 ˝Hn(π
(0)
‚ ) = Hn(π

(3)
‚ ),

Hn(π
(0)
‚ ) ˝Hn(ι

(3)
‚ ) = Hn(j

(1)
‚ ) ˝Hn(π

(1)
‚ ),

Hn(π
(0)
‚ ) ˝Hn(ι

(4)
‚ ) = Hn(j

(2)
‚ ) ˝Hn(π

(2)
‚ ),

Im(Hn(j
(1)
‚ )) = Ker(Hn(j

(2)
‚ ) ˝Hn(k

2
‚)

´1),

Im(Hn(j
(2)
‚ )) = Ker(Hn(j

(1)
‚ ) ˝Hn(k

1
‚)

´1),

Im(Hn(ι
(3)
‚ )) = Ker(Hn(π

(3)
‚ )),

Im(Hn(ι
(4)
‚ )) = Ker(Hn(π

(4)
‚ )).

Λόγω αυτών μας είναι επιτρεπτό να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα 3.1.26 (σε ό,τι
απομένει στο παρατεθέν ευμεγέθες διάγραμμα ύστερα από αφαίρεση των B

(3)
n και

B
(4)
n ) και να καταλήξουμε άμεσα στην επαλήθευση τού ισχυρισμού.

3.3.2 Παρατήρηση. Αντίστοιχη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris κατα-
σκευάζεται και για δυο υποσύμπλοκα συναλυσωτών συμπλόκων. (Αρκεί κανείς να
αντιστρέψει τη φορά των βελών τού παρατεθέντος ευμεγέθους διαγράμματος. Μά-
λιστα, εάν αυτό γυρίσει κατά 180˝ και γίνει εναλλαγή των συνδετικών ομομορφι-
σμών, τότε καταλήγουμε απευθείας στο ζητούμενο.)



194 ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΚΑΙ ΣΥΝΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

3.4 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΗ ΤΟΥ EULER

Εάν R είναι μια περιοχή κυρίων ιδεωδών και M ένας πεπερασμένως παραγόμενος
R-μόδιος, τότε M = tors(M)‘ frp(M), όπου tors(M) ο υπομόδιος στρέψεως23 τού
M και frp(M) – M/tors(M) το ελεύθερο μέρος του, έχων ως ελεύθερη βαθμίδα
του fr-rank(M) := rank(frp(M)) τον κοινό πληθικό αριθμό όλων των βάσεων τού
frp(M). (Βλ. 2.5.39 και 2.6.6.)

3.4.1 Λήμμα. Έστω R μια Π.Κ.Ι και έστω M ένας πεπερασμένως παραγόμενος R-
μόδιος. Εάν M =

řk
j=1Rmj (k P N, m1, ...,mk P M), τότε υπάρχει ένας l P N0,

l ď k, καθώς και κάποια βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής

t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk ↠M ÝÑ t0u.

(Κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία αυτής τής μορφής καλείται, ιδιαιτέρως, παρά-
σταση τού M).

Αποδειξη. Έστω tbj | 1 ď j ď ku μια βάση τού Rk και έστω f : Rk ÝÑ M ο
επιμορφισμός ο οριζόμενος επί ολοκλήρου τού Rk θέτοντας f(bj) := mj για κά-
θε j P t1, ..., ku και χρησιμοποιώντας γραμμική επέκταση. (Βλ. θεώρημα 2.5.20.)
Ο πυρήνας του Ker(f), ως υπομόδιος τού Rk, είναι ελεύθερος και πεπερασμένως
παραγόμενος R-μόδιος και, ως εκ τούτου, Ker(f) – Rl για κάποιον l P N0, l ď k.

(Βλ. 2.5.47 και 2.5.49.) Η

t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk
f
↠M ÝÑ t0u

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία τής ζητούμενης μορφής.

3.4.2 Παρατήρηση. (i) Εάν

t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk
f
↠M ÝÑ t0u

είναι τυχούσα παράσταση τούM και Ker(f) ι
ãÑ Rk η συνήθης ένθεση, τότε από την

πρόταση 3.1.13 γνωρίζουμε ότι υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός
M 99K Coker(ι) που καθιστά το διάγραμμα

t0u // Rl

ö

� � //

–

��

Rk

ö

f
// //

idM
��

M

��

// t0u

t0u // Ker(f) �
�

ι
// Rk

πR
k

Ker(f)

// // Coker(ι) // t0u

(3.30)

μεταθετικό. Επειδή id´1
Rk

(Ker(f)) = Ker(f), και ο idRk ˝πR
k

Ker(f) είναι επιμορφισμός,
ο εν λόγω ομομορφισμός είναι ισομορφισμός. (Βλ. πόρισμα 3.1.14). Επιπροσθέτως,
εάν h1 είναι ένας αυτομορφισμός τού Rl και h2 ένας αυτομορφισμός τού Rk, τότε

Coker(h2 ˝ ι ˝ h1) – Coker(ι) – M. (3.31)

23tors(M) := tm P M | Dr P R∖t0Ru : rm = 0Mu.
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3.4.3 Λήμμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M ένας πεπερασμένως παραγόμενος R-
μόδιος, τότε η διαφορά k ´ l σε οιαδήποτε παράσταση

t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk ↠M ÝÑ t0u

τού M είναι σταθερή. Μάλιστα, ισχύει k ´ l = fr-rankR(M).

Αποδειξη. Βήμα 1ο. Ας υποθέσουμε ότι

t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk
f
↠M ÝÑ t0u και t0u ÝÑ Rl

1
ãÑ Rk

1 g
↠M ÝÑ t0u

είναι δυο τυχούσες παραστάσεις τού M. Τότε υφίσταται προφανώς και μια τρίτη
παράσταση τού M :

t0u

$$

t0u

��

t0u

yy

Rl – Ker(f)
� �

j1:= ι1|Ker(f)
//

r�

$$

Ker(f ‘ g)

��

Ker(g) – Rl
1? _

j2:= ι2|Ker(g)
oo

kK

yy

Rk

f
$$ $$

� � ι1 / / Rk ‘ Rk
1

f‘g

����

Rk
1? _

ι2oo

g

yyyy
M

zz %%��
t0u t0u t0u

όπου (f‘g)(x, y) := f(x)+g(y),@(x, y) P RkˆRk
1
, και ι1, ι2 οι συνήθεις ενθέσεις.

Εν συνεχεία θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα

t0u

��

t0u

��

t0u

��

t0u // Ker(f) – Rl

j1

��

ö

� � // Rk

ι1

��

ö

f
// // M

idM

��

// t0u

t0u // Ker(f ‘ g)

����

ö

� � // Rk ‘Rk
1

ö

����

f‘g
// // M

����

// t0u

t0u // Coker(j1) //

��

Coker(ι1) – Rk
1

//

��

t0u //

��

t0u

t0u t0u t0u

με τις τρεις του στήλες ακριβείς. Επειδή οι δύο άνω γραμμές του είναι ακριβείς, η
τρίτη γραμμή είναι ωσαύτως αληθής (δυνάμει τού (i) τού λήμματος 3.1.10 των 3ˆ3).
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Επομένως, Coker(j1) – Coker(ι1) – Rk
1

και ο συμπυρήνας Coker(j1) είναι ελεύ-
θερος R-μόδιος. Σύμφωνα με την πρόταση 3.1.31 η πρώτη στήλη είναι διασπώμενη
βραχεία ακριβής ακολουθία. Ως εκ τούτου,

Ker(f ‘ g) – Ker(f) ‘ Coker(j1) – Rl ‘Rk
1

– Rl+k
1
. (3.32)

(Βλ. θεώρημα 3.1.29.) Κατ’ αναλογίαν, από το μεταθετικό διάγραμμα (με ακριβείς
στήλες):

t0u

��

t0u

��

t0u

��

t0u // Ker(g) – Rl
1

j2

��

ö

� � // Rk
1

ι2

��

ö

g
// // M

idM

��

// t0u

t0u // Ker(f ‘ g)

����

ö

� � // Rk ‘Rk
1

ö

����

f‘g
// // M

����

// t0u

t0u // Coker(j2) //

��

Coker(ι2) – Rk //

��

t0u //

��

t0u

t0u t0u t0u

λαμβάνουμε

Ker(f ‘ g) – Ker(g) ‘ Coker(j2) – Rl
1

‘Rk – Rl
1+k. (3.33)

Λόγω των (3.32) και (3.33) το θεώρημα 2.5.38 δίδει l1 + k = l+ k1 ñ k´ l = k1 ´ l1.

Βήμα 2ο. Έστω t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk
f
↠ M ÝÑ t0u τυχούσα παράσταση τού M

και έστω Rl – Ker(f) ι
ãÑ Rk η συνήθης ένθεση. Ως γνωστόν, M – Coker(ι) (βλ.

(3.30)). Εάν υποτεθεί ότι o A = (aij) P Matkˆl(R) είναι ο πίνακας παραστάσεως τού
μονομορφισμού ι P HomR(R

l, Rk)ως προς δυο διατεταγμένες βάσεις (v1, ..., vl) και
(w1, ..., wk) τωνRl καιRk, αντιστοίχως24, τότε o συμπυρήνας τού ι είναι ισόμορφος
με τον συμπυρήνα οιουδήποτε ισοδύναμού του (βλ. (3.31)), οπότε η αντικατάσταση
τού A με έναν ισοδύναμό του δεν επηρεάζει την παράσταση τού M. Ως γνωστόν25,
υπάρχουν διατεταγμένες βάσεις (v1

1, ..., v
1
l) και (w1

1, ..., w
1
k) των Rl και Rk, τέτοιες

ώστε

ι(v1
j) =

#

djw
1
j , όταν 1 ď j ď r,

0R, όταν r ă j ď l,

όπου d1, ..., dr P R∖t0Ru με dϱ | dϱ+1, @ϱ P t1, ..., r ´ 1u, και r := rank(A). Κατά
συνέπειαν, ο νέος πίνακας παραστάσεως τού ιως προς αυτές (που είναι ισοδύναμος

24Εξ ορισμού, ι(vj) =
řk
i=1 aijwi για κάθε j P t1, ..., lu.

25Βλ., π.χ., [15], Ch. 12, §1, Theorem 4, σελ. 460, ή [17], Proposition VII.2.11, σελ. 339.
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τού A) είναι ο(
D 0rˆ(l´r)

0(k´r)ˆr 0(k´r)ˆ(l´r)

)
, όπου D := diag(d1, ..., dr).

Τούτο σημαίνει ότι Im(ι) = Rd1w
1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rdrw

1
r, οπότε

M – Coker(ι) = Rk/Rd1w
1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rdrw

1
r

– Rw1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rw1

k /Rd1w
1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rdrw

1
r ‘ t0u ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ t0u

looooooooomooooooooon

k´r φορές
– (Rw1

1/Rd1w
1
1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ (Rw1

r/Rdrw
1
r) ‘Rw1

r+1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rw1
k

–
(2.43)

(R/Rd1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ (R/Rdr) ‘Rw1
r+1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rw1

k – (
r
À

ν=1

R/Rdν) ‘Rk´r,

απ’ όπου έπεται ότι tors(M) –
Àr

ν=1R/Rdν και frp(M) – Rk´r. Εάν για τυχούσα
βάση tb1, ..., bku τούRk θεωρήσουμε (για οιαδήποτε a1, ..., ak P R) τον επιμορφισμό

h : Rk ÝÑ (
r
À

ν=1
R/Rdν) ‘Rk´r,

h(
k
ř

i=1

aibi) := (a1 +Rd1, ..., ar +Rdr, ar+1, ..., ak)

με πυρήνα
Ker(h) = Rd1b1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rdrbr – Rr,

τότε η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Ker(h) – Rr ãÑ Rk
h↠ (

r
À

ν=1
R/Rdν) ‘Rk´r – M ÝÑ t0u

μπορεί να ιδωθεί ως μια νέα παράσταση τού M. Από τα προαναφερθέντα στο 1ο
βήμα συνάγεται ότι k ´ l = k ´ r ñ r = l και ότι fr-rank(M) = k ´ l.

3.4.4 Λήμμα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν

t0u ÝÑ Mn
fn

ÝÑ Mn´1
fn´1
ÝÑ Mn´1

fn´2
ÝÑ ¨ ¨ ¨

f2
ÝÑ M1

f1
ÝÑ M0 ÝÑ t0u

είναι ακριβής ακολουθία πεπερασμένως παραγομένων R-μοδίων (όπου n P N),
τότε

n
ÿ

j=0

(´1)jfr-rankR(Mj) = 0. (3.34)

Αποδειξη. Για n = 1 η (3.34) είναι προφανής. Όταν n = 2 θεωρούμε παραστάσεις

t0u ÝÑ Rl ãÑ Rk
g
↠M0 ÝÑ t0u και t0u ÝÑ Rl

1
ãÑ Rk

1 g1

↠M2 ÝÑ t0u

των M0 και M2, αντιστοίχως. Μέσω αυτών κατασκευάζεται μια παράσταση

t0u ÝÑ Rl+l
1

ãÑ Rk+k
1 ↠M1 ÝÑ t0u
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τού M1. Πράγματι· ας θεωρήσουμε το μεταθετικό διάγραμμα

t0u

��

t0u

��

t0u

��

t0u // Ker(g1) – Rl
1

� _

��

ö

� � // Ker(α‘ β)� _

��

ö

// Ker(g) – Rl� _

��

// t0u

t0u // Rk
1

g1

����

α

''

� � // Rk+k
1

α‘β

����

πR
k+k1

Rk
1

// // Rk – Rk+k
1
/Rk

1

β

ww

g

����

// t0u

t0u // M2
f2

//

��

M1
f1

//

��

M0
//

��

t0u

t0u t0u t0u

όπου α := f2˝g1 και β P HomR(R
k,M1) ο μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός

για τον οποίο ισχύει26 f1 ˝ β = g. (Βλ. θεώρημα 2.2.25.) Αυτό έχει και τις τρεις
του στήλες ακριβείς. Επειδή οι δύο κάτω γραμμές είναι ακριβείς, η πρώτη γραμμή
είναι ωσαύτως ακριβής (δυνάμει τού (ii) τού λήμματος 3.1.10 των 3 ˆ 3). Επιπλέον,
σύμφωνα με την πρόταση 3.1.31 η πρώτη γραμμή είναι διασπώμενη βραχεία ακριβής
ακολουθία, διότι ο Ker(g) – Rl είναι ελεύθεροςR-μόδιος. Κατά το θεώρημα 3.1.29,

Ker(α ‘ β) – Rl
1

‘Rl – Rl+l
1
.

Από το λήμμα 3.4.3 συνάγεται ότι

fr-rankR(M1) = (k + k1) ´ (l + l1) = (k ´ l) + (k1
´ l1) = fr-rankR(M0) + fr-rankR(M2),

οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής και γιαn = 2.Γιαn ě 3 εργαζόμαστε επαγωγικώς:
Διασπούμε την αρχική ακριβή ακολουθία σε δύο ακριβείς ακολουθίες

t0u

��

t0u // Mn
fn // Mn´1

fn´1
// ¨ ¨ ¨

f3 // M2

f 1
2 // // Im(f2) = Ker(f1)� _

��

// t0u

M1

f1
����

M0

��

t0u

26Προφανώς, Im(g) Ď M0 = Im(f1).
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(όπου f 1
2 είναι ο επιμορφισμός ο προκύπτων από τον ομομορφισμό f2 ύστερα από

περιορισμό τού πεδίου τιμών τού τελευταίου στην εικόνα του). Από την επαγωγική
υπόθεση για καθεμιά εξ αυτών λαμβάνουμε

n
ÿ

j=2

(´1)
j fr-rankR(Mj) ´ fr-rankR(Im(f2)) = 0 (3.35)

και
fr-rankR(M0) ´ fr-rankR(M1) + fr-rankR(Im(f2)) = 0. (3.36)

Κατόπιν προσθέσεως των (3.35) και (3.36) κατά μέλη προκύπτει η (3.34).

3.4.5 Ορισμός. Έστω R μια Π.Κ.Ι. και έστω M‚ = (Mq, dq)qPZ ένα αλυσωτό σύ-
μπλοκο πεπερασμένως παραγομένων R-μοδίων. Εάν υπάρχει κάποιος r P N0,

τέτοιος ώστε να ισχύει Mq – t0u για κάθε q P Z με |q| ą r, τότε το M‚ ονομά-
ζεται πεπερασμένο αλυσωτό σύμπλοκο. Εν τοιαύτη περιπτώσει, ορίζεται καλώς
το εναλλάσσον άθροισμα

χR(M‚) :=
ÿ

qPZ
(´1)

q fr-rankR(Mq) P Z,

το οποίο καλείται χαρακτηριστική Euler τού M‚ ως προς την R.

3.4.6 Πρόταση. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν

M‚ = (Mq, dq)qPZ, M1
‚ = (M 1

q, d
1
q)qPZ και M

2

‚ = (M
2

q , d
2

q)qZ,

είναι τρία πεπερασμένα αλυσωτά σύμπλοκα R-μοδίων και

0‚ ÝÑ M1
‚

f‚
ÝÑ M‚

g‚
ÝÑ M2

‚ ÝÑ 0‚

μια βραχεία ακριβής ακολουθία, τότε

χR(M‚) = χR(M1
‚) + χR(M2

‚).

Αποδειξη. Επειδή για κάθε q P Z η

t0u ÝÑ M 1
q

fq
ÝÑ Mq

gq
ÝÑ M2

q ÝÑ t0u

είναι βραχεία ακριβής ακολουθία, έχουμε (λόγω τής (3.34) για n = 2)

χR(M‚) =
ÿ

qPZ
(´1)q fr-rankR(Mq) =

ÿ

qPZ
(´1)q (fr-rankR(M 1

q) + fr-rankR(M2
q ))

=
ÿ

qPZ
(´1)q fr-rankR(M 1

q) +
ÿ

qPZ
(´1)q fr-rankR(M2

q ),

όπου το τελευταίο ισούται με το άθροισμα χR(M1
‚) + χR(M2

‚).
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3.4.7 Θεώρημα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. και έστω M‚ = (Mq, dq)qPZ ένα πεπερασμένο
αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων. Τότε κάθε μόδιος ομολογίας τού M‚ είναι πεπερα-
σμένως παραγόμενος και

χR(M‚) =
ÿ

qPZ
(´1)

q fr-rankR(Hq(M‚)). (3.37)

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, υπάρχει r P N0, τέτοιος ώστε να ισχύει Mq – t0u για
κάθε q P Z με |q| ą r. Άρα Hq(M‚) – t0u για κάθε q P Z με |q| ą r. Επιπροσθέτως,
επειδή για κάθε q P Z έχουμε Bq(M‚) Ď Zq(M‚) Ď Mq, τόσον οι R-μόδιοι Bq(M‚)

και Zq(M‚) όσον και ο Hq(M‚) είναι πεπερασμένως παραγόμενοι. (Βλ. πόρισμα
2.5.49.) Θεωρούμε τις βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u ÝÑ Bq(M‚) ãÑ Zq(M‚)
π
Zq(M‚)

Bq(M‚)

↠ Hq(M‚) ÝÑ t0u (3.38)

και
t0u ÝÑ Zq(M‚) ãÑ Mq

ďn↠ Bq´1(M‚) ÝÑ t0u, (3.39)

όπου ďn ο επιμορφισμός ο προκύπτων από τον dn (ύστερα από περιορισμό τού πεδί-
ου τιμών αυτού στην εικόνα του), και υποθέτουμε δίχως βλάβη τής γενικότητας ότι
Mq – t0u για όλους τους αρνητικούς q (διότι αλλιώς υπάρχει η δυνατότητα μετο-
νομασίας των δεικτών κατόπιν μετατοπίσεώς τους έως ότου καταστούν ě 0). Από
την (3.39) και από το λήμμα 3.4.4 έπεται ότι

χR(M‚) =
ÿ

qPZ
(´1)q fr-rankR(Mq) =

r
ÿ

q=0

(´1)q fr-rankR(Mq)

=
r
ÿ

q=0

(´1)q (fr-rankR(Zq(M‚)) + fr-rankR(Bq´1(M‚)))

=
r
ÿ

q=0

(´1)q fr-rankR(Zq(M‚)) +
r
ÿ

q=0

(´1)q fr-rankR(Bq´1(M‚))).

Επειδή (εξ υποθέσεως) fr-rankR(B´1(M‚)) = 0 = fr-rankR(Br(M‚)) (καθώς έχου-
με d0 = 0 καιMr+1 – t0u), ύστερα από αλλαγή τού δείκτη αθροίσεως στο τελευταίο
άθροισμα η (3.38) και το λήμμα 3.4.4 δίδουν

χR(M‚) =
r
ÿ

q=0

(´1)q fr-rankR(Zq(M‚)) +
r
ÿ

q=0

(´1)q+1 fr-rankR(Bq(M‚)))

=
r
ÿ

q=0

(´1)q (fr-rankR(Zq(M‚)) ´ fr-rankR(Bq(M‚)))

=
r
ÿ

q=0

(´1)q fr-rankR(Hq(M‚)),

οπότε η (3.37) είναι όντως αληθής.
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3.5 ΑΛΥΣΩΤΗ ΟΜΟΤΟΠΙΑ

Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα και

f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M1
‚

αλυσωτοί μετασχηματισμοί, πότε έχουμε Hn(f‚) = Hn(g‚) για κάθε n P Z; Μια
ικανή συνθήκη για να ισχύουν αυτές οι ισότητες είναι εύκολα περιγράψιμη μέσω
τής εισαγωγής τής εννοίας τής αλυσωτής ομοτοπίας.

3.5.1 Ορισμός. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο

αλυσωτά σύμπλοκα. Δυο αλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ονο-

μάζονται (αλυσωτώς) ομότοποι όταν υπάρχει μια ακολουθία ομομορφισμών R-
μοδίων

(hn :Mn ÝÑ M 1
n+1)nPZ (3.40)

για την οποία ισχύει

fn ´ gn = d1
n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn, @n P Z.

¨ ¨ ¨
dn+2

// Mn+1

dn+1
//

gn+1

� �

fn+1

��

hn+1

}}

Mn
dn //

gn

��

fn

��

hn

}}

Mn´1

dn´1
//

gn´1

��

fn´1

��

hn´1

}}

¨ ¨ ¨

hn´2

}}

¨ ¨ ¨
d1
n+2

// M 1
n+1

d1
n+1

// M 1
n

d1
n // M 1

n´1

d1
n´1

// ¨ ¨ ¨

Συνήθης συμβολισμός27: (hn)nPZ : f‚ » g‚. Εν προκειμένω, μια τέτοιου είδους
ακολουθία (hn)nPZ καλείται αλυσωτή ομοτοπία.

3.5.2 Σημείωση. Όταν (hn)nPZ : idM‚ » 0‚, η (hn)nPZ καλείται συστέλλουσα ομο-
τοπία (για το M‚) και το ίδιο το M‚ συσταλτό αλυσωτό σύμπλοκο.

3.5.3 Ορισμός. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1‚ = (M 1n, d1n)nPZ είναι δυο
συναλυσωτά σύμπλοκα. Δυο συναλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚, g‚ : M‚ Ñ M1‚

ονομάζονται (συναλυσωτώς) ομότοποι όταν υπάρχει μια ακολουθία ομομορφι-
σμών R-μοδίων

(hn :Mn ÝÑ M 1n´1)nPZ (3.41)

27Προσοχή! Μια τέτοια (hn)nPZ δεν είναι απεικόνιση αλυσωτών συμπλόκων από το M‚ στο M1
‚ υπό την έννοια τού

ορισμού 3.2.4 (διότι γίνεται αναβίβαση δεικτών κατά 1).
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για την οποία ισχύει

fn ´ gn = d1n´1 ˝ hn + hn+1 ˝ dn, @n P Z.

Συνήθης συμβολισμός28: (hn)nPZ : f‚ » g‚. Εν προκειμένω, μια τέτοιου είδους
ακολουθία (hn)nPZ καλείται συναλυσωτή ομοτοπία.

3.5.4 Σημείωση. Όταν (hn)nPZ : idM‚ » 0‚, η (hn)nPZ καλείται συστέλλουσα ομο-
τοπία (για το M‚) και το ίδιο το M‚ συσταλτό συναλυσωτό σύμπλοκο.

3.5.5 Πρόταση. Η σχέση “»” τής ομοτοπίας αποτελεί σχέση ισοδυναμίας (υπό τη
συνήθη έννοια) επί τής κλάσεως των αλυσωτών (και αντιστοίχως, των συναλυσωτών)
μετασχηματισμών.

Αποδειξη. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και f‚, g‚, k‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ τρεις αλυσωτοί μετασχηματισμοί.

(i) Θέτοντας hn := 0, @n P Z, έχουμε προφανώς (hn)nPZ : f‚ » f‚, οπότε η “»”
είναι ανακλαστική.

(ii) Υποθέτοντας ότι (hn)nPZ : f‚ » g‚ για κάποια αλυσωτή ομοτοπία (3.40) διαπι-
στώνουμε ότι (´hn)nPZ : g‚ » f‚, οπότε η “»” είναι συμμετρική.

(iii) Εάν υποθέσουμε ότι (hn)nPZ : f‚ » g‚ και (h1
n)nPZ : g‚ » k‚, τότε

(hn + h1
n)nPZ : f‚ » k‚,

οπότε η “»” είναι και μεταβατική. (Η απόδειξη για συναλυσωτά σύμπλοκα είναι
παρόμοια.)

3.5.6 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ,M2

‚ = (M2
n, d

2
n)nPZ

είναι τρία αλυσωτά σύμπλοκα και

f‚, f
1
‚ : M‚ ÝÑ M1

‚ και g‚, g
1
‚ : M1

‚ ÝÑ M2
‚

αλυσωτοί μετασχηματισμοί, τότε ισχύει η εξής συνεπαγωγή:

[f‚ » f 1
‚ και g‚ » g1

‚] ùñ (g ˝ f)‚ »
(
g1 ˝ f 1

)
‚
.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, (hn)nPZ : f‚ » f 1
‚ και (kn)nPZ : g‚ » g1

‚ για κάποιες
ακολουθίες ομομορφισμών (hn : Mn ÝÑ M 1

n+1)nPZ και (kn : M 1
n ÝÑ M2

n+1)nPZ.

Τότε

(ℓn)nPZ : (g ˝ f)‚ »
(
g1 ˝ f 1

)
‚
, όπου ℓn := gn+1 ˝ hn + kn ˝ f 1

n.

28Προσοχή! Μια τέτοια (hn)nPZ δεν είναι απεικόνιση συναλυσωτών συμπλόκων από το M‚ στο M1‚ υπό την έννοια
τού ορισμού 3.2.22 (διότι γίνεται καταβίβαση δεικτών κατά 1).
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Πράγματι· για κάθε n P Z έχουμε

d2
n+1 ˝ ℓn + ℓn´1 ˝ dn = d2

n+1 ˝ (gn+1 ˝ hn + kn ˝ f 1
n) + (gn ˝ hn´1 + kn´1 ˝ f 1

n´1) ˝ dn

= (d2
n+1 ˝ gn+1) ˝ hn + d2

n+1 ˝ kn ˝ f 1
n + gn ˝ hn´1 ˝ dn + kn´1 ˝ (f 1

n´1 ˝ dn)

= (gn ˝ d1
n+1) ˝ hn + d2

n+1 ˝ kn ˝ f 1
n + gn ˝ hn´1 ˝ dn + kn´1 ˝ (d1

n ˝ f 1
n)

= gn ˝ (d1
n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn) + (d2

n+1 ˝ kn + kn´1 ˝ d1
n) ˝ f 1

n

= gn ˝ (fn ´ f 1
n) + (gn ´ g1

n) ˝ f 1
n = gn ˝ fn ´ g1

n ˝ f 1
n,

οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.

3.5.7 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ δυο αλυσωτοί μετασχηματισμοί, τότε ισχύει η

ακόλουθη συνεπαγωγή29

f‚ » g‚ ùñ [Hn(f‚) = Hn(g‚), @n P Z]. (3.42)

Αποδειξη. Εάν (hn)nPZ : f‚ » g‚, τότε για οιοδήποτε x P Zn(M‚) και οιονδήποτε
n P Z η διαφορά Hn(f‚)(x+Bn(M‚)) ´Hn(g‚)(x+Bn(M‚)) ισούται με

(fn(x) +Bn(M1
‚)) ´ (gn(x) +Bn(M1

‚)) = (fn(x) ´ gn(x)) +Bn(M1
‚)

= (d1
n+1(hn(x)) + hn´1(dn(x))) +Bn(M1

‚) = Bn(M1
‚) = 0Hn(M1

‚),

διότι x P Zn(M‚) ñ dn(x) = 0Mn´1 και

d1
n+1(hn(x)) P Im(d1

n+1) = Bn(M1
‚).

Επομένως, Hn(f‚) = Hn(g‚).

3.5.8 Σημείωση. Η αντίστροφη συνεπαγωγή “ðù” στην (3.42) δεν είναι πάντο-
τε αληθής. Επί παραδείγματι, παγιώνοντας έναν φυσικό αριθμό k ě 2 και έναν
ακέραιο αριθμό ν, και θεωρώντας δύο αντίτυπα τού ιδίου αλυσωτού συμπλόκου
M‚ = (Mn, dn)nPZ, όπου

Mn :=

$

’

’

&

’

’

%

Z, όταν n P tν, ν + 1u,

Zk, όταν n = ν ´ 1,

t0u, όταν n R tν ´ 1, ν, ν + 1u,

και dn :=

$

’

’

&

’

’

%

k idZ, όταν n = ν + 1,

ϖ, όταν n = ν,

0, όταν n R tν, ν + 1u,

(με30 Z Q ξ ÞÝÑ ϖ(ξ) := [ξ]k P Zk), καθώς και τους αλυσωτούς μετασχηματισμούς
f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M‚, όπου

fn :=

$

’

’

&

’

’

%

idZ, όταν n P tν, ν + 1u,

idZk , όταν n = ν ´ 1,

0, όταν n R tν ´ 1, ν, ν + 1u,

και gn := 0, @n P Z.

29Όταν γράφουμε απλώς f‚ » g‚ εννοούμε ότι (hn)nPZ : f‚ » g‚ για κάποια ακολουθία (3.40).

30Σημειωτέον ότι η t0u ÝÑ Z = Mν+1
k idZ
ÝÑ Mν = Z ϖ

ÝÑ Mν´1 = Zk ÝÑ t0u δεν είναι τίποτε άλλο παρά η
βραχεία ακριβής ακολουθία που είχε παρατεθεί στο (iv) τού εδαφίου 3.1.3.
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παρατηρούμε ότι οι f‚, g‚ δεν είναι ομότοποι. Πράγματι· εάν ίσχυε

(hn)nPZ : f‚ » g‚

για κάποια αλυσωτή ομοτοπία (3.40), τότε θα είχαμε κατ’ ανάγκην hn = 0, για κάθε
n P Z∖tν ´ 1, νu, και για την τιμή n = ν θα λαμβάναμε

idZ = fν ´ gν = dν+1 ˝ hν + hν´1 ˝ dν = k idZ ˝ hν + hν´1 ˝ϖ. (3.43)

Επειδή hν´1 P HomZ(Zk,Z) και HomZ(Zk,Z) – t0u (βλ. 4.1.3 (iii)), o hν´1 θα ήταν
ο μηδενικός ομομορφισμός, οπότε η (3.43) θα έδιδε

idZ = k idZ ˝ hν ñ khν(ξ) = ξ, @ξ P Z,

ήτοι κάτι το οποίο θα ήταν άτοπο (καθώς δεν μπορεί κάθε ακέραιος αριθμός να
είναι ίσος με κάποιο ακέραιο πολλαπλάσιο τού k). Από την άλλη μεριά, είναι προ-
φανές ότι Hn(M‚) – t0u, οπότε

Hn(f‚) = Hn(g‚) = 0, @n P Z.

3.5.9 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1‚ = (M 1n, d1n)nPZ είναι δυο συναλυσω-
τά σύμπλοκα και

f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M1‚

δυο συναλυσωτοί μετασχηματισμοί, τότε ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή31

f‚ » g‚ ùñ [Hn(f‚) = Hn(g‚), @n P Z].

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τής προτάσεως 3.5.7.

3.5.10 Ορισμός. Λέμε ότι δυο αλυσωτά σύμπλοκα M‚,M1
‚ (και αντιστοίχως, δυο

συναλυσωτά σύμπλοκα M‚, M1‚) είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα όταν υπάρχουν
αλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚ : M‚ ÝÑ M1

‚ και g‚ : M1
‚ ÝÑ M‚, (και αντι-

στοίχως, όταν υπάρχουν συναλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚ : M‚ ÝÑ M1‚ και
g‚ : M1‚ ÝÑ M‚), τέτοιοι ώστε να ισχύει

(g ˝ f)‚ » idM‚ και (f ˝ g)‚ » idM1
‚

(και αντιστοίχως,

(g ˝ f)‚ » idM‚ και (f ˝ g)‚ » idM1‚).

Τέτοιοι αλυσωτοί μετασχηματισμοί (και αντιστοίχως, συναλυσωτοί μετασχημα-
τισμοί) ονομάζονται αλυσωτές ισοδυναμίες (και αντιστοίχως, συναλυσωτές ισο-
δυναμίες) και ο ένας ομοτοπικό αντίστροφο τού άλλου.

31Όταν γράφουμε απλώς f‚ » g‚ εννοούμε ότι (hn)nPZ : f‚ » g‚ για κάποια ακολουθία (3.41).
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3.5.11 Πρόταση. Έστω ότι M‚,M1
‚ είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα. Εάν υποθέσουμε

ότι τα M‚,M1
‚ είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα και

f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚

μια αλυσωτή ισοδυναμία, τότε

Hn(M‚)
Hn(f‚)

– // Hn(M1
‚) , @n P Z,

Ως εκ τούτου, στην ειδική περίπτωση όπου ο δακτύλιος αναφοράςR είναι μια Π.Κ.Ι.
και τα M‚ και M1

‚ πεπερασμένα, έχουμε

χR(M‚) = χR(M1
‚).

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, υπάρχει αλυσωτός μετασχηματισμός g‚ : M1
‚ ÝÑ M‚

(συγκεκριμένα, κάποια αλυσωτή ισοδυναμία υπό την έννοια τού ορισμού 3.5.10) με

(g ˝ f)‚ » idM‚ και (f ˝ g)‚ » idM1
‚

Σύμφωνα με τις προτάσεις 3.2.6, 3.2.7 και 3.5.7,

Hn(g‚) ˝Hn(f‚) = Hn((g ˝ f)‚) = Hn(idM‚) = idHn(M‚)

και (κατ’ αναλογίαν)
Hn(f‚) ˝Hn(g‚) = idHn(M1

‚)
.

Τούτο σημαίνει ότι αμφότεροι οιHn(f‚) καιHn(g‚) είναι ισομορφισμοί (και ο ένας
αντίστροφος τού άλλου). Η ισότητα των χαρακτηριστικών τού Euler (στην ανωτέρω
αναφερθείσα ειδική περίπτωση) έπεται άμεσα από το θεώρημα 3.4.7.

3.5.12 Σημείωση. Εάν M‚,M1
‚ είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1

‚

ένας αλυσωτός μετασχηματισμός με την ιδιότητα

Hn(M‚)
Hn(f‚)

– // Hn(M1
‚) , @n P Z,

τότε δεν ισχύει εν γένει το αντίστροφο τής προτάσεως 3.5.11, δηλαδή ο f‚ δεν είναι
κατ’ ανάγκην αλυσωτή ισοδυναμία. Ωστόσο, μια ικανή συνθήκη για να ισχύει και το
αντίστροφο δίδεται στο θεώρημα 3.5.23.

3.5.13 Πρόταση. Έστω ότι M‚, M1‚ είναι δυο συναλυσωτά σύμπλοκα. Εάν υποθέ-
σουμε ότι τα M‚,M1

‚ είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα και f‚ : M‚ ÝÑ M1‚ μια συνα-
λυσωτή ισοδυναμία, τότε

Hn(M‚)
Hn(f‚)

– // Hn(M1‚
) , @n P Z.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης (τού πρώτου μέρους) τής προτάσεως 3.5.11.
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3.5.14 Ορισμός. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματισμός, τότε η ακολου-

θία C(f)‚ = (C(f)n, d
f
n)nPZ, όπου

C(f)n :=Mn´1 ‘M 1
n

και
dfn : C(f)n ÝÑ C(f)n´1,

(x, y) ÞÝÑ dfn(x, y) := (´dn´1(x), d
1
n(y) + fn´1(x))

είναι ο αλγεβρικός κώνος τού f‚.

3.5.15 Λήμμα. Η ανωτέρω ακολουθία C(f)‚ = (C(f)n, d
f
n)nPZ αποτελεί αλυσωτό

σύμπλοκο.

Αποδειξη. H dfn είναι προδήλως ομομορφισμός R-μοδίων για κάθε n P Z. Επίσης,
για οιαδήποτε n P Z, x P Mn´1 και y P M 1

n έχουμε

(dfn´1 ˝ dfn)(x, y) = dfn´1(´dn´1(x), d
1
n(y) + fn´1(x))

= (´dn´2(´dn´1(x)), d
1
n´1(d

1
n(y) + fn´1(x)) + fn´2(´dn´1(x)))

= ((dn´2 ˝ dn´1
loooooomoooooon

=0

)(x), (d1
n´1 ˝ d1

n
loooomoooon

=0

)(y) + (d1
n´1 ˝ fn´1 ´ fn´2 ˝ dn´1

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

=0

)(x)) = 0C(f)n´2
,

διότι τα M‚ και M1
‚ είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα και ο f‚ αλυσωτός μετασχηματι-

σμός. Άρα η C(f)‚ είναι όντως ένα αλυσωτό σύμπλοκο.

3.5.16 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα, f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματισμός και

j‚ = (jn :M 1
n ÝÑ C(f)n)nPZ, p‚ = (pn : C(f)n ÝÑ Mn´1)nPZ,

y ÞÝÑ jn(y) := (0Mn´1
, y), (x, y) ÞÝÑ pn(x, y) := x,

τότε η μακρά ακολουθία R-μοδίων ομολογίας

¨ ¨ ¨ // Hn+1(C(f)‚)
Hn+1(p‚)

// Hn(M‚)
Hn(f‚)

// Hn(M1
‚)

Hn(j‚)

// Hn(C(f)‚)
Hn(p‚)

// Hn´1(M‚)
Hn´1(f‚)

// Hn´1(M1
‚)

Hn´1(j‚)

// Hn´1(C(f)‚)
Hn´1(p‚)

// ¨ ¨ ¨

είναι ακριβής.
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Αποδειξη. Λόγω τού ορισμού 3.5.14 και τού λήμματος 3.5.15 η

0‚ ÝÑ M1
‚

j‚
ãÑ C(f)‚

p‚↠M‚´1 ÝÑ 0‚ (3.44)

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων. Εφαρμόζοντας το θε-
ώρημα 3.2.13 κατασκευάζουμε τη μακρά ακριβή ακολουθία ομολογίας

¨ ¨ ¨
Hn+1(j‚)

ÝÑ Hn+1(C(f)‚)
Hn+1(p‚)

ÝÑ Hn+1(M‚´1)
Bn+1
ÝÑ Hn(M1

‚)
Hn(j‚)
ÝÑ Hn(C(f)‚) Ñ¨ ¨ ¨

για την (3.44). Λαμβάνοντας υπ’ όψιν το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα

t0u

��

t0u

��

Mn´1

œ
fn´1

zz

dn´1
// Mn´2

fn´2{{

M 1
n

ö

_�

jn

��

d1
n // M 1

n´1
_�

jn´1

��

d1
n´1

// M 1
n´2

C(f)n

öpn

����

dfn

// C(f)n´1

pn´1

����

Mn
dn

// Mn´1

��

dn´1

// Mn´2

��

t0u t0u

αρκεί να δειχθεί ότι ο συνδετικός ομομορφισμός

Bn : Hn(M‚´1) = Hn´1(M‚) ÝÑ Hn´1(M1
‚)

ταυτίζεται με τον ομομορφισμό Hn´1(f‚) τον επαγόμενον μέσω τού αλυσωτού με-
τασχηματισμού f‚. Για οιοδήποτε x P Zn´1(M‚) έχουμε x = pn(x, y) για κάποιο
y P M 1

n (καθόσον ο pn είναι επιμορφισμός). Κατά συνέπειαν,

0Mn´2 = (dn´1 ˝ pn)(x, y) = (pn´1 ˝ dfn)(x, y) = pn´1(´dn´1(x)
loooomoooon

=0Mn´2

, d1
n(y) + fn´1(x))

ñ (0Mn´2 , d
1
n(y) + fn´1(x)) P Ker(pn´1) = Im(jn´1),

οπότε jn´1(d
1
n(y) + fn´1(x)) = (0Mn´2

, d1
n(y) + fn´1(x)
looooooooomooooooooon

PM 1
n´1

). Τούτο σημαίνει ότι

d1
n´1(d

1
n(y) + fn´1(x)) = (d1

n´1 ˝ d1
n

loooomoooon

=0

)(y) + (d1
n´1 ˝ fn´1)(x) = (fn´2 ˝ dn´1)(x),

ήτοι ότι32

Bn(x+Bn´1(M‚)) = ( d1
n(y)

loomoon

PBn´1(M1
‚)

+fn´1(x)) +Bn´1(M1
‚)

= fn´1(x) +Bn´1(M1
‚) = Hn´1(f‚)(x+Bn´1(M‚)).

Εξ αυτού συνάγεται η ισότητα Bn = Hn´1(f‚).
32Για τον τρόπο ορισμού τού Bn βλ. εδάφιο 3.2.14.
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3.5.17 Σημείωση. Αλγεβρικός κώνος C(f)‚ = (C(f)n, dnf )nPZ μπορεί να ορισθεί και
για συναλυσωτούς μετασχηματισμούς f‚ : M‚ ÝÑ M1‚ μεταξύ δυο συναλυσωτών
συμπλόκων M‚ = (Mn, dn)nPZ και M1‚ = (M 1n, d1n)nPZ. Εν προκειμένω,

C(f)n :=Mn+1 ‘M 1n,

και
dnf : C(f)n ÝÑ C(f)n+1,

(x, y) ÞÝÑ dnf (x, y) := (´dn+1(x), d1n(y) + fn+1(x)),

και οι αυτονόητες παραλλαγές τού λήμματος 3.5.15 και τής προτάσεως 3.5.16 εξα-
κολουθούν να ισχύουν και σε επίπεδο μοδίων συνομολογίας.

3.5.18 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματισμός, τότε ισχύει η

συνεπαγωγή:

[Hn(f‚) ισομορφισμός,@n P Z] ðñ [Το C(f)‚ είναι ακυκληματικό].

Αποδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε την μακρά ακριβή ακολουθία τής κατασκευα-
σθείσας στην πρόταση 3.5.16.
“ñ” Υποθέτoντας ότι ο Hn(f‚) είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z, οι Hn(p‚) και
Hn(j‚) είναι μηδενικοί33 ομομορφισμοί. Έστω τυχών n P Z. Για να αποδειχθεί ότι ο
R-μόδιος Hn(C(f)‚) είναι τετριμμένος αρκεί να αποδειχθεί ότι (x, y) P Bn(C(f)‚)

για κάθε (x, y) P Zn(C(f)‚). Έστω λοιπόν τυχόν (x, y) P Zn(C(f)‚) = Ker(dfn).
Προφανώς,

(0Mn´1
, 0M 1

n
) = dfn(x, y) = (´dn´1(x), d

1
n(y) + fn´1(x))

ùñ [x P Zn´1(M‚) και d1
n(y) + fn´1(x) = 0M 1

n´1
]. (3.45)

Από την άλλη μεριά,

Im(Hn(p‚)) = t0Hn´1(M‚)u ñ Hn(p‚)((x, y) +Bn(C(f)‚)) = Bn´1(M‚)

ñ pn(x, y) +Bn´1(M‚) = Bn´1(M‚)

ñ pn(x, y) P Bn´1(M‚) = Im(dn)

ñ [Dx1
P Mn : dn(x

1) = x]. (3.46)

Από τις (3.45) και (3.46) έπεται ότι

d1
n(y) + (fn´1 ˝ dn)(x

1) = 0M 1
n´1

ñ d1
n(y) + (d1

n ˝ fn)(x
1) = 0M 1

n´1

ñ y + fn(x
1) P Ker(d1

n) =: Zn(M1
‚)

ñ y + fn(x
1) +Bn(M1

‚) P Hn(M1
‚) (= Ker(Hn(j‚)))

ñ Hn(j‚)(y + fn(x
1) +Bn(M1

‚)) = 0Hn(C(f)‚) = Bn(C(f)‚)

ñ (0Mn´1 , y + fn(x
1)) P Bn(C(f)‚) := Im(dfn+1)

ñ [D(z, w) P Mn ‘M 1
n+1 = C(f)n : dfn+1(z, w) = (0Mn´1 , y + fn(x

1))],

33Im(Hn(p‚)) = t0Hn´1(M‚)u = Ker(Hn´1(f‚)) και Ker(Hn(j‚)) =Hn(M1
‚) = Im(Hn(f‚)).
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οπότε
dn(z) = 0Mn´1

και d1
n+1(w) + fn(z) = y + fn(x

1) (3.47)
και

dfn+1(z ´ x1, w) = (´dn(z ´ x1), d1
n+1(w) + fn(z ´ x1))

= (´ dn(z)
loomoon

=0Mn´1

+dn(x
1), d1

n+1(w) + fn(z) ´ fn(x
1)) (3.48)

Οι (3.47) και (3.48) δίδουν (x, y) = (dn(x
1), y) = dfn+1(z ´ x1, w) P Bn(C(f)‚).

“ð” Τούτο έπεται άμεσα από τη μακρά ακριβή ακολουθία τής προτάσεως 3.5.16.
(Πρβλ. εδ. 3.1.3 (i).)

3.5.19 Ορισμός. Ένα αλυσωτό σύμπλοκο M‚ = (Mn, dn)nPZ καλείται ελεύθερο
αλυσωτό σύμπλοκο34 όταν οι R-μόδιοι Mn είναι ελεύθεροι για κάθε n P Z.

3.5.20 Θεώρημα. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα ελεύθερο αλυσωτό σύμπλοκο. Εάν
ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., τότε το M‚ είναι συσταλτό ðñ το M‚ είναι
ακυκληματικό.

Αποδειξη. “ñ” Εάν (hn)nPZ : idM‚ » 0‚, έχουμε για κάθε n P Z

Hn(M‚) =
3.2.7

Hn(idM‚)(Hn(M‚)) =
3.5.7

Hn(0‚)(Hn(M‚)) = 0Zn(M‚)/Bn(M‚).

“ð” Εάν Hn(M‚) = t0Zn(M‚)/Bn(M‚)u, τότε Zn(M‚) = Bn(M‚), οπότε σχηματίζε-
ται η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Zn(M‚) = Bn(M‚) ãÑ Mn

ďn↠ Im(dn) = Bn´1(M‚) ÝÑ t0u

για κάθε n P Z. Επειδή ο Mn´1 είναι εξ υποθέσεως ελεύθερος R-μόδιος, ο
Bn´1(M‚) Ď Mn´1 είναι ωσαύτως ελεύθερος (δυνάμει τού θεωρήματος 2.5.47).
Το πόρισμα 3.1.31 μας πληροφορεί ότι η ως άνω βραχεία ακριβής ακολουθία είναι
διασπώμενη. Τούτο (βάσει τού θεωρήματος 3.1.29) σημαίνει ότι

Dsn´1 P HomR(Bn´1(M‚),Mn) : dn ˝ sn´1 = idBn´1(M‚).

Ως εκ τούτου, ορίζεται (καλώς) ο ομομορφισμός R-μοδίων

hn :Mn ÝÑ Mn+1, hn := sn ˝ (idMn ´ sn´1 ˝ dn), @n P Z.
Επειδή

dn+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn

= dn+1 ˝ sn
loooomoooon

= idBn(M‚)

˝(idMn ´ sn´1 ˝ dn) + sn´1 ˝ (idMn´1 ´ sn´2 ˝ dn´1) ˝ dn

= dn+1 ˝ sn
loooomoooon

= idBn(M‚)

´ dn+1 ˝ sn
loooomoooon

= idBn(M‚)

˝sn´1 ˝ dn + sn´1 ˝ dn ´ sn´1 ˝ sn´2 ˝ dn´1 ˝ dn
loooomoooon

=0

= idBn(M‚) ´ 0 = idZn(M‚) ´ 0,

34Κατ’ αναλογίαν, ένα συναλυσωτό σύμπλοκο M‚ = (Mn, dn)nPZ καλείται ελεύθερο συναλυσωτό σύμπλοκο όταν
οιR-μόδιοιMn είναι ελεύθεροι για κάθε n P Z.
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έχουμε (hn)nPZ : idM‚ » 0‚.

3.5.21 Σημείωση. Εάν υποτεθεί ότι M1,M2, N1, N2 είναι τέσσερεις R-μόδιοι και
f P HomR(M1 ‘ M2, N1 ‘ N2), τότε η εικόνα f(x, y) ενός (x, y) P M1 ‘ M2 μέσω
τού f μπορεί να γραφεί ως διατεταγμένο ζεύγος στον N1 ‘N2 υπό τη μορφή

f(x, y) = (α(x) + β(y), γ(x) + δ(y)),

όπου α :M1 ÝÑ N1, β :M2 ÝÑ N1, γ :M1 ÝÑ N2 και δ :M2 ÝÑ N2 είναι καταλ-
λήλως επιλεγόμενοι ομομορφισμοί R-μοδίων. Πράγματι· θεωρώντας τό διάγραμμα

M1 � q

in1

++

α // N1

M1 ‘M2
f

// N1 ‘N2

pr1

@@ @@

pr2

�� ��

M2

- 
in2

33

δ
// N2

αρκεί να θέσουμε

α := pr1 ˝ f ˝ in1, β := pr1 ˝ f ˝ in2,

γ := pr2 ˝ f ˝ in1, δ := pr2 ˝ f ˝ in2.

3.5.22 Θεώρημα. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο ε-

λεύθερα αλυσωτά σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματισμός.

Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., τότε ισχύει η συνεπαγωγή:

[Το C(f)‚ είναι ακυκληματικό] ùñ [Ο f‚ είναι αλυσωτή ισοδυναμία].

Αποδειξη. Εάν Hn(C(f)‚) = 0Zn(C(f)‚)/Bn(C(f)‚),@n P Z, τότε (σύμφωνα με το
θεώρημα 3.5.20) υπάρχει μια συστέλλουσα ομοτοπία (hn)nPZ : idC(f)‚ » 0‚, ήτοι
μια ακολουθία ομομορφισμών R-μοδίων hn : C(f)n ÝÑ C(f)n+1, τέτοια ώστε να
ισχύει

dfn+1 ˝ hn ´ hn´1 ˝ dfn = idC(f)n , @n P Z. (3.49)

Βάσει των προαναφερθέντων στη σημείωση 3.5.21, ορίζονται κατά τρόπο φυσικό
ομομορφισμοί R-μοδίων

αn´1 :Mn´1 ÝÑ Mn, βn :M 1
n ÝÑ Mn,

γn´1 :Mn´1 ÝÑ M 1
n+1, δn :M 1

n ÝÑ M 1
n+1,

με hn(x, y) = (αn´1(x) + βn(y), γn´1(x) + δn(y)), @(x, y) P C(f)n. Προφανώς,

dfn+1(hn(x, y)) = (´dn(αn´1(x) + βn(y)), d
1
n+1(γn´1(x) + δn(y)) + fn(αn´1(x) + βn(y)))

(3.50)
και
hn´1(d

f
n(x, y)) = hn´1(´dn´1(x), d

1
n(y) + fn´1(x))

= (´αn´2(dn´1(x)) + βn´1(d
1
n(y) + fn´1(x)),´γn´2(dn´1(x)) + δn´1(d

1
n(y) + fn´1(x))).

(3.51)
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Προσθέτοντας κατά μέλη τις (3.50) και (3.51), και λαμβάνοντας υπ’ όψιν την (3.49)
συμπεραίνουμε τα ακόλουθα:
(i) Για x = 0Mn´1

και τυχόν y P M 1
n :

(0Mn´1 , y) = (´dn(βn(y)) + βn´1(d
1
n(y)), d

1
n+1(δn(y)) + fn(βn(y)) + δn´1(d

1
n(y))),

απ’ όπου έπεται ότι

[βn´1 ˝ d1
n = dn ˝ βn, @n P Z] ñ

[
Η β‚ = (βn)nPZ είναι

αλυσωτός μετασχηματισμός

]
(3.52)

και
d1
n+1 ˝ δn + δn´1 ˝ d1

n = idM 1
n
= fn ˝ βn, @n P Z. (3.53)

(ii) Για τυχόν x P Mn´1 και y = 0M 1
n
:

(x, 0M 1
n
) = (´dn(αn´1(x)) ´ αn´2(dn´1(x)) + βn´1(fn´1(x)), ......)

Εξισώνοντας τις πρώτες συντεταγμένες λαμβάνουμε

´dn ˝ αn´1 ´ αn´2 ˝ dn´1 = idMn´1
´ βn´1 ˝ fn´1

και (ανυψώνοντας τους δείκτες κατά 1)

´ dn+1 ˝ αn ´ αn´1 ˝ dn = idMn ´ βn ˝ fn, @n P Z. (3.54)

Από τις (3.52), (3.53) και (3.54) έπεται ότι (f ˝ β)‚ » idM1
‚

και (β ˝ f)‚ » idM‚ , ήτοι
ότι ο f‚ είναι αλυσωτή ομοτοπία.

3.5.23 Θεώρημα. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο ε-

λεύθερα αλυσωτά σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματισμός.

Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., τότε

[Ο f‚ είναι αλυσωτή ισοδυναμία] ðñ [Hn(f‚) ισομορφισμός,@n P Z].

Αποδειξη. “ñ” Βλ. πρόταση 3.5.11.
“ð” [Hn(f‚) ισομορφισμός για κάθε n P Z] ðñ

3.5.18
[Το C(f)‚ είναι ακυκληματικό]

ùñ
3.5.22

[Ο f‚ είναι αλυσωτή ισοδυναμία.]

3.5.24 Σημείωση. Επί τη βάσει των προαναφερθέντων στη σημείωση 3.5.17 οι αυτο-
νόητες παραλλαγές τόσον των προτάσεων 3.5.6 και 3.5.18 όσον και των θεωρημάτων
3.5.20, 3.5.22 και 3.5.23 εξακολουθούν να ισχύουν και σε επίπεδο μοδίων συνομολο-
γίας.
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Hom και b

Οι μόδιοι ομομορφισμών και τα τανυστικά γινόμενα αποτελούν σημαντικά τεχνι-
κά εργαλεία, η κατάλληλη χρήση των οποίων οδηγεί σε μια πρωταρχική, αδρομερή
ιεράρχηση των R-μοδίων. (Βλ. εδ. 4.5.32.)

4.1 ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ

ΕάνM,N είναιR-μόδιοι, τότε το σύνολο HomR(M,N) των ομομορφισμών από τον
M στονN (βλ. (2.3)) αποτελεί αφ’ εαυτού ένανR-μόδιο. Στην παρούσα ενότητα θα
παρατεθούν μόνον κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητές του.

4.1.1 Πρόταση. Εάν M,N είναι R-μόδιοι, τότε το HomR(M,N) είναι ένας υπομό-
διος τού R-μοδίου NM (βλ. 2.1.5 (viii)).

Αποδειξη. Προφανώς,

0 := 0NM P HomR(M,N) ñ HomR(M,N) ‰ ∅.

Εάν f, g P HomR(M,N) και s P R, τότε για οιαδήποτε ζεύγη (m1,m2) P M ˆ M

και (r1, r2) P R ˆR λαμβάνουμε

(f + g) (r1m1 + r2m2) = f (r1m1 + r2m2) + g (r1m1 + r2m2)

= r1f(m1) + r2f(m2) + r1g(m1) + r2g(m2)

= r1 (f(m1) + g(m1)) + r2 (f(m2) + g(m2)) = r1(f + g)(m1) + r2(f + g)(m2)

και

(sf) (r1m1 + r2m2) = s (f (r1m1 + r2m2)) = s (r1f(m1) + r2f(m2))

= r1sf(m1) + r2sf(m2) = r1 (sf) (m1) + r2 (sf) (m2),

οπότε f + g P HomR(M,N) και sf P HomR(M,N) λόγω τής προτάσεως 2.2.3.
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4.1.2 Πρόταση. Για κάθε R-μόδιο M υφίσταται κανονιστικός ισομορφισμός

HomR(R,M)
–

ÝÑ M.

Αποδειξη. Ορίζουμε την απεικόνιση

h : HomR(R,M) ÝÑ M, f ÞÝÑ h(f) := f(1R).

Για κάθε (r1, r2) P R ˆR και κάθε (f1, f2) P HomR(R,M)ˆ HomR(R,M) έχουμε

h(r1f1 + r2f2) = (r1f1 + r2f2)(1R) = r1f1(1R) + r2f2(1R) = r1h(f1) + r2h(f2),

οπότε η h αποτελεί ομομορφισμό R-μοδίων. Για οιουσδήποτε ομομορφισμούς
f1, f2 P HomR(R,M), για τους οποίους ισχύει h(f1) = h(f2), έχουμε

f1(1R) = f2(1R) ñ f1(r) = rf1(1R) = rf2(1R) = f2(r)

για κάθε r P R, οπότε f1 = f2 και ο ομομορφισμός h είναι μονομορφισμός. Τέλος,
επειδή ο R είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος (έχων το t1Ru ως μια βάση του), θεωρώ-
ντας για τυχόν x P M την απεικόνιση

θx : t1Ru ÝÑ M, θx(1R) := x,

υφίσταται (κατά το θεώρημα 2.5.20) fx P HomR(R,M) για τον οποίον ισχύει
fx|t1Ru = θ, ήτοι h(fx) = fx(1R) = θx(1R) := x. Εξ αυτού έπεται ότι ο ομο-
μορφισμός h είναι και επιμορφισμός.

4.1.3 Παραδείγματα. (i) Κατά την πρόταση 4.1.2,

HomZ(Z,Z) – Z, HomZk(Zk,Zk) – Zk, HomZ(Z,Zk) – Zk

για κάθε k P N, k ě 2, και HomZ(Z,Q) – Q.
(ii) Έχουμε HomZ(Q,Z) fl HomZ(Z,Q) – Q. Πράγματι· εάν f P HomZ(Q,Z) και
εάν υποθέσουμε ότι f(1) ‰ 0, τότε

[f(1) = nf( 1n ) ñ n | f(1), @n P Z∖t0u].

Από το θεμελιώδες θεώρημα τής Αριθμητικής έπεται ότι ο f(1) P Z∖t0u διαθέ-
τει πεπερασμένου πλήθους ακεραίους διαιρέτες. Επειδή ο ως άνω n P Z∖t0u είναι
αυθαιρέτως επιλεγμένος, καταλήγουμε σε άτοπο! Ως εκ τούτου, f(1) = 0. Για οιουσ-
δήποτε m,n P Z∖t0u έχουμε

0 = mf(1) = mf(nn ) = mnf( 1n ) = nf(mn ) ñ f(mn ) = 0.

Άρα ο f είναι κατ’ ανάγκην ο μηδενικός ομομορφισμός και HomZ(Q,Z) – t0u.

(iii) Κατ’ αναλογίαν, HomZ(Zk,Z) fl HomZ(Z,Zk) – Zk για κάθε k P N, k ě 2.

Πράγματι· εάν f P HomZ(Zk,Z), τότε

kf([1]k) = f([k]k) = f([0]k) = 0 ñ f([1]k) = 0,

οπότε f([l]k) = lf([1]k) = 0 για κάθε l P Z, απ’ όπου έπεται ότι ο f είναι κατ’ ανά-
γκην ο μηδενικός ομομορφισμός και HomZ(Zk,Z) – t0u. (Σημείωση. Με παρόμοια
επιχειρήματα δείχνει κανείς ότι HomZ(Zk,Q) – t0u.)
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4.1.4 Ορισμός. Εάν M,M 1, N,N 1 είναι R-μόδιοι και

f P HomR(M
1,M), g P HomR(N,N

1),

τότε ορίζουμε ως HomR(f, g) τον ομομορφισμό

HomR(M,N) Q φ ÞÝÑ HomR(f, g)(φ) := g ˝ φ ˝ f P HomR(M
1, N 1).

4.1.5 Παρατήρηση. Ο ομομορφισμός HomR(f, g) εντάσσεται στο ακόλουθο μετα-
θετικό διάγραμμα:

HomR(M
1, N)

HomR(idM1 ,g)
//

œ

HomR(M
1, N 1)

HomR(M,N)

HomR(f,g)

88

HomR(f,idN )

OO

HomR(idM ,g)

// HomR(M,N 1)

ö

HomR(f,idN1 )

OO

4.1.6 Λήμμα. Εάν M,M 1,M2, N είναι R-μόδιοι και

f1 P HomR(M
1,M), f2 P HomR(M,M2),

τότε
HomR(f2 ˝ f1, idN ) = HomR(f1, idN ) ˝ HomR(f2, idN ).

Αποδειξη. Προφανώς,

HomR(f2 ˝ f1, idN )(φ) = idN ˝ φ ˝ (f2 ˝ f1)

= idN ˝ (φ ˝ f2) ˝ f1 = HomR(f1, idN )(φ ˝ f2)

HomR(f1, idN )(idN ˝ φ ˝ f2) = (HomR(f1, idN ) ˝ HomR(f2, idN ))(φ)

για κάθε φ P HomR(M
2, N).

4.1.7 Λήμμα. Εάν N,N 1, N2,M είναι R-μόδιοι και

g1 P HomR(N
1, N), g2 P HomR(N,N

2),

τότε
HomR(idM , g2 ˝ g1) = HomR(idM , g2) ˝ HomR(idM , g1).

Αποδειξη. Προφανώς,

HomR(idM , g2 ˝ g1)(φ) = (g2 ˝ g1) ˝ φ ˝ idM

= g2 ˝ (g1 ˝ φ) ˝ idM = HomR(idM , g2)(g1 ˝ φ)

HomR(idM , g2)(g1 ˝ φ ˝ idM ) = (HomR(idM , g2) ˝ HomR(idM , g1))(φ)
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για κάθε φ P HomR(M,N2).

4.1.8 Λήμμα. Εάν M,N είναι R-μόδιοι, τότε

HomR(idM ,idN ) = idHomR(M,N).

Αποδειξη. Προφανώς,

HomR(idM , idN )(φ) = idN ˝ φ ˝ idM = φ

για κάθε φ P HomR(M,N).

4.1.9 Πρόταση. Εάν M,M 1,M2 και N,N 1, N2 είναι R-μόδιοι και

f1 P HomR(M
1,M), f2 P HomR(M,M2),

g1 P HomR(N
1, N), g2 P HomR(N,N

2),

τότε
HomR(f2 ˝ f1, g2 ˝ g1) = HomR(f1, g2) ˝ HomR(f2, g1).

Αποδειξη. Bάσει τής παρατηρήσεως 4.1.5 έχουμε

HomR(f1, g2) ˝ HomR(f2, g1)

= HomR(idM 1 , g2) ˝ HomR(f1, idN ) ˝ HomR(f2, idN ) ˝ HomR(idM2 , g1)

=
4.1.6

HomR(idM 1 , g2) ˝ HomR(f2 ˝ f1, idN ) ˝ HomR(idM2 , g1)

= HomR(f2 ˝ f1, g2) ˝ HomR(idM2 , g1) = HomR(f2 ˝ f1, g2 ˝ g1),

οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.

4.1.10 Πόρισμα. Εάν M,M 1, N,N 1 είναι R-μόδιοι και

f P HomR(M
1,M), g P HomR(N,N

1)

είναι ισομορφισμοί, τότε και ο HomR(f, g) είναι ισομορφισμός.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως υπάρχουν h P HomR(M,M 1) και κ P HomR(N
1, N),

τέτοιοι ώστε να ισχύουν οι ισότητες

h ˝ f = idM 1 , f ˝ h = idM , κ ˝ g = idM , g ˝ κ = idN 1 .

Σύμφωνα με το λήμμα 4.1.8 οι συνθέσεις

HomR(h, κ) ˝ HomR(f, g), HomR(f, g) ˝ HomR(h, κ)

είναι οι ταυτοτικές απεικονίσεις των HomR(M,N) και HomR(M
1, N 1), αντιστοί-

χως. Άρα ο HomR(f, g) είναι όντως ισομορφισμός.
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4.1.11 Πρόταση. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω (Nj)jPJ μια οικογένεια R-
μοδίων. Τότε υφίστανται κανονιστικοί ισομορφισμοί

HomR(
À

jPJ

Nj ,M)
–

ÝÑ
ś

jPJ

HomR(Nj ,M)

και
HomR(M,

ś

jPJ

Nj)
–

ÝÑ
ś

jPJ

HomR(M,Nj).

Αποδειξη. Ορίζουμε την απεικόνιση

ϑ : HomR(
À

jPJ

Nj ,M) ÝÑ
ś

jPJ

HomR(Nj ,M), f ÞÝÑ ϑ(f) := (f ˝ inj)jPJ ,

όπου inj η φυσική ένθεση (όπως στο εδ. 2.4.4). Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι η ϑ
αποτελεί ομομορφισμό. Έστω τυχόν (gj)jPJ P

ś

jPJHomR(Nj ,M). Τότε υπάρχει
μονοσημάντως ορισμένως h P HomR(

À

jPJ Nj ,M) ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

Nj
N n

inj

}}

gj

��

ö

À

jPJ

Nj
h

// M

μεταθετικό. Επειδή ϑ(h) = (h˝ inj)jPJ = (gj)jPJ , ο ομομορφισμός ϑ είναι επιμορ-
φισμός. Επιπροσθέτως, εάν α P Ker(ϑ), τότε 0 = ϑ(α) = (α˝ inj)jPJ , οπότε κάθε
διάγραμμα τής μορφής

Nj
N n

inj

}}

0

��

ö

À

jPJ

Nj α
// M

είναι μεταθετικό. Επειδή το (
À

jPJ Nj , (inj)jPJ) είναι συγκινόμενο των μελών τής
οικογενείας (Nj)jPJ και ο μηδενικός ομομορφισμός από τον

À

jPJ Nj στον M συ-
μπληρώνει μεταθετικώς οιοδήποτε διάγραμμα αυτού τού είδους, έχουμε (λόγω τού
θεωρήματος 2.4.9)α = 0, οπότε ο ϑ είναι και μονομορφισμός. Ο τρόπος αποδείξεως
τού δεύτερου ισομορφισμού είναι παρόμοιος1.

4.1.12 Παρατήρηση. Στον πρώτο ισομορφισμό τής προτάσεως 4.1.11 το “
ś

jPJ

” δεν

μπορεί να αντικατασταθεί με το “
À

jPJ

” όταν το σύνολο δεικτών J είναι άπειρο. (Bλ.

1Αρκεί να αντικατασταθεί ο
À

jPJ Nj με τον
ś

jPJ Nj , να αντιστραφούν τα χρησιμοποιούμενα βέλη και να ορισθεί
ως ϑ η ϑ(f) := (prj ˝ f)jPJ .
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2.4.11 (i)-(ii).) Επί παραδείγματι, εάν για οιοδήποτε σώμα K θεωρήσουμε τον δα-
κτύλιο K[Χ] των πολυωνύμων μιας απροσδιορίστου, τότε αυτός, ιδωμένος ως K-
διανυσματικός χώρος, ισούται με το άπειρο ευθύ άθροισμα

À

jPN0

KΧj μονοδιαστά-

τωνK-διανυσματικών χώρων. ΈστωK[[X]] :=
!

ř8
j=0 ajΧj

ˇ

ˇ

ˇ
aj P K, @j P N0

)

ο δα-
κτύλιος των αντίστοιχων επίτυπων δυναμοσειρών. Η απεικόνιση

K[[X]] –
ÝÑ HomK(K[Χ],K),

8
ÿ

j=0

ajΧj ÞÝÑ

(
n
ÿ

j=0

bjΧj ÞÝÑ

n
ÿ

j=0

ajbj

)
,

όπου n ο βαθμός τού εκάστοτε θεωρούμενου μη μηδενικού πολυωνύμου και με το
μηδενικό πολυώνυμο απεικονιζόμενο στον μηδενικό ομομορφισμό, αποτελεί ισο-
μορφισμό K-διανυσματικών χώρων. Κατά συνέπειαν,

HomK(
À

jPN0

KΧj ,K) = HomK(K[Χ],K) – K[[X]] = KN0 .

Από την άλλη μεριά,
À

jPN0

HomK(KΧj ,K) –
À

jPN0

HomK(K,K) –
À

jPN0

K = K(N0).

Επομένως,
À

jPN0

HomK(KΧj ,K) fl HomK(
À

jPN0

KΧj ,K).

4.1.13 Πρόταση. Εάν M,M 1, N,N 1 είναι R-μόδιοι και

f P HomR(M
1,M), g P HomR(N,N

1),

τότε o πυρήνας τού HomR(f, g) ισούται με τον υπομόδιο U τού HomR(M,N) τον
οριζόμενον ως εξής:

U := tφ P HomR(M,N)|φ(Im(f)) Ď Ker(g)u .

Αποδειξη. Ας θέσουμε h := HomR(f, g). Για να αποδείξουμε ότι U Ď Ker(h) θε-
ωρούμε τυχόντα φ P U.Αρκεί να δειχθεί ότι h (φ) = 0HomR(M 1,N 1). Για κάθε x P M 1

έχουμε

f(x) P Im(f) ñ φ(f(x)) P Ker(g) ñ h (φ) (x) = (g ˝ φ ˝ f)(x) = g(φ(f(x))) = 0N 1 ,

οπότε h (φ) = 0HomR(M 1,N 1) και, κατ’ επέκταση,U Ď Ker(h).Και αντιστρόφως· εάν
φ P Ker(h), τότε g ˝ φ ˝ f = h (φ) = 0HomR(M 1,N 1) ñ φ(Im(f)) Ď Ker(g), οπότε
φ P U και ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός Ker(h) Ď U.

4.1.14 Πόρισμα. Εάν M,M 1, N,N 1 είναι R-μόδιοι, f : M 1 ÝÑ M ένας επιμορφι-
σμός και g : N ÝÑ N 1 ένας μονομορφισμός R-μοδίων, τότε ο

HomR(f, g) : HomR(M,N) ÝÑ HomR(M
1, N 1)

είναι μονομορφισμός.
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4.1.15 Θεώρημα. Εάν A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u είναι μια ακριβής ακολουθία R-
μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και M τυχών R-μόδιος, τότε η ακολουθία

t0u ÝÑ HomR(C,M)
g˚

ÝÑ HomR(B,M)
f˚

ÝÑ HomR(A,M),

όπου f˚ := HomR(f, idM ) και g˚ := HomR(g, idM ), είναι ακριβής.

Αποδειξη. Επειδή ο g είναι επιμορφισμός και η idM μονομορφισμός, ο g˚ είναι
μονομορφισμός επί τη βάσει τού πορίσματος 4.1.14. Επειδή g ˝ f = 0, έχουμε

HomR(g ˝ f, idM ) = 0 ñ f˚ ˝ g˚ =
4.1.9

HomR(g ˝ f, idM ˝ idM )

= HomR(g ˝ f, idM ) = 0 ñ Im(g˚) Ď Ker(f˚).

Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι Ker(f˚) Ď Im(g˚). Προς τούτο θεωρούμε τυχόν στοι-
χείο φ τού HomR(B,M) ανήκον στον Ker(f˚) και θέτουμε U := Im(f) (= Ker(g)).
Επειδή f˚ := HomR(f,idM ), έχουμε

φ (U) = φ(Im(f)) Ď
4.1.13

Ker(idM ) = t0Mu ñ φ (U) = t0Mu.

Eξ αυτού έπεται η ύπαρξη ενός (και μόνον) φ P HomR(B/U,M) με φ ˝ πBU = φ.

(Βλ. πρόταση 2.3.6.) Επιπροσθέτως, επειδή ο g είναι επιμορφισμός έχων τον U ως
πυρήνα του, υφίσταται κάποιος ισομορφισμός h : B/U

–
ÝÑ C. (Βλ. πρόταση 3.1.4

(ii).) Ως εκ τούτου, προκύπτει το μεταθετικό διάγραμμα

C

ö

B

g

??

φ
��

πBU // B/U

h

–

bb

φ
||

M

œ

Επειδή ο h είναι ισομορφισμός, ορίζεται ο ψ := φ ˝ h´1 P HomR(C,M), για τον
οποίον ισχύει g˚(ψ) = ψ ˝ g = φ ˝

(
h´1 ˝ g

)
= φ ˝ πBU = φ, οπότε φ P Im(g˚).

4.1.16 Θεώρημα. Εάν t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u είναι μια βραχεία ακριβής
και διασπώμενη ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και M τυχών
R-μόδιος, τότε η βραχεία ακολουθία

t0u ÝÑ HomR(C,M)
g˚

ÝÑ HomR(B,M)
f˚

ÝÑ HomR(A,M) ÝÑ t0u,

όπου f˚ := HomR(f, idM ) και g˚ := HomR(g, idM ), είναι ακριβής και διασπώμε-
νη.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα 3.1.29 ο f διαθέτει αριστερό αντίστροφο, ήτοι
Dα P HomR(B,A) : α ˝ f = idA. Επειδή

HomR(f, idM )˝HomR(α, idM ) =
4.1.6

HomR(α˝f, idM ) = HomR(idA, idM ) =
4.1.8

idHomR(A,M),
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ο HomR(f,idM ) =: f˚ είναι επιμορφισμός. (Βλ. λήμμα 2.2.22.) Υπολείπεται η εφαρ-
μογή των θεωρημάτων 4.1.15 και 3.1.29.

4.1.17 Σημείωση. Εάν t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u είναι μια βραχεία ακριβής
μη διασπώμενη ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, τότε ο f˚ δεν
είναι κατ’ ανάγκην επιμορφισμός. Επί παραδείγματι, θεωρώντας τή βραχεία ακριβή

ακολουθία t0u ÝÑ Z ι
ãÑ Q

πQ
Z↠ Q/Z ÝÑ t0u (με R = Z, M = Z), διαπιστώνουμε

ότι ο
ι˚ : HomZ(Q,Z) –

4.1.3 (ii)
t0u ÝÑ HomZ(Z,Z) –

4.1.3 (i)
Z

είναι ο μηδενικός ομομορφισμός, ο οποίος δεν είναι επιμορφισμός.

4.1.18 Θεώρημα. Εάν t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C είναι μια ακριβής ακολουθία R-
μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και M τυχών R-μόδιος, τότε η ακολουθία

t0u ÝÑ HomR(M,A)
f˚

ÝÑ HomR(M,B)
g˚

ÝÑ HomR(M,C),

όπου f˚ := HomR(idM , f) και g˚ := HomR(idM , g), είναι ακριβής.

Αποδειξη. Επειδή η idM είναι επιμορφισμός και o f μονομορφισμός, ο f˚ είναι
μονομορφισμός επί τη βάσει τού πορίσματος 4.1.14. Επειδή g ˝ f = 0, έχουμε

HomR(idM , g ˝ f) = 0 ñ g˚ ˝ f˚ =
4.1.9

HomR(idM ˝ idM , g ˝ f)

= HomR(idM , g ˝ f) = 0 ñ Im(f˚) Ď Ker(g˚).

Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι Ker(g˚) Ď Im(f˚). Προς τούτο θεωρούμε τυχόν στοι-
χείοφ τού HomR(M,B) ανήκον στον Ker(g˚).Επειδή g˚ := HomR(idM , g), έχουμε

φ (M) = φ(Im(idM )) Ď
4.1.13

Ker(g) = Im(f).

Και επειδή ο f είναι μονομορφισμός, υπάρχει ισομορφισμός h : Im(f)
–

ÝÑ A (βλ.
πρόταση 3.1.4 (i)), ούτως ώστε η σύνθεση f˝h να είναι η συνήθης ένθεση τής εικόνας
Im(f) τού f εντός τού B. Ως εκ τούτου, ορίζεται ο ψ := h ˝ φ P HomR(M,A), για
τον οποίον ισχύει [f˚(ψ)(x) = f(h(φ(x))) = φ(x), @x P M ] ñ f˚(ψ) = φ, οπότε
φ P Im(f˚).

4.1.19 Θεώρημα. Εάν t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u είναι μια βραχεία ακριβής
και διασπώμενη ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και M τυχών
R-μόδιος, τότε η βραχεία ακολουθία

t0u ÝÑ HomR(M,A)
f˚

ÝÑ HomR(M,B)
g˚

ÝÑ HomR(M,C) ÝÑ t0u,

όπου f˚ := HomR(idM , f) και g˚ := HomR(idM , g), είναι ακριβής.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα 3.1.29 ο g διαθέτει δεξιό αντίστροφο, ήτοι

Dβ P HomR(C,B) : g ˝ β = idC .
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Επειδή

HomR(idM , g)˝ HomR(idM , β) =
4.1.7

HomR(idM , g ˝β) = HomR(idM , idC) =
4.1.8

idHomR(M,C),

ο HomR(idM , g) =: g˚ είναι επιμορφισμός. (Βλ. λήμμα 2.2.22.) Υπολείπεται η ε-
φαρμογή τού θεωρήματος 4.1.18.

4.1.20 Σημείωση. Εάν υποτεθεί ότι

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u

είναι μια βραχεία ακριβής μη διασπώμενη ακολουθίαR-μοδίων και ομομορφισμών
R-μοδίων, τότε ο g˚ δεν είναι κατ’ ανάγκην επιμορφισμός. Επί παραδείγματι, θεω-
ρώντας τήν

t0u ÝÑ Z ι
ãÑ Q

πQ
Z↠ Q/Z ÝÑ t0u

(με R = Z, M = Zk, k ě 2), διαπιστώνουμε ότι ο

(πQ
Z )˚ : HomZ(Zk,Q) –

4.1.3 (iii)
t0u ÝÑ HomZ(Zk,Q/Z) – Zk

είναι ο μηδενικός ομομορφισμός, ο οποίος δεν είναι επιμορφισμός.

4.2 ΠΡΟΒΟΛΙΚΟΙ ΚΑΙ ΕΜΒΟΛΙΚΟΙ ΜΟΔΙΟΙ

4.2.1 Ορισμός. Ένας R-μόδιος P καλείται προβολικός όταν για κάθε ομομορ-
φισμό R-μοδίων f : P ÝÑ B και κάθε επιμορφισμό R-μοδίων g : A ÝÑ B

υπάρχει κάποιος (όχι κατ’ ανάγκην μοναδικός) h P HomR(P,A) για τον οποίο
ισχύει 2 g ˝ h = f. Στη γλώσσα των διαγραμμάτων η «προβολικότητα» διατυπώ-
νεται ως εξής: Ένας R-μόδιος P είναι προβολικός εάν και μόνον εάν για κάθε
διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

P

f

��

A
g

// B // t0u

με τη γραμμή του ακριβή υπάρχει h P HomR(P,A) που το συμπληρώνει:

P

h
��

f

��

A
g

// B // t0u

2Κάθε τέτοιος h καλείται, ιδιαιτέρως, προβολική ανύψωση τού f.
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4.2.2 Πρόταση. Υποτιθεμένου ότι η γραμμή τού διαγράμματος R-μοδίων και ομο-
μορφισμών R-μοδίων

P

f

��

A
g

// B
g1

// C

είναι ακριβής, ότι ο P είναι προβολικός και ότι g1 ˝f = 0, υπάρχει h P HomR(P,A)

με την ιδιότητα g ˝ h = f.

P

h
��

f

��

A
g

// B
g1

// C

Αποδειξη. Επειδή g1 ˝ f = 0, έχουμε Im(f) Ď Ker(g1) = Im(g) και το διάγραμμα

P

f

��

A
ǧ

// Im(g) // 0

έχει ακριβή γραμμή (με τoν ǧ ορισμένoν όπως στο 2.2.14 (iii)). Αρκεί λοιπόν η α-
πευθείας εφαρμογή τού ορισμού 2.2.25.

4.2.3 Πρόταση. Για έναν R-μόδιο P οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Ο P είναι προβολικός.
(ii) Για κάθε επιμορφισμό R-μοδίων g : A ÝÑ B o

g˚ := HomR(idP , g) : HomR(P,A) ÝÑ HomR(P,B)

είναι ωσαύτως επιμορφισμός.

Αποδειξη. Ο ομομορφισμός g˚ είναι (εξ ορισμού) επιμορφισμός εάν και μόνον εάν
για κάθε ομομορφισμός f P HomR(P,B) υπάρχει h P HomR(P,A), τέτοιος ώστε
να ισχύει g˚(h) = g ˝h˝ idP = g ˝h = f.Ως εκ τούτου, οι συνθήκες (i) και (ii) είναι
ισοδύναμες. (Βλ. εδ. 4.2.1.)

4.2.4 Πρόταση. Κάθε ελεύθερος R-μόδιος είναι προβολικός.

Αποδειξη. Έστω F ένας ελεύθερος R-μόδιος. Εάν ο F είναι τετριμμένος, τότε αυ-
τός είναι προδήλως προβολικός3. Ας υποθέσουμε (από εδώ και στο εξής) ότι ο F
είναι μη τετριμμένος και ότι X είναι μια βάση αυτού. ΕάνA,B είναι δυοR-μόδιοι,
f P HomR(F,B) και g : A ÝÑ B ένας επιμορφισμός, τότε ορίζουμε μια απεικόνιση
θ : X ÝÑ A ως εξής: Για οιοδήποτε στοιχείο x P X έχουμε f(x) P B. Επειδή ο

3Εν τοιαύτη περιπτώσει, αρκεί να θεωρήσουμε ως h στον ορισμό 4.2.1 τον μηδενικό ομομορφισμό.
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g είναι επιμορφισμός, Dy P A : g(y) = f(x). Θέτουμε θ (x) := y, @x P X . Κατά
το θεώρημα 2.5.20 τής «γραμμικής επεκτάσεως» υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος
h P HomR(F,A) με h|X = θ. Έστω τώρα τυχόν στοιχείο z P F. Επειδή το X είναι
μια βάση τού F, υπάρχουν x1, ..., xk P X και r1, ..., rk P R, τέτοια ώστε να ισχύει
z =

řk
j=1 rjxj . Κατά συνέπειαν,

g(h(z)) =
k
ř

j=1

rjg(h(xj)) =
k
ř

j=1

rjg(θ(xj)) =
k
ř

j=1

rjf(xj) = f(z),

οπότε g ˝ h = f. Αυτό σημαίνει ότι ο F είναι προβολικός.

4.2.5 Σημείωση. Υπάρχουν πάμπολλοι προβολικοί R-μόδιοι που δεν είναι ελεύθε-
ροι. (Βλ. παραδείγματα 4.2.9 (i) και (ii).) Ως εκ τούτου, η κλάση των προβολικών
R-μοδίων είναι ευρύτερη εκείνης των ελευθέρων.

4.2.6 Πρόταση. Κάθε ευθύς προσθετέος ενός προβολικού R-μοδίου είναι προβολι-
κός.

Αποδειξη. Έστω P ένας προβολικός R-μόδιος ο οποίος παρίσταται ως ευθύ ά-
θροισμα P = U ‘ U 1 δυο υπομοδίων του U και U 1. Έστω f P HomR(U,B) και
έστω τυχών επιμορφισμός R-μοδίων g : A ÝÑ B. Συμβολίζοντας ως ι : U ãÑ P τη
συνήθη ένθεση και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι ο P είναι προβολικός, εξασφαλίζουμε
την ύπαρξη κάποιου κ P HomR(P,A) με g ˝ κ = f˝ pr1.

P = U ‘ U 1

κ

��

pr1
��

f˝pr1

vv

U

ö

ö

ι

OO

h

vv

f

��

A
g

// B // t0u

Επειδή pr1 ˝ ι = idU , θέτοντας h := κ ˝ ι : U ÝÑ A συμπεραίνουμε ότι

g ˝ h = g ˝ κ ˝ ι = f ˝ pr1 ˝ ι = f.

Αυτό σημαίνει ότι ο U είναι προβολικός.

4.2.7 Θεώρημα. Για έναν R-μόδιο P οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Ο P είναι προβολικός.
(ii) Εάν M,N είναι R-μόδιοι, τότε κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής

t0u ÝÑ N
f

ÝÑ M
g

ÝÑ P ÝÑ t0u (4.1)

είναι διασπώμενη.
(iii) Εάν N είναι υπομόδιος ενός R-μοδίου M, τέτοιος ώστε να ισχύει M/N – P,

τότε ο P αποτελεί ευθύ προσθετέο τού M.

(iv) Ο P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελευθέρου R-μοδίου.
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(v) Για κάθε επιμορφισμό R-μοδίων g : A ÝÑ B o

g˚ := HomR(idP , g) : HomR(P,A) ÝÑ HomR(P,B)

είναι ωσαύτως επιμορφισμός.
(vi) Για κάθε βραχεία ακριβή ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u

η βραχεία ακολουθία

t0u ÝÑ HomR(P,A)
f˚

ÝÑ HomR(P,B)
g˚

ÝÑ HomR(P,C) ÝÑ t0u

είναι ακριβής.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Θεωρούμε το διάγραμμα

P

idP
��

M
g

// P // t0u

με ακριβή γραμμή. Επειδή ο P είναι προβολικός, υπάρχει h P HomR(P,M) με g ˝

h = idP . Εξ αυτού έπεται ότι κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής (4.1)
είναι διασπώμενη. (Βλ. θεώρημα 3.1.29.)
(ii)ñ(iii) Εάν N είναι ένας υπομόδιος ενός R-μοδίου M, τέτοιος ώστε να ισχύει
M/N – P, τότε η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ N ãÑ M
πMN↠ M/N – P ÝÑ t0u

διασπάται στον M, οπότε M – N ‘ P. (Βλ. θεώρημα 3.1.29.)
(iii)ñ(iv) Κατά το πόρισμα 2.5.23 ο P είναι ισόμορφος ενός πηλικομοδίου M/N,

όπου ο M είναι ελεύθερος. Επομένως ο P είναι είναι ευθύς προσθετέος ενός ελευ-
θέρου R-μοδίου.
(iv)ñ(i) Υποθέτουμε ότι ο P είναι ευθύς προσθετέος ενός ελευθέρου R-μοδίου M.

Ο M (ως ελεύθερος) είναι προβολικός. (Βλ. πρόταση 4.2.4.) Ως εκ τούτου, ο P,

ως ευθύς προσθετέος ενός προβολικού R-μοδίου, είναι προβολικός. (Βλ. πρόταση
4.2.6.)
(v)ô(i) Πρόκειται για την πρόταση 4.2.3.
(vi)ô(v) Τούτο έπεται από το θεώρημα 4.1.18.

4.2.8 Σημείωση. Εάν ο P είναι προβολικός και

¨ ¨ ¨
fn´2
ÝÑ Mn´1

fn´1
ÝÑ Mn

fn
ÝÑ Mn+1

fn+1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ (4.2)

οιαδήποτε ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, τότε η

¨ ¨ ¨
fn´2˚
ÝÑ HomR(P,Mn´1)

fn´1˚
ÝÑ HomR(P,Mn)

fn˚
ÝÑ HomR(P,Mn+1)

fn+1˚
ÝÑ ¨ ¨ ¨ (4.3)
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θα είναι ωσαύτως ακριβής, αφού από την ακρίβεια τής (4.2) έπεται η ακρίβεια των

t0u ÝÑ Ker(fn)
ιn
ãÑ Mn

f̌n↠ Im(fn) ÝÑ t0u, @n P Z,

και (κατ’ επέκταση, μέσω τής συνεπαγωγής 4.2.7 (i)ñ(vi)) η ακρίβεια των

t0u ÝÑ HomR(P,Ker(fn))
ιn˚
ÝÑ HomR(P,Mn)

f̌n˚
ÝÑ HomR(P, Im(fn)) ÝÑ t0u (4.4)

για κάθε n P Z. Oι (4.4) (ανασυντιθέμενες σε μία ακριβή ακολουθία) δίδουν την
(4.3).

4.2.9 Παραδείγματα. (i) Εάν k, l P N, k ě 2, l ě 2 και μκδ(k, l) = 1, τότε υφίστανται
ισομορφισμοί Zkl-μοδίων

Zkl – Z/klZ – Z/kZ ‘ Z/lZ – Zk ‘ Zl.

Οι Zkl-μόδιοι Zk και Zl, ως ευθείς προσθετέοι τού ελευθέρου Zkl-μοδίου Zkl, είναι
προβολικοί. (Βλ. 4.2.7 (i)ô(iv).) Ωστόσο, δεν είναι ελεύθεροι. (Bλ. εδ. 2.5.19.)
(ii) Εάν R = Z[

?
´5], τότε το ιδεώδες I :=

@

2, 1 +
?

´5
D

(ως υπομόδιος τού R-
μοδίου R) είναι ένας μη ελεύθερος R-μόδιος. (Βλ. εδ. 2.5.48.) Ωστόσο, είναι προ-
βολικός. Πράγματι· εάν F είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος βαθμίδας 2, δηλαδή εάν
F = Rx1 ‘ Rx2 (για κατάλληλα γραμμικώς ανεξάρτητα x1, x2 P F ) και ορίσουμε
τον επιμορφισμό R-μοδίων

φ : F ÝÑ I, φ(r1x1 + r2x2) := 2r1 + (1 +
?

´5)r2, @(r1, r2) P R ˆR,

καθώς και τον ομομορφισμό R-μοδίων

ψ : I ÝÑ F, ψ(a) := ´ax1 + a( 1´
?

´5
2 )x2, @a P I,

τότε4

(φ ˝ ψ) (a) = φ(´ax1 + a( 1´
?

´5
2

)x2) = ´2a+ a
2
(1 +

?
´5)(1 ´

?
´5)

looooooooooooomooooooooooooon

=6

= a,

για κάθε a P I, οπότε

φ ˝ ψ = idI ùñ F – Ker(φ) ‘ I

και ο R-μόδιος I είναι όντως προβολικός (ως ευθύς προσθετέος ενός ελευθέρου R-
μοδίου).
(iii) Εάν k P N, k ě 2, τότε ο Z-μόδιος Zk δεν είναι ούτε ελεύθερος ούτε προβο-
λικός. (Βλ. εδ. 2.5.15 (i), 4.1.20 και την ισοδυναμία των συνθηκών (i) και (v) τού
θεωρήματος 4.2.7.)

Από το θεώρημα 4.2.7 προκύπτει και ένα μερικό αντίστροφο τής 4.2.4.
4Εν προκειμένω, εφαρμόζουμε το θεώρημα 3.1.29 για τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ Ker(φ) ãÑ F
φ

ÝÑ I ÝÑ t0u .
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4.2.10 Πόρισμα. ΕάνR είναι μια Π.Κ.Ι., τότε κάθε προβολικόςR-μόδιος είναι ελεύ-
θερος.

Αποδειξη. ΕάνM είναι τυχών προβολικόςR-μόδιος, όπουR μια Π.Κ.Ι., τότε οM,

όντας (κατά το θεώρημα 4.2.7) ευθύς προσθετέος (και, ως εκ τούτου, υπομόδιος)
ενός ελευθέρου R-μοδίου, είναι κατ’ ανάγκην ελεύθερος (ένεκα τού θεωρήματος
2.5.47).

4.2.11 Πόρισμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., τότε κάθε υπομόδιος ενός προβολικού R-
μοδίου είναι προβολικός.

Αποδειξη. Επειδή (λόγω τής προτάσεως 4.2.4 και τού πορίσματος 4.2.10) οι έν-
νοιες ελεύθερος και προβολικός είναι ισοδύναμες για μοδίους οριζόμενους υπεράνω
Π.Κ.Ι., ο ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει τού θεωρήματος 2.5.47.

4.2.12 Σημείωση. Εάν ο R δεν είναι Π.Κ.Ι., τότε το πόρισμα 4.2.11 παύει να ισχύει.
Επί παραδείγματι, εάν R = Z/4Z, τότε ο R (ως ελεύθερος R-μόδιος) είναι προβο-
λικός. Ωστόσο, ο υπομόδιός του 2Z/4Z δεν είναι προβολικός, διότι εάν ήταν, τότε
για τον επιμορφισμό

Z/4Z Q λ+ 4Z g
ÞÝÑ 2λ+ 4Z = 2(λ+ 4Z) P 2Z/4Z

θα υπήρχε h P ΗomZ/4Z(2Z/4Z,Z/4Z) που θα καθιστούσε το διάγραμμα

2Z/4Z
h

zz

id2Z/4Z

��

Z/4Z
g

// 2Z/4Z // t0u

μεταθετικό και για κάθε λ P Z θα ίσχυε

2λ+ 4Z = id2Z/4Z(2λ+ 4Z) = g(h(2λ+ 4Z)) = 2(h(2λ+ 4Z))

= h(2(2λ+ 4Z)) = h(4λ+ 4Z) = h(4Z) = h(02Z/4Z) = 0Z/4Z = 4Z,

ήτοι κάτι που θα μας οδηγούσε σε άτοπο5. Ένας μεταθετικός δακτύλιοςR (όχι κατ’
ανάγκην Π.Κ.Ι.) καλείται κληρονομικός (hereditary) όταν τότε κάθε υπομόδιος ενός
προβολικού R-μοδίου είναι προβολικός. (Πρβλ. [27] Theorem 8.1.13, σελ. 195.)

4.2.13 Πρόταση. Για μια οικογένειαR-μοδίων (Pj)jPJ οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναμες:
(i) Το ευθύ άθροισμα P :=

À

jPJ Pj είναι προβολικός R-μόδιος.
(ii) Ο Pj είναι προβολικός R-μόδιος για κάθε j P J.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν ο P είναι προβολικός, τότε (κατά το θεώρημα 4.2.7,
(i)ñ(iv)) υπάρχει ένας ελεύθερος R-μόδιος F και ένας υπομόδιος P 1 αυτού, ούτως

5Π.χ., για λ = 1, έχουμε 2 R 4Z.
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ώστε να ισχύει F = P ‘ P 1. Επομένως,

F =

(
À

jPJ

Pj

)
‘ P 1 –

2.4.13
Pj ‘

((
À

λPJ∖tju

Pλ

)
‘ P 1

)
, @j P J,

και ο Pj είναι προβολικός για κάθε j P J. (Βλ. 4.2.7, (iv)ñ(i).)
(ii)ñ(i) Εάν ο Pj είναι προβολικός για κάθε j P J, τότε υπάρχει (κατά το θεώρημα
4.2.7, (i)ñ(iv)) ένας ελεύθερος R-μόδιος Fj και ένας υπομόδιος P 1

j αυτού, ούτως
ώστε να ισχύει Fj = Pj ‘ P 1

j . Επομένως,

À

jPJ

Fj =
À

jPJ

(Pj ‘ P 1
j) –

2.4.13
P ‘

(
À

jPJ

P 1
j

)
,

με τον
À

jPJ Fj ελεύθερο (ως ευθύ άθροισμα ελευθέρων, βλ. 2.5.17). Αρκεί λοιπόν
να εφαρμοσθεί εκ νέου η συνεπαγωγή (iv)ñ(i) τού θεωρήματος 4.2.7.

4.2.14 Ορισμός. Ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων M‚ = (Mn, dn)nPZ (και α-
ντιστοίχως, ένα συναλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων M‚ = (Mn, dn)nPZ) καλεί-
ται προβολικό αλυσωτό σύμπλοκο (και αντιστοίχως, προβολικό συναλυσωτό σύ-
μπλοκο) όταν οι Mn (και αντιστοίχως, οι Mn) είναι προβολικοί για κάθε n P Z.

4.2.15 Θεώρημα. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα προβολικό αλυσωτό σύμπλοκο. Εάν
ο δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός, τότε το M‚ είναι συσταλτό ðñ το
M‚ είναι ακυκληματικό.

Αποδειξη. Η απόδειξη τού “ñ” είναι αυτή τού θεωρήματος 3.5.20. Στο μόνο που
διαφοροποιείται η απόδειξη τού “ð” από αυτήν τού θεωρήματος 3.5.20 είναι στο
ότι για τη διασφάλιση τής διασπάσεως τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ Zn(M‚) = Bn(M‚) ãÑ Mn ↠ Im(dn) =: Bn´1(M‚) ÝÑ t0u

χρησιμοποιούμε την κληρονομικότητα τού R (οπότε ο Bn´1(M‚) Ď Mn´1 είναι
προβολικός ως υπομόδιος προβολικού), συνδυαζόμενη με τη συνεπαγωγή (i)ñ(ii)
στο θεώρημα 4.2.7 (αντί τού πορίσματος 3.1.31).

4.2.16 Θεώρημα. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο

προβολικά αλυσωτά σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματι-

σμός. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός, τότε ισχύει η συνεπαγωγή:

[Το C(f)‚ είναι ακυκληματικό] ùñ [Ο f‚ είναι αλυσωτή ισοδυναμία].

Αποδειξη. Αρκεί η ύπαρξη συστέλλουσας ομοτοπίας (hn)nPZ : idC(f)‚ » 0‚ να
εξαχθεί από το θεώρημα 4.2.15. Το υπόλοιπο τής αποδείξεως είναι πανομοιότυπο
εκείνου τού θεωρήματος 3.5.22.

4.2.17 Θεώρημα. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο

προβολικά αλυσωτά σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματι-
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σμός. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός, τότε

[Ο f‚ είναι αλυσωτή ισοδυναμία] ðñ [Hn(f‚) ισομορφισμός,@n P Z].
Αποδειξη. “ñ” Βλ. πρόταση 3.5.11.
“ð” [Hn(f‚) ισομορφισμός, @n P Z] ðñ

3.5.18
[Το C(f)‚ είναι ακυκληματικό] ùñ

4.2.16
[Ο f‚

είναι αλυσωτή ισοδυναμία.]

4.2.18 Ορισμός. Λέμε ότι ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων M‚ = (Mn, dn)nPZ
(και αντιστοίχως, ένα συναλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων M‚ = (Mn, dn)nPZ) εί-
ναι πεπερασμένου τύπου όταν ο Mn (και αντιστοίχως, ο Mn) είναι πεπερασμέ-
νως παραγόμενος R-μόδιος (υπό την έννοια τού ορισμού 2.1.14) για κάθε n P Z.

4.2.19 Θεώρημα. Εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ είναι ένα ελεύθερο (και αντιστοίχως, ένα
προβολικό) αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων, όπου ο δακτύλιος R είναι Π.Κ.Ι. (και
αντιστοίχως, κληρονομικός και ναιτεριανός 6), και τέτοιο, ώστε το7 H‚(M‚) να είναι
πεπερασμένου τύπου, τότε το M‚ είναι ομοτοπικώς ισοδύναμο (υπό την έννοια τού
ορισμού 3.5.10) με ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων M1

‚, το οποίο είναι ελεύθερο
(και αντιστοίχως, προβολικό) και (ταυτοχρόνως, αφ’ εαυτού) πεπερασμένου τύπου.

Αποδειξη. Έστω τυχών n P Z. Εξ υποθέσεως, ο R-μόδιος Hn(M‚) είναι πεπερα-
σμένως παραγόμενος, οπότε υπάρχει κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο Xn αυτού,
ούτως ώστε να ισχύει Hn(M‚) = LinR(Xn). Από την επιρριπτικότητα τού

πn := π
Zn(M‚)
Bn(M‚)

: Zn(M‚) ÝÑ Hn(M‚)

συνάγεται η ύπαρξη ενός πεπερασμένου συνόλου Yn Ď Zn(M‚) με πn(Yn) = Xn.

Θέτουμε Ln := LinR(Yn) και ορίζουμε ως qn := πn|Ln : Ln ↠ Hn(M‚) τον ε-
πιμορφισμό τον επαγόμενο μέσω τού πn και ως Un := Ker(qn) τον πυρήνα του.
Επειδή ο Ln είναι πεπερασμένως παραγόμενος, ο υπομόδιός του Un είναι ωσαύτως
πεπερασμένως παραγόμενος. (Βλ. πόρισμα 2.5.49 και θεώρημα 2.5.53.) Επιπροσθέ-
τως, επειδή ο R είναι Π.Κ.Ι. (και αντιστοίχως, κληρονομικός δακτύλιος) και ο Mn

ελεύθερος (και αντιστοίχως, προβολικός) R-μόδιος, αμφότεροι οι Ln και Un είναι
ελεύθεροι (και αντιστοίχως, προβολικοί). Εν συνεχεία θέτουμε

M 1
n := Ln ‘ Un´1 (4.5)

και ορίζουμε (για x P Ln και y P Un´1) τον ομομορφισμό

d1
n :M 1

n ÝÑ M 1
n´1, (x, y) ÞÝÑ d1

n(x, y) := (y, 0Un´2).

6Εντός τής κλάσεως των ακεραίων περιοχών, οι κληρονομικοί δακτύλιοι είναι αρκούντως «οικείοι». Μια περιοχή
Dedekind είναι μια ακεραία περιοχή R, η οποία δεν είναι σώμα, ενώ είναι ταυτοχρόνως: ναιτεριανή (βλ. εδ. 1.3.30),
ακεραίως κλειστή (ήτοι τα μόνα στοιχεία οιασδήποτε ακεραίας περιοχής που περιέχει την R, τα οποία μπορούν να
παίξουν τον ρόλο θέσεων μηδενισμού μονικών πολυωνύμων ανηκόντων στονR[X], είναι τα ίδια τα στοιχεία τήςR) και
κάθε μη τετριμμένο πρώτο ιδεώδες της είναι μεγιστικό. Ισχύει το εξής: Μια ακεραία περιοχήR είναι περιοχή Dedekind
ô η R είναι κληρονομικός δακτύλιος. (Επί παραδείγματι, η ακεραία περιοχή R = Z[

?
´5] που συναντήσαμε στα

εδάφια 1.3.43 και 2.5.48 είναι περιοχή Dedekind αλλά δεν είναι Π.Κ.Ι.)
7To H‚(M‚) είναι το αλυσωτό σύμπλοκο που έχει τους Hn(M‚), n P Z, ως μέλη του και μηδενικούς όλους τους

συνοριακούς τελεστές του.
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Προφανώς, για κάθε x P Ln+1 και κάθε y P Un έχουμε

(d1
n ˝ d1

n+1)(x, y) = d1
n(d

1
n+1(x, y)) = d1

n(y, 0Un´1) = (0Ln´1 , 0Un´2) = 0M 1
n´1

,

οπότε d1
n ˝d1

n+1 = 0 και το M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ αποτελεί ένα ελεύθερο (και αντιστοί-

χως, ένα προβολικό8) αλυσωτό σύμπλοκο πεπερασμένου τύπου. Παρατηρούμε ότι
ο Un περιέχεται στον9 Bn(M‚) και θεωρούμε το διάγραμμα:

Un� _

ιn

��

Mn+1
ďn+1

// // Bn(M‚) // t0u

(έχον τη γραμμή του ακριβή λόγω τής επιρριπτικότητας τού ďn+1, βλ. (2.11)), ό-
που το ιn συμβολίζει την εν λόγω ένθεση. Επειδή ο Un είναι (σε κάθε περίπτωση)
προβολικός, υπάρχει κn P HomR(Un,Mn+1) που το συμπληρώνει μεταθετικώς:

Un

κn

zz

� _

ιn

��

Mn+1
ďn+1

// // Bn(M‚) // t0u

ήτοι ισχύει ιn = ďn+1 ˝ κn. (Βλ. εδ. 4.2.1.) Θέτουμε (για x P Ln και y P Un´1)

fn :M 1
n ÝÑ Mn, (x, y) ÞÝÑ fn(x, y) := x+ κn´1(y).

Η ακολουθία f‚ = tfnunPZ αποτελεί αλυσωτό μετασχηματισμό f‚ : M1
‚ ÝÑ M‚.

Πράγματι· το διάγραμμα

M 1
n

d1
n //

öfn

��

M 1
n´1

fn´1

��

Mn
dn

// Mn´1

είναι μεταθετικό, διότι για οιαδήποτε x P Ln και y P Un´1 έχουμε αφ’ ενός μεν

dn(fn(x, y)) = dn(x+ κn´1(y)) = dn( x
loomoon

PZn(M‚)

) + dn(κn´1(y))

= ďn(κn´1(y)) = (ďn ˝ κn´1)(y) = ιn´1|Un´1
(y) = ιn´1(y),

αφού dn(x) = 0Mn´1
, αφ’ ετέρου δε fn´1(d

1
n(x, y)) = fn´1(y, 0Un´2

) = ιn´1(y).

§ Ο Hn(f‚) είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z. Προφανώς,
8Βλ. πόρισμα 2.5.17 (και αντιστοίχως, πρόταση 4.2.13).
9Εάν x P Un, τότε x P Zn(M‚) και x+ Bn(M‚) = qn(x) = 0Hn(M‚) = Bn(M‚), οπότε x P Bn(M‚).
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Zn(M1
‚) := Ker(d1

n) =
␣

(x, y) P Ln ‘ Un´1| y = 0Un´1

(

= Ln ‘ t0Un´1u

και Bn(M1
‚) := Im(d1

n+1) =
␣

d1
n+1(x, y)

ˇ

ˇx P Ln+1, y P Un
(

= Un ‘ t0Un´1
u. Εάν

τα (x1, 0Un´1
), (x2, 0Un´1

) P Ln ‘ t0Un´1
u είναι τέτοια, ώστε να ισχύει

Hn(f‚)((x1, 0Un´1) + (Un ‘ t0Un´1u)) = Hn(f‚)((x2, 0Un´1) + (Un ‘ t0Un´1u)),

τότε λαμβάνουμε

fn(x1, 0Un´1) +Bn(M‚) = fn(x2, 0Un´1) +Bn(M‚)

ñ ιn(x1) +Bn(M‚) = ιn(x2) +Bn(M‚) ñ ιn(x1 ´ x2) P Bn(M‚)

ñ x1 ´ x2 P Un ñ (x1, 0Un´1
) ´ (x2, 0Un´1

) P (Un ‘ t0Un´1
u) = Bn(M1

‚)

ñ (x1, 0Un´1
) +Bn(M1

‚) = (x2, 0Un´1
) +Bn(M1

‚),

οπότε ο Hn(f‚) είναι μονομορφισμός. Έστω τώρα τυχόν t + Bn(M‚) P Hn(M‚)

(όπου t P Zn(M‚)). Λόγω τής επιρριπτικότητας τού qn υπάρχει στοιχείο s P Ln,

τέτοιο ώστε να ισχύει qn(s) = t+Bn(M‚). Συνεπώς,

t+Bn(M‚) = s+Bn(M‚) = fn(s, 0Un´1
) +Bn(M‚)

= Hn(f‚)((s, 0Un´1
) + (Un ‘ t0Un´1

u)),

απ’ όπου έπεται ότι o ομομορφισμόςHn(f‚) είναι και επιμορφισμός. Επειδή λοιπόν
οHn(f‚) είναι ισομορφισμός για κάθεn P Z, ο f‚ είναι αλυσωτή ισοδυναμία δυνάμει
τού θεωρήματος 3.5.23 (και αντιστοίχως, δυνάμει τού θεωρήματος 4.2.17).

4.2.20 Σημείωση. Επί τη βάσει των προαναφερθέντων στη σημείωση 3.5.17 οι αυτο-
νόητες παραλλαγές τόσον τής προτάσεως 3.5.18 όσον και των θεωρημάτων 4.2.15,
4.2.16, 4.2.17 και 4.2.19 εξακολουθούν να ισχύουν και σε επίπεδο μοδίων συνομολο-
γίας.

4.2.21 Ορισμός. ΈναςR-μόδιοςQ καλείται εμβολικός όταν για κάθε ομομορφι-
σμό R-μοδίων f : A ÝÑ Q και για κάθε μονομορφισμό R-μοδίων g : A ÝÑ B

υπάρχει κάποιος (όχι κατ’ ανάγκην μοναδικός) ομομορφισμός h P HomR(B,Q)

για τον οποίο ισχύει h˝g = f. Στη γλώσσα των διαγραμμάτων η «εμβολικότητα»
διατυπώνεται ως εξής: Ένας R-μόδιος Q είναι εμβολικός εάν και μόνον εάν για
κάθε διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

t0u // A
g

//

f

��

B

Q
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με τη γραμμή του ακριβή υπάρχει h P HomR(B,Q) που το συμπληρώνει:

t0u // A
g

//

f

��

B

h
��

Q

4.2.22 Πρόταση. Υποτιθεμένου ότι η γραμμή τού διαγράμματοςR-μοδίων και ομο-
μορφισμών R-μοδίων

A
g1

// B

f

��

g
// C

Q

είναι ακριβής, ότι ο Q είναι εμβολικός και ότι f ˝ g1 = 0, υπάρχει h P HomR(C,Q)

με την ιδιότητα h ˝ g = f.

A
g1

// B

f

��

g
// C

h
��

Q

Αποδειξη. Έστω E := Ker(g) = Im(g1). Επειδή f ˝ g1 = 0 ñ E Ď Ker(f), η πρό-
ταση 2.3.6 μας πληροφορεί ότι υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός
R-μοδίων β : B/E ÝÑ Q, τέτοιος ώστε να ισχύει η ισότητα β ˝ πBE = f, καθώς και
ότι υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος μονομορφισμός R-μοδίων

α : B/E ÝÑ C,

τέτοιος ώστε να ισχύει η ισότητα α ˝ πBE = g . Επειδή ο Q είναι εμβολικός, υπάρχει
h P HomR(C,Q) με την ιδιότητα h˝α = β.Η απόδειξη αποπερατούται παρατηρώ-
ντας ότι f = β ˝ πBE = (h ˝ α) ˝ πBE = h ˝ (α ˝ πBE ) = h ˝ g.

4.2.23 Πρόταση. Για έναν R-μόδιο Q οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Ο Q είναι εμβολικός.
(ii) Για κάθε μονομορφισμό R-μοδίων g : A ÝÑ B o

g˚ := HomR(g, idQ) : HomR(B,Q) ÝÑ HomR(A,Q)

είναι επιμορφισμός.

Αποδειξη. Ο ομομορφισμός g˚ είναι (εξ ορισμού) επιμορφισμός εάν και μόνον εάν
για κάθε f P HomR(A,Q) υπάρχει ομομορφισμός h P HomR(B,Q), τέτοιος ώστε
να ισχύει

g˚(h) = idQ ˝ h ˝ g = h ˝ g = f.

Ως εκ τούτου, οι συνθήκες (i) και (ii) είναι ισοδύναμες. (Βλ. εδ. 4.2.21.)
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4.2.24 Παραδείγματα. (i) Κάθε διανυσματικός χώρος ορισμένος υπεράνω ενός σώ-
ματος K είναι εμβολικός K-μόδιος.
(ii) Οι (προσθετικές, αβελιανές) ομάδες Q, Q/Z και Z(p8) (βλ. εδ. 2.2.21 (ii)) είναι
εμβολικοί Z-μόδιοι. Αντιθέτως, ο Z-μόδιος Zm, m P N, m ě 2, δεν είναι εμβολικός.

4.2.25 Θεώρημα. ΚάθεR-μόδιος είναι ισόμορφος με έναν υπομόδιο ενός εμβολικού
R-μοδίου.

Αποδειξη. Βλ. Mac Lane [33], Theorem 7.4, σελ. 93-94.

4.2.26 Πρόταση. Κάθε ευθύς προσθετέος ενός εμβολικούR-μοδίου είναι εμβολικός.

Αποδειξη. Έστω Q ένας εμβολικός R-μόδιος ο οποίος παρίσταται ως ευθύ άθροι-
σμα Q := U ‘ U 1 δυο υπομοδίων του U και U 1. Έστω f P HomR(A,U) και έστω
τυχών μονομορφισμός R-μοδίων g : A ÝÑ B. Συμβολίζοντας ως j : U ãÑ Q τη
συνήθη ένθεση και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι ο Q είναι εμβολικός, εξασφαλίζουμε
την ύπαρξη κάποιου θ P HomR(B,Q) με θ ˝ g = j ˝ f.

t0u // A

j˝f

$$

f

��

g
// B

h

vv

θ

ww

U

œ

œ

j

��

Q = U ‘ U 1

pr1

OO

Επειδή pr1 ˝ j = idU , θέτοντας h := pr1 ˝ θ : B ÝÑ U συμπεραίνουμε ότι

h ˝ g = pr1 ˝ θ ˝ g = pr1 ˝ j ˝ f = f.

Αυτό σημαίνει ότι ο U είναι εμβολικός.

4.2.27 Πρόταση. Για μια οικογένειαR-μοδίων (Qj)jPJ οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναμες:
(i) Το ευθύ γινόμενο Q :=

ś

jPJ Qj είναι εμβολικός R-μόδιος.
(ii) Ο Qj είναι εμβολικός R-μόδιος για κάθε j P J.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Εάν οQ είναι εμβολικός, fj P HomR(A,Qj) για κάθε j P J και
g : A ÝÑ B τυχών μονομορφισμός R-μοδίων, τότε θεωρούμε το διάγραμμα

t0u // A

fj

��

g
// B

θj

��

hj

xx
Qj

ιj
// Q

prj
oo

Προφανώς,
Dθj P HomR(B,Q) : θj ˝ g = ιj ˝ fj ,@j P J.
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Θεωρώντας τή σύνθεση hj := prj ˝ θj λαμβάνουμε

hj ˝ g = (prj ˝ θj) ˝ g = prj ˝ (θj ˝ g) = prj ˝ (ιj ˝ fj) = (prj ˝ ιj) ˝ fj = fj ,@j P J.

Αυτό σημαίνει ότι ο Qj είναι εμβολικός R-μόδιος για κάθε j P J.

(ii)ñ(i) Εάν ο Qj είναι εμβολικός R-μόδιος για κάθε j P J, f P HomR(A,Q) και
g : A ÝÑ B τυχών μονομορφισμός R-μοδίων, τότε θεωρούμε το διάγραμμα

t0u // A

f

��

g
// B

ηj

��

h

xx
Q prj

// Qj

Προφανώς,
Dηj P HomR(B,Qj) : ηj ˝ g = prj ˝ f,@j P J.

Θεωρώντας τόν ομομορφισμό

h : B ÝÑ Q, b ÞÝÑ h(b) := (ηj(b))jPJ ,

διαπιστώνουμε ότι

(h ˝ g)(a) = (ηj(g(a)))jPJ = (prj(f(a)))jPJ = f(a), @a P A.

Άρα ο Q είναι εμβολικός.

4.2.28 Σημείωση. (i) To ευθύ άθροισμα οιασδήποτε πεπερασμένης οικογενείας εμ-
βολικών R-μοδίων είναι εμβολικός R-μόδιος (αφού το ευθύ άθροισμα πεπερασμέ-
νου πλήθους R-μοδίων ισούται με το ευθύ γινόμενο αυτών).
(ii) To ευθύ άθροισμα τυχούσας οικογενείας εμβολικών R-μοδίων είναι εμβολικός
R-μόδιος εάν και μόνον εάν ο R είναι ναιτεριανός δακτύλιος. (Βλ. Rotman [35],
Proposition 3.31, σελ. 119, και Theorem 3.39, σελ. 123-124.)

4.2.29 Θεώρημα. Για έναν R-μόδιο Q οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Ο Q είναι εμβολικός.
(ii) Εάν M,N είναι R-μόδιοι, τότε κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής

t0u ÝÑ Q
f

ÝÑ M
g

ÝÑ N ÝÑ t0u (4.6)

είναι διασπώμενη.
(iii) Ο Q είναι ευθύς προσθετέος ενός εμβολικού R-μοδίου.
(iv) Για κάθε μονομορφισμό R-μοδίων g : A ÝÑ B o

g˚ := HomR(g, idQ) : HomR(B,Q) ÝÑ HomR(A,Q)

είναι επιμορφισμός.
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(v) Για κάθε βραχεία ακριβή ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u

η βραχεία ακολουθία

t0u ÝÑ HomR(C,Q)
g˚

ÝÑ HomR(B,Q)
f˚

ÝÑ HomR(A,Q) ÝÑ t0u

είναι ακριβής.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Θεωρούμε το διάγραμμα

t0u // Q
f

//

idQ
��

M

Q

με ακριβή γραμμή. Επειδή ο Q είναι εμβολικός,

Dh P HomR(M,Q) : h ˝ f = idQ.

Εξ αυτού έπεται ότι κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής (4.6) είναι δια-
σπώμενη. (Βλ. θεώρημα 3.1.29.)
(ii)ñ(iii) Σύμφωνα με το θεώρημα 4.2.25, υπάρχει μονομορφισμός f : Q ãÑ Q1 με
τον Q1 εμβολικό. Ως εκ τούτου, έχουμε τη δυνατότητα σχηματισμού τής βραχείας
ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ Q
f

ãÑ Q1
πQ

1
Im(f)
ÝÑ Q1/ Im(f) ÝÑ t0u.

Επειδή αυτή διασπάται (εξ υποθέσεως) στον Q1, ο

Im(f) = Ker(πQ
1

Im(f)) – Q

είναι ευθύς προσθετέος τού Q1.

(iii)ñ(i) Πρόκειται για την πρόταση 4.2.26.
(iv)ô(i) Πρόκειται για την πρόταση 4.2.23.
(iv)ô(v) Άμεση συνέπεια τού θεωρήματος 4.1.15.

4.2.30 Σημείωση. Εάν ο Q είναι εμβολικός και

¨ ¨ ¨
fn´2
ÝÑ Mn´1

fn´1
ÝÑ Mn

fn
ÝÑ Mn+1

fn+1
ÝÑ ¨ ¨ ¨

οιαδήποτε ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, τότε η

¨ ¨ ¨
f˚
n+1

ÝÑ HomR(Mn+1, Q)
f˚
n

ÝÑ HomR(Mn, Q)
f˚
n´1

ÝÑ HomR(Mn´1, Q)
f˚
n´2

ÝÑ ¨ ¨ ¨

θα είναι ωσαύτως ακριβής. (Πρβλ. σημείωση 4.2.8.)
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4.2.31 Θεώρημα (Κριτήριο τού Baer.). Ένας R-μόδιος M είναι εμβολικός εάν και
μόνον εάν κάθε ομομορφισμός R-μοδίων f : I ÝÑ M από ένα ιδεώδες I τού R
στον M μπορεί να επεκταθεί σε έναν ομομορφισμό R-μοδίων f̃ : R ÝÑ M.

Αποδειξη. Βλ. Rotman [35], Theorem 3.30, σελ. 118-119.

4.3 ΤΑΝΥΣΤΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ

4.3.1 Ορισμός. Δοθέντων τριών R-μοδίων M,N και L, μια απεικόνιση

β :M ˆN ÝÑ L

καλείται R-διγραμμική όταν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) β(r1x1 + r2x2, y) = r1β(x1, y) + r2β(x2, y),

(ii) β(x, r1y1 + r2y2) = r1β(x, y1) + r2β(x, y2),

για οιαδήποτε r1, r2 P R, x, x1, x2 P M και y, y1, y2 P N. Χρησιμοποιούμενος
συμβολισμός:

BilR(M,N ;L) := tβ :M ˆN ÝÑ L|β R-διγραμμικήu .

4.3.2 Παρατήρηση. Το σύνολο BilR(M,N ;L) είναι εφοδιασμένο κατά τρόπο φυσι-
κό με τη δομή ενός R-μοδίου, καθότι μπορεί να ιδωθεί ως υπομόδιος τού LMˆN .

(Βλ. 2.1.5 (viii).)

4.3.3 Σημείωση. Εάν M,L είναι δυο R-μόδιοι και f P HomR (M,L) , τότε, ως γνω-
στόν, ο πυρήνας Ker(f) τής f είναι υπομόδιος τούM και η εικόνα Im(f) τής f είναι
υπομόδιος τού L. (Bλ. 2.2.5 (ii) και (iv).) Από την άλλη μεριά, δοθέντων τριών R-
μοδίωνM,N και L, οιR-διγραμμικές απεικονίσεις β P BilR(M,N ;L) ενδέχεται να
μην διατηρούν πλήρως τη δομή τού R-μοδίου, υπό την έννοια τού ότι είναι δυνατόν
τόσον το σύνολο t (x, y) P M ˆN | β (x, y) = 0Lu Ď M ˆN όσον και η εικόνα

Im (β) = tβ (x, y) | (x, y) P M ˆNu Ď L

μιας τέτοιας β να μην είναι υπομόδιοι.

4.3.4 Παραδείγματα. (i) Η απεικόνιση

β : R ˆR ÝÑ R, (r, s) ÞÝÑ β ((r, s)) := rs,

είναι R-διγραμμική· ωστόσο, εάν υποθέσουμε ότι ο R είναι ακεραία περιοχή, τότε
το σύνολο

t (r, s) P R ˆR | β ((r, s)) = 0Ru = (R ˆ t0Ru) Y (t0Ru ˆR)

δεν είναι υπομόδιος τού R ˆR. (Προφανώς, το (1R, 0R) + (0R, 1R) = (1R, 1R) δεν
ανήκει σε αυτό το σύνολο.)
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(ii) Έστω K ένα σώμα. Η απεικόνιση β : K2 ˆK2 ÝÑ K4, όπου

β ((a, b) , (c, d)) := (ab, cd, ad, ad´ bc) , @ ((a, b) , (c, d)) P K2 ˆK2,

είναι K-διγραμμική. Η εικόνα Im (β) τής β περιέχει τα στοιχεία τής βάσεως

X := t(1K , 0K , 0K , 0K), (0K , 1K , 0K , 0K), (0K , 0K , 1K , 1K), (0K , 0K , 0K , 1K)u

τού K-διανυσματικού χώρου K4, διότι
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

β´1 ((1K , 0K , 0K , 0K)) =
␣((

λ, λ´1
)
, (0, 0)

) ˇ
ˇ λ P K∖t0Ku

(

,

β´1 ((0K , 1K , 0K , 0K)) =
␣(

(0, 0) ,
(
λ, λ´1

)) ˇ
ˇ λ P K∖t0Ku

(

,

β´1 ((0K , 0K , 1K , 1K)) =
␣(

(λ, 0) , (0, λ´1)
) ˇ
ˇ λ P K∖t0Ku

(

,

β´1 ((0K , 0K , 0K , 1K)) =
␣(

(0, λ) , (´λ´1, 0)
) ˇ
ˇ λ P K∖t0Ku

(

,

αλλά10

β´1 ((0K , 0K , 1K , 0K)) = ∅ ñ (0K , 0K , 1K , 0K) R Im (β) .

Ως εκ τούτου, η Im (β) δεν είναι γραμμικός υπόχωρος11 τού K4.

4.3.5 Σημείωση. Λόγω αυτής τής ιδιόρρυθμης συμπεριφοράς των R-διγραμμικών
απεικονίσεων, εάν μας δοθούν δυο R-μόδιοι M,N, κατασκευάζουμε έναν ειδικό
R-μόδιο W, καθώς και μια ειδική R-διγραμμική απεικόνιση

φ :M ˆN ÝÑ W,

η οποία προσδιορίζει μια R-γραμμική απεικόνιση rβ P HomR (W,Z) για οιαδήποτε
β P BilR(M,N ;W ) (όπουZ τυχώνR-μόδιος), ούτως ώστε η rβ να περιγράφει ουσιώ-
δεις ιδιότητες τής β. Αυτό το ζεύγος (W,φ) καλείται «τανυστικό γινόμενο» των M
και N, και -πέραν τού ότι πληροί την προαναφερθείσα «καθολική συνθήκη»- είναι
και μονοσημάντως ορισμένο. (Βλ. θεωρήματα 4.3.8 και 4.3.9).

4.3.6 Ορισμός. Έστω ότι M και N είναι δυο R-μόδιοι. Κάθε ζεύγος (W,φ), α-
ποτελούμενο από έναν R-μόδιο W και μια R-διγραμμική απεικόνιση

φ :M ˆN ÝÑ W,

καλείται τανυστικό γινόμενο τωνM καιN υπεράνω τούR όταν πληροί την ακό-
λουθη καθολική συνθήκη: Για κάθε R-διγραμμική απεικόνιση β από τον M ˆN

σε έναν τυχόντα R-μόδιο Z υπάρχει ένας μονοσημάντως ορισμένος ομομορφι-

10Οι εξισώσεις ab = 0K , cd = 0K , ad = 1K , bc = ´1K δεν διαθέτουν κοινές λύσεις ((a, b) , (c, d)) εντός τού
K2 ˆ K2.

11Εάν η Im (β) ήταν γραμμικός υπόχωρος τούK-διαν. χώρου V = K4, τότε Im (β) = LinK (Im (β)) και

X Ď Im (β) Ď V ùñ V = LinK (X ) Ď LinK (Im (β)) Ď LinK (V ) = V,

οπότε θα είχαμε Im (β) = V , πράγμα άτοπο, διότι (0K , 0K , 1K , 0K) R Im (β).
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σμός rβ P HomR (W,Z), ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

M ˆN
φ

//

β

""

W

œ

rβP HomR(W,Z)

��

Z

μεταθετικό, ήτοι

β(x, y) = rβ (φ (x, y)) , @ (x, y) P M ˆN.

(Η πρόταση 4.3.7 μας παρέχει δύο χρηστικές ιδιότητες για το ζεύγος (W,φ), οι ο-
ποίες, όταν ισχύουν από κοινού, ισοδυναμούν με την ως άνω καθολική συνθήκη.
Εξάλλου, μέσω τού θεωρήματος 4.3.11 αποδεικνύεται κατασκευαστικώς η ύπαρ-
ξη τανυστικού γινομένου για οιουσδήποτε R-μοδίους M και N . Προηγείται το
θεώρημα 4.3.8, το οποίο μας εγγυάται τη μοναδικότητά του.)

4.3.7 Πρόταση. Ένα ζεύγος (W,φ), αποτελούμενο από έναν R-μόδιο W και μια
R-διγραμμική απεικόνιση φ : M ˆ N ÝÑ W, είναι ένα τανυστικό γινόμενο των
R-μοδίων M και N εάν και μόνον εάν έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:
(i) H εικόνα Im (φ) τής φ παράγει τον W , ήτοι ισχύει LinR(Im (φ)) =W.

(ii) Για κάθε R-διγραμμική απεικόνιση β από τον M ˆN σε έναν τυχόντα R-μόδιο
Z υπάρχει ένας ομομορφισμός rβ P HomR (W,Z), τέτοιος ώστε β = rβ ˝ φ.

Αποδειξη. “ñ” Έστω (W,φ) ένα τανυστικό γινόμενο τωνM καιN.Η ιδιότητα (ii)
περιέχεται στον ορισμό 4.3.6. Για την επαλήθευση τής (i) θεωρούμε τον υπομόδιο
Z := LinR(Im (φ)) τού W και την R-διγραμμική απεικόνιση

β :M ˆN ÝÑ Z, (x, y) ÞÝÑ β(x, y) := φ(x, y).

Η καθολική συνθήκη που πληροί το τανυστικό γινόμενο τωνM καιN εγγυάται την
ύπαρξη μοναδικού rβ P HomR (W,Z) ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

W
rβ

��
ö

M ˆN

φ

;;

β
// Z
0 P

ι

``

μεταθετικό (όπου ι : Z ãÑ W η συνήθης ένθεση). Επομένως,

rβ ˝ φ = β ñ (ι ˝ rβ) ˝ φ = ι ˝ (rβ ˝ φ) = ι ˝ β = φ = idW ˝ φ

ñ ι ˝ rβ = idW (λόγω τής μοναδικότητας τέτοιου ομομορφισμού, βλ. 4.3.6)

ùñ
2.2.22

[η ι είναι επίρριψη] ñ Z = Im(ι) =W.
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“ð” Αρκεί να αποδείξουμε τη μοναδικότητα τού ομομορφισμού rβ με την ιδιότητα
β = rβ ˝ φ. Εάν υπάρχει rβ1 P HomR (W,Z) με β = rβ1 ˝ φ, τότε

rβ1 ˝ φ = rβ ˝ φ ñ rβ1
ˇ

ˇ

ˇ

Im(φ)
= rβ

ˇ

ˇ

ˇ

Im(φ)
ñ rβ1 = rβ

(λόγω τής (i)).

4.3.8 Θεώρημα (Μοναδικότητα τού τανυστικού γινομένου). Εάν τα (W,φ) και
(W 1, φ1) είναι τανυστικά γινόμενα τωνR-μοδίωνM καιN , τότε υπάρχει ένας μονο-
σημάντως ορισμένος ισομορφισμός h :W

–
ÝÑ W 1, ούτως ώστε να ισχύει h˝φ = φ1.

Αποδειξη. Από την καθολική συνθήκη που πληρούν τα τανυστικά γινόμενα (W,φ)

και (W 1, φ1) (βλ. 4.3.6)

[Dh P HomR

(
W,W 1

)
: h ˝ φ = φ1] και [Dh1 P HomR

(
W 1,W

)
: h1 ˝ φ1 = φ]

επί τη βάσει τού ακόλουθου μεταθετικού διαγράμματος:

W

œ

M ˆN

φ1

��

φ
oo

φ
// W

hoo

œ

W 1h1

]]

αφού θέσουμε Z := W 1, β := φ1 και rβ := h στην πρώτη περίπτωση, και, αντιστοί-
χως, Z :=W,β := φ και rβ := h1 στη δεύτερη περίπτωση. Επομένως,

(h1 ˝ h) ˝ φ = φ = idW ˝ φ,

h1 ˝ h P HomR (W,W )

idW P HomR (W,W )

,

/

.

/

-

ñ h1 ˝ h = idW

(εξαιτίας τής μοναδικότητας τού ομομορφισμού με την εν λόγω ιδιότητα) και κατ’
αναλογίαν h ˝ h1 = idW 1 . Αυτό σημαίνει ότι αμφότεροι οι h, h1 είναι ισομορφισμοί
με h1 = h´1.

4.3.9 Σημείωση. (i) Εάν το (W,φ) είναι ένα τανυστικό γινόμενο των R-μοδίων M
και N και

g :W
–

ÝÑ Z

ένας ισομορφισμός R-μοδίων, τότε, με ανάλογη συλλογιστική, δείχνουμε ότι και το
(Z, g ˝ φ) είναι ένα τανυστικό γινόμενο των M και N .
(ii) Κατ’ ουσίαν, το θεώρημα 4.3.8 μας πληροφορεί ότι ένα τανυστικό γινόμενο
(W,φ) των M και N , εφόσον υπάρχει, είναι μονοσημάντως ορισμένο «μέχρις ισο-
μορφισμού». Μάλιστα, όπως θα δούμε αργότερα (στο εδ. 4.5.39), στην ειδική περί-
πτωση κατά την οποία αμφότεροι οι M και N είναι ελεύθεροι και πεπερασμένως
παραγόμενοι, υπάρχει και η δυνατότητα επιλογής ενός «καλού εκπροσώπου» από
την κλάση των (ανά δύο ισομόρφων) ζευγών (W,φ).
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4.3.10 Ορισμός. Έστω ότι οι M και N είναι δυο R-μόδιοι. Θεωρούμε τον ελεύ-
θερο R-μόδιο R(MˆN) με το σύνολο Im (δ) =

␣

δ(x,y)
ˇ

ˇ (x, y) P M ˆN
(

ως μια
βάση του, όπου η δ είναι η ενριπτική απεικόνιση

δ :M ˆN ÝÑ R(MˆN), (x, y) ÞÝÑ δ(x,y),

με

M ˆN Q (x, y) ÞÝÑ δ(x,y) (a, b) :=

#

1R, όταν (x, y) = (a, b),

0R, όταν (x, y) ‰ (a, b).

(Βλ. 2.5.5 και 2.5.12.) Εν συνεχεία ορίζουμε τον υπομόδιοΞM,N (R) τούR(MˆN)

τον παραγόμενο από τα στοιχεία τής μορφής
(i) δ(r1x+r2x1,y) ´ r1 δ(x,y) ´ r2 δ(x1,y), (x, x

1, y) P M ˆM ˆN, (r1, r2) P R ˆR, και

(ii) δ(x,r1y+r2y1) ´ r1 δ(x,y) ´ r2 δ(x,y1), (x, y, y
1) P M ˆN ˆN, (r1, r2) P R ˆR,

και συμβολίζουμε απλώς ως π τον φυσικό επιμορφισμό

πR
(MˆN)

ΞM,N (R) : R
(MˆN) ÝÑ R(MˆN) /ΞM,N (R) .

Τώρα πλέον έχουμε στη διάθεσή μας όλα εκείνα τα τεχνικά μέσα, τα οποία θα α-
παιτηθούν για την κατασκευή τανυστικού γινομένου για οιουσδήποτεR-μοδίους
M και N .

4.3.11 Θεώρημα (Ύπαρξη τού τανυστικού γινομένου).
Για οιουσδήποτε R-μοδίους M και N , το ζεύγος (W,φ), όπου

W := R(MˆN) /ΞM,N (R) , φ := π ˝ δ (4.7)

αποτελεί τανυστικό γινόμενο των M και N.

Αποδειξη. Αυτή θα παρουσιασθεί σε τρία διαδοχικά βήματα.
Βήμα 1ο. Η απεικόνιση φ := π ˝ δ :M ˆN ÝÑ W είναι R-διγραμμική. Πράγματι·
για οιαδήποτε r1, r2 P R, x1, x2 P M και y P N έχουμε

$

’

’

&

’

’

%

φ(r1x1 + r2x2, y) = δ(r1x1+r2x2,y) + ΞM,N (R) ,

r1φ(x1, y) + r2φ(x2, y) = r1δ(x1,y) + r2δ(x2,y) + ΞM,N (R) ,

4.3.10 ñ δ(r1x1+r2x2,y) ´ (r1δ(x1,y) + r2δ(x2,y)) P ΞM,N (R) .

,

/

/

.

/

/

-

Εξ αυτών έπεται ότι φ(r1x1 + r2x2, y) = r1φ(x1, y) + r2φ(x2, y). Επίσης, για οια-
δήποτε r1, r2 P R, x P M και y1, y2 P N,φ(x, r1y1+ r2y2) = r1φ(x, y1)+ r2φ(x, y2).

Βήμα 2ο. Έστω Z τυχών R-μόδιος και έστω β P BilR(M,N ;Z). Κατόπιν διπλής ε-
φαρμογής τής καθολικής συνθήκης που πληροί ο ελεύθερος R-μόδιος (R(MˆN), δ)

επί τού M ˆ N για τις απεικονίσεις φ και β (βλ. 2.5.1 και 2.5.5) λαμβάνουμε μονο-
σημάντως ορισμένους

φ P HomR(R
(MˆN),W ) : φ ˝ δ = φ και β P HomR(R

(MˆN), Z) : β ˝ δ = β.
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Σημειωτέον ότι φ = π (λόγω τής μοναδικότητας τού φ με αυτήν την ιδιότητα, καθό-
σον π ˝ δ =: φ). Ως εκ τούτου, προκύπτει το εξής μεταθετικό διάγραμμα:

W

M ˆN

φ

OO

δyy β
##

ö

œ

R(MˆN)

φ=π

22

β

// Z

Βήμα 3ο. Από την R-διγραμμικότητα τής β έπεται ότι ΞM,N (R) Ď Ker(β). Λόγω
αυτού τού εγκλεισμού είναι δυνατή η εφαρμογή τής καθολικής ιδιότητας 2.3.6 (i)
για τον πηλικομόδιο W στον β και η απόκτηση ενός και μόνον

rβ P HomR(W,Z) : rβ ˝ π = rβ ˝ φ = β.

Προφανώς, rβ ˝ φ = rβ ˝ (φ ˝ δ) = (rβ ˝ φ) ˝ δ = β ˝ δ = β.

W

rβ

��

M ˆN

φ

OO

δyy β
##

ö

œ œ

R(MˆN)

φ=π

22

β

// Z

Για να δείξουμε ότι ο rβ είναι μονοσημάντως ορισμένος και ως προς αυτήν την ιδιό-
τητα αρκεί (δυνάμει τής προτάσεως 4.3.7) να δείξουμε ότι η εικόνα τής φ είναι ένα
σύνολο γεννητόρων τού W. Τούτο έπεται από τις ισότητες

LinR(Im (φ)) = LinR(φ(M ˆN)) = LinR(π(δ(M ˆN)))

= π(LinR(δ(M ˆN))) = π(LinR(Im(δ))) = π(R(MˆN)) =W,

με την τρίτη εξ αυτών οφειλόμενη στην επιρριπτικότητα τού π και με την πέμπτη
προκύπτουσα από το λήμμα 2.5.2 και το θεώρημα 2.5.5.

4.3.12 Ορισμός. Δοθέντων δυο R-μοδίων M και N , κατασκευάζουμε το ζεύγος
(W,φ) μέσω τού (4.7) και χρησιμοποιούμε τον (κλασικό) συμβολισμό:

M bR N :=W.

Δυνάμει τού θεωρήματος 4.3.8 και τής σημειώσεως 4.3.9 μπορούμε, αναφερόμε-
νοι -από τούδε και στο εξής- στο (M bR N,φ), να ομιλούμε για το τανυστικό
γινόμενο των R-μοδίων M και N . Επίσης, ονομάζουμε την φ τανυστική απει-
κόνιση τού W .



§4.3 ΤΑΝΥΣΤΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ 241

4.3.13 Ορισμός. Τα στοιχεία τού υποκειμένου συνόλου W τού τανυστικού γι-
νομένου (W =M bR N,φ) των R-μοδίων M και N ονομάζονται τανυστές. Ι-
διαιτέρως, κάθε τανυστής τής μορφής x b y := φ (x, y) P Im (φ) , για κάποια
x P M,y P N, καλείται αποσυντιθέμενος (ή στοιχειώδης) τανυστής12 τού W.

4.3.14 Πόρισμα. Έστω (W =M bR N,φ) το τανυστικό γινόμενο τωνR-μοδίωνM
και N. Τότε ισχύουν οι ακόλουθοι υπολογιστικοί κανόνες για τους αποσυντιθέμε-
νους τανυστές τού W :
(i) (x1 + x2) b y = (x1 b y) + (x2 b y) , για κάθε x1, x2 P M και κάθε y P N,

(ii) xb (y1 + y2) = (xb y1) + (xb y2) , για κάθε x P M και κάθε y1, y2 P N,

(iii) r (xb y) = (rxb y) = (xb ry) , για κάθε x P M,y P N, και κάθε r P R,

(iv) 0M b y = 0W = xb 0N , για κάθε x P M και y P N .

Αποδειξη. Επειδή xby = φ (x, y) , όλοι οι αναγραφόμενοι υπολογιστικοί κανόνες
έπονται άμεσα από την R-διγραμμικότητα τής φ :M ˆN ÝÑ W .

4.3.15 Πόρισμα. Έστω (W =M bR N,φ) το τανυστικό γινόμενο τωνR-μοδίωνM
και N. Τότε για κάθε τανυστή w P W υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους στοιχεία
xi P M,yi P N και ri P R, 1 ď i ď k, k P N, τέτοια ώστε να ισχύει η ισότητα

w =
k
ÿ

i=1

ri (xi b yi) . (4.8)

Αποδειξη. Επειδή LinR(Im (φ)) =W (κατά την πρόταση 4.3.7), κάθε στοιχείο τού
W γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός αποσυντιθέμενων τανυστών.

4.3.16 Πόρισμα. ΕάνM,N είναιR-μόδιοι, με τουλάχιστον έναν εξ αυτών τετριμμέ-
νο, τότε και το τανυστικό γινόμενο M bR N είναι τετριμμένος R-μόδιος.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το πόρισμα 4.3.15 και από το (iv) τού 4.3.14.

4.3.17 Σημείωση. Το αντίστροφο τού πορίσματος 4.3.16 δεν είναι αληθές αν δεν
πληρούνται κάποιες επιπρόσθετες συνθήκες. (Βλ. παράδειγμα 4.3.20 (ii), καθώς και
το (ii) τού πορίσματος 4.4.11.)

4.3.18 Πόρισμα. Έστω W =M bR N το τανυστικό γινόμενο των R-μοδίων M και
N. Τότε κάθε w P W γράφεται ως άθροισμα πεπερασμένου πλήθους αποσυντιθέ-
μενων τανυστών.

Αποδειξη. H παράσταση (4.8) τυχόντος w P W μπορεί (μέσω τής 4.3.14 (iii)) να
γραφεί ως: w =

řk
i=1 ri (xi b yi) =

řk
i=1 (rixi b yi) =

řk
i=1 (xi b riyi) , απ’ όπου

έπεται το ζητούμενο.

4.3.19 Παρατήρηση. (i) Εξ όσων αναφέρονται στην απόδειξη τού 4.3.18 η παρά-
σταση (4.8) και η παράσταση ενός τανυστή w P W ως άθροισμα πεπερασμένου

12Για δοθέντα αποσυντιθέμενο τανυστή u b v, τα u και v ονομάζονται ενίοτε παράγοντές του.
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πλήθους αποσυντιθέμενων τανυστών δεν είναι -εν γένει- μονοσημάντως ορισμένες.
(ii) Θα πρέπει, επιπροσθέτως, να επισημανθεί ότι -εν γένει- είναι δυνατή η ύπαρξη
μη αποσυντιθέμενων τανυστών w P W . Για ένα απλό παράδειγμα βλ. 4.4.9.
(iii) Μέσω τής προτάσεως 4.3.7 αποδεικνύεται ότι για οιονδήποτεR-μόδιοZ η απει-
κόνιση BilR(M,N ;Z) Q β ÞÝÑ rβ P HomR(W,Z) αποτελεί ισομορφισμό R-μοδίων,
έχουσα ως αντίστροφό της την HomR(W,Z) Q f ÞÝÑ f ˝ φ P BilR(M,N ;Z). Ε-
άν λοιπόν κάποιος προτίθεται να ορίσει για έναν συγκεκριμένο R-μόδιο Z έναν
ομομορφισμό f P HomR(W,Z) μέσω συγκεκριμένου τύπου, είναι αρκετό να προ-
καθορίσει μόνον το ποιες θα είναι οι τιμές που θα λαμβάνει ο f επί τού συνόλου
Im(φ) των αποσυντιθέμενων τανυστών! Και αυτό, διότι (σύμφωνα με το πόρισμα
4.3.18) κάθε w P W γράφεται υπό τη μορφή w = x1 by1+ ¨ ¨ ¨+xk byk, για κάποια
x1, ..., xk P M και κάποια y1, ..., yk P N, οπότε f(w) = f(x1 by1)+ ¨ ¨ ¨+f(xkbyk).

Εν τοιαύτη περιπτώσει, είθισται να λέμε (ή να γράφουμε) ότι ένας τέτοιος f ορίζε-
ται επί τού συνόλου των αποσυντιθέμενων τανυστών ως εξής: ..... (παραθέτοντας το
ποια ακριβώς θα είναι τα στοιχεία13 f(xb y) τού Z για κάθε (x, y) P Im(φ)).

4.3.20 Παραδείγματα. Στο σημείο αυτό δίνουμε κάποια πρώτα «απτά» παραδείγ-
ματα τανυστικών γινομένων M bR N δυο R-μοδίων M και N .
(i) Εάν R = Z και M = N = Z2, τότε Z2 bZ Z2 – Z2. Πράγματι· το καρτεσια-
νό γινόμενο των M και N είναι το t([0]2 , [0]2) , ([0]2 , [1]2) , ([1]2 , [0]2) , ([1]2 , [1]2)u.

Επομένως ο R(MˆN) είναι ένας ελεύθερος Z-μόδιος βαθμίδας 4 με τo

tδ([0]2,[0]2)
, δ([0]2,[1]2)

, δ([1]2,[0]2)
, δ([1]2,[1]2)

u

ως μια βάση του. Δεδομένου ότι 2 [a]2 = [2a]2 = [0]2 για κάθε a P Z, έχουμε
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

δ([0]2,[0]2)
´ 0 ¨ δ([0]2,[0]2)

= δ([0]2,[0]2)
P ΞM,N (R) ,

δ([0]2,[1]2)
´ 0 ¨ δ([0]2,[1]2)

= δ([0]2,[1]2)
P ΞM,N (R) ,

δ([1]2,[0]2)
´ 0 ¨ δ([1]2,[0]2)

= δ([1]2,[0]2)
P ΞM,N (R) ,

και 2δ([a]2,[b]2) = δ([0]2,[0]2)
P ΞM,N (R) , @ (a, b) P Z ˆ Z.

Ωστόσο, όπως διαπιστώνει κανείς εύκολα, δ([1]2,[1]2) R ΞM,N (R), οπότε

M bR N = R(MˆN)/ΞM,N (R) =
!

ΞM,N (R) , δ([1]2,[1]2)
+ ΞM,N (R)

)

– Z2.

(ii) Το τανυστικό γινόμενο δυο μη τετριμμένων μοδίων δεν είναι κατ’ ανάγκην μη
τετριμμένο. (Πρβλ. 4.4.11). Π.χ., εάν R = Z, M = Zm και N = Zn, όπου m,n P N
με μκδ(m,n) = 1, τότε Zm bZ Zn – t0u. Πράγματι· τούτο έπεται από το ότι

[a]m b [b]n = 0ZmbZZn , @ (a, b) P Z ˆ Z,

13Επειδή, βάσει των προαναφερθέντων, ο f οφείλει να είναι τής μορφής rβ για συγκεκριμένη β P BilR(M,N ;Z),
είναι αρκετό να περιγραφεί ο τύπος ορισμού τής αντίστοιχης β.
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σε συνδυασμό με το πόρισμα 4.3.18. Η εν λόγω ισότητα αποδεικνύεται ως εξής:
Επειδή D (µ, ν) P Z ˆ Z : µm+ νn = 1, έχουμε

[a]m b [b]n = 1 ¨
(
[a]m b [b]n

)
= (µm+ νn)

(
[a]m b [b]n

)
= µm

(
[a]m b [b]n

)
+ νn

(
[a]m b [b]n

)
=
(
µm [a]m b [b]n

)
+
(
[a]m b νn [b]n

)
= (µ [ma]m

loomoon

=[0]m

b [b]n) + ([a]m b ν [nb]n
loomoon

=[0]n

= 0ZmbZZn + 0ZmbZZn = 0ZmbZZn .

(Bλ. πόρισμα 4.3.14.) Σημειωτέον ότι, γενικότερα, για οιουσδήποτε m,n P N έχου-
με14

Zm bZ Zn – Zμκδ(m,n). (4.9)

(iii) Έστω M είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος. Τότε για κάθε σύνολο J ‰ ∅ ισχύει

M (J) – R(J) bRM.

Πράγματι· η απεικόνιση

φ : R(J) ˆM ÝÑ M (J), ((rj)jPJ , x) ÞÝÑ (rjx)jPJ ,

είναι R-διγραμμική και για κάθε (xj)jPJ P M (J) έχουμε (xj)jPJ =
ř

jPJ

φ (ej , xj) ,

όπου (ej)jPJ είναι η συνήθης βάση τούR(J), οπότε LinR(Im (φ)) =M (J).Εξάλλου,
εάν Z είναι τυχών R-μόδιος και β P BilR

(
R(J),M ;Z

)
, τότε η απεικόνιση

rβ :M (J) ÝÑ Z, rβ((xj)jPJ) :=
ř

jPJ

β (ej , xj)

αποτελεί έναν ομομορφισμό R-μοδίων για τον οποίο ισχύει

rβ(φ(((rj)jPJ , x))) =
rβ((rjx)jPJ) =

ř

jPJ

rjβ (ej , x)

=
ř

jPJ

β (rjej , x) = β((rj)jPJ , x), @((rj)jPJ , x) P R(J) ˆM.

Ως εκ τούτου, το ζεύγος (M (J), φ) είναι (μέχρις ισομορφισμού) το τανυστικό γινόμε-
νο των R(J) και M. (Bλ. 4.3.7 και 4.3.8). Προφανώς, όταν n P N και J = t1, . . . , nu,
λαμβάνουμε

Mn =M ˆ ¨ ¨ ¨ ˆM
looooooomooooooon

n φορές

– Rn bRM.

(iv) Εάν m,n P N, τότε ο R-μόδιος Matmˆn (R) όλων των (mˆ n)-πινάκων με τις
εγγραφές τους ειλημμένες από τονR (βλ. 2.1.5 (v)) μπορεί να ιδωθεί ως το τανυστικό
γινόμενο των Rm και Rn, καθότι

Matmˆn (R) – Matmˆ1 (R) bR Matnˆ1 (R) – Rm bR R
n.

14Βλ. παρατήρηση 4.5.13.
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Πράγματι· η απεικόνιση ψ : Matmˆ1 (R) ˆ Matnˆ1 (R) ÝÑ Matmˆn (R) ,

ψ

 x1
...
xm

 ,

 y1
...
yn

 :=

 x1
...
xm

  y1
...
yn

⊺

=

 x1y1 ¨ ¨ ¨ x1yn
... ¨ ¨ ¨

...
xmy1 ¨ ¨ ¨ xmyn

 ,

είναι R-διγραμμική. Εάν
$

’

&

’

%

E(1)
i :=

 δi1
...
δim


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ď i ď m

,

/

.

/

-

,

$

’

&

’

%

E(2)
j :=

 δj1
...
δjn


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ď j ď n

,

/

.

/

-

είναι οι συνήθεις βάσεις των Matmˆ1 (R) και Matnˆ1 (R) , αντιστοίχως (με το
δij να εκφράζει -ως είθισται- το σύμβολο τού Kronecker), τότε ισχύει προφανώς
LinR(Im (ψ)) = Matmˆn (R) , για κάθε δε πίνακα A = (aij) P Matmˆn (R) έχουμε

A =
m
ř

i=1

ψ
(

E(1)
i , (ai1, ai2, . . . , ain)

)
,

και η οικογένεια πινάκων
(

Eij := ψ
(

E(1)
i ,E(2)

j

))
1ďiďm, 1ďjďn

είναι η συνήθης βά-

ση τού ελευθέρουR-μοδίου Matmˆn (R) (όπου, για δοθέντα i, j, η στην i-στή γραμ-
μή και j-στή στήλη ευρισκομένη εγγραφή τού πίνακα (Eij) είναι το μοναδιαίο στοι-
χείο 1R τού R, ενώ οι υπόλοιπες εγγραφές είναι = 0R). Εάν λοιπόν Z είναι τυχών
R-μόδιος και

β P BilR (Matmˆ1 (R) ,Matnˆ1 (R) ;Z) ,

τότε η απεικόνιση

rβ : Matmˆn (R) ÝÑ Z, rβ (Eij) := β(E(1)
i ,E(2)

j ),@ (i, j) P t1, ..,mu ˆ t1, .., nu.

αποτελεί έναν ομομορφισμό R-μοδίων για τον οποίο ισχύει[
rβ(ψ(E(1)

i ,E(2)
j )) = β(E(1)

i ,E(2)
j ),@ (i, j) P t1, ..,mu ˆ t1, .., nu

]
ùñ rβ ˝ ψ = β.

Κατά συνέπειαν, το ζεύγος (Matmˆn (R) , ψ) είναι (μέχρις ισομορφισμού) το τανυ-
στικό γινόμενο των Matmˆ1 (R) – Rm και Matnˆ1 (R) – Rn το οριζόμενο υπεράνω
τού R. (Bλ. 4.3.7, 4.3.8 και 4.5.6 (iii).) Προφανώς, επειδή για κάθε x1

...
xm

 ,

 y1
...
yn

 P Matmˆ1 (R) ˆ Matnˆ1 (R)

έχουμε  x1
...
xm

b

 y1
...
yn

 =

 x1y1 ¨ ¨ ¨ x1yn
... ¨ ¨ ¨

...
xmy1 ¨ ¨ ¨ xmyn

 ,

η ως άνω διαδικασία κατασκευής τού τανυστικού γινομένου μπορεί να εκτελεσθεί
και για γραμμοπίνακες (στη θέση των στηλοπινάκων).



§4.4 IΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΑΝΥΣΤΙΚΟΥ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ 245

4.4 IΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΑΝΥΣΤΙΚΟΥ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ

Για τη διευκόλυνση των υπολογισμών που απαιτούνται για τον προσδιορισμό τού
τανυστικού γινομένου δύο δοθέντωνR-μοδίων παρατίθενται οι κύριες ιδιότητες τού
“bR” (στα θεωρήματα 4.4.1, 4.4.5, 4.4.6 και 4.4.7).

4.4.1 Θεώρημα (Μεταθετικότητα τού ‘‘ bR ”).
Για οιουσδήποτε R-μοδίους M,N υφίσταται κανονιστικός ισομορφισμός

M bR N
–

ÝÑ N bRM

ο οποίος ορίζεται (επί τού συνόλου των αποσυντιθέμενων τανυστών) από τον τύπο

M bR N Q xb y ÞÝÑ y b x P N bRM.

Αποδειξη. Θεωρούμε τα ταν. γινόμενα (W =MbRN,φ) και (W 1 = NbRM,φ1).

Η απεικόνιση

β :M ˆN ÝÑ N bRM, (x, y) ÞÝÑ β(x, y) := y b x = φ1(y, x),

είναι R-διγραμμική. Άρα υπάρχει μοναδικός rβ P HomR(W,W
1) με

rβ(φ(x, y)) = rβ(xb y) = β(x, y) = y b x, @(x, y) P M ˆN.

M bR N =W
rβ

((
œ

M ˆN

φ
77

β
// N bRM (=: Z)

Επίσης, η απεικόνιση

γ : N ˆM ÝÑ M bR N, (y, x) ÞÝÑ γ(y, x) := xb y = φ(x, y),

είναι R-διγραμμική. Άρα υπάρχει μοναδικός rγ P HomR(W
1,W ) με

rγ(φ1(y, x)) = rγ(y b x) = γ(y, x) = xb y, @(x, y) P M ˆN.

N bRM =W 1

rγ

))
œ

M ˆN

φ1
77

γ
// M bR N (=: Z)

Για κάθε (x, y) P M ˆN έχουμε προφανώς
$

&

%

(rβ ˝ rγ)(φ1(y, x)) = rβ(xb y) = φ1(y, x)

(rγ ˝ rβ)(φ(x, y)) = rγ(y b x) = φ(x, y)

,

.

-

ñ

$

’

’

&

’

’

%

(rβ ˝ rγ)
ˇ

ˇ

ˇ

Im(φ1)
= idW 1 |Im(φ1)

(rγ ˝ rβ)
ˇ

ˇ

ˇ

Im(φ)
= idW |Im(φ)

,

/

/

.

/

/

-

,

οπότε rβ ˝ rγ = idW 1 και rγ ˝ rβ = idW . (LinR(Im (φ)) = W και LinR(Im (φ1)) = W 1,

βλ. 4.3.7). Αυτό σημαίνει ότι αμφότεροι οι rβ, rγ είναι ισομορφισμοί με rγ = rβ´1.
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4.4.2 Σημείωση. Η μεταθετικότητα αυτή ισχύει για R-μοδίους με ακρίβεια ισομορ-
φισμού. Ωστόσο, ότανM = N και x1, x2 P M, οι αποσυντιθέμενοι τανυστές x1 bx2
και x2 b x1 τού M bR M δεν είναι κατ’ ανάγκην ίσοι (αφού ο υφιστάμενος αυτο-
μορφισμός τού M bRM δεν είναι κατ’ ανάγκην η ταυτοτική απεικόνιση).

4.4.3 Θεώρημα. Για οιονδήποτεR-μόδιοM υφίστανται κανονιστικοί ισομορφισμοί

R bRM
–

ÝÑ M bR R
–

ÝÑ M.

Αποδειξη. Για τον πρώτο ισομορφισμό βλ. θεώρημα 4.4.1 (με τους R και M στη
θέση των εκεί παρατεθέντων M και N, αντιστοίχως). Η απεικόνιση

β :M ˆR ÝÑ M, (x, r) ÞÝÑ β(x, r) := rx,

είναιR-διγραμμική. Ως εκ τούτου, εάν φ είναι η τανυστική απεικόνιση τούMbRR,

τότε υπάρχει μοναδικός rβ P HomR(M bR R,M) με rβ ˝ φ = β.

M bR R
rβ

��
ö

M ˆR

φ

99

β
// M (=: Z)

β1

ff

Από την άλλη μεριά, η απεικόνιση

β1 :M ÝÑ M bR R, x ÞÝÑ β1(x) := xb 1R,

αποτελεί ομομορφισμό R-μοδίων, για κάθε x P M έχουμε

rβ(β1(x)) = rβ(xb 1R) = rβ(φ(x, 1R)) = β(x, 1R) = 1Rx = x,

οπότε rβ ˝ β1 = idM , ενώ για κάθε ζεύγος (x, r) P M ˆR έχουμε

β1(rβ(φ(x, r))) = β1(β(x, r)) = β1(rx) = (rx) b 1R = r(xb 1R) = xb r = φ(x, r),

οπότε (β1 ˝ rβ)
ˇ

ˇ

ˇ

Im(φ)
= idMbRR|Im(φ) ñ β1 ˝ rβ = idMbRR (διότι κατά την πρότα-

ση 4.3.7, LinR(Im (φ)) = M bR R). Εξ αυτών έπεται ότι αμφότεροι οι rβ, β1 είναι
ισομορφισμοί με β1 = rβ´1.

4.4.4 Παρατήρηση. Ειδικότερα, για M = R, έχουμε R bR R – R.

4.4.5 Θεώρημα (Προσεταιριστικότητα τού ‘‘ bR ”).
Για οιουσδήποτε R-μοδίους L,M,N υφίσταται κανονιστικός ισομορφισμός

(LbRM) bR N
–

ÝÑ LbR (M bR N).
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Αποδειξη. Θεωρούμε τα τανυστικά γινόμενα (W = LbRM,φ),

(U = (LbRM) bR N,ψ) και (U 1 = LbR (M bR N), ψ1).

Παγιώνοντας ένα z P N διαπιστώνουμε (μέσω τού πορίσματος 4.3.14) ότι η απει-
κόνιση

βz : LˆM ÝÑ U 1, (x, y) ÞÝÑ βz(x, y) := xb (y b z),

είναι R-διγραμμική. Από τον ορισμό 4.3.6 τού τανυστικού γινομένου (W,φ) δια-
σφαλίζεται η ύπαρξη ενός και μόνον rβz P HomR(W,U

1) με rβz ˝φ = βz.Προφανώς,
για κάθε ζεύγος (x, y) P LˆM,

rβz(φ(x, y)) = rβz(xb y) = βz(x, y) = xb (y b z).

W
Ăβz

  
œ

LˆM

φ

;;

βz

// U 1

Επιπροσθέτως, λόγω των ισχυόντων υπολογιστικών κανόνων (τού 4.3.14), και η α-
πεικόνιση γ : W ˆ N ÝÑ U 1 η οριζόμενη επί των αποσυντιθέμενων τανυστών τού
W μέσω τού τύπου

γ((xb y), z) := βz(x, y) = xb (y b z), @z P N,

είναιR-διγραμμική. Από τον ορισμό 4.3.6 τού τανυστικού γινομένου (U,ψ) διασφα-
λίζεται η ύπαρξη ενός και μόνον rγ P HomR(U,U

1) με την ιδιότητα: rγ ˝ ψ = γ.

U
rγ

  
œ

W ˆN

ψ

;;

γ
// U 1

Προφανώς, για κάθε τριάδα (x, y, z) P LˆM ˆN,

rγ(ψ(φ(x, y), z)) = rγ(ψ(xb y, z)) = γ(xb y, z) = βz(x, y) = xb (y b z).

Παρομοίως, είναι δυνατός ο προσδιορισμός μιας R-διγραμμικής απεικονίσεως
ϑ : L ˆ (M bR N) ÝÑ U, για την οποία υπάρχει μοναδικός rϑ P HomR(U

1, U) με
την ιδιότητα: rϑ ˝ ψ1 = ϑ, όπου

rϑ(xb (y b z)) = (xb y) b z, @(x, y, z) P LˆM ˆN.

U 1

rϑ

��
œ

Lˆ (M bR N)

ψ1
88

ϑ
// U
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Επειδή LinR(Im (ψ)) = U και LinR(Im (ψ1)) = U 1, έχουμε
$

’

’

&

’

’

%

(rϑ ˝ rγ)
ˇ

ˇ

ˇ

Im(ψ)
= idU |Im(ψ)

(rγ ˝ rϑ)
ˇ

ˇ

ˇ

Im(ψ1)
= idU 1 |Im(ψ1)

,

/

/

.

/

/

-

ñ

$

&

%

rϑ ˝ rγ = idU

rγ ˝ rϑ = idU 1

,

.

-

,

απ’ όπου έπεται ότι αμφότεροι οι rγ, rϑ είναι ισομορφισμοί με rϑ = rγ´1.

4.4.6 Θεώρημα (Επιμεριστική ιδιότητα). Για οιεσδήποτε οικογένειες R-μοδίων
(Mj)jPJ και (Nλ)λPΛ υφίσταται κανονιστικός ισομορφισμός

(
À

jPJ

Mj) bR (
À

λPΛ

Nλ)
–

ÝÑ
À

(j,λ)PJˆΛ

(Mj bR Nλ).

Αποδειξη. Θέτουμε W :=
À

(j,λ)PJˆΛ

(Mj bR Nλ),M :=
À

jPJ

Mj και N :=
À

λPΛ

Nλ,

και ορίζουμε την απεικόνιση

φ :M ˆN ÝÑ W, φ((xj)jPJ , (yλ)λPΛ) := (xj b yλ)(j,λ)PJˆΛ.

Θα αποδείξουμε ότι το ζεύγος (W,φ) αποτελεί τανυστικό γινόμενο των M και N.
Έστω Z τυχών R-μόδιος και έστω β P BilR(M,N ;Z). Ας συμβολίσουμε ως

inMj :Mj ãÑ M, inNλ : Nλ ãÑ N και inWj,λ :Mj bR Nλ ãÑ W

τις φυσικές ενθέσεις καθενός προσθετέου εντός των ευθέων αθροισμάτωνM,N και
W, αντιστοίχως, και ως φj,λ : Mj ˆ Nλ ÝÑ Mj bR Nλ την τανυστική απεικόνιση
τούMjbRNλ για κάθε ζεύγος (j, λ) P JˆΛ.Εφαρμόζοντας την καθολική συνθήκη
που πληροί το (Mj bR Nλ, φj,λ) για την

βj,λ := β ˝ (inMj ˆ inNλ ) P BilR(Mj , Nλ;Z)

λαμβάνουμε μοναδικόν rβj,λ P HomR(Mj bR Nλ, Z) με rβj,λ ˝ φj,λ = βj,λ.

Mj ˆNλ

ö

_�

inMj ˆinNλ

��

βj,λ
))

φj,λ
// Mj bR Nλ v�

inWj,λ

��

œ rβj,λ
��

Z

ö

œ

M ˆN

β

55

φ
// W

γj,λ

ee

Εν συνεχεία, εφαρμόζοντας για τους ομομορφισμούς rβj,λ την καθολική συνθήκη
τού συγκινομένου (W, (inWj,λ)(j,λ)PJˆΛ) (βλ. 2.4.7 και 2.4.12) λαμβάνουμε μονοση-
μάντως ορισμένους

γj,λ P HomR(W,Z) : γj,λ ˝ inWj,λ = rβj,λ, @(j, λ) P J ˆ Λ.
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Εάν γ :=
À

(j,λ)PJˆΛ

γj,λ, τότε για κάθε ((xj)jPJ , (yλ)λPΛ) P M ˆN έχουμε

(γ ˝ φ) ((xj)jPJ , (yλ)λPΛ) = γ((xj b yλ)(j,λ)PJˆΛ) =
ř

(j,λ)PJˆΛ

rβj,λ(xj b yλ)

=
ř

(j,λ)PJˆΛ

βj,λ(xj , yλ) =
ř

(j,λ)PJˆΛ

(β ˝ (inMj ˆ inNλ ))(xj , yλ)

=
ř

(j,λ)PJˆΛ

β(inMj (xj), inNλ (yλ)) = β(
ř

jPJ

xj ,
ř

λPΛ

yλ) = β((xj)jPJ , (yλ)λPΛ),

ήτοι γ ˝φ = β. Εξάλλου, από τον ορισμό τής φ είναι φανερό ότιW = LinR(Im(φ)).

Συνεπώς το (W,φ) αποτελεί πράγματι τανυστικό γινόμενο των M και N. (Βλ. πρό-
ταση 4.3.7.) Αρκεί, τέλος, να εφαρμοσθεί το θεώρημα 4.3.8.

4.4.7 Θεώρημα (Τανυστικό γινόμενο δυο ελευθέρων R-μοδίων). Εάν M,N είναι
δυο ελεύθεροι R-μόδιοι, τότε και το τανυστικό γινόμενό τους M bR N είναι ένας
ελεύθερος R-μόδιος. Ειδικότερα, εάν (xj)jPJ και (yλ)λPΛ είναι βάσεις των M και
N, αντιστοίχως, τότε η οικογένεια txj b yλ| (j, λ) P J ˆ Λu συνιστά μια βάση τού
M bR N. Ως εκ τούτου,

rankR(M bR N) = rankR(M) rankR(N). (4.10)

Αποδειξη. Εάν ένας εκ των M,N είναι τετριμμένος, τότε ο ισχυρισμός είναι προ-
δήλως αληθής. Έστω ότι αμφότεροι είναι μη τετριμμένοι. Εξ υποθέσεως, έχουμε
M =

À

jPJ

Rxj και N =
À

λPΛ

Ryλ. Από το θεώρημα 4.4.6 συνάγεται ότι

M bR N =

(
À

iPI

Rxi

)
bR

(
À

λPΛ

Ryλ

)
–

À

(j,λ)PJˆΛ

(Rxi bR Ryλ) =
À

(j,λ)PJˆΛ

R (xi b yλ) .

Η (4.10) είναι επακόλουθο τού ότι rankR (M bR N) = card(J)¨ card(Λ).

4.4.8 Πόρισμα. Εάν V1, V2 είναι διανυσματικοί χώροι οριζόμενοι υπεράνω ενός σώ-
ματος K, τότε

dimK(V1 bK V2) = dimK(V1) dimK(V2). (4.11)

4.4.9 Παράδειγμα. Έστω K ένα σώμα και έστω te1 = (1K , 0K), e2 = (0K , 1K)u η
συνήθης βάση τούK-διανυσματικού χώρουK2. Εάν V := K2 bKK

2, τότε η (4.11)
δίδει dimK (V ) = 4 και το σύνολο tei b ej | i, j P t1, 2uu αποτελεί μια βάση τού V .
Σημειωτέον ότι ο τανυστής v P V ο οριζόμενος μέσω τού τύπου

v := e1 b e2 + e2 b e1

δεν είναι αποσυντιθέμενος. Πράγματι· εάν υποθέσουμε ότι υπάρχουν διανύσματα

x = λ1e1 + λ2e2 P K2, y = µ1e1 + µ2e2 P K2,
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τέτοια ώστε να ισχύει v = xb y, τότε, εφαρμόζοντας τους υπολογιστικούς κανόνες
τού πορίσματος 4.3.14 λαμβάνουμε

e1 b e2 + e2 b e1 = λ1µ1 (e1 b e1) + λ1µ2 (e1 b e2) + λ2µ1 (e2 b e1) + λ2µ2 (e2 b e2) ,

ή -ισοδυνάμως-

λ1µ1 (e1 b e1) + (λ1µ2 ´ 1K) (e1 b e2) + (λ2µ1 ´ 1K) (e2 b e1) + λ2µ2 (e2 b e2) = 0V ,

απ’ όπου συνάγεται ότι λ1µ1 = λ1µ2 ´ 1K = λ2µ1 ´ 1K = λ2µ2 = 0K . Τούτο είναι
προδήλως ένα σύστημα μη συμβιβαστών ισοτήτων. Άτοπο!

4.4.10 Πόρισμα. Έστω ότι οι M και N είναι δυο R-μόδιοι και ότι ο N είναι ελεύθε-
ρος έχων την οικογένεια (yj)jPJ ως μια βάση του. Τότε η απεικόνιση

M (J) ÝÑ M bR N, (xj)jPJ ÞÝÑ
ř

jPJ

xj b yj ,

είναι ένας ισομορφισμός R-μοδίων και -ως εκ τούτου- κάθε τανυστής w P M bRN

γράφεται μονοσημάντως15 υπό τη μορφή

w =
ř

jPJ

xj b yj , xj P M (J).

Αποδειξη. Η εν λόγω βάση καθορίζει έναν ομομορφισμό R-μοδίων

α :M (J) ÝÑ M bR N – M bR

À

jPJ

Ryj –
À

jPJ

(M bR Ryj) (– M bR R
(J))

α((xj)jPJ) :=
ř

jPJ

xj b yj ,

(Πρβλ. 4.3.20 (iii) και θεώρημα 4.4.6. Σημειωτέον ότι, για κάθε δείκτη j P J ,
M bR R – M bR Ryj μέσω τής απεικονίσεως x b 1R ÞÝÑ x b yj). Από την άλλη
μεριά, η απεικόνιση

θ :M ˆN ÝÑ M (J), θ(x,
ř

jPJ

µjyj) := (µjx)
jPJ

,

είναι R-διγραμμική, οπότε (κατά τα 4.3.6, 4.3.8, 4.3.11 και 4.3.12) υπάρχει μονοση-
μάντως ορισμένος rθ P HomR

(
M bR N,M

(J)
)
, ούτως ώστε να ισχύει

rθ(xb
ř

jPJ

µjyj) = (µjx)
jPJ

.

15Δοθέντων δυο τανυστώνw =
řκ
j=1 xjbyj καιw1 =

řκ1
ϱ=1 x

1
ϱby1

ϱ από τοMbRN , μπορούμε να υποθέσουμε
-χωρίς βλάβη τής γενικότητας- (εισάγοντας, εν ανάγκη, μηδενικούς όρους τής μορφής 0M b y, y P N) ότι κ = κ1. Η
ιδιότητα τού «μονοσήμαντου», η οποία υπονοείται (για αθροίσματα με πεπερασμένο πλήθος όρων) στη διατύπωση τού
πορίσματος, σημαίνει ότι από κάθε ισότητα

řκ
j=1 xj b yj =

řκ
j=1 x

1
j b yj συμπεραίνουμε ότι xj = x1

j , για όλους
τους δείκτες j, 1 ď j ď κ. Σημειωτέον ότι, στην περίπτωση κατά την οποία ισχύει

κ
ÿ

j=1

xj b yj = 0MbRN (=
κ
ÿ

j=1

0M b yj),

λαμβάνουμε xj = 0M , για κάθε j, 1 ď j ď κ.
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Επειδή (προφανώς) α ˝ rθ = idMbRN και rθ ˝ α = idM(J) , ο α είναι ένας ισομορ-
φισμός R-μοδίων (και α´1 = (rθ)´1). Ως εκ τούτου, κάθε w P M bR N γράφεται
μονοσημάντως υπό τη μορφή

w =
ř

jPJ xj b yj , xj P M (J),

καθότι το M (J) είναι ισόμορφο με ένα ευθύ άθροισμα. (Βλ. 2.4.14, 2.4.15 και 2.4.16
(i)).

4.4.11 Πόρισμα. Έστω ότι οι M και N είναι δυο ελεύθεροι R-μόδιοι και R μια
ακεραία περιοχή. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν x P M και y P N , τότε

xb y = 0MbRN ðñ (x = 0M ή y = 0N ).

(ii) Εάν το τανυστικό γινόμενο M bR N είναι τετριμμένος R-μόδιος, τότε τουλάχι-
στον ένας εκ των M και N οφείλει να είναι τετριμμένος.

Αποδειξη. (i) Αρκεί να αποδειχθεί μόνον η συνεπαγωγή “ñ”. (Βλ. 4.3.14 (iv).) Υ-
ποθέτουμε ότι η (xi)iPI είναι μια βάση τού M και η (yj)jPJ μια βάση τού N . Τότε

x =
ř

iPI

λixi P M (I), y =
ř

jPJ

µjyj P N (J),

για κάποια (πεπερασμένου πλήθους) λi και µj P R. Επομένως, κατά το 4.4.10,

0MbRN = xb y =
ř

jPJ

(
ř

iPI

((λiµj)xi)

)
b yj ñ

ř

iPI

(λiµj)xi = 0M , @j P J,

απ’ όπου έπεται ότι
λiµj = 0R, @ (i, j) P I ˆ J, (4.12)

διότι η (xi)iPI είναι μια βάση τούM . Ας υποθέσουμε ότι x ‰ 0M . Τότε υπάρχει ένας
τουλάχιστον δείκτης i‚ P I , ούτως ώστε να ισχύει λi‚ ‰ 0R. Επειδή o δακτύλιος R
είναι ακεραία περιοχή, η (4.12) δηλοί ότι

[µj = 0R, @j P J ] ùñ y = 0N .

Κατ’ αναλογίαν, εάν υποθέσουμε ότι y ‰ 0N , καταλήγουμε στο ότι x = 0M .
(ii) Εάν αμφότεροι οι M και N είναι μη τετριμμένοι, τότε υπάρχουν δύο στοιχεία
x P M∖t0Mu και y P N∖t0Nu. Τούτο σημαίνει ότι και το τανυστικό γινόμενο
M bRN είναι κατ’ ανάγκην μη τετριμμένο, διότι -λόγω τής (i)- xby ‰ 0MbRN .

4.4.12 Σημείωση. Τα (i) και (ii) τού πορίσματος 4.4.11 δεν είναι κατ’ ανάγκην α-
ληθή όταν οι M,N δεν είναι ελεύθεροι, όπως έχουμε ήδη διαπιστώσει μέσω τού
παραδείγματος 4.3.20 (ii). (Πρβλ. 4.2.9 (iii).)
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4.5 ΤΑΝΥΣΤΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΟΜΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ

H έννοια τού τανυστικού γινομένου γενικεύεται κατά τρόπο φυσικό ακόμη και για
ομομορφισμούς R-μοδίων.

4.5.1 Πρόταση. Εάν υποθέσουμε ότι M,M 1, N και N 1 είναι τέσσερεις R-μόδιοι,
τότε για κάθε f P HomR(M,M 1) και κάθε g P HomR(N,N

1) υπάρχει ένας μονο-
σημάντως ορισμένος ομομορφισμός

fbg P HomR(M bR N,M
1 bR N

1),

ο οποίος ικανοποιεί την

(fbg) (xb y) = f(x) b g (y) , @(x, y) P M ˆN (4.13)

και καθιστά το διάγραμμα

M ˆN

fˆg

��

φ
//

œ

M bR N

fbg

��

M 1 ˆN 1

φ1
// M 1 bR N

1

(4.14)

μεταθετικό. Εν προκειμένω, η φ (και αντιστοίχως, η φ1) συμβολίζει την τανυστική
απεικόνιση τού M bR N (και αντιστοίχως, τού M 1 bR N

1).

Αποδειξη. Ορίζουμε την απεικόνιση

β :M ˆN ÝÑ M 1 bR N
1, β (x, y) := f(x) b g (y) , @(x, y) P M ˆN.

Κανείς ελέγχει εύκολα ότι η β είναι R-διγραμμική (λόγω των υπολογιστικών κα-
νόνων τού πορίσματος 4.3.14 και τού ότι οι f και g είναι R-γραμμικές). Επομένως,
κατά τον ορισμό 4.3.6, υπάρχει μία (μονοσημάντως ορισμένη) γραμμική απεικόνιση

rβ P HomR(M bR N,M
1 bR N

1)

η οποία καθιστά το διάγραμμα

M bR N
rβ

&&
œ

M ˆN

φ
88

β
// M 1 bR N

1

μεταθετικό. Θέτοντας fbg := rβ λαμβάνουμε την (4.13), διότι η εικόνα rβ(x b y)

τού αποσυντιθέμενου τανυστή x b y μέσω τής rβ ισούται με f(x) b g (y) για κάθε
(x, y) P M ˆN . Επιπροσθέτως,

(fbg) (φ(x, y)) = (fbg) (xb y) = f(x) b g (y)

= φ1 (f(x), g(y)) = φ1 ((f ˆ g) (x, y))
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για κάθε (x, y) P M ˆN , δηλαδή το διάγραμμα (4.14) είναι όντως μεταθετικό, ενώ
για οιονδήποτε ομομορφισμό θ P HomR(MbRN,M

1 bRN
1) με αυτήν την ιδιότητα

(: θ ˝ φ = φ1 ˝ (f ˆ g)) έχουμε

θ|Im(φ) = (fbg)|Im(φ) ,

οπότε κατ’ ανάγκην θ = fbg, διότι LinR (Im (φ)) =M bR N .

4.5.2 Ορισμός. Ο ομομορφισμός

fbg P HomR(M bR N,M
1 bR N

1)

ο ορισθείς μέσω τής προτάσεως 4.5.1 καλείται τανυστικό γινόμενο των ομομορ-
φισμών f και g.

4.5.3 Σημείωση. Το σύμβολο “b” εισήχθη αντί τού “b” προκειμένου να επιτευχθεί
σαφής διάκριση μεταξύ τού ομομορφισμού fbg και τού τανυστή

f b g P HomR(M,M 1) bR HomR(N,N
1),

ήτοι τού τανυστικού γινομένου των f και g θεωρουμένων ως στοιχείων των μοδίων
των ομομορφισμών HomR(M,M 1) και HomR(N,N

1), αντιστοίχως. Εν γένει, δεν
είναι δυνατή η χρήση τού ενός στη θέση τού άλλου, όπως διαπιστώνουμε μέσω τού
παραδείγματος 4.5.37. Όμως -εκ παραλλήλου- θα πρέπει να επισημανθεί, ότι οι ι-
κανές συνθήκες, υπό τις οποίες ο (κανονιστικός) ομομορφισμός R-μοδίων

HomR(M,M 1) bR HomR(N,N
1) ÝÑ HomR(M bR N,M

1 bR N
1)

καθίσταται ισομορφισμός, είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσες από θεωρητικής πλευράς.
(Bλ. θεώρημα 4.5.36.)

4.5.4 Πρόταση. Για οιουσδήποτε R-μοδίους M και N ισχύει η ισότητα

idMbidN = idMbRN . (4.15)

Αποδειξη. Έστω φ : M ˆ N ÝÑ M bR N η τανυστική απεικόνιση τού M bR N.

Το διάγραμμα
M ˆN

φ
//

idMˆidN
��

œ

M bR N

idMbRN

��

M ˆN
φ

// M bR N

είναι μεταθετικό, διότι

idMbRN (φ (x, y)) = idMbRN (xb y) = xb y = φ (x, y) = φ ((idM ˆ idN ) (x, y))

για κάθε (x, y) P M ˆN , οπότε η (4.15) είναι προφανής από την 4.5.1.
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4.5.5 Πρόταση. Δοθέντων έξι R-μοδίων M,M 1,M2 και N,N 1, N2, καθώς και τεσ-
σάρων ομομορφισμών

#

f P HomR(M,M 1), f 1 P HomR(M
1,M2)

g P HomR(N,N
1), g1 P HomR(N

1, N2)

+

,

η σύνθεση τού τανυστικού γινομένου των ομομορφισμών τής πρώτης και τού τανυ-
στικού γινομένου των ομομορφισμών τής δεύτερης στήλης (τού ανωτέρω παρατε-
θέντος καταλόγου) ισούται με το τανυστικό γινόμενο τής συνθέσεως των ομομορ-
φισμών τής πρώτης γραμμής και τής συνθέσεως των ομομορφισμών τής δεύτερης
γραμμής, ήτοι

(f 1bg1) ˝ (fbg) = (f 1 ˝ f)b (g1 ˝ g) . (4.16)

Αποδειξη. Προφανώς, (f 1 ˆ g1)˝(f ˆ g) = (f 1 ˝ f)ˆ(g1 ˝ g) .Εάν υποθέσουμε ότι
οι φ,φ1, φ2 είναι οι τανυστικές απεικονίσεις τωνMbRN ,M 1 bRN

1 καιM2 bRN
2,

αντιστοίχως, τότε, λόγω τής μεταθετικότητας τού διαγράμματος

M ˆN

(f 1˝f)ˆ(g1˝g)

$$

fˆg

��

ö

φ
// M bR N

fbg

��

(f 1bg1)˝(fbg)

zz

M 1 ˆN 1

öf 1ˆg1

��

φ1
// M 1 bR N

1

f 1bg1

��

M2 ˆN2

φ2
// M2 bR N

2

η ισότητα (4.16) έπεται άμεσα από την πρόταση 4.5.1.

4.5.6 Πρόταση. Έστω ότι M,M 1, N και N 1 είναι τέσσερεις δοθέντες R-μόδιοι και
ότι f P HomR(M,M 1) και g P HomR(N,N

1). Τότε το τανυστικό γινόμενο fbg των
f και g έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:
(i) Im (fbg) = LinR (tf(x) b g (y) | (x, y) P M ˆNu).
(ii) Εάν οι f και g είναι επιμορφισμοί, τότε και ο fbg είναι επιμορφισμός.
(iii) Εάν οι f και g είναι ισομορφισμοί, τότε και ο fbg είναι ισομορφισμός, και
μάλιστα ισχύει (fbg)

´1
= f´1bg´1.

Αποδειξη. (i) Εάν η φ : M ˆ N ÝÑ M bR N είναι η τανυστική απεικόνιση τού
M bR N, τότε

Im (fbg) = (fbg) (M bR N) = (fbg) (LinR (φ (M ˆN)))

= LinR ((fbg) (φ (M ˆN))) = LinR (t(fbg) (xb y) | (x, y) P M ˆNu)

= LinR (tf(x) b g (y) | (x, y) P M ˆNu) .

(ii) Υποθέτουμε ότι η φ1 :M 1 ˆN 1 ÝÑ M 1 bRN
1 είναι η τανυστική απεικόνιση τού
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M 1 bR N
1. Κατά το (i) έχουμε

Im (fbg) = LinR(Im(φ1
ˇ

ˇ

f(M)ˆg(N)
)).

Εάν λοιπόν οι f και g είναι επιμορφισμοί, τότε f (M) =M 1, g(N) = N 1, οπότε

Im (fbg) = LinR
(
Im
(
φ1
))

=M 1 bR N
1.

(iii) Εάν οι f και g είναι ισομορφισμοί, τότε διαθέτουν αντιστρόφους

f´1 P HomR(M
1,M) και g´1 P HomR(N

1, N),

αντιστοίχως, οπότε
#

f ˝ f´1 = idM 1 , g ˝ g´1 = idN 1

f´1 ˝ f = idM , g´1 ˝ g = idN

+

ùñ

#
(
f ˝ f´1

)
b
(
g ˝ g´1

)
= idM 1 bidN 1(

f´1 ˝ f
)

b
(
g´1 ˝ g

)
= idMbidN

+

.

Χρησιμοποιώντας τις (4.15) και (4.16) οι προκείμενες ισότητες γράφονται ως εξής:
#

(fbg) ˝
(
f´1bg´1

)
= idM 1bRN 1 ,(

f´1bg´1
)

˝ (fbg) = idMbRN

+

.

Άρα η απεικόνιση fbg είναι ένας ισομορφισμός και (fbg)
´1

= f´1bg´1.

4.5.7 Σημείωση. Συμπέρασμα ανάλογο των (ii), (iii) τής 4.5.6 δεν ισχύει -εν γένει-
και για μονομορφισμούς f και g. (Bλ. σημείωση 4.5.10.) Ορισμένες ικανές συνθή-
κες υπό τις οποίες έχουμε διατήρηση τής προκειμένης ιδιότητας περιγράφονται στο
πόρισμα 4.5.23.

4.5.8 Θεώρημα. Έστω M ένας R-μόδιος. Τότε μέσω κάθε ακριβούς ακολουθίας
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

N 1
f

// N
g

// N2 // t0u

επάγεται η ακριβής ακολουθία

M bR N
1

idMbf
// M bR N

idMb g
// M bR N

2 // t0u.

Αποδειξη. (i) Im(idMbf) Ď Ker(idMbg). Κατά την πρόταση 4.5.5,

(idMbg) ˝ (idMbf) = (idM ˝ idM
loooomoooon

=idM

)b( g ˝ f
loomoon

=0

) = 0.

(ii) Ker(idMbg) Ď Im(idMbf). Θεωρούμε τον φυσικό επιμορφισμό

πMbRN
Im(idMbf)

:M bR N ÝÑ (M bR N)/ Im(idMbf).
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Λόγω τού εγκλεισμού τού αποδειχθέντος στο (i) έχουμε τη δυνατότητα εφαρμογής
τής καθολικής ιδιότητας 2.3.6 τού προκειμένου πηλικομοδίου. Συνεπώς υφίσταται
μοναδικός

θ P HomR((M bR N)/ Im(idMbf),M bR N
2)

o οποίος καθιστά το διάγραμμα

M bR N
π
MbRN
Im(idMbf)

uu

idMbg

&&
ö

(M bR N)/Im(idMbf)
θ

// M bR N
2

μεταθετικό. Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι ο θ είναι μονομορφισμός (διότι τότε θα
έχουμε Ker(πMbRN

Im(idMbf)
) = Im(idMbf) = Ker(idMbg) δυνάμει τού θεωρήματος

2.2.24). Δοθέντων δυο στοιχείων y1, y2 P N με g(y1) = g(y2) παρατηρούμε ότι

y1 ´ y2 P Ker(g) = Im(f) ñ [Dy1 P N 1 : y1 ´ y2 = f(y1)]

ñ [xb y1 ´ xb y2 = xb f(y1) P Im(idMbf),@x P M ].

Επειδή ο g είναι εξ υποθέσεως επιμορφισμός, ορίζεται καλώς (λόγω των προανα-
φερθέντων) η R-διγραμμική απεικόνιση

α :M ˆN2 ÝÑ (M bR N)/ Im(idMbf)

(x, y2) ÞÝÑ α(x, y2) := (xb y) + Im(idMbf),

όπου y P N είναι τέτοιο ώστε να ισχύει g(y) = y2. Σύμφωνα με την καθολική συν-
θήκη που πληροί το τανυστικό γινόμενο M bR N

2, υφίσταται μοναδικός

rα P HomR(M bR N
2, (M bR N)/ Im(idMbf))

o οποίος καθιστά το διάγραμμα

M bR N
2

rα

))
œ

M ˆN2

ταν. απ.
88

α
// (M bR N)/Im(idMbf)

μεταθετικό. Επειδή για κάθε (x, y) P M ˆN έχουμε

(rα ˝ θ) ((xb y) + Im(idMbf)) = rα((idMbg)(xb y))

= rα(xb g(y)) = α(x, g(y)) = (xb y) + Im(idMbf),

η σύνθεση rα ˝ θ ισούται με την ταυτοτική απεικόνιση επί ενός συστήματος γεννητό-
ρων τού πηλικομοδίου (M bR N)/ Im(idMbf). Κατά συνέπειαν,

rα ˝ θ = id(MbRN)/ Im(idMbf) ùñ
2.2.23

[ο θ είναι όντως μονομορφισμός].

(iii) O idMbg είναι επιμορφισμός. Τούτο έπεται άμεσα (από το (ii) τής προτάσεως
4.5.6) λόγω τού ότι αμφότεροι οι idM και g είναι επιμορφισμοί.
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Παρομοίως αποδεικνύεται και το ακόλουθο (το οποίο μπορεί να εκληφθεί, τρόπον
τινά, ως δυϊκό τού θεωρήματος 4.5.8).

4.5.9 Θεώρημα. Έστω M ένας R-μόδιος. Τότε μέσω κάθε ακριβούς ακολουθίας
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων τής μορφής

N 1
f

// N
g

// N2 // t0u

επάγεται η ακριβής ακολουθία

N 1 bRM
fb idM // N bRM

g b idM // N2 bRM // t0u.

4.5.10 Σημείωση. Οι επαγόμενες ακριβείς ακολουθίες των θεωρημάτων 4.5.8 και
4.5.9 δεν είναι κατ’ ανάγκην βραχείες ακριβείς ακολουθίες, ακόμη και όταν οι δο-
θείσες «ακολουθίες εκκινήσεως» είναι βραχείες ακριβείς ακολουθίες16. Επί παρα-
δείγματι, εάν k P N, k ě 2, τότε μέσω τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ Z k idZ
ÝÑ Z g

ÝÑ Zk ÝÑ t0u

(όπου g(ξ) := [ξ]k,@ξ P Z, βλ. 3.1.3 (iv)) επάγεται η ακριβής ακολουθία

Zk bZ Z
idZkb(k idZ)

// Zk bZ Z
idZkbg

// Zk bZ Zk // t0u.

Παρατηρούμε ότι για κάθε (a, b) P Z ˆ Z,

(idZkb(k idZ))([a]k, b) = [a]k b kb = k[a]k b b = [0]k b b = 0ZkbZZ,

οπότε ο idZkb(k idZ) είναι ο μηδενικός ομομορφισμός με πυρήνα του ολόκληρον
τον

Zk bZ Z – Zk fl t0u.

Κατά συνέπειαν, ο idZkb(k idZ) δεν είναι μονομορφισμός.

4.5.11 Πόρισμα. Εάν M είναι ένας R-μόδιος και I ένα ιδεώδες τού R, τότε υφίστα-
ται ισομορφισμός

M/IM
–

ÝÑ (R/I) bRM. (4.17)

Αποδειξη. Έστω ι : I ãÑ R η συνήθης ένθεση. Μέσω τής βραχείας ακριβούς ακο-
λουθίας

t0u ÝÑ I
ι

ãÑ R
πRI↠ R/I ÝÑ t0u

επάγεται (σύμφωνα με το θεώρημα 4.5.9) η ακριβής ακολουθία

I bRM
ιbidM // R bRM

πRI bidM
// (R/I) bRM // t0u.

16Μια ικανή συνθήκη, υπό την οποία έχουμε διατήρηση τής προκειμένης ιδιότητας, δίδεται στα θεωρήματα 4.5.14
και 4.5.15.
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Ως γνωστόν, ο ομομορφισμός f : R bRM ÝÑ M, ο οριζόμενος μέσω τού τύπου

f(r b x) := rx, @(r, x) P R ˆM,

είναι ισομορφισμός17, έχων ως αντίστροφό του ϑ := f´1 τον

ϑ :M
–

ÝÑ R bRM, x ÞÝÑ ϑ(x) := 1R b x.

O επιμορφισμός (πRI b idM ) ˝ ϑ έχει ως πυρήνα του την εικόνα

Im(f ˝ (ιbidM )) = f(Im(ιbidM )) = IM

τού f ˝ (ιbidM ), όπως προκύπτει από το μεταθετικό διάγραμμα

I bRM

f˝(ιbidM )
))

ιbidM // R bRM
πRI bidM

//

f–

��

œ œ

(R/I) bRM // t0u

M
(πRI bidM )˝ϑ

55

ϑ –

BB

Από το 1ο θεώρημα ισομορφισμών 2.3.7 έπεται ότι M/IM – (R/I) bRM.

4.5.12 Πόρισμα. Εάν τα I, J είναι ιδεώδη τού R, τότε υφίσταται ισομορφισμός

R/(I + J)
–

ÝÑ (R/I) bR (R/J). (4.18)

Αποδειξη. Στην ειδική περίπτωση όπου M = R/J ο (4.17) δίδει

R/(I + J) – (R/J)/(I + J/J) = (R/J)/I(R/J)
–

ÝÑ (R/I) bR (R/J),

ήτοι τον (4.18).

4.5.13 Παρατήρηση. Για οιουσδήποτε m,n P N έχουμε (λόγω τού (4.18))

(Z/mZ) bR (Z/nZ) – Z/(mZ+ nZ),

απ’ όπου έπεται (μέσω τού 2.3.8) ο (4.9), καθώς mZ+ nZ = μκδ(m,n)Z.

4.5.14 Θεώρημα. Εάν η t0u // N 1
f

// N
g

// N2 // t0u είναι μια δια-
σπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθίαR-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων, τότε
και η επαγομένη ακολουθία

t0u // M bR N
1 idMbf

// M bR N
idMbg

// M bR N
2 // t0u

είναι μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία.

17Πρβλ. απόδειξη τού θεωρήματος 4.4.3.
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Αποδειξη. Κατά το θεώρημα 3.1.29,

Dα P HomR(N,N
1) : α ˝ f = idN 1 .

Επομένως για κάθε (x, y) P M ˆN 1 έχουμε

((idMbα) ˝ (idMbf))(x, y) =
4.5.5

(idM ˝ idM
loooomoooon

=idM

)b( α ˝ f
loomoon

=idN1

)(x, y)

= (x, y) ñ (idMbα) ˝ (idMbf) = idMbRN
1 ,

οπότε ο idMbf είναι μονομορφισμός. (Βλ. λήμμα 2.2.23.) Υπολείπεται η εφαρμογή
των θεωρημάτων 4.5.8 και 3.1.29.

Παρομοίως αποδεικνύεται και το ακόλουθο (το οποίο μπορεί να εκληφθεί, τρόπον
τινά, ως δυϊκό τού θεωρήματος 4.5.14).

4.5.15 Θεώρημα. Εάν η t0u // N 1
f

// N
g

// N2 // t0u είναι μια δια-
σπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθίαR-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων, τότε
και η επαγομένη ακολουθία

t0u // N 1 bRM
fb idM // N bRM

g b idM // N2 bR U // t0u

είναι μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία.

4.5.16 Ορισμός. Ένας R-μόδιος M καλείται ισόπεδος (flat R-module) όταν για
κάθε μονομορφισμό R-μοδίων f : N 1 Ñ N ο επαγόμενος ομομορφισμός

idMbf :M bR N
1 ÝÑ M bR N

είναι ωσαύτως μονομορφισμός.

4.5.17 Πρόταση. Για έναν R-μόδιο M οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) O M είναι ισόπεδος.
(ii) Για οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-
μοδίων

t0u // N 1
f

// N
g

// N2 // t0u

η βραχεία ακολουθία

t0u // M bR N
1 idMbf

// M bR N
idMbg

// M bR N
2 // t0u

είναι ακριβής.

Αποδειξη. Έπεται από το θεώρημα 4.5.8, εν συνδυασμώ με τον ορισμό 4.5.16.

4.5.18 Παράδειγμα. Eάν k P N, k ě 2, τότε o Z-μόδιος Zk δεν είναι ισόπεδος. (Βλ.
εδ. 4.5.10.)
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4.5.19 Πρόταση. Για έναν R-μόδιο M οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) O M είναι ισόπεδος.
(ii) Για οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-
μοδίων

t0u // N 1
f

// N
g

// N2 // t0u (4.19)

η βραχεία ακολουθία

t0u // N 1 bRM
fbidM // N bRM

gbidM // N2 bRM // t0u

είναι ακριβής.

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Επειδή οM είναι ισόπεδος, εάν λάβουμε υπ’ όψιν την πρόταση
4.5.17 και το θεώρημα 4.5.9 μπορούμε να κατασκευάσουμε το μεταθετικό διάγραμ-
μα

t0u // M bR N
1

œ

idMbf
//

–

��

M bR N
idMbg

//

–

��

œ

M bR N
2

–

��

// t0u

N 1 bRM
fbidM

// N bRM
gbidM

// N2 bRM // t0u

που έχει ακριβείς γραμμές και κατακόρυφα βέλη τα οποία υποδηλούν τους ι-
σομορφισμούς τους κατασκευασθέντες στο θεώρημα 4.4.1. Από αυτό έπεται ότι
Ker(fbidM ) – Ker(idMbf) – t0u.

(ii)ñ(i) Επειδή η ανωτέρω βραχεία ακολουθία είναι εξ υποθέσεως ακριβής, εάν
λάβουμε υπ’ όψιν το θεώρημα 4.5.8 μπορούμε να κατασκευάσουμε το μεταθετικό
διάγραμμα

M bR N
1

œ

idMbf
//

–

��

M bR N
idMbg

//

–

��

œ

M bR N
2

–

��

// t0u

t0u // N 1 bRM
fbidM

// N bRM
gbidM

// N2 bRM // t0u

που έχει ακριβείς γραμμές και κατακόρυφα βέλη τα οποία υποδηλούν τους ι-
σομορφισμούς τους κατασκευασθέντες στο θεώρημα 4.4.1. Από αυτό έπεται ότι
Ker(idMbf) – Ker(fbidM ) – t0u, ήτοι ότι ο M είναι ισόπεδος.

4.5.20 Πόρισμα. Ένας R-μόδιος M είναι ισόπεδος εάν και μόνον εάν για κάθε μο-
νομορφισμό R-μοδίων f : N 1 Ñ N ο fbidM είναι μονομορφισμός.

4.5.21 Πόρισμα. Εάν έναςR-μόδιοςM είναι ισόπεδος, τότε για κάθε μονομορφισμό
R-μοδίων f : N 1 Ñ N αμφότεροι οι idMbf και ο fbidM είναι μονομορφισμοί.
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4.5.22 Πόρισμα. Εάν M1,M2 είναι δυο ισόπεδοι R-μόδιοι, τότε και το τανυστικό
γινόμενο αυτών M1 bRM2 είναι ισόπεδος R-μόδιος.

Αποδειξη. Θεωρούμε μια βραχεία ακριβή ακολουθία (4.19). Τανύοντας καθέναν
των όρων της εκ δεξιών με M1 λαμβάνουμε μια βραχεία ακριβή ακολουθία. (Βλ.
4.5.19 (i)ñ(ii).) Τανύοντας και αυτήν εκ δεξιών με M2 λαμβάνουμε εκ νέου μια
βραχεία ακριβή ακολουθία. Μέσω τής τελευταίας συμπεραίνουμε ότι ο M1 bRM2

είναι ισόπεδος. (Βλ. 4.5.19 (ii)ñ(i).)

4.5.23 Πόρισμα. Ας υποθέσουμε ότι M,M 1, N και N 1 είναι τέσσερεις R-μόδιοι και
ότι f P HomR(M,M 1) και g P HomR(N,N

1). Εάν ισχύει τουλάχιστον μία εκ των
συνθηκών:
(i) οι M 1 και N είναι ισόπεδοι,
(ii) οι M και N 1 είναι ισόπεδοι,
τότε το τανυστικό γινόμενο fbg των f και g έχει την εξής ιδιότητα: Εάν αμφότεροι
οι f και g είναι μονομορφισμοί, τότε και το fbg είναι μονομορφισμός.

Αποδειξη. Το διάγραμμα

M bR N
1

ö

fbidN1 ))

M bR N

fbg

��

idMbg
oo

fbidN // M 1 bR N

idM1 bguu

œ

M 1 bR N
1

είναι μεταθετικό, διότι (κατά την πρόταση 4.5.5)

fbg = (idM 1 bg) ˝ (fbidN ) = (fbidN 1) ˝ (idMbg),

οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει των πορισμάτων 4.5.20 και 4.5.21, και των
(i) και (iv) τής προτάσεως 2.2.15.

4.5.24 Πρόταση. Για μια οικογένειαR-μοδίων (Mj)jPJ οι ακόλουθες συνθήκες είναι
ισοδύναμες:
(i) Το ευθύ άθροισμα M :=

À

jPJ Mj είναι ισόπεδος R-μόδιος.
(ii) Ο Mj είναι ισόπεδος R-μόδιος για κάθε j P J.

Αποδειξη. Εάν f : N 1 Ñ N είναι ένας μονομορφισμός R-μοδίων, τότε προκύπτει
το μεταθετικό διάγραμμα

M bR N
1

–

��

idMbf
//

œ

M bR N

–

��
À

jPJ

(Mj bR N
1)

À

jPJ
(idMjbf)

//
À

jPJ

(Mj bR N)
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τα κατακόρυφα βέλη τού οποίου συμβολίζουν τους ισομορφισμούς που έχουν θε-
σπισθεί στο θεώρημα 4.4.6. Προφανώς,

[O idMbf είναι μονομορφισμός] ô [o
À

jPJ

(
idMjbf

)
είναι μονομορφισμός]

ô [o idMjbf είναι μονομορφισμός για κάθε j P J ],

όπου η τελευταία αμφίπλευρη συνεπαγωγή έπεται από τη δεύτερη εκ των ισοτήτων
(2.15) και από την πρόταση 2.2.13.

4.5.25 Λήμμα. Ο R-μόδιος R είναι ισόπεδος.

Αποδειξη. Εάν f : N 1 Ñ N είναι ένας μονομορφισμός R-μοδίων, τότε προκύπτει
το μεταθετικό διάγραμμα

N 1
f

//

œ

N

–

��

R bR N
1

–

OO

idRbf

// R bR N

τα κατακόρυφα βέλη τού οποίου συμβολίζουν τους ισομορφισμούς που έχουν θε-
σπισθεί στο θεώρημα 4.4.3. O idRbf είναι μονομορφισμός (ως σύνθεση μονομορ-
φισμών).

4.5.26 Θεώρημα. Κάθε προβολικός R-μόδιος είναι ισόπεδος.

Αποδειξη. Έστω P τυχών προβολικός R-μόδιος. Εάν ο P είναι τετριμμένος, τότε
αυτός είναι προδήλως ισόπεδος18. Ας υποθέσουμε (από εδώ και στο εξής) ότι ο P
είναι μη τετριμμένος. Σύμφωνα με το θεώρημα 4.2.7 ο P είναι ευθύς προσθετέος
ενός (κατ’ ανάγκην μη τετριμμένου) ελευθέρου R-μοδίου F. Επομένως υπάρχει υ-
πομόδιος P 1 τού F, τέτοιος ώστε να ισχύει F = P ‘ P 1. Έστω X μια βάση τού
F. Τότε F – R(X ) –

À

xPX Rx, όπου Rx – R, @x P X . (Βλ. 2.5.6 και 2.5.16.)
Επειδή ο ίδιος ο R (ως R-μόδιος) είναι ισόπεδος (κατά το λήμμα 4.5.25), ο F είναι
ισόπεδος λόγω τής προτάσεως 4.5.24. Και επειδή F = P ‘ P 1, αμφότεροι οι P και
P 1 οφείλουν να είναι ισόπεδοι (και πάλι λόγω τής προτάσεως 4.5.24).

4.5.27 Σημείωση. Υπομόδιοι ισόπεδων R-μοδίων δεν είναι κατ’ ανάγκην ισόπεδοι.
(i) Επί παραδείγματι, ο δακτύλιοςR = Z/4Z ωςR-μόδιος είναι ισόπεδος (σύμφωνα
με το λήμμα 4.5.25). Ωστόσο, το ιδεώδες του I := 2Z/4Z (ιδωθέν ως υπομόδιός του)
δεν είναι ισόπεδος R-μόδιος, διότι εάν ι : 2Z/4Z ãÑ Z/4Z είναι η συνήθης ένθεση,
τότε η σύνθεση

(2Z/4Z) bZ/4Z (2Z/4Z)
id2Z/4Zbι

//

f˝(id2Z/4Zbι)

66
(2Z/4Z) bZ/4Z (Z/4Z)

f

–
// 2Z/4Z,

18Βλ. πόρισμα 4.3.16 και ορισμό 4.5.16.
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όπου f ο ισομορφισμός τού θεωρήματος 4.4.3, είναι ο μηδενικός ομομορφισμός,
αφού για κάθε ζεύγος (a, b) P Z ˆ Z έχουμε

f((id2Z/4Zbι)((2a+ 4Z) b (2b+ 4Z)) = f((2a+ 4Z) b (2b+ 4Z))

= (2a+ 4Z)(2b+ 4Z) = 4ab+ 4Z = 4Z = 02Z/4Z.

Άρα και η ίδια η id2Z/4Zbι είναι ο μηδενικός ομομορφισμός και επειδή

2Z/4ZbZ/4Z2Z/4Z – 2Z/4Z,

ο πυρήνας της είναι μη τετριμμένος.
(ii) Από την άλλη μεριά, όταν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι μια Π.Κ.Ι., κάθε υ-
πομόδιος ενός ισόπεδου R-μοδίου M είναι ισόπεδος. (Εν τοιαύτη περιπτώσει οι
έννοιες ισόπεδος και στερούμενος στρέψεως είναι ισοδύναμες. Βλ. θεώρημα 5.3.22.
Και είναι προφανές ότι κάθε υπομόδιος ενός R-μοδίου στερουμένου στρέψεως δεν
μπορεί να διαθέτει αφ’ εαυτού στρέψη.)

4.5.28 Λήμμα. Ας υποθέσουμε ότι οιM καιN είναι δυοR-μόδιοι και ότι υπάρχουν
στοιχεία x1, ..., xk P M, y1, ..., yk P N, τέτοια ώστε να ισχύει

k
ř

j=1

xj b yj = 0MbRN . (4.20)

Τότε υπάρχει κάποιος πεπερασμένως παραγόμενος υπομόδιος M 1 τού M και κά-
ποιος πεπερασμένως παραγόμενος υπομόδιος N 1 τού N, ούτως ώστε να ισχύει
x1, ..., xk P M 1, y1, ..., yk P N 1 και

k
ř

j=1

xj b yj = 0M 1bRN 1 . (4.21)

Αποδειξη. Ταυτίζοντας το τανυστικό γινόμενο M bR N (με ακρίβεια ισομορφι-
σμού) με τον πηλικομόδιο R(MˆN)/ΞM,N (R) (όπως στο θεώρημα 4.3.11) η (4.20)
ισοδυναμεί με το ότι

řk
j=1 δ(xj ,yj) P ΞM,N (R).

Τούτο σημαίνει ότι το άθροισμα
řk
j=1 δ(xj ,yj) γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός

στοιχείων τής μορφής 4.3.10 (i) ή/και (ii), ήτοι ότι

k
ř

j=1

δ(xj ,yj) =
l
ř

ϱ=1
rϱzϱ, (4.22)

για κάποια r1, ..., rl P R και z1, ..., zl P ΞM,N (R). Επειδή στην (4.22) είναι πα-
ρόντα μόνον πεπερασμένου πλήθους στοιχεία τής βάσεως

␣

δ(x,y)
ˇ

ˇ (x, y) P M ˆN
(

τού R(MˆN), υπάρχει η δυνατότητα επιλογής ενός πεπερασμένως παραγομένου υ-
πομοδίου M 1 τού M και ενός πεπερασμένως παραγομένου υπομοδίου N 1 τού N
κατά τέτοιον τρόπο, ώστε

(x, y) P M 1 ˆN 1 ô

[
το δ(x,y) εμφανίζεται σε κάποιο

εκ των δύο μελών τής (4.22)

]
.
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Αρκεί προς τούτο να θέσουμε

M 1 := LinR
(

tx1, ..., xku Y

"

x P M

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

το δ(x,y) εμφανίζεται στο δεύτερο
μέλος τής (4.22) για κάποιο y P N

*)

και, κατ’ αναλογίαν,

N 1 := LinR
(

ty1, ..., yku Y

"

y P N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

το δ(x,y) εμφανίζεται στο δεύτερο
μέλος τής (4.22) για κάποιο x P M

*)
.

Προφανώς,
řk
j=1 δ(xj ,yj) P ΞM 1,N 1(R). Επειδή δε τοM 1 bRN

1 ταυτίζεται (με ακρί-
βεια ισομορφισμού) με τον πηλικομόδιο R(M

1ˆN 1)/ΞM 1,N 1(R), αυτή η σχέση ισο-
δυναμεί με την (4.21).

4.5.29 Πρόταση. Εάν ο M είναι ένας R-μόδιος για τον οποίο ισχύει ότι κάθε πεπε-
ρασμένως παραγόμενος υπομόδιός του περιέχεται σε κάποιον ισόπεδο υπομόδιό
του, τότε και ο ίδιος ο M οφείλει να είναι ισόπεδος.

Αποδειξη. Έστω f : L ÝÑ N ένας μονομορφισμός R-μοδίων και έστω τυχόν
στοιχείο z P Ker(idMbf). Επειδή z P M bR L, υπάρχουν (σύμφωνα με το πόρισμα
4.3.18) k P N, x1, ..., xk P M και y1, ..., yk P L με

z =
k
ř

j=1

xj b yj ñ 0MbRN = (idMbf)(z) =
k
ř

j=1

xj b f(yj).

Κατά το λήμμα 4.5.28 υπάρχει κάποιος πεπερασμένως παραγόμενος υπομόδιος M 1

τού M και κάποιος πεπερασμένως παραγόμενος υπομόδιος N 1 τού N, ούτως ώστε
να ισχύει x1, ..., xk P M 1, f(y1), ..., f(yk) P N 1 και

k
ř

j=1

xj b f(yj) = 0M 1bRN 1 .

Εξ υποθέσεως, υπάρχει κάποιος ισόπεδος υπομόδιος M2 τού M με M 1 Ď M2. Έ-
στω ότι οι ι1 :M 1 ãÑ M2, ι2 :M2 ãÑ M και ι3 : N 1 ãÑ N είναι οι συνήθεις ενθέσεις
και ότι

w :=
k
ř

j=1

xj b yj P M 1 bR L.

Θεωρούμε το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα:

M bR L
idMbf

//

œ

M bR N

M 1 bR L

ö
(ι2˝ι1)bidL

55

ι1bidL
// M2 bR L

idM2 bf

//

ι2bidL

OO

M2 bR N

ι2bidN

OO

M 1 bR N
1

(ι2˝ι1)bι3
ii

œ

ι1bι3

oo
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Επειδή

(idM2 bf)((ι1bidL)(w)) = (idM2 bf)

(
k
ř

j=1

xj b yj

)

=
k
ř

j=1

xj b f(yj) = (ι1bι3)(
k
ř

j=1

xj b f(yj)
looooooomooooooon

=0M1bRN1

) = 0M2bRN ,

έχουμε
(ι1bidL)(w) P Ker(idM2 bf)

M2 ισόπεδος ñ Ker(idM2 bf) = t0M2bRLu

+

ñ (ι1bidL)(w) = t0M2bRLu

ñ z = ((ι2 ˝ ι1)bidL)(w) = (ι2bidL)((ι1bidL)(w)) = (ι2bidL)(0M2bRL)
looooooooooomooooooooooon

=0MbRL

,

οπότε Ker(idMbf) = t0MbRLu ùñ
2.2.13

ο idMbf είναι μονομορφισμός. Ως εκ τούτου,
ο M είναι ισόπεδος.

4.5.30 Πόρισμα. Ο Z-μόδιος Q είναι ισόπεδος και μη προβολικός.

Αποδειξη. Έστω L ένας πεπερασμένως παραγόμενος υπομόδιος τού Z-μοδίου Q.
Εάν ο L είναι τετριμμένος, τότε περιέχεται στον ελεύθερο (και, κατ’ επέκταση, ισό-
πεδο) Z-μόδιο Z Ř Q. Εάν ο L δεν είναι τετριμμένος, τότε αυτός γράφεται υπό τη
μορφή

L = LinZ(q1, ..., qk), qj =
aj
bj
, aj , bj P Z∖t0u,

για κάθε j P t1, ..., ku. Έστω c := εκπ(b1, ..., bk). Κάθε z P L εκφράζεται ως ακέ-
ραιος γραμμικός συνδυασμός

z =
k
ř

j=1

λjqj =
k
ř

j=1

λjaj
bj

= 1
c

(
k
ř

j=1

λjajdj

)
,

όπου dj := c
bj

για κάθε j P t1, ..., ku. Άρα L Ď 1
cZ, κι επειδή 1

cZ – Z, ο L είναι
ισόμορφος με ένα ιδεώδες τού δακτυλίου Z, ήτοι με έναν υπομόδιο τού ελευθέρου
(και, κατ’ επέκταση, ισόπεδου) Z-μοδίου Z Ř Q.Από την πρόταση 4.5.29 συνάγεται
ότι ο Z-μόδιος Q είναι ισόπεδος. Από την άλλη μεριά, ο Q δεν είναι προβολικός Z-
μόδιος, διότι εάν ήταν, θα έπρεπε να είναι ελεύθερος, αφού ο Z είναι Π.Κ.Ι. (Βλ.
πόρισμα 4.2.10.) Εάν ο Q ήταν ελεύθερος Z-μόδιος, τότε

Q – Z(J) –
À

jPJ Zxj

(όπου (xj)jPJ μια βάση) και ο αριθμός 1 θα εγράφετο μονοσημάντως ως

1 =
ř

jPJ

µjxj , όπου µj P Z και 1 ď card(tj P J |µj ‰ 0u) ă 8.

Επιλέγοντας έναν δείκτη j‚ P J με µj‚ ‰ 0 και έναν ℓ P Z∖t0u με ℓ ∤ µj‚ , το κλάσμα
1
ℓ P Q θα εγράφετο μονοσημάντως ως

1

ℓ
=

ř

jPJ

νjxj , όπου νj P Z και 1 ď card(tj P J | νj ‰ 0u) ă 8,
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οπότε θα είχαμε 1 =
ř

jPJ

µjxj =
ř

jPJ

(ℓνj)xj ñ µj‚ = ℓνj‚ ñ ℓ | µj‚ . Άτοπο!

4.5.31 Θεώρημα. Για οιονδήποτεR-μόδιοM οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύνα-
μες:
(i) Ο M είναι ισόπεδος.
(ii) Για κάθε πεπερασμένως παραγόμενο ιδεώδες I τού R, ο ομομορφισμός

ιbidM : I bRM ÝÑ R bRM – M (4.23)

ο επαγόμενος μέσω τής συνήθους ενθέσεως ι : I ãÑ R είναι μονομορφισμός (ή,
ισοδυνάμως, I bRM – IM Ď M).

Αποδειξη. (i)ñ(ii) Τούτο είναι πρόδηλο λόγω τού πορίσματος 4.5.20.
(ii)ñ(i) Βήμα 1ο. Κατ’ αρχάς, για κάθε (όχι κατ’ ανάγκην πεπερασμένως παραγόμε-
νο) ιδεώδες J τού δακτυλίουR, ο ομομορφισμός jbidM (όπου j : J ãÑ R η συνήθης
ένθεση) είναι μονομορφισμός. Πράγματι· εάν J είναι τυχόν ιδεώδες τού δακτυλίου
R και z P Κer(jbidM ), τότε το z (ως στοιχείο τού J bRM) γράφεται υπό τη μορφή

z =
k
ř

ϱ=1
aϱ b bϱ, όπου a1, ..., ak P J και b1, ..., bk P M.

(Βλ. πόρισμα 4.3.18.) Επειδή υφίσταται κάποιο πεπερασμένως παραγόμενο ιδεώ-
δες I τού R που περιέχει τα a1, ..., ak, ο περιορισμός jbidM |IbRM

είναι εξ υπο-
θέσεως μονομορφισμός. Επομένως, z = 0IbRM = 0JbRM , απ’ όπου έπεται ότι
Κer(jbidM ) = t0JbRMu.

Βήμα 2ο. Εάν W είναι ένας υπομόδιος ενός πεπερασμένως παραγομένου ελευθέρου
R-μοδίου F, τότε ο ομομορφισμός jbidM (όπου j : W ãÑ F η συνήθης ένθεση)
είναι μονομορφισμός. Τούτο είναι προφανές όταν ο F είναι τετριμμένος. Ας υποθέ-
σουμε ότι ο F δεν είναι τετριμμένος. Τότε F – Rn –

Àn
λ=1Reλ (όπου (eλ)1ďλďn

η συνήθης βάση με το eλ έχον το 1R στη λ-οστή θέση και το 0R στις υπόλοιπες).
Άρα ο υπομόδιος W είναι εμφυτεύσιμος εντός τού ευθέος αθροίσματος

Àn
λ=1 Jλ

των υπομοδίων (= ιδεωδών) Jλ τού Reλ – R, όπου το Jλ απαρτίζεται από τις
λ-οστές συντεταγμένες των εικόνων των στοιχείων τού W μέσω τού υφιστάμενου
ισομορφισμού F –

ÝÑ Rn. Επειδή οι (σύμφωνα με τα προαναφερθέντα στο βήμα 1)
μονομορφισμοί Jλ bRM ãÑ Reλ bRM δίδουν(

n
À

λ=1

Jλ

)
bRM –

n
À

λ=1

(Jλ bRM) ãÑ
n
À

λ=1

(Reλ bRM) – (
Àn

λ=1Reλ
looooomooooon

–F

) bRM,

ο επαγόμενος ομομορφισμός jbid:W bRM ÝÑ F bRM είναι μονομορφισμός.
Βήμα 3ο. Το αποδειχθέν στο βήμα 2 εξακολουθεί να ισχύει ακόμη και αν ο F δεν
είναι πεπερασμένως παραγόμενος. Εν τοιαύτη περιπτώσει, εάν z P Κer(jbidM ), το
z (ως στοιχείο τού W bRM) γράφεται υπό τη μορφή

z =
k
ř

ϱ=1
aϱ b bϱ, όπου a1, ..., ak P W και b1, ..., bk P M.
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(Βλ. πόρισμα 4.3.18.) Επειδή υφίσταται πεπερασμένως παραγόμενος υπομόδιος U
τού F που περιέχει τα a1, ..., ak, ο περιορισμός jbidM |UbRM

είναι μονομορφι-
σμός (λόγω των προαναφερθέντων στο βήμα 2 με το U στη θέση τού εκεί παρα-
τεθέντος υπομόδιου W ). Επομένως, z = 0UbRM = 0WbRM , απ’ όπου έπεται ότι
Κer(jbidM ) = t0WbRMu.

Βήμα 4ο. Έστω f : N 1 Ñ N ένας μονομορφισμός R-μοδίων. Σύμφωνα με το πόρι-
σμα 2.5.23,N – F/W, όπου F κάποιος ελεύθεροςR-μόδιος καιW κάποιος υπομό-
διος αυτού. Συνεπώς δημιουργείται μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ W
j

ãÑ F
ϖ↠ N ÝÑ t0u,

όπου j :W ãÑ F η συνήθης ένθεση καιϖ η σύνθεση τού φυσικού επιμορφισμού πFW
και τού ανωτέρου ισομορφισμού. Θέτοντας W 1 := tx P F |ϖ (x) P Im(f)u και

ϑ :W 1 ÝÑ N 1, x ÞÝÑ ϑ(x) := y, όπου ϖ (x) = f(y),

παρατηρούμε ότι η ϑ είναι αφ’ ενός μεν καλώς ορισμένη απεικόνιση, διότι εάν
ϖ (x) = f(y) = f(y1), τότε y = y1 (λόγω τής ενριπτικότητας τής f), αφ’ ετέρου δε ε-
πιμορφισμός, διότι Im(ϑ) = N 1 και για r1, r2 P R και x1, x2 P W 1 μεϖ (x1) = f(y1)
και ϖ (x2) = f(y2) λαμβάνουμε

ϖ(r1x1 + r2x2) = r1ϖ (x1) + r2ϖ (x2) = r1f (y1) + r2f (y2) = f(r1y1 + r2y2)

ñ ϑ(r1x1 + r2x2) = r1y1 + r2y2 = r1ϑ(x1) + r2ϑ(x2).

Επίσης, W Ď W 1, καθόσον W = Ker(πFW ). Εάν ως µ : W 1 ãÑ F και ν : W ãÑ W 1

σημειώσουμε τις συνήθεις ενθέσεις, τότε προκύπτει το εξής διάγραμμα:

t0u // W

œidW
��

ν // W 1

œµ

��

ϑ // N 1

f

��

// t0u

t0u // W
j

// F
ϖ

// N // t0u

Η δεύτερή του γραμμή είναι εξ υποθέσεως ακριβής. H πρώτη του γραμμή είναι α-
κριβής, διότι από την ενριπτικότητα τής f, Im(µ) Ď Ker(ϑ), και για κάθε x P Ker(ϑ)
ισχύει ϑ(x) = 0N 1 ñ ϖ (x) = f(0N 1) = 0N ñ x P Ker(ϖ) = Im(µ). Επιπροσθέ-
τως, το ανωτέρω διάγραμμα είναι και μεταθετικό, διότι µ ˝ ν = j ˝ idW και για κάθε
x P W 1 έχουμε

(f ˝ ϑ)(x) = f(ϑ(x)) = f(y), όπου ϖ (µ(x)) = ϖ (x) = f(y),

οπότε f ˝ ϑ = ϖ ˝ µ. Το επαγόμενο διάγραμμα

W bRM

œidWbidM=idWbRM

��

νbidM // W 1 bRM

µbidM
��

œ

ϑbidM // N 1 bRM

fbidM
��

// t0u

W bRM
jbidM

// F bRM
ϖbidM

// N bRM // t0u
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είναι ωσαύτως μεταθετικό με ακριβείς γραμμές (λόγω τής προτάσεως 4.5.5 και τού
θεωρήματος 4.5.9). Από το βήμα 3 γνωρίζουμε (αν θεωρήσουμε τονW 1 αντί τού εκεί
παρατεθέντοςW και την ένθεσηµαντί τής εκεί παρατεθείσας j) ότι ο ομομορφισμός
µbidM είναι μονομορφισμός. Έστω τυχόν a P Ker(fbidM ). Επειδή ο ϑbidM είναι
επιμορφισμός, υπάρχει b P W 1 bRM, τέτοιο ώστε να ισχύει

a = (ϑb idM )(b).

Κατά συνέπειαν,

0NbRM = (fbidM )(a)

= ((fbidM ) ˝ (ϑbidM )) (b) = ((ϖbidM ) ˝ (µbidM )) (b)

ñ (µbidM )(b) P Ker(ϖbidM ) = Im(jbidM )

ñ [Dc P W bRM : (µbidM )(b) = (jbidM )(c)]

ñ (µbidM )(b) = ((jbidM ) ˝ idWbRM )(c) = ((µbidM ) ˝ (νbidM ))(c)

ùñ
Ker(µbidM )=t0W 1bRM

u
b = (νbidM )(c) ñ a = ((ϑbidM ) ˝ (νbidM )

loooooooooooomoooooooooooon

=0

)(c) = 0N 1bRM .

Επομένως, Ker(fbidM ) = t0N 1bRMu ñ ο fbidM είναι μονομορφισμός και ο M
ισόπεδος (λόγω τού πορίσματος 4.5.20).

4.5.32 Σημείωση (Αδρομερής ιεράρχησηR-μοδίων). Με τη βοήθεια τής προτάσεως
4.2.4 και τού θεωρήματος 4.5.26 επιτυγχάνεται η ακόλουθη ιεράρχηση των μέχρι
τούδε γνωστών μας ειδικών κλάσεων R-μοδίων:
"

διανυσματικοί
χώροι

*

Ř

"

ελεύθεροι
R-μόδιοι

*

Ř

"

προβολικοί
R-μόδιοι

*

Ř

"

ισόπεδοι
R-μόδιοι

*

Ř tR-μόδιοιu

Γνωρίζουμε ότι οι ανωτέρω εγκλεισμοί είναι αυστηροί, αφού, επί παραδείγματι,
(i) εάν k, l P N, k ě 2, l ě 2 και μκδ(k, l) = 1, τότε οι Zkl-μόδιοι Zk και Zl είναι
προβολικοί και μη ελεύθεροι. (Βλ. 4.2.9 (i).)
(ii) Ο Z-μόδιος Q είναι ισόπεδος και μη προβολικός. (Βλ. πόρισμα 4.5.30.)
(iii) Eάν k P N, k ě 2, τότε o Z-μόδιος Zk δεν είναι ισόπεδος. (Βλ. εδ. 4.5.18.)
Από την άλλη μεριά, για μοδίους οριζόμενους υπεράνω Π.Κ.Ι. οι έννοιες ελεύθε-
ρος και προβολικός (και, αντιστοίχως, ισόπεδος και στερούμενος στρέψεως) είναι
ισοδύναμες. (Βλ. πρόταση 4.2.4, πόρισμα 4.2.10 και θεώρημα 5.3.22.) Μάλιστα, και
οι τέσσερεις αυτές έννοιες είναι ισοδύναμες όταν περιοριζόμαστε στην κλάση των
πεπερασμένως παραγομένων μοδίων που ορίζονται υπεράνω Π.Κ.Ι. (Βλ. πρόταση
2.6.4.)

§ b και Hom. Αυτή η ενότητα θα κλείσει με την παράθεση τριών σημαντικών θε-
ωρημάτων19 που αφορούν στον συσχετισμό τού τανυστικού γινομένου μοδίων και
των μοδίων ομομορφισμών.

19Για τις αποδείξεις των (i)-(iii) τού θεωρήματος 4.5.33 και τού θεωρήματος 4.5.36 βλ., π.χ., [24]. Για την απόδειξη
τού (iv) τού θεωρήματος 4.5.33 βλ. [86], §5.5, Lemma 5, σελ. 244-245.
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Εάν M,N,L είναι τρεις R-μόδιοι και y η απεικόνιση

y : HomR(M,N) ˆ L ÝÑ HomR(M,N bR L)

η οριζόμενη (για κάθε (x, z) P M ˆ L και κάθε f P HomR(M,N)) ως εξής:

y(f, z)(x) := f(x) b z,

τότε η y είναι R-διγραμμική και, ως εκ τούτου, υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός

ry : HomR(M,N) bR L ÝÑ HomR(M,N bR L) (4.24)

που καθιστά το κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό.

HomR(M,N) bR L

ry

))
œ

HomR(M,N) ˆ L

ταν. απ.
55

y
// HomR(M,N bR L)

4.5.33 Θεώρημα. Για τον ομομορφισμό (4.24) ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν ο L είναι προβολικός, τότε ο ry είναι μονομορφισμός.
(ii) Εάν ο L είναι προβολικός και πεπερασμένως παραγόμενος, τότε ο ry είναι ισο-
μορφισμός.
(iii) Εάν οM είναι προβολικός και πεπερασμένως παραγόμενος, τότε ο ry είναι ισο-
μορφισμός.
(iv) Εάν οM είναι ελεύθερος, ο L πεπερασμένως παραγόμενος και oR Π.Κ.Ι., τότε
ο ry είναι ισομορφισμός.

4.5.34 Λήμμα. Εάν M,N,L είναι τρεις R-μόδιοι, τότε

BilR(M,N ;L) – HomR(M bR N,L).

Αποδειξη. Έστω φ : M ˆ N ÝÑ M bR N η τανυστική απεικόνιση τού M bR N.

Ορίζουμε την απεικόνιση

Θ : BilR(M,N ;L) ÝÑ HomR(M bR N,L), β ÞÝÑ Θ(β) := rβ,

όπου rβ ο μοναδικός ομομορφισμός για τον οποίον ισχύει rβ ˝ φ = β. (Βλ. εδ. 4.3.6,
4.3.8 και 4.3.11.) Προφανώς,

Θ P HomR(BilR(M,N ;L),HomR(M bR N,L)),

και όταν Θ(β1) = Θ(β2) για κάποιες β1, β2 P BilR(M,N ;L), έχουμε

rβ1 = rβ2 ùñ rβ1 ˝ φ = rβ2 ˝ φ ùñ β1 = β2,
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οπότε η Θ είναι μονομορφισμός. Επιπλέον, εάν g P HomR(M bR N,L), τότε

g ˝ φ P BilR(M,N ;L) : Θ(g ˝ φ) = Ćg ˝ φ = g

λόγω τής μοναδικότητας τού ομομορφισμού που καθιστά το διάγραμμα

M bR N
Ćg˝φ

��
œ

g

##
M ˆN

φ

88

g˝φ
// L

μεταθετικό. (Βλ. θεώρημα 4.3.8.) Άρα η Θ είναι και επιμορφισμός.

4.5.35 Θεώρημα. Εάν M,N,L είναι τρεις R-μόδιοι, τότε υφίστανται κανονιστικοί
ισομορφισμοί R-μοδίων:

HomR(M,HomR(N,L)) BilR(M,N ;L)
–oo – //

–

��

HomR(M bR N,L)

HomR(N,HomR(M,L))

Ιδιαιτέρως, υφίσταται (χωρίς κανέναν επιπρόσθετο περιορισμό επί των M,N,L)
κανονιστικός ισομορφισμός

HomR (M bR N,L)
–

ÝÑ HomR(M,HomR(N,L)). (4.25)

Αποδειξη. Είναι εύκολος ο έλεγχος τού ότι ο ομομορφισμός R-μοδίων

BilR(M,N ;L) // HomR(M,HomR(N,L))

β
� // (m ÞÑ (n ÞÑ β(m,n)))

είναι ισομορφισμός έχοντας τον

HomR(M,HomR(N,L)) // BilR(M,N ;L)

α
� // ((m,n) ÞÑ (α(m)(n)))

ως αντίστροφό του και ότι ο ομομορφισμός R-μοδίων

BilR(M,N ;L) // HomR(N,HomR(M,L))

β
� // (n ÞÑ (m ÞÑ β(m,n)))

είναι ισομορφισμός έχοντας τον

HomR(N,HomR(M,L)) // BilR(M,N ;L)

α
� // ((m,n) ÞÑ (α(n)(m)))

ως αντίστροφό του. Υπολείπεται η εφαρμογή τού λήμματος 4.5.34.
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Εν συνεχεία, θεωρούμε τέσσερεις R-μοδίους M,M 1, N,N 1 και τον κανονιστικό ο-
μομορφισμό

z : HomR(M,M 1)bRHomR(N,N
1) ÝÑ HomR(M bR N,M

1 bR N
1)

τον οριζόμενον ως εξής: f b g ÞÝÑ z(f b g) := fbg. (Πρβλ. σημείωση 4.5.3.)

4.5.36 Θεώρημα. Εάν τουλάχιστον ένα εκ των ζευγών (M,N), (M,M 1), (N,N 1) α-
ποτελείται από προβολικούς πεπερασμένως παραγομένους R-μοδίους, τότε ο ομο-
μορφισμός z είναι ισομορφισμός. (Εν τοιαύτη περιπτώσει μπορεί κανείς να χρησι-
μοποιεί το τανυστικό γινόμενο f b g αντί τού fbg και τανάπαλιν!)

4.5.37 Παράδειγμα. Εάν δεν πληρούται η συνθήκη η παρατεθείσα στη διατύπωση
τού θεωρήματος 4.5.36, τότε ο z ενδέχεται να μην είναι ούτε μονομορφισμός ούτε
επιμορφισμός! Επί παραδείγματι, θέτοντας20 M 1 = N 1 = R := Z4,M = N = Z2,
και θεωρώντας τόν f P HomZ4

(Z2,Z4) με f([a]2) := [2a]4, @a P Z, λαμβάνουμε για
οιοδήποτε ζεύγος (a, b) P Z ˆ Z,

(fbf)([a]2 b [b]2) = f([a]2) b f([b]2) = [2a]4 b [2b]4 = [2]4[a]4 b [2b]4

= [2]4 ([a]4 b [2]4[b]4) = [2]4[2]4([a]2 b [b]2) = [4]4
loomoon

=[0]4

([a]2 b [b]2) = 0Z4bZ4Z4 .

Άρα ο fbf είναι ο μηδενικός ομομορφισμός και f b f P Ker(z). Επειδή21

HomZ4(Z2,Z4) – Z2, (4.26)

οι τρεις εκ των τεσσάρων αποσυντιθέμενων τανυστών τού

HomZ4(Z2,Z4)bZ4HomZ4(Z2,Z4) – Z2bZ4Z2

είναι ίσοι με το 0HomZ4 (Z2,Z4)bZ4HomZ4 (Z2,Z4), διότι ένας (τουλάχιστον) εκ των παρα-
γόντων τους είναι ο μηδενικός ομομορφισμός. Αμφότεροι οι παράγοντες τού ενα-
πομένοντος, τετάρτου αποσυντιθέμενου τανυστή οφείλουν, ως εκ τούτου, να είναι
ίσοι με το μοναδικό μη μηδενικό στοιχείο τού (4.26), ήτοι με τον f.Κατά συνέπειαν,
ο εν λόγω τέταρτος αποσυντιθέμενος τανυστής είναι ο f b f. Όμως ο f b f είναι
κατ’ ανάγκην μη μηδενικός, καθόσον

$

&

%

Z2bZ4Z2 – (Z/4Z)/(2Z/4Z)bZ/4Z(Z/4Z)/(2Z/4Z)

–
(4.18)

(Z/4Z)/(2Z/4Z+2Z/4Z) – (Z/4Z)/(2Z/4Z) –
2.3.13

Z/2Z – Z2 fl t0u.

,

.

-

(4.27)

Αυτό σημαίνει ότι ο Ker(z) δεν είναι τετριμμένος και, κατ’ επέκταση, ότι ο z δεν
είναι μονομορφισμός. Επιπροσθέτως, και ο ίδιος ο ομομορφισμός z είναι μηδενικός,
διότι κάθε τανυστής (ανήκων στο πεδίο ορισμού του) είναι προδήλως τής μορφής
κ(f b f), όπου κ P t[0]4 , [2]4u, και

z([0]4 (f b f)) = 0HomZ4 (Z2bZ4Z2, Z4bZ4Z4) = [2]4( fbf
loomoon

=0

) = [2]4z(f b f) = z([2]4(f b f)).

20Σημειωτέον ότι μέσω τού αριθμητικού πολλαπλασιασμού Z4 ˆ Z2 Q ([k]4, [a]2) ÞÝÑ [ka]2 P Z2 η αβελιανή
ομάδα (Z2,+) καθίσταται Z4-μόδιος.

21Έστω τυχών g P HomZ4 (Z2,Z4). Τότε g([1]2) = [λ]4 για κάποιον λ P t1, 2, 3u. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού
ότι η απεικόνιση HomZ4 (Z2,Z4) Q g ÞÝÑ [λ]2 P Z2 αποτελεί ισομορφισμό Z4-μοδίων.
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Από την άλλη μεριά, οι (4.27) και (4.26) και η παρατήρηση 4.4.4 δίδουν

HomZ4
(Z2bZ4

Z2, Z4bZ4
Z4) – HomZ4

(Z2,Z4) – Z2 fl t0u,

πράγμα που σημαίνει ότι ο z δεν είναι ούτε επιμορφισμός (αφού ο ανωτέρω μόδιος,
όντας μη τετριμμένος, διαθέτει ένα στοιχείο που αδυνατεί να ανήκει στην εικόνα
τού z).

4.5.38 Πόρισμα. Για οιουσδήποτε R-μοδίους M και N ορίζεται ο κανονιστικός ο-
μομορφισμός

k : HomR(M,R)bRHomR(N,R) ÝÑ HomR(M bR N,R)

μέσω τού τύπου k(f b g)(x b y) := f(x)g(y), για οιαδήποτε ζεύγη ομομορφισμών
(f, g) P HomR(M,R)ˆ HomR(N,R) και (x, y) P M ˆ N. Εάν τουλάχιστον ένας
εκ των M,N είναι προβολικός και πεπερασμένως παραγόμενος, τότε ο k είναι ισο-
μορφισμός. Εν τοιαύτη περιπτώσει υφίσταται ισομορφισμός22

BilR(HomR(M,R),HomR(N,R);R)
–

ÝÑ HomR(HomR(M,R) bR HomR(N,R), R).

Εάν, μάλιστα, αμφότεροι οι M και N είναι πεπερασμένως παραγόμενοι και ελεύ-
θεροι, τότε

BilR(HomR(M,R),HomR(N,R);R) – M bR N,

και η απεικόνιση φ :MˆN ÝÑ BilR(HomR(M,R),HomR(N,R);R) η οριζόμενη
μέσω τού (απλούστατου) τύπου

φ(x, y)(f, g) := f(x)g(y), (4.28)

για οιαδήποτε ζεύγη (x, y) P M ˆ N και (f, g) P HomR(M,R)ˆ HomR(N,R),

μπορεί να θεωρηθεί ως τανυστική απεικόνιση τού M bR N.

4.5.39 Σημείωση. Για οιουσδήποτε πεπερασμένως παραγομένους και ελευθέρους
R-μοδίους M και N το ζεύγος (BilR(HomR(M,R),HomR(N,R);R), φ) (όπου φ η
(4.28)) μπορεί να εκληφθεί ως ένας «καλός εκπρόσωπος» τής κλάσεως ισομορφίας
όλων των ζευγών (W,φ) που «υλοποιούν» το τανυστικό τους γινόμενο. (Πρβλ. εδ.
4.3.9.) Γι’ αυτόν ακριβώς τον λόγο χρησιμοποιείται σε ορισμένα βιβλία Γραμμικής
Άλγεβρας23, στην περίπτωση όπου ο R είναι σώμα, ως ένας άμεσος και σύντομος
ορισμός τού τανυστικού γινομένου δύο διανυσματικών χώρων πεπερασμένης δια-
στάσεως.

22Πρβλ. εδ. 4.3.2.
23Βλ., π.χ., Κ. Hoffman & R. Kulze: Linear Algebra, 2nd ed., Prentice Hall, 1971, (§5.6, σελ. 166-168), S. Lang: Linear

Algebra, 2nd ed., Addison Wesley, 1972, (XIII, §1), ή S.K. Berberian: Linear Algebra, Oxford University Press, 1992, (Ch.
13, §1, και ιδιαιτέρως την άσκηση 3 στη σελ. 316).
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Ext και Tor

Τα γινόμενα επεκτάσεως και τα γινόμενα στρέψεως είναι δυνατόν να ορισθούν μέσω
προβολικών κερματισμών και υπεισέρχονται στη διατύπωση και στην απόδειξη τό-
σον τού περιώνυμου θεωρήματος καθολικών συντελεστών όσον και τού θεωρήματος
τού Künneth. (Βλ. εδ. 6.1.4, 6.1.10, 6.2.6, 6.2.8, 6.2.11, 6.3.6, 6.3.7, 6.3.14 & 6.3.17.)

5.1 ΚΕΡΜΑΤΙΣΜΟΙ ΜΟΔΙΩΝ

5.1.1 Ορισμός. Έστω M ένας R-μόδιος. Κάθε ζεύγος (P‚, ε) αποτελούμενο από
ένα αλυσωτό σύμπλοκο P‚ = (Pn, dn)nPZ τής μορφής

¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1

d1 // P0

d0 // t0u
d´1

// t0u
d´2

// ¨ ¨ ¨ ,

όπου Pn – t0u για κάθε n ď ´1, dn := 0 για κάθε n ď 0, ο Pn προβολικός
για κάθε n ě 0 και ε P HomR(P0,M) ένας επιμορφισμός, καλείται προβολικός
κερματισμός (projective resolution) τού M όταν ισχύουν τα εξής:
(i) Hn(P‚) – t0u για κάθε n ě 1,

(ii) ε ˝ d1 = 0 και

(iii) μέσω τού ε επάγεται ισομορφισμός ε‹ : H0(P‚)
–

ÝÑ M.

Οι συνθήκες (i), (ii) και (iii) ισοδυναμούν με το ότι η ακολουθία

¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1
d1 // P0

ε // M // t0u (5.1)

είναι ακριβής1. (Πράγματι· η συνθήκη (ii) ισοδυναμεί με το ότι

Ker(πP0

Im(d1)
) = Im(d1) Ď Ker(ε),

οπότε κατά το θεώρημα 2.2.24 υπάρχει μοναδικός ε‹ P HomR(Coker(d1),M)

273
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που καθιστά το διάγραμμα

P1
d1 // P0

π
P0
Im(d1) //

ε

((

Coker(d1)

ε‹

��

œ

M

μεταθετικό, όπου

Coker(d1) := P0/ Im(d1) = Ker(d0)/ Im(d1) = H0(P‚).

H (iii) μας πληροφορεί ότι ο ε‹ είναι ισομορφισμός, οπότε

Im(d1) = Ker(ε).

Αυτό σημαίνει ότι η (5.1) είναι ακριβής στη θέση P0. Η ακρίβεια τής (5.1) στις
προηγούμενες θέσεις είναι διασφαλισμένη από την (i).) Προβολικοί κερματισμοί
(P‚, ε) τού M, στους οποίους ο Pn είναι ελεύθερος R-μόδιος για κάθε n P Z,
καλούνται, ιδιαιτέρως, ελεύθεροι κερματισμοί (free resolutions) τού M.

5.1.2 Παραδείγματα. (i) Εάν V είναι ένας K-διανυσματικός χώρος, τότε η

t0u ÝÑ V
idV
ÝÑ V ÝÑ t0u (5.2)

είναι μια ακριβής ακολουθία τής μορφής (5.1).
(ii) Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., τότε για κάθε R-μόδιο M υπάρχει μια ακολουθία τής
μορφής (5.1) «μήκους 1»:

t0u ÝÑ P1 ÝÑ P0 ÝÑ M ÝÑ t0u. (5.3)

Πράγματι· κατά το πόρισμα 2.5.23,M – P0/P1, όπου P0 είναι ένας ελεύθερος (και,
κατ’ επέκταση, προβολικός) R-μόδιος, ο δε P1 είναι ωσαύτως ελεύθερος δυνάμει
τού θεωρήματος 2.5.47. (Σημειωτέον ότι αμφότερες οι (5.2) και (5.3) αντιστοιχούν
σε ελεύθερους κερματισμούς.)

5.1.3 Πρόταση. ΚάθεR-μόδιοςM διαθέτει έναν ελεύθερο (και, κατ’ επέκταση, έναν
προβολικό) κερματισμό.

Αποδειξη. Κατά το πόρισμα 2.5.23, M – F0/L0, όπου F0 είναι ένας ελεύθερος
R-μόδιος. Επομένως υφίσταται μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ L0
ι0
ãÑ F0

ε↠M ÝÑ t0u,

1Εν τοιαύτη περιπτώσει λέμε ότι η (5.1) είναι η ακριβής ακολουθία η αντιστοιχούσα στον προβολικό κερματισμό
(P‚, ε) τού M . (Προσοχή! Σε αρκετά βιβλία το P‚ καλείται μειωμένος (ή και διαγραφείς) προβολικός κερματισμός
τού M και ορίζεται ως προβολικός κερματισμός τού M μια ακριβής ακολουθία τής μορφής (5.1). Εδώ, αντιθέτως,
διατηρείται η κλασική ορολογία. Βλ. [28], σελ. X.48, [29], σελ. 75, και [32], σελ. 127.)
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όπου ι0 η συνήθης ένθεση και ε η σύνθεση τού φυσικού επιμορφισμού πF0

L0
και ενός

ισομορφισμού
F0/L0

–
ÝÑ M.

Με τους ίδιους συλλογισμούς έπεται ότι L0 – F1/L1, όπου F1 είναι ένας ελεύθερος
R-μόδιος, οπότε δημιουργείται εκ νέου μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ L1
ι1
ãÑ F1

π1↠ L0 ÝÑ t0u.

Επαναλαμβάνοντας αυτήν τη διαδικασία αποδεικνύουμε επαγωγικώς την ύπαρξη
βραχέων ακριβών ακολουθιών

t0u ÝÑ Ln
ιn
ãÑ Fn

πn↠ Ln´1 ÝÑ t0u

για κάθε n ě 1. Εν συνεχεία, θεωρούμε τις συνθέσεις dn := ιn´1 ˝ πn για κάθε
n ě 1:

Fn+1

dn+1
//

πn+1 �� ��

Fn
dn //

πn �� ��

Fn´1
// ¨ ¨ ¨ // F1

d1 //

π1 �� ��

F0
ε // M // t0u

Ln

ö

0�
ιn

AA

Ln´1

ö

. �
ιn´1

==

L0

ö

0�
ι0

BB

Θα αποδείξουμε ότι το ζεύγος (F‚, ε) (όπου F‚ := (Fn, dn)nPZ με Fn – t0u για κάθε
n ď ´1) αποτελεί έναν ελεύθερο κερματισμό τού M. Προς τούτο αρκεί να δειχθεί
ότι η

¨ ¨ ¨
dn+1

// Fn
dn // Fn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // F1
d1 // F0

ε // M // t0u

είναι ακριβής. Κατ’ αρχάς ο ε είναι εκ κατασκευής επιμορφισμός. Επιπροσθέτως,

ε ˝ d1 = ε ˝ ι0
loomoon

=0

˝π1 = 0, d1 ˝ d2 = ι0 ˝ π1 ˝ ι1
loomoon

=0

˝π2 = 0

και, γενικότερα, dn ˝ dn+1 = ιn´1 ˝ πn ˝ ιn
loomoon

=0

˝πn+1 = 0 για κάθε n ě 1.

Επίσης, Ker(ε) Ď Im(d1). Πράγματι· εάν x P Ker(ε) = Im(ι0), τότε x = ι0(y) για
κάποιο y P L0. Επειδή ο π1 είναι επιμορφισμός, y = π1(z) για κάποιο z P F1.

Επομένως,
x = ι0(y) = (ι0 ˝ π1)(z) = d1(z) P Im(d1).

Τέλος, Ker(dn) Ď Im(dn+1) για κάθε n ě 1. Πράγματι· εάν a P Ker(dn), τότε

dn(a) = (ιn´1 ˝ πn)(a) = 0Fn´1
ñ πn(a) = 0Ln´1

(διότι ο ιn´1 είναι μονομορφισμός), οπότε

a P Ker(πn) = Im(ιn) ñ [Db P Ln : a = ιn(b)].

Επειδή ο πn+1 είναι επιμορφισμός, b = πn+1(c) για κάποιο c P Fn+1. Κατά συνέ-
πειαν, a = ιn(πn+1(c)) = dn+1(c) P Im(dn+1).
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5.1.4 Θεώρημα («Θεώρημα συγκρίσεως για προβολικούς κερματισμούς»). Έστω
ότι M,M 1 είναι δυο R-μόδιοι και ότι φ P HomR(M,M 1). Εάν (P‚, ε), (P1

‚, ε
1) είναι

προβολικοί κερματισμοί των M και M 1, αντιστοίχως, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Υπάρχει αλυσωτός μετασχηματισμός f‚ : P‚ ÝÑ P1

‚ που «επεκτείνει» τον φ, ήτοι
ισχύει φ ˝ ε = ε1 ˝ f0.

(ii) Οιοιδήποτε αλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚, g‚ : P‚ ÝÑ P1
‚ «επεκτείνοντες» τον

φ (υπό την ως άνω έννοια) είναι αλυσωτώς ομότοποι. (Βλ. εδ. 3.5.1.)

Αποδειξη. (i) Επειδή ο P0 είναι προβολικός και ο ε1 επιμορφισμός, το διάγραμμα

P0

φ˝ε

��

P 1
0

ε1
// M 1 // t0u

συμπληρώνεται
σε μεταθετικό: P0

f0

xx

φ˝ε

��ö

P 1
0

ε1
// M 1 // t0u

δηλαδή Df0 P HomR(P0, P
1
0) : ε

1 ˝ f0 = φ ˝ ε. Επειδή ο P1 είναι προβολικός και η
γραμμή τού διαγράμματος

P1

f0˝d1

��

P 1
1

d1
1

// P 1
0

ε1
// M 1

ακριβής, αυτό συμπλη-
ρώνεται σε μεταθετικό: P1

f1

xx

f0˝d1

��ö

P 1
1

d1
1

// P 1
0

ε1
// M 1

(αφού ε1 ˝ f0 ˝ d1 = φ ˝ ε ˝ d1
loomoon

=0

= 0, βλ. πρόταση 4.2.2), δηλαδή

Df1 P HomR(P1, P
1
1) : d

1
1 ˝ f1 = f0 ˝ d1.

Κάνοντας χρήση μαθηματικής επαγωγής αποδεικνύουμε ότι το διάγραμμα

Pn

fn´1˝dn

��

P 1
n

d1
n

// P 1
n´1

d1
n´1

// P 1
n´2

συμπληρώνεται
σε μεταθετικό: Pn

fn

ww

fn´1˝dn

��ö

P 1
n

d1
n

// P 1
n´1

d1
n´1

// P 1
n´2

καθότι ο Pn είναι προβολικός και d1
n´1 ˝ fn´1 ˝ dn = fn´2 ˝ dn´1 ˝ dn

loooomoooon

=0

= 0, οπότε

(κατά την πρόταση 4.2.2) Dfn P HomR(Pn, P
1
n) : d

1
n ˝fn = fn´1 ˝dn για κάθε n ě 1.

(ii) Αναζητούνται ομομορφισμοί hn P HomR(Pn, P
1
n+1) με την ιδιότητα

d1
n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn = fn ´ gn, @n P N0, (5.4)

όπου -εν είδει συμβάσεως- θέτουμε h´1 := 0.Θα εργασθούμε εκ νέου με τη βοήθεια
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τής μαθηματικής επαγωγής. Επειδή ο P0 είναι προβολικός, από το διάγραμμα

P0

h0

xx

f0´g0

��ö

P 1
1

d1
1

// P 1
0

ε1
// M 1

με ακριβή γραμμή και με

ε1 ˝ (f0 ´ g0) = ε1 ˝ f0 ´ ε1 ˝ g0 = φ ˝ ε´ φ ˝ ε = 0

συνάγεται η ύπαρξη ενός ομομορφισμού h0 P HomR(P0, P
1
1) : d

1
1˝h0 = f0´g0. (Βλ.

πρόταση 4.2.2.) Κατ’ αναλογίαν, επειδή ο P1 είναι προβολικός, από το διάγραμμα

P1

h1

xx

f1´g1´h0˝d1

��ö

P 1
2

d1
2

// P 1
1

d1
1

// P 1
0

με ακριβή γραμμή και με

d1
1 ˝ (f1 ´ g1 ´ h0 ˝ d1) = d1

1 ˝ f1 ´ d1
1 ˝ g1 ´ d1

1 ˝ h0 ˝ d1

= f0 ˝ d1 ´ g0 ˝ d1 ´ (f0 ´ g0) ˝ d1 = 0

συνάγεται (εκ νέου λόγω τής 4.2.2) η ύπαρξη ενός h1 P HomR(P1, P
1
2) :

d1
2 ˝ h1 = f1 ´ g1 ´ h0 ˝ d1 ñ d1

2 ˝ h1 + h0 ˝ d1 = f1 ´ g1.

Επαγωγική υπόθεση. Έστω k P N, k ě 2. Υποθέτουμε ότι για όλους τους μη αρνη-
τικούς ακεραίους n ă k έχουν ήδη κατασκευασθεί hn P HomR(Pn, P

1
n+1) με την

ιδιότητα (5.4).
Ολοκλήρωση επαγωγικής διαδικασίας. Αρκεί να αποδείξουμε την ύπαρξη ενός ο-
μομορφισμού hk P HomR(Pk, P

1
k+1) με την ιδιότητα

d1
k+1 ˝ hk + hk´1 ˝ dk = fk ´ gk. (5.5)

Προς τούτο θεωρούμε το διάγραμμα

Pk
hk

ww

fk´gk´hk´1˝dk

��ö

P 1
k+1

d1
k+1

// P 1
k

d1
k

// P 1
k´1

Επειδή ο Pk είναι προβολικός, η γραμμή του (εξ ορισμού) ακριβής και

d1
k ˝ (fk ´ gk ´ hk´1 ˝ dk) = d1

k ˝ fk ´ d1
k ˝ gk ´ (d1

k ˝ hk´1) ˝ dk

= fk´1 ˝ dk ´ gk´1 ˝ dk ´ (fk´1 ´ gk´1 ´ hk´2 ˝ dk´1) ˝ dk = 0

(λόγω τής επαγωγικής υποθέσεώς μας και τού ότι dk´1 ˝ dk = 0), υπάρχει πράγ-
ματι ένας hk P HomR(Pk, P

1
k+1) ο οποίος (κατά την πρόταση 4.2.2) συμπληρώνει

μεταθετικώς το ανωτέρω διάγραμμα και έχει την επιθυμητή ιδιότητα (5.5).
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5.1.5 Πόρισμα. Οιοιδήποτε προβολικοί κερματισμοί (P‚, ε), (P1
‚, ε

1) τυχόντος R-
μοδίου M είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι. (Βλ. εδ. 3.5.10.)

Αποδειξη. Σύμφωνα με το (i) τού θεωρήματος 5.1.4 υπάρχουν αλυσωτοί μετασχη-
ματισμοί f‚ : P‚ ÝÑ P1

‚ και g‚ : P1
‚ ÝÑ P‚ που «επεκτείνουν» τον ταυτοτικό

αυτομορφισμό idM : M ÝÑ M. Επίσης, οι idP‚ : P‚ ÝÑ P‚, (g ˝ f)‚ : P‚ ÝÑ P‚,

και idP1
‚ : P1

‚ ÝÑ P1
‚, (f ˝ g)‚ : P1

‚ ÝÑ P1
‚ είναι αλυσωτοί μετασχηματισμοί «επε-

κτείνοντες» τον idM . Σύμφωνα με το (ii) τού θεωρήματος 5.1.4, (g ˝ f)‚ » idP‚ και
(f ˝ g)‚ » idP1

‚
. Άρα οι (P‚, ε) και (P1

‚, ε
1) είναι όντως ομοτοπικώς ισοδύναμοι.

5.1.6 Λήμμα («Λήμμα τού πετάλου για προβολικούς κερματισμούς»). Έστω

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων. Εάν
(P1

‚, ε
1), (P

2

‚, ε
2
) είναι προβολικοί κερματισμοί των M 1 και M

2
, αντιστοίχως, τότε

υπάρχουν ένας προβολικός κερματισμός (P‚, ε) τού M και αλυσωτοί μετασχηματι-
σμοί ι‚ : P1

‚ ÝÑ P‚ και π‚ : P‚ ÝÑ P
2

‚, ώστε η 0‚ ÝÑ P1
‚

ι‚
ÝÑ P‚

π‚
ÝÑ P

2

‚ ÝÑ 0‚ να
είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων (βλ. εδ. 3.2.11) και το
κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό:

t0u // H0(P1
‚)

ö

H0(ι‚)
//

– ε1
‹

��

H0(P‚)

ö

H0(π‚)
//

– ε‹

��

H0(P2
‚)

– ε2
‹

��

// t0u

t0u // M 1

f
// M

g
// M2 // t0u

(5.6)

Αποδειξη. Έστω ότι P1
‚ = (P 1

n, d
1
n)nPZ και P2

‚ = (P 2
n , d

2
n)nPZ. Το ζητούμενο είναι η

συμπλήρωση τού «πεταλοειδούς διαγράμματος»

...

d1
3

��

...

d2
3

��

P 1
2

d1
2

��

; P2
2

d2
2

��

P 1
1

d1
1

��

; P2
1

d2
1

��

P 1
0

ε1

��

; P2
0

ε2

��

t0u // M 1

��

f

// M
g

// M2

��

// t0u

t0u t0u
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με την εισαγωγή μιας μεσαίας στήλης που θα έχει τις επιθυμητές ιδιότητες. Ο πλέον
πρόσφορος τρόπος ορισμού τής μεσαίας στήλης παρέχεται από την ίδια τη φύση
τού ευθέος αθροίσματος. Πράγματι· θέτοντας Pn := P 1

n ‘ P 2
n ,

ιn : P 1
n ãÑ Pn, x

1 ÞÝÑ ιn(x
1) := (x1, 0P2

n
)

και πn : Pn ↠ P 2
n , (x

1, x2) ÞÝÑ πn(x
1, x2) := x2 για κάθε n P Z, αρκεί να ορίσουμε

τους ε P HomR(P0,M) και dn P HomR(Pn, Pn´1) για n ě 1ως ακολούθως2: Επειδή
ο P 2

0 είναι προβολικός, στο διάγραμμα

t0u // P 1
0

ε1

��

ι0 //

ö

P0 := P 1
0 ‘ P 2

0

ε

��

π0 // P 2
0

η

vv

ε2

�� ��

// t0u

t0u // M 1

��

f
// M

g
//

��

M2

��

// t0u

t0u t0u t0u

(με ακριβείς γραμμές), Dη P HomR(P
2
0 ,M): g ˝ η = ε2. Έστω ε : P0 ÝÑ M η

απεικόνιση η οριζόμενη μέσω τού τύπου

ε(x1, x2) := (f ˝ ε1)(x1) + η(x2),

για κάθε (x1, x2) P P 1
0 ‘ P 2

0 =: P0. Αυτή είναι ομομορφισμός R-μοδίων, διότι για
οιαδήποτε ζεύγη (x1

1, x
1
2) P P 1

0 ˆ P 1
0, (x

2
1, x

2
2) P P 2

0 ˆ P
2

0 και (r1, r2) P RˆR έχουμε

ε(r1(x
1
1, x

2
1) + r2(x

1
2, x

2
2)) = ε(r1x

1
1 + r2x

1
2, r1x

2
1 + r2x

2
2)

= (f ˝ ε1)(r1x
1
1 + r2x

1
2) + η(r1x

2
1 + r2x

2
2)

= r1(f ˝ ε1)(x1
1) + r2(f ˝ ε1)(x1

2) + r1η(x
2
1) + r2η(x

2
2)

= r1 ((f ˝ ε1)(x1
1) + η(x2

1)) + r2 ((f ˝ ε1)(x1
2) + η(x2

2))

= r1ε(x
1
1, x

2
1) + r2ε(x

1
2, x

2
2).

Επίσης, [(ε ˝ ι0) (x
1) = ε(x1, 0P2

0
) = (f ˝ ε1)(x1),@x1 P P 1

0] ñ ε ˝ ι0 = f ˝ ε1 και

[(g ˝ ε) (x1, x2) = g ((f ˝ ε1)(x1) + η(x2))

= (g ˝ f ˝ ε)(x1) + (g ˝ η)(x2) = ε2(π0(x
1, x2)),

@(x1, x2) P P 1
0 ‘ P 2

0 =: P0] ñ g ˝ ε = ε2 ˝ π0,

οπότε το ανωτέρω διάγραμμα είναι μεταθετικό. Τέλος, επειδή αμφότεροι οι ε1 και
ε2 είναι επιμορφισμοί, ο ε P HomR(P0,M) οφείλει να είναι ωσαύτως επιμορφισμός
επί τη βάσει τού (ii) τού «βραχέος λήμματος των πέντε» 3.1.9.
Εν συνεχεία, ορίζουμε τους dn P HomR(Pn, Pn´1) για n ě 1 μέσω τού τύπου

dn(x
1, x2) := (d1

n(x
1) + θn(x

2), d2
n(x

2)),

2Για n ď 0, απλώς θέτουμε dn := 0.
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για κάθε (x1, x2) P P 1
n ‘ P 2

n =: Pn, όπου οι θn P HomR(P
2
n , P

1
n´1) καθορίζονται

επαγωγικώς ως εξής: Θεωρούμε το διάγραμμα

P 2
1

´η˝d2
1

��

P 1
0

f˝ε1
// M

g
// M2

Η γραμμή αυτού είναι ακριβής, διότι

Im(f ˝ ε1) = f(Im(ε1)) = f(M 1) = Im(f) = Ker(g),

ενώ g ˝ (´η ˝ d2
1) = ´ (g ˝ η) ˝ d2

1 = ´ε2 ˝ d2
1 = 0. Μέσω τής προτάσεως 4.2.2

συνάγεται η ύπαρξη ενός θ1 P HomR(P
2
1 , P

1
0) που το συμπληρώνει μεταθετικώς,

ήτοι ισχύει f ˝ ε1 ˝ θ1 = ´η ˝ d2
1 ñ f ˝ ε1 ˝ θ1 + η ˝ d2

1 = 0.

P 2
1

θ1

~~

´η˝d2
1

��

P 1
0

f˝ε1
// M

g
// M2

Τούτο σημαίνει ότι

[(ε ˝ d1) (x
1, x2) = ε (d1

1(x
1) + θ1(x

2), d2
1(x

2))

= (f ˝ ε1 ˝ d1
1

loomoon

=0

)(x1) + (f ˝ ε1 ˝ θ1 + η ˝ d2
1

loooooooooomoooooooooon

=0

)(x2) = 0M ,

@(x1, x2) P P 1
1 ‘ P 2

1 =: P1] ñ ε ˝ d1 = 0

Κατ’ αναλογίαν, η γραμμή τού διαγράμματος

P 2
2

´θ1˝d2
2

��

P 1
1

d1
1

// P 1
0

f˝ε1
// M

είναι ακριβής, διότι Ker(f˝ε1) =Ker(ε1) = Im(d1
1) (αφού ο f είναι μονομορφισμός),

ενώ
f ˝ ε1 ˝ (´θ1 ˝ d2

2) = ´(f ˝ ε1 ˝ θ1) ˝ d2
2 = η ˝ (d2

1 ˝ d2
2

loomoon

=0

) = 0,

οπότε με εφαρμογή τής 4.2.2 συνάγεται η ύπαρξη ενός θ2 P HomR(P
2
2 , P

1
1) που το

συμπληρώνει μεταθετικώς, ήτοι ισχύει d1
1 ˝ θ2 + θ1 ˝ d2

2 = 0.

Επαγωγική υπόθεση. Υποθέτουμε ότι για οιονδήποτε n ě 2 υπάρχουν ομομορφι-
σμοί θj P HomR(P

2
j , P

1
j´1) για τους οποίους ισχύει

d1
j´1 ˝ θj + θj´1 ˝ d2

j = 0, @j P t2, ..., nu. (5.7)
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Ολοκλήρωση επαγωγικής διαδικασίας. Η γραμμή τού διαγράμματος

P 2
n+1

´θn˝d2
n+1

��

P 1
n

d1
n

// P 1
n´1

d1
n´1

// P 1
n´2

είναι ακριβής (διότι εξ υποθέσεως Ker(d1
n´1) = Im(d1

n)), o P 2
n+1 είναι προβολικός,

ενώ d1
n´1 ˝ (´θn ˝ d2

n+1) = (´d1
n´1 ˝ θn) ˝ d2

n+1 =
(5.7)

θn´1 ˝ d2
n ˝ d2

n+1
loooomoooon

=0

= 0, οπότε

Dθn+1 P HomR(P
2
n+1, P

1
n) : d

1
n ˝ θn+1 + θn ˝ d2

n+1 = 0. Τούτο σημαίνει ότι για κάθε
n ě 1

[(dn ˝ dn+1) (x
1, x2) = dn

(
d1
n+1(x

1) + θn+1(x
2), d2

n+1(x
2)
)

= ((d1
n ˝ d1

n+1
loooomoooon

=0

)(x1) + (d1
n ˝ θn+1 + θn ˝ d2

n+1
looooooooooooomooooooooooooon

=0

)(x2), (d2
n ˝ d

2

n+1
loooomoooon

=0

)(x2)),

@(x1, x2) P P 1
n+1 ‘ P 2

n+1 =: Pn+1] ñ dn ˝ dn+1 = 0

Κατ’ αυτόν τον τρόπο κατασκευάζεται μια συμπλήρωση

...

d1
3

��

...

d3

��

...

d2
3

��

t0u // P 1
2

d1
2

��

ι2 //

ö

P2

d2

��

π2 //

ö

P 2
2

d2
2

����

// t0u

t0u // P 1
1

d1
1

��

ι1 //

ö

P1

d1

��

π1 //

ö

P 2
1

d2
1

����

// t0u

t0u // P 1
0

ε1

��

ι0 //

ö

P0

ε

��

π0 //

ö

P 2
0

ε2

����

// t0u

t0u // M 1

��

f
// M

g
//

��

M2

��

// t0u

t0u t0u t0u

τού αρχικού «πεταλοειδούς διαγράμματος», ούτως ώστε η

0‚ ÝÑ P1
‚

ι‚
ÝÑ P‚

π‚
ÝÑ P

2

‚ ÝÑ 0‚

να είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων. Επειδή τα ζεύγη
(P1

‚, ε
1), (P

2

‚, ε
2
) είναι προβολικοί κερματισμοί τωνM 1 καιM

2
, αντιστοίχως, από τη



282 EXT ΚΑΙ TOR

μακρά ακριβή ακολουθία ομολογίας 3.2.13

¨ ¨ ¨ // Hn(P1
‚)

loomoon

–t0u

Hn(ι‚)
// Hn(P‚)

Hn(π‚)
// Hn(P2

‚
loomoon

)

–t0u

Bn // ¨ ¨ ¨

συμπεραίνουμε ότι Hn(P‚) – t0u για κάθε n ě 1. Επιπροσθέτως, ε ˝ d1 = 0 και
το διάγραμμα (5.6) είναι μεταθετικό (με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς), ο-
πότε ο επαγόμενος (μεσαίος) ομομορφισμός ε‹ είναι ισομορφισμός (λόγω τού (iii)
τού «βραχέος λήμματος των πέντε» 3.1.9). Τέλος, ο Pn := P 1

n ‘ P 2
n (ως ευθύ άθροι-

σμα προβολικών) είναι προβολικός R-μόδιος για κάθε n P Z. (Βλ. πρόταση 4.2.13.)
Κατά συνέπειαν, το αποκτηθέν ζεύγος (P‚, ε) αποτελεί έναν προβολικό κερματισμό
τού M.

5.1.7 Ορισμός. Κάθε ζεύγος (Q‚, i) αποτελούμενο από ένα συναλυσωτό σύμπλο-
κο Q‚ = (Qn, dn)nPZ τής μορφής

Q‚ : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ t0u Ñ Q0 d0
ÝÑ Q1 d1

ÝÑ Q2 d2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn

dn
ÝÑ Qn+1

Ñ ¨ ¨ ¨ ,

όπου Qn – t0u και dn := 0 για κάθε n ď ´1, ο Qn εμβολικός R-μόδιος για
κάθε n ě 0 και i P HomR(M,Q0) ένας μονομορφισμός, καλείται εμβολικός
κερματισμός (injective resolution) τού M όταν ισχύουν τα εξής:
(i) Hn(Q‚) – t0u για κάθε n ě 1,

(ii) d0 ˝ i = 0 και

(iii) μέσω τού i επάγεται ισομορφισμός i‹ :M
–

ÝÑ H0(Q‚).

Οι συνθήκες (i), (ii) και (iii) ισοδυναμούν με το ότι η ακολουθία

t0u ÝÑ M
i

ãÑ Q0 d0
ÝÑ Q1 d1

ÝÑ Q2 d2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn

dn
ÝÑ Qn+1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ (5.8)

είναι ακριβής 3. (Πράγματι· εάν ως j : Ker(d0) ãÑ Q0 συμβολισθεί η συνήθης έν-
θεση, η συνθήκη (ii) ισοδυναμεί με το ότι Im(i) Ď Ker(d0) = Im(j), οπότε κατά
το θεώρημα 2.2.25 υπάρχει μοναδικός i‹ P HomR(M, Ker(d0)) που καθιστά το
διάγραμμα

Ker(d0) � � j
// Q0 d0 // Q1

M

i‹

hh

i

OO

μεταθετικό, όπου H0(Q‚) = Ker(d0)/ Im(d´1)
looomooon

–t0u

– Ker(d0). Λόγω τής (iii) ο i‹

είναι ισομορφισμός, οπότε Ker(d0) = Im(j) = Im(j ˝ i‹) = Im(i) = M. Αυτό
σημαίνει ότι η (5.8) είναι ακριβής στη θέση Q0. Η ακρίβεια τής (5.8) στις επόμε-
νες θέσεις είναι διασφαλισμένη από την (i).)

3Εν τοιαύτη περιπτώσει λέμε ότι η (5.8) είναι η ακριβής ακολουθία η αντιστοιχούσα στον εμβολικό κερματισμό
(Q‚, i) τούM .
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5.1.8 Πρόταση. Κάθε R-μόδιος διαθέτει έναν εμβολικό κερματισμό.

Αποδειξη. Έστω M ένας R-μόδιος. Κατά το θεώρημα 4.2.25 ο M είναι ισόμορ-
φος με έναν υπομόδιο ενός εμβολικού R-μοδίου Q0. Εάν ως i = i0 : M ãÑ Q0

συμβολισθεί η φυσική ενθετική απεικόνιση, τότε προκύπτει μια βραχεία ακριβής
ακολουθία t0u ÝÑ M

i0
ãÑ Q0 π0

ÝÑ Q0/ i0(M) ÝÑ t0u, όπου π0 := πQ
0

i0(M). Με εκ
νέου εφαρμογή τού θεωρήματος 4.2.25 (αλλά αυτή τη φορά με το Q0 := Q0/i0(M)

στη θέση τού M) συνάγεται η ύπαρξη ενός μονομορφισμού i1 : Q0 ãÑ Q1, όπου Q1

ένας εμβολικός R-μόδιος, απ’ όπου προκύπτει μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Q0 i1
ãÑ Q1 π1

ÝÑ Q1/i1(Q0) ÝÑ t0u.

Κατόπιν επαναλήψεως αυτής τής διαδικασίας για τους πηλικομοδίους

Qn := Qn/in(Qn´1), n ě 0,

αποδεικνύεται επαγωγικώς η ύπαρξη βραχέων ακριβών ακολουθιών

0 ÝÑ Qn´1 in
ãÑ Qn

πn
ÝÑ Qn ÝÑ 0,

όπου Qn εμβολικοί R-μόδιοι για κάθε n ě 1. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι το
ζεύγος (Q‚, i) με

Q‚ = (Qn, dn)nPZ, dn := in ˝ πn´1,

είναι ένας εμβολικός κερματισμός τού M (με επιχειρήματα ανάλογα εκείνων που
χρησιμοποιούνται στην απόδειξη τής προτάσεως 5.1.3).

5.1.9 Θεώρημα («Θεώρημα συγκρίσεως για εμβολικούς κερματισμούς»). Έστω ότι
M,M 1 είναι δυο R-μόδιοι και ότι φ P HomR(M,M 1). Εάν (Q‚, i), (Q

1‚, i1) είναι
προβολικοί κερματισμοί των M και M 1, αντιστοίχως, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Υπάρχει συναλυσωτός μετασχηματισμός f‚ : Q‚ ÝÑ Q

1‚ που «επεκτείνει» τον
φ, ήτοι ισχύει i1 ˝ φ = f0 ˝ i.

(ii) Οιοιδήποτε συναλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚, g‚ : Q‚ ÝÑ Q
1‚ «επεκτείνοντες»

τον φ (υπό την ως άνω έννοια) είναι συναλυσωτώς ομότοποι. (Βλ. εδ. 3.5.3.)

Αποδειξη. Ανάλογη εκείνης τού θεωρήματος 5.1.4, υπό την προϋπόθεση ότι κατά
τη διαδικασία κατασκευής των4 ομομορφισμών f1, f2, ... χρησιμοποιείται η πρότα-
ση 4.2.22 αντί τής προτάσεως 4.2.2.

5.1.10 Πόρισμα. Οιοιδήποτε εμβολικοί κερματισμοί (Q‚, i), (Q
1‚, i1) τυχόντος R-

μοδίου M είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι. (Βλ. εδ. 3.5.10.)

Αποδειξη. Ανάλογη εκείνης τού πορίσματος 5.1.5 (κάνοντας, εν προκειμένω, χρή-
ση τού θεωρήματος 5.1.9 αντί τού 5.1.4).

4Επειδή οQ0 είναι εμβολικός και ο i μονομορφισμός, Df0 P HomR(Q0, Q
10) : i1 ˝ φ = f0 ˝ i.
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5.1.11 Λήμμα («Λήμμα τού πετάλου για εμβολικούς κερματισμούς»). Έστω

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων. Εάν
(Q1‚, i1), (Q

2‚, i2) είναι εμβολικοί κερματισμοί των M 1 και M2, αντιστοίχως, τότε
υπάρχουν ένας εμβολικός κερματισμός (Q‚, i) τούM και συναλυσωτοί μετασχημα-
τισμοί j‚ : Q1‚ ÝÑ Q‚ και π‚ : Q‚ ÝÑ Q

2‚, ούτως ώστε η

0‚ ÝÑ Q1‚ j‚

ÝÑ Q‚ π‚
ÝÑ Q

2‚ ÝÑ 0‚

να είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων και το κάτωθι
διάγραμμα μεταθετικό:

t0u // H0(Q1‚)

ö

H0(j‚)
//

–

��

H0(Q‚)

ö

H0(π
‚)
//

–

��

H0(Q2‚)

–

��

// t0u

t0u // M 1

f
// M

g
// M2 // t0u

Αποδειξη. Θέτοντας Qn := Q1n ‘ Q2n, η απόδειξη είναι ανάλογη εκείνης τού
λήμματος 5.1.6, υπό την προϋπόθεση ότι κατά τη διαδικασία κατασκευής των α-
παιτουμένων συσσυνοριακών τελεστών χρησιμοποιείται η πρόταση 4.2.22 αντί τής
προτάσεως 4.2.2.

5.2 ΓΙΝΟΜΕΝΑ ΕΠΕΚΤΑΣΕΩΣ

5.2.1 Ορισμός. ΈστωN έναςR-μόδιος και έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό
σύμπλοκο. Ως σύμπλοκο ομομορφισμών από το M‚ στο N ορίζεται το συναλυ-
σωτό σύμπλοκο5

HomR(M‚, N) := (HomR(Mn, N), HomR(dn, idN ))nPZ.

Σημειωτέον ότι εάν M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματισμός, τότε μέσω τού

f‚ επάγεται ο συναλυσωτός μετασχηματισμός

HomR(f‚, idN ) : HomR(M‚, N) ÝÑ HomR(M1
‚, N),

όπου HomR(f‚, idN ) := (HomR(fn, idN ) : HomR(Mn, N) Ñ HomR(M
1
n, N))nPZ.

5Τούτο είναι όντως συναλυσωτό σύμπλοκο, καθόσον (λόγω τού λήμματος 4.1.6, κατόπιν αλλαγής τής φοράς των
βελών) έχουμε

HomR(dn+1, idN ) ˝ HomR(dn, idN ) = HomR(dn ˝ dn+1
looooomooooon

=0

, idN ) = 0.
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5.2.2 Λήμμα. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυ-

σωτά σύμπλοκα. Για δυο αλυσωτούς μετασχηματισμούς f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ και

τυχόντα R-μόδιο N ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

f‚ » g‚ ùñ HomR(f‚, idN ) » HomR(g‚, idN ).

Αποδειξη. Εάν (hn)nPZ : f‚ » g‚ (βλ. εδ. 3.5.1), τότε

fn ´ gn = d1
n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn, @n P Z.

Κατά συνέπειαν,

HomR(fn, idN ) ´ HomR(gn, idN ) = HomR(d1
n+1 ˝ hn, idN ) + HomR(hn´1 ˝ dn, idN )

=
4.1.6

HomR(hn, idN ) ˝ HomR(d1
n+1, idN ) + HomR(dn, idN ) ˝ HomR(hn´1, idN )

= HomR(dn, idN ) ˝ HomR(hn´1, idN ) + HomR(hn, idN ) ˝ HomR(d1
n+1, idN ),

οπότε (HomR(hn, idN ))nPZ : HomR(f‚, idN ) » HomR(g‚, idN ).

5.2.3 Λήμμα. Εάν (P‚, ε), (P1
‚, ε

1) είναι προβολικοί κερματισμοί ενός R-μοδίου M,
τότε για οιονδήποτε R-μόδιο N έχουμε

Hn(HomR(P‚, N)) – Hn(HomR(P1
‚, N)), @n P Z.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το πόρισμα 5.1.5 υπάρχουν δυο αλυσωτοί μετασχηματι-
σμοί f‚ : P‚ ÝÑ P1

‚ και g‚ : P1
‚ ÝÑ P‚ με (g ˝ f)‚ » idP‚ και (f ˝ g)‚ » idP1

‚
. Εξ

αυτού (λόγω τού λήμματος 5.2.2) έπεται ότι

HomR((g ˝ f)‚, idN ) » HomR(idP‚ , idN ) = idHomR(P‚,N),

HomR((f ˝ g)‚, idN ) » HomR(idP1
‚ , idN ) = idHomR(P1

‚,N).

Επειδή HomR((g ˝ f)‚, idN ) = HomR(f‚, idN ) ˝ HomR(g‚, idN ) και

HomR((f ˝ g)‚, idN ) = HomR(g‚, idN ) ˝ HomR(f‚, idN ),

τα συναλυσωτά σύμπλοκα HomR(P‚, N) και HomR(P1
‚, N) είναι ομοτοπικώς ισο-

δύναμα και ο ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει τής προτάσεως 3.5.13.

5.2.4 Ορισμός. Έστω ότι οι M,N είναι δυο R-μόδιοι και ότι (P‚, ε) είναι τυχών
προβολικός κερματισμός τού M. Ως n-οστό γινόμενο επεκτάσεως των M και N
ορίζεται ο R-μόδιος

ExtnR(M,N) := Hn(HomR(P‚, N)), @n P Z.

(Ο ορισμός αυτός είναι εφικτός λόγω τής προτάσεως 5.1.3, ενώ το ExtnR(M,N)

είναι μέχρις ισομορφισμού ανεξάρτητο τής συγκεκριμένης επιλογής τού προβολι-
κού κερματισμού (P‚, ε) τούM λόγω τού λήμματος 5.2.3. Επιπροσθέτως, έχουμε
ExtnR(M,N) – t0u για κάθε n ă 0.)
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5.2.5 Λήμμα. Για οιουσδήποτε R-μοδίους M,N ισχύει:

Ext0R(M,N) – HomR(M,N).

Αποδειξη. Έστω (P‚, ε), P‚ = (Pn, dn)nPZ, τυχών προβολικός κερματισμός τού

M.Μέσω τής ακριβούς ακολουθίας P1
d1 // P0

ε // M // t0u

επάγεται η ακριβής ακολουθία

t0u // HomR(M,N)
HomR(ε,idN )

// HomR(P0, N)
HomR(d1,idN )

// HomR(P1, N)

(Βλ. θεώρημα 4.1.15.) Κατά το (i) τής προτάσεως 3.1.4,

Ker(HomR(d1, idN )) – HomR(M,N).

Από την άλλη μεριά, το Ext0R(M,N) είναι το

H0(HomR(P‚, N))=Ker(HomR(d1, idN ))/ Im(HomR( d0
loomoon

=0

, idN ))–Ker(HomR(d1, idN )),

οπότε πράγματι Ext0R(M,N) – HomR(M,N).

5.2.6 Ορισμός. Δοθέντων R-μοδίων M,M 1, N,N 1, ομομορφισμών

φ P HomR(M
1,M), ψ P HomR(N,N

1)

και προβολικών κερματισμών (P‚, ε), (P1
‚, ε

1) των M , M 1, αντιστοίχως, υπάρχει
(βάσει τού (i) τού θεωρήματος 5.1.4) αλυσωτός μετασχηματισμός f‚ : P1

‚ ÝÑ P‚

που «επεκτείνει» τον φ, ήτοι ισχύει φ ˝ ε1 = ε ˝ f0.Μέσω τού f‚ κατασκευάζεται
ο συναλυσωτός μετασχηματισμός

HomR(f‚, ψ) = (HomR(fn, ψ))nPZ : HomR(P‚, N) ÝÑ HomR(P1
‚, N

1).

(Πρβλ. εδ. 4.1.4.) Ως n-οστό γινόμενο επεκτάσεως (υπεράνω τού R) των φ και ψ
ορίζεται ο ομομορφισμός

ExtnR(φ,ψ) := Hn(HomR(f‚, ψ)) : ExtnR(M,N) ÝÑ ExtnR(M 1, N 1)

για κάθε n P Z.

5.2.7 Πρόταση. Εάν οι M,M 1,M2, N,N 1, N2 είναι έξι R-μόδιοι και

φ P HomR(M
1,M), φ1 P HomR(M,M2), ψ P HomR(N

1, N), ψ1 P HomR(N,N
2),

τότε

ExtnR(φ1 ˝ φ,ψ1 ˝ ψ) = ExtnR(φ,ψ1) ˝ ExtnR(φ1, ψ), @n P Z.
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Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τις προτάσεις 3.2.24, 4.1.9 και 3.2.24, και το θεώρημα
5.1.4.

5.2.8 Πρόταση. Για οιουσδήποτε R-μοδίους M,N ισχύει:

ExtnR(idM , idN ) – idExtnR(M,N), @n P Z.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το λήμμα 4.1.8 και την πρόταση 3.2.25.

5.2.9 Θεώρημα (Πρώτη μακρά ακριβής Ext-ακολουθία). Έστω

t0u ÝÑ N 1 f
ÝÑ N

g
ÝÑ N2 ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και έστω
M τυχών R-μόδιος. Τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

t0u // HomR(M,N 1)
HomR(idM ,f)

// HomR(M,N)
HomR(idM ,g)

// HomR(M,N2)

B0

// Ext1R(M,N 1)
Ext1R(idM ,f)

// Ext1R(M,N)
Ext1R(idM ,g)

// Ext1R(M,N2)
B1

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
Bn´1

// ExtnR(M,N 1)
ExtnR(idM ,f)

// ExtnR(M,N)
ExtnR(idM ,g)

// ExtnR(M,N2)
Bn // ¨ ¨ ¨

Αποδειξη. Έστω
(P‚, ε), P‚ = (Pn, dn)nPZ,

τυχών προβολικός κερματισμός τούM.Επειδή κάθεPn είναι προβολικόςR-μόδιος,
το θεώρημα 4.2.7 μας πληροφορεί ότι οι

t0u // HomR(Pn, N
1)

HomR(idPn ,f) // HomR(Pn, N)
HomR(idPn ,g)// HomR(Pn, N

2) // t0u

είναι βραχείες ακριβείς ακολουθίες για κάθε n P Z. Τούτο όμως σημαίνει ότι η

0‚ // HomR(P‚, N
1)

HomR(idP‚ ,f)// HomR(P‚, N)
HomR(idP‚ ,g)// HomR(P‚, N

2) // 0‚ (5.9)

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων. Η ανωτέρω μα-
κρά ακριβής ακολουθία δεν είναι τίποτα άλλο παρά η μακρά ακριβής ακολουθία
συνομολογίας για την (5.9). (Βλ. θεώρημα 3.2.30.)

5.2.10 Θεώρημα (Δεύτερη μακρά ακριβής Ext-ακολουθία). Έστω

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και έστω
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N τυχών R-μόδιος. Τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

t0u // HomR(M
2, N)

HomR(g,idN )
// HomR(M,N)

HomR(f,idN )
// HomR(M

1, N)

rB0

// Ext1R(M2, N)
Ext1R(g,idN )

// Ext1R(M,N)
Ext1R(f,idN )

// Ext1R(M 1, N)
rB1

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
rBn´1

// ExtnR(M2, N)
ExtnR(g,idN )

// ExtnR(M,N)
ExtnR(f,idN )

// ExtnR(M 1, N)
rBn // ¨ ¨ ¨

Αποδειξη. Εάν (P1
‚, ε

1), (P
2

‚, ε
2
) είναι προβολικοί κερματισμοί των M 1 και M

2
, α-

ντιστοίχως, τότε (σύμφωνα με «λήμμα τού πετάλου» 5.1.6) υπάρχουν ένας προβο-
λικός κερματισμός (P‚, ε) τού M και αλυσωτοί μετασχηματισμοί ι‚ : P1

‚ ÝÑ P‚ και
π‚ : P‚ ÝÑ P

2

‚, ούτως ώστε η 0‚ ÝÑ P1
‚

ι‚
ÝÑ P‚

π‚
ÝÑ P

2

‚ ÝÑ 0‚ να είναι βρα-
χεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων («επεκτείνουσα» τους f και g) και
μάλιστα έχουσα τις επιμέρους βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u ÝÑ P 1
n

ιn
ÝÑ Pn

πn
ÝÑ P 2

n ÝÑ t0u

διασπώμενες για κάθε n P Z. Κατά το θεώρημα 4.1.16 οι βραχείες ακολουθίες

t0u // HomR(P
2
n , N)

HomR(πn,idN )
// HomR(Pn, N)

HomR(ιn,idN )
// HomR(P

1
n, N) // t0u

είναι ωσαύτως ακριβείς και διασπώμενες για κάθε n P Z. Ιδιαιτέρως, τούτο σημαί-
νει ότι η

0‚ // HomR(P2
‚, N)

HomR(π‚,idN )
// HomR(P‚, N)

HomR(ι‚,idN )
// HomR(P1

‚, N) // 0‚ (5.10)

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων. Η ανωτέρω μα-
κρά ακριβής ακολουθία δεν είναι τίποτα άλλο παρά η μακρά ακριβής ακολουθία
συνομολογίας για την (5.10). (Βλ. θεώρημα 3.2.30 και λήμμα 5.2.5.)

5.2.11 Θεώρημα. Για έναν R-μόδιο M οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) O M είναι προβολικός.
(ii) Ext1R(M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο N.
(iii) ExtnR(M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο N και για κάθε n ě 1.

Αποδειξη. (i)ñ(iii) Εάν ο M είναι προβολικός, τότε το (P‚, ε), P‚ = (Pn, dn)nPZ,

με

Pn :=

"

M, όταν n = 0,
t0u, όταν n P Z∖t0u, dn := 0, @n P Z, ε := idM ,

αποτελεί έναν προβολικό κερματισμό τού M, οπότε ExtnR(M,N) – t0u για κάθε
R-μόδιο N και για κάθε n ě 1.

(iii)ñ(ii) Τούτο είναι προφανές.
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(ii)ñ(i) Έστω t0u ÝÑ N 1 f
ÝÑ N

g
ÝÑ N2 ÝÑ t0u μια βραχεία ακριβής ακολουθία

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων. Κατά το θεώρημα 5.2.9 η

t0u // HomR(M,N 1)
HomR(idM,f)

// HomR(M,N)
HomR(idM,g)

// HomR(M,N2)
B0 // Ext1R(M,N 1)

είναι ακριβής. Επειδή (εξ υποθέσεως) Ext1R(M,N 1) – t0u, λαμβάνουμε τη βραχεία
ακριβή ακολουθία

t0u // HomR(M,N 1)
HomR(idM ,f)

// HomR(M,N)
HomR(idM ,g)

// HomR(M,N2) // t0u

οπότε ο M είναι προβολικός επί τη βάσει τού θεωρήματος 4.2.7.

5.2.12 Πόρισμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και οι M,N δυο R-μόδιοι, τότε

ExtnR(M,N) –

$

’

&

’

%

HomR(M,N), όταν n = 0,

Coker(HomR(f, idN )), όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u,

όπου f : L ãÑ F είναι ένας μονομορφισμός R-μοδίων εμφανιζόμενος σε μια βρα-
χεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ L
f

ãÑ F
g
↠M ÝÑ t0u, (5.11)

με τον F ελεύθερο.

Αποδειξη. Για n ă 0 τούτο είναι προφανές. Για n = 0 βλ. λήμμα 5.2.5. Όπως έ-
χει ήδη προαναφερθεί στο (ii) τού εδ. 5.1.2, υπάρχει πάντοτε μια βραχεία ακριβής
ακολουθία τής μορφής (5.11), όπου ο F (και, κατ’ επέκταση, και ο L λόγω τού θε-
ωρήματος 2.5.47) είναι ελεύθερος R-μόδιος. Επομένως αμφότεροι οι L και F είναι
προβολικοί. (Βλ. πρόταση 4.2.4.) Από το θεώρημα 5.2.11 και τη δεύτερη μακρά Ext-
ακολουθία (βλ. θεώρημα 5.2.10) λαμβάνουμε

t0u // HomR(M,N)
HomR(g,idN )

// HomR(F,N)
HomR(f,idN )

// HomR(L,N)

rB0

// Ext1R(M,N)
Ext1R(g,idN )

// Ext1R(F,N) – t0u

για n = 1 (πρβλ. 3.1.4 (ii)) και

¨ ¨ ¨ // t0u – Extn´1
R (L,N)

rBn´1
// ExtnR(M,N)

ExtnR(g,idN )
// ExtnR(F,N) – t0u

για n ě 2, οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.

5.2.13 Θεώρημα. Για έναν R-μόδιο N οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) O N είναι εμβολικός.
(ii) Ext1R(M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο M.
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(iii) ExtnR(M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο M και για κάθε n ě 1.

Αποδειξη. (i)ñ(iii) Έστω M τυχών R-μόδιος και έστω (P‚, ε) ένας προβολικός
κερματισμός αυτού. Επειδή οN είναι (εξ υποθέσεως) εμβολικός, η επαγομένη ακο-
λουθία

t0u Ñ HomR(M,N) Ñ HomR(P0, N) Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ HomR(Pn, N) Ñ HomR(Pn+1, N) Ñ ¨ ¨ ¨

παραμένει ακριβής (βλ. εδ. 4.2.30), οπότε ExtnR(M,N) – t0u για κάθε n ě 1.

(iii)ñ(ii) Τούτο είναι προφανές.

(ii)ñ(i) Έστω t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u μια βραχεία ακριβής ακολουθία

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων. Κατά το θεώρημα 5.2.10 η

t0u // HomR(M2, N)
HomR(g,idN )

// HomR(M,N)
HomR(f,idN )

// HomR(M 1, N)
rB0 // Ext1R(M2, N)

είναι ακριβής. Επειδή (εξ υποθέσεως) Ext1R(M2, N) – t0u, λαμβάνουμε τη βραχεία
ακριβή ακολουθία

t0u // HomR(M
2, N)

HomR(g,idN )
// HomR(M,N)

HomR(f,idN )
// HomR(M

1, N) // t0u

οπότε ο N είναι εμβολικός επί τη βάσει τού θεωρήματος 4.2.29.

5.2.14 Πρόταση. Εάν (Mj)jPJ είναι μια οικογένεια R-μοδίων και N τυχών R-
μόδιος, τότε

ExtnR(
À

jPJ

Mj , N) –
ś

jPJ

ExtnR(Mj , N), @n P Z (5.12)

και
ExtnR(N,

ś

jPJ

Mj) –
ś

jPJ

ExtnR(N,Mj , ), @n P Z. (5.13)

Αποδειξη της (5.12). Εάν το ζεύγος (P‚,j , εj) είναι τυχών προβολικός κερματισμός
τού Mj για κάθε j P J, τότε το (

À

jPJ P‚,j ,
À

jPJ εj) αποτελεί προβολικό κερματι-
σμό τού ευθέος αθροίσματος

À

jPJMj και για κάθε n P Z ισχύει

ExtnR(
À

jPJ
Mj , N) – H

n
(HomR(

À

jPJ
P‚,j , N)) –

4.1.11
H
n
(
ś

jPJ
HomR(P‚,j , N)) –

3.2.10

ś

jPJ
ExtnR(Mj , N),

Αποδειξη της (5.13). Εάν (P‚, ε) είναι τυχών προβολικός κερματισμός τού N, τότε

ExtnR(N,
ś

jPJ
Mj) – H

n
(HomR(P‚,

ś

jPJ
Mj)) –

4.1.11
H
n
(
ś

jPJ
HomR(P‚,Mj)) –

3.2.10

ś

jPJ
ExtnR(N,Mj , ),

για κάθε n P Z. l

§ Χρήσιμοι υπολογισμοί όταν ο R είναι Π.Κ.Ι. Όταν ο δακτύλιος αναφοράς μας
είναι Π.Κ.Ι., τότε από το πόρισμα 5.2.12 είναι γνωστό ότι τα μόνα ενδιαφέροντα
(ήτοι τα μόνα πιθανώς μη τετριμμένα) γινόμενα επεκτάσεως ExtnR(M,N) είναι αυτά
για τα οποία n P t0, 1u. Το γινόμενο επεκτάσεως Ext1R(M,N) όταν οι M,N είναι
μη τετριμμένοι, πεπερασμένως παραγόμενοι και μη ελεύθεροι, υπολογίζεται μέσω
τού θεωρήματος 5.2.16.
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5.2.15 Λήμμα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν r, s P R, τότε

Ext1R(R/ xry , R) – R/ xry και Ext1R(R/ xry , R/ xsy) – R/ xdy ,

όπου d P ΜΚΔR(r, s).

Αποδειξη. Θεωρούμε τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ R
r idR
ãÑ R

πRxry
↠ R/ xry ÝÑ t0u.

Το πόρισμα 5.2.12 μας πληροφορεί ότι

Ext1R(R/ xry , R) = Coker(HomR(r idR, idR)),

όπου HomR(r idR,idR) : HomR(R,R) ÝÑ HomR(R,R), φ ÞÝÑ rφ. Επειδή
HomR(R,R) – R, η εικόνα τού HomR(r idR,idR) είναι ισόμορφη τού κύριου ι-
δεώδους xry εντός τούR, οπότε ο συμπυρήνας του είναι – R/ xry .Κατ’ αναλογίαν,

Ext1R(R/ xry , R/ xsy) = Coker(HomR(r idR, idR/xsy)),

όπου HomR(r idR,idR/xsy) : HomR(R,R/ xsy) ÝÑ HomR(R,R/ xsy), φ ÞÝÑ rφ.

Επειδή6 HomR(R,R/ xsy) – R/ xsy , ο ομομορφισμός HomR(r idR,idR/xsy) μπορεί
να ιδωθεί ως ο πολλαπλασιασμός με r :

R/ xsy Q t+ xsy
r idR/xsy

ÞÝÑ r(t+ xsy) = rt+ xsy P R/ xsy .

Προφανώς, Coker(r idR/xsy) := (R/ xsy)/ Im(r idR/xsy) = (R/ xsy)/r(R/ xsy), όπου

r(R/ xsy) = trt+ st1 + xsy
ˇ

ˇ t, t1 P Ru = (xry + xsy) / xsy ,

οπότε (R/ xsy)/ (xry + xsy) / xsy – R/ (xry + xsy) με7 xry + xsy = xdy .

5.2.16 Θεώρημα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Ας υποθέσουμε ότι M,N είναι δυο μη τετριμ-
μένοι, πεπερασμένως παραγόμενοι, μη ελεύθεροιR-μόδιοι. Εάν αυτοί γραφούν υπό
τη μορφή M = tors (M) ‘ frp(M), N = tors (N) ‘ frp(N), όπου

#

tors (M) = tors (M) (p1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ tors (M) (pt)

tors (N) = tors (N) (q1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ tors (M) (qt1)

+

είναι οι ευθείες αποσυνθέσεις των υπομοδίων στρέψεώς τους στις πρωτεύουσες συ-
νιστώσες τους και

$

&

%

tors (M) (pj) –
(
R/

@

pℓj,1
D)

‘
(
R/

@

pℓj,1
D)

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ (R/
A

pℓj,kj
E

)

tors (N) (qi) – (R/ xqmi,1y) ‘ (R/ xqmi,2y) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ (R/ xqmi,κi y)

,

.

-

οι (μέχρις ισομορφισμού μονοσημάντως ορισμένες) αποσυνθέσεις αυτών σε ευθέα

6Βλ. πρόταση 4.1.2.
7Βλ. θεώρημα 1.4.13.
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αθροίσματα κυκλικών υπομοδίων με

1 ď ℓj,1 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓj,kj και 1 ď mi,1 ď ¨ ¨ ¨ ď mi,κi

για κάθε (j, i) P t1, ..., tu ˆ t1, ..., t1u (όπως στο δομικό θεώρημα 2.6.30), τότε

Ext1R(M,N) – Ext1R(tors(M), N)

–

(
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

t1
À

i=1

κi
À

ξ=1

Ext1R(R/
A

pℓj,ϱ
E

, R/ xq
mi,ξ y)

)
‘

(
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1
(R/

A

pℓj,ϱ
E

)

)fr-rank(N)

,
(5.14)

και
Ext1R(R/

@

pℓj,ϱ
D

, R/ xqmi,ξy) – R/
@

d(j,ϱ;i,ξ)
D

, (5.15)

όπου8 d(j,ϱ;i,ξ) P ΜΚΔR(pℓj,ϱ , qmi,ξ).

Αποδειξη. Σύμφωνα με την πρόταση 5.2.14,

Ext1R(M,N) – Ext1R(frp(M), frp(N)) ‘ Ext1R(frp(M), tors(N))

‘ Ext1R(tors(M), tors(N)) ‘ Ext1R(tors(M), frp(N))
loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

= Ext1R(tors(M),N)

.

Επειδή (κατά το θεώρημα 5.2.11) οι δύο πρώτοι ευθείς προσθετέοι είναι τετριμμέ-
νοι9, λαμβάνουμε τον πρώτον εκ των ισομορφισμών (5.14). Ο δεύτερος προκύπτει
απευθείας από την πρόταση 5.2.14, διότι

frp(N) – Rfr-rankR(N)
ñ Ext1R(tors(M), frp(N)) – Ext1R(tors(M), R)fr-rankR(N),

όπου Ext1R(tors(M), R) – Ext1R(
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

R/
@

pℓj,ϱ
D

, R) –
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

Ext1R(R/
@

pℓj,ϱ
D

, R) και

Ext1R(tors(M), tors(N)) – Ext1R(
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

(R/
A

pℓj,ϱ
E

),
t1
À

i=1

κi
À

ξ=1

R/ xqmi,ξy)

–
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

t1
À

i=1

κi
À

ξ=1

Ext1R(R/
A

pℓj,ϱ
E

, R/ xqmi,ξy)

Τέλος, το λήμμα 5.2.15 δίδει Ext1R(R/
@

pℓj,ϱ
D

, R) – R/
@

pℓj,ϱ
D

, καθώς και τον ισο-
μορφισμό (5.15).

5.2.17 Σημείωση. Εάν (στη διατύπωση τού θεωρήματος 5.2.16) επιτρέψουμε στον
N να είναι ελεύθερος, τότε λαμβάνουμε απλώς10

Ext1R(M,N) – Ext1R(tors(M), N) –

(
t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

(R/
A

pℓj,ϱ
E

)

)fr-rank(N)

.

8Εάν p ȷ
συν.

q, τότε το γινόμενο επεκτάσεως (5.15) είναι τετριμμένο. Εάν p „
συν.

q, τότε ως d(j,ϱ;i,ξ) μπορεί να ληφθεί

το στοιχείο pmin
!

ℓj,ϱ,mi,ξ

)

. (Βλ. θεώρημα 1.4.54.)
9Σημειωτέον ότι ο frp(M) (όντας ελεύθερος) είναι προβολικός. (Βλ. πρόταση 4.2.4.)

10Αντιθέτως, εάν υποθέταμε ότι οM είναι ελεύθερος, τότε το Ext1R(M,N) θα ήταν προφανώς τετριμμένος R-μόδιος.
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5.2.18 Πόρισμα. Έστω ότι οι G,H είναι μη τετριμμένες, πεπερασμένως παραγόμε-
νες, μη ελεύθερες αβελιανές ομάδες. Γράφοντας τις τάξεις των υποομάδων στρέψε-
ώς τους υπό τη μορφή

|tors (G)| = pn1
1 pn2

2 ¨ ¨ ¨ pntt , |tors (H)| = p
n1
1

1 p
n1
2

2 ¨ ¨ ¨ p
n1
t
t ,

για κάποιους πρώτους αριθμούς p1, . . . , pt, t P N, με p1 ă ¨ ¨ ¨ ă pt (όταν t ě 2),
όπου n1, ..., nt P N0 (και αντιστοίχως, n1

1, ..., n
1
t P N0) με τουλάχιστον έναν εξ αυτών

‰ 0, λαμβάνουμε

tors (G) =
À

tjPt1,...,tu:nj‰0u

G (pj) , tors (H) =
À

tiPt1,...,tu:n1
i‰0u

H (pi)

και (για αυτούς τους δείκτες j, i)

G (pj) – Z
p
ℓj,1
j

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
p
ℓj,kj
j

, H (pi) – Z
p
mi,1
i

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
p
mi,κi
i

,

όπου
(ℓj,1, . . . , ℓj,kj ) P Πkj (nj) και (mi,1, . . . ,mi,κi) P Πκi

(
n1
i

)
(όπως στο θεώρημα 2.6.32), οπότε

Ext1R(G,H) –

(
À

tjPt1,...,tu:nj‰0u

À

tiPt1,...,tu:n1
i‰0u

kj
À

ϱ=1

κi
À

ξ=1

Z
p

mintℓj,ϱ,mi,ξu

)

‘

(
À

tjPt1,...,tu:nj‰0u

kj
À

ϱ=1

Z
p
ℓj,ϱ

)fr-rank(H)

.

§ Εναλλακτικός ορισμός γινομένων επεκτάσεως. Αυτός θεσπίζεται με τη βοήθεια
εμβολικών κερματισμών.

5.2.19 Ορισμός. Έστω M ένας R-μόδιος και έστω N‚ = (Nn, dn)nPZ ένα συνα-
λυσωτό σύμπλοκο. Ως σύμπλοκο ομομορφισμών από τον M στον N‚ ορίζεται το
συναλυσωτό σύμπλοκο11

HomR(M,N‚) := (HomR(M,Nn), HomR(idM , dn))nPZ.

5.2.20 Λήμμα. Έστω ότι τα N‚ = (Nn, dn)nPZ,N
1‚ = (N 1n, d

1n)nPZ είναι δυο συνα-
λυσωτά σύμπλοκα. Για συναλυσωτούς μετασχηματισμούς f‚, g‚ : N‚ ÝÑ N

1‚ και

11Τούτο είναι όντως συναλυσωτό σύμπλοκο, καθόσον (λόγω τού λήμματος 4.1.7)

HomR(idM , dn+1
) ˝ HomR(idM , dn) = HomR(idM , dn ˝ d

n+1
looooomooooon

=0

) = 0.



294 EXT ΚΑΙ TOR

τυχόντα R-μόδιο M ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

f‚ » g‚ ùñ HomR(idM , f‚) » HomR(idM , g‚).

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού λήμματος 5.2.2 (κάνοντας, εν προκειμένω, χρήση
τού πορίσματος 5.1.10).

5.2.21 Λήμμα. Εάν (Q‚, i), (Q
1‚, i1) είναι εμβολικοί κερματισμοί ενός R-μοδίου N,

τότε για οιονδήποτε R-μόδιο M έχουμε

Hn(HomR(M,Q‚)) – Hn(HomR(M,Q
1‚)), @n P Z.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού 5.2.3 (κάνοντας χρήση τού 5.2.20).

5.2.22 Ορισμός. Έστω ότι οιM,N είναι δυοR-μόδιοι και ότι (Q‚, i) είναι τυχών
εμβολικός κερματισμός τού N. Θέτουμε

ExtnR(M,N) := Hn(HomR(M,Q‚)), @n P Z.

5.2.23 Σημείωση. Ο ορισμός αυτός είναι εφικτός λόγω τής προτάσεως 5.1.8, ενώ
το ExtnR(M,N) είναι μέχρις ισομορφισμού ανεξάρτητο τής συγκεκριμένης επιλογής
τού εμβολικού κερματισμού (Q‚, i) τούN λόγω τού λήμματος 5.2.21. Mάλιστα, είναι
δυνατόν να ορισθεί και ένα γινόμενο ExtnR(φ,ψ)) ανάλογο τού ορισθέντος στο εδ.
5.2.6, και να αποδειχθεί ότι αυτά τα γινόμενα επεκτάσεως έχουν ιδιότητες ανάλογες
όλων των προαναφερθεισών ιδιοτήτων των ExtnR(..)), Ωστόσο, τούτο δεν οδηγεί στη
δημιουργία μιας άλλης οντότητας, όπως παρεμφαίνεται από το εξής:

5.2.24 Θεώρημα. Εάν M,N είναι τυχόντες R-μόδιοι, τότε

ExtnR(M,N) – ExtnR(M,N), @n P Z.

Αποδειξη. Βλ., π.χ., Vermani [27], Theorem 6.2.4, σελ. 151-153, ή Rotman [35],
Theorem 6.67, σελ. 374.

§ Από πού προέρχεται ο όρος «γινόμενο επεκτάσεως»; Κάθε βραχεία ακριβής ακο-
λουθία τής μορφής

0 // M
f

// E
g

// N // 0

καλείται επέκταση τούM μέσω τούN και σημειώνεται ως (f,E, g). (Δοθέντων δυο
R-μοδίων M,N, υπάρχει πάντοτε τουλάχιστον μία επέκταση τού M μέσω τού N.)
Ας συμβολίσουμε ως ext(M,N) το σύνολο όλων των επεκτάσεων τού M μέσω τού
N. Επί τού ext(M,N) ορίζεται μια σχέση ισoδυναμίας „επ.ως ακολούθως:

(f1, E1, g1) „επ. (f2, E2, g2) ðñ
ορσ

[
Dh P HomR(E1, E2):

h ˝ f1 = f2 και h ˝ g1 = g2

]
.
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5.2.25 Θεώρημα. Εάν M,N είναι δυο R-μόδιοι, τότε υφίσταται μια φυσική αμφίρ-
ριψη:

ext(M,N)/ „επ.ÐÑ Ext1R(M,N).

Αποδειξη. Βλ., π.χ., Vermani [27], Theorem 7.1.5, σελ. 169-171, ή Rotman [35],
Theorem 7.30, σελ. 425-426.

5.3 ΓΙΝΟΜΕΝΑ ΣΤΡΕΨΕΩΣ

5.3.1 Ορισμός. Έστω N ένας R-μόδιος και έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυ-
σωτό σύμπλοκο. Ως τανυστικό γινόμενο τού M‚ και τού N ορίζεται το αλυσωτό
σύμπλοκο12

M‚ bR N := (Mn bR N, dnb idN )nPZ.

Σημειωτέον ότι εάν

M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ

είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα και f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ ένας αλυσωτός μετασχηματι-

σμός, τότε μέσω τού f‚ επάγεται o αλυσωτός μετασχηματισμός

f‚b idN : M‚ bR N ÝÑ M1
‚ bR N,

όπου f‚b idN := (fnbidN :Mn bR N ÝÑ M 1
n bR N)nPZ.

5.3.2 Λήμμα. Έστω ότι τα M‚ = (Mn, dn)nPZ,M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι δυο αλυ-

σωτά σύμπλοκα. Για δυο αλυσωτούς μετασχηματισμούς f‚, g‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ και

τυχόντα R-μόδιο N ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή:

f‚ » g‚ ùñ f‚b idN » g‚b idN .

Αποδειξη. Εάν (hn)nPZ : f‚ » g‚ (βλ. εδ. 3.5.1), τότε

[fn ´ gn = d1
n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn, @n P Z]

ñ fnb idN ´ gnb idN = (d1
n+1 ˝ hn)b idN + (hn´1 ˝ dn)b idN

=
4.5.5

(d1
n+1b idN ) ˝ (hnb idN ) + (hn´1b idN ) ˝ (dnb idN ),

οπότε (hnb idN )nPZ : f‚b idN » g‚b idN .

12Τούτο είναι όντως αλυσωτό σύμπλοκο, καθόσον έχουμε

(dnb idN ) ˝ (dn+1b idN ) = (dn ˝ dn+1)b idN = 0b idN = 0.
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5.3.3 Λήμμα. Εάν (P‚, ε), (P1
‚, ε

1) είναι προβολικοί κερματισμοί ενός R-μοδίου M,

τότε για οιονδήποτε R-μόδιο N έχουμε

Hn(P‚ bR N) – Hn(P1
‚ bR N), @n P Z.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το πόρισμα 5.1.5 υπάρχουν δυο αλυσωτοί μετασχηματι-
σμοί f‚ : P‚ ÝÑ P1

‚ και g‚ : P1
‚ ÝÑ P‚ με (g ˝ f)‚ » idP‚ και (f ˝ g)‚ » idP1

‚ . Εξ
αυτού (λόγω τού λήμματος 5.3.2) έπεται ότι

(g ˝ f)‚b idN » idP‚ b idN = idP‚bRN , (f ˝ g)‚b idN » idP1
‚ b idN = idP1

‚bRN .

Επειδή (g ˝ f)‚b idN = (g‚b idN ) ˝ (f‚b idN ), (f ˝ g)‚b idN = (f‚b idN ) ˝ (g‚b idN ),

τα αλυσωτά σύμπλοκα P‚ bR N και P1
‚ bR N είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα και ο

ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει τής προτάσεως 3.5.11.

5.3.4 Ορισμός. Έστω ότι οι M,N είναι δυο R-μόδιοι και ότι (P‚, ε) είναι τυχών
προβολικός κερματισμός τού M. Ως n-οστό γινόμενο στρέψεως των M και N
ορίζεται ο R-μόδιος

TorRn (M,N) := Hn(P‚ bR N), @n P Z.

(Ο ορισμός αυτός είναι εφικτός λόγω τής προτάσεως 5.1.3, ενώ το TorRn (M,N)

είναι μέχρις ισομορφισμού ανεξάρτητο τής συγκεκριμένης επιλογής τού προ-
βολικού κερματισμού (P‚, ε) τού M λόγω τού λήμματος 5.3.3. Επιπροσθέτως,
TorRn (M,N) – t0u για κάθε n ă 0.)

5.3.5 Λήμμα. Για οιουσδήποτε R-μοδίους M,N ισχύει:

TorR0 (M,N) – M bR N.

Αποδειξη. Έστω (P‚, ε), P‚ = (Pn, dn)nPZ, τυχών προβολικός κερματισμός τού
M. Μέσω τής ακριβούς ακολουθίας P1

d1
ÝÑ P0

ε
ÝÑ M ÝÑ t0u επάγεται η α-

κριβής ακολουθία P1 bR N
d1bidN // P0 bR N

εbidN // M bR N // t0u

(Βλ. θεώρημα 4.5.9.) Κατά το (ii) τής προτάσεως 3.1.4,

Coker(d1b idN ) := P0 bR N/ Im(d1b idN ) – M bR N.

Από την άλλη μεριά, o TorR0 (M,N) = H0(P‚ bR N) = Ker(d0b idN )/ Im(d1b idN )

ισούται με τονP0bRN/ Im(d1b idN ), οπότε πράγματι TorR0 (M,N) – MbRN.

5.3.6 Ορισμός. Δοθέντων R-μοδίων M,M 1, N,N 1, ομομορφισμών

φ P HomR(M,M 1), ψ P HomR(N,N
1)

και προβολικών κερματισμών (P‚, ε), (P1
‚, ε

1) των M , M 1, αντιστοίχως, υπάρχει
(βάσει τού (i) τού θεωρήματος 5.1.4) αλυσωτός μετασχηματισμός f‚ : P‚ Ñ P1

‚
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που «επεκτείνει» τον φ, ήτοι ισχύει φ ˝ ε = ε1 ˝ f0.Μέσω τού f‚ κατασκευάζεται
ο αλυσωτός μετασχηματισμός f‚b idN : P‚ bR N ÝÑ P1

‚ bR N. Ως n-οστό
γινόμενο στρέψεως (υπεράνω τού R) των φ και ψ ορίζεται ο ομομορφισμός

TorRn (φ,ψ) := Hn(f‚b ψ) : TorRn (M,N) ÝÑ TorRn (M 1, N 1), @n P Z.

5.3.7 Πρόταση. Εάν οι M,M 1,M2, N,N 1, N2 είναι έξι R-μόδιοι και

φ P HomR(M,M 1), φ1
P HomR(M

1,M2), ψ P HomR(N,N
1), ψ1

P HomR(N
1, N2),

τότε
TorRn (φ1 ˝ φ,ψ1 ˝ ψ) = TorRn (φ1, ψ1) ˝ TorRn (φ,ψ), @n P Z.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τις προτάσεις 4.5.5 και 3.2.6.

5.3.8 Πρόταση. Για οιουσδήποτε R-μοδίους M,N ισχύει:

TorRn (idM , idN ) – idTorRn (M,N), @n P Z.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τις προτάσεις 4.5.4 και 3.2.7.

5.3.9 Θεώρημα (Πρώτη μακρά ακριβής Tor-ακολουθία). Έστω

t0u ÝÑ N 1 f
ÝÑ N

g
ÝÑ N2 ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και έστω
M τυχών R-μόδιος. Τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
Bn+1

// TorRn (M,N 1)
TorRn (idM ,f)

// TorRn (M,N)
TorRn (idM ,g)

// TorRn (M,N2)
Bn // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
B2 // TorR1 (M,N 1)

TorR1 (idM ,f)
// TorR1 (M,N)

TorR1 (idM ,g)
// TorR1 (M,N2)

B1

// M bR N
1 idMbf

// M bR N
idMbg

// M bR N
2 // t0u

Αποδειξη. Έστω (P‚, ε) τυχών προβολικός κερματισμός τού M. Επειδή (κατά το
θεώρημα 4.5.26) ο Pn είναι ισόπεδος για κάθε n P Z, η πρόταση 4.5.19 μας πληρο-
φορεί ότι οι βραχείες ακολουθίες

t0u // Pn bR N
1

idPnbf
// Pn bR N

idPnbg
// Pn bR N

2 // t0u

είναι ακριβείς για κάθε n P Z. Τούτο όμως σημαίνει η

0‚
// P‚ bR N

1
idP‚ bf

// P‚ bR N
idP‚ bg

// P‚ bR N
2 // 0‚ (5.16)

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων. Η ανωτέρω μακρά
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ακριβής ακολουθία δεν είναι τίποτα άλλο παρά η μακρά ακριβής ακολουθία ομο-
λογίας για την (5.16). (Βλ. θεώρημα 3.2.13.)

5.3.10 Θεώρημα (Δεύτερη μακρά ακριβής Tor-ακολουθία). Έστω

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, και έστω
N τυχών R-μόδιος. Τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
rBn+1

// TorRn (M 1, N)
TorRn (f,idN )

// TorRn (M,N)
TorRn (g,idN )

// TorRn (M2, N)
rBn // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
rB2 // TorR1 (M 1, N)

TorR1 (f,idN )
// TorR1 (M,N)

TorR1 (g,idN )
// TorR1 (M2, N)

rB1

// M 1 bR N
fbidN // M bR N

gbidN // M2 bR N // t0u

Αποδειξη. Εάν (P1
‚, ε

1), (P
2

‚, ε
2
) είναι προβολικοί κερματισμοί των M 1 και M

2
, α-

ντιστοίχως, τότε (σύμφωνα με «λήμμα τού πετάλου» 5.1.6) υπάρχουν ένας προβο-
λικός κερματισμός (P‚, ε) τού M και αλυσωτοί μετασχηματισμοί ι‚ : P1

‚ ÝÑ P‚ και
π‚ : P‚ ÝÑ P

2

‚, ούτως ώστε η 0‚ ÝÑ P1
‚

ι‚
ãÑ P‚

π‚↠ P
2

‚ ÝÑ 0‚ να είναι βραχεία ακρι-
βής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων («επεκτείνουσα» τους f και g) και μάλιστα
έχουσα τις επιμέρους βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u ÝÑ P 1
n

ιn
ÝÑ Pn

πn
ÝÑ P 2

n ÝÑ t0u

διασπώμενες για κάθε n P Z. Κατά το θεώρημα 4.5.15 οι βραχείες ακολουθίες

t0u // P 1
n bR N

ιnbidN // Pn bR N
πnbidN // P 2

n bR N // t0u

είναι ωσαύτως ακριβείς και διασπώμενες για κάθε n P Z. Ιδιαιτέρως, τούτο σημαί-
νει ότι η

0‚
// P1

‚ bR N
ι‚bidN // P‚ bR N

π‚bidN // P2
‚ bR N // 0‚ (5.17)

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων. Η ανωτέρω μακρά
ακριβής ακολουθία δεν είναι τίποτα άλλο παρά η μακρά ακριβής ακολουθία ομο-
λογίας για την (5.17). (Βλ. θεώρημα 3.2.13.)

5.3.11 Λήμμα. Έστω ότι M,N είναι δυο R-μόδιοι. Εάν είτε ο M είναι προβολικός
είτε ο N ισόπεδος, τότε

TorRn (M,N) –

#

M bR N, όταν n = 0,

t0u, όταν n P Z∖t0u.
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Αποδειξη. Για n = 0 ο ισχυρισμός είναι αληθής (χωρίς περαιτέρω περιοριστικές
συνθήκες επί των M και N). Βλ. λήμμα 5.3.5.

Περίπτωση πρώτη. Εάν οM είναι προβολικόςR-μόδιος, τότε το ζεύγος (P‚, ε),P‚ =

(Pn, dn)nPZ, με

Pn :=

#

M, όταν n = 0,

t0Mu, όταν n P Z∖t0u,
dn := 0,@n P Z, και ε := idM

είναι προβολικός κερματισμός τού M, οπότε

TorRn (M,N) – t0u, @n P Z∖t0u.

Περίπτωση δεύτερη. Εάν ο N είναι ισόπεδος και (P‚, ε) τυχών προβολικός κερμα-
τισμός τού M, τότε μέσω τής ακριβούς ακολουθίας

¨ ¨ ¨
d3

ÝÑ P2
d2

ÝÑ P1
d1

ÝÑ P0
ε

ÝÑ M ÝÑ t0u

επάγεται η ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // P2 bR N
d2bidN // P1 bR N

d1bidN // P0 bR N
εbidN // M bR N // t0u.

(Πρβλ. θεωρήματα 4.5.9 και 4.5.15.) Εξ αυτής έπεται ότι

TorRn (M,N) – Hn(P‚ bR N) – t0u

για κάθε n P Z∖t0u.

5.3.12 Θεώρημα (Μεταθετικότητα τού γινομένου στρέψεως). Εάν οι M,N είναι
R-μόδιοι, τότε υφίσταται κανονιστικός ισομορφισμός13

TorRn (M,N) – TorRn (N,M), @n P Z.

Αποδειξη. Ο ισχυρισμός είναι αληθής τόσον όταν n ă 0 (προδήλως) όσον και
όταν n = 0 (εάν κανείς λάβει υπ’ όψιν το θεώρημα 4.4.1 και το λήμμα 5.3.5). Ας
υποθέσουμε, από εδώ και στο εξής, ότι n ě 1. Κατά το πόρισμα 2.5.23, M – F/L,

όπου F είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος. Επομένως υφίσταται μια βραχεία ακριβής
ακολουθία

t0u ÝÑ L
ι

ãÑ F
π↠M ÝÑ t0u, (5.18)

όπου ι η συνήθης ένθεση και π η σύνθεση τού φυσικού επιμορφισμού F ↠ F/L

και ενός ισομορφισμού F/L –
ÝÑ M. Θα χρησιμοποιηθούν οι δύο μακρές ακριβείς

ακολουθίες που επάγονται μέσω τής (5.18) (οι κατασκευασθείσες στα θεωρήματα
5.3.9 και 5.3.10) και μαθηματική επαγωγή ως προς τον n.

13Εν αντιθέσει προς το γινόμενο στρέψεως, το γινόμενο επεκτάσεως δεν είναι μεταθετικό, διότι, π.χ., υπάρχουν R-
μόδιοιM,N, με τους HomR(M,N) και HomR(N,M) μη ισόμορφους. (Βλ. 4.1.3 (ii) και (iii).)
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‚ Εάν n = 1, τότε προκύπτει το εξής διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-
μοδίων:

TorR1 (F,N) – t0u
TorR1 (π,idN )

// TorR1 (M,N)
rB1 // L bR N

ιbidN //

f –

��

ö

F bR N

f 1–

��
TorR1 (N,F ) – t0u

TorR1 (idN,π)
// TorR1 (N,M)

B1 // N bR L
idNbι

// N bR F

με ακριβείς γραμμές, όπου ως f, f 1 συμβολίζονται οι κανονιστικοί ισομορφισμοί τού
θεωρήματος 4.4.1. Τα πρώτα εξ αριστερών εμφανιζόμενα γινόμενα στρέψεως είναι
τετριμμένοι R-μόδιοι, καθώς ο F (ως ελεύθερος) είναι τόσον προβολικός όσον και
ισόπεδος. (Βλ. λήμμα 5.3.11). Ως εκ τούτου, οι συνδετικοί ομομορφισμοί B1,rB1 είναι
μονομορφισμοί και

TorR1 (M,N) – Ker(ιb idN ) = Ker(f 1´1
˝ (idNbι) ˝ f) – Ker(idNbι)) – TorR1 (N,M).

‚ Εάν n ě 2, υποθέτουμε ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής για τον n ´ 1. Από την
1η και τη 2η μακρά ακριβή Tor-ακολουθία προκύπτει το εξής διάγραμμα R-μοδίων
και ομομορφισμών R-μοδίων:

TorRn (F,N) – t0u
TorRn (π,idN )

// TorRn (M,N)
rBn // TorRn´1(L,N)

TorRn´1(ι,idN )
//

–

��

ö

TorRn´1(F,N)

–

��

TorRn (N,F ) – t0u
TorRn (idN,π)

// TorRn (N,M)
Bn // TorRn´1(N,L)

TorRn´1(idN,ι)
// TorRn´1(N,F )

με ακριβείς γραμμές. Άρα TorRn (M,N) – TorRn (N,M) (για τον ίδιο λόγο, με τους
ισομορφισμούς οφειλόμενους στην επαγωγική μας υπόθεση).

5.3.13 Πόρισμα. Έστω ότιM,N είναι δυοR-μόδιοι. Εάν ένας (τουλάχιστον) εκ των
M,N είναι ισόπεδος, τότε

TorRn (M,N) –

#

M bR N, όταν n = 0,

t0u, όταν n P Z∖t0u.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το λήμμα 5.3.11 και το θεώρημα 5.3.12.

5.3.14 Πόρισμα. Για έναν R-μόδιο M οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) O M είναι ισόπεδος.
(ii) TorR1 (M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο N.
(iii) TorRn (M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο N και για κάθε n ě 1.

Αποδειξη. Οι συνεπαγωγές (i)ñ(ii), (i)ñ(iii) έπονται από το πόρισμα 5.3.13, ε-
νώ η (iii)ñ(ii) είναι προφανής. Αρκεί λοιπόν να δειχθεί η ισχύς τής συνεπαγωγής
(ii)ñ(i). Έστω t0u ÝÑ N 1 f

ÝÑ N
g

ÝÑ N2 ÝÑ t0u μια βραχεία ακριβής ακολουθία
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων. Κατά το θεώρημα 5.3.9 η

TorR1 (M,N2)
B1 // M bR N

1 idMbf
// M bR N

idMbg
// M bR N

2 // t0u
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είναι ακριβής. Επειδή (εξ υποθέσεως) TorR1 (M,N2) – t0u, λαμβάνουμε τη βραχεία
ακριβή ακολουθία

t0u // M bR N
1 idMbf

// M bR N
idMbg

// M bR N
2 // t0u

απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι ο M είναι ισόπεδος. (Βλ. πρόταση 4.5.17.)

5.3.15 Πόρισμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και οι M,N δυο R-μόδιοι, τότε

TorRn (M,N) –

$

’

&

’

%

M bR N, όταν n = 0,

Ker(fbidN ), όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u,

όπου f : L ãÑ F είναι ένας μονομορφισμός R-μοδίων εμφανιζόμενος σε μια βρα-
χεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ L
f

ãÑ F
g
↠M ÝÑ t0u, (5.19)

με τον F ελεύθερο.

Αποδειξη. Για n = 0 βλ. λήμμα 5.3.5. Όπως έχει ήδη προαναφερθεί στο (ii) τού εδ.
5.1.2, υπάρχει πάντοτε μια βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής (5.19), όπου ο F
(και, κατ’ επέκταση, και ο L) είναι ελεύθεροςR-μόδιος. Κατά συνέπειαν, το ζεύγος
(P‚, ε), P‚ = (Pn, dn)nPZ, με

Pn :=

$

’

&

’

%

F, όταν n = 0,

L, όταν n = 1,

t0Mu όταν n P Z∖t0, 1u

dn :=

#

f, όταν n = 1,

0, όταν n P Z∖t1u,

και ε := g αποτελεί έναν προβολικό κερματισμό τού M, οπότε για κάθε n P Z∖t0u

έχουμε

TorRn (M,N) – Hn(P‚ bR N) –

#

Ker(fbidN ), όταν n = 1,

t0u, όταν n ‰ 1,

(διότι Im(d2bidN ) – t0u) και ο ισχυρισμός είναι αληθής.

5.3.16 Πρόταση. Εάν (Mj)jPJ είναι μια οικογένεια R-μοδίων και N τυχών R-
μόδιος, τότε

TorRn (
À

jPJ

Mj , N) –
À

jPJ

TorRn (Mj , N), @n P Z

και
TorRn (N,

À

jPJ

Mj) –
À

jPJ

TorRn (N,Mj , ), @n P Z.
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Αποδειξη. Εάν το ζεύγος (P‚,j , εj) είναι τυχών προβολικός κερματισμός τού Mj

για κάθε j P J, τότε το (
À

jPJ P‚,j ,
À

jPJ εj) αποτελεί προβολικό κερματισμό τού
ευθέος αθροίσματος

À

jPJMj και για κάθε n P Z ισχύει

TorRn (
À

jPJ

Mj , N) – Hn((
À

jPJ

P‚,j) bR N) –
3.2.10

À

jPJ

Hn(P‚,j bR N) –
À

jPJ

TorRn (Mj , N).

Ο δεύτερος ισχυρισμός είναι αληθής βάσει τού θεωρήματος 5.3.12.

§ Χρήσιμοι υπολογισμοί όταν ο R είναι Π.Κ.Ι. Όταν ο δακτύλιος αναφοράς μας εί-
ναι Π.Κ.Ι., τότε από το πόρισμα 5.3.15 είναι γνωστό ότι τα μόνα ενδιαφέροντα (ήτοι
τα μόνα πιθανώς μη τετριμμένα) γινόμενα επεκτάσεως TorRn (M,N) είναι αυτά για
τα οποία n P t0, 1u. Το γινόμενο επεκτάσεως TorR1 (M,N) όταν οι M,N είναι μη
τετριμμένοι, πεπερασμένως παραγόμενοι και μη ελεύθεροι, υπολογίζεται ως ακο-
λούθως:

5.3.17 Θεώρημα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Ας υποθέσουμε ότι M,N είναι δυο μη τετριμ-
μένοι, πεπερασμένως παραγόμενοι, μη ελεύθεροι R-μόδιοι14. Εάν αυτοί γραφούν
υπό τη μορφή M = tors (M) ‘ frp(M), N = tors (N) ‘ frp(N), όπου

#

tors (M) = tors (M) (p1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ tors (M) (pt)

tors (N) = tors (N) (q1) ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ tors (M) (qt1)

+

είναι οι ευθείες αποσυνθέσεις των υπομοδίων στρέψεώς τους στις πρωτεύουσες συ-
νιστώσες τους και

$

&

%

tors (M) (pj) –

(
R/

A

p
ℓj,1
j

E)
‘

(
R/

A

p
ℓj,1
j

E)
‘ ¨ ¨ ¨ ‘ (R/

A

p
ℓj,kj
j

E

)

tors (N) (qi) –
(
R/

@

q
mi,1
i

D)
‘
(
R/

@

q
mi,2
i

D)
‘ ¨ ¨ ¨ ‘ (R/

@

q
mi,κi
i

D

)

,

.

-

οι (μέχρις ισομορφισμού μονοσημάντως ορισμένες) αποσυνθέσεις αυτών σε ευθέα
αθροίσματα κυκλικών υπομοδίων με

1 ď ℓj,1 ď ¨ ¨ ¨ ď ℓj,kj και 1 ď mi,1 ď ¨ ¨ ¨ ď mi,κi

για κάθε (j, i) P t1, ..., tu ˆ t1, ..., t1u (όπως στο δομικό θεώρημα 2.6.30), τότε

TorR1 (M,N) – TorR1 (tors(M), tors(N))

–
t
À

j=1

t1
À

i=1

kj
À

ϱ=1

κi
À

ξ=1

TorR1 (R/
A

p
ℓj,ϱ
j

E

, R/
@

q
mi,ξ
i

D

),
(5.20)

και
TorR1 (R/

A

p
ℓj,ϱ
j

E

, R/
@

q
mi,ξ
i

D

) – R/
@

d(j,ϱ;i,ξ)
D

, (5.21)

όπου15 d(j,ϱ;i,ξ) P ΜΚΔR(p
ℓj,ϱ
j , q

mi,ξ
i ).
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Αποδειξη. Σύμφωνα με την πρόταση 5.3.16,

TorR1 (M,N) – TorR1 (frp(M), frp(N)) ‘ TorR1 (frp(M), tors(N))

‘ TorR1 (tors(M), frp(N)) ‘ TorR1 (tors(M), tors(N)).

Επειδή (κατά το πόρισμα 5.3.13) οι τρεις πρώτοι ευθείς προσθετέοι είναι τετριμμέ-
νοι, λαμβάνουμε τον πρώτον εκ των ισομορφισμών (5.20). Ο δεύτερος προκύπτει
απευθείας από την πρόταση 5.3.16. Έστω τώρα d(j,ϱ;i,ξ) P ΜΚΔR(pℓj,ϱ , qmi,ξ). Γρά-
φουμε pℓj,ϱ = r(j,ϱ)d(j,ϱ;i,ξ) και qmi,ξ = s(i,ξ)d(j,ϱ;i,ξ) για κατάλληλα (σχετικώς πρώ-
τα) στοιχεία r(j,ϱ), s(i,ξ) P R∖t0Ru και θεωρούμε τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ R
pℓj,ϱ idR

ãÑ R
πR

ăpℓj,ϱą↠ R/
@

pℓj,ϱ
D

ÝÑ t0u.

Το πόρισμα 5.3.15 μας πληροφορεί ότι

TorR1 (R/
@

pℓj,ϱ
D

, R/ xqmi,ξy) – Ker((pℓj,ϱ idR)bidR/xq
mi,ξ y).

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν τον ισομορφισμό f(i,ξ) : RbRR/ xqmi,ξy
–

ÝÑ R/ xqmi,ξy (τον
κατασκευασθέντα στο θεώρημα 4.4.3) συμπεραίνουμε ότι

TorR1 (R/
@

pℓj,ϱ
D

, R/ xqmi,ξy) – Ker(θ(i,ξ)),

όπου θ(i,ξ) := f(i,ξ) ˝ ((pℓj,ϱ idR)b idR/xq
mi,ξ y) ˝ f´1

(i,ξ). Προφανώς,

Ker(θ(i,ξ)) =
␣

a+ xqmi,ξy| a P R και pℓj,ϱ(a+ xqmi,ξy) P xqmi,ξy
(

=
␣

a+ xqmi,ξy| a P R και pℓj,ϱa P xqmi,ξy
(

=
␣

a+ xqmi,ξy| a P R και qmi,ξ | pℓj,ϱa
(

=
␣

a+ xqmi,ξy| a P R και s(i,ξ) | r(j,ϱ)a
(

=
␣

a+ xqmi,ξy| a P R και s(i,ξ) | a
(

=
@

s(i,ξ)
D

/ xqmi,ξy = Rs(i,ξ)/Rq
mi,ξ –

2.6.25
Rd(j,ϱ;i,ξ) =

@

d(j,ϱ;i,ξ)
D

,

απ’ όπου έπεται και η ύπαρξη ισομορφισμού (5.21).

5.3.18 Σημείωση. ΕάνR είναι μια Π.Κ.Ι., τότε, όπως θα διαπιστώσουμε στο θεώρη-
μα 5.3.23, ένας ισομορφισμός TorR1 (M,N) – TorR1 (tors(M),tors(N)) εξακολουθεί
να υφίσταται και για τυχόντες R-μοδίους M και N.

5.3.19 Πόρισμα. Έστω ότι οι G,H είναι μη τετριμμένες, πεπερασμένως παραγόμε-
νες, μη ελεύθερες αβελιανές ομάδες. Γράφοντας τις τάξεις των υποομάδων στρέψε-
ώς τους υπό τη μορφή |tors (G)| = pn1

1 pn2
2 ¨ ¨ ¨ pntt , |tors (H)| = p

n1
1

1 p
n1
2

2 ¨ ¨ ¨ p
n1
t
t , για

κάποιους πρώτους αριθμούς p1, . . . , pt, t P N, με p1 ă ¨ ¨ ¨ ă pt (όταν t ě 2), όπου
n1, ..., nt P N0 (και αντιστοίχως, n1

1, ..., n
1
t P N0) με τουλάχιστον έναν εξ αυτών ‰ 0,

14Eάν υποθέταμε ότι τουλάχιστον ένας εκ των M,N είναι ελεύθερος, τότε το TorR1 (M,N) θα ήταν προφανώς τε-
τριμμένος R-μόδιος.

15Εάν pj ȷ
συν.

qi, τότε το γινόμενο στρέψεως (5.21) είναι τετριμμένο. Εάν pj „
συν.

qi, τότε ως d(j,ϱ;i,ξ) μπορεί να

ληφθεί το στοιχείο p
min

!

ℓj,ϱ,mi,ξ

)

j . (Βλ. θεώρημα 1.4.54.)
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λαμβάνουμε

tors (G) =
À

tjPt1,...,tu:nj‰0u

G (pj) , tors (H) =
À

tiPt1,...,tu:n1
i‰0u

H (pi)

και (για αυτούς τους δείκτες j, i)

G (pj) – Z
p
ℓj,1
j

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
p
ℓj,kj
j

, H (pi) – Z
p
mi,1
i

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
p
mi,κi
i

,

όπου (ℓj,1, . . . , ℓj,kj ) P Πkj (nj) και (mi,1, . . . ,mi,κi) P Πκi (n
1
i) (όπως στο θεώρη-

μα 2.6.32), οπότε

TorR1 (G,H) –
À

tjPt1,...,tu:nj‰0u

À

tiPt1,...,tu:n1
i‰0u

kj
À

ϱ=1

κi
À

ξ=1

Z
pmintℓj,ϱ,mi,ξu .

Περαιτέρω «κριτήρια ισοπεδότητας». Πέραν τού θεωρήματος 4.5.31, δίδονται και
άλλα δύο επιπρόσθετα κριτήρια για το υπό ποίες συνθήκες ένας R-μόδιος είναι ι-
σόπεδος. (Βλ. θεωρήματα 5.3.20 και 5.3.22.)

5.3.20 Θεώρημα. Για οιονδήποτεR-μόδιοM οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύνα-
μες:
(i) Ο M είναι ισόπεδος.
(ii) TorR1 (R/I,M) – t0u για κάθε πεπερασμένως παραγόμενο ιδεώδες I τού R.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα 4.5.31,

[ο M είναι ισόπεδος] ðñ

[
I bRM – IM για κάθε πεπερασμένως

παραγόμενο ιδεώδες I τού R

]
.

Κάνοντας χρήση τής 2ης μακράς ακριβούς Tor-ακολουθίας τής επαγομένης μέσω

τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας t0u ÝÑ I
ι

ãÑ R
πRI↠ R/I ÝÑ t0u λαμβάνουμε

TorR1 (R,M)

–

��

TorR1 (πRI ,idM )
// TorR1 (R/I,M)

rB1

��

M M/IM

t0u I bRM
ιbidM // R bRM

–

OO

πRI bidM
// R/I bRM

–

OO

όπου ο πρώτος ισομορφισμός έπεται από το λήμμα 4.5.25 και το πόρισμα 5.3.13, ο
δεύτερος από το θεώρημα 4.4.3 και ο τρίτος από το πόρισμα 4.5.11. Κατά συνέπειαν,

TorR1 (R/I,M) – t0u ðñ I bRM – Ker(πRI bidM ) – IM,

απ’ όπου συνάγεται η ισοδυναμία των συνθηκών (i) και (ii).
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5.3.21 Λήμμα. Εάν M είναι ένας R-μόδιος και s P R ένα στοιχείο που δεν είναι
μηδενοδιαιρέτης, τότε

TorR1 (R/ xsy ,M) – M [s],

όπου16 M [s] := tx P M |sx = 0M u .

Αποδειξη. Έστω τυχών μη μηδενοδιαιρέτης s P R∖t0Ru. Τότε η απεικόνιση

sidR : R ÝÑ R, r ÞÝÑ sr,

είναι μονομορφισμός. Με τη βοήθεια αυτού δημιουργείται η βραχεία ακριβής ακο-
λουθία

t0u ÝÑ R
s idR
ÝÑ R

πRăsą↠ R/ xsy ÝÑ t0u.

Η δεύτερη μακρά ακριβής Tor-ακολουθία 5.3.10 δίδει

t0u Ñ TorR1 (R/ xsy ,M)
rB1 // R bR M

(sidR)bidM // R bR M
πRxsybidM

// (R/ xsy) bR M Ñ t0u

διότι TorR1 (R,M) – t0u. (Βλ. 4.5.25 και 5.3.13.) Από το (i) τής προτάσεως 3.1.4
έπεται ότι

TorR1 (R/ xsy ,M) – Ker((sidR)bidM ).

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν τον ισομορφισμό f : RbRM
–

ÝÑ M (τον κατασκευασθέντα
στο θεώρημα 4.4.3) και θέτοντας θ := f ˝ ((s idR)b idM ) ˝ f´1 συμπεραίνουμε ότι
TorR1 (R/ xsy ,M) – Ker(θ). Προφανώς, Ker(θ) =M [s].

5.3.22 Θεώρημα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M ένας R-μόδιος, τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:
(i) Ο M είναι ισόπεδος.
(ii) Ο M στερείται στρέψεως.

Αποδειξη. Επειδή ο R είναι εξ υποθέσεως Π.Κ.Ι., κάθε ιδεώδες του είναι κύριο
(και, ως εκ τούτου, πεπερασμένως παραγόμενο). Κατά το θεώρημα 5.3.20,

[ο M είναι ισόπεδος] ðñ

[
TorR1 (R/I,M) – t0u

για κάθε ιδεώδες I τού R

]
.

Εάν I είναι τυχόν ιδεώδες τούR, τότε υπάρχει κάποιο s P R : I = xsy . Εάν s = 0R,

τότε TorR1 (R/I,M) = TorR1 (R/t0Ru,M) – TorR1 (R,M) – t0u λόγω τού λήμματος
4.5.25 και τού πορίσματος 5.3.13. Εάν s ‰ 0R, τότε το λήμμα 5.3.21 δίδει

TorR1 (R/I,M) = TorR1 (R/ xsy ,M) – M [s].

16Αυτός ο συμβολισμός έχει ήδη εισαχθεί στο εδάφιο 2.6.12 (i) στην ειδική περίπτωση κατά την οποία ο δακτύλιος
αναφοράςR είναι Π.Κ.Ι.



306 EXT ΚΑΙ TOR

Επομένως η ισοδυναμία των (i) και (ii) έπεται από την αμφίπλευρη συνεπαγωγή

tors(M) = t0Mu ðñ (M [s] = t0Mu, @s P R∖t0Ru).

Όμως αυτή έχει ήδη αποδειχθεί στην πρόταση 2.6.14.

5.3.23 Θεώρημα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M,N τυχόντες R-μόδιοι, τότε

TorR1 (M,N) – TorR1 (M, tors(N)) (5.22)

και
TorR1 (M,N) – TorR1 (tors(M), tors(N)). (5.23)

Αποδειξη. Κατά το λήμμα 2.6.5 ο πηλικομόδιος N/tors(N) στερείται στρέψεως.
Κάνοντας χρήση τής 1ης μακράς ακριβούς Tor-ακολουθίας τής επαγομένης μέσω

τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας t0u ÝÑ tors(N)
ι

ãÑ N
πNtors(N)

↠ N/tors(N) ÝÑ t0u

λαμβάνουμε

TorR2 (M,N/tors(N))

–

��

B2 // TorR1 (M, tors(N))
TorR1 (idM ,ι)

// TorR1 (M,N)

TorR1 (idM ,πNtors(N))

��

t0u t0u – TorR1 (M,N/tors(N))

με τους ακραίους R-μοδίους τετριμμένους λόγω τού θεωρήματος 5.3.22 και τού πο-
ρίσματος 5.3.13. Κατ’ αυτόν τον τρόπο αποκτούμε έναν ισομορφισμό (5.22). Στον
(5.23) καταλήγουμε ως ακολούθως:

TorR1 (M,N) –
(5.22)

TorR1 (M, tors(N)) –
5.3.12

TorR1 (tors(N),M)

– TorR1 (tors(N), tors(M)) –
5.3.12

TorR1 (tors(M), tors(N)),

όπου o τρίτος ισομορφισμός προκύπτει από τον (5.22) εφαρμοζόμενον για τους R-
μοδίους tors(N) και M (στη θέση των M και N, αντιστοίχως).

5.3.24 Πόρισμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι. και M ένας R-μόδιος, τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:
(i) Ο M στερείται στρέψεως.
(ii) TorR1 (M,N) – t0u για κάθε R-μόδιο N.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τo θεώρημα 5.3.22 και το πόρισμα 5.3.14.

5.3.25 Σημείωση. (i) Από ιστορική σκοπιά, το πόρισμα 5.3.24 (για R = Z) έδωσε
το έναυσμα για την εισαγωγή τού όρου (και συμβόλου) “Tor”.
(ii) Αξίζει να επισημανθεί ότι η συνεπαγωγή (ii)ñ(i) στο πόρισμα 5.3.24 ισχύει και
για ακέραιες περιοχές R που δεν είναι κατ’ ανάγκην Π.Κ.Ι.
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§ Υπολογισμός γινομένων στρέψεως σε μια περίπτωση όπου ο R δεν είναι κατ’ α-
νάγκην ακεραία περιοχή. Έστω k P N, k ě 2. Από το πόρισμα 1.2.23 είναι γνωστό
ότι ο δακτύλιος Zk είναι ακεραία περιοχή εάν και μόνον εάν ο k είναι πρώτος αριθ-
μός. Στην επόμενη πρόταση δίδεται ένας τρόπος απευθείας υπολογισμού (μέχρις
ισομορφισμού) των γινομένων στρέψεως TorZk

n (M,Zd), όπου d είναι οιοσδήποτε
θετικός διαιρέτης τού k και M ένας Zk-μόδιος ακόμη και στην περίπτωση κατά την
οποία ο k δεν είναι πρώτος αριθμός.

5.3.26 Πρόταση. Έστω k P N, k ě 2, και έστωM ένας Zk-μόδιος. Εάν d P N, d ě 2,

είναι διαιρέτης τού k, τότε

TorZk
n (M,Zd) –

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

M/dM, όταν n = 0,

M [d]/(kd )M, όταν ο n είναι περιττός ě 1,

M [kd ]/dM, όταν ο n είναι άρτιος ě 2,

t0u, όταν n ă 0,

όπου17 M [λ] := tx P M |λx = 0Mu , @λ P Z.

Αποδειξη. Λόγω τού θεωρήματος 5.3.12 αρκεί να υπολογισθεί το TorZk
n (Zd,M).

Προς τούτο θεωρούμε τον κάτωθι ελεύθερο κερματισμό τού Zk-μοδίου Zd:

¨ ¨ ¨
d¨idZk
ÝÑ Zk

k
d ¨idZk
ÝÑ Zk

d¨idZk
ÝÑ Zk

k
d ¨idZk
ÝÑ Zk

d¨idZk
ÝÑ Zk ÝÑ t0u ÝÑ ¨ ¨ ¨

(όπου ε : Zk ÝÑ Zd ο συνήθης επιμορφισμός, βλ. εδ. 5.1.1). Tανύοντας εκ δεξιών
(υπεράνω τού Zk) καθέναν εκ των όρων του με τον Zk-μόδιο M λαμβάνουμε

¨ ¨ ¨

(
k
d ¨idZk

)bidM
// ZkbZkM

(d¨idZk
)bidM

// ZkbZkM
(
k
d ¨idZk

)bidM
// ZkbZkM

(d¨idZk
)bidM

// ZkbZkM
// t0u // t0u // ¨ ¨ ¨

(5.24)

Επειδή (κατά το θεώρημα 4.4.3) ZkbZkM – M, ο (5.24) μπορεί να γραφεί ως εξής:

¨ ¨ ¨
d¨idM
ÝÑ M

k
d ¨idM
ÝÑ M

d¨idM
ÝÑ M

k
d ¨idM
ÝÑ M

d¨idM
ÝÑ M ÝÑ t0u ÝÑ ¨ ¨ ¨

Προφανώς, TorZk
n (Zd,M) – t0u όταν n ă 0 και

TorZk
0 (Zd,M) – M/ Im(d ¨ idM ) =M/dM.

Εάν ο n είναι περιττός ě 1, τότε

TorZk
n (Zd,M) – Ker(d ¨ idM )M/ Im(kd ¨ idM ) =M [d]/(kd )M,

διότι
Ker(d ¨ idM ) = tx P M | dx = 0Mu =:M [d]

17Προσοχή! Το σύμβολο αυτό θα εταυτίζετο με εκείνο που εισήχθη στο εδ. 2.6.12 (i) μόνον εάν θεωρούσαμε την
προσθετική αβελιανή ομάδα τού M ως Z-μόδιο.
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και Im(kd ¨idM ) = (kd )M. Από την άλλη μεριά, εάν ο n είναι περιττός ě 2, τότε

TorZk
n (Zd,M) – Ker(kd ¨ idM )M/ Im(d ¨ idM ) =M [kd ]/dM,

διότι
Ker(kd ¨ idM ) =

␣

x P M | kdx = 0M
(

=:M [kd ]

και Im(d¨idM ) = dM.

5.3.27 Πόρισμα. Δοθέντων τριών φυσικών αριθμών k, l και d που είναι ě 2, και
υποτιθεμένου ότι οι l και d είναι διαιρέτες τού k, έχουμε για το γινόμενο στρέψεως
των Zk-μοδίων Zl και Zd,

TorZk
n (Zl,Zd) –

$

’

’

&

’

’

%

Zμκδ(d,l), όταν n = 0,

Z
1
l μκδ(d,l)¨μκδ(kd ,l)

, όταν n ą 0,

t0u, όταν n ă 0.

Ιδιαιτέρως, όταν ο δακτύλιος Zk είναι κληρονομικός,

TorZk
n (Zl,Zd) –

#

Zμκδ(d,l), όταν n = 0,

t0u, όταν n P Z∖t0u.

Αποδειξη. Η υποομάδα Zl[d] := tx P Zl| dx = 0Zlu τής προσθετικής αβελιανής ο-
μάδας τού Zk-μοδίου Zl αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία, οι τάξεις των οποίων
διαιρούν αφ’ ενός μεν τον d, αφ’ ετέρου δε τον l = |Zl| .Επομένως18 η τάξη τής Zl[d]
ισούται με19

|Zl[d]| =
ÿ

tiPN:i|μκδ(d,l)u

ϕ(i) = μκδ(d, l).

Από την άλλη μεριά, επειδή η απεικόνιση

Zl/Zl[kd ] Q x+ Zl[kd ] ÞÝÑ (kd )x P (kd )Zl

είναι ισομορφισμός (τόσον αβελιανών ομάδων όσον και Zk-μοδίων), έχουμε

ˇ

ˇ(kd )Zl
ˇ

ˇ =
ˇ

ˇZl/Zl[kd ]
ˇ

ˇ =
l

μκδ(kd , l)
.

18ΈστωG μια κυκλική ομάδα τάξεωςm P N.Ως γνωστόν, για κάθε θετικό ακέραιο διαιρέτη i τούm υφίσταται μία
και μόνον υποομάδα τήςG τάξεως i.Άρα, για οιονδήποτε παγιωμένον θετικό ακέραιο διαιρέτη i τούm, κάθε στοιχείο
τήςG τάξεως i παράγει την εν λόγω υποομάδα. Ως εκ τούτου, ο αριθμός των στοιχείων τήςG που έχουν τάξη i ισούται
με τον αριθμό των γεννητόρων τής εν λόγω υποομάδας. Αυτός ο αριθμός ισούται με ϕ(i), όπου ϕ η συνάρτηση φι τού
Euler.

19Για τη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιούμε μια γνωστή ιδιότητα τής ϕ, ήτοι ότι για κάθε m P N ισχύει

ř

tiPN:i|mu
ϕ(i) = m.
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Κατ’ αναλογίαν,
ˇ

ˇZl[kd ]
ˇ

ˇ = μκδ(kd , l), |dZl| = |Zl/Zl[d]| =
l

μκδ(d, l)
.

Άρα ο πρώτος ισχυρισμός είναι προδήλως αληθής επί τη βάσει τής προτάσεως
5.3.26. Εάν ο δακτύλιος Zk είναι κληρονομικός20, τότε υπάρχει ν P N και πρώτοι
αριθμοί p1, ..., pν με

k =
ν
ś

i=1

pi, όπου p1 ă ¨ ¨ ¨ ă pν όταν ν ě 2.

Εξ υποθέσεως, υπάρχουν μη κενά υποσύνολα I1 και I2 τού t1, ..., νu, τέτοια ώστε
να ισχύει

l =
ś

iPI1

pi, d =
ś

iPI2

pi,

οπότε

μκδ(d, l) =

$

’

&

’

%

ś

iPI1XI2

pi, όταν I1 X I2 ‰ ∅,

1, όταν I1 X I2 = ∅,
και

μκδ(kd , l) =

$

’

&

’

%

ś

iPI1X(t1,...,νu∖I2)
pi, όταν I1 X (t1, ..., νu∖I2) ‰ ∅,

1, όταν I1 X (t1, ..., νu∖I2) = ∅,

Προφανώς,
1
l μκδ(d, l) ¨ μκδ(

k

d
, l) = 1

l

ś

iPI1

pi = 1,

οπότε και ο δεύτερος ισχυρισμός είναι αληθής.

§ Επιπρόσθετες επισημάνσεις. Στο τέλος αυτής τής ενότητας παρατίθενται και κά-
ποιες άλλες χαρακτηριστικές ιδιότητες τού γινομένου στρέψεως.

5.3.28 Σημείωση. Παρατηρώντας κανείς προσεκτικά τον ορισμό 5.3.4 είναι εύλογο
να θέσει το ερώτημα τού κατά πόσον θα ήταν δυνατόν να ορισθεί ένα είδος n-οστού
γινομένου στρέψεως R-μοδίων M και N τανύοντας έναν προβολικό κερματισμό
(P‚, ε) τού N εξ αριστερών με το M :

TorRn (M,N) := Hn(M bR P‚), @n P Z.

Παρότι ο ορισμός αυτός στέκει (καθόσον είναι εύκολο να δειχθεί ότι μέχρις ισομορ-
φισμού δεν εξαρτάται από τη συγκεκριμένη επιλογή τού (P‚, ε) και μάλιστα είναι
δυνατόν να ορισθεί και ένα γινόμενο TorRn (φ,ψ)) ανάλογο τού ορισθέντος στο εδ.
5.3.6, και να αποδειχθεί ότι αυτά τα γινόμενα στρέψεως έχουν ιδιότητες ανάλογες ό-
λων των προαναφερθεισών ιδιοτήτων των TorRn (..)) δεν οδηγεί στη δημιουργία μιας
άλλης οντότητας, όπως παρεμφαίνεται από το εξής:

20Ο Zk είναι κληρονομικός εάν και μόνον εάν ο k στην παράστασή του ως γινομένου πρώτων αριθμών στερείται
τετραγώνων. Βλ. Vermani [27], Proposition 8.1.3, σελ. 189-190.
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5.3.29 Θεώρημα. Εάν M,N είναι τυχόντες R-μόδιοι, τότε

TorRn (M,N) – TorRn (M,N), @n P Z.

Αποδειξη. Βλ., π.χ., Vermani [27], Theorem 6.2.1, σελ. 147-149, ή Rotman [35],
Theorem 6.32, σελ. 355-356.

5.3.30 Σημείωση. Όπως είναι φυσικό, υφίστανται πολυποίκιλοι συσχετισμοί των
γινομένων επεκτάσεως και στρέψεως, όπως αυτός τού επομένου θεωρήματος. Οι
ενδιαφερόμενοι αναγνώστες παροτρύνονται να ανατρέξουν στην ειδική παρατιθέ-
μενη βιβλιογραφία προκειμένου να τους εντοπίσουν και να τους μελετήσουν. (Στην
παρούσα εργασία θα περιοριστούμε σε κάποιους χαρακτηριστικούς συσχετισμούς
μεταξύ διαφόρων “TorR1 ” και μεταξύ διαφόρων “HomR”, “TorR1 ” και “Ext1R” που α-
πορρέουν από την κλασική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth. Βλ. εδάφια 6.2.9,
6.3.8 και 6.3.9.)

5.3.31 Θεώρημα. Έστω ότι ο δακτύλιος αναφοράς μας R είναι ναιτεριανός. Εάν
M είναι ένας πεπερασμένως παραγόμενοςR-μόδιος,N τυχώνR-μόδιος και L ένας
εμβολικός R-μόδιος, τότε

TorRn (HomR(N,L),M) – HomR(ExtnR(M,N), L), @n P Z.

Αποδειξη. Βλ. Rotman [35], 9.32, σελ. 555-556.
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Αλγεβρικές εκδοχές
τού θεωρήματος τού Künneth

Σε αυτό το κεφάλαιο παρατίθενται διάφορες αλγεβρικές εκδοχές τού θεωρήματος
τού Künneth (τόσον για μοδίους ομολογίας όσον και για μοδίους συνομολογίας),
εκκινώντας από το επονομαζόμενο θεώρημα των καθολικών συντελεστών, το οποίο
αποτελεί τρόπον τινά τον «προπομπό» αυτού.

6.1 ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΑΘΟΛΙΚΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

Έστω C‚ = (Cn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων και ομομορφισμών R-
μοδίων και έστω Hn(C‚) := Zn(C‚)/Bn(C‚) ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού C‚,

όπου Zn(C‚) := Ker(dn) και Bn(C‚) := Im(dn+1),@n P Z. (Βλ. εδ. 3.2.2.)

6.1.1 Ορισμός. Έστω M τυχών R-μόδιος. Θεωρούμε το αλυσωτό σύμπλοκο

C‚ bRM := (Cn bRM,dnb idM )nPZ.

(Βλ. εδ. 5.3.1.) Ο n-οστός μόδιος ομολογίας

Hn(C‚ bRM) := Zn(C‚ bRM)/Bn(C‚ bRM)

τού C‚ bRM καλείται, ιδιαιτέρως, n-οστός μόδιος ομολογίας τού C‚ με τον M
ως μόδιο συντελεστών ή n-οστός μόδιος ομολογίας τού C‚ με συντελεστές ειλημ-
μένους από τον M και συμβολίζεται ως εξής:

Hn(C‚;M) := Hn(C‚ bRM).

6.1.2 Σημείωση. Εάν συμβολίσουμε ως πn := π
Zn(C‚)
Bn(C‚)

: Zn(C‚) ÝÑ Hn(C‚) και

pn := π
Zn(C‚bRM)
Bn(C‚bRM) : Zn(C‚ bR M) ÝÑ Hn(C‚;M) τους φυσικούς επιμορφισμούς

και θεωρήσουμε τυχόντα στοιχεία x P Hn(C‚) και y P M, τότε, για κάθε z P Zn(C‚)
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με πn(z) = x, έχουμε (dnb idM )(z b y) = dn(z) b y = 0Cn´1 b y = 0C‚bRM , οπότε
zby P Zn(C‚ bRM) για κάθε n P Z. Επιπροσθέτως, το pn(zby) P Hn(C‚;M) δεν
εξαρτάται από την επιλογή τού z (οπότε είναι πλήρως καθορισμένο από τα x και y).
Πράγματι· εάν θεωρήσουμε ένα z1 P Zn(C‚) με πn(z1) = x, τότε

πn(z) = πn(z
1) ñ z ´ z1 P Ker(πn) = Bn(C‚) = Im(dn+1) ñ [Dw P Cn+1 : z ´ z1 = dn+1(w)]

ñ z b y ´ z1 b y = (dn+1b idM )(w b y) P Bn(C‚ bR M) ñ pn(z b y) = pn(z
1 b y).

6.1.3 Λήμμα. Η απεικόνιση ψn : Hn(C‚) bR M ÝÑ Hn(C‚;M) η οριζόμενη (επί
τού συνόλου των αποσυντιθέμενων τανυστών) μέσω τού τύπου1 xby ÞÝÑ pn(zby),

όπου πn(z) = x, είναι ομομορφισμός R-μοδίων. Μάλιστα, εάν ο M είναι ισόπεδος,
τότε η ψn είναι ισομορφισμός.

Αποδειξη. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι η (βάσει των προαναφερθέντων στο εδ.
6.1.2, καλώς ορισμένη απεικόνιση) ψn είναι ομομορφισμός. Ας υποθέσουμε, από
εδώ και στο εξής, ότι ο M είναι ισόπεδος. Εάν ως ιn : Bn(C‚) ãÑ Zn(C‚) και
jn : Zn(C‚) ãÑ Cn συμβολίσουμε τις συνήθεις ενθέσεις και ως ďn τον επιμορφισμό
που δημιουργείται από τον dn ύστερα από περιορισμό τού πεδίου τιμών του επί τής
εικόνας του, τότε προκύπτει το εξής μεταθετικό διάγραμμα:

t0u t0u

��

t0u // Bn(C‚)

OO

ιn //

œ

Zn(C‚)

jn

��

πn // Hn(C‚) // t0u

Cn+1

ďn+1

OO

dn+1

// Cn

dn

��

Cn´1

με την κεντρική γραμμή και τις στήλες του ακριβείς. Τανύοντας εκ δεξιών με τονM
λαμβάνουμε το μεταθετικό διάγραμμα:

t0u t0u

��

t0u // Bn(C‚) bRM

OO

ιnbidM //

œ

Zn(C‚) bRM

jnbidM
��

πnbidM // Hn(C‚) bRM // t0u

Cn+1 bRM

ďn+1bidM
OO

dn+1bidM
// Cn bRM

dnbidM
��

Cn´1 bRM

Σύμφωνα με τα θεωρήματα 4.5.8 και 4.5.9 οι στήλες του είναι ακριβείς. Επιπρο-
σθέτως, επειδή ο M είναι ισόπεδος, και η κεντρική του γραμμή είναι ακριβής. (Βλ.

1Οι τιμές της και στους λοιπούς τανυστές ορίζονται με τη βοήθειά του κατά τα ειωθότα. Πρβλ. 4.3.19 (iii).
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πρόταση 4.5.19.) Εφαρμόζοντας το (ii) τής προτάσεως 3.1.4 για τους 4 τελευταίους
όρους αυτής τής κεντρικής του γραμμής συμπεραίνουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός

fn : Hn(C‚) bRM
–

ÝÑ Coker(ιnb idM ) := Zn(C‚) bRM/ Im(ιnb idM ).

Εφαρμόζοντας το (i) τής προτάσεως 3.1.4 για τη δεύτερή του στήλη αποκτούμε έναν
ισομορφισμό Zn(C‚)bRM

–
ÝÑ Ker(dnb idM ), μέσω τού οποίου επάγεται ισομορ-

φισμός

hn : Zn(C‚) bRM/ Im(dn+1b idM )
–

ÝÑ Ker(dnb idM )/ Im(dn+1b idM )

σε επίπεδο πηλικομοδίων. Εξάλλου, λόγω τής μεταθετικότητας τού ανωτέρω δια-
γράμματος έχουμε (jnb idM ) ˝ (ιnb idM ) ˝ (ďn+1b idM ) = dn+1b idM , οπότε

((jnb idM ) ˝ (ιnb idM ))(Bn(C‚) bRM) = (dn+1b idM )(Cn+1 bRM)

ñ (jnb idM )(Im(ιnb idM )) = (dn+1b idM )(Cn+1 bRM)

και, ως εκ τούτου,

(jnb idM )(Im(ιnb idM )) = Im(dn+1b idM ). (6.1)

Eξ αυτού έπεται ότι υφίσταται ισομορφισμός gn που συμπληρώνει το κάτωθι μετα-
θετικό διάγραμμα.

Zn(C‚) bR M

(jnbidM )̌

��

œ

π
Zn(C‚)bRM
Im(ιnbidM )

// Zn(C‚) bR M/Im(ιnbidM )

gn–

��

Hn(C‚) bR M
fn

–oo

ψn

��

Cn bR M Zn(C‚) bR M? _oo

œ

π
Zn(C‚)bRM
Im(dn+1b idM )

//

–

��

Zn(C‚) bR M/Im(dn+1b idM )

hn–

��

Ker(dnb idM )

π
Ker(dnb idM )

Im(dn+1b idM )
// Ker(dnb idM )/Im(dn+1b idM ) Hn(C‚;M)

Πράγματι· τo θεώρημα 2.3.10 (εφαρμοζόμενο για τους R-μοδίους Zn(C‚) bR M,

Zn(C‚) bR M, Im(ιnb idM ) και Im(dn+1b idM ) στη θέση των εκεί παρατεθέντων
M,N,U και W, αντιστοίχως, και με τον ομομορφισμό jnb idM στη θέση τού εκεί
παρατεθέντος f) διασφαλίζει αρχικώς (λόγω τής (6.1)) την ύπαρξη και τη μοναδι-
κότητα ενός ομομορφισμού gn που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό.

Zn(C‚) bRM

(jnbidM )̌

��

π
Zn(C‚)bRM
Im(ιnbidM )

//

œ

Zn(C‚) bRM/Im(ιnb idM )

gn

��

Zn(C‚) bRM
π
Zn(C‚)bRM
Im(dn+1b idM )

// Zn(C‚) bRM/Im(dn+1b idM )
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Επειδή ο M είναι ισόπεδος και ο jn μονομορφισμός, ο jnb idM είναι ωσαύτως μο-
νομορφισμός (βλ. πόρισμα 4.5.20), η δε ενριπτικότητά του αρκεί (και μόνον συνο-
λοθεωρητικώς) για να συναχθεί το ότι

(jnb idM )´1(Im(dn+1b idM )) =
(6.1)

(jnb idM )´1((jnb idM )(Im(ιnb idM )))

= Im(ιnb idM ) ùñ
2.3.10 (a)

[ο gn είναι μονομορφισμός].

Από την άλλη μεριά, έχουμε

Im(jnb idM ) + Im(dn+1b idM ) Ď Zn(C‚) bRM. (6.2)

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός. Προς τούτο θεωρούμε
τυχόντα αποσυντιθέμενο τανυστή2 x b y P Zn(C‚) bRM (για κάποιo ζεύγος στοι-
χείων (x, y) P Zn(C‚) ˆM). Προφανώς,

(dnb idM )(xb y) = dn(x) b y = 0Cn´1
b y = 0Cn´1bRM

ùñ xb y P Ker(dnb idM ) = Im(jnb idM )

ùñ [Dz P Zn(C‚) bRM : (jnb idM )(z) = xb y]

ùñ xb y = (jnb idM )(z)
looooooomooooooon

PIm(jnb idM )

+(dn+1b idM )(0Cn+1bRM )
looooooooooooooomooooooooooooooon

PIm(dn+1b idM )

,

οπότε η (6.2) ισχύει ως ισότητα και ο gn (σύμφωνα με το 2.3.10 (b)) είναι και ε-
πιμορφισμός. Τέλος, ο ψn = hn ˝ gn ˝ fn είναι όντως ισομορφισμός (ως σύνθεση
ισομορφισμών).

6.1.4 Θεώρημα («Θεώρημα καθολικών συντελεστών για μοδίους ομολογίας»).
Έστω C‚ = (Cn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων και ομομορφισμών R-
μοδίων, και έστω M ένας R-μόδιος.
(i) Εάν TorR1 (Bn(C‚),M) – t0u – TorR1 (Zn(C‚),M), @n P Z, τότε για κάθε n P Z
υφίσταται μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ Hn(C‚) bRM
ψn

ÝÑ Hn(C‚;M)
φn

ÝÑ TorR1 (Hn´1(C‚),M) ÝÑ t0u. (6.3)

(ii) Εάν, συν τοις άλλοις, ο Bn(C‚) είναι προβολικός για κάθε n P Z, τότε η (6.3)
είναι διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία.

Αποδειξη3. (i) Από τη 2η μακρά ακριβή Tor-ακολουθία την επαγομένη μέσω τής
βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ Zn(C‚)
jn
ãÑ Cn

ďn↠ Bn´1(C‚) ÝÑ t0u (6.4)
2Αρκεί να δειχθεί το ζητούμενο μόνον για αποσυντιθέμενους τανυστές, καθόσον κάθε στοιχείο τού Zn(C‚) bRM

γράφεται (σύμφωνα με το πόρισμα 4.3.18) ως άθροισμα πεπερασμένου πλήθους αποσυντιθέμενων τανυστών.
3Σε αυτήν θα διατηρηθούν οι συμβολισμοί οι εισαχθέντες στα εδάφια 6.1.1, 6.1.2 και 6.1.3. (Σημειωτέον ότι, υπό

αυτήν τη μορφή, το θεώρημα πρωτοαπεδείχθη στην ειδική περίπτωση όπουR = Z στο άρθρο τού E. Čech: Les groupes
de Betti d’un complex infini, Fund. Math. 25 (1935), 33-44.)
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(βλ. θεώρημα 5.3.10) λαμβάνουμε τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ Zn(C‚) bRM
jnb idM

ÝÑ Cn bRM
ďnb idM

ÝÑ Bn´1(C‚) bRM ÝÑ t0u, (6.5)

καθόσον TorR1 (Bn´1(C‚),M) – t0u και η ďnb idM είναι επιμορφισμός. (Βλ. το (ii)
τής προτάσεως 4.5.6). Εν συνεχεία θεωρούμε τα υποσύμπλοκα

Z‚ := (Zn(C‚), dn|Zn(C‚)
)nPZ και B‚ := (Bn(C‚), dn|Bn(C‚)

)nPZ

τού C‚ = (Cn, dn)nPZ. Σημειωτέον ότι dn|Zn(C‚)
= 0 και dn|Bn(C‚)

= 0, @n P Z.
(Πράγματι· για κάθε στοιχείο x P Zn(C‚) έχουμε dn(x) = 0Cn´1

, ενώ για κάθε
στοιχείο y P Bn(C‚) υπάρχει w P Cn+1, τέτοιο ώστε να ισχύει y = dn+1(w), οπότε
dn(y) = (dn ˝ dn+1

loooomoooon

=0

)(w) = 0Cn´1
.) Επειδή

Hn(Z‚) := Ker(dn|Zn(C‚)
loooomoooon

=0

)/ Im(dn+1|Zn+1(C‚)
looooooomooooooon

=0

)

με Ker(dn|Zn(C‚)
) = Zn(C‚) και Im(dn+1|Zn+1(C‚)

) – t0u, και

Hn(B‚) := Ker(dn|Bn(C‚)
loooomoooon

=0

)/ Im(dn+1|Bn+1(C‚)
looooooomooooooon

=0

)

με Ker(dn|Bn(C‚)
) = Bn(C‚) και Im(dn+1|Bn+1(C‚)

) – t0u, έχουμε

Hn(Z‚) – Zn(C‚) και Hn(B‚) – Bn(C‚), @n P Z.

Κατ’ αναλογίαν, για τα υποσύμπλοκα

Z‚ bRM := (Zn(C‚) bRM, dn|Zn(C‚)
b idM

looooooooomooooooooon

=0

)nPZ

και B‚ bRM := (Bn(C‚) bRM, dn|Bn(C‚)
b idM

looooooooomooooooooon

=0

)nPZ

τού C‚ bRM έχουμε Hn(Z‚ bRM) – Zn(C‚) bRM και

Hn(B‚ bRM) – Bn(C‚) bRM, @n P Z.

Από την (6.5) δημιουργούμε (με τη βοήθεια των ανωτέρω μηδενικών συνοριακών
τελεστών) μια βραχεία ακριβή ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων:

0‚ ÝÑ Z‚ bRM
j‚b idM

ÝÑ C‚ bRM
ď‚b idM

ÝÑ B‚´1 bRM ÝÑ 0‚

και θεωρούμε την αντίστοιχη μακρά ακριβή ακολουθία ομολογίας για αυτήν:

¨ ¨ ¨
δn+1

// Hn(Z‚ bR M)
Hn(j‚b idM )

//

–
��

Hn(C‚ bR M)
Hn(ď‚b idM )

// Hn(B‚´1 bR M)

–
��

δn // Hn´1(Z‚ bR M) ÝÑ ¨ ¨ ¨

–
��

Zn(C‚) bR M Hn(C‚;M) Bn´1(C‚) bR M Zn´1(C‚) bR M
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με τον δn ως συνδετικό ομομορφισμό4. (Βλ. θεώρημα 3.2.13.) Κατόπιν τούτου, πα-
ρατηρούμε ότι η 2η μακρά ακριβής Tor-ακολουθία η επαγομένη μέσω τής βραχείας
ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ Bn´1(C‚)
ιn´1
ãÑ Zn´1(C‚)

πn´1↠ Hn´1(C‚) ÝÑ t0u (6.6)

δίδει την

t0u // TorR1 (Hn´1(C‚),M)
B̃1 // Bn´1(C‚) bRM

ιn´1bidM
// Zn´1(C‚) bRM

πn´1bidM

//Hn´1(C‚) bRM Ñ t0u

διότι (εξ υποθέσεως) TorR1 (Zn´1(C‚),M) – t0u. Τοποθετούμε τις ανωτέρω στη 2η
και στην 3η στήλη τού μεγάλου διαγράμματος:

...

��

Bn(C‚) bRM

œιnbidM
��

Bn(C‚) bRM

δn+1

��

Zn(C‚) bRM

œπnbidM
��

Zn(C‚) bRM

Hn(j‚b idM )

��

t0u

��

t0u // Hn(C‚) bRM

��

ψn // Hn(C‚;M)

Hn(ď‚b idM )

��

œ

φn // TorR1 (Hn´1(C‚),M)

B̃1

��

// t0u

t0u Bn´1(C‚) bRM

δn

��

œ

Bn´1(C‚) bRM

ιn´1bidM
��

Zn´1(C‚) bRM

��

Zn´1(C‚) bRM

πn´1bidM

��... Hn´1(C‚) bRM

��

t0u

H πρώτη στήλη αυτού είναι ωσαύτως ακριβής βάσει τού θεωρήματος 4.5.9 και τής
(6.6) (υποκαθιστώντας σε αυτήν τον n´ 1 με τον n).

4Για την αποφυγή εξεζητημένου συμβολισμού, θα θεωρούμε από εδώ και στο εξής αυτόν τον ομομορφισμό ( ‘‘με
προσέγγιση πασιφανούς ισομορφισμού” ως προς τον καθορισμό πεδίων ορισμού και τιμών του) ως μια απεικόνιση
δn : Bn´1(C‚) bR M ÝÑ Zn´1(C‚) bR M.
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Εστιάζουμε τώρα περισσότερο στη μελέτη τού συνδετικού ομομορφισμού δn
(στην ειδική περίπτωση που πραγματευόμαστε), ανακαλώντας στη μνήμη μας τον
πλέον φυσικό τρόπο ορισμού του (βλ. παρατήρηση 3.2.14), καθώς και τις λεπτομέ-
ρειες τής αποδείξεως τού θεωρήματος 3.2.13: Εξετάζουμε το κάτωθι διάγραμμα

Hn(B‚´1 bR M)

–
��

(Cn bR M)/Bn(C‚ bR M)
dnb idM

//

Čdnb idM
��

Bn´1(C‚) bR M

Zn´1(Z‚ bR M)
jn´1b idM

// Zn´1(C‚ bR M)� _

ένθεση

��
Zn´1(C‚) bR M

jn´1b idM

// Cn´1 bR M

στο οποίο οι ομομορφισμοί dnb idM και Čdnb idM προκύπτουν από την καθολική
ιδιότητα τού πηλικομοδίου (Cn bRM)/Bn(C‚ bRM) (βλ. πρόταση5 2.3.6), με τον
μεν πρώτο ως τον μοναδικό ομομορφισμό που καθιστά το

Cn bR M
π
CnbRM
Bn(C‚bRM)

uu

ďnb idM

**
ö

(Cn bR M)/Bn(C‚ bR M)
dnb idM

// Bn´1(C‚) bR M Ď Cn´1 bR M

μεταθετικό, ήτοι τον

(Cn bRM)/Bn(C‚ bRM) Q ξ +Bn(C‚ bRM) ÞÝÑ (dnb idM )(ξ) P Bn´1(C‚) bRM,

τον δε δεύτερο ως τον μοναδικό ομομορφισμό που καθιστά το

Cn bR M
π
CnbRM
Bn(C‚bRM)

uu

dnb idM

**
ö

(Cn bR M)/Bn(C‚ bR M)
Čdnb idM

// Zn´1(C‚ bR M) Ď Cn´1 bR M

μεταθετικό. Έστω xb y τυχών αποσυντιθέμενος τανυστής τού Bn´1(C‚)bRM (με
x P Bn´1(C‚) και y P M). Επειδή Bn´1(C‚) := Im(dn), υπάρχει κάποιο u P Cn,
τέτοιο ώστε να ισχύει dn(u) = x. Επομένως, ub y P (dnb idM )´1(txb yu) και6

tδn(xb y)u = (jn´1b idM )´1(t Čdnb idM (ub y)u)

= (jn´1b idM )´1(t(dnb idM )(ub y)u) = (jn´1b idM )´1(tdn(u) b yu)

= (jn´1b idM )´1(txb yu),

5Εν προκειμένω, η πρόταση 2.3.6 είναι εφαρμόσιμη, διότιBn(C‚ bR M) Ď Zn(C‚ bR M).

6Επειδή η (6.5) είναι ακριβής, ο jn´1b idM είναι μονομορφισμός, οπότε η ίνα υπεράνω οιουδήποτε στοιχείου α-
νήκοντος στο πεδίο τιμών του οφείλει να είναι μονοσύνολο.
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απ’ όπου έπεται ότι δn(xby) = xby, με το x θεωρούμενο ως στοιχείο τούZn´1(C‚),
οπότε7

δn = ιn´1b idM , για κάθε n P Z. (6.7)

Σύμφωνα με την πρόταση 3.1.13 (με τους ιnb idM και πnb idM στη θέση των
εκεί παρατεθέντων ομομορφισμών f 1 και f, αντιστοίχως) υπάρχει μοναδικός ομο-
μορφισμός Hn(C‚) bR M ÝÑ Hn(C‚;M) ο οποίος συμπληρώνει το προηγηθέν
μεγάλο διάγραμμα μεταθετικώς. Αυτός οφείλει να ισούται με τον ψn τον ορισθέντα
στο λήμμα 6.1.3 (καθόσον ο ψn πληροί την εν λόγω συνθήκη). Επίσης, σύμφωνα με
την πρόταση 3.1.11 (με τους B̃1 και ιn´1b idM στη θέση των εκεί παρατεθέντων g1

και g, αντιστοίχως) υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός

φn : Hn(C‚;M) ÝÑ TorR1 (Hn´1(C‚),M)

ο οποίος συμπληρώνει το μεγάλο διάγραμμα μεταθετικώς. Κατά το «λήμμα των τεσ-
σάρων» 3.1.7 (ii) (και αντιστοίχως, 3.1.7 (i)) ο ψn (και αντιστοίχως, ο φn) είναι μο-
νομορφισμός (και αντιστοίχως, επιμορφισμός). Αρκεί λοιπόν να δειχθεί η ακρίβεια
τής σχηματιζομένης βραχείας ακολουθίας (μέσω των διακεκομμένων βελών) στον
μεσαίο όροHn(C‚;M).Από την πρόταση 3.1.5, εφαρμοζόμενη για τους πέντε όρους
που έχουν αναγραφεί στη δεύτερη στήλη τού μεγάλου διαγράμματος, λαμβάνουμε
βραχείες ακριβείς ακολουθίες:

t0u // Coker(δn+1)
� � αn // Hn(C‚;M)

βn // // Ker(δn) // t0u

Zn(C‚) bRM/Im(δn+1) Im(Hn(ď‚bidM ))

όπου για οιαδήποτε x P Zn(C‚), y P M, z P Hn(C‚;M),

αn((xb y) + Im(δn+1)) := Hn(ι‚b idM )(xb y) = (xb y) + Im(dn+1b idM ),

βn(z) := Hn(ď‚b idM )(z).

Από την ακρίβεια τής

Bn(C‚) bR M
ιnbidM // Zn(C‚) bR M

πnbidM // Hn(C‚) bR M // t0u

συνάγεται (βάσει τού (ii) τής προτάσεως 3.1.4) ότι

Coker(δn+1) =
(6.7)

Coker(ιnb idM ) – Hn(C‚) bRM

και από την ακρίβεια τής

t0u // TorR1 (Hn´1(C‚),M)
B̃1 // Bn´1(C‚) bR M

ιn´1bidM
// Zn´1(C‚) bR M

7Προφανώς,

(jn´1b idM )(ιn´1(x) b y) = (jn´1b idM )(
(
ιn´1b idM

)
(x b y))

=
4.5.5

((jn´1 ˝ ιn´1)b (idM ˝ idM )
looooooomooooooon

= idM

)(x b y) = x b y.
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συνάγεται (βάσει τού (i) τής προτάσεως 3.1.4) ότι

Κer(δn) =
(6.7)

Κer(ιn´1b idM ) – TorR1 (Hn´1(C‚),M).

Κατ’ αυτόν τον τρόπο προκύπτει το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα:

t0u // Coker(δn+1)

œ

� � αn //

–

��

Hn(C‚;M)

œ

βn / / // Ker(δn)

–

��

// t0u

t0u // Hn(C‚) bRM
ψn // Hn(C‚;M)

φn // TorR1 (Hn´1(C‚),M) // t0u

Επειδή η άνω γραμμή του είναι ακριβής, και η κάτω του γραμμή οφείλει να είναι
ακριβής.
(ii) Επειδή ο Bn(C‚) είναι εξ υποθέσεως προβολικός, το θεώρημα 4.2.7 μας πληρο-
φορεί ότι η βραχεία ακριβής ακολουθία (6.4) διασπάται στον όροCn.Ας υποθέσου-
με ότι κn : Cn ÝÑ Zn(C‚) είναι ένας ομομορφισμός R-μοδίων ο οποίος αποτελεί
αριστερό αντίστροφο τού jn. (Βλ. θεώρημα 3.1.29.) Κάνοντας χρήση των συνθέσεων
πn ˝ κn : Cn ÝÑ Hn(C‚), n P Z, κατασκευάζουμε έναν αλυσωτό μετασχηματισμό8

(π ˝ κ)‚ b idM : C‚ bRM ÝÑ H‚(C‚) bRM,

μέσω τού οποίου επάγονται ομομορφισμοί R-μοδίων

θn : Hn(C‚;M) ÝÑ Hn(C‚) bRM

με τύπο ορισμού τους τον

(xb y) + Im(dn+1b idM ) ÞÝÑ
θn

πn(κn(x)) b y = (κn(x) + Im(dn+1)) b y.

Για κάθε x P Ker(dn) =: Zn(C‚) και y P M έχουμε

(θn ˝ ψn) ((x+Bn(C‚)) b y) = θn((xb y) + Im(dn+1b idM ))

= (κn(x) +Bn(C‚)) b y =
xPZn(C‚)

(x+Bn(C‚)) b y.

Τούτο σημαίνει ότι θn ˝ ψn = idHn(C‚)bRM και ότι η (6.3) διασπάται στον όρο
Hn(C‚;M) (εκ νέου λόγω τού θεωρήματος 3.1.29). l

6.1.5 Παράδειγμα. Εάν k, l P Z∖t0,˘1u και R = Z, τότε για το αλυσωτό σύμπλοκο
αβελιανών ομάδων C‚ = (Cn, dn)nPZ το οριζόμενο ως ακολούθως:

Cn :=

#

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u,

Z, όταν n P t0, 1u,
με dn :=

#

0, όταν n P Z∖t1u,

k idZ, όταν n = 1,

λαμβάνουμε

Zn(C‚) =

#

t0u, όταν n P Z∖t0u,

Z, όταν n = 0,
και Bn(C‚) =

#

t0u, όταν n P Z∖t0u,

kZ, όταν n = 0,

8Σημειωτέον ότι ο συνοριακός τελεστής τούH‚(C‚) bR M είναι ο μηδενικός ομομορφισμός.
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οπότε
H0(C‚) = Z/kZ – Zk και Hn(C‚) – t0u, @n P Z∖t0u.

Θέτοντας M = Zl, διαπιστώνουμε ότι9

TorZ1 (t0u,Zl) – t0u, TorZ1 (Z,Zl) – t0u, TorZ1 (kZ,Zl) – t0u.

Η (6.3) δίδει τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ H0(C‚)
loomoon

–Zk

bZZl
ψ0

ÝÑ H0(C‚;Zl)
φ0

ÝÑ TorZ1 (H´1(C‚)
looomooon

–t0u

,Zl) ÝÑ t0u

για n = 0, την

t0u ÝÑ H1(C‚)
loomoon

–t0u

bZZl
ψ1

ÝÑ H1(C‚;Zl)
φ1

ÝÑ TorZ1 (H0(C‚)
loomoon

–Zk

,Zl) ÝÑ t0u

για n = 1 και την

t0u ÝÑ Hn(C‚)
looomooon

–t0u

bZZl
ψn

ÝÑ Hn(C‚;Zl)
φn

ÝÑ TorZ1 (Hn´1(C‚)
loooomoooon

–t0u

,Zl) ÝÑ t0u

για n P Z∖t0, 1u, οπότε

Hn(C‚;Zl) –

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Zk bZ Zl –
(4.9)

Zμκδ(k,l), όταν n = 0,

TorZ1 (Zk,Zl) –
5.3.19 και 1.4.54

Zμκδ(k,l), όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

6.1.6 Σημείωση. Ως απεικονίσεις, αμφότερες οι φn και ψn στη βραχεία ακριβή α-
κολουθία (6.3) είναι φυσικές, υπό την έννοια τού ότι για κάθε αλυσωτό μετασχημα-
τισμό f‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ και κάθε ομομορφισμό R-μοδίων h : M ÝÑ M 1 το κάτωθι
διάγραμμα είναι μεταθετικό.

t0u // Hn(C‚) bRM

œHn(f‚)bh

��

ψn // Hn(C‚;M)

œHn(f‚bh)

��

φn // TorR1 (Hn´1(C‚),M)

TorR1 (Hn´1(f‚),h)

��

// t0u

t0u // Hn(C1
‚) bRM

1
ψ1
n // Hn(C1

‚;M
1)

φ1
n // TorR1 (Hn´1(C1

‚),M
1) // t0u

Εάν οι Bn(C‚) είναι προβολικοί για κάθε n P Z, τότε (κατά το 6.1.4 (ii))

Hn(C‚;M) – (Hn(C‚) bRM) ‘ TorR1 (Hn´1(C‚),M). (6.8)
9Επειδή ο Z είναι ελεύθερος (ως Z-μόδιος), είναι και προβολικός (βλ. πρόταση 4.2.4), οπότε αρκεί (για την απόδειξη

τού δεύτερου ισομορφισμού) να εφαρμοσθεί το λήμμα 5.3.11. Ο τρίτος ισομορφισμός έπεται ύστερα από συνδυασμό
τού πορίσματος 4.2.11 και τού λήμματος 5.3.11 (για τον υπομόδιο kZ τού Z).
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Ωστόσο, αυτή η διάσπαση δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσική, υπό την έννοια τού ότι,
εάν οι Bn(C1

‚) είναι ωσαύτως προβολικοί για κάθε n P Z, ήτοι

Hn(C1
‚;M

1) –
(
Hn(C1

‚) bRM
1
)

‘ TorR1 (Hn´1(C1
‚),M

1), (6.9)

και εάν κανείς εκφράσει την εικόνα ενός ξ P Hn(C‚;M) μέσω τού ισομορφισμού
(6.8) ως άθροισμα ξ1 + ξ2 για μονοσημάντως ορισμένα ξ1 P Hn(C‚) bR M και
ξ2 P TorR1 (Hn´1(C‚),M), τότε η εικόνα τού Hn(f‚bh)(ξ) P Hn(C1

‚;M
1) μέσω τού

ισομορφισμού (6.9) δεν ισούται κατ’ ανάγκην με το άθροισμα

(Hn(f‚)bh) (ξ1) +
(

TorR1 (Hn´1(f‚), h)
)
(ξ2).

6.1.7 Παράδειγμα. Θέτοντας R = Z, M = M 1 = Z2, h = idZ2
, και θεωρώντας

ένα αλυσωτό σύμπλοκο C‚ = (Cn, dn)nPZ με Cm´1 = Cm = Z (για κάποιον πα-
γιωμένον ακέραιο αριθμό m, με αδιάφορους λοιπούς όρους, υπό την προϋπόθεση
ότι TorZ1 (Zn(C‚),Z2) – t0u και ότι οι Bn(C‚) είναι προβολικοί για κάθε n P Z)
και dm+1 = dm´1 = 0, dm = 2 ¨ idZ, ένα αλυσωτό σύμπλοκο C1

‚ = (C 1
n, d

1
n)nPZ με

C 1
m´1 – t0u, C 1

m = Z και d1
m+1 = 0 (για τον ίδιονm, με αδιάφορους λοιπούς όρους,

υπό την προϋπόθεση ότι TorZ1 (Zn(C1
‚),Z2) – t0u και ότι οι οι Bn(C1

‚) είναι προβο-
λικοί για κάθε n P Z), καθώς και έναν αλυσωτό μετασχηματισμό f‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ με
τον fm ισομορφισμό (και τους fn, n P Z∖tmu, αδιάφορους), λαμβάνουμε

Zm´1(C‚) = Z, Bm´1(C‚) = 2Z, Zm(C‚) – Bm(C‚) – t0u,

Zm´1(C1
‚) – Bm´1(C1

‚) – t0u, Zm(C1
‚) = Z, Bm(C1

‚) – t0u,

Hm´1(C‚) – Z2, Hm(C‚) – t0u, Hm´1(C1
‚) – t0u, Hm(C1

‚) = Z,

TorZ1 (t0u,Z2) – t0u –
4.5.25 & 5.3.13

TorZ1 (Z,Z2), TorZ1 (Z2,Z2) –
5.3.19

Z2

και

Hm´1(f‚) = Hm(f‚) = 0, Hm(f‚)bidZ2
= TorR1 (Hm´1(f‚), idZ2

) = 0,

Cm´1 bZ M = Z bZ Z2 –
4.4.3

Z2, Cm bZ M = Z bZ Z2 –
4.4.3

Z2,

dmbidZ2
= 0, Hm(C‚;Z2)

–
ÝÑ

Hm(f‚bidZ2 )
Hm(C1

‚;Z2),

οπότε το μεταθετικό διάγραμμα τού εδ. 6.1.6 (για n = m) είναι τής μορφής:

t0u // t0u

œ0

��

// Z2

œ–

��

// Z2

0

��

// t0u

t0u // Z2
// Z2

// t0u // t0u



322 ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΕΚΔΟΧΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ KÜNNETH

μέσω των αναλυτικών υπολογισμών των καταχωρισθέντων στον κατάλογο:

q m m´ 1

Cq

fq

��

C 1
q

0 // Z

–

��

2ˆidZ // Z

��

0 //

0 // Z // t0u

Hq(C‚)

Hq(f‚)

��

Hq(C1
‚)

t0u

��

Z2

��

Z t0u

Cq bZ Z2

fqbidZ2
��

C 1
q bZ Z2

0 // Z2

–

��

0 // Z2

��

0 //

0 // Z2
// t0u

Hq(C‚ bZ Z2)

Hq(f‚bidZ2 )

��

Hq(C1
‚ bZ Z2)

Z2

–

��

Z2

��

Z2 t0u

Είναι προφανές ότι η εν λόγω διάσπαση τού Hm(C‚ bZ Z2) δεν μπορεί να είναι
φυσική.

6.1.8 Παρατήρηση. Εάν (στη διατύπωση τού θεωρήματος 6.1.4) υποτεθεί ότι το α-
λυσωτό σύμπλοκο C‚ = (Cn, dn)nPZ είναι ελεύθερο (βλ. εδ. 3.5.19) και ο δακτύλιος
αναφοράς R περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε τόσον οι συνθήκες (i):

TorR1 (Zn(C‚),M) – t0u – TorR1 (Bn(C‚),M), @n P Z,

όσον και οι συνθήκες (ii) (ήτοι η προβολικότητα τωνBn(C‚) για κάθε n P Z) ικανο-
ποιούνται αυτομάτως10, οπότε η (6.3) είναι κατ’ ανάγκην ακριβής και διασπώμενη.
Εντούτοις, όταν οR δεν είναι Π.Κ.Ι., τούτο δεν είναι εν γένει αληθές. Επί παραδείγ-
ματι, θεωρώντας τόν πηλικοδακτύλιο R = Z[X]/

@

X2 ´ 1
D

ως δακτύλιο αναφοράς,
ο οποίος δεν είναι ούτε καν ακεραία περιοχή11, τo σύνολο M = Z των ακεραίων
αριθμών καθίσταται R-μόδιος μέσω τής συνήθους προσθέσεως και τού εξωτερικού
πολλαπλασιασμού

R ˆ Z Q (
d
ř

j=0

ajXj +
@

X2 ´ 1
D

, κ)
‹

ÞÝÑ
d
ř

j=0

ajκ
j P Z (6.10)

10Επειδή αμφότεροι οι Zn(C‚) και Bn(C‚) είναι υπομόδιοι τού ελευθέρου μοδίου Cn και ο R Π.Κ.Ι., αυτοί οφεί-
λουν (σύμφωνα με το θεώρημα 2.5.47) να είναι ωσαύτως ελεύθεροι και, ως εκ τούτου, προβολικοί. (Βλ. πρόταση 4.2.4.)
Άρα αρκεί η εφαρμογή τού λήμματος 5.3.11.

11Καθένα των στοιχείων X+1+
@

X2 ´ 1
D

και X´1+
@

X2 ´ 1
D

τούR είναι μη μηδενικό. Ωστόσο, το γινόμενο αυτών
ισούται με το 0R (=

@

X2 ´ 1
D

). (Ισοδυνάμως: Το
@

X2 ´ 1
D

δεν είναι πρώτο ιδεώδες τού πολυωνυμικού δακτυλίου
Z[X]. Πρβλ. θεώρημα 1.3.28.)
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(d P N0, aj P Z, @j P t0, ..., du). Για το ελεύθερο αλυσωτό σύμπλοκο

Cn := R, @n P Z, με dn :=

#

((X + 1) +
@

X2 ´ 1
D

) idR, όταν n ” 1 (mod 2) ,

((X ´ 1) +
@

X2 ´ 1
D

) idR, όταν n ” 0 (mod 2) ,

λαμβάνουμε

Zn(C‚) = Bn(C‚) =

#
␣

ϑ(X) +
@

X2 ´ 1
Dˇ

ˇϑ(X) P xX ´ 1y
(

, όταν n ” 1 (mod 2) ,
␣

ϑ(X) +
@

X2 ´ 1
Dˇ

ˇϑ(X) P xX + 1y
(

, όταν n ” 0 (mod 2) ,

οπότεHn(C‚) – t0u, @n P Z.Από την άλλη μεριά, λόγω τού θεωρήματος 4.4.3 οιR-
μόδιοι RbR Z και Z είναι ισόμορφοι, και το αλυσωτό σύμπλοκο C‚ bR Z γράφεται
υπό τη μορφή

¨ ¨ ¨ // C2k+2 bR Z
d2k+2bidZ

// C2k+1 bR Z
d2k+1bidZ

// C2k bR Z // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // R bR Z
(X´1) idRbidZ // R bR Z

(X+1) idRbidZ //

–

��

R bR Z

–

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Z //

–

OO

Z //

–

]]

Z // ¨ ¨ ¨

Η πρώτη διακεκομμένη γραμμή (η σύνθεση τού κανονιστικού ισομορφισμού, τού
ομομορφισμού d2k+2b idZ και τού αντιστρόφου τού πρώτου) δηλοί τον μηδενικό
ομομορφισμό, καθώς κάθε ακέραιος λ απεικονίζεται μέσω αυτής στο μηδέν:

Z Q λ
–

ÞÝÑ 1R b λ ¨ 1 = λ(1R b 1) λ((1 +
@

X2 ´ 1
D

) b 1)$
d2k+2bidZ

rr

λ(((X ´ 1) +
@

X2 ´ 1
D

) b 1)
� – // λ(((X ´ 1) +

@

X2 ´ 1
D

) ‹ 1) := λ(1 ´ 1) = λ ¨ 0 = 0

(όπου “‹” είναι η πράξη (6.10)). Η δεύτερη διακεκομμένη γραμμή δηλοί τον ομο-
μορφισμό 2 idZ:

Z Q λ
–

ÞÝÑ 1R b λ ¨ 1 = λ(1R b 1) λ((1 +
@

X2 ´ 1
D

) b 1)%
d2k+1bidZ

rr

λ(((X + 1) +
@

X2 ´ 1
D

) b 1)
� – // λ(((X + 1) +

@

X2 ´ 1
D

) ‹ 1) := λ(1 + 1) = 2λ

Εάν η (6.3):

t0u ÝÑ Hn(C‚)
looomooon

–t0u

bRZ
ψn

ÝÑ Hn(C‚;Z)
φn

ÝÑ TorR1 (Hn´1(C‚)
loooomoooon

–t0u

,Z) ÝÑ t0u

ήταν ακριβής, ο μεσαίος της όρος θα έπρεπε να είναι τετριμμένος R-μόδιος και θα
καταλήγαμε σε άτοπο για τους άρτιους δείκτες, καθώς έχουμε

Hn(C‚;Z) –

#

t0u, όταν n ” 1 (mod 2) ,

Z/2Z – Z2 fl t0u, όταν n ” 0 (mod 2) .

Κατά συνέπειαν, TorR1 (Zn(C‚),M) = TorR1 (Bn(C‚),M) fl t0u για κάθε άρτιο ακέ-
ραιο αριθμό n.
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6.1.9 Ορισμός. ΈστωM τυχώνR-μόδιος και έστω C‚ = (Cn, dn)nPZ ένα αλυσω-
τό σύμπλοκοR-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων. Θεωρούμε το συναλυσωτό
σύμπλοκο

HomR(C‚,M) := (HomR(Cn,M), HomR(dn, idM ))nPZ.

(Βλ. εδ. 5.2.1.) Ο n-οστός μόδιος συνομολογίας

Hn(HomR(C‚,M)) := Zn(HomR(C‚,M))/Bn(HomR(C‚,M))

τού HomR(C‚,M) καλείται, ιδιαιτέρως, n-οστός μόδιος συνομολογίας τού C‚ με
τον M ως μόδιο συντελεστών ή n-οστός μόδιος συνομολογίας τού C‚ με συντε-
λεστές ειλημμένους από τον M και συμβολίζεται ως εξής:

Hn(C‚;M) := Hn(HomR(C‚,M)).

Με τρόπο παρόμοιον εκείνου με τον οποίο κανείς χειρίζεται τους R-μοδίους τους
μετέχοντες στην (6.3) (αλλά μεταβαίνοντας από το τανυστικό γινόμενο κατάλληλων
αλυσωτών συμπλόκων με το M στο σύμπλοκο ομομορφισμών από αυτά στο M)
αποδεικνύεται το ακόλουθο:

6.1.10 Θεώρημα («Θεώρημα καθολικών συντελεστών για μοδίους συνομολογίας»).
Έστω C‚ = (Cn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων και ομομορφισμών R-
μοδίων, και έστω M ένας R-μόδιος.
(i) Εάν Ext1R(Bn(C‚),M) – t0u – Ext1R(Zn(C‚),M), @n P Z, τότε για κάθε n P Z
υφίσταται μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u // Ext1R(Hn´1(C‚),M)
� � φ

n

// Hn(C‚;M)
ψn

// // HomR(Hn(C‚),M) // t0u (6.11)

(ii) Εάν οR είναι κληρονομικός (βλ. εδ. 4.2.12) και ο Cn είναι προβολικός για κάθε
n P Z, τότε η (6.11) είναι διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία.

Αποδειξη. (i) Εν πρώτοις, θεωρούμε εκ νέου την (6.4). Από τη 2η μακρά ακρι-
βή Ext-ακολουθία την επαγομένη μέσω αυτής (βλ. θεώρημα 5.2.10) λαμβάνουμε τη
βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u Ñ HomR(Bn´1(C‚),M) Ñ HomR(Cn,M) Ñ HomR(Zn(C‚),M) Ñ t0u, (6.12)

καθόσον Ext1R(Bn´1(C‚),M) – t0u.Εν συνεχεία θεωρούμε εκ νέου τα υποσύμπλο-
κα

Z‚ := (Zn(C‚), dn|Zn(C‚)
)nPZ και B‚ := (Bn(C‚), dn|Bn(C‚)

)nPZ

τού C‚ με dn|Zn(C‚)
= 0 και dn|Bn(C‚)

= 0, @n P Z. Όπως και στην απόδειξη τού
θεωρήματος 6.1.4 προκύπτει ότι

Hn(Z‚) – Zn(C‚) και Hn(B‚) – Bn(C‚), @n P Z.
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Λόγω τής (6.4) από το μεταθετικό διάγραμμα

t0u

��

t0u

��

t0u

��

¨ ¨ ¨ // Zn+1(C‚)

œ

� _

jn+1

��

dn+1|
Zn+1(C‚)

// Zn(C‚)

œ

� _

jn

��

dn|Zn(C‚)
// Zn´1(C‚) //

� _

jn´1

��

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Cn+1

ďn+1

����

œ

dn+1
// Cn

œďn

����

dn // Cn´1

ďn´1

����

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Bn(C‚)

��

dn|Bn(C‚)

// Bn´1(C‚)

��

dn´1|
Bn´1(C‚)

// Bn´2(C‚)

��

// ¨ ¨ ¨

t0u t0u t0u

προκύπτει μια βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων:

0‚ ÝÑ Z‚
j‚

ÝÑ C‚
ď‚

ÝÑ B‚´1 ÝÑ 0‚

και από αυτήν (μέσω τής (6.12)) η βραχεία ακριβής ακολουθία συναλυσωτών συ-
μπλόκων:

0‚ ÝÑ HomR(B‚´1,M)
ď‚

ÝÑ HomR(C‚,M)
j‚

ÝÑ HomR(Z‚,M) ÝÑ 0‚, (6.13)

όπου
ď‚ := HomR(ď‚, idM ) και j‚ := HomR(j‚, idM ).

Για την (6.13) υφίσταται (επί τη βάσει τού θεωρήματος 3.2.30) η μακρά ακριβής
ακολουθία συνομολογίας:

¨ ¨ ¨
Hn´1(j‚)

// Hn´1(HomR(Z‚,M))

δn´1

//Hn(HomR(B‚´1,M))
Hn(ď‚)

// Hn(HomR(C‚,M))
Hn(j‚)

// Hn(HomR(Z‚,M))

δn

// Hn+1(HomR(B‚´1,M))
Hn+1(ď‚)

// ¨ ¨ ¨ .

με τον δn ως συνδετικό ομομορφισμό12. Eξ ορισμού,
Hn´1(HomR(Z‚,M)) = Ker(HomR(dn|Zn(C‚)

loooomoooon

=0

, idM ))/ Im(HomR(dn´1|Zn´1(C‚)
looooooomooooooon

=0

, idM )).

12Για την αποφυγή εξεζητημένου συμβολισμού, θα θεωρούμε από εδώ και στο εξής αυτόν τον ομομορφισμό ( ‘‘με
προσέγγιση πασιφανούς ισομορφισμού” ως προς τον καθορισμό πεδίων ορισμού και τιμών του) ως μια απεικόνιση
δn : HomR(Zn(C‚),M) ÝÑ HomR(Bn(C‚),M).



326 ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΕΚΔΟΧΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ KÜNNETH

Επειδή HomR(dn|Zn(C‚)
, idM ) = 0 = HomR(dn´1|Zn´1(C‚)

, idM ), έχουμε

Ker(HomR(dn|Zn(C‚)
, idM )) = HomR(Zn´1(C‚),M)

και Im(HomR(dn´1|Zn´1(C‚)
, idM )) – t0u, απ’ όπου συνάγεται ότι

Hn´1(HomR(Z‚,M)) – HomR(Zn´1(C‚),M)

και, κατ’ αναλογίαν, ότι Hn(HomR(Z‚,M)) – HomR(Zn(C‚),M). Παρομοίως (ε-
πιχειρηματολογώντας με το B‚´1 στη θέση τού Z‚) λαμβάνουμε

Hn(HomR(B‚´1,M)) – HomR(Bn´1(C‚),M)

και, κατ’ αναλογίαν,

Hn+1(HomR(B‚´1,M)) – HomR(Bn(C‚),M).

Έτσι, η ανωτέρω μακρά ακριβής ακολουθία γράφεται (‘‘με προσέγγιση πασιφανών
ισομορφισμών”) ως εξής:

¨ ¨ ¨
Hn´1(j‚)

// HomR(Zn´1(C‚),M)

δn´1

//HomR(Bn´1(C‚),M)
Hn(ď‚)

// Hn(HomR(C‚,M))
Hn(j‚)

// HomR(Zn(C‚),M)

δn

// HomR(Bn(C‚),M)
Hn+1(ď‚)

// ¨ ¨ ¨ .

Κατόπιν τούτου, παρατηρούμε ότι η 2η μακρά ακριβής Ext-ακολουθία η επαγομένη
μέσω τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ Bn(C‚)
ιn
ãÑ Zn(C‚)

πn↠ Hn(C‚) ÝÑ t0u (6.14)

(όπου πn := π
Zn(C‚)
Bn(C‚)

) δίδει την

t0u // HomR(Hn(C‚),M)
HomR(πn,idM )

// HomR(Zn(C‚),M)
HomR(ιn,idM )

// HomR(Bn(C‚),M)

rB0

// Ext1R(Hn(C‚),M) // t0u

διότι (εξ υποθέσεως) Ext1R(Zn(C‚),M) – t0u. (Βλ. θεώρημα 5.2.10.) Τοποθετούμε
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τις ανωτέρω στη 2η και στην 3η στήλη τού μεγάλου διαγράμματος:

...

��
HomR(Zn´1(C‚),M)

œHomR(ιn´1,idM )

��

HomR(Zn´1(C‚),M)

δn´1

��
HomR(Bn´1(C‚),M)

œrB0

��

HomR(Bn´1(C‚),M)

Hn(ď‚)

��

t0u

��
t0u // Ext1R(Hn´1(C‚),M)

��

φn
// Hn(HomR(C‚,M))

Hn(j‚)

��

œ

ψn
// HomR(Hn(C‚),M)

HomR(πn,idM )

��

// t0u

t0u HomR(Zn(C‚),M)

δn

��

œ

HomR(Zn(C‚),M)

HomR(ιn,idM )

��
HomR(Bn(C‚),M)

��

HomR(Bn(C‚),M)

rB0

��... Ext1R(Hn(C‚),M)

��
t0u

H πρώτη στήλη αυτού είναι ωσαύτως ακριβής, εκ νέου λόγω τής 2ης μακράς ακρι-
βούς Ext-ακολουθίας τής επαγομένης μέσω τής (6.14) (υποκαθιστώντας τον n ´ 1

με τον n).
Εστιάζουμε τώρα περισσότερο στη μελέτη τού συνδετικού ομομορφισμού δn

(στην ειδική περίπτωση που πραγματευόμαστε), εξετάζοντας το κάτωθι διάγραμμα:

t0u // HomR(Bn´1(C‚),M)

œ

ďn //

HomR( dn|Bn(C‚),idM )

��

HomR(Cn,M)

œHomR(dn+1,idM )

��

jn
// HomR(Zn(C‚),M)

HomR( dn+1|Zn+1(C‚)
,idM )

��

// t0u

t0u // HomR(Bn(C‚),M)
ďn+1

// HomR(Cn+1,M)
jn+1

// HomR(Zn+1(C‚),M) // t0u

Έστω τυχών f P HomR(Zn(C‚),M). Επειδή ο jn είναι επιμορφισμός, υπάρχει κά-
ποιος g P HomR(Cn,M), τέτοιος ώστε να ισχύει

jn(g) = f ùñ g ˝ jn = f ðñ g|Zn(C‚)
= f.

Προφανώς,

HomR(dn+1, idM )(g) = g ˝ dn+1 = g ˝ (ιn ˝ ďn+1)

= (g ˝ ιn) ˝ ďn+1 = HomR(ďn+1, idM )(g ˝ ιn).
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Από τον (φυσικό) τρόπο ορισμού τού δn λαμβάνουμε

δn(f) = g ˝ ιn = HomR(ιn, idM )(g) = g|Bn(C‚)
,

g|Zn(C‚)
= f ñ g|Bn(C‚)

= f |Bn(C‚)
= f ˝ ιn = HomR(ιn, idM )(f),

οπότε
δn = HomR(ιn, idM ), @n P Z. (6.15)

Σύμφωνα με την πρόταση 3.1.13 (με τους HomR(ιn´1, idM ) και rB0 στη θέση των εκεί
παρατεθέντων ομομορφισμών f 1 και f, αντιστοίχως, και με τους δn´1 και Hn(ď‚)

στη θέση των εκεί παρατεθέντων ομομορφισμών g1 και g, αντιστοίχως) υπάρχει μο-
ναδικός ομομορφισμός

φn : Ext1R(Hn´1(C‚),M) ÝÑ Hn(HomR(C‚,M)) =: Hn(C‚;M)

ο οποίος συμπληρώνει το προηγηθέν μεγάλο διάγραμμα μεταθετικώς. Επίσης, σύμ-
φωνα με την πρόταση 3.1.11 (με τουςHn(j‚) και δn στη θέση των εκεί παρατεθέντων
f 1 και f, αντιστοίχως, και με τους HomR(πn, idM ) και HomR(ιn, idM ) στη θέση των
εκεί παρατεθέντων g1 και g, αντιστοίχως) υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός

ψn : Hn(C‚;M) := Hn(HomR(C‚,M)) ÝÑ HomR(Hn(C‚),M)

ο οποίος συμπληρώνει το μεγάλο διάγραμμα μεταθετικώς. Κατά το «λήμμα των τεσ-
σάρων» 3.1.7 (ii) (και αντιστοίχως, 3.1.7 (i)) ο φn (και αντιστοίχως, ο ψn) είναι μο-
νομορφισμός (και αντιστοίχως, επιμορφισμός). Αρκεί λοιπόν να δειχθεί η ακρίβεια
τής σχηματιζομένης βραχείας ακολουθίας (μέσω των διακεκομμένων βελών) στον
μεσαίο όρο Hn(C‚;M) := Hn(HomR(C‚,M)). Από την πρόταση 3.1.5, εφαρμοζό-
μενη για τους πέντε όρους που έχουν αναγραφεί στη δεύτερη στήλη τού μεγάλου
διαγράμματος, λαμβάνουμε βραχείες ακριβείς ακολουθίες:

t0u // Coker(δn´1)
� � αn // Hn(C‚;M)

βn
// // Ker(δn) // t0u

HomR(Bn´1(C‚),M)/Im(δn´1) Im(Hn(j‚))

(6.16)

όπου
αn(x+ Im(δn´1)) := Hn(ď‚)(x), @x P HomR(Bn´1(C‚),M),

και βn(y) := Hn(j‚)(y), @y P Hn(C‚;M). Από την ακρίβεια τής

HomR(Zn´1(C‚),M)
HomR(ιn´1,idM )

// HomR(Bn´1(C‚),M)
rB0 // Ext1R(Hn´1(C‚),M) // t0u

συνάγεται (βάσει τού (ii) τής προτάσεως 3.1.4) ότι

Coker(δn´1) =
(6.15)

Coker(HomR(ιn, idM )) – Ext1R(Hn´1(C‚),M) (6.17)

και από την ακρίβεια τής

t0u // HomR(Hn(C‚),M)
HomR(πn,idM )

// HomR(Zn(C‚),M)
HomR(ιn,idM )

// HomR(Bn(C‚),M)
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συνάγεται (βάσει τού (i) τής προτάσεως 3.1.4) ότι

Κer(δn) =
(6.15)

Κer(HomR(ιn, idM )) – HomR(Hn(C‚),M). (6.18)

Από τις (6.16), (6.17) και (6.18) προκύπτει το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα:

t0u // Coker(δn´1)

œ

� � αn //

–

��

Hn(HomR(C‚,M))

œ

βn
// // Ker(δn)

–

��

// t0u

t0u // Ext1R(Hn´1(C‚),M)
φn

// Hn(HomR(C‚,M))
ψn

// HomR(Hn(C‚),M) // t0u

Επειδή η άνω γραμμή του είναι ακριβής, και η κάτω του γραμμή οφείλει να είναι
ακριβής.
(ii) Για οιονδήποτε n P Z ο R-μόδιος Cn είναι προβολικός. Επειδή ο R είναι εξ υ-
ποθέσεως κληρονομικός, οι υπομόδιοί του Zn(C‚) και Bn(C‚) είναι ωσαύτως προ-
βολικοί. Από το θεώρημα 5.2.11 έπεται ότι

Ext1R(Zn(C‚),M) – t0u – Ext1R(Bn(C‚),M)

και από το (i) ότι η (6.11) είναι ακριβής. Για την απόδειξη τού ότι αυτή διασπάται θα
απαιτηθεί να εστιάσουμε ακριβέστερα στον τρόπο ορισμού τούψn.Μεταβαίνοντας
από το αλυσωτό σύμπλοκο

¨ ¨ ¨
dn+2
ÝÑ Cn+1

dn+1
ÝÑ Cn

dn
ÝÑ Cn´1

dn´1
ÝÑ Cn´2

dn´2
ÝÑ ¨ ¨ ¨

στο συναλυσωτό σύμπλοκο

¨ ¨ ¨ // HomR(Cn´1,M)
HomR(dn, idM )

// HomR(Cn,M)
HomR(dn+1, idM )

// HomR(Cn+1,M) // ¨ ¨ ¨

έχουμε Hn(C‚;M) := Ker(HomR(dn+1, idM ))/ Im(HomR(dn, idM )). Έστω τυχών
fn P Ker(HomR(dn+1, idM )) και έστω fn := fn|Zn(C‚)

= fn ˝ jn. Προφανώς,

fn ˝ dn+1 = 0 ñ fn|Bn(C‚)
= fn

ˇ

ˇ

Bn(C‚)
= 0,

οπότε η

gn : Hn(C‚) ÝÑ M

x+Bn(C‚) ÞÝÑ gn(x+Bn(C‚)) := fn(x), @x P Zn(C‚),

είναι καλώς ορισμένη απεικόνιση13 και, εκ παραλλήλου, ομομορφισμός R-μοδίων.
Ορίζοντας τον ομομορφισμό

ψn : Hn(C‚;M) ÝÑ HomR(Hn(C‚),M)

13Εάν hn P HomR(Cn´1,M), τότε hn ˝dn P HomR(Cn,M) και (hn ˝dn)˝dn+1 = hn ˝ (dn ˝ dn+1
looooomooooon

=0

) = 0,

οπότε hn ˝ dn P Ker(HomR(dn+1, idM )) και για κάθε x P Zn(C‚) έχουμε hn ˝ dn(x) = (hn ˝ dn)(x) = 0Cn .
Κατά συνέπειαν, ο ορισμός τής gn δεν εξαρτάται από την όποια συγκεκριμένη επιλογή τού fn.
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μέσω τού τύπου
ψn(fn + Im(HomR(dn, idM )) := gn

παρατηρούμε αφ’ ενός μεν ότι

HomR(πn, idM )(ψn(fn + Im(HomR(dn, idM ))) = HomR(πn, idM )(gn) = gn ˝ πn,

αφ’ ετέρου δε ότι

Hn(j‚)(fn + Im(HomR(dn, idM )) = fn ˝ jn,

οπότε για κάθε στοιχείο x P Zn(C‚) λαμβάνουμε

(fn ˝ jn)(x) = fn(x) =: gn(x+Bn(C‚)) = (gn ˝ πn)(x).

Κατά συνέπειαν, ο ανωτέρω ψn είναι πράγματι ο μονοσημάντως ορισμένος ομομορ-
φισμός ο ορισθείς στο (i) που ικανοποιεί την

HomR(πn, idM ) ˝ ψn = Hn(j‚)

και συμπληρώνει το μεγάλο διάγραμμα μεταθετικώς. Επειδή ο Bn´1(C‚), ως υπο-
μόδιος τού προβολικού R-μοδίου Cn, είναι προβολικός, το θεώρημα 4.2.7 μας πλη-
ροφορεί ότι η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Zn(C‚)
jn
ãÑ Cn

ďn↠ Bn´1(C‚) ÝÑ t0u

διασπάται στον όρο Cn. Ας υποθέσουμε ότι κn : Cn ÝÑ Zn(C‚) είναι ένας ομο-
μορφισμόςR-μοδίων ο οποίος αποτελεί αριστερό αντίστροφο τού jn. (Βλ. θεώρημα
3.1.29.) Τότε

κn|Zn(C‚)
= κn ˝ jn = idZn(C‚).

Θεωρούμε τυχόντα ομομορφισμό λn P HomR(Hn(C‚),M). Προφανώς,

λn ˝ πn P HomR(Zn(C‚),M).

Ισχυρισμός πρώτος: (λn ˝ πn ˝ κn)˝dn+1 = 0.Πράγματι· για κάθε x P Cn+1 έχουμε

dn(dn+1(x)) = (dn ˝ dn+1
loooomoooon

=0

)(x) = 0Cn´1 ùñ dn+1(x) P Zn(C‚)

και, ως εκ τούτου, κn|Zn(C‚)
= idZn(C‚) ùñ κn(dn+1(x)) = dn+1(x). Επομένως,

(λn ˝ πn ˝ κn) (dn+1(x)) = (λn ˝ πn) (κn(dn+1(x))) = (λn ˝ πn) (dn+1(x))

= λn(πn(dn+1(x))) = λn(πn(dn+1(x))) = λn(dn+1(x)
looomooon

PBn(C‚)

+Bn(C‚))

= λn(Bn(C‚)) = λn(0Hn(C‚)) = 0M

και ο ισχυρισμός είναι αληθής. Άρα λn ˝ πn ˝ κn P Ker(HomR(dn+1, idM )) και
έχουμε τη δυνατότητα ορισμού μιας απεικονίσεως

ϑn : HomR(Hn(C‚),M) ÝÑ Hn(C‚;M)

λn ÞÝÑ ϑn(λn) := λn ˝ πn ˝ κn + Im(HomR(dn+1, idM )),
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η οποία (όπως είναι εύκολο να ελεγχθεί) είναι και ομομορφισμός R-μοδίων.
Ισχυρισμός δεύτερος: ψn ˝ ϑn = idHomR(Hn(C‚),M), @n P Z. Για κάθε ομομορφισμό
λn P HomR(Hn(C‚),M) λαμβάνουμε

ψn(ϑn(λn)) = ψn(λn ˝ πn ˝ κn + Im(HomR(dn+1, idM ))) = gn,

όπου gn P HomR(Hn(C‚),M) με

x+Bn(C‚) ÞÝÑ gn(x+Bn(C‚)) := λn ˝ πn ˝ κn(x), @x P Zn(C‚),

οπότε για κάθε x P Zn(C‚) έχουμε

gn(x+Bn(C‚)) = λn ˝ πn ˝ κn(x) = (λn ˝ πn)(κn( jn(x)
loomoon

PZn(C‚)

))

= λn(πn(jn(x))) = λn(πn(x)) = λn(x+Bn(C‚)).

Εξ αυτού έπεται ότι gn = λn, ότι ο δεύτερος ισχυρισμός είναι ωσαύτως αληθής
και ότι η (6.11) διασπάται στον όρο Hn(C‚;M) (εκ νέου λόγω τού θεωρήματος
3.1.29).

6.1.11 Σημείωση. Ως απεικονίσεις, αμφότερες οι ψn και φn στη βραχεία ακριβή
ακολουθία (6.11) είναι φυσικές, υπό την έννοια τού ότι για κάθε αλυσωτό μετασχη-
ματισμό f‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ και κάθε ομομορφισμό R-μοδίων h : M ÝÑ M 1 το κάτωθι
διάγραμμα είναι μεταθετικό.

t0u // Ext1R(Hn´1(C1
‚),M)

œExt1R(Hn´1(f‚),h)

��

φn1
// Hn(HomR(C1

‚,M))

œHn(HomR(f‚,h))

��

ψn1
// HomR(Hn(C1

‚),M)

HomR(Hn(f‚),h)

��

// t0u

t0u // Ext1R(Hn´1(C‚),M
1)

φn
// Hn(HomR(C‚,M

1))
ψn

// HomR(Hn(C‚),M
1) // t0u

Εάν o δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός και οι C 1
n προβολικοί για κάθε

n P Z, τότε (κατά το 6.1.10 (ii))

Hn(HomR(C1
‚,M)) – Ext1R(Hn´1(C1

‚),M) ‘ HomR(Hn(C1
‚),M). (6.19)

Ωστόσο, αυτή η διάσπαση δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσική, υπό την έννοια τού ότι,
εάν οι Cn είναι ωσαύτως προβολικοί για κάθε n P Z, ήτοι

Hn(HomR(C‚,M
1)) – Ext1R(Hn´1(C‚),M

1) ‘ HomR(Hn(C‚),M
1), (6.20)

και εάν κανείς εκφράσει την εικόνα ενός στοιχείου ξ P Hn(HomR(C1
‚,M)) μέ-

σω τού ισομορφισμού (6.19) ως άθροισμα ξ1 + ξ2 για μονοσημάντως ορισμέ-
να ξ1 P Ext1R(Hn´1(C1

‚),M) και ξ2 P HomR(Hn(C1
‚),M), τότε η εικόνα τού

Hn(HomR(f‚, h))(ξ) μέσω τού ισομορφισμού (6.20) δεν ισούται κατ’ ανάγκην με
το άθροισμα

Ext1R(Hn´1(f‚), h)(ξ1) + HomR(Hn(f‚), h)(ξ2).
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6.1.12 Παράδειγμα. Θέτοντας R = Z, M = M 1 = Z2, h = idZ2 , και θεωρώντας τά
αλυσωτά σύμπλοκα C‚ και C1

‚ ακριβώς όπως (αυτά ορίσθηκαν) στο εδάφιο 6.1.7,
λαμβάνουμε

Zm´1(C‚) = Z, Bm´1(C‚) = 2Z, Zm(C‚) – Bm(C‚) – t0u,

Zm´1(C1
‚) – Bm´1(C1

‚) – t0u, Zm(C1
‚) = Z, Bm(C1

‚) – t0u,

Hm´1(C‚) – Z2, Hm(C‚) – t0u, Hm´1(C1
‚) – t0u, Hm(C1

‚) = Z,

Ext1Z(t0u,Z2) – t0u –
4.2.4 & 5.2.11

Ext1Z(Z,Z2),

Ext1Z(Z2,Z2) –
5.2.18

Z2

και

Hm´1(f‚) = Hm(f‚) = 0,

Ext1Z(Hm´1(f‚), idZ2) = HomZ(Hm(f‚), idZ2) = 0,

HomZ(t0u,Z2) – t0u,HomZ(Z,Z2) –
4.1.3 (i)

Z2 – t0, idZ2
u = HomZ(Z2,Z2),

HomR( dm+1
loomoon

=0

, idM ) = 0,

Hm(HomZ(C1
‚,Z2))

–
ÝÑ

Hm(HomZ(f‚,idZ2 ))
Hm(HomZ(C‚,Z2)),

οπότε το μεταθετικό διάγραμμα τού εδ. 6.1.11 (για n = m) είναι εκ νέου τής μορφής:

t0u // t0u

œ0

��

// Z2

œ–

��

// Z2

0

��

// t0u

t0u // Z2
// Z2

// t0u // t0u

Είναι προφανές ότι η εν λόγω διάσπαση τούHm(HomZ(C1
‚,Z2)) δεν μπορεί να είναι

φυσική.

6.1.13 Πόρισμα. Έστω K ένα σώμα. Εάν V‚ = (Vn, dn)nPZ είναι ένα αλυσωτό σύ-
μπλοκο K-διανυσματικών χώρων και W τυχών K-διανυσματικός χώρος, τότε για
κάθε n P Z έχουμε

Hn(V‚;W ) – Hn(V‚) bK W και Hn(HomK(V‚,W )) – HomK(Hn(V‚),W ).

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τα θεωρήματα 6.1.4 και 6.1.10, διότι σε αυτήν την
περίπτωση τα πρώτα γινόμενα στρέψεως και επεκτάσεως (τα εμφανιζόμενα στις
(6.3) και (6.11)) είναι προδήλως τετριμμένα.
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Άλλη μία εφαρμογή. Ας υποθέσουμε ότιR είναι μια Π.Κ.Ι. και ότι C‚ = (Cn, dn)nPZ
είναι ένα αλυσωτό σύμπλοκο πεπερασμένως παραγομένων, ελευθέρων14 R-μοδίων.
Επειδή Bn(C‚) Ď Zn(C‚) Ď Cn, οι R-μόδιοι Zn(C‚) και Bn(C‚) είναι (δυνά-
μει τού θεωρήματος 2.5.47 και τού πορίσματος 2.5.49) πεπερασμένως παραγόμε-
νοι και ελεύθεροι για κάθε n P Z. Από την άλλη μεριά, οι μόδιοι ομολογίας
Hn(C‚) := Zn(C‚)/Bn(C‚) είναι (σύμφωνα με το πόρισμα 2.2.8) ωσαύτως πεπε-
ρασμένως παραγόμενοι αλλά όχι κατ’ ανάγκην και ελεύθεροι15. Προφανώς,

Hn(C‚) =
2.6.6

tors(Hn(C‚)) ‘ frp(Hn(C‚)) –
2.5.42

tors(Hn(C‚)) ‘Rfr-rankR(Hn(C‚)).

Έστω M τυχών πεπερασμένως παραγόμενος R-μόδιος. Κατ’ αναλογίαν, έχουμε

M =
2.6.6

tors(M) ‘ frp(M) –
2.5.42

tors(M) ‘Rfr-rankR(M).

Εν συνεχεία, ας υποθέσουμε ότι οι υπομόδιοι στρέψεως τωνHn(C‚), Hn´1(C‚) και
M είναι μη τετριμμένοι και ότι

tors(Hn(C‚)) –
s
À

i=1

λi
À

ρ=1

(
R/

A

p
ℓi,ρ
i

E)
,

tors(Hn´1(C‚)) –
t
À

j=1

µj
À

σ=1

(
R/

@

q
mj,σ
j

D)
,

tors(M) –
u
À

k=1

νk
À

τ=1

(
R/

@

r
nk,τ
k

D)
,

είναι οι ευθείες αποσυνθέσεις τους στις πρωτεύουσες συνιστώσες τους ακολουθού-
μενες από τις (μέχρις ισομορφισμού μονοσημάντως ορισμένες) αποσυνθέσεις των
εκάστοτε συνιστωσών σε ευθέα αθροίσματα κυκλικών υπομοδίων (όπως στο δομικό
θεώρημα 2.6.30).

6.1.14 Πόρισμα. Για τoνn-οστό μόδιο ομολογίας τού C‚ με συντελεστές ειλημμένους
από τον M έχουμε

Hn(C‚;M) –

(
s
À

i=1

u
À

k=1

λi
À

ρ=1

νk
À

τ=1

(
R/
(A
p
ℓi,ρ
i

E

+
@

r
nk,τ
k

D

)))

‘

(
s
À

i=1

λi
À

ρ=1

(
R/

A

p
ℓi,ρ
i

E))fr-rankR(M)

‘

(
u
À

k=1

νk
À

τ=1

(
R/

@

r
nk,τ
k

D))fr-rankR(Hn(C‚))

‘

(
t
À

j=1

u
À

k=1

µj
À

σ=1

νk
À

τ=1

TorR1 (R/
@

q
mj,σ
j

D

, R/
@

r
nk,τ
k

D

)

)
‘R(fr-rankR(Hn(C‚)))(fr-rankR(M)),

με
TorR1 (R/

@

q
mj,σ
j

D

, R/
@

r
nk,τ
k

D

) – R/
@

d(j,σ;k,τ)
D

,

όπου d(j,σ;k,τ) P ΜΚΔR(q
mj,σ
j , r

nk,τ
k ).

14Όταν οR είναι Π.Κ.Ι., οι έννοιες ελεύθερος και προβολικόςR-μόδιος ταυτίζονται. (Βλ. πρόταση 4.2.4 και πόρισμα
4.2.10.) Eπιπλέον, κάθε πεπερασμένως παραγόμενοςR-μόδιος χωρίς στρέψη είναι ελεύθερος. (Βλ. πρόταση 2.6.4.)

15Π.χ., οι Z-μόδιοι Z και 2Z είναι ελεύθεροι αλλά ο Z-μόδιος Z/2Z – Z2 δεν είναι ελεύθερος. (Βλ. εδ. 4.5.32 (iii).)
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Αποδειξη. Το θεώρημα 6.1.4 των καθολικών συντελεστών είναι, εν προκειμένω,
εφαρμόσιμο και δίδει

Hn(C‚;M) – (Hn(C‚) bRM) ‘ TorR1 (Hn´1(C‚),M). (6.21)

Ο πρώτος ευθύς προσθετέος τής (6.21) γράφεται (λόγω τού θεωρήματος 4.4.6) ως
εξής:

Hn(C‚) bRM – (tors(Hn(C‚)) bR tors(M)) ‘ (tors(Hn(C‚)) bR frp(M))

‘ (frp(Hn(C‚)) bR tors(M)) ‘ (frp(Hn(C‚)) bR frp(M)) .
(6.22)

Ο πρώτος ευθύς προσθετέος τής (6.22) είναι ο

tors(Hn(C‚)) bR tors(M) –
s
À

i=1

u
À

k=1

λi
À

ρ=1

νk
À

τ=1

(
R/
(A
p
ℓi,ρ
i

E

+
@

r
nk,τ
k

D

))
(δυνάμει τού θεωρήματος 4.4.6 και τού πορίσματος 4.5.12), ο δεύτερος είναι ο

tors(Hn(C‚)) bR frp(M) –

(
s
À

i=1

λi
À

ρ=1

(
R/

A

p
ℓi,ρ
i

E))fr-rankR(M)

,

(ένεκα των θεωρημάτων 4.4.6 και 4.4.3), ο τρίτος

frp(Hn(C‚)) bR tors(M) –

(
u
À

k=1

νk
À

τ=1

(
R/

@

r
nk,τ
k

D))fr-rankR(Hn(C‚))

,

(για τον ίδιον λόγο) και ο τέταρτος

frp(Hn(C‚)) bR frp(M) – Rfr-rankR(Hn(C‚)) bR R
fr-rankR(M)

– R(fr-rankR(Hn(C‚)))(fr-rankR(M)).

(Βλ. θεώρημα 4.4.7.) Τέλος, ένας μέχρις ισομορφισμού βολικός χαρακτηρισμός τού
TorR1 (Hn´1(C‚),M) αποκτάται μέσω τού θεωρήματος 5.3.17.

6.1.15 Πόρισμα. Για τoν n-οστό μόδιο συνομολογίας τού C‚ με συντελεστές ειλημ-
μένους από τον M έχουμε

Hn(C‚;M) –

(
s
À

i=1

u
À

k=1

λi
À

ρ=1

νk
À

τ=1

(
R/

@

d(i,ρ;k,τ)
D))

‘

(
s
À

i=1

λi
À

ρ=1

(
R/

A

p
ℓi,ρ
i

E))fr-rankR(M)

‘

(
u
À

k=1

νk
À

τ=1

(
R/

@

r
nk,τ
k

D))fr-rankR(Hn(C‚))

‘

(
t
À

j=1

µj
À

σ=1

(
R/

@

q
mj,σ
j

D))fr-rankR(M)

‘R(fr-rankR(Hn(C‚)))(fr-rankR(M))

‘

(
t
À

j=1

u
À

k=1

µj
À

σ=1

νk
À

τ=1

Ext1R(R/
@

q
mj,σ
j

D

, R/
@

r
nk,τ
k

D

)

)
,
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με
Ext1R(R/

@

q
mj,σ
j

D

, R/
@

r
nk,τ
k

D

) – R/
@

d(j,σ;k,τ)
D

,

όπου d(i,ρ;k,τ) P ΜΚΔR(p
ℓi,ρ
i , r

nk,τ
k ) και

d(j,σ;k,τ) P ΜΚΔR(q
mj,σ
j , r

nk,τ
k ).

Αποδειξη. Το θεώρημα 6.1.10 των καθολικών συντελεστών είναι, εν προκειμένω,
εφαρμόσιμο και δίδει

Hn(C‚;M) – HomR(Hn(C‚),M) ‘ Ext1R(Hn´1(C‚),M). (6.23)

Ο πρώτος ευθύς προσθετέος τής (6.23) γράφεται (λόγω τής προτάσεως 4.1.11 και
τού (ii) τής σημειώσεως 2.4.11) ως εξής:

HomR(Hn(C‚),M) – HomR(tors(Hn(C‚)), tors(M)) ‘ HomR(tors(Hn(C‚)), frp(M))

‘ HomR(frp(Hn(C‚)), tors(M)) ‘ HomR(frp(Hn(C‚)), frp(M)).
(6.24)

Ο πρώτος ευθύς προσθετέος τής (6.24) είναι ο

HomR(tors(Hn(C‚)), tors(M)) –
s
À

i=1

u
À

k=1

λi
À

ρ=1

νk
À

τ=1

HomR(R/
A

p
ℓi,ρ
i

E

, R/
@

r
nk,τ
k

D

),

όπου (δυνάμει τής προτάσεως 5.2.14 και τού λήμματος 5.2.15)

HomR(R/
A

p
ℓi,ρ
i

E

, R/
@

r
nk,τ
k

D

) – R/
@

d(i,ρ;k,τ)
D

, d(i,ρ;k,τ) P ΜΚΔR(p
ℓi,ρ
i , r

nk,τ
k ),

ο δεύτερος είναι ο

HomR(tors(Hn(C‚)), frp(M)) –


s
À

i=1

λi
À

ρ=1
HomR(R/

A

p
ℓi,ρ
i

E

, R)
looooooooooooomooooooooooooon

–R/
A

p
ℓi,ρ
i

E


fr-rankR(M)

,

(για τον ίδιον λόγο), o τρίτος ο

HomR((frp(Hn(C‚)), tors(M)) –

 u
À

k=1

νk
À

τ=1
HomR(R,R/

@

r
nk,τ
k

D

)
looooooooooooomooooooooooooon

–R/xr
nk,τ
k y


fr-rankR(Hn(C‚))

και ο τέταρτος ο

HomR(frp(Hn(C‚)), frp(M)) – R(fr-rankR(Hn(C‚)))(fr-rankR(M)).

(Βλ. πρόταση 4.1.2.) Τέλος, ένας μέχρις ισομορφισμού βολικός χαρακτηρισμός τού
Ext1R(Hn´1(C‚),M) αποκτάται μέσω τού θεωρήματος 5.2.16.
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6.2 ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ KÜNNETH
ΓΙΑ ΜΟΔΙΟΥΣ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Παρά το γεγονός ότι το θεώρημα καθολικών συντελεστών 6.1.4 εξασφαλίζει τη δυ-
νατότητα ορισμού μοδίων ομολογίας (ή και θεωριών ομολογίας) με συντελεστές ει-
λημμένους από τυχόντες R-μοδίους (κάτι που αποβαίνει λίαν χρήσιμο στο πλαίσιο
τής Αλγεβρικής Τοπολογίας), δεν αποτελεί παρά ένα πρώτο βήμα για την κατανό-
ηση τού βασικού ερωτήματος: Πώς σχετίζονται οι μόδιοι ομολογίας τού τανυστικού
γινομένου (C‚ bR D‚)‚ δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚ (και όχι α-
πλώς ενός αλυσωτού συμπλόκου C‚ με κάποιον παγιωμένο R-μόδιο M) με τους
μοδίους ομολογίας καθενός εξ αυτών; «Ευειδείς απαντήσεις» σε αυτό το ερώτημα
δίδονται μόνον υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις ή υπό συγκεκριμένους περιορι-
σμούς (που άλλοτε αφορούν σε ειδικές ιδιότητες των C‚ και D‚, και άλλοτε στη φύ-
ση τού δακτυλίου αναφοράς R) και εμφανίζονται ως διάφορες αλγεβρικές εκδοχές
τού λεγομένου θεωρήματος τού Künneth για μοδίους ομολογίας. Όπως είναι φυσι-
κό, προτάσσεται η παράθεση τού τρόπου ορισμού τού «τανυστικού γινομένου» σε
επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων.

6.2.1 Ορισμός (Τανυστικό γινόμενο δύο αλυσωτών συμπλόκων). Δοθέντων δυο
αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚ (με τα μέλη των ακολουθιών τους
συμβολιζόμενα ως Cn και Dn, n P Z, και με τους συνοριακούς τελεστές τους
συμβολιζόμενους ως dC‚

n και dD‚
n , n P Z, αντιστοίχως), ορίζουμε για κάθε n P Z

τον R-μόδιο

(C‚ bR D‚)n :=
À

pPZ
(Cp bR Dn´p) =

À

p+q=n
(Cp bR Dq).

Το ζεύγος
(C‚ bR D‚)‚ = ((C‚ bR D‚)n, dn)nPZ,

όπου ο ομομορφισμός

dn = d (C‚bRD‚)‚
n : (C‚ bR D‚)n ÝÑ (C‚ bR D‚)n´1

ορίζεται σε επίπεδο αποσυντιθέμενων τανυστών xb y P Cp bR Dq ως εξής:

dn(xb y) := xb dD‚
q (y) + (´1)q dC‚

p (x) b y,

καλείται τανυστικό γινόμενο των C‚ και D‚ υπεράνω τού R (και αποτελεί αφ’
εαυτού ένα αλυσωτό σύμπλοκο με τους dn, n P Z,ως συνοριακούς του τελεστές).
Σημειωτέον ότι, εάν f‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ και g‚ : D‚ ÝÑ D1
‚ είναι δυο αλυσωτοί

μετασχηματισμοί, τότε ορίζεται ως

(f‚bg‚)‚ : (C‚ bR D‚)‚ ÝÑ (C1
‚ bR D1

‚)‚
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ο επαγόμενος αλυσωτός μετασχηματισμός(
(f‚bg‚)n : (C‚ bR D‚)n ÝÑ (C1

‚ bR D1
‚)n
)
nPZ ,

όπου για κάθε n P Z και για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z : p+ q = n, ο (f‚bg‚)n
συμβολίζει τον μονοσημάντως ορισμένο ομομορφισμό που καθιστά το κάτωθι
διάγραμμα μεταθετικό.

(C‚ bR D‚)n
(f‚bg‚)n

//

œ

(C1
‚ bR D1

‚)n

Cp bR Dq

in1
p,q ˝ fpbgq

66

?�

inp,q

OO

fpbgq

// C 1
p bR D

1
q

ö

?�

in1
p,q

OO

Ο ορισμός 6.2.1 γενικεύεται και για «γινόμενα στρέψεως» σε επίπεδο αλυσωτών
συμπλόκων.

6.2.2 Ορισμός (Γινόμενα στρέψεως δύο αλυσωτών συμπλόκων). Δοθέντων ενός
m P Z και δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚ (με τα μέλη των α-
κολουθιών τους συμβολιζόμενα εκ νέου ως Cn και Dn, n P Z, και με τους συ-
νοριακούς τελεστές τους συμβολιζόμενους ως dC‚

n και dD‚
n , n P Z, αντιστοίχως),

ορίζουμε για κάθε n P Z τον R-μόδιο

TorRm(C‚,D‚)n :=
À

pPZ
TorRm(Cp, Dn´p) =

À

p+q=n
TorRm(Cp, Dq).

Το ζεύγος TorRm(C‚,D‚)‚ = (TorRm(C‚,D‚)n, dn)nPZ, όπου ο ομομορφισμός

dn = d
TorRm(C‚,D‚)‚
n : TorRm(C‚,D‚)n ÝÑ TorRm(C‚,D‚)n´1

ορίζεται (μέσω των ομομορφισμών τού εδ. 5.3.6) επί τού (εκάστοτε γινομένου
στρέψεως) TorRm(Cp, Dq) ως εξής:

dn|TorRm(Cp,Dq)
:= TorRm(idCp , dD‚

q ) + (´1)q TorRm(dC‚
p , idDq ),

καλείται m-οστό γινόμενο στρέψεως των C‚ και D‚ υπεράνω τού R (και αποτε-
λεί αφ’ εαυτού ένα αλυσωτό σύμπλοκο με τους dn, n P Z, ως συνοριακούς του
τελεστές).

6.2.3 Συμβολισμός. Για κάθε ζεύγος αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων (C‚,D‚) και
για κάθε n P Z συμβολίζουμε ως

Zn(C‚)
� � jC‚

n // Cn, Zn(D‚)
� � jD‚

n // Dn
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τις συνήθεις ενθέσεις, ως

Zn(C‚)
πC‚
n // // Hn(C‚), Zn(D‚)

πD‚
n // // Hn(D‚),

τους φυσικούς επιμορφισμούς και ως Cn
ď C‚
n // // Bn´1(C‚), Dn

ď D‚
n // // Bn´1(D‚) τους

επιμορφισμούς τους δημιουργούμενους από τους συνοριακούς τελεστές των ανω-
τέρω αλυσωτών συμπλόκων ύστερα από περιορισμό τού πεδίου τιμών αυτών ε-
πί τής εικόνας τους. Επιπροσθέτως, θέτουμε jC‚

‚ := (jC‚
n )nPZ, j

D‚
‚ := (jD‚

n )nPZ,

πC‚
‚ := (πC‚

n )nPZ, π
D‚
‚ := (πD‚

n )nPZ κ.ο.κ., και θεωρούμε τα αλυσωτά σύμπλοκα16

H‚(C‚),H‚(D‚), τα υποσύμπλοκα Z‚(C‚), B‚(C‚) τού C‚ και Z‚(D‚), B‚(D‚) τού
D‚ (τα καθοριζόμενα μέσω των κυκλημάτων και των συνόρων), καθώς και τα αλυ-
σωτά σύμπλοκα

(H‚(C‚) bR H‚(D‚))‚ και H‚((C‚ bR D‚)‚).

6.2.4 Λήμμα. Υπάρχει ακριβώς ένας αλυσωτός μετασχηματισμός

(H‚(C‚) bR H‚(D‚))‚

ψ
(C‚,D‚)
‚ // H‚((C‚ bR D‚)‚)

που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα αλυσωτών μετασχηματισμών μεταθετικό:

Z‚((C‚ bR D‚)‚)
π
(C‚bRD‚)‚
‚ // // H‚((C‚ bR D‚)‚)

(Z‚(C‚) bR Z‚(D‚))‚

(j
C‚
‚ bj

D‚
‚ )‚

OO

π
(C‚bRD‚)‚
‚ ˝ (jC‚

‚ bjD‚
‚ )‚

77

(π
C‚
‚ bπ

D‚
‚ )‚

// (H‚(C‚) bR H‚(D‚))‚

ψ
(C‚,D‚)
‚

OO

Η απεικόνιση ψ(C‚,D‚)
n είναι φυσική υπό την εξής έννοια17: Εάν f‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ και
g‚ : D‚ ÝÑ D1

‚ είναι δυο αλυσωτοί μετασχηματισμοί, τότε το κάτωθι διάγραμμα
είναι μεταθετικό.

(H‚(C‚) bR H‚(D‚))n

œ(H‚(f‚)bH‚(g‚))n

��

ψ
(C‚,D‚)
n // Hn((C‚ bR D‚)‚)

Hn((f‚bg‚)‚)

��(
H‚(C1

‚) bR H‚(D1
‚)
)
n

ψ
(C1

‚,D
1
‚)

n

// Hn((C1
‚ bR D1

‚)‚)

16Μέσω οιουδήποτε αλυσωτού συμπλόκου C‚ ορίζεται το αλυσωτό σύμπλοκο H‚(C‚) που έχει ως μέλη του τους
μοδίους ομολογίαςHn(C‚), n P Z, ενώ όλοι του οι συνοριακοί τελεστές είναι μηδενικοί.

17Εδώ, η έννοια τής φυσικότητας δηλοί (όπως έχουμε ήδη δει στις σημειώσεις 6.1.6 και 6.1.11) τη συμβατότητα τής
εκάστοτε θεωρούμενης απεικονίσεως με τους ομομορφισμούς που επάγονται μέσω αλυσωτών ή/και συναλυσωτών με-
τασχηματισμών.
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Αποδειξη. Αρκεί η εφαρμογή τού λήμματος A.4.3 και τού θεωρήματος A.4.5 για
τον ´ bR ´.

6.2.5 Σημείωση. Εάν υποτεθεί ότι n P Z και (p, q) P Z ˆ Z : p + q = n, τότε
λαμβάνοντας υπ’ όψιν το διάγραμμα

Hn((C‚ bR D‚)‚)

À

p+q=n
(Zp(C‚) bR Zq(D‚))

À

p+q=n

(πC‚
p bπD‚

q )

//
À

p+q=n
(Hp(C‚) bR Hq(D‚))

ψ(C‚,D‚)
n

OO

Zp(C‚) bR Zq(D‚)
� ?

inp,q

OO

πC‚
p bπD‚

q
// Hp(C‚) bR Hq(D‚)

� ?

inp,q

OO

αρκεί για οιοδήποτε ζεύγος στοιχείων

(x, y) P Hp(C‚) ˆHq(D‚)

και για οιοδήποτε ζεύγος (z, w) P Zp(C‚) ˆ Zq(D‚) με πC‚
p (z) = x και πD‚

q (w) = y

να θέσουμε

ψ
(C‚,D‚)
n (xb y) := π

(C‚bRD‚)‚
n (j C‚

p (z) b j D‚
q (w)),

παρατηρώντας ότι η έκφραση τού δεξιού μέλους δεν εξαρτάται από την επιλογή τού
ζεύγους (z, w). (Βλ. εδ. A.4.4 (ii).)

Στο κλασικό σύγγραμμα [29] των Cartan και Eilenberg δίδεται κατ’ επανάληψη έμ-
φαση στο ότι είναι πιο πρόσφορο οι διάφορες εκδοχές τού θεωρήματος τού Künneth
και οι σχετικές αποδεικτικές τεχνικές να εντάσσονται σε ένα ευρύτερο εργασιακό
πλαίσιο: Εκείνο ορισμένων διπλών συναρτητών που έχουν τις επιθυμητές ιδιότητες,
χωρίς κανείς να καταφεύγει σε ειδικής φύσεως επιχειρήματα σχετιζόμενα αποκλει-
στικώς με τα “b” και “Tor” (και αντιστοίχως με τα “Hom” και “Ext”). Γι’ αυτόν τον
λόγο, παρότι στην παρούσα και στην επομένη ενότητα θα παρατεθούν οι συνήθεις
εκδοχές τού θεωρήματος και κάποιες εφαρμογές, οι λεπτομερείς αποδείξεις των
κατηγορικών γενικεύσεών τους (που εν μέρει διαθέτουν ορισμένα κοινά στοιχεία
με τις αποδείξεις των θεωρημάτων καθολικών συντελεστών που έχουμε ήδη δει) έ-
χουν τοποθετηθεί (μαζί με εισαγωγικά σχόλια περί παράγωγων συναρτητών) στο
παράρτημα A (προκειμένου να καταστούν αντικείμενο μιας δεύτερης αναγνώσεως).

Ξεκινούμε με την πρώτη εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth, η οποία περιλαμ-
βάνει την ισχυρή προϋπόθεση τής ισοπεδότητας των Bn(C‚) και Zn(C‚), χωρίς, ω-
στόσο, να συμπεριλαμβάνει οιουδήποτε είδους περιορισμό ως προς τον δακτύλιο
αναφοράς R.
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6.2.6 Θεώρημα («Θεώρημα τού Künneth για μοδίους ομολογίας υπό προϋποθέσεις
ισοπεδότητας»). Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚, ισχύ-
ουν τα εξής:
(i) Εάν οιBn(C‚) καιZn(C‚) είναι ισόπεδοι για κάθε n P Z, τότε υφίσταται βραχεία
ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων

0‚
// (H‚(C‚) bR H‚(D‚))‚

� � ψ
(C‚,D‚)
‚ // H‚((C‚ bR D‚)‚)

φ
(C‚,D‚)
‚

// // TorR1 (H‚´1(C‚), H‚(D‚))‚
// 0‚

ή, ισοδυνάμως, υφίστανται βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u //
À

p+q=n

(Hp(C‚) bR Hq(D‚))
� � ψ

(C‚,D‚)
n // Hn((C‚ bR D‚)‚)

φ
(C‚,D‚)
n

// //
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp(C‚), Hq(D‚)) // t0u

(6.25)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, με αμφότερες τις ψ(C‚,D‚)
n και φ(C‚,D‚)

n φυ-
σικές, όπου ψ(C‚,D‚)

‚ είναι ο αλυσωτός μετασχηματισμός τού λήμματος 6.2.4 και

φ(C‚,D‚)
n := (ψ(B‚(C‚´1),D‚)

n )´1 ˝Hn((ď
C‚
‚ bidD‚)‚)̌ , @n P Z.

(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι οι Bm(D‚) είναι
προβολικοί R-μόδιοι για κάθε m P Z, τότε οι (6.25) είναι διασπώμενες, οπότε για
κάθε n P Z έχουμε

Hn((C‚ bR D‚)‚) – (H‚(C‚) bR H‚(D‚))n ‘ TorR1 (H‚(C‚), H‚(D‚))n´1 (6.26)

ή, ισοδυνάμως,

Hn((C‚ bR D‚)‚) –

(
À

p+q=n
(Hp(C‚) bR Hq(D‚))

)
‘

(
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp(C‚), Hq(D‚))

)
.

Μολαταύτα, οι διασπάσεις (6.26) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσικές.

Αποδειξη. Είναι αρκετό να ελεγχθεί ότι το θεώρημα A.4.22 είναι εφαρμόσιμο για
τον συναρτητή F = ´ bR ´. Σημειωτέον ότι, εάν t0u ÝÑ A1 ÝÑ A ÝÑ A2 ÝÑ t0u

είναι μια βραχεία ακριβής ακολουθίαR-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων, τότε
(λόγω τής υποθέσεώς μας ότι οιBn(C‚) και Zn(C‚) είναι ισόπεδοι) λαμβάνουμε τις
βραχείες ακριβείς ακολουθίες

TorR1 (Bn(C‚), A
2)

loooooooooomoooooooooon

–t0u

ÝÑ Bn(C‚) bR A
1

ÝÑ Bn(C‚) bR A ÝÑ Bn(C‚) bR A
2

ÝÑ t0u
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και TorR1 (Zn(C‚), A
2)

loooooooooomoooooooooon

–t0u

ÝÑ Zn(C‚) bR A
1

ÝÑ Zn(C‚) bR A ÝÑ Zn(C‚) bR A
2

ÝÑ t0u

μέσω τού θεωρήματος 5.3.9 και τού πορίσματος 5.3.14. Είναι δε πρόδηλο ότι οι λοι-
πές απαιτούμενες συνθήκες ικανοποιούνται από τον εν λόγω F.

6.2.7 Σημείωση. (i) Σε ορισμένα βιβλία (βλ., π.χ., Rotman [35], Theorem 10.81, σελ.
679-681) αντί τής συνθήκης ισοπεδότητας τωνBn(C‚) καιZn(C‚) συναντά κανείς τη
συνθήκη ισοπεδότητας τωνBn(C‚) καιCn για κάθε n P Z.Όμως αυτές οι συνθήκες
είναι ισοδύναμες, διότι για τυχόντα R-μόδιο N η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // Zn(C‚)
� � jC‚

n // Cn
ďC‚
n // // Bn´1(C‚) // t0u.

μας οδηγεί (μέσω τού θεωρήματος 5.3.10) στη δημιουργία τής μακράς ακριβούς
ακολουθίας

¨ ¨ ¨ //
TorR2 (Bn´1(C‚), N)
looooooooooooomooooooooooooon

–t0u
// TorR1 (Zn(C‚), N)

// TorR1 (Cn, N) //
TorR1 (Bn´1(C‚), N)
looooooooooooomooooooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨

οπότε TorR1 (Zn(C‚), N) – t0u ô TorR1 (Cn, N) – t0u, @n P Z. (Βλ. πόρισμα 5.3.14.)
(ii) Η πλέον κλασική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth (που παρατίθεται στα
περισσότερα βιβλία Αλγεβρικής Τοπολογίας) είναι αυτή τού πορίσματος 6.2.8. Εν
προκειμένω, κανείς περιορίζεται στην κλάση των περιοχών κυρίων ιδεωδών, έχο-
ντας στη διάθεσή του τη δυνατότητα εφαρμογής τού θεωρήματος 2.5.47. Αρκεί λοι-
πόν (για την προσδοκώμενη απόδειξη να τεθεί) ως μόνη προϋπόθεση η ελευθερία
τού ενός (για την κατασκευή τής (6.27)) ή και των δύο (για τη διάσπαση τής (6.27))
εκ των εκάστοτε θεωρούμενων αλυσωτών συμπλόκων C‚ και D‚.

6.2.8 Πόρισμα («Κλασική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους ομο-
λογίας»). Έστω R μια Π.Κ.Ι. Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων C‚ και D‚, εκ
των οποίων το C‚ είναι ελεύθερο (βλ. εδ. 3.5.19), ισχύουν τα εξής:
(i) Υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

(Hp(C‚) bR Hq(D‚))
� � ψ

(C‚,D‚)
n // Hn((C‚ bR D‚)‚)

φ
(C‚,D‚)
n

// //
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp(C‚), Hq(D‚)) // t0u

(6.27)

R-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων για κάθε n P Z, με τουςψ(C‚,D‚)
n καιφ(C‚,D‚)

n

όπως στο θεώρημα 6.2.6.
(ii) Εάν το D‚ είναι ωσαύτως ελεύθερο, τότε η (6.27) είναι διασπώμενη, οπότε για
κάθε n P Z έχουμε
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Hn((C‚ bR D‚)‚) – (H‚(C‚) bR H‚(D‚))n ‘ TorR1 (H‚(C‚),H‚(D‚))n´1 .

Αποδειξη. Tο (i) έπεται ύστερα από εφαρμογή τού A.4.25 (i) για τον συναρτητή
F = ´ bR ´. Για το (ii) είναι αρκετό κανείς να παρατηρήσει ότι η ελευθερία των
αλυσωτών συμπλόκων C‚ και D‚ συνεπιφέρει (ένεκα τού θεωρήματος 2.5.47) την
ελευθερία των R-μοδίων Bm(C‚) και Bn(D‚) για κάθε (m,n) P Z ˆ Z, και, κατ’
επέκταση, και την προβολικότητα αυτών (μέσω τής προτάσεως 4.2.4), οπότε μπορεί
να γίνει απευθείας εφαρμογή τού 6.2.6 (ii).

6.2.9 Εφαρμογή. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν M,M 1,M2 είναι τρεις R-μόδιοι, τότε υ-
φίστανται ισομορφισμοί

(TorR1 (M,M 1) bR M
2) ‘ TorR1 (M bR M

1,M2) – (M bR TorR1 (M 1,M2)) ‘ TorR1 (M,M 1 bR M
2)

και
TorR1 (TorR1 (M,M 1),M2) – TorR1 (M,TorR1 (M 1,M2)).

Αποδειξη. Επειδή ο R είναι Π.Κ.Ι., υπάρχουν (σύμφωνα με τα προαναφερθέντα
στο εδ. 5.1.2 (ii)) βραχείες ακριβείς ακολουθίες αντιστοιχούσες σε ελεύθερους (ή,
ισοδυνάμως, προβολικούς) κερματισμούς:

t0u ÝÑ P1 ãÑ P0 ↠M ÝÑ t0u,

t0u ÝÑ P 1
1 ãÑ P 1

0 ↠M 1 ÝÑ t0u,

t0u ÝÑ P 2
1 ãÑ P 2

0 ↠M2 ÝÑ t0u.

Oρίζουμε αλυσωτά σύμπλοκα18 C‚, C1
‚ και C2

‚ ως ακολούθως:

C0 := P0, C1 := P1, Cn – t0u, @n P Z∖t0, 1u,

C 1
0 := P 1

0, C
1
1 := P 1

1, C
1
n – t0u, @n P Z∖t0, 1u,

C2
0 := P 2

0 , C
2
1 := P1, C

2
n – t0u, @n P Z∖t0, 1u,

με συνοριακούς τελεστές dC‚
n , d

C1
‚

n , d
C2

‚
n μηδενικούς όταν n ‰ 1 και ίσους με τις α-

νωτέρω ενθέσεις “ãÑ” όταν n = 1. Προφανώς,

H0(C‚) – M, H0(C1
‚) – M 1, H0(C2

‚) – M2,

ενώ οι λοιποί μόδιοι ομολογίας είναι τετριμμένοι. Σύμφωνα με το θεώρημα 4.4.5
υφίστανται για κάθε τριάδα ακεραίων αριθμών p, q, r ισομορφισμοί(

Cp bR C
1
q

)
bR C

2
r

–
ÝÑ Cp bR (C 1

q bR C
2
r ),

οπότε σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων επάγεται αλυσωτός μετασχηματισμός

f‚ :
(
(C‚ bR C1

‚)‚ bR C2
‚

)
‚

ÝÑ
(
C‚ bR (C1

‚ bR C2
‚)‚

)
‚

18Αυτά είναι οι υπονοούμενοι ελεύθεροι κερματισμοί (μαζί με τους επιμορφισμούς “↠”).
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που είναι προδήλως ισομορφισμός μεταξύ αυτών και υφίστανται ισομορφισμοί

Hn(f‚) : Hn(
(
(C‚ bR C1

‚)‚ bR C2
‚

)
‚
)

–
ÝÑ Hn(

(
C‚ bR (C1

‚ bR C2
‚)‚

)
‚
), @n P Z.

(Βλ. σημείωση 3.2.8.) Εφαρμόζοντας το πόρισμα 6.2.8 για το τανυστικό γινόμενο
των C‚ και C1

‚ λαμβάνουμε

Hn((C‚bRC1
‚)‚) –

(
À

p+q=n

(
Hp(C‚) bR Hq(C1

‚)
))

‘

(
À

p+q=n´1

TorR1
(
Hp(C‚), Hq(C1

‚)
))

.

Τα τανυστικά γινόμενα τού πρώτου ευθέος προσθετέου είναι τετριμμένα όταν
(p, q, n) ‰ (0, 0, 0) και τα πρώτα γινόμενα στρέψεως τού δευτέρου ευθέος προσθε-
τέου είναι τετριμμένα όταν (p, q, n) ‰ (0, 0, 1). Επομένως,

Hn((C‚ bR C1
‚)‚) –

$

’

’

&

’

’

%

M bRM
1, όταν n = 0,

TorR1 (M,M 1), όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

Εκ νέου εφαρμογή τού πορίσματος 6.2.8 δίδει

Hn(((C‚ bR C1
‚)‚ bR C2

‚)‚) –

(
À

p+q=n

(Hp((C‚ bR C1
‚)‚) bR Hq(C2

‚))

)

‘

(
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp((C‚ bR C1
‚)‚), Hq(C2

‚))

)
.

Εδώ, τα τανυστικά γινόμενα (και αντιστοίχως, τα πρώτα γινόμενα στρέψεως) τού
πρώτου (και αντιστοίχως, τού δευτέρου) ευθέος προσθετέου είναι τετριμμένα όταν
p P Z∖t0, 1u ή όταν q ‰ 0. Απομένουν οι περιπτώσεις όπου

(p, q, n) P t(0, 0, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 1), (1, 0, 2)u.

Επομένως,

Hn(
(
(C‚ bR C1

‚)‚ bR C2
‚
)

‚) –

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

(
M bR M

1)bR M
2, όταν n = 0,

(TorR1 (M,M 1) bR M
2) ‘ TorR1 (M bR M

1,M2), όταν n = 1,

TorR1 (TorR1 (M,M 1),M2), όταν n = 2,

t0u, όταν n R t0, 1, 2u.

Ακολουθώντας ανάλογη συλλογιστική καταλήγουμε, από την άλλη πλευρά, στο ε-
ξής:

Hn(
(

C‚ bR (C1
‚ bR C2

‚)‚
)

‚) –

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

M bR (M 1 bR M
2), όταν n = 0,

(M bR TorR1 (M 1,M2)) ‘ TorR1 (M,M 1 bR M
2), όταν n = 1,

TorR1 (M,TorR1 (M 1,M2)), όταν n = 2,

t0u, όταν n R t0, 1, 2u.

Αυτά τα αποτελέσματα, εν συνδυασμώ με το ότι οι Hn(f‚) είναι ισομορφισμοί για
κάθε n P Z, μας οδηγούν αφ’ ενός μεν στη γνωστή προσεταιριστικότητα τού “bR”
(τού θεωρήματος 4.4.5) για n = 0, αφ’ ετέρου δε σε δύο «νέους» ισομορφισμούς
(για n P t1, 2u), οι οποίοι δηλούν ένα είδος γενικευμένης προσεταιριστικότητας που
αφορά στα “bR” και “TorR1 ”.
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§ Επέκταση τού τύπου για τρεις όρους. Ένας γενικότερος τύπος Künneth για τρία
αλυσωτά σύμπλοκα19 οφείλεται στον Mac Lane20.

6.2.10 Θεώρημα (S. Mac Lane, 1960). Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν C‚,C1
‚ και C2

‚ είναι
τρία αλυσωτά σύμπλοκα R-μοδίων, με τουλάχιστον δύο εξ αυτών ισόπεδα21, τότε
για κάθε n P Z υπάρχουν υπομόδιοι

Ln Ď Mn Ď M 1
n Ď M2

n := Hn((C‚ bR C1
‚)‚ bR C2

‚)‚),

τέτοιοι ώστε να ισχύει

Hn((C‚ bR C1
‚)‚ bR C2

‚)‚) – Ln ‘ (Mn/Ln) ‘ (M 1
n/Mn) ‘ (M2

n/M
1
n),

όπου

Ln –
À

p+q+r=n
(Hp(C‚) bR Hq(C1

‚) bR Hr(C2
‚)) ,

Mn/Ln –
À

p+q+r=n´1

(
TorR1 (Hp(C‚),Hq(C1

‚)) bR Hr(C2
‚)
)
,

M 1
n/Mn –

À

p+q+r=n´1
TorR1 (Hp(C‚) bR Hq(C1

‚),Hr(C2
‚)),

M2
n/M

1
n –

À

p+q+r=n´2
TorR1 (TorR1 (Hp(C‚),Hq(C1

‚)),Hr(C2
‚)).

S. Mac Lane

19Βλ. S. Mac Lane: Triple torsion products and multiple Künneth formulas, Mathematische Annalen 140 (1960), 51-64.
20Mac Lane, Saunders (4/8/1909-14/4/2005). Αμερικανός μαθηματικός. Βασικές σπουδές στα Πανεπιστήμια τού Yale

(1926-1939) και τού Chicago (1930-1931). Διδακτορική διατριβή υπό τους Hermann Weyl (1885-1955) και Paul Bernays
(1888-1977) στο Πανεπιστήμιο τού Göttingen. (Κατετέθη την 19η Ιουλίου και το [υποχρεωτικό] Rigorosum έλαβε χώ-
ρα την 26η Μαΐου 1933. Αμέσως μετά ήταν αναγκασμένος να εγκαταλείψει τη Γερμανία, διότι ήδη από τα τέλη Ια-
νουαρίου 1933 ο A. Hitler είχε αναλάβει καθήκοντα Καγκελαρίου.) Ερευνητικός υπότροφος στο Yale (1933-1934),
Pierce-Instructor στο Harvard (1934-1936), Instructor στο Cornell (1936-1937). Tenure track appointment στο Harvard
(1938-1947). Καθηγητής από το 1963 έως τη συνταξιοδότησή του (το 1982) τού Πανεπιστημίου τού Chicago. Οι πρώτες
εργασίες του αφορούσαν στη Θεωρία Σωμάτων και στη Θεωρία Εκτιμήσεων. Ιδιαίτερα καρποφόρα υπήρξε η κατοπι-
νή συνεργασία του με τους Garett Birkhoff (1911-1996) και Samuel Eilenberg (1913-1998). Με τον δεύτερο υπήρξαν
από κοινού οι δημιουργοί τής Θεωρίας Κατηγοριών. Συγγραφέας άνω των 150 ερευνητικών εργασιών (τόσον σε πε-
ριοχές τής Λογικής και τής Σύγχρονης Άλγεβρας όσον και τής Τοπολογίας) και πολλών πασίγνωστων (διδακτικών
και ερευνητικών) βιβλίων. Υπήρξε επιβλέψας καθηγητής 42 διδακτορικών διατριβών. (Μεταξύ αυτών των διδακτόρων
συγκαταλέγοντο οι Irving Kaplansky, Anil Nerode, John Thompson, Robert Solovay, David Eisenbud κ.ά.) Ετιμήθη,
μεταξύ άλλων, με τα Humboldt-Forschungspreis, Steele Prize και National Medal of Science.

21Ένα αλυσωτό σύμπλοκο C‚ = (Cn, dn) καλείται ισόπεδο όταν οι Cn είναι ισόπεδοι για κάθε n P Z. (Εδώ,
επειδή υπετέθη ότι οR είναι Π.Κ.Ι., οCn είναι ισόπεδος εάν και μόνον εάν στερείται στρέψεως. Βλ. θεώρημα 5.3.22.)
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Επιπροσθέτως, ο Mac Lane αναδιευθέτησε (στο ίδιο άρθρο, ιδιαιτέρως γιαR = Z)
αυτόν τον κεντρικό ισομορφισμό, εξαλείφοντας την ασυμμετρία του και μετατρέπο-
ντας τους 4 ευθείς προσθετέους σε 3 (μέσω χρήσεως κατάλληλων τριαδικών συναρ-
τητών και απευθείας χειρισμού των σχέσεων που ορίζουν τα εκάστοτε μετέχοντα
τανυστικά γινόμενα). Τα αποτελέσματά του αυτά γενικεύθηκαν αργότερα (για ο-
σαδήποτε πεπερασμένου πλήθους αλυσωτά σύμπλοκα) από τον Hungerford22.

§ Το πλέον γενικευμένο θεώρημα τού Künneth για δύο όρους. Κάνοντας χρήση των
λεγομένων ελεύθερων προσεγγίσεων κανείς μπορεί (γιαR μια Π.Κ.Ι.) να απαλλαγεί
από την προϋπόθεση περί τής ελευθερίας των θεωρούμενων αλυσωτών συμπλόκων
στο πόρισμα 6.2.8 και να αρκεσθεί (τόσον για τη δημιουργία όσον και για τη διά-
σπαση τής επιθυμητής βραχείας ακριβούς ακολουθίας) στην πολύ ασθενή συνθήκη
(6.28) τής ακυκληματικότητας τού αλυσωτού συμπλόκου TorR1 (C‚,D‚)‚. (Για την
κατηγορική εκδοχή, βλ. θεώρημα A.4.33.) Μάλιστα, μέσω χρησιμοποιήσεως προβο-
λικών προσεγγίσεων τούτο (όπως έπεται είτε από κατάλληλη εφαρμογή μιας φασμα-
τικής ακολουθίας είτε στοιχειωδώς από μια εργασία τού Kelly23) είναι επεκτάσιμο
ακόμη και εάν στον δακτύλιο αναφοράς R επιτραπεί να είναι κληρονομικός. (Βλ.
εδάφιο 4.2.12.)

6.2.11 Θεώρημα («Θεώρημα τού Künneth για μοδίους ομολογίας υπεράνω κληρο-
νομικών R»). Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚, όπου ο R
είναι κληρονομικός, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν το αλυσωτό σύμπλοκο TorR1 (C‚,D‚)‚ είναι ακυκληματικό, ήτοι

Hn(TorR1 (C‚,D‚)‚) – t0u, @n P Z, (6.28)

(πρβλ. εδ. 3.2.3), τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

(Hp(C‚) bR Hq(D‚))
� � ψ

(C‚,D‚)
n // Hn((C‚ bR D‚)‚)

χ
(C‚,D‚)
n

// //
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp(C‚), Hq(D‚)) // t0u

(6.29)

R-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων για κάθε n P Z, όπου αμφότερες οι ψ(C‚,D‚)
n

και χ(C‚,D‚)
n είναι φυσικές (με το ψ(C‚,D‚)

‚ όπως στο λήμμα 6.2.4).
(ii) Η (6.29) είναι (άνευ άλλων επιπρόσθετων προϋποθέσεων) διασπώμενη, οπότε
για κάθε n P Z έχουμε

Hn((C‚ bR D‚)‚) – (H‚(C‚) bR H‚(D‚))n ‘ TorR1 (H‚(C‚),H‚(D‚))n´1 .

22Βλ. T.W. Hungerford: Multiple Künneth formulas for abelian groups, Transactions of the American Mathematical So-
ciety 118 (1965), 257-275.

23Βλ. G.M. Kelly: Observations on the Künneth theorem, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 59 (1963), 575-587.
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Αποδειξη. Έπεται κατόπιν εφαρμογής τού θεωρήματος A.4.49 για τον διπλό συ-
ναρτητή F = ´ bR ´ και τα αλυσωτά σύμπλοκα C‚ και D‚.

§ Ομολογικά σταυρωτά γινόμενα. Έστω R τυχών μεταθετικός (μη τετριμμένος) δα-
κτύλιος. Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚ (με τα μέλη των
ακολουθιών τους συμβολιζόμενα ως Cn καιDn, n P Z, και με τους συνοριακούς τε-
λεστές τους συμβολιζόμενους ως dC‚

n και dD‚
n , n P Z, αντιστοίχως), καθώς και δυο

R-μοδίωνM καιN, θα μελετήσουμε τον τρόπο συσχετισμού των μοδίων ομολογίας
Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N) τού (C‚ bR D‚)‚ (με συντελεστές ειλημμένους από το
τανυστικό γινόμενο M bRN των M και N) με τους μόδιους ομολογίας Hk(C‚;M)

και Hl(D‚;N). Για οιοδήποτε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z υφίσταται κανονιστικός ισο-
μορφισμός

(Cp bRM) bR (Dq bR N)
–

ÝÑ (Cp bR Dq) bR (M bR N)

(βάσει των θεωρημάτων 4.4.1 και 4.4.5), οπότε για κάθε n P Z υφίσταται (κατά το
θεώρημα 4.4.6) κανονιστικός ισομορφισμός

ξn :
À

p+q=n

((Cp bRM) bR (Dq bR N))
–

ÝÑ

(
À

p+q=n

(Cp bR Dq)

)
bR (M bR N)

και, σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων,

ξ‚ : ((C‚ bRM) bR (D‚ bR N))‚
–

ÝÑ (C‚ bR D‚)‚ bR (M bR N)

απ’ όπου προκύπτουν ισομορφισμοί

Hn(ξ‚) : Hn(((C‚ bRM) bR (D‚ bR N))‚)
–

ÝÑ Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N)

(βλ. εδ. 3.2.8), όπου Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N) := Hn((C‚ bR D‚)‚ bR (M bR N))

για κάθε n P Z. Από την άλλη πλευρά, επειδή τα C‚ bR M και D‚ bR N είναι
αλυσωτά σύμπλοκα, ορίζεται (μέσω τού λήμματος 6.2.4 και τής σημειώσεως 6.2.5)
ο ομομορφισμός

ψ(C‚bRM,D‚bRN)
n : (H‚(C‚;M) bR H‚(D‚;N))n ÝÑ Hn(((C‚ bRM) bR (D‚ bR N))‚)

και, κατ’ επέκταση, ο ομομορφισμός

Hn(ξ‚) ˝ ψ
(C‚bRM,D‚bRN)
n : (H‚(C‚;M) bR H‚(D‚;N))n ÝÑ Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N). (6.30)

6.2.12 Ορισμός. O ομομορφισμός (6.30) καλείται n-οστό ομολογικό σταυρωτό
γινόμενο (homology cross product) των H‚(C‚;M) και H‚(D‚;N). Ειδικότερα,
για οιοδήποτε ζεύγος ακεραίων αριθμών (p, q) και οιοδήποτε ζεύγος στοιχείων
(x, y) P Hp(C‚;M) ˆHq(D‚;N), το στοιχείο

xˆομ. y := (Hp+q(ξ‚) ˝ ψ
(C‚bRM,D‚bRN)
p+q )(xb y) P Hp+q((C‚ bR D‚)‚;M bR N)

καλείται ομολογικό σταυρωτό γινόμενο των x και y.
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6.2.13 Θεώρημα. Εάν ο δακτύλιοςR είναι κληρονομικός, τα C‚ και D‚ ισόπεδα και
TorR1 (M,N) – t0u, τότε υφίσταται διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ (H‚(C‚;M) bR H‚(D‚;N))n
� � Hn(ξ‚)˝ψ(C‚bRM,D‚bRN)

n // Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N)

χ
(C‚bRM,D‚bRN)
n ˝Hn(ξ‚)´1

// // TorR1 (H‚(C‚ bR M), H‚(D‚ bR N))n´1 ÝÑ t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, με τους ψ(C‚bRM,D‚bRN)
n

και χ(C‚bRM,D‚bRN)
n όπως στο θεώρημα 6.2.11.

Αποδειξη. Κατά το πόρισμα 2.5.23 υπάρχει κάποιος ελεύθεροςR-μόδιος L, καθώς
και ένας υπομόδιος L1 τού L, ούτως ώστε να ισχύει M – L/L1. Λόγω αυτού δη-
μιουργείται μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ L1 ι
ãÑ L

ϖ↠M ÝÑ t0u.

Επειδή TorR1 (M,N) – t0u, από το θεώρημα 5.3.10 λαμβάνουμε τη βραχεία ακριβή
ακολουθία

t0u // L1 bR N
� � ιbidN // LbR N

ϖbidN // // M bR N // t0u. (6.31)

Για οιονδήποτε p P Z ο Cp είναι ισόπεδος, οπότε η βραχεία ακολουθία

t0u // Cp bR (L1 bR N)
� � idCpb(ιbidN )

// Cp bR (LbR N)

idCpb(ϖbidN )

// // Cp bR (M bR N) // t0u

(6.32)

είναι ακριβής. (Βλ. πρόταση 4.5.17.) Κατ’ αναλογίαν, για οιονδήποτε q P Z ο Dq

είναι ισόπεδος, οπότε τανύοντας την (6.32) εκ δεξιών με Dq αποκτούμε (μέσω τής
προτάσεως 4.5.19) μια βραχεία ακριβή ακολουθία, η οποία, ύστερα από αναδιάταξη
όρων (κατόπιν εφαρμογής τής μεταθετικής και τής προσεταιριστικής ιδιότητας 4.4.1
και 4.4.5 τού τανυστικού γινομένου), γίνεται

t0u // (Cp bR L
1) bR (Dq bR N)

� �
(idCpbι) bidDqbRN // (Cp bR L) bR (Dq bR N)

(idCpbϖ) bidDqbRN

// // (Cp bR M) bR (Dq bR N) // t0u

(6.33)

Επειδή ο Cp είναι ισόπεδος, μέσω τής (6.31) και τής προτάσεως 4.5.17 λαμβάνουμε
τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u // Cp bR L
1 �
� idCpbι

// Cp bR L
idCpbϖ

// // Cp bRM // t0u.
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O L, ως ελεύθερος, είναι και ισόπεδος. (Βλ. πρόταση 4.2.4 και θεώρημα 4.5.26.)
Αλλά και το τανυστικό γινόμενο Cp bR L είναι ισόπεδος R-μόδιος. (Βλ. πόρισμα
4.5.22.) Κατά συνέπειαν, TorR1 (Cp bR L,Dq bR N) – t0u. (Βλ. πόρισμα 5.3.14.)
Λόγω αυτού, η δεύτερη μακρά ακριβής Tor-ακολουθία 5.3.10 δίδει την ακριβή ακο-
λουθία

t0u // TorR1 (Cp bRM,Dq bR N)
� � rB1 // (Cp bR L

1) bR (Dq bR N)

(idCpbι)bidDqbRN

// // (Cp bR L) bR (Dq bR N) Ñ t0u

όπου ως rB1 συμβολίζεται ο συνδετικός ομομορφισμός (που εδώ επέχει τον ρόλο τής
ενθέσεως). Ο επαγόμενος επιμορφισμός

rB1̌ : TorR1 (Cp bRM,Dq bR N)↠ Im(rB1)

είναι ισομορφισμός. Επομένως,

TorR1 (Cp bRM,Dq bR N) – Im(rB1) = Ker((idCpbι)b idDqbRN ) – t0u,

διότι ο (idCpbι)b idDqbRN είναι μονομορφισμός (ένεκα τής (6.33)). Αυτό σημαίνει
(σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων) ότι TorR1 (C‚ bR M,D‚ bR N)‚ = 0‚, οπότε
ικανοποιείται αυτομάτως η συνθήκη (6.28) για τα C‚ bRM και D‚ bRN και άμεση
εφαρμογή τού θεωρήματος 6.2.11 (με αυτά στη θέση των εκεί παρατεθέντων C‚ και
D‚) δίδει τη διασπώμενη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u Ñ (H‚(C‚;M) bR H‚(D‚;N))n
� � ψ

(C‚bRM,D‚bRN)
n // Hn(((C‚ bR M) bR (D‚ bR N))‚)

χ
(C‚bRM,D‚bRN)
n

// // TorR1 (H‚(C‚ bR M), H‚(D‚ bR N))n´1
// t0u

για κάθε n P Z, καταλήγοντας στην επιθυμητή κατόπιν διαμεσολαβήσεως τού ισο-
μορφισμού Hn(ξ‚).

6.3 ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ KÜNNETH
ΓΙΑ ΜΟΔΙΟΥΣ ΣΥΝΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Και εδώ, παρά το γεγονός ότι το θεώρημα καθολικών συντελεστών 6.1.10 εξασφα-
λίζει τη δυνατότητα ορισμού μοδίων συνομολογίας με συντελεστές ειλημμένους α-
πό τυχόντες R-μοδίους, δεν αποτελεί παρά ένα πρώτο βήμα για την κατανόηση τού
βασικού ερωτήματος: Πώς σχετίζονται οι μόδιοι συνομολογίας τού συναλυσωτού συ-
μπλόκου ομομορφισμών HomR(C‚,D‚)‚ από ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων C‚

σε ένα συναλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων D‚ με τους μοδίους ομολογίας τού πρώτου
και συνομολογίας τού δεύτερου; Και εδώ, «ευειδείς απαντήσεις» στο ερώτημα είναι
δυνατόν να δοθούν μόνον υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις ή υπό συγκεκριμένους
περιορισμούς (που άλλοτε αφορούν σε ειδικές ιδιότητες των C‚ και D‚, και άλλοτε
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στη φύση τού δακτυλίου αναφοράς R) και εμφανίζονται ως διάφορες αλγεβρικές
εκδοχές τού λεγομένου θεωρήματος τού Künneth για μοδίους συνομολογίας. Όπως
είναι φυσικό, προτάσσεται η παράθεση τού τρόπου ορισμού τού HomR(C‚,D‚)‚.

6.3.1 Ορισμός (Συναλυσωτό σύμπλοκο ομομορφισμών). Δοθέντων δυο συ-
μπλόκων R-μοδίων, ενός αλυσωτού C‚ και ενός συναλυσωτού D‚ (με τα μέ-
λη των ακολουθιών τους συμβολιζόμενα ως Cn και Dn, n P Z, και με τους
(συσ)συνοριακούς τελεστές τους συμβολιζόμενους ως dC‚

n και dnD‚
, n P Z, α-

ντιστοίχως), ορίζουμε για κάθε n P Z τον R-μόδιο

HomR(C‚,D‚)n :=
ś

pPZ
HomR(Cp, D

n´p) =
ś

p+q=n
HomR(Cp, D

q).

Το ζεύγος HomR(C‚,D‚)‚ = (HomR(C‚,D‚)n, dn)nPZ, όπου ο ομομορφισμός

dn = dnHomR(C‚,D‚)‚ : HomR(C‚,D‚)n ÝÑ HomR(C‚,D‚)n+1

ορίζεται για κάθε φ = tφp P HomR(Cp, D
n´p)| p P Zu P HomR(C‚,D‚)n ως

εξής:
dn(φ)p(x) := φp´1(d

C‚
p (x)) + (´1)p dn´p

D‚
(φp(x)), @x P Cp,

(με dn(φ)p P HomR(Cp, D
n+1´p)), καλείται σύμπλοκο ομομορφισμών από το

C‚ στο D‚ υπεράνω τού R (και αποτελεί ένα συναλυσωτό σύμπλοκο με τους dn,

n P Z, ως συσσυνοριακούς του τελεστές). Σημειωτέον ότι, εάν f‚ : C1
‚ ÝÑ C‚

είναι ένας αλυσωτός και g‚ : D‚ ÝÑ D1‚ ένας συναλυσωτός μετασχηματισμός,
τότε ορίζεται ως

HomR(f‚, g
‚)‚ : HomR(C‚,D‚)‚ ÝÑ HomR(C1

‚,D1‚)‚

ο επαγόμενος συναλυσωτός μετασχηματισμός

(HomR(f‚, g
‚)n : HomR(C‚,D‚)n ÝÑ HomR(C1

‚,D1‚)n)nPZ

όπου για κάθε n P Z και για κάθε ζεύγος (p, q) P ZˆZ με p+ q = n ο ομομορφι-
σμός HomR(f‚, g

‚)n συμβολίζει τον μονοσημάντως ορισμένο ομομορφισμό που
καθιστά το κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό.

HomR(C‚,D‚)n

HomR(fp, g
q) ˝ prp,q

))

prp,q

��

HomR(f‚,g
‚)n

//

ö

HomR(C1
‚,D1‚)n

pr1
p,q

��

HomR(Cp, D
q)

HomR(fp,g
q)

// HomR(C
1
p, D

1q)

œ
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6.3.2 Σημείωση. Ορισμένοι συγγραφείς οι οποίοι αρέσκονται να παρουσιάζουν α-
κόμη και τα δυϊκά θεωρήματα τού Künneth με τον «ομολογικό τους μανδύα» ορί-
ζουν24 αλυσωτό σύμπλοκο ομομορφισμών δύο αλυσωτών συμπλόκων C‚ και D‚ θέ-
τοντας

HomR(C‚,D‚)n :=
ś

pPZ
HomR(Cp, Dp+n) =

ś

q´p=n
HomR(Cp, Dq)

και για κάθε φ = tφp P HomR(Cp, Dp+n)| p P Zu P HomR(C‚,D‚)n,

dn = dHomR(C‚,D‚)‚
n : HomR(C‚,D‚)n ÝÑ HomR(C‚,D‚)n´1

dn(φ)p(x) := dD‚
p+n(φp(x)) + (´1)n+1φp´1(d

C‚
p (x)), @x P Cp,

με dn(φ)p P HomR(Cp, Dp+n´1). (Πρβλ. Weibel [36], εδάφια 2.7.4.και 2.7.5., σελ.
62-63.)

Ο ορισμός 6.3.1 γενικεύεται25 για «γινόμενα επεκτάσεως».

6.3.3 Ορισμός (Γινόμενα επεκτάσεως συμπλόκων). Δοθέντων ενός m P Z και
δυο συμπλόκων R-μοδίων, ενός αλυσωτού C‚ και ενός συναλυσωτού D‚ (με τα
μέλη των ακολουθιών τους συμβολιζόμενα ως Cn και Dn, n P Z, και με τους
(συσ)συνοριακούς τελεστές τους συμβολιζόμενους ως dC‚

n και dnD‚
, n P Z, αντι-

στοίχως), ορίζουμε για κάθε n P Z τον R-μόδιο

ExtmR (C‚,D‚)n :=
ś

pPZ
ExtmR (Cp, D

n´p) =
ś

p+q=n
ExtmR (Cp, D

q).

Το ζεύγος ExtmR (C‚,D‚)‚ = (ExtmR (C‚,D‚)n, dn)nPZ, όπου ο ομομορφισμός

dn = dnExtmR (C‚,D‚)‚ : ExtmR (C‚,D‚)n ÝÑ ExtmR (C‚,D‚)n+1

ορίζεται (μέσω των ομομορφισμών τού εδ. 5.2.6) επί τού (εκάστοτε γινομένου
επεκτάσεως) ExtmR (Cp, D

q) ως εξής:

dn|ExtmR (Cp,Dq)
:= ExtmR (dC‚

p , idDq ) + (´1)p ExtmR (idCp , d
q´1
D‚

),

καλείταιm-οστό γινόμενο επεκτάσεως των C‚ και D‚ υπεράνω τούR (και αποτε-
λεί αφ’ εαυτού ένα συναλυσωτό σύμπλοκο με τους dn, n P Z,ως συσσυνοριακούς
του τελεστές).

6.3.4 Συμβολισμός. Για κάθε ζεύγος συμπλόκωνR-μοδίων (C‚,D‚) (ενός αλυσωτού
και ενός συναλυσωτού) και για κάθε n P Z συμβολίζουμε ως

Zn(C‚)
� � jC‚

n // Cn, Zn(D‚)
� � jnD‚

// Dn

24Bλ., π.χ., Hilton & Stammbach [32], Chapter V, §1 & §3, σελ. 167-171 και 177-179, Rotman [35], σελ. 638, και
Dold [61], Chapter VI, §10, σελ. 167-168.

25Φυσικά, και τα τής σημειώσεως 6.3.2 γενικεύονται αναλόγως (όταν κανείς επιδιώκει να παραμείνει σε μοδίους
ομολογίας) και για «γινόμενα επεκτάσεως».
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τις συνήθεις ενθέσεις, ως

Zn(C‚)
πC‚
n // // Hn(C‚), Zn(D‚)

πnD‚
// // Hn(D‚),

τους φυσικούς επιμορφισμούς και ως

Cn
ď C‚
n // // Bn´1(C‚), Dn

ďnD‚
// // Bn+1(D‚).

τους επιμορφισμούς τους επαγόμενους από τους (συσ)συνοριακούς τελεστές των
ανωτέρω συμπλόκων κατόπιν περιορισμού τού πεδίου τιμών αυτών επί τής εικόνας
τους. Επιπροσθέτως, θέτουμε jC‚

‚ := (jC‚
n )nPZ, j

‚
D‚ := (jnD‚)nPZ, π

C‚
‚ := (πC‚

n )nPZ,

π‚
D‚ := (πnD‚)nPZ κ.ο.κ., και θεωρούμε τα σύμπλοκα26 H‚(C‚),H

‚(D‚), τα υποσύ-
μπλοκα Z‚(C‚), B‚(C‚) τού C‚ και Z‚(D‚), B‚(D‚) τού D‚ καθώς και τα συναλυ-
σωτά σύμπλοκα

H‚(HomR(C‚,D‚)‚) και HomR(H‚(C‚),H
‚(D‚))‚.

Το αντίστοιχο τού λήμματος 6.2.4 είναι το ακόλουθο:

6.3.5 Λήμμα. Υπάρχει ακριβώς ένας συναλυσωτός μετασχηματισμός

H‚(HomR(C‚,D‚)‚)

ψ‚
(C‚,D‚)

// HomR(H‚(C‚), H
‚(D‚))‚

που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα συναλυσωτών μετασχηματισμών μεταθετικό:

Ζ‚(HomR(C‚,D‚)‚)

HomR(j
C‚‚ ,j‚

D‚ )‚

��

π‚
HomR(C‚,D‚)‚

// //

ψ‚
(C‚,D‚) ˝ π‚

HomR(C‚,D‚)‚

((

H‚(HomR(C‚,D‚)‚)

ψ‚
(C‚,D‚)

��

HomR(Z‚(C‚), Z
‚(D‚))‚

HomR(π
C‚‚ ,π‚

D‚ )‚
// HomR(H‚(C‚), H

‚(D‚))‚

Η απεικόνιση ψn(C‚,D‚) είναι φυσική υπό την εξής έννοια: Εάν f‚ : C1
‚ ÝÑ C‚ είναι

ένας αλυσωτός και g‚ : D‚ ÝÑ D‚1 ένας συναλυσωτός μετασχηματισμός, τότε το
κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό.

Hn(HomR(C‚,D‚)‚)

œHn(HomR(f‚,g‚)‚)

��

ψn
(C‚,D‚)

// HomR(H‚(C‚), H
‚(D‚))n

HomR(H‚(f‚),H‚(g‚))n

��

Hn(HomR(C1
‚,D‚1)‚)

ψn
(C1‚,D‚1)

// HomR(H‚(C1
‚), H

‚(D‚1))n

Το αντίστοιχο τού θεωρήματος 6.2.6 είναι το ακόλουθο:
26Μέσω οιουδήποτε αλυσωτού συμπλόκου C‚ (και αντιστοίχως, συναλυσωτού συμπλόκου D‚) ορίζεται το αλυσωτό

σύμπλοκοH‚(C‚) (και αντιστοίχως, το συναλυσωτό σύμπλοκοH‚(D‚)) που έχει ως μέλη του τους μοδίους ομολογίας
Hn(C‚), n P Z, (και αντιστοίχως, τους μοδίους συνομολογίας Hn(D‚), n P Z,) ενώ όλοι του οι συνοριακοί (και
αντιστοίχως, συσσυνοριακοί) τελεστές είναι μηδενικοί.
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6.3.6 Θεώρημα («Θεώρημα τού Künneth για μοδίους συνομολογίας υπό προϋπο-
θέσεις προβολικότητας»). Δοθέντων δυο συμπλόκωνR-μοδίων, ενός αλυσωτού C‚

και ενός συναλυσωτού D‚, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν οι Bn(C‚) και Zn(C‚) είναι προβολικοί για κάθε n P Z, τότε υφίσταται μια
βραχεία ακριβής ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων

0‚ // Ext1R(H‚´1(C‚), H
‚(D‚))‚ � �

φ‚
(C‚,D‚)

// H‚(HomR(C‚,D‚)‚)

ψ‚
(C‚,D‚)

// // HomR(H‚(C‚), H
‚(D‚))‚ // 0‚

ή, ισοδυνάμως, υφίστανται βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u Ñ
ś

p+q=n´1

Ext1R(Hp(C‚), H
q(D‚))

� �
φn
(C‚,D‚)

// Hn(HomR(C‚,D‚)‚)

ψn
(C‚,D‚)

// // ś

p+q=n

HomR(Hp(C‚), H
q(D‚)) // t0u

(6.34)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ψ‚
(C‚,D‚) ο συναλυσω-

τός μετασχηματισμός τού λήμματος 6.3.5 και

φn(C‚,D‚) ˝ θn´1 = Hn(HomR(ď
C‚
‚ , idD‚)‚) ˝ (ψn(B‚(C‚´1),D‚))

´1, @n P Z,

όπου θn´1 : HomR(B‚(C‚), H
‚(D‚))n´1 ÝÑ Ext1R(H‚(C‚), H

‚(D‚))n´1 ο ομομορφι-
σμός ο δημιουργούμενος από τις αντίστοιχες δεύτερες μακρές Ext-ακολουθίες27.
(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι οι Bm(D‚) είναι εμβο-
λικοί (ή ότι οι Hm(D‚) είναι προβολικοί) R-μόδιοι για κάθε m P Z, τότε οι (6.34) είναι
διασπώμενες, οπότε για κάθε n P Z έχουμε

Hn(HomR(C‚,D‚)‚) – HomR(H‚(C‚), H
‚(D‚))n ‘ Ext1R(H‚(C‚), H

‚(D‚))n´1 (6.35)

ή, ισοδυνάμως,

Hn(HomR(C‚,D‚)‚) –

(
ś

p+q=n
HomR(Hp(C‚), H

q(D‚))

)
‘

(
ś

p+q=n´1

Ext1R(Hp(C‚), H
q(D‚))

)
.

Μολαταύτα, οι διασπάσεις (6.35) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσικές.
Αποδειξη. Αρκεί για τον διπλό συναρτητή F = HomR(´,´), το αλυσωτό σύμπλο-
κο C‚ και το συναλυσωτό σύμπλοκο D‚ να εφαρμοσθεί το θεώρημα A.4.60. Για μια
ad hoc απόδειξη, βλ.28 Bourbaki [28], §5, No. 6, σελ. 94-98. Ειδικότερα για το (ii):

27Αρκεί να θεωρηθούν οι συνδετικοί ομομορφισμοί εκείνων που αντιστοιχούν στις βραχείες ακριβείς ακολουθίες
t0u Ñ Bp´1(C‚) ÝÑ Zp´1(C‚) ÝÑ Hp´1(C‚) ÝÑ t0u, p P Z, (με δεύτερη, σταθερή εγγραφή τον Hq(D‚))
και να γίνει μετάβαση σε ευθέα γινόμενα για τα ζεύγη (p, q) με p+ q = n ´ 1.

28Για το πώς η ειδική περίπτωση κατά την οποία ο R είναι Π.Κ.Ι., το C‚ ελεύθερο και το D‚ εμβολικό, μπορεί να
εξαχθεί και από μια ειδική φασματική ακολουθία, πρβλ. Godement [103], Théorème 5.4.2, σελ. 101.
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Από την προβολικότητα των Bn(C‚) έπεται ότι η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ Hn(C‚) ãÑ Cn/Bn(C‚)↠ Cn/Zn(C‚) – Im(d C‚
n ) =: Bn´1(C‚) Ñ t0u

είναι διασπώμενη. (Βλ. θεώρημα 4.2.7.) Κατ’ αναλογίαν, από την εμβολικότητα των
Bm(D‚) (ή, αντιστοίχως, από την προβολικότητα τωνHm(D‚)) έπεται ότι η βραχεία
ακριβής ακολουθία t0u ÝÑ Bm(D‚) ãÑ Zm(D‚) ↠ Hm(D‚) ÝÑ t0u είναι διασπώμε-
νη. (Βλ. θεωρήματα 4.2.29 και 4.2.7.) Μέσω αυτών των δύο διασπώμενων ακριβών
ακολουθιών αποδεικνύεται η διάσπαση των (6.34).
Το αντίστοιχο τού πορίσματος 6.2.8 είναι το ακόλουθο:

6.3.7 Πόρισμα («Κλασική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους συνο-
μολογίας»). Έστω R μια Π.Κ.Ι. Δοθέντων δυο συμπλόκων R-μοδίων, ενός αλυσω-
τού C‚ και ενός συναλυσωτού D‚, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν το C‚ είναι ελεύθερο, τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ
ś

p+q=n´1
Ext1R(Hp(C‚), H

q(D‚))
� �

φn
(C‚,D‚)

// Hn(HomR(C‚,D‚)‚)

ψn
(C‚,D‚)

// // ś

p+q=n
HomR(Hp(C‚), H

q(D‚)) // t0u

(6.36)

R-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων για κάθεn P Z, με τουςφn(C‚,D‚) καιψn(C‚,D‚)

όπως στο θεώρημα 6.3.6.
(ii) Εάν το D‚ είναι ωσαύτως ελεύθερο, τότε η (6.36) είναι διασπώμενη, οπότε για
κάθε n P Z έχουμε

Hn(HomR(C‚,D‚)‚) – HomR(H‚(C‚), H
‚(D‚))n ‘ Ext1R(H‚(C‚), H

‚(D‚))n´1.

6.3.8 Εφαρμογή. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν M,M 1,M2 είναι τρεις R-μόδιοι, τότε υ-
φίστανται ισομορφισμοί

HomR(TorR1 (M,M 1),M2) ‘ Ext1R(M bRM
1,M2)

– HomR(M,Ext1R(M 1,M2)) ‘ Ext1R(M,HomR(M
1,M2))

και
Ext1R(TorR1 (M,M 1),M2) – Ext1R(M,Ext1R(M 1,M2)).

Αποδειξη. Επειδή ο R είναι Π.Κ.Ι., υπάρχουν (σύμφωνα με το (ii) τού εδ. 5.1.2)
βραχείες ακριβείς ακολουθίες αντιστοιχούσες σε ελεύθερους (ή, ισοδυνάμως, προ-
βολικούς) κερματισμούς:

t0u ÝÑ P1 ãÑ P0 ↠M ÝÑ t0u,

t0u ÝÑ P 1
1 ãÑ P 1

0 ↠M 1 ÝÑ t0u,

t0u ÝÑ P 2
1 ãÑ P 2

0 ↠M2 ÝÑ t0u.
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Oρίζουμε αλυσωτά σύμπλοκα29 C‚, C1
‚ και C2

‚ ως ακολούθως:

C0 := P0, C1 := P1, Cn – t0u, @n P Z∖t0, 1u,

C 1
0 := P 1

0, C
1
1 := P 1

1, C
1
n – t0u, @n P Z∖t0, 1u,

C2
0 := P 2

0 , C
2
1 := P1, C

2
n – t0u, @n P Z∖t0, 1u,

με συνοριακούς τελεστές dC‚
n , d

C1
‚

n , d
C2

‚
n μηδενικούς όταν n ‰ 1 και ίσους με τις α-

νωτέρω ενθέσεις “ãÑ” όταν n = 1. Προφανώς,

H0(C‚) – M, H0(C1
‚) – M 1, H0(C2

‚) – M2,

ενώ οι λοιποί μόδιοι ομολογίας είναι τετριμμένοι. Εν συνεχεία, θεωρούμε το συνα-
λυσωτό σύμπλοκο D‚ με Dn := C2

´n και dnD‚ := d
C2

‚
´n για κάθε n P Z. Προφανώς,

H0(D‚) = H0(C2
‚) – M2, ενώ οι λοιποί μόδιοι συνομολογίας τού D‚ είναι τετριμ-

μένοι. Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα στο θεώρημα 4.5.35, υφίστανται για κάθε
τριάδα ακεραίων αριθμών p, q, r ισομορφισμοί

HomR

(
Cp bR C

1
q, D

r
) –

ÝÑ HomR(Cp,HomR(C
1
q, D

r)),

οπότε σε επίπεδο συναλυσωτών συμπλόκων επάγεται30 συναλυσωτός μετασχηματι-
σμός

f‚ : HomR((C‚ bR C1
‚)‚,D‚)‚ ÝÑ HomR(C‚,HomR(C1

‚,D‚)‚)‚

που είναι προδήλως ισομορφισμός μεταξύ αυτών, οπότε υφίστανται ισομορφισμοί

Hn(f‚) : Hn(HomR((C‚ bR C1
‚)‚,D‚)‚)

–
ÝÑ Hn(HomR(C‚,HomR(C1

‚,D‚)‚)‚),

για κάθε n P Z. Κατά την απόδειξη τού 6.2.9 έχουμε ήδη διαπιστώσει ότι

Hn((C‚ bR C1
‚)‚) –

$

’

’

&

’

’

%

M bRM
1, όταν n = 0,

TorR1 (M,M 1), όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

Εφαρμογή τού πορίσματος 6.3.7 δίδει

Hn(HomR((C‚ bR C1
‚)‚,D‚)‚) –

(
ś

p+q=n

HomR(Hp((C‚ bR C1
‚)‚), H

q(D‚))

)

‘

(
ś

p+q=n´1

Ext1R(Hp((C‚ bR C1
‚)‚), H

q(D‚))

)
.

Εδώ, τα “Hom” (και αντιστοίχως, τα πρώτα γινόμενα επεκτάσεως) τού πρώτου (και
αντιστοίχως, τού δευτέρου) ευθέος προσθετέου είναι τετριμμένα όταν p P Z∖t0, 1u

ή όταν q ‰ 0. Απομένουν οι περιπτώσεις όπου

(p, q, n) P t(0, 0, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 1), (1, 0, 2)u.

29Αυτά είναι οι υπονοούμενοι ελεύθεροι κερματισμοί (μαζί με τους επιμορφισμούς “↠”).
30Βλ. πρόταση 4.1.11 και θεώρημα 4.4.6.
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Επομένως,

H
n
(HomR((C‚ bR C1

‚)‚,D‚
)

‚
) –

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

HomR
(
M bR M 1,M2) , όταν n = 0,

HomR(TorR1 (M,M 1),M2) ‘ Ext1R(M bR M 1,M2), όταν n = 1,

Ext1R(TorR1 (M,M 1),M2), όταν n = 2,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2u.

Ακολουθώντας ανάλογη συλλογιστική καταλήγουμε, από την άλλη πλευρά, στο ε-
ξής:

H
n
(HomR(C‚,HomR(C1

‚,D‚
)

‚
) –

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

HomR(M,HomR(M 1,M2)), όταν n = 0,

HomR(M, Ext1R(M 1,M2)) ‘ Ext1R(M,HomR(M 1,M2)), όταν n = 1,

Ext1R(M, Ext1R(M 1,M2)), όταν n = 2,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2u.

Αυτά τα αποτελέσματα, εν συνδυασμώ με το ότι οι Hn(f‚) είναι ισομορφισμοί για
κάθε n P Z, μας οδηγούν αφ’ ενός μεν στον γνωστό (4.25) (τού θεωρήματος 4.5.35)
για n = 0, αφ’ ετέρου δε σε δύο «νέους» ισομορφισμούς (για n P t1, 2u), οι ο-
ποίοι δηλούν ένα είδος γενικευμένης προσεταιριστικότητας που αφορά στα “Hom”,
“Ext1R” και “TorR1 ”.

6.3.9 Πόρισμα. Έστω R μια Π.Κ.Ι. Εάν M,M 1,M2 είναι τρεις R-μόδιοι, τότε υφί-
στανται ισομορφισμοί

HomR(M,Ext1R(M 1,M2)) ‘ Ext1R(M,HomR(M
1,M2))

– HomR(M
1,Ext1R(M,M2)) ‘ Ext1R(M 1,HomR(M,M2))

και
Ext1R(M,Ext1R(M 1,M2)) – Ext1R(M 1,Ext1R(M,M2)).

Αποδειξη. Επειδή τα “bR” και “TorR1 ” είναι (μέχρις ισομορφισμού) μεταθετικά
(βλ. θεωρήματα 4.4.1 και 5.3.12), αυτοί οι ισομορφισμοί έπονται άμεσα από τους
ισομορφισμούς τής εφαρμογής 6.3.8 ύστερα από εναλλαγή των R-μοδίων M και
M 1 στο «αριστερό μέλος τους» και εκ νέου έκφραση αυτού που προκύπτει με το
εκάστοτε «νέο δεξιό μέλος».

6.3.10 Πόρισμα. Έστω G μια (προσθετική) αβελιανή ομάδα χωρίς στρέψη. Τότε ο
Ext1Z(G,H) (ως Z-μόδιος) είναι εμβολικός για οιαδήποτε αβελιανή ομάδα H.

Αποδειξη. Για R = Z, M 1 = G και M2 = H, ο δεύτερος ισομορφισμός τού 6.3.8
δίδει για τυχόντα Z-μόδιο M,

Ext1Z(TorZ1 (M,G),H) – Ext1Z(M,Ext1Z(G,H)). (6.37)

Επειδή (υπεράνω τής Π.Κ.Ι. Z) η G είναι ισόπεδος Z-μόδιος (βλ. θεώρημα 5.3.22),
έχουμε (σύμφωνα με το πόρισμα 5.3.14) TorZ1 (M,G) – t0u και από την (6.37) έπεται
ότι Ext1Z(TorZ1 (M,G),H) – t0u ñ Ext1Z(M,Ext1Z(G,H)) – t0u, οπότε ο Ext1Z(G,H)

είναι ένας εμβολικός Z-μόδιος (δυνάμει τής ισοδυναμίας των (i) και (ii) στο θεώρη-
μα 5.2.13).
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6.3.11 Λήμμα. Έστω G μια (προσθετική) αβελιανή ομάδα. Εάν Ext1Z(G,Z) – t0u,

τότε η G δεν διαθέτει στρέψη.

Αποδειξη. Μέσω τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ tors(G) ãÑ G↠ G/tors(G) ÝÑ t0u

επάγεται η δεύτερη μακρά ακριβής Ext-ακολουθία 5.2.10,

t0u // HomZ(G/tors(G),Z) // HomZ(G,Z) //
HomZ(tors(G),Z)
looooooooooomooooooooooon

–t0u

// Ext1Z(G/tors(G),Z) //
Ext1Z(G,Z)
loooooomoooooon

–t0u
// Ext1Z(tors(G),Z)

//
Ext2Z(G/tors(G),Z)
loooooooooooomoooooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨ ,

απ’ όπου συνάγεται31 ότι ΗomZ(G/tors(G),Z) – ΗomZ(G,Z) και

Ext1Z(G/tors(G),Z) – t0u – Ext1Z(tors(G),Z).

Ως γνωστόν32,
Ext1Z(tors(G),Z) – ΗomZ(tors(G),Q/Z), (6.38)

όπου η ΗomZ(tors(G),Q/Z) είναι ανηγμένη33. Επειδή

tors(G) =
À

p πρώτος αριθμός
G(p), όπου G(p) := tg P G| pνg = 0G για κάποιον ν P N0u

και Q/Z =
À

p πρώτος αριθμός
Z(p8) (βλ. εδ. 2.2.21 (ii)), λαμβάνουμε (μέσω τής προτά-

σεως 4.1.11)

ΗomZ(tors(G),Q/Z) –
ś

p πρώτος αριθμός
ΗomZ(G(p),Z(p8)). (6.39)

Επιπροσθέτως, για οιαδήποτε ομάδα G(p) με G(p) ‰ t0Gu ισχύει34

ΗomZ(G(p),Z(p8)) –

(
ś

νPN

ś

mν

Zpν
)

‘

(
ś

k

Jp
)

‰ t0Gu, (6.40)

31Προφανώς, εάν f P HomZ(tors(G),Z), τότε f(tors(G)) Ď tors(Z) = t0u, οπότε f = 0. Επιπροσθέτως,
ExtnZ (G/tors(G),Z) – t0u για κάθε n ě 2. (Βλ. πόρισμα 5.2.12.)

32Βλ. Fuchs [16], Theorem 3.5 & Corollary 3.6, σελ. 268.
33Μια αβελιανή ομάδα G καλείται διαιρετή (divisible) όταν kG = G για κάθε k P N. (Επί παραδείγματι, οι

προσθετικές ομάδες Q,R και Q/Z είναι διαιρετές αλλά η Z δεν είναι.) Μια αβελιανή ομάδα είναι διαιρετή εάν και
μόνον εάν είναι εμβολικός Z-μόδιος. (Βλ. Fuchs [16], Chapter 4, Theorem 2.6, σελ. 136, ή Rotman [35], Corollary 3.35
(ii), σελ. 121.) Για οιαδήποτε αβελιανή ομάδα G συμβολίζουμε ως div(G) την υποομάδα τής G την παραγόμενη από
όλες τις διαιρετές υποομάδες της. Η div(G) αποτελεί τη μέγιστη διαιρετή υποομάδα τής G. Μια αβελιανή ομάδα G
καλείται ανηγμένη (reduced) όταν div(G) = t0Gu, δηλαδή όταν πέραν τής τετριμμένης δεν διαθέτει άλλες διαιρετές
υποομάδες. Κάθε αβελιανή ομάδαG γράφεται ως ευθύ άθροισμαG = div(G)‘L, όπουL κάποια ανηγμένη υποομάδα
της. ΕάνG είναι μια ομάδα στρέψεως, τότε η ΗomZ(G,Q/Z) είναι ανηγμένη. (Βλ. [16], Chapter 7, Theorem 2.1, σελ.
220.)

34Βλ. το θεώρημα των Harrison, Hulanicki και Fuchs, π.χ., στο βιβλίο [16], Chapter 7, Theorem 2.3 & Corollary
2.4, σελ. 221-222. Εν προκειμένω, οι πληθικοί αριθμοί mν και k των εμφανιζόμενων αντιτύπων των Zpν και Jp,
αντιστοίχως, ενδέχεται να είναι άπειροι.
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όπου η Jp := ΗomZ(Z(p8),Z(p8)) είναι ισόμορφη με την (προσθετική) ομάδα
τής ακεραίας περιοχής των p-αδικών ακεραίων αριθμών. Από το γεγονός ότι η
Ext1Z(tors(G),Z) είναι τετριμμένη συνάγεται (μέσω των (6.38), (6.39) και (6.40)) ότι
G(p) = t0Gu για κάθε πρώτον αριθμό p. Επομένως, tors(G) = t0Gu.

6.3.12 Πόρισμα. Έστω ότι G είναι μια (προσθετική) αβελιανή ομάδα. Εάν ισχύει
HomZ(G,Z) – t0u και Ext1Z(G,Z) – t0u, τότε η G (ως Z-μόδιος) είναι κατ’ ανά-
γκην τετριμμένη.

Αρχικες επισημανσεις. Το λήμμα 6.3.11 μας πληροφορεί ότι ηG δεν διαθέτει στρέ-
ψη. Θα δοθούν δύο αποδείξεις. Η πρώτη κάνει χρήση επεκτάσεως βαθμωτών μεγε-
θών (από το Z στο Q) και τού 6.3.8, και η δεύτερη τού θεωρήματος ταξινομήσεως
(μέχρις ισομορφισμού) όλων των διαιρετών αβελιανών ομάδων χωρίς στρέψη.
Απoδειξη πρωτη. Η αβελιανή ομάδα Q bZ G δεν εφοδιάζεται μόνον με τη δομή
Z-μοδίου αλλά και με εκείνην ενός Q-διανυσματικού χώρου μέσω τού ακόλουθου
αριθμητικού πολλαπλασιασμού (σε επίπεδο αποσυντιθέμενων τανυστών):

Q ˆ (Q bZ G) ÝÑ Q bZ G

λ(µb g) ÞÝÑ (λµ) b g.

Επομένως υπάρχει κάποιο σύνολο J με Q bZ G – Q(J), όπου εδώ το σύμβολο “–”
δηλοί τόσον ισομορφισμό αβελιανών ομάδων (Z-μοδίων) όσον και ισομορφισμό Q-
διανυσματικών χώρων (με dimQ(QbZG) = card(J)). Εάν R = Z, M = Q, M 1 = G
και M2 = Z, τότε (επειδή η προσθετική ομάδα Q είναι -σύμφωνα με το πόρισμα
4.5.30- ένας ισόπεδος Z-μόδιος) HomZ(TorZ1 (Q, G),Z) –

5.3.14
HomZ(t0u,Z) – t0u

και ο πρώτος ισομορφισμός τού 6.3.8 δίδει

Ext1Z(Q bZ G,Z) – HomZ(Q,Ext1Z(G,Z)
looooomooooon

–t0u

) ‘ Ext1Z(Q,HomZ(G,Z)
loooooomoooooon

–t0u

) – t0u.

Από την άλλη μεριά, το πρώτο γινόμενο επεκτάσεως των Q και Z είναι ως γνωστόν35

ισόμορφο με την (προσθετική) ομάδα των πραγματικών αριθμών:

Ext1Z(Q,Z) – R. (6.41)

Κατά συνέπειαν, t0u – Ext1Z(QbZG,Z) – Ext1Z(Q(J),Z) –
(5.12)

Ext1Z(Q,Z)J –
(6.41)

RJ ,

οπότε J = ∅ και η G είναι κατ’ ανάγκην τετριμμένη. (Πρβλ. εδ. 2.4.11 (iii).)
Απoδειξη δευτερη. Έστω τυχών k P N. Θεωρούμε τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ G
k idG
ãÑ G↠ G/kG ÝÑ t0u. (6.42)

Η πρώτη απεικόνιση τού πολλαπλασιασμού επί k είναι μονομορφισμός, διότι
tors(G) = t0Gu. Σημειωτέον ότι για κάθε n P Z ο επαγόμενος ομομορφισμός

ExtnZ (k idG, idZ) : ExtnZ (G,Z) ÝÑ ExtnZ (G,Z)
35Βλ. J. Wiegold: Ext(Q,Z) is the additive group of real numbers, Bulletin of the Australian Mathematical Society 1

(1969), 341-343. (Πρβλ. Bredon [101], Lemma 14.8, σελ. 368.)
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είναι και πάλι πολλαπλασιασμός επί k, ήτοι36 ExtnZ(k idG,idZ) = k idExtnZ (G,Z).Μέσω
τής (6.42) δημιουργείται η δεύτερη μακρά ακριβής Ext-ακολουθία 5.2.10,

t0u // HomZ(G/kG,Z) //
HomZ(G,Z)
looooooomooooooon

–t0u
//

HomZ(G,Z)
looooooomooooooon

–t0u

// Ext1Z(G/kG,Z) //
Ext1Z(G,Z)
loooooomoooooon

–t0u
//

Ext1Z(G,Z)
loooooomoooooon

–t0u

//
Ext2Z(G/kG,Z)
looooooooomooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨ .

Από αυτήν έπεται ότι HomZ(G/kG,Z) – t0u – Ext1Z(G/kG,Z). Εκ νέου εφαρ-
μογή τού λήμματος 6.3.11 (με την G/kG στη θέση τής εκεί παρατεθείσας G) δίδει
tors(G/kG) = t0Gu. Εκ παραλλήλου, tors(G/kG) = G/kG. Κατά συνέπειαν, η
G/kG είναι αφ’ εαυτής τετριμμένη, οπότε kG = G. Άρα η G είναι (ταυτοχρόνως)
διαιρετή και χωρίς στρέψη. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει κάποιο σύνολο J, τέτοιο ώ-
στε να ισχύει37 G – Q(J) ñ Ext1Z(G,Z) – Ext1Z(Q(J),Z) –

(5.12)
Ext1Z(Q,Z)J –

(6.41)
RJ .

Επειδή (εξ υποθέσεως) Ext1Z(G,Z) – t0u, πρέπει να ισχύει J = ∅, οπότε η G είναι
κατ’ ανάγκην τετριμμένη. l

6.3.13 Πόρισμα. Δεν υπάρχει (προσθετική) αβελιανή ομάδα G, τέτοια ώστε να ι-
σχύει HomZ(G,Z) – t0u και Ext1Z(G,Z) – Q.

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει κάποια (προσθετική) αβελιανή ομάδαG με
αυτές τις ιδιότητες. Επειδή το τανυστικό γινόμενο Q bZ G είναι Q-διανυσματικός
χώρος, υπάρχει (κατά τα προαναφερθέντα στην πρώτη απόδειξη τού πορίσματος
6.3.12) κάποιο σύνολο J με Q bZ G – Q(J). Άρα έχουμε αφ’ ενός μεν

Ext1Z(Q bZ G,Z) – Ext1Z(Q(J),Z) –
(5.12)

Ext1Z(Q,Z)J –
(6.41)

RJ , (6.43)

αφ’ ετέρου δε38 (μέσω τού πρώτου ισομορφισμού τού 6.3.8)

Ext1Z(Q bZ G,Z) – HomZ(Q,Ext1Z(G,Z)
looooomooooon

–Q

) ‘ Ext1Z(Q,HomZ(G,Z)
loooooomoooooon

–t0u

)

– HomZ(Q,Q) – Q. (6.44)

Οι (6.43) και (6.44) οδηγούν σε αντίφαση, διότι η ομάδα RJ είναι είτε τετριμμένη
(όταν J = ∅) είτε υπεραριθμήσιμη (όταν J ‰ ∅), ενώ η Q είναι αριθμήσιμη και μη
τετριμμένη. Άρα όντως δεν υπάρχει τέτοια G.

36Βλ. Vermani [27], Theorem 7.2.7, σελ. 183.
37Τούτο προκύπτει από το θεώρημα ταξινομήσεως των διαιρετών αβελιανών ομάδων. (Βλ. [16], Chapter 4, Theorem

3.1, σελ. 140-141.)
38Σημειωτέον ότι η απεικόνιση HomZ(Q,Q) Q f ÞÝÑ f(1) P Q αποτελεί ισομορφισμό.
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§ Το πλέον γενικευμένο θεώρημα τού Künneth για δύο όρους. Κάνοντας χρήση των
λεγομένων ελεύθερων προσεγγίσεων κανείς μπορεί (γιαR μια Π.Κ.Ι.) να απαλλαγεί
από την προϋπόθεση περί τής ελευθερίας των θεωρούμενων αλυσωτών συμπλόκων
στο πόρισμα 6.3.7 και να αρκεσθεί (τόσο για τη δημιουργία όσον και για τη διά-
σπαση τής επιθυμητής βραχείας ακριβούς ακολουθίας) στην πολύ ασθενή συνθήκη
(6.45) τής ακυκληματικότητας τού συναλυσωτού συμπλόκου HomR(C‚,D‚)‚. Μά-
λιστα, μέσω χρησιμοποιήσεως εμβολικών προσεγγίσεων39 τούτο είναι επεκτάσιμο
ακόμη και εάν στον δακτύλιο αναφοράς R επιτραπεί να είναι κληρονομικός40. (Βλ.
εδάφιο 4.2.12.)

6.3.14 Θεώρημα («Θεώρημα τού Künneth για μοδίους συνομολογίας υπεράνω κλη-
ρονομικών R»). Δοθέντων δυο συμπλόκων R-μοδίων, ενός αλυσωτού C‚ και ενός
συναλυσωτού D‚, όπου ο R είναι κληρονομικός, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν το συναλυσωτό σύμπλοκο HomR(C‚,D‚)‚ είναι ακυκληματικό, ήτοι

Hn(HomR(C‚,D‚)‚) – t0u, @n P Z, (6.45)

τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ
ś

p+q=n´1

Ext1R(Hp(C‚), H
q(D‚))

� �
χn
(C‚,D‚)

// Hn(HomR(C‚,D‚)‚)

ψn
(C‚,D‚)

// //
ś

p+q=n

HomR(Hp(C‚), H
q(D‚)) // t0u

(6.46)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου αμφότερες οι ψn(C‚,D‚)

και χn(C‚,D‚) είναι φυσικές (με το ψ‚
(C‚,D‚) όπως στο λήμμα 6.3.5).

(ii) Η (6.46) είναι (άνευ άλλων επιπρόσθετων προϋποθέσεων) διασπώμενη, οπότε
για κάθε n P Z έχουμε

Hn(HomR(C‚,D‚)‚) – HomR(H‚(C‚), H
‚(D‚))n ‘ Ext1R(H‚(C‚), H

‚(D‚))n´1.

Αποδειξη. Είναι αρκετό να εφαρμοσθεί το θεώρημα A.4.62 για τον διπλό συναρ-
τητή F = HomR(´,´), το αλυσωτό σύμπλοκο C‚ και το συναλυσωτό D‚.

§ Μετάβαση σε “b” για συναλυσωτά σύμπλοκα. Επειδή (σύμφωνα με τα προανα-
φερθέντα στη σημείωση 3.2.31) κάθε αλυσωτό σύμπλοκο μπορεί να μετατραπεί (με
αλλαγή προσήμου στους δείκτες διαβαθμίσεως των θεωρούμενων ακολουθιών) σε
συναλυσωτό (και τανάπαλιν), δικαιούμεθα να ορίσουμε απευθείας και να χρησιμο-
ποιούμε τανυστικά γινόμενα και γινόμενα στρέψεως συναλυσωτών συμπλόκων, και
μοδίους συνομολογίας41 (αντί των μοδίων ομολογίας).

39Αρκεί κανείς στον ορισμό A.4.34 να αντικαταστήσει το επίθετο προβολικός με το επίθετο εμβολικός, αλυσωτά με
συναλυσωτά σύμπλοκα και μοδίους ομολογίας με μοδίους συνομολογίας.

40O R είναι κληρονομικός εάν και μόνον εάν κάθε πηλικομόδιος τής μορφής M/U, όπου M εμβολικός R-μόδιος,
είναι εμβολικός. Βλ. [27], Theorem 8.1.13, σελ. 195-196.

41Αυτή η προσέγγιση προτιμάται κυρίως στο πλαίσιο τής Θεωρίας Δραγμάτων. (Βλ., π.χ., [101], σελ. 18, 25 και 57,
[105], σελ. 118-122, και [106], σελ. 90 και 95.)
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6.3.15 Ορισμός (Τανυστικό γινόμενο συναλυσωτών συμπλόκων). Δοθέντων δυο
συναλυσωτών συμπλόκωνR-μοδίων C‚ και D‚ (με τα μέλη των ακολουθιών τους
συμβολιζόμενα ωςCn καιDn, n P Z, και με τους συσσυνοριακούς τελεστές τους
συμβολιζόμενους ως dnC‚ και dnD‚ , n P Z, αντιστοίχως), ορίζουμε για κάθε n P Z
τον R-μόδιο

(C‚ bR D‚)n :=
À

pPZ
(Cp bR D

n´p) =
À

p+q=n
(Cp bR D

q).

Το ζεύγος (C‚ bR D‚)‚ = ((C‚ bR D‚)n, dn)nPZ, όπου ο ομομορφισμός

dn = dn(C‚bRD‚)‚ : (C‚ bR D‚)n ÝÑ (C‚ bR D‚)n+1

ορίζεται σε επίπεδο αποσυντιθέμενων τανυστών xb y P Cp bR D
q ως εξής:

dn(xb y) := xb dqD‚(y) + (´1)q dpC‚(x) b y,

καλείται τανυστικό γινόμενο των C‚ και D‚ υπεράνω τού R (και αποτελεί αφ’
εαυτού ένα συναλυσωτό σύμπλοκο με τους dn, n P Z, ως συσσυνοριακούς του
τελεστές).

Ο ορισμός 6.3.15 γενικεύεται και για «γινόμενα στρέψεως» σε επίπεδο συναλυσω-
τών συμπλόκων.

6.3.16 Ορισμός (Γινόμενα στρέψεως συναλυσωτών συμπλόκων). Δοθέντων ενός
m P Z και δυο συναλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚ (με τα μέλη των
ακολουθιών τους συμβολιζόμενα ως Cn και Dn, n P Z, και με τους συσσυνο-
ριακούς τελεστές τους συμβολιζόμενους ως dnC‚ και dnD‚ , n P Z, αντιστοίχως),
ορίζουμε για κάθε n P Z τον R-μόδιο

TorRm(C‚,D‚)n :=
À

pPZ
TorRm(Cp, Dn´p) =

À

p+q=n
TorRm(Cp, Dq).

Το ζεύγος TorRm(C‚,D‚)‚ = (TorRm(C‚,D‚)n, dn)nPZ, όπου ο ομομορφισμός

dn = dnTorRm(C‚,D‚)‚ : TorRm(C‚,D‚)n ÝÑ TorRm(C‚,D‚)n+1

ορίζεται (μέσω των ομομορφισμών τού εδ. 5.3.6) επί τού (εκάστοτε γινομένου
στρέψεως) TorRm(Cp, Dq) ως εξής:

dn|TorRm(Cp,Dq) := TorRm(idCp , dqD‚) + (´1)q TorRm(dpC‚ , idDq ),

καλείταιm-οστό γινόμενο στρέψεως των C‚ και D‚ υπεράνω τούR (και αποτελεί
αφ’ εαυτού ένα συναλυσωτό σύμπλοκο με τους dn, n P Z, ως συσσυνοριακούς
του τελεστές).

Από το θεώρημα 6.2.11 έπεται άμεσα το ακόλουθο:
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6.3.17 Θεώρημα («Θεώρημα τού Künneth για μοδίους συνομολογίας με χρήση “b”
και “Tor” υπεράνω κληρονομικώνR»). Δοθέντων δυο συναλυσωτών συμπλόκωνR-
μοδίων C‚ και D‚, όπου ο R είναι κληρονομικός, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν το συναλυσωτό σύμπλοκο TorR1 (C‚,D‚)‚ είναι ακυκληματικό, ήτοι

Hn(TorR1 (C‚,D‚)‚) – t0u, @n P Z, (6.47)

τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

(Hp(C‚) bR H
q(D‚))

� �
ψn
(C‚,D‚)

// Hn((C‚ bR D‚)‚)

χn
(C‚,D‚)

// //
À

p+q=n+1

TorR1 (Hp(C‚), Hq(D‚)) // t0u

(6.48)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου αμφότερες οι απει-
κονίσεις ψn(C‚,D‚) και χn(C‚,D‚) είναι φυσικές.
(ii) Η (6.48) είναι (άνευ άλλων επιπρόσθετων προϋποθέσεων) διασπώμενη, οπότε
για κάθε n P Z έχουμε

Hn((C‚ bR D‚)‚) – (H‚(C‚) bR H
‚(D‚))n ‘ TorR1 (H‚(C‚), H‚(D‚))n+1 .

§ Συνομολογικά σταυρωτά γινόμενα. Έστω R τυχών (μη τετριμμένος) μεταθετικός
δακτύλιος. Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων C‚ και D‚ (με τα μέλη
των ακολουθιών τους συμβολιζόμενα ως Cn και Dn, n P Z, και με τους συνορια-
κούς τελεστές τους συμβολιζόμενους ως dC‚

n και dD‚
n , n P Z, αντιστοίχως), καθώς

και δυο R-μοδίων M και N, θα μελετήσουμε τον τρόπο συσχετισμού των μοδίων
συνομολογίας Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N) := Hn(HomR((C‚ bR D‚)‚,M bR N))τού
τανυστικού γινομένου (C‚ bRD‚)‚ των C‚ και D‚ (με συντελεστές ειλημμένους από
το τανυστικό γινόμενο M bR N των M και N) με τους μόδιους συνομολογίας

Hk(C‚;M) := Hk(HomR(C‚,M)) και H l(D‚;N) := H l(HomR(D‚, N)).

(Βλ. ορισμό 6.1.9.) Για οιοδήποτε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z ορίζεται ο κανονιστικός
ομομορφισμός

HomR(Cp,M) bR HomR(Dq, N)
zp,q

ÝÑ HomR(Cp bR Dq,M bR N)

(f, g) ÞÝÑ zp,q(f, g) := fbg.

(Βλ. σελ. 271.) Μεταβαίνοντας στα ευθέα αθροίσματα για κάθε n P Z και κάθε
ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p + q = n λαμβάνουμε (σύμφωνα με την πρόταση 4.1.11)
κανονιστικό ομομορφισμό

À

p+q=n

(HomR(Cp,M) bR HomR(Dq, N))
zn

ÝÑ HomR(
À

p+q=n

(Cp bR Dq),M bR N)

και, σε επίπεδο συναλυσωτών συμπλόκων, συναλυσωτό μετασχηματισμό
z‚ : (HomR(C‚,M) bR HomR(D‚, N))‚

ÝÑ HomR((C‚ bR D‚)‚,M bR N),
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απ’ όπου προκύπτουν οι ομομορφισμοί

Hn(z‚) : Hn((HomR(C‚,M) bR HomR(D‚, N))‚) ÝÑ Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N)

για κάθε n P Z. Εξάλλου, επειδή τα HomR(C‚,M) και HomR(D‚, N) είναι συνα-
λυσωτά σύμπλοκα (έχοντα τους HomR(d

C‚
n ,idM ) και HomR(d

D‚
n ,idN ), n P Z, ως

συσσυνοριακούς τους τελεστές), ορίζεται (μέσω τού θεωρήματος 6.3.17) o (φυσι-
κός) ομομορφισμός

ψ
n
(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N)) : (H

‚
(C‚;M) bR H

‚
(D‚;N))

n
ÝÑ H

n
((HomR(C‚,M) bR HomR(D‚, N))

‚
)

και, κατ’ επέκταση, ο ομομορφισμός

Hn(z‚) ˝ ψn(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N)) : (H‚(C‚;M) bR H‚(D‚;N))n ÝÑ Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N). (6.49)

6.3.18 Ορισμός. O ομομορφισμός (6.49) καλείται n-οστό συνομολογικό σταυρω-
τό γινόμενο (cohomology cross product) των H‚(C‚;M) και H‚(D‚;N). Ειδι-
κότερα, για οιοδήποτε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z και οιοδήποτε ζεύγος στοιχείων
(x, y) P Hp(C‚;M) ˆHq(D‚;N), το στοιχείο

x ˆσυνομ. y := (Hp+q(z‚) ˝ ψ
p+q
(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N))

)(x b y) P Hp+q((C‚ bR D‚)‚;M bR N)

καλείται συνομολογικό σταυρωτό γινόμενο των x και y.

6.3.19 Λήμμα. Εάν υποτεθεί ότι τα C‚ και D‚ είναι πεπερασμένου τύπου (βλ. εδ.
4.2.18), με το μεν C‚ προβολικό, το δε D‚ ελεύθερο, τότε ισχύει η εξής συνεπαγωγή:

TorR1 (M,N) – t0u ùñ TorR1 (HomR(C‚,M),HomR(D‚, N))‚ = 0‚. (6.50)

Αποδειξη. Προς τούτο αρκεί να αποδειχθεί για οιοδήποτε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z η
συνεπαγωγή

TorR1 (M,N) – t0u ùñ TorR1 (HomR(Cp,M),HomR(Dq, N)) – t0u. (6.51)

Επειδή (εξ υποθέσεως) υπάρχει είτε κενό είτε πεπερασμένο σύνολο Yq, τέτοιο ώστε
να ισχύει42

Dq – R(Yq) ñ HomR(Dq, N) – N (Yq), @q P Z,

για να καταλήξουμε στην (6.51) είναι αρκετό (λόγω τής προτάσεως 5.3.16) να δει-
χθεί ότι

TorR1 (HomR(Cp,M), N) – t0u, @p P Z.

Κατά το πόρισμα 2.5.23 υπάρχει κάποιος ελεύθερος R-μόδιος L, καθώς και ένας
υπομόδιος L1 τού L, ούτως ώστε να ισχύει N – L/L1. Λόγω αυτού δημιουργείται
μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ L1 ι
ãÑ L

ϖ↠ N ÝÑ t0u.

42Για την απόδειξη τού ότι HomR(Dq, N) – N(Yq) βλ. προτάσεις 5.3.16 και 4.1.2.
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Επειδή
TorR1 (M,N) – t0u

(εξ υποθέσεως), από το θεώρημα 5.3.10 λαμβάνουμε τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u // M bR L
1 �
� idMbι

// M bR L
idMbϖ

// // M bR N // t0u.

Για οιονδήποτε p P Z ο Cp είναι προβολικός, οπότε η βραχεία ακολουθία

t0u Ñ HomR(Cp,M bR L
1)
� �

HomR(idCp ,idMbι)
// HomR(Cp,M bR L)

HomR(idCp ,idMbϖ)

// // HomR(Cp,M bR N) // t0u

(6.52)

είναι ακριβής. (Βλ. τη συνεπαγωγή (i)ñ(iv) στο θεώρημα 4.2.7.) Επειδή για οιονδή-
ποτε p P Z ο Cp είναι προβολικός και πεπερασμένως παραγόμενος, οι κανονιστικοί
ομομορφισμοί (4.24):

HomR(Cp,M) bR L
1 ÝÑ HomR(Cp,M bR L

1),

HomR(Cp,M) bR L ÝÑ HomR(Cp,M bR L),

HomR(Cp,M) bR N ÝÑ HomR(Cp,M bR N),

 (6.53)

είναι (σύμφωνα με το (iii) τού θεωρήματος 4.5.33) ισομορφισμοί και, ως εκ τούτου,
η βραχεία ακριβής ακολουθία (6.52) μπορεί να εκφρασθεί υπό τη μορφή

t0u Ñ HomR(Cp,M) bR L
1 � �

idHomR(Cp,M)bι
// HomR(Cp,M) bR L

idHomR(Cp,M)bϖ

// // HomR(Cp,M) bR N // t0u

(6.54)

Επειδή ο L είναι ελεύθερος (και, κατ’ επέκταση, σύμφωνα με την πρόταση 4.2.4,
προβολικός), έχουμε

TorR1 (HomR(Cp,M), L) – t0u.

(Bλ. λήμμα 5.3.11 και θεώρημα 5.3.12.) Λόγω αυτού, η πρώτη μακρά ακριβής Tor-
ακολουθία δίδει την ακριβή ακολουθία

t0u // TorR1 (HomR(Cp,M), N)
� � B1 // HomR(Cp,M) bR L

1

idHomR(Cp,M)bι

// HomR(Cp,M) bR L Ñ HomR(Cp,M) bR N Ñ t0u

Επομένως,

TorR1 (HomR(Cp,M), N) –
3.1.4 (i)

Ker(idHomR(Cp,M)bι) – t0u,

διότι ο idHomR(Cp,M)bι είναι μονομορφισμός (ένεκα τής (6.54)).
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6.3.20 Λήμμα. Εάν υποτεθεί ότι αμφότερα τα C‚ και D‚ είναι ελεύθερα, το D‚ πε-
περασμένου τύπου, τοN πεπερασμένως παραγόμενοςR-μόδιος και οR μια Π.Κ.Ι.,
τότε η συνεπαγωγή (6.50) εξακολουθεί να ισχύει.

Αποδειξη. Αρκεί κανείς να ακολουθήσει κατά γράμμα την απόδειξη τού λήμματος
6.3.19, με μόνη διαφοροποίηση στο ότι οι ομομορφισμοί (6.53) είναι ισομορφισμοί
λόγω τού (iv) (και όχι πλέον λόγω τού (iii)) τού θεωρήματος 4.5.33.

6.3.21 Λήμμα. Οι ομομορφισμοί Hn(z‚) είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z όταν
ικανοποιείται (τουλάχιστον) μία εκ των κάτωθι συνθηκών:
(a) Αμφότερα τα C‚ και D‚ είναι προβολικά και πεπερασμένου τύπου.
(b) To C‚ είναι προβολικό και πεπερασμένου τύπου, και ο R-μόδιος M είναι προ-
βολικός και πεπερασμένως παραγόμενος.
(c) To D‚ είναι προβολικό και πεπερασμένου τύπου, και ο R-μόδιος N είναι προ-
βολικός και πεπερασμένως παραγόμενος.

Αποδειξη. Για να είναι οι Hn(z‚) ισομορφισμοί για κάθε n P Z αρκεί (ένεκα τής
προτάσεως 4.1.11 και των προαναφερθέντων στη σημείωση 3.2.8) οι

HomR(Cp,M) bR HomR(Dq, N)
zp,q

ÝÑ HomR(Cp bR Dq,M bR N)

να είναι ισομορφισμοί για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z. Η αλήθεια τού ισχυρισμού
αποδεικνύεται ύστερα από εφαρμογή τού θεωρήματος 4.5.36.
Για το ακροτελεύτιο θεώρημα αυτού τού κεφαλαίου παρατίθενται εκ των προτέρων
οι ακόλουθες τετράδες συνθηκών που συγκαταλέγονται στις προϋποθέσεις του (πε-
ρί των R, C‚ και D‚):

Α/Α Τετράδα συνθηκών Α

(i) OR είναι κληρονομικός.

(ii) Αμφότερα τα C‚ και D‚

είναι πεπερασμένου τύπου.
(iii) Το C‚ είναι προβολικό.
(iv) Το D‚ είναι ελεύθερο.

Α/Α Τετράδα συνθηκών Β

(i) OR είναι κληρονομικός και ναιτεριανός.
(ii) Το C‚ είναι προβολικό.
(iii) ΤοH‚(C‚) είναι πεπερασμένου τύπου.

(iv) Το D‚ είναι ελεύθερο
και πεπερασμένου τύπου.

και

Α/Α Τετράδα συνθηκών Γ

(i) OR είναι Π.Κ.Ι.
(ii) To C‚ είναι προβολικό.
(iii) Το D‚ είναι ελεύθερο.

(iv) Αμφότερα τα H‚(C‚) καιH‚(D‚)

είναι πεπερασμένου τύπου.

Α/Α Τετράδα συνθηκών Δ

(i) OR είναι Π.Κ.Ι.
(ii) Αμφότερα τα C‚ και D‚ είναι ελεύθερα.
(iii) ΤοH‚(D‚) είναι πεπερασμένου τύπου.

(iv) ΟR-μόδιοςN είναι
πεπερασμένως παραγόμενος.

6.3.22 Θεώρημα. Εάν TorR1 (M,N) – t0u και εάν για τον δακτύλιο αναφοράς R
και για τα αλυσωτά σύμπλοκα C‚ και D‚ πληρούνται οι συνθήκες οι ανήκουσες σε
μία (τουλάχιστον) εκ των ανωτέρω τετράδων Α, Β, Γ, Δ, τότε υφίσταται διασπώμενη
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βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ (H‚(C‚;M) bR H‚(D‚;N))n
� �

Hn(z‚)˝ψn
(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N))

// Hn((C‚ bR D‚)‚;M bR N)

χn
(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N))

˝Hn(z‚)´1

// // TorR1
(
H‚(C‚;M), H‚(D‚;N)

)n+1 // t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, με τους ομομορφισμούς
ψn(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N)) και χn(HomR(C‚,M),HomR(D‚,N)) όπως στο θεώρημα 6.3.17.

Αποδειξη. Βήμα 1ο. Εάν υποτεθεί ότι
(Ι) ισχύει η συνεπαγωγή (6.50) και
(ΙΙ) οι Hn(z‚) είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z,
τότε ο ισχυρισμός είναι αληθής, διότι λόγω τής

TorR1 (HomR(C‚,M),HomR(D‚, N))‚ = 0‚

ικανοποιείται αυτομάτως η (6.47) για τα HomR(C‚,M) και HomR(D‚, N) και άμε-
ση εφαρμογή τού θεωρήματος 6.3.17 (με αυτά στη θέση των εκεί παρατεθέντων C‚

και D‚) δίδει τη διασπώμενη βραχεία ακριβή ακολουθία

{0} → (H•(C•;M) ⊗R H•(D•;N))n
� �

ψn
(HomR(C•,M),HomR(D•,N))

// Hn((HomR(C•,M) ⊗R HomR(D•, N))•) =<BCF χn
(HomR(C•,M),HomR(D•,N))������� // // TorR1 (H•(C•;M), H•(D•;N))n+1 // {0}

{0} → (H•(C•;M) ⊗R H•(D•;N))n
� �

Hn(z•)◦ψn
(HomR(C•,M),HomR(D•,N))

// Hn((C• ⊗R D•)•;M ⊗R N) =<BCF χn
(HomR(C•,M),HomR(D•,N))

◦Hn(z•)−1������� // //TorR1 (H•(C•;M), H•(D•;N))n+1 // {0}

(398)

{0} // TorR1 (HomR(Cp,M), N)
� � ∂1 // HomR(Cp,M)⊗R L′ =<BCF idHomR(Cp,M)⊗ι������� // HomR(Cp,M)⊗R L → HomR(Cp,M)⊗R N → {0}

(397)

{0} → HomR(Cp,M)⊗R L′ � �
idHomR(Cp,M)⊗ι

// HomR(Cp,M)⊗R L =<BCF idHomR(Cp,M)⊗ϖ�������� // // HomR(Cp,M)⊗R N // {0}

(396)

{0} → HomR(Cp,M ⊗R L′) �
� HomR(idCp ,idM⊗ι)

// HomR(Cp,M ⊗R L) =<BCF HomR(idCp ,idM⊗ϖ)�������� // // HomR(Cp,M ⊗R N) // {0}

(395)

{0} // M ⊗R L′ � � idM⊗ι
// M ⊗R L

idM⊗ϖ
// // M ⊗R N // {0}.

(394)

{0} //
⊕

p+q=n
(Hp(C•)⊗R Hq(D•)) �

� ψn(C•,D•)
// Hn((C• ⊗R D•)•) =<BCF χn(C•,D•)���������� // //

⊕
p+q=n

TorR1 (Hp(C•),Hq(D•)) // {0}

1

για κάθε n P Z, καταλήγοντας στην επιθυμητή κατόπιν διαμεσολαβήσεως τού ισο-
μορφισμού Hn(z‚).

Βήμα 2ο. Εάν πληρούνται οι συνθήκες οι ανήκουσες στην τετράδα Α, τότε το (Ι)
έπεται άμεσα από το λήμμα 6.3.19 και το (ΙΙ) από το (a) τού λήμματος 6.3.21. Εάν
πληρούνται οι συνθήκες οι ανήκουσες στην τετράδα Β, τότε λόγω τής συνθήκης (iii)
έχουμε τη δυνατότητα εφαρμογής τού θεωρήματος 4.2.19 και τής αντικαταστάσεως
τού C‚ με ένα ομοτοπικώς ισοδύναμό του C1

‚ που είναι προβολικό και πεπερασμένου
τύπου, οπότε επανερχόμαστε στις συνθήκες (ii)-(iv) τής τετράδας Α. Εάν πληρού-
νται οι συνθήκες οι ανήκουσες στην τετράδα Γ, τότε έχουμε εκ νέου τη δυνατότητα
εφαρμογής τού θεωρήματος 4.2.19, αντικαταστάσεως τού C‚ με ένα ομοτοπικώς ι-
σοδύναμό του C1

‚ που είναι προβολικό και πεπερασμένου τύπου, αντικαταστάσεως
τού D‚ με ένα ομοτοπικώς ισοδύναμό του D1

‚ που είναι ελεύθερο και πεπερασμέ-
νου τύπου και επιστροφής μας στις συνθήκες (ii)-(iv) τής τετράδας Α. Τέλος, εάν
πληρούνται οι συνθήκες οι ανήκουσες στην τετράδα Δ, τότε μέσω τού θεωρήματος
4.2.19 αντικαθιστούμε το D‚ με ένα ομοτοπικώς ισοδύναμό του D1

‚ που είναι ελεύ-
θερο και πεπερασμένου τύπου, οπότε το (Ι) έπεται άμεσα από το λήμμα 6.3.20 και
το (ΙΙ) από το (c) τού λήμματος 6.3.21.
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Βασικές εφαρμογές
τού θεωρήματος
των Mayer και Vietoris

Οι βασικές εφαρμογές των αλγεβρικών εκδοχών τού θεωρήματος των Mayer και
Vietoris (βλ. εδ. 3.1.26 και 3.3.1) εντάσσονται στο πλαίσιο τής κλασικής Αλγεβρικής
Τοπολογίας. (Γι’ αυτό και στο παρόν κεφάλαιο θα χρησιμοποιηθεί ελευθέρως η
ορολογία η εισαχθείσα στα παραρτήματα B, C, D και E.) ΈστωR ένας μεταθετικός
μη τετριμμένος δακτύλιος και έστω C μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία. Εάν
X = (X,∅) P Ob(C ) και (H‚, B‚) είναι μια R-θεωρία ομολογίας επί τής C (υπό
την έννοια τού ορισμού C.1.2), τότε, δοθέντων δύο υποχώρων A και B τού X με
X = AYB και

(X,A), (X,B), (X,AXB), (A,AXB), (B,AXB) P Ob(C ), (7.1)

είναι εύλογο το ερώτημα τού κατά πόσον κανείς μπορεί να υπολογίζει τους μοδίους
ομολογίας τού X εάν θεωρήσει ως γνωστούς (ή εκ των προτέρων υπολογισθέντες)
τους μοδίους ομολογίας καθενός εξ αυτών, καθώς και τους μοδίους ομολογίας τής
τομής αυτών. Πρώτες απαντήσεις εδόθησαν στο τέλος τής δεκαετίας τού 1920 στην
περίπτωση όπου κανείς εργάζεται με τριγωνίσιμους τοπολογικούς χώρους (και υ-
ποχώρους). Ωστόσο, η κεντρική ιδέα τής αποδείξεως των αντιστοίχων τοπολογικών
εκδοχών τού εν λόγω θεωρήματος παραμένει ισχύουσα ακόμη και για τις άλλες ομο-
λογικώς επιτρεπτές κατηγορίες. (Θα πρέπει, βεβαίως, να τονισθεί ότι η δημιουργία
μιας μακράς ακριβούς ακολουθίας για την επίτευξη τού ζητούμενου υπολογισμού
είναι δυνατή μόνον για υποχώρους που πληρούν κάποιες επιπρόσθετες συνθήκες.)
Στην §7.1 ορίζεται η μακρά ακριβής ακολουθία τοπολογικής τριάδας και μέσω αυ-
τής, στην §7.2, καθορίζονται οι κλασικές ακριβείς MV-ακολουθίες. Στις ενότητες 7.3,
7.4, 7.5 και 7.6 δίδονται σημαντικές τοπολογικές εφαρμογές τους. Τέλος, στην §7.7
οι ακριβείς MV-ακολουθίες χρησιμοποιούνται ως κύρια τεχνικά μέσα για το κτίσι-
μο μιας εν πολλοίς αλγεβρικής αποδείξεως τού θεωρήματος διαχωρισμού των Jordan
και Brouwer.

367
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7.1 ΜΑΚΡΑ ΑΚΡΙΒΗΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑ
ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΗΣ ΤΡΙΑΔΑΣ

7.1.1 Ορισμός. ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος. Ορίζουμε ως τοπολογική τριά-
δα (αφορώσα στον X) κάθε διατεταγμένη τριάδα τής μορφής (X,A,B), όπου
A,B είναι δύο τοπολογικοί υπόχωροι τού X . (Σε αρκετές περιπτώσεις θα θεω-
ρούμε τέτοιες τριάδες με την επιπρόσθετη ιδιότητα: B Ď A.)

7.1.2 Θεώρημα. Έστω C μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία και έστω (H‚, B‚)

μιαR-θεωρία ομολογίας επί τής C .Εάν (X,A,B) είναι μια τοπολογική τριάδα (υπό
την έννοια τού ορισμού 7.1.1) με B Ď A και (X,A), (X,B), (A,B) P Ob(C ), και
εάν συμβολίσουμε ως i : (A,B) ãÑ (X,B), j : (X,B) ãÑ (X,A), k : A ãÑ (A,B)

τις συνήθεις ενθέσεις και ως Bn(X,A,B) τη σύνθεση των ομομορφισμών R-μοδίων:

Hn(X,A;R)
Bn(X,A)

//

Bn(X,A,B)

88
Hn´1(A;R)

Hn´1(k)
// Hn´1(A,B;R)

τότε η μακρά ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Hn(A,B;R)
Hn(i)

// Hn(X,B;R)
Hn(j)

// Hn(X,A;R)

Bn(X,A,B)

// Hn´1(A,B;R)
Hn´1(i)

// Hn´1(X,B;R)
Hn´1(j)

// Hn´1(X,A;R) // ¨ ¨ ¨

(7.2)

είναι ακριβής (και καλείται, ιδιαιτέρως, μακρά ακριβής ακολουθία τής τοπολογικής
τριάδας (X,A,B) ως προς την (H‚, B‚)).

Αποδειξη. Θεωρούμε το εξής μεταθετικό διάγραμμα αλληλοεμπλεκομένων ακο-
λουθιών:

Η πρώτη εξ αυτών είναι η (7.2), ενώ η δεύτερη, η τρίτη και η τέταρτη είναι οι (λό-
γω τού αξιώματος ES-A1 τού εδ. C.1.6 υπάρχουσες) μακρές ακριβείς ακολουθίες
των ζευγών (X,A), (X,B) και (A,B). Επιπροσθέτως, η σύνθεση Hn(j) ˝ Hn(i)
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παραγοντοποιείται ως εξής:

Hn(A,B;R)

**

Hn(i)
//

Hn(j)˝Hn(i)

&&
Hn(X,B;R)

Hn(j)
// Hn(X,A;R)

Hn(A,A;R) – t0u

44

οπότε είναι κατ’ ανάγκην ο μηδενικός ομομορφισμός για κάθε n P Z. Άρα και η
πρώτη μακρά ακολουθία υποχρεούται να είναι ακριβής επί τη βάσει τού θεωρήμα-
τος 3.1.27 τού Wall.

7.2 ΚΛΑΣΙΚΕΣ ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ
ΤΩΝ MAYER ΚΑΙ VIETORIS

7.2.1 Ορισμός. Έστω C μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία και έστω (H‚, B‚)

μια R-θεωρία ομολογίας επί τής C . Εάν (X,A,B) είναι μια τοπολογική τριάδα
(όπως στον ορισμό 7.1.1) με

(X,A), (X,B), (A,AXB), (B,AXB) P Ob(C ),

τότε κατόπιν θεωρήσεως των μακρών ακριβών ακολουθιών ομολογίας για τα το-
πολογικά ζεύγη (X,B) και (A,AXB) προκύπτει το εξής μεταθετικό διάγραμμα
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων:

¨ ¨ ¨ // Hn(B;R) //

œ

Hn(X;R) //

œ

Hn(X,B;R)

œ

Bn(X,B)
// Hn´1(B;R) // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Hn(A X B;R)

OO

// Hn(A;R)

OO

// Hn(A,A X B;R)

Hn(iA,B)

OO

Bn(A,AXB)

// Hn´1(A X B;R)

OO

// ¨ ¨ ¨

(με τα κατακόρυφα βέλη υποδηλούντα ομομορφισμούς R-μοδίων επαγομέ-
νους από τις εκάστοτε συνήθεις ενθέσεις). Ονομάζουμε την τοπολογική τριά-
δα (X,A,B) εκτμητική (excisive) για την R-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) όταν οι
ομομορφισμοί R-μοδίων Hn(iA,B) : Hn(A,AXB;R) ÝÑ Hn(X,B;R) και

Hn(iB,A) : Hn(B,AXB;R) ÝÑ Hn(X,A;R)

οι επαγόμενοι από τις συνήθεις ενθέσεις

iA,B : (A,AXB) ãÑ (X,B) iB,A : (B,AXB) ãÑ (X,A)

είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z.
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7.2.2 Σημείωση. (i) Εάν οι ανωτέρω υποχώροι είναι τέτοιοι, ώστε να ισχύει η ισότη-
ταX = intX(A)Y intX(B) (όπως, π.χ., στην περίπτωση όπου οιA,B είναι ανοικτοί
υπόχωροι και X = AYB), τότε από την εναλλακτική μορφή ES-A3 ‹ τού αξιώμα-
τος τής εκτομής (βλ. πρόταση C.2.7) έπεται ότι η τριάδα (X,A,B) είναι εκτμητική.
(ii) Όταν X = A Y B ο ως άνω ορισμός δεν εξαρτάται κατ’ ουσίαν από τη διά-
ταξη των A,B στην τοπολογική τριάδα (A Y B,A,B)! Όπως θα δούμε κατωτέρω
(στην πρόταση 7.2.6) η τριάδα (A Y B,A,B) είναι εκτμητική εάν και μόνον εάν η
(AYB,B,A) είναι εκτμητική. (Εν τοιαύτη περιπτώσει, αρκετοί συγγραφείς καλούν
το ίδιο το ζεύγος (A,B) εκτμητικό ζεύγος.)

7.2.3 Θεώρημα. Έστω ότι C είναι μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία, (H‚, B‚)
μια R-θεωρία ομολογίας επί τής C και (X,A,B) μια εκτμητική τοπολογική τριάδα
για την (H‚, B‚) (όπως στο εδ. 7.2.1). Εάν C είναι υπόχωρος τού X με C Ď A X B
και

(X,C), (X,AXB), (A,C), (B,C), (AXB,C), (A,AXB), (B,AXB) P Ob(C ),

και εάν συμβολίσουμε ως

kA : (AXB,C) ãÑ (A,C), kB : (AXB,C) ãÑ (B,C),

lA : (A,C) ãÑ (X,C), lB : (B,C) ãÑ (X,C)

καιmC,B : (X,C) ãÑ (X,B) τις συνήθεις ενθέσεις και ως Dn(A,B) τη σύνθεση των
ομομορφισμών R-μοδίων:

Hn(X,C;R)

Dn(A,B)

33

Hn(mC,B)
// Hn(X,B;R)

Hn(iA,B)´1

// Hn(A,A X B;R)
Bn(A,AXB,C)

// Hn´1(A X B,C;R)

τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
Dn+1(A,B)

// Hn(A X B,C;R)
(Hn(kA),Hn(kB))

// Hn(A,C;R) ‘ Hn(B,C;R)

Hn(lA)´Hn(lB)

// Hn(X,C;R)
Dn(A,B)

// Hn´1(A X B,C;R)
(Hn´1(kA),Hn´1(kB))

// ¨ ¨ ¨

(η λεγομένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris (για τους A,B) ως προς την
(H‚, B‚)).

Αποδειξη. Λαμβάνουμε υπ’ όψιν το γεγονός ότι οι Hn(iA,B) και Hn(iB,A) είναι
ισομορφισμοί για κάθε n P Z και εντάσσουμε τις μακρές ακριβείς ακολουθίες των
τοπολογικών τριάδων

(A,AXB,C), (B,AXB,C), (X,A,C), (X,B,C) και (X,AXB,C)

(τις κατασκευασθείσες μέσω τού θεωρήματος 7.1.2) στο ακόλουθο διάγραμμα:
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ΕάνA Ď B, τότε τοA χαρακτηρίζεται ως γνήσιο υποσύνολο τούB όταν υπάρχει
τουλάχιστον ένα στοιχείο τού B που δεν ανήκει στο A. (Εν τοιαύτη περιπτώσει
γράφουμε A Ř B και καλούμε το B γνήσιο υπερσύνολο τού A.)

.

.

.

Bn+1(X,AXB,C)

��Bn+1(B,AXB,C) ** Bn+1(A,AXB,C)tt
Hn(A X B,C;R)

��

uu ))
Hn(A,C;R)

))

))

Hn(B,C;R)

uu

uu

Hn(X,C;R)

��

uu ))
Hn(X,B;R)

Bn(X,B,C)

))

Hn(X,A;R)

Bn(X,A,C)

uu

Hn(X,A X B;R)

55ii

Bn(X,A X B,C)

��

Hn(A,A X B;R)

Hn(iA,B) –

OO

55

Bn(A,AXB,C) ))

Hn(B,A X B;R)

Hn(iB,A)–

OO

ii

Bn(B,AXB,C)uu
Hn´1(A X B,C;R)

��

uu ))
Hn´1(B,C;R) Hn´1(A,C;R)

.

.

.

1.1.2 Ορισμός. Έστω ότι τα A και B είναι δυο σύνολα. Τότε η ένωσή τους είναι
το σύνολο

AYB := tx | x P A ή x P Bu (1.1)

και η τομή τους το σύνολο

AXB := tx | x P A και x P Bu. (1.2)

Επειδή όλα τα τρίγωνά του, καθώς και τα τετράπλευρα

Hn(A,C;R) //

��

Hn(X,C;R)

��

Hn(B,C;R)oo

��

Hn(A,AXB;R) // Hn(X,AXB;R) Hn(B,AXB;R)oo

είναι μεταθετικά και η ακρίβεια διατηρείται κατά μήκος των διαγωνίων τού σχη-
ματιζόμενου εξαγώνου, ο ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει τού θεωρήματος 3.1.26.
(Γράφοντας στη διατύπωση τού θεωρήματος (εν συντομία) “Hn(lA)´ Hn(lB)” εν-
νοούμε -όπως και στο 3.1.26- την απεικόνιση Hn(lA) ‘ (´Hn(lB)). )
7.2.4 Σημείωση. (i) Εάν C = ∅, τότε από το θεώρημα 7.2.3 προκύπτει η (συνήθης)
ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris (για την εκτμητική τριάδα (X,A,B)):

¨ ¨ ¨
Dn+1(A,B)

// Hn(A X B;R)
(Hn(kA),Hn(kB))

// Hn(A;R) ‘ Hn(B;R)

Hn(lA)´Hn(lB)

// Hn(X;R)
Dn(A,B)

// Hn´1(A X B;R)
(Hn´1(kA),Hn´1(kB))

// ¨ ¨ ¨
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(ii) Εάν C = tptu και A X B ‰ ∅, τότε από το θεώρημα 7.2.3 και από το (ii)
τού πορίσματος C.3.5 (με το C στη θέση τού εκεί παρατεθέντος A) προκύπτει η
ανηγμένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris (για την (X,A,B)):

¨ ¨ ¨

ĂDn+1(A,B)
// ĂHn(A X B;R)

( ĄHn(kA), ĄHn(kB))
// ĂHn(A;R) ‘ ĂHn(B;R)

ĄHn(lA)´ ĄHn(lB)

// ĂHn(X;R)
ĂDn(A,B)

// ĂHn´1(A X B;R)
( ĄHn´1(kA), ĄHn´1(kB))

// ¨ ¨ ¨

7.2.5 Θεώρημα. Έστω ότι X είναι ένας τοπολογικός χώρος και οι A,B δυο υπόχω-
ροί του. Εάν C είναι μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία, (H‚, B‚) μια R-θεωρία
ομολογίας επί τής C και (A Y B,A,B) μια εκτμητική τοπολογική τριάδα για την
(H‚, B‚) (όπως στον ορισμό 7.2.1) με (X,A), (X,B), (X,AYB), (X,AXB) P Ob(C ),

και εάν συμβολίσουμε ως

νA : (X,AXB) ãÑ (X,A), νB : (X,AXB) ãÑ (X,B),

ξA : (X,A) ãÑ (X,AYB), ξB : (X,B) ãÑ (X,AYB)

και ρA : (A,AXB) ãÑ (X,AXB) τις συνήθεις ενθέσεις, και ως pD(A,B) τη σύνθεση
των ομομορφισμών R-μοδίων

Hn(X,AYB;R)

pD(A,B)
--

Bn(X,AYB,B)
// Hn´1(AYB,B;R)

Hn´1(iA,B)´1

// Hn´1(A,AXB;R)

Hn´1(ρA)

��

Hn´1(X,AXB;R)

τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨

xDn+1(A,B)
// Hn(X,A X B;R)

(Hn(νA),Hn(νB))
// Hn(X,A;R) ‘ Hn(X,B;R)

Hn(ξA)´Hn(ξB)

// Hn(X,A Y B;R)
xDn(A,B)

// Hn´1(X,A X B;R)
(Hn´1(νA),Hn´1(νB))

// ¨ ¨ ¨

(η λεγομένη σχετική ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris τού X ως προς τους
A,B και την (H‚, B‚)).

Αποδειξη. Λαμβάνουμε υπ’ όψιν το γεγονός ότι οι Hn´1(iA,B) και Hn´1(iB,A)
είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z και εντάσσουμε τις μακρές ακριβείς ακολουθίες
των τοπολογικών τριάδων

(X,AYB,A), (X,AYB,B), (X,A,AXB), (X,B,AXB) και (X,AYB,AXB)

(τις κατασκευασθείσες μέσω τού θεωρήματος 7.1.2) στο ακόλουθο διάγραμμα:
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ΕάνA Ď B, τότε τοA χαρακτηρίζεται ως γνήσιο υποσύνολο τούB όταν υπάρχει
τουλάχιστον ένα στοιχείο τού B που δεν ανήκει στο A. (Εν τοιαύτη περιπτώσει
γράφουμε A Ř B και καλούμε το B γνήσιο υπερσύνολο τού A.)

.

.

.

��++ ss
Hn(X,A X B;R)

��

ss ++
Hn(X,A;R)

++

Bn(X;A,AXB)

))

Hn(X,B;R)

ss

Bn(X;B,AXB)

uu

Hn(X,A Y B;R)

Bn(X;A Y B,A X B)

��

Bn(X;AYB,B)

tt

Bn(X;AYB,A)

**
Hn´1(A Y B,B;R)

))

Hn´1(A Y B,A;R)

uu

Hn´1(A Y B,A X B;R)

44jj

��

Hn´1(A,A X B;R)

Hn´1(iA,B)

OO

44

**

Hn´1(B,A X B;R)

Hn´1(iB,A)

OO

jj

tt
Hn´1(X,A X B;R)

��

tt **
Hn´1(X,B;R) Hn´1(X,A;R)

.

.

.

1.1.2 Ορισμός. Έστω ότι τα A και B είναι δυο σύνολα. Τότε η ένωσή τους είναι
το σύνολο

AYB := tx | x P A ή x P Bu (1.1)

και η τομή τους το σύνολο

AXB := tx | x P A και x P Bu. (1.2)

1.1.3 Πρόταση. Ας υποθέσουμε ότι τα A,B και C είναι τυχόντα σύνολα. Τότε για
την ένωση (1.1) και την τομή (1.2) ισχύουν τα εξής:

Επειδή όλα τα τρίγωνά του, καθώς και τα τετράπλευρα

Hn(X,A;R) //

Bn(X,A,AXB)
��

Hn(X,AYB;R)

Bn(X,AYB,AXB)
��

Hn(X,B;R)oo

Bn(X,B,AXB)
��

Hn´1(A,AXB;R) // Hn´1(AYB,AXB;R) Hn´1(B,AXB;R)oo

είναι μεταθετικά και η ακρίβεια διατηρείται κατά μήκος των διαγωνίων τού σχηματι-
ζόμενου εξαγώνου, ο ισχυρισμός είναι αληθής δυνάμει τού θεωρήματος 3.1.26.

7.2.6 Πρόταση. Έστω ότιX είναι ένας τοπολογικός χώρος και ότι οιA,B είναι δυο
υπόχωροί του, τέτοιοι ώστε να ισχύει A Y B Ď X. Εάν C είναι μια ομολογικώς
επιτρεπτή κατηγορία και (H‚, B‚) είναι μια R-θεωρία ομολογίας επί τής C με

(X,AYB), (X,A), (X,B), (X,AXB),

(AYB,A), (AYB,B), (A,AXB), (B,AXB), (AYB,AXB)

τοπολογικά ζεύγη ανήκοντα στην C , τότε οι κάτωθι συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Η τοπολογική τριάδα (AYB,A,B) είναι εκτμητική για την (H‚, B‚).

(ii) Η τοπολογική τριάδα (AYB,B,A) είναι εκτμητική για την (H‚, B‚).



374 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΩΝ MAYER ΚΑΙ VIETORIS

(iii) Η (κανονιστικώς οριζόμενη) απεικόνιση

Hn(A,AXB;R) ‘ Hn(B,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)

είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.
(iv) Η (κανονιστικώς οριζόμενη) απεικόνιση

Hn(AYB,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,A;R) ‘ Hn(AYB,B;R)

είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.

Αποδειξη. (i)ñ(iii) Εάν η (A Y B,A,B) είναι εκτμητική, τότε εφαρμόζοντας το
θεώρημα 7.2.3 (με τους σε αυτό εισαχθέντες συμβολισμούς) για X := A Y B και
C := AXB λαμβάνουμε για κάθε n P Z ισομορφισμούς

t0u ÝÑ Hn(A,AXB;R) ‘ Hn(B,AXB;R)
–

ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)
Dn(A,B)

ÝÑ t0u.

(ii)ñ(iii) Εάν η τριάδα (A Y B,B,A) είναι εκτμητική, τότε εναλλάσσοντας τους
ρόλους τωνA καιB και χρησιμοποιώντας το ίδιο επιχείρημα (σε συνδυασμό με την
-μέχρις ισομορφισμού- μεταθετικότητα τού ευθέος αθροίσματος R-μοδίων) κατα-
λήγουμε εκ νέου στην ύπαρξη των ανωτέρω ισομορφισμών.
(iii)ñ[(i) και (ii)] Εάν Hn(A,AXB;R)‘Hn(B,AXB;R) – Hn(AYB,AXB;R),
για κάθε n P Z, τότε εφαρμόζοντας το θεώρημα 7.2.3 (με τους σε αυτό εισαχθέντες
συμβολισμούς) για X := A Y B και C := A X B λαμβάνουμε από το ευμεγέθες
διάγραμμα τής σελ. 371 το εξής:

Hn(A Y B,A X B;R)

tt **
Hn(A Y B,B;R) Hn(A Y B,A;R)

Hn(A Y B,A X B;R)

44jj

��

Hn(A,A X B;R)

Hn(iA,B)

OO

44

**

Hn(B,A X B;R)

Hn(iB,A)

OO

jj

tt
t0u

και οι
#

Hn(A,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)

Hn(B,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)

+

είναι μονομορφισμοί για κάθε n P Z, ενώ στη μακρά ακριβή ακολουθία των τοπολο-
γικών τριάδων (AYB,A,AXB) και (AYB,B,AXB) οι συνδετικοί ομομορφισμοί
είναι μηδενικοί. Τούτο σημαίνει ότι οι

#

Hn(AYB,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,A;R)

Hn(AYB,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,B;R)

+



§7.2 ΚΛΑΣΙΚΕΣ ΑΚΡΙΒΕΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΤΩΝ MAYER ΚΑΙ VIETORIS 375

είναι επιμορφισμοί για κάθε n P Z. Βάσει λοιπόν τού λήμματος 3.1.22 διαπιστώνου-
με ότι αμφότεροι οι Hn(iA,B) και Hn(iB,A) είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z.
(i)ñ(iv) Εάν η τριάδα (AYB,A,B) είναι εκτμητική, τότε εφαρμόζοντας το θεώρη-
μα 7.2.5 (με τους σε αυτό εισαχθέντες συμβολισμούς) για X := AYB λαμβάνουμε
για κάθε n P Z ισομορφισμούς

t0u
pDn+1(A,B)

ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)
–

ÝÑ Hn(AYB,A;R) ‘ Hn(AYB,B;R) ÝÑ t0u

(ii)ñ(iv) Εάν η τριάδα (AYB,B,A) είναι εκτμητική, τότε εναλλάσσοντας τους ρό-
λους των A και B και χρησιμοποιώντας το ίδιο επιχείρημα (σε συνδυασμό με την
-μέχρις ισομορφισμού- μεταθετικότητα τού ευθέος αθροίσματος R-μοδίων) κατα-
λήγουμε εκ νέου στην ύπαρξη των ανωτέρω ισομορφισμών.
(iv)ñ[(i) και (ii)] Εάν Hn(AYB,AXB;R) – Hn(AYB,B;R)‘Hn(AYB,B;R)
για κάθε n P Z, τότε εφαρμόζοντας το θεώρημα 7.2.5 (με τους σε αυτό εισαχθέντες
συμβολισμούς) για X := AYB λαμβάνουμε από το ευμεγέθες διάγραμμα τής σελ.
373 το εξής:

t0u

��

tt **
Hn(A Y B,B;R) Hn(A Y B,A;R)

Hn(A Y B,A X B;R)

44jj

Hn(A,A X B;R)

Hn(iA,B)

OO

44

**

Hn(B,A X B;R)

Hn(iB,A)

OO

jj

tt
Hn(A Y B,A X B;R)

και οι
#

Hn(AYB,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,A;R)

Hn(AYB,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,B;R)

+

είναι επιμορφισμοί για κάθε n P Z, ενώ στη μακρά ακριβή ακολουθία των τοπο-
λογικών τριάδων (AYB,A,AXB) και (AYB,B,AXB) είναι μηδενικοί. Τούτο
σημαίνει ότι οι

#

Hn(A,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)

Hn(B,AXB;R) ÝÑ Hn(AYB,AXB;R)

+

είναι μονομορφισμοί για κάθε n P Z. Βάσει τού λήμματος 3.1.22 διαπιστώνουμε ότι
αμφότεροι οι Hn(iA,B) και Hn(iB,A) είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z.

7.2.7 Πόρισμα. Ύστερα από εναλλαγή των ρόλων τωνA καιB στα θεωρήματα 7.2.3
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και 7.2.5 οι συνδετικοί ομομορφισμοί αλλάζουν πρόσημο, δηλαδή ισχύει

Dn(A,B) = ´Dn(B,A) και pDn(A,B) = ´pDn(B,A), @n P Z.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τα προαναφερθέντα στο θεώρημα 3.1.26.

7.2.8 Σημείωση. (i) Εάν οιX1, X2 είναι δυο τοπολογικοί χώροι καιX1+X2 το τοπο-
λογικό άθροισμα αυτών (βλ. B.2.11 (iii), σελ. 640), τότε η τριάδα (X1+X2, X1, X2)

είναι εκτμητική (βάσει τού αξιώματος τής εκτομής), ενώ η συνήθης ακριβής ακο-
λουθία των Mayer και Vietoris 7.2.4 (i) για την (X1+X2, X1, X2) μας δίδει ισομορ-
φισμούς

Hn(X1 +X2;R) – Hn(X1;R) ‘ Hn(X2;R), @n P Z.

(ii) Εάν οι X1, ..., Xk, k ě 2, είναι τοπολογικοί χώροι, τότε χρησιμοποιώντας τό (i)
και μαθηματική επαγωγή επί τού n είμαστε σε θέση να αποδείξουμε τους ισομορ-
φισμούς:

Hn(
k
ř

j=1

Xj ;R) –
k
À

j=1

Hn(Xj ;R), @n P Z.

(iii) Εν αντιθέσει προς τα (i), (ii), εάν κανείς θεωρήσει το τοπολογικό άθροισμα
ř

jPJ Xj μιας μη πεπερασμένης οικογένειας (Xj)jPJ (τοπολογικών χώρων), τότε οι
αντίστοιχοι ισομορφισμοί είναι αδύνατον να συναχθούν από τα αξιώματα ES-A1 ,
ES-A2 , ES-A3 και ES-A4 τού εδ. C.1.6, εξ ου προέκυψε και η ανάγκη εισαγωγής

τού αξιώματος ES-A5 .

7.2.9 Παρατήρηση. Η χρήση τής ακριβούς ακολουθίας των Mayer και Vietoris είναι
θεμελιώδους σημασίας στο πλαίσιο τής Αλγεβρικής Τοπολογίας (όπως συμβαίνει με
το θεώρημα1 των Seifert2 και van Kampen3 όταν κανείς εργάζεται με τη θεμελιώδη
ομάδα B.6.13). Με τη βοήθειά της μπορεί κανείς να υπολογίσει τους μοδίους ομο-
λογίας ενός τοπολογικού χώρου, αρκεί να τον έχει διασπάσει σε κατάλληλους «δο-
μικούς λίθους». Ωστόσο, απαιτείται προσοχή προκειμένου να διασφαλίζεται αυτή η
«καταλληλότητα». Επί παραδείγματι, θεωρώντας τή μη εκτμητική τοπολογική τριά-
δα (X,A,B), X := AYB (Ś intX(A)YintX(B)),ως προς τηνR-θεωρία ιδιάζουσας

1Για αποδείξεις και κάποιες πρώτες εφαρμογές αυτού τού θεωρήματος βλ. Armstrong [37], σελ. 138-140, Bredon
[57], §III.9, σελ. 158-161, Fulton [65], §14.c, σελ. 197-200,Hatcher [68], σελ. 43-46, Kosniowski [54], Chapters 23-25,
σελ. 181-201, Massey [77], Chapter IV, σελ. 86-116, Mayer [79], §II.3, σελ. 89-95, Munkres [41], Chapter 11, σελ.
407-445, Rotman [84], Theorem 7.40, σελ. 175-176, και Stöcker & Zieschang [87], §5.3, σελ. 110-120.

2Seifert, Herbert (27/5/1907-1/10/1996). Γερμανός μαθηματικός. Εξεπόνησε επιστημονικές διατριβές το 1930 στο Πα-
νεπιστήμιο τής Δρέσδης υπό τον W. Threlfall (με τον οποίο τον συνέδεε μια στενή φιλία που οδήγησε αργότερα σε ένα
κοινό ερευνητικό πρόγραμμα και στη συγγραφή τού περίφημου βιβλίου [50] υπό τον τίτλο Lehrbuch der Topologie) και
το 1932 στο Πανεπιστήμιο τής Λειψίας υπό τον van der Waerden. Η έρευνά του επικεντρώθηκε κυρίως στη μελέτη των
τοπολογικών ιδιοτήτων των τριδιαστάτων ινικών χώρων, των ομάδων μεταφορών τού τριδιαστάτου σφαιρικού χώρου,
τού γένους των κόμπων και των αναλλοιώτων ζευγμάτων ορισμένων χαρακτηριστικών κόμπων. Έως τη συνταξιοδότη-
σή του διετέλεσε καθηγητής τού Πανεπιστημίου τής Χαϊδελβέργης. Για περισσότερα βιογραφικά στοιχεία βλ. D. Puppe:
H. Seifert. In: History of Topology, North-Holland, Amsterdam, (1999), σελ. 1021-1027.

3van Kampen, Egbert Rudolf (28/5/1908-11/2/1942). Ολλανδός μαθηματικός. Σπούδασε στα Πανεπιστήμια τής Leiden
και τού Göttingen (κατά τα έτη 1924-1927) και επηρεάσθηκε από τις τοπολογικές εργασίες των van der Waerden
(1903-1996) και Alexandoff (1896-1982). Εξεπόνησε τη διδακτορική του διατριβή υπό τον van der Woude (1876-
1982) στη Leiden (1929) υπό τον τίτλο Die kombinatorische Topologie und die Dualitätssätze και από το 1931 μετέβη
στις Η.Π.Α., όπου και δίδαξε στο Johns Hopkins University. Παρήγαγε αρκετές σημαντικές ερευνητικές εργασίες μέχρι
τον πρόωρο θάνατό του (το 1942) που ήταν αποτέλεσμα τής επαράτου νόσου, η οποία τον καταπόνησε επί τουλάχιστον
μία τριετία.
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ομολογίας (H sing.
‚ , B

sing.
‚ ) επί τής Top[2] (βλ. D.2.16 και D.2.27), όπου

A := t(0, y) P R2
| y ě ´1u Y t(x, y) P R2

| 0 ă x ď
π

2
, y ě sin( 1

x
)u,

B := t(0, y) P R2
| y ď ´1u Y t(x, y) P R2

| 0 ă x ď
π

2
, y ď sin( 1

x
)u,

X =

#

κλειστή κατακόρυφη λωρίδα εντός τού R2 κείμενη

μεταξύ τού άξονα των y και τής ευθείας x = π
2

+

,

AXB =
␣

(0, y) P R2
ˇ

ˇ ´ 1 ď y ď 1
(

Y
␣

(x, sin( 1
x
))
ˇ

ˇ 0 ă x ď π
2

(

(με τους A,B κλειστούς υπόχωρους τού X και το AXB έχον δύο δρομοσυνεκτικές
συνιστώστες), δεν υφίσταται ακριβής ακολουθία τύπου Mayer-Vietoris, όταν o R
είναι μια Π.Κ.Ι! Πράγματι· εάν η

¨ ¨ ¨ ÝÑ H
sing.
1 (X;R) ÝÑ H

sing.
0 (A X B;R) ÝÑ H

sing.
0 (A;R) ‘ H

sing.
0 (B;R) ÝÑ H

sing.
0 (X;R) ÝÑ t0u

ήταν ακριβής, τότε, επειδή H sing.
0 (A X B;R)

–
ÝÑ

D.2.24
R ‘ R και οι X,A,B είναι συ-

σταλτοί με

H
sing.
1 (X;R) – t0u, H

sing.
0 (X;R) – H

sing.
0 (A;R) – H

sing.
0 (B;R) – R

(βλ. C.2.3, C.1.7 (iii)), θα προέκυπτε η t0u ÝÑ R ‘ R ÝÑ R ‘ R ÝÑ R ÝÑ t0u,

οπότε θα είχαμε 3 = rankR((R ‘R) ‘R) =
3.4.4

rankR(R ‘R) = 2. Άτοπο!

§ Εναλλακτικός τρόπος δημιουργίας MV-ακολουθιών μέσω αλυσωτών συμπλόκων.
Όταν κανείς εργάζεται, π.χ., με τις συνηθέστερες θεωρίες ομολογίας, ήτοι με τις θε-
ωρίες ιδιάζουσας και μονοπλεκτικής ομολογίας, ορισμένες ακολουθίες των Mayer
και Vietoris μπορούν να εξαχθούν και απευθείας κάνοντας χρήση τού θεωρήματος
3.3.1. Επί παραδείγματι, εάν X είναι ένας τοπολογικός χώρος και A,B υπόχωροι
αυτού, τότε το αντίστοιχο τής 7.2.6 ως προς την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ) είναι το εξής:

7.2.10 Λήμμα. Οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες:
(i) Ο αλυσωτός μετασχηματισμός S‚(A;R) + S‚(B;R) ÝÑ S‚(A Y B;R) επάγει
ισομορφισμούς

Hn(S‚(A;R) + S‚(B;R)) – Hn(S‚(AYB;R)) =: H sing.
n (AYB;R), @n P Z.

(ii) Ο (S‚(A;R)+S‚(B;R))/S‚(B;R) ÝÑ S‚(AYB;R)/S‚(B;R) επάγει ισομορ-
φισμούς

Hn((S‚(A;R) + S‚(B;R))/S‚(B;R)) – Hn(S‚(AYB;R)/S‚(B;R)), @n P Z.

(iii) Ο (S‚(A;R)+S‚(B;R))/S‚(A;R) ÝÑ S‚(AYB;R)/S‚(A;R) επάγει ισομορ-
φισμούς

Hn((S‚(A;R) + S‚(B;R))/S‚(A;R)) – Hn(S‚(AYB;R)/S‚(A;R)), @n P Z.

(iv) Ο S‚(A;R)/S‚(AXB;R) ÝÑ S‚(AYB)/S‚(B;R) επάγει ισομορφισμούς

H sing.
n (A,AXB;R) – H sing.

n (AYB,B;R), @n P Z.
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(v) Ο S‚(B;R)/S‚(AXB;R) ÝÑ S‚(AYB)/S‚(A;R) επάγει ισομορφισμούς

H sing.
n (B,AXB;R) – H sing.

n (AYB,A;R), @n P Z.

(vi) Hn(S‚(X;R)/(S‚(A;R) + S‚(B;R))) – H
sing.
n (X,AYB;R), @n P Z.

(vii) H sing.
n (A,AXB;R) ‘H

sing.
n (B,AXB;R) – H

sing.
n (AYB,AXB;R),@n P Z.

Αποδειξη. Η ισοδυναμία των συνθηκών (i) και (ii) έπεται ύστερα από εφαρμογή
τού λήμματος 3.1.8 «των πέντε» στις μακρές ακριβείς ακολουθίες ομολογίας (τις κα-
τασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος 3.2.13) για τις βραχείες ακριβείς ακολουθίες
αλυσωτών συμπλόκων τού κάτωθι μεταθετικού διαγράμματος.

0‚
// S‚(B;R) // S‚(A;R) + S‚(B;R)

��

// (S‚(A;R) + S‚(B;R))/S‚(B;R)

��

// 0‚

0‚
// S‚(B;R) // S‚(AYB) // S‚(AYB;R)/S‚(B;R) // 0‚

Η ισοδυναμία των (ii) και (iv) έπεται ύστερα από θεώρηση των μοδίων ομολογίας
των αλυσωτών συμπλόκων τού κάτωθι μεταθετικού τριγώνου

S‚(A;R)/S‚(AXB;R)

))

// (S‚(A;R) + S‚(B;R))/S‚(B;R)

tt

S‚(AYB;R)/S‚(B;R)

και εφαρμογή τού 2ου θεωρήματος ισομορφισμών 2.3.12. Η ισοδυναμία των (i), (iii)
και (v) προκύπτει ύστερα από εναλλαγή των ρόλων τωνA καιB, ενώ οι ισοδυναμίες
μεταξύ των λοιπών συνθηκών είναι προφανείς.

7.2.11 Πόρισμα. Εάν ισχύει μία (και, κατ’ επέκταση, και οι επτά) εκ των συνθηκών
τού λήμματος 7.2.10 και X = AYB, τότε κατασκευάζεται απευθείας η ακολουθία
7.2.4 (i) των Mayer και Vietoris

¨ ¨ ¨
Dn+1

// Hsing.
n (A X B;R) // Hsing.

n (A;R) ‘ Hsing.
n (B;R)

// Hsing.
n (X;R)

Dn

// H
sing.
n´1(A X B;R) // ¨ ¨ ¨

ως προς την (H
sing.
‚ , B

sing.
‚ ) (μέσω τού θεωρήματος 3.3.1).

Αποδειξη. Είναι αρκετό να εφαρμοσθεί το θεώρημα 3.3.1 θέτοντας τα αλυσωτά
σύμπλοκα S‚(X;R), S‚(A;R) και S‚(B;R) στη θέση των εκεί παρατεθέντων M‚,

M1
‚ και M2

‚, αντιστοίχως.

7.2.12 Παρατήρηση. Το λήμμα 7.2.10 και το πόρισμα 7.2.11 εξακολουθούν να ισχύ-
ουν (ως έχουν) και ως προς τη θεωρία μονοπλεκτικής ομολογίας (H

simpl.
‚ , B

simpl.
‚ ).
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(Βλ. D.1.61.) Επιπροσθέτως, εάν K1 και K2 είναι υποσυμπλέγματα ενός μονο-
πλεκτικού συμπλέγματος K (βλ. D.1.26), όπου K = K1 Y K2, και τα S‚(A;R)

και S‚(B;R) αντικατασταθούν με τα C‚(K1;R) και C‚(K2;R), αντιστοίχως (βλ.
D.1.42), τότε οι επτά (ισοδύναμες) συνθήκες στο 7.2.10 ικανοποιούνται αυτομάτως
(διότι C‚(K1;R) + C‚(K2;R) = C‚(K;R)) και, ως εκ τούτου, η ακολουθία τού
7.2.11 είναι πάντοτε ακριβής. (Bλ. Rotman [84], Thm. 7.16 και Cor. 7.17, σελ. 147.)

§ Μετάβαση σε MV-ακολουθίες ως προς τις θεωρίες συνομολογίας. Με εντελώς α-
νάλογο τρόπο μπορεί κανείς να κατασκευάσει τη μακρά ακριβή ακολουθία μιας το-
πολογικής τριάδας και να ορίσει εκτμητικές τριάδες για θεωρίες συνομολογίας επί
ομολογικώς επιτρεπτών κατηγοριών, καθώς και να αποδείξει συνομολογικές εκδο-
χές των θεωρημάτων 7.2.3 και 7.2.5, και τής προτάσεως 7.2.6.

7.3 ΕΞΩΘΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Μια πολύ χρήσιμη ακριβής ακολουθία τύπου Mayer-Vietoris είναι αυτή που δη-
μιουργείται στην περίπτωση θεωρήσεως εξωθήσεων.

7.3.1 Ορισμός. Ένα μεταθετικό διάγραμμα τοπολογικών χώρων και συνεχών
απεικονίσεων μεταξύ αυτών τής μορφής

X0
i2 //

œi1

��

X2

j2

��

X1
j1

// X

ονομάζεται εξώθηση (pushout) όταν πληροί την ακόλουθη «καθολική συνθήκη»:
Για οιονδήποτε τοπολογικό χώρο Y και οιεσδήποτε συνεχείς απεικονίσεις

f1 : X1 ÝÑ Y, f2 : X2 ÝÑ Y με f1 ˝ i1 = f2 ˝ i2

υπάρχει μονοσημάντως ορισμένη συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y που καθιστά
το κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό.

X0

œ

i1

}}

i2

!!

X1

œ

j1
!!

f1

++

X2

ö

j2
}}

f2

ss

X

f

��

Y
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7.3.2 Σημείωση. (i) Η μοναδικότητα τής ως άνω f (μέχρις ομοιομορφισμού) έπεται
άμεσα από την «καθολική συνθήκη».
(ii) Η ύπαρξη τριάδας (X, j1, j2) με την εν λόγω ιδιότητα αποδεικνύεται θέτοντας

X := X1 YX0
X2 := (X1 +X2)/ „, όπου i1(x0) „ i2(x0), @x0 P X0,

p : X1 +X2 ÝÑ X η φυσική επίρριψη και j1 := p|X1
, j2 := p|X2

.

(iii) Στην περίπτωση κατά την οποία η i1 : X0 ÝÑ X1 παριστά μια ένθεση (τού X0

εντός τού X1), τότε κανείς μπορεί να εκλάβει εποπτικώς την αντίστοιχη εξώθηση
ως τον χώρο ο οποίος ορίζεται για κάθε x0 P X0 ύστερα από συγκόλληση των ση-
μείων i1(x0) P X1 και i2(x0) P X2. Π.χ., εάν X1 = S2

´ :=
␣

(x1, x2, x3) P S2
ˇ

ˇx3 ď 0
(

είναι το κάτω και, αντιστοίχως, X2 = S2
+ :=

␣

(x1, x2, x3) P S2
ˇ

ˇx3 ě 0
(

είναι το άνω
ημισφαίριο τής σφαίρας S2, X0 η τομή αυτών S2+ X S2´ = S1 (ήτοι ο ισημερινός) και
i1, i2 οι συνήθεις ενθέσεις, τότεX1 « X2 « B2 και η εξώθηση αυτών (μέσω τούX0)
δίδει την ίδια τη σφαίρα S2:

Από την άλλη μεριά, εάν υποτεθεί ότι X1 = X2 = I ˆ I, X0 = t0, 1u ˆ I, ότι η
i1 : X0 ÝÑ X1 παριστά τη συνήθη ένθεση και i2 : t0, 1uˆI ÝÑ IˆI, (0, t) ÞÝÑ (0, t),

(1, t) ÞÝÑ (1, 1 ´ t), για κάθε t P I, τότε λαμβάνουμε ως εξώθηση αυτών μια ταινία
τού Möbius:

7.3.3 Ορισμός. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος. Ο υπόχωρος A τού X κα-
λείται περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη τούX όταν υπάρχει ανοικτή περιο-
χή U τούA εντός τούX, τέτοια ώστε οA να είναι παραμορφωτική σύμπτυξη τής
U. (Βλ. εδ. B.5.22.)
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7.3.4 Θεώρημα. ΈστωR τυχών μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος. Εάν υποτε-
θεί ότι (H‚, B‚) είναι μια R-θεωρία ομολογίας επί τής Top[2], και ότι

X0
i2 //

œi1

��

X2

j2

��

X1
j1

// X

(7.3)

είναι μια εξώθηση των τοπολογικών χώρων X1, X2 (μέσω τού X0), όπου η απεικό-
νιση

i1 : X0 ÝÑ X1

παριστά την ένθεση ενός κλειστού υπόχωρουX0 τούX1 εντός αυτού και όπου οX0

αποτελεί μια περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη τού X1, τότε η j2 : X2 ÝÑ X

είναι κατ’ ανάγκην η ένθεση ενός κλειστού υπόχωρου X2 τού X εντός αυτού, ο X2

περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη τού X, οι ομομορφισμοί R-μοδίων4

Hn(j1, i2) : Hn(X1, X0;R) ÝÑ Hn(X,X2;R)

ισομορφισμοί για κάθεn P Z, ενώ για κάθε υπόχωροA τούX0 υφίσταται μια μακρά
ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨
Dn+1

// Hn(X0, A;R)
(Hn(i1),Hn(i2))

// Hn(X1, A;R) ‘ Hn(X2, A;R)

Hn(j1)´Hn(j2)

// Hn(X,A;R)
Dn

// Hn´1(X0, A;R)
(Hn´1(i1),Hn´1(i2))

// ¨ ¨ ¨

(η λεγομένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris για την εξώθηση (7.3) ως προς
την (H‚, B‚)).

Αποδειξη. Επειδή οX0 αποτελεί μια περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη τούX1,

υπάρχει μια ανοικτή περιοχή U τού X0 εντός τού X1, καθώς και μια απεικόνιση
συμπτύξεως r : U ÝÑ X και μια ομοτοπία

h : U ˆ I ÝÑ U(σχ. X0)

με i11 ˝r »
h

idU , όπου i11 : X0 ãÑ U η συνήθης ένθεση. Θέτοντας

V := j1(U) Y j2(X2) Ď X,

η j2 : X2 ÝÑ X είναι η ένθεση ενός κλειστού υποχώρου τούX και τοV αποτελεί μια
ανοικτή περιοχή τού X2 εντός τού X. Έστω j1

2 : X2 ãÑ V η μέσω τής j2 επαγόμενη

4Προσοχή! Γράφουμε Hn(j1, i2) αντί Hn(j1) απλώς για να υποδηλώνεται με έμφαση η ταύτιση τού X0 με το
i1(X0).
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ένθεση και έστω j1
1 := j1|U . Τότε προκύπτουν οι εξωθήσεις

X0
i2 //

œi11
��

X2

j1
2

��

U
j1
1

// V

και X0 ˆ I i2ˆidI //

œi11ˆidI

��

X2 ˆ I

j1
2ˆidI

��

U ˆ I
j1
1ˆidI

// V ˆ I.

Οι i2 ˝r : U ÝÑ X2 και idX2 : X2 ÝÑ X2 ορίζουν (λόγω τής πρώτης εξ αυτών των
εξωθήσεων) μια απεικόνιση συμπτύξεως r : V ÝÑ X2 για την ένθεση j1

2 : X2 ãÑ V.

Κατ’ αναλογίαν, οι απεικονίσεις

j1
1 ˝ h : U ˆ I ÝÑ V και X2 ˆ I

pr1
ÝÑ X2

j1
2

ãÑ V

ορίζουν (λόγω τής δεύτερης εξ αυτών των εξωθήσεων) μια ομοτοπία Η: V ˆI ÝÑ V.

Μέσω των r και Η διαπιστώνουμε ότι ο X2 αποτελεί παραμορφωτική σύμπτυξη
τού V και περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη τού X. Ιδιαιτέρως βλέπουμε ότι οι
ενθέσεις i11 : X0 ãÑ U και j1

2 : X2 ãÑ V αποτελούν ομοτοπικές ισοδυναμίες. Μέσω
των μακρών ακριβών ακολουθιών των τοπολογικών ζευγών

(X1, X0), (X1, U), (X,X2) και (X,V )

(η ύπαρξη των οποίων διασφαλίζεται από το αξίωμα ES-A1 τού εδ. C.1.6 ) λαμβά-
νουμε τα μεταθετικά διαγράμματα

· · ·
Dn+1

// Hn(X0, A;R)
(Hn(i1),Hn(i2))

// Hn(X1, A;R) ⊕ Hn(X2, A;R) =<BCF Hn(j1)−Hn(j2)�������� // Hn(X,A;R)
Dn

// Hn−1(X0, A;R)
(Hn−1(i1),Hn−1(i2))

// · · ·

Hn(X1, X0;R)

	

Hn(idX1 ,i
′
1)

∼=
//

Hn(j1,i2)

��

Hn(X1, U ;R)

Hn(j1,j
′
1)

��

	

Hn(X1rX0, UrX0;R)
Hn(k)

∼=
oo

Hn(j
′′
1 ,j

′′′
1 )∼=

��

Hn(X,X2;R)
Hn(idX ,j

′
2)

∼= // Hn(X,V ;R) Hn(XrX2, VrX2;R)
Hn(l)

∼=oo

· · · // Hn(UrX0;R)

	

//

Hn(j′′′1 ) ∼=

��

Hn(X1rX0;R)

	

//

Hn(j′′1 ) ∼=

��

Hn(X1rX0, UrX0;R)

	

//

Hn(j′′1 ,j′′′1 )

��
�
�
� Hn−1(UrX0;R)

	

//

Hn−1(j′′′1 ) ∼=

��

Hn−1(X1rX0;R)

Hn−1(j′′1 ) ∼=

��

// · · ·

· · · // Hn(VrX2;R) // Hn(XrX2;R) // Hn(XrX2, VrX2;R) // Hn−1(VrX2;R) // Hn−1(XrX2;R) // · · ·

· · · // Hn(X0;R)

	

//

∼=
��

Hn(X1;R)

	

// Hn(X1, X0;R)

	

//

Hn(idX1 ,i
′
1)

��
�
�
�

Hn−1(X0;R)

	

//

∼=
��

Hn−1(X1;R) // · · ·

· · · // Hn(U ;R) // Hn(X1;R) // Hn(X1, U ;R) // Hn−1(U ;R) // Hn−1(X1;R) // · · ·

· · · // Hn(X2;R)

	

//

∼=
��

Hn(X;R)

	

// Hn(X,X2;R)

	

//

Hn(idX ,j
′
2)

��
�
�
�

Hn−1(X2;R)

	

//

∼=
��

Hn−1(X;R) // · · ·

· · · // Hn(V ;R) // Hn(X;R) // Hn(X,V ;R) // Hn−1(V ;R) // Hn−1(X;R) // · · ·

X0
i2 //

�i′1
��

X2

j′2
��

U
j′1

// V

X0 × I
i2×idI //

�i′1×idI

��

X2 × I

j′2×idI

��

U × I
j′1×idI

// V × I

1

και

· · ·
Dn+1

// Hn(X0, A;R)
(Hn(i1),Hn(i2))

// Hn(X1, A;R) ⊕ Hn(X2, A;R) =<BCF Hn(j1)−Hn(j2)�������� // Hn(X,A;R)
Dn

// Hn−1(X0, A;R)
(Hn−1(i1),Hn−1(i2))

// · · ·

Hn(X1, X0;R)

	

Hn(idX1 ,i
′
1)

∼=
//

Hn(j1,i2)

��

Hn(X1, U ;R)

Hn(j1,j
′
1)

��

	

Hn(X1rX0, UrX0;R)
Hn(k)

∼=
oo

Hn(j
′′
1 ,j

′′′
1 )∼=

��

Hn(X,X2;R)
Hn(idX ,j

′
2)

∼= // Hn(X,V ;R) Hn(XrX2, VrX2;R)
Hn(l)

∼=oo

· · · // Hn(UrX0;R)

	

//

Hn(j′′′1 ) ∼=

��

Hn(X1rX0;R)

	

//

Hn(j′′1 ) ∼=

��

Hn(X1rX0, UrX0;R)

	

//

Hn(j′′1 ,j′′′1 )

��
�
�
� Hn−1(UrX0;R)

	

//

Hn−1(j′′′1 ) ∼=

��

Hn−1(X1rX0;R)

Hn−1(j′′1 ) ∼=

��

// · · ·

· · · // Hn(VrX2;R) // Hn(XrX2;R) // Hn(XrX2, VrX2;R) // Hn−1(VrX2;R) // Hn−1(XrX2;R) // · · ·

· · · // Hn(X0;R)

	

//

∼=
��

Hn(X1;R)

	

// Hn(X1, X0;R)

	

//

Hn(idX1 ,i
′
1)

��
�
�
�

Hn−1(X0;R)

	

//

∼=
��

Hn−1(X1;R) // · · ·

· · · // Hn(U ;R) // Hn(X1;R) // Hn(X1, U ;R) // Hn−1(U ;R) // Hn−1(X1;R) // · · ·

· · · // Hn(X2;R)

	

//

∼=
��

Hn(X;R)

	

// Hn(X,X2;R)

	

//

Hn(idX ,j
′
2)

��
�
�
�

Hn−1(X2;R)

	

//

∼=
��

Hn−1(X;R) // · · ·

· · · // Hn(V ;R) // Hn(X;R) // Hn(X,V ;R) // Hn−1(V ;R) // Hn−1(X;R) // · · ·

X0
i2 //

�i′1
��

X2

j′2
��

U
j′1

// V

X0 × I
i2×idI //

�i′1×idI

��

X2 × I

j′2×idI

��

U × I
j′1×idI

// V × I

1

Βάσει τού «λήμματος των πέντε» 3.1.8 οι ομομορφισμοί R-μοδίων
#

Hn(idX1
, i11) : Hn(X1, X0;R) ÝÑ Hn(X1, U ;R)

Hn(idX , j1
2) : Hn(X,X2;R) ÝÑ Hn(X,V ;R)

+

είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z. Οι μέσω των

j1 : X1 ÝÑ X και j1
1 : U ÝÑ V

επαγόμενες απεικονίσεις

j2
1 : X1∖X0 ÝÑ X∖X2 και j3

1 : U∖X0 ÝÑ V∖X2
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είναι αμφιρριπτικές ταυτισμικές απεικονίσεις και, ως εκ τούτου, ομοιομορφισμοί.
(Βλ. B.2.7 (ii).) Συνεπώς προκύπτουν για κάθε n P Z ισομορφισμοί R-μοδίων

#

Hn(j
2
1 ) : Hn(X1∖X0;R) ÝÑ Hn(X∖X2;R)

Hn(j
3
1 ) : Hn(U∖X0;R) ÝÑ Hn(V∖X2;R)

+

.

Από τις μακρές ακριβείς ακολουθίες των τοπολογικών ζευγών (X1∖X0, U∖X0) και
(X∖X2, V∖X2) (και έχοντας ταυτίσει το X0 με το i1(X0) και το X2 με το j2(X2))
καταλήγουμε στο μεταθετικό διάγραμμα

· · ·
Dn+1

// Hn(X0, A;R)
(Hn(i1),Hn(i2))

// Hn(X1, A;R) ⊕ Hn(X2, A;R) =<BCF Hn(j1)−Hn(j2)�������� // Hn(X,A;R)
Dn

// Hn−1(X0, A;R)
(Hn−1(i1),Hn−1(i2))

// · · ·

Hn(X1, X0;R)

	

Hn(idX1 ,i
′
1)

∼=
//

Hn(j1,i2)

��

Hn(X1, U ;R)

Hn(j1,j
′
1)

��

	

Hn(X1rX0, UrX0;R)
Hn(k)

∼=
oo

Hn(j
′′
1 ,j

′′′
1 )∼=

��

Hn(X,X2;R)
Hn(idX ,j

′
2)

∼= // Hn(X,V ;R) Hn(XrX2, VrX2;R)
Hn(l)

∼=oo

· · · // Hn(UrX0;R)

	

//

Hn(j′′′1 ) ∼=

��

Hn(X1rX0;R)

	

//

Hn(j′′1 ) ∼=

��

Hn(X1rX0, UrX0;R)

	

//

Hn(j′′1 ,j′′′1 )

��
�
�
� Hn−1(UrX0;R)

	

//

Hn−1(j′′′1 ) ∼=

��

Hn−1(X1rX0;R)

Hn−1(j′′1 ) ∼=

��

// · · ·

· · · // Hn(VrX2;R) // Hn(XrX2;R) // Hn(XrX2, VrX2;R) // Hn−1(VrX2;R) // Hn−1(XrX2;R) // · · ·

· · · // Hn(X0;R)

	

//

∼=
��

Hn(X1;R)

	

// Hn(X1, X0;R)

	

//

Hn(idX1 ,i
′
1)

��
�
�
�

Hn−1(X0;R)

	

//

∼=
��

Hn−1(X1;R) // · · ·

· · · // Hn(U ;R) // Hn(X1;R) // Hn(X1, U ;R) // Hn−1(U ;R) // Hn−1(X1;R) // · · ·

· · · // Hn(X2;R)

	

//

∼=
��

Hn(X;R)

	

// Hn(X,X2;R)

	

//

Hn(idX ,j
′
2)

��
�
�
�

Hn−1(X2;R)

	

//

∼=
��

Hn−1(X;R) // · · ·

· · · // Hn(V ;R) // Hn(X;R) // Hn(X,V ;R) // Hn−1(V ;R) // Hn−1(X;R) // · · ·

X0
i2 //

�i′1
��

X2

j′2
��

U
j′1

// V

X0 × I
i2×idI //

�i′1×idI

��

X2 × I

j′2×idI

��

U × I
j′1×idI

// V × I

1

Εκ νέου εφαρμογή τού λήμματος 3.1.8 «των πέντε» δίδει για κάθε n P Z ισομορφι-
σμούς R-μοδίων

Hn(j
2
1 , j

3
1 ) : Hn(X1∖X0, U∖X0;R)

–
ÝÑ Hn(X∖X2, V∖X2;R).

Εν συνεχεία, λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι οι ενθέσεις

k : (X1∖X0, U∖X0) ãÑ (X,U) και l : (X∖X2, V∖X2) ãÑ (X,V )

επάγουν για κάθε n P Z ισομορφισμούς R-μοδίων
#

Hn(k) : Hn(X1∖X0, U∖X0;R) ÝÑ Hn(X,U ;R)

Hn(l) : Hn(X∖X2, V∖X2;R) ÝÑ Hn(X,V ;R)

+

,

(δυνάμει τού αξιώματος ES-A3 τής εκτομής) καταλήγουμε στο μεταθετικό διά-
γραμμα

Hn(X1, X0;R)

ö

Hn(idX1
,i11)

–
//

Hn(j1,i2)

��

Hn(X1, U ;R)

Hn(j1,j
1
1)

��

ö

Hn(X1∖X0, U∖X0;R)
Hn(k)

–
oo

Hn(j
2
1 ,j

3
1 )–

��

Hn(X,X2;R)
Hn(idX ,j1

2)

– // Hn(X,V ;R) Hn(X∖X2, V∖X2;R)
Hn(l)

–oo

απ’ όπου έπεται ότι τόσον οι Hn(j1, j
1
1) όσον και οι

Hn(j1, i2) : Hn(X1, X0;R) ÝÑ Hn(X,X2;R)

είναι ισομορφισμοίR-μοδίων για κάθεn P Z.Για την αποπεράτωση τής αποδείξεως
αρκεί κανείς να επαναλάβει τα επιχειρήματα που χρησιμοποιήθηκαν στην απόδειξη
τού θεωρήματος 7.2.3. (Εν προκειμένω, ταX1, X2 θα διαδραματίζουν τον ρόλο των
εκεί παρατεθέντων A,B και το X0 τον ρόλο τής εκεί παρατεθείσας τομής A X B,

παρότι δεν έχουμε προϋποθέσει ότι X1 XX2 = X0!)



384 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΩΝ MAYER ΚΑΙ VIETORIS

7.3.5 Ορισμός. Εάν X είναι τυχών τοπολογικός χώρος και cyl(X) := X ˆ I ο
(μοναδιαίος) κύλινδρος υπεράνω τού X (εφοδιασμένος με την τοπολογία γινο-
μένου), τότε ως κώνος cone(X) υπεράνω τού X ορίζεται ο πηλικόχωρος

cone(X) := cyl(X)/X ˆ t1u.

Κατ’ αναλογίαν, ως ανάρτηση (suspension) τού X (ή ως διπλός κώνος επί τού
X) oρίζεται ο πηλικόχωρος

ΣX := (X ˆ [´1, 1])/ „

ως προς τη σχέση ισοδυναμίας “„” με: (x,´1) „ (x1,´1) και (x, 1) „ (x1, 1) για
οιαδήποτε x, x1 P X.

(Εν προκειμένω, τόσον το δάπεδο όσον και η οροφή τού X ˆ [´1, 1] συσφίγγο-
νται δίδοντας δύο σημεία ύστερα από την επιβληθείσα ταύτιση.)

7.3.6 Παράδειγμα. Για την ανάρτηση τής d-διάστατης σφαίρας Sd υφίσταται ομοιο-
μορφισμός:

ΣSd «
ÝÑ Sd+1

[(x, t)]„ ÞÝÑ (cos(π2 t)x, sin(π2 t))
(7.4)
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(Βλ. το κάτωθι σχήμα για d = 1.)

7.3.7 Παρατήρηση. Έστω X τυχών τοπολογικός χώρος και έστω

p : X ˆ [´1, 1] ÝÑ ΣX

η φυσική επίρριψη. Ταυτίζοντας τον X με την εικόνα p(X ˆ t0u) και θέτοντας

cone+(X) := p(X ˆ [0, 1]), cone´(X) := p(X ˆ [´1, 0]),

έχουμε τη δυνατότητα θεωρήσεως τής αναρτήσεως ΣX τού X ως την εξώθηση

ΣX = cone+(X) YX cone´(X),

X � � //
� _

��

œ

cone+(X)
� _

��

cone´(X)
� � // ΣX

(7.5)

7.3.8 Θεώρημα (Ισομορφισμοί επαγόμενοι από ανάρτηση). Έστω (X, txu) ένας ε-
στιγμένος τοπολογικός χώρος. Εάν R είναι τυχών μεταθετικός μη τετριμμένος δα-
κτύλιος και (H‚, B‚) μια R-θεωρία ομολογίας επί τής Top[2], τότε

Hn(X, txu;R) – Hn+1(ΣX, txu;R), @n P Z. (7.6)

Αποδειξη. Επειδή cone+(X) « cone´(X) « cone(X) και ο cone(X) είναι συ-
σταλτός (μέσω τής cone(X)ˆ I ÝÑ cone(X), ([(x, t)]RXˆt1u , s) ÞÝÑ [(x, st)]RXˆt1u ),
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μπορούμε να εκλάβουμε τις ενθέσεις txu ãÑ cone´(X) και txu ãÑ cone+(X) ως
ομοτοπικές ισοδυναμίες. Βάσει των C.3.5 (i) και C.3.4 (ii),

Hn(cone+(X), txu;R) – t0u – Hn(cone´(X), txu;R), @n P Z,

οπότε θεωρώντας τή μακρά ακριβή ακολουθία των Mayer και Vietoris για την ανω-
τέρω εξώθηση (7.5) (βλ. θεώρημα 7.3.4) διαπιστώνουμε ότι η

t0u ÝÑ Hn(ΣX, txu;R)
Dn
ÝÑ Hn´1(X, txu;R) ÝÑ t0u

είναι ακριβής και, ως εκ τούτου, οDn ισομορφισμός για κάθε n P Z, οπότε η ύπαρξη
ισομορφισμών (7.6) είναι αληθής (εάν κανείς θεωρήσει τον D´1

n+1).

7.3.9 Παρατήρηση. Σε επίπεδο ανηγμένων μοδίων ομολογίας σχηματίζονται ισο-
μορφισμοί

ĂHn+1(ΣX;R) – ĂHn(X;R), @n P Z, (7.7)

ως συνθέσεις τριών ισομορφισμών

H̃n+1(ΣX;R)

**
–

H̃n+1(j)

// Hn+1(ΣX, txu;R)
– // Hn+1(X, txu;R)

–

Bn+1(X,txu)
// H̃n(X;R)

Ο πρώτος εξ αυτών των ισομορφισμών δημιουργείται κατόπιν εφαρμογής τού C.3.5
(ii) (με τα ΣX και txu στη θέση των εκεί παρατεθέντων X και A, αντιστοίχως, και
j : ΣX ãÑ (ΣX, txu) τη συνήθη ένθεση), ο δεύτερος είναι αυτός που προκύπτει από
το θεώρημα 7.3.8 και ο τρίτος αυτός που προκύπτει ύστερα από εφαρμογή τού C.3.5
(i) (με το txu στη θέση τού εκεί παρατεθέντος A).

7.4 ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΣΦΑΙΡΑΣ ΚΑΙ ΤΟΡΟΥ

Εργαζόμενοι με οιαδήποτε R-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) ορισμένης επί μιας κατη-
γορίας C P tTop

[2]
pol.,Top

[2]
CW,Top

[2]
u, για την οποία ισχύει H0(tptu;R) – R, είναι

δυνατόν για τον υπολογισμό των μοδίων ομολογίας μιας σφαίρας, αντί τού θεωρή-
ματος C.4.3 και τού πορίσματος C.4.4, να χρησιμοποιηθεί ο ομοιομορφισμός (7.4).

7.4.1 Εφαρμογή. Οι μόδιοι ομολογίας τής d-διάστατης σφαίρας Sd (ως προς την
(H‚, B‚)) είναι (μέχρις ισομορφισμού R-μοδίων) οι ακόλουθοι:

Hn(Sd;R) –

$

’

&

’

%

t0u, όταν n P Z∖t0, du,

R, όταν n P t0, du και d ą 0,

R ‘R, όταν n = d = 0.

(7.8)
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Αποδειξη. Βήμα 1ο. Επειδή S0 = t˘1u, η εφαρμογή των αξιωμάτων ES-A5 (α-
θροίσματος) και ES-A4 (διαστάσεως) (τού εδ. C.1.6) δίδει

Hn(S0;R) – Hn(t1u;R) ‘ Hn(t´1u;R) – Hn(tptu;R) ‘ Hn(tptu;R)

–

#

R ‘R, όταν n = 0,

t0u, όταν n P Z∖t0u,
οπότε ĂHn(S0;R) –

#

R, όταν n = 0,

t0u, όταν n P Z∖t0u.

Βήμα 2ο. Για κάθε n P Z έχουμε

ĂHn(Sd;R) –
(7.4)

ĂHn(ΣSd´1;R) –
(7.7)

ĂHn´1(Sd´1;R). (7.9)

Κάνοντας χρήση μαθηματικής επαγωγής επί τού d θα αποδείξουμε ότι

ĂHn(Sd;R) –

#

R, όταν n = d,

t0u, όταν n P Z∖tdu.

Για d = 0 τούτο είναι αληθές (βάσει τού 1ου βήματος). Έστω τώρα d ě 1 και ότι
τούτο είναι αληθές για τις σφαίρες διαστάσεως ă d. Προφανώς,

ĂHn(Sd;R) –
(7.9)

ĂHn´1(Sd´1;R) –
επαγ. υπόθ.

#

R, όταν n´ 1 = d´ 1 (ô n = d),

t0u, όταν n P Z∖tdu.

Βήμα 3ο. Από το βήμα 2, το (iii) τής σημειώσεως C.3.2 και το αξίωμα ES-A4 (τής
διαστάσεως) λαμβάνουμε τους ισομορφισμούς (7.8).

7.4.2 Θεώρημα. Εάν d P N0 και εάν X είναι τυχών τοπολογικός χώρος, τότε υφί-
στανται ισομορφισμοί R-μοδίων

Hn(Sd ˆX;R) – Hn(X;R) ‘ Hn´d(X;R), @n P Z. (7.10)

Αποδειξη. Θεωρούμε την εξώθηση

Sd´1 ˆX
� � //

� _

��

œ

Sd+ ˆX
� _

��

Sd´ ˆX
� � // Sd ˆX

όπου Sd+ X Sd´ = Sd´1 Ď Sd, τον βόρειο πόλο P [d]
+ := (1, 0, ..., 0) τής Sd (ως σημείο

αναφοράς), καθώς και την προβολή pr2 : SdˆX ÝÑ X στον δεύτερο παράγοντα. Ε-
πιχειρηματολογώντας όπως στην απόδειξη τού θεωρήματος 7.3.8 και λαμβάνοντας
υπ’ όψιν τον ομοιομορφισμό (7.4) καταλήγουμε στην κατασκευή ισομορφισμών R-
μοδίων

Hn((Sd, P [d]
+ ) ˆX;R)

–
ÝÑ Hn´1((Sd´1, P

[d´1]
+ ) ˆX;R), @n P Z. (7.11)



388 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΩΝ MAYER ΚΑΙ VIETORIS

Η ένθεση X ãÑ (S0, P [d]
+ ) ˆX επάγει ισομορφισμούς

Hn(X;R) – Hn((S0, P [0]
+ ) ˆX;R), @n P Z. (7.12)

Οι (7.11) και (7.12) δίδουν για d = 1

Hn((S1, P
[1]
+ ) ˆX;R) – Hn´1((S0, P

[0]
+ ) ˆX;R) – Hn´1(X;R)

και, γενικότερα, μέσω μαθηματικής επαγωγής επί τού d, ισομορφισμούς

Hn((Sd, P [d]
+ ) ˆX;R)

–
ÝÑ Hn´d(X;R), @n P Z.

Η μακρά ακριβής ακολουθία τού5 ((Sd, P [d]
+ )ˆX) (η ύπαρξη τής οποίας διασφαλί-

ζεται από το αξίωμα ES-A1 τού εδ. C.1.6) γράφεται ως εξής:

¨ ¨ ¨ // Hn+1(Sd ˆ X, tP
[d]
+ u ˆ X;R) //

Hn(tP
[d]
+ u ˆ X;R)

looooooooooooooomooooooooooooooon

–Hn(X;R)

// Hn(Sd ˆ X;R)

//
Hn(Sd ˆ X, tP

[d]
+ u ˆ X;R)

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

–Hn´d(X;R)

Bn(SdˆX,tP [d]
+

uˆX)

// Hn´1(tP
[d]
+ u ˆ X;R) // ¨ ¨ ¨

Επειδή η σύνθεση

Hn(X;R) //
**

Hn(Sd ˆ X;R)
Hn(pr2)

// Hn(X;R)

ισούται με την ταυτοτική idHn(X;R), το τρίτο βέλος τής άνω γραμμής και το τρίτο
βέλος τής κάτω γραμμής τής ανωτέρω παρατεθείσας μακράς ακριβούς ακολουθίας
υποδηλούν μονομορφισμούς (βλ. λήμμα 2.2.23), οπότε

Bn(Sd ˆX, tP
[d]
+ u ˆX) = 0, @n P Z.

Αυτό (λόγω τής ακριβείας) σημαίνει ότι το πρώτο βέλος τής κάτω γραμμής τής α-
νωτέρω παρατεθείσας μακράς ακριβούς ακολουθίας υποδηλοί επιμορφισμό. Ως εκ
τούτου, προκύπτει μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Hn(X;R) ãÑ Hn(Sd ˆX;R)↠Hn´d(X;R) ÝÑ t0u,

μέσω τής οποίας καταλήγουμε στους ισομορφισμούς (7.10) για κάθε n P Z. (Βλ.
θεώρημα 3.1.29.)

7.4.3 Ορισμός. Εάν d P N, τότε ο τοπολογικός χώρος

Td := S1
ˆ S1

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1
loooooooooomoooooooooon

d φορές

(εφοδιασμένος με τη συνήθη τοπολογία γινομένου) καλείται d-διάστατος τόρος.

5Αυτό ταυτίζεται (ως γνωστόν) με το τοπολογικό ζεύγος (Sd ˆ X, tP
[d]
+ u ˆ X)).
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7.4.4 Εφαρμογή. Οι μόδιοι ομολογίας τού d-διάστατου τόρου Td (ως προς την
(H‚, B‚)) είναι (μέχρις ισομορφισμού R-μοδίων) οι ακόλουθοι:

Hn(Td;R) –

#

R(
d
n), όταν n P t0, ..., du,

t0u, όταν n P Z∖t0, ..., du.
(7.13)

Αποδειξη. Θα χρησιμοποιηθεί μαθηματική επαγωγή επί τού d. Εάν d = 1, ο ισχυ-
ρισμός είναι αληθής λόγω των (7.8). Εάν παγιώσουμε κάποιον ακέραιο d ě 2 και
εάν υποθέσουμε ότι ο εν λόγω ισχυρισμός είναι ωσαύτως αληθής για όλους τους
τόρους διαστάσεως ă d, λαμβάνουμε μέσω των (7.10) (εφαρμοζόμενων για το S1
και τον χώρο X = Td´1) και την επαγωγική μας υπόθεση:

Hn(Td;R) = Hn(S1 ˆ Td´1;R) – Hn(Td´1;R) ‘ Hn´1(Td´1;R)

–

#

R(
d´1
n ), όταν n P t0, ..., d´ 1u

t0u, όταν n P Z∖t0, ..., d´ 1u

+

‘

#

R(
d´1
n´1), όταν n P t1, ..., du

t0u, όταν n P Z∖t1, ..., du

+

–

$

’

’

&

’

’

%

R, όταν n P t0, du,

R(
d´1
n ) ‘R(

d´1
n´1) – R(

d
n), όταν n P t1, ..., d´ 1u,

t0u, όταν n P Z∖t0, ..., d´ 1, du,

όπου οι τελευταίοι ισομορφισμοί μπορούν να γραφούν υπό τη μορφή (7.13).

7.5 ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΚΑΠΟΙΩΝ
ΠΡΟΒΟΛΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ

Οι d-διάστατοι προβολικοί χώροι PdK υπεράνω τού K P tR,C,HRu έχουν ορισθεί
στην §B.3 μέσω τής κλασικής σχέσεως ισοδυναμίας “ „

προβ.
” και στην §B.4 ως τροχια-

κοί χώροι. Έστω ότι ν := dimR(K) (όπως στην (B.4)). Καθένα εκ των στοιχείων
τού PdK γράφεται υπό τη μορφή ομογενών συντεταγμένων6 [ξ0 : ξ1 : . . . : ξd], όπου
ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξd) P Kd+1. Ως |ξj | , j P t0, ..., du, συμβολίζεται το μέτρο τού ξj και
ως ||ξ|| η (συνήθης) στάθμη τού ξ. Σημειωτέον ότι κάθε στοιχείο τού προβολικού
χώρου PdK (ως κλάση ισοδυναμίας ως προς την “ „

προβ.
”) διαθέτει πάντοτε κάποιον

εκπρόσωπο [ξ0 : ξ1 : . . . : ξd] με ||ξ|| = 1. Έπιπροσθέτως, όταν d ě 1, ο Pd´1
K θα

ταυτίζεται με τον υπόχωρο

t[x0 : x1 : ... : xd] P PdK |xd = 0Ku

τού PdK. Οι μόδιοι ομολογίας Hn(PdK;R) ως προς μια R-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚)

ορισμένης επί μιας C P tTop
[2]
pol.,Top

[2]
CW,Top

[2]
u με H0(tptu;R) – R είναι δυνατόν

6Εδώ ακολουθείται ένας ενιαίος συμβολισμός των συντεταγμένων (ανεξαρτήτως τού ποιο εκ των τριών είναι το K),
εν αντιθέσει προς τη σχετική παρουσίαση στην αρχή τής §B.3.
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να προσδιορισθούν (μέχρις ισομορφισμού) με τη βοήθεια διαφόρων μεθόδων. Στην
παρούσα ενότητα θα μελετηθεί το τι υπολογισμοί είναι εφικτοί κάνοντας αποκλει-
στική χρήση μιας (κατάλληλης) ακριβούς MV-ακολουθίας.

Κατ’ αρχάς, ο PdK μπορεί να γραφεί ως ένωση PdK = AYB δύο υποχώρων του:

A :=
!

[ξ0 : ξ1 : . . . : ξd] P PdK
ˇ

ˇ

řd
j=0 |ξj |

2
= 1 και |ξd| ď 1

2

)

,

B :=
!

[ξ0 : ξ1 : . . . : ξd] P PdK
ˇ

ˇ

řd
j=0 |ξj |

2
= 1 και |ξd| ě 1

2

)

.

Ο υπόχωρος A είναι ομοτοπικώς ισοδύναμος προς τον Pd´1
K , διότι o Pd´1

K αποτε-
λεί παραμορφωτική σύμπτυξή του. (Βλ. εδάφια B.5.13, B.5.17, B.5.22 και B.5.23.)
Πράγματι· η απεικόνιση7

r : A ÝÑ Pd´1
K ,

[ξ0 : ξ1 : . . . : ξd´1 : ξd] ÞÝÑ [ ξ0?
1´|ξd|2

: ξ1?
1´|ξd|2

: . . . :
ξd´1?
1´|ξd|2

: 0K],

είναι απεικόνιση συμπτύξεως, διότι για κάθε [ζ0 : ζ1 : . . . : ζd´1 : 0K] P Pd´1
K ,

r([ζ0 : ζ1 : . . . : ζd´1 : 0K]) = [ζ0 : ζ1 : . . . : ζd´1 : 0K],

και, εκ παραλλήλου, η συνεχής απεικόνιση

H : Aˆ I ÝÑ A,

([ξ0 : ξ1 : . . . : ξd´1 : ξd], t) ÞÝÑ [λtξ0 : λtξ1 : . . . : λtξd´1 : tξd],

με Ht(´) := H(´, t), λt :=
b

1´t2|ξd|2

1´|ξd|2
, αποτελεί μια ομοτοπία μεταξύ των i ˝ r και

idA (όπου i : Pd´1
K ãÑ A η συνήθης ένθεση), καθόσον

H0 = i ˝ r και H1 = idA.

Από την άλλη μεριά, ο ομοιομορφισμός

η : PdK∖Pd´1
K ÝÑ Kd, [ξ0 : ξ1 : . . . : ξd´1 : ξd] ÞÝÑ ( ξ0ξd ,

ξ1
ξd
, . . . ,

ξd´1

ξd
),

απεικονίζει (ομοιομορφικώς) τον μεν υπόχωρο B επί τής νd-μπάλας
␣

ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξd´1) P Kd
ˇ

ˇ ||ξ|| ď 1
(

« Bνd,

τον δε υπόχωρο AXB επί τής (νd´ 1)-σφαίρας
␣

ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξd´1) P Kd
ˇ

ˇ ||ξ|| = 1
(

« Sνd´1 = BBνd.

Εκτός τούτου, η σύνθεση ϖ := H1 ˝ η´1 είναι εκείνη που στέλνει κάθε στοιχείο
ξ = (ξ0, . . . , ξd´1) P Kd με στάθμη ||ξ|| = 1 να απεικονισθεί στο [ξ0 : . . . : ξd´1 : 0K].

Επειδή ĂHn(A;R) –
C.3.4 (i)

ĂHn(Pd´1
K ;R),

ĂHn(B;R) – ĂHn(Bνd;R) –
C.4.2

t0u

7Εδώ τα προαναφερθέντα εδάφια τίθενται σε εφαρμογή με ταA και Pd´1
K στη θέση των εκεί παρατεθέντωνX και

A, αντιστοίχως!
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για κάθε n P Z και

ĂHn(AXB;R) – ĂHn(Sνd´1;R) –
7.4.1, C.4.3

#

R, όταν n = νd´ 1,

t0u, όταν n P Z∖tνd´ 1u,

η ανηγμένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) για την εκτμητική
τριάδα (PdK, A,B) δίδει

¨ ¨ ¨ // ĂHn(Sνd´1;R)
ĂHn(ϖ)

// ĂHn(Pd´1
K ;R) // ĂHn(PdK;R)

rDn(A,B)

// ĂHn´1(Sνd´1;R)
ĂHn´1(ϖ)

// ĂHn´1(Pd´1
K ;R) // ĂHn´1(PdK;R)

rDn´1(A,B)

// ĂHn´2(Sνd´1;R)
ĂHn´2(ϖ)

// ¨ ¨ ¨

οπότε
ĂHn(PdK;R) – ĂHn(Pd´1

K ;R), @n P Z∖tνd´ 1, νdu. (7.14)

7.5.1 Θεώρημα. Για τους μοδίους ομολογίας τού PdK, όπου K = C (ν = 2) ή K = HR
(ν = 4), έχουμε

Hn(PdK;R) –

#

R, όταν n = νj και j P t0, ..., du,

t0u, αλλιώς.
(7.15)

Αποδειξη. Αρκεί να αποδειχθεί ότι

ĂHn(PdK;R) –

#

R, όταν n = νj και j P t1, ..., du,

t0u, αλλιώς.
(7.16)

Θα χρησιμοποιήσουμε μαθηματική επαγωγή επί τής διαστάσεως d. Για d = 0 η
(7.16) είναι αληθής, διότι ο P0

K είναι μονοσημειακός χώρος. Για d = 1 η (7.16) είναι
ωσαύτως αληθής, διότι ο P1

C είναι ομοιομορφικός με τη σφαίρα S2 και ο P1
HR

είναι
ομοιομορφικός με τη σφαίρα S4. Ας υποθέσουμε ότι d ě 2 και ότι ο ισχυρισμός
είναι αληθής για τον Pd´1

K , ήτοι ότι

ĂHn(Pd´1
K ;R) –

#

R, όταν n = νj και j P t1, ..., d´ 1u,

t0u, αλλιώς.

Για n R tνd ´ 1, νdu δεν απαιτούνται περαιτέρω υπολογισμοί λόγω των (7.14). Για
αυτές τις ειδικές τιμές θεωρούμε το εξής τμήμα τής ανωτέρω παρατεθείσας MV-
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ακολουθίας:

¨ ¨ ¨ //
ĂHνd(Sνd´1;R)
loooooooomoooooooon

–t0u

ĂHνd(ϖ)
// ĂHνd(Pd´1

K ;R) // ĂHνd(PdK;R)

rDνd(A,B)

//
ĂHνd´1(Sνd´1;R)
loooooooooomoooooooooon

–R

ĂHνd´1(ϖ)
// ĂHνd´1(Pd´1

K ;R) // ĂHνd´1(PdK;R)

rDνd´1(A,B)

//
ĂHνd´2(Sνd´1;R)
loooooooooomoooooooooon

–t0u

ĂHνd´2(ϖ)
// ¨ ¨ ¨

Από την επαγωγική μας υπόθεση οι ĂHνd(Pd´1
K ;R) και ĂHνd´1(Pd´1

K ;R) είναι τετριμ-
μένοι, οπότε ĂHνd(PdK;R) – R και ĂHνd´1(PdK;R) – t0u, και οι ισομορφισμοί (7.16)
(και, κατ’ επέκταση, οι (7.15)) αληθεύουν.

7.5.2 Σημείωση. Παρά τους ισομορφισμούς (7.14), στην περίπτωση όπου K = R
(ν = 1) η θεωρηθείσα MV-ακολουθία (για τις ειδικές τιμές δεικτών d ´ 1 και d)
δίδει μόνον μια ακριβή ακολουθία το πολύ τεσσάρων μη τετριμμένων όρων:

t0u // ĂHd(PdR;R)
ĂDd(A,B)

// ĂHd´1(Sd´1;R)
ĄHd´1(ϖ)

// ĂHd´1(Pd´1
R ;R) // ĂHd´1(PdR;R) // t0u

και, ως εκ τούτου, για τον υπολογισμό όλων των μοδίων ομολογίας τούPdR απαιτείται
να χρησιμοποιηθούν επιπρόσθετα τεχνικά μέσα. (Πρβλ. θεώρημα D.3.26.)

7.6 ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ
ΚΛΕΙΣΤΩΝ ΣΥΝΕΚΤΙΚΩΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ

Έστω R τυχών μεταθετικός μη τετριμμένος δακτύλιος. Στην παρούσα ενότητα επί-
κειται να υπολογισθούν (μέχρις ισομορφισμού) οι μόδιοι ομολογίας όλων των κλει-
στών συνεκτικών επιφανειών ως προς την ιδιάζουσα θεωρία ομολογίας (H sing.

‚ , B
sing.
‚ )

επί τής (ευρύτερης δυνατής) ομολογικώς επιτρεπτής κατηγορίας Top[2] όλων των
τοπολογικών ζευγών με τη βοήθεια κατάλληλων ακριβών MV-ακολουθιών. Προς
τούτο υιοθετούνται οι συμβολισμοί και η ορολογία τής §E.4. Λόγω τού θεωρήμα-
τος E.4.8 τής ταξινομήσεως (των προαναφερθεισών επιφανειών μέχρις ομοιομορ-
φισμού) αρκεί να θεωρηθούν οι θεμελιακές προσανατολίσιμες επιφάνειες γένους8

g ě 1 :

Xor.
g := E4g/R

8Για g = 0 έχουμεXor.
0 := S2, με γνωστούς μοδίους ομολογίας. (Βλ. εδ. 7.4.1, C.4.4 και D.2.27.)
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(όπου E4g := conv(tzn| 1 ď n ď 4gu) Ř B2 και zn := exp( 2π
?

´1
4g n) P S1) και οι

θεμελιακές μη προσανατολίσιμες επιφάνειες γένους g ě 1 :

Xnonor.
g :=

#

P2
R, όταν g = 1,

E2g/R
1, όταν g ě 2,

(όπου E2g := conv(tzn| 1 ď n ď 2gu) Ř B2 και zn := exp( 2π
?

´1
2g n) P S1). Οι Xor.

g

και Xnonor.
g μπορούν να αποκτηθούν από τη μονοσημειακή ένωση (πεπερασμένου

πλήθους) μοναδιαίων κύκλων ύστερα από προσάρτηση ενός και μόνον 2-κυττάρου
μέσω καταλλήλων απεικονίσεων, οι οποίες θα περιγραφούν διεξοδικώς.
Ź Έστω r P N. O «j-οστός άξονας συντεταγμένων» Λj εντός τού χώρου γινομένου
S1 ˆ ...ˆ S1
loooooomoooooon

r φορές

, 1 ď j ď r, ύπο την έννοια τού εδ. B.2.11, (iii) (c), είναι ένας κύκλος

Λj = S1j (« S1) και

Λ1 Y ...YΛr « S11 _¨ ¨ ¨_S1r Ď S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1
loooooomoooooon

r φορές

(με σημείο αναφοράς καθενός S1 το 1).

Ź Για j P t1, 2, ..., ru και n P Z ορίζουμε την απεικόνιση

tz P C | |z| = 1u = S1
inj

ÝÑ S11 _ ..._ S1r,

z ÞÝÑ inj (z) := (1, 1, ..., 1, zn, 1, ..., 1).

(Για n = 1, η i1j = ij είναι η συνήθης ένθεση.)
Ź Για παγιωμένον m P N και k P t1, ...,mu ορίζουμε το

Bk := texp( 2π
?

´1t
m ) | k ´ 1 ď t ď ku

και την απεικόνιση

fk : Bk ÝÑ S1, exp( 2π
?

´1t
m ) ÞÝÑ exp(2π

?
´1(t´ k + 1)).

Το Bk είναι ένα τόξο μήκους 2π/m, ενώ η fk περιελίσσει αυτό το τόξο περί τον S1.
Εν συνεχεία, για τυχόντες 1 ď j1, ..., jm ď r και n1, ..., nm P Z, συμβολίζουμε ως

in1
j1

¨ in2
j2

¨ ¨ ¨ inmjm : S1 ÝÑ S11 _ ..._ S1r (7.17)

εκείνη την απεικόνιση, η οποία ταυτίζεται με την inkjk ˝fk επί τούBk για κάθε δείκτη
k P t1, ...,mu, και είναι συνεχής. Η εν λόγω απεικόνιση διαθέτει μια απλή γεωμε-
τρική ερμηνεία: Εάν ένα σημείο x P S1, ξεκινώντας από το 1 P S1 διατρέχει τον
κύκλο S1, τότε η εικόνα του μέσω τής (7.17) διατρέχει |n1| φορές τον S1j1 , κατόπιν
|n2| φορές τον S1j2 κ.ο.κ. (και μάλιστα κατά την ίδια ή την αντίθετη φορά, αναλόγως
με το κατά πόσον ο εκάστοτε nk είναι θετικός ή αρνητικός). Μέσω τής (7.17) μπορεί
κανείς να επικολλήσει στον S11 _ ..._ S1r ένα 2-κύτταρο. (Βλ. B.2.17.)
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Ź Επί παραδείγματι, για r = 1 και gn := in1 : S1 ÝÑ S11 « S1, z ÞÝÑ gn(z) := zn,

προσαρτώντας στον S1 ένα 2-κύτταρο μέσω τής gn λαμβάνουμε

S1 Yg0 e
2 « S1 _ S1, S1 Yg1 e

2 « B2, S1 Ygn e2 « S1 Yg´n e2.

Κατά την πρόταση B.2.18, ο S1 Ygn en δημιουργείται από την μπάλα B2 ύστερα
από την ταύτιση δυο σημείων x, y P S1 = BB2 εάν και μόνον εάν xn = yn. Όταν
n = 2, τούτο σημαίνει ότι εκτελείται ταύτιση των αντιποδικών σημείων τού S1,
οπότε S1 Yg2 e

2 « P2
R. Αυτός ο ομοιομορφισμός δίδει το έναυσμα για το ακόλουθο

γενικό θεώρημα:

7.6.1 Θεώρημα. Έστω g ένας φυσικός αριθμός ě 1. Εάν προσαρτήσουμε στη μονο-
σημειακή ένωση S11 _ ... _ S12g (και αντιστοίχως, στην S11 _ ... _ S1g) ένα 2-κύτταρο
μέσω τής απεικονίσεως

i1i2i
´1
1 i´1

2 ¨ ¨ ¨ i2g´1i2gi
´1
2g´1i

´1
2g : S1

ÝÑ S1
1 _ ..._ S1

2g

(και αντιστοίχως, μέσω τής i21i22 ¨ ¨ ¨ i2g : S1 ÝÑ S11 _ ... _ S1g), τότε αποκτούμε την
Xor.
g (και αντιστοίχως, την Xnonor.

g ).

Αποδειξη. Έστω h := i1i2i
´1
1 i´1

2 ¨ ¨ ¨ i2g´1i2gi
´1
2g´1i

´1
2g η εν λόγω απεικόνιση και

έστω Yg := S11 _ ..._ S12g Yh e
2. Κατά την πρόταση B.2.18 έχουμε Yg « B2/S, όπου

(x, y) P S ðñ
ορσ.

[x, y P S1 = BB2 και h(x) = h(y)].

Από τον ορισμό τής h διαβλέπουμε ότι ο κύκλος S1 διαιρείται σε 4g ίσα τόξα
B1, B2, ..., B4g και η S ταυτίζει το Bj με το Bj+2, @j P t1, 2, ..., 4g ´ 2u, και μά-
λιστα κατά την αντίθετη φορά. Ο ομοιομορφισμός

E4g
«

ÝÑ B2, tx ÞÝÑ
tx

||x||
, @x P BE4g, @t P I,

καθώς και ο αντίστροφός του είναι συμβατοί προς τις R και S. Κατά συνέπειαν,
Xor.
g « Yg. (Bλ. πρόταση B.2.5.) Η απόδειξη για την Xnonor.

g είναι ανάλογη.

7.6.2 Παρατήρηση. Κατά το θεώρημα 7.6.1 η μονοσημειακή ένωση S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S12g
μπορεί να εμφυτευθεί κατά τέτοιον τρόπο εντός τής Xor.

g , ώστε το συμπλήρωμά της
να είναι ένα 2-κύτταρο. Ως εκ τούτου, κατόπιν αποκοπής 2g (πεπλατυσμένων) πε-
ριγραμμάτων κύκλων από την Xor.

g αποκτούμε ένα 2-κύτταρο. (Το ίδιο συμβαίνει
και για την Xnonor.

g κάνοντας χρήση g περιγραμμάτων κύκλων.) Το κάτωθι σχήμα
εξηγεί εποπτικώς αυτή τη διαδικασία για τον τόρο T2 = Xor.

1 :
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7.6.3 Σημείωση. (i) Έστω p : E4g ÝÑ Xor.
g (με g ě 1) η φυσική επίρριψη και έστω

h := i1i2i
´1
1 i´1

2 ...i2g´1i2gi
´1
2g´1i

´1
2g : S1 ÝÑ S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S12g

η απεικόνιση η ορισθείσα στο θεώρημα 7.6.1. Τότε η απεικόνιση h τού μεταθετικού
διαγράμματος9:

S1 h //

ö

S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S12g

BE4g

«

OO

p|BE4g

// p(BE4g)

h

OO

με h(p(x)) := h( x
||x||

), @x P BE4g, είναι ομοιομορφισμός. Έτσι, ταυτίζοντας το E4g

με τον δίσκο B2, μπορούμε να γράψουμε την Xor.
g ως εξής:

Xor.
g « p(BE4g) Yp|BE4g

E4g.

(Bλ. B.2.17.)
(ii) Εάν από το E4g αφαιρεθεί ένα σημείο τού εσωτερικού του, φερειπείν το κέ-
ντρο του, τότε ο κύκλος S1, θεωρούμενος ως κλειστό υποσύνολο τού B2∖t0u, α-
ποτελεί ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τού B2∖t0u « E4g∖t0u. (Βλ. εδ. B.5.24
(i).) Εφαρμόζοντας την πρόταση10 B.5.25 συμπεραίνουμε ότι η μονοσημειακή ένω-
ση S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S12g αποτελεί ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τής (σε ένα σημείο)
«τρυπημένης» επιφανείας Xor.

g . Στο κάτωθι σχήμα εικονογραφείται αυτή η ιδιότη-
τα για τον τόρο11 T = Xor.

1 .

100 õðïìíçóåéò áðï ôçí ôïðïëïãéá

åßíáé óõìâáôÞ ìå ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò  ∼ ()  ∈  êáé (ëüãù ôïý 1.17.12) ç

ïìïôïðßá : ( ∪ )× I −→  ∪  ìå0 = id ∪ êáé1( ∪ ) =  ìáò

ïäçãåß óôçí åðáëÞèåõóç ôïý éó·õñéóìïý. ¤

1.17.30 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí êáíåßò áðïìáêñýíåé Ýíá óçìåßï áðü ôçí F (êáé áíôé-

óôïß·ùò, áðü ôçí N), ôüôå áðïêôÜ Ýíáí ·þñï ï ïðïßïò Ý·åé ôç ìïíïóçìåéáêÞ

Ýíùóç S11 ∨ · · · ∨ S1 ìå  = 2 (êáé áíôéóôïß·ùò, ìå  = ) ùò éó·õñÞ ðáñáìïñ-

öùôéêÞ óýìðôõîÞ ôïõ. (Ðñâë. èåþñçìá 1.16.8.) Ôï êÜôùèé ó·Þìá åéêïíïãñáöåß

áõôÞí ôçí éäéüôçôá ãéá ôïí ôüñï F1 = T2

Ó·Þìá 1.??

1.18 ÔÏÐÏËÏÃÉÊÁ ÆÅÕÃÇ

1.18.1 Ïñéóìüò. ¸íá ôïðïëïãéêü æåýãïò () åßíáé Ýíá (äéáôåôáãìÝíï) æåýãïò

áðïôåëïýìåíï áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ·þñï êáé Ýíáí õðü·ùñü ôïõ. (Óýìâáóç:

¼ôáí  = ∅ ôüôå ôï (∅) ôáõôßæåôáé ìå ôïí ßäéïí ôïí .) ËÝìå üôé Ýíá ôïðïëï-

ãéêü æåýãïò () åßíáé õðïæåýãïò åíüò ôïðïëïãéêïý æåýãïõò ( 0 0) üôáí ï 

åßíáé õðü·ùñïò ôïý 0 êáé ï õðü·ùñïò ôïý0 (Óõìâïëéóìüò: () ⊆ ( 0 0).)

1.18.2 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  : () −→ () ìåôáîý ôïðïëï-

ãéêþí æåõãþí åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ï

åãêëåéóìüò () ⊆  ¼ôáí ìéá ôÝôïéá áðåéêüíéóç  óõìâáßíåé íá åßíáé ïìïéï-

ìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí  êáé  êáé () =  ôüôå ç  êáëåßôáé ïìïéïìïñöéóìüò

ôïðïëïãéêþí æåõãþí (êáé ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò () ≈ ()).

1.18.3 Óçìåßùóç. Ç êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí (ìå ôéò óõíå-

·åßò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò êáé ôïõò ïìïéïìïñöéóìïýò ùò ôïõò Top-

éóïìïñöéóìïýò) ìðïñåß íá éäùèåß ùò ðëÞñçò õðïêáôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáò Top[2]

ôùí ôïðïëïãéêþí æåõãþí (ç ïðïßá Ý·åé ùò áíôéêåßìåíÜ ôçò ôá ôïðïëïãéêÜ æåýãç,

ùò ìïñöéóìïýò ôçò ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí æåõãþí êáé ùò

Top[2]-éóïìïñöéóìïýò ôçò ôïõò ïìïéïìïñöéóìïýò ôïðïëïãéêþí æåõãþí). Ðñâë. (v)

êáé (vi) ôïý åäáößïõ F.1.5.

(iii) Έστω τώρα p : E2g ÝÑ Xnonor.
g (με g ě 2) η φυσική επίρριψη για την Xnonor.

g

και έστω
h := i21i

2
2...i

2
g : S1 ÝÑ S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S1g

9Το πρώτο κατακόρυφο βέλος συμβολίζει τον ομοιομορφισμό BE4g Q x ÞÝÑ x
||x|| P S1 τής ακτινικής προβολής.

10Αρκεί η πρόταση B.5.25 να εφορμοσθεί με τα S1,B2∖t0u « E4g∖t0u, S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S12g και h στη θέση των εκεί
παρατεθέντωνA,X, Y και f, αντιστοίχως.

11Πρβλ. https://www.youtube.com/watch?v=j2HxBUaoaPU και https://www.youtube.com/watch?v=qzaqOuxEbzA

https://www.youtube.com/watch?v=j2HxBUaoaPU
https://www.youtube.com/watch?v=qzaqOuxEbzA
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η απεικόνιση η ορισθείσα στο θεώρημα 7.6.1. Τότε η απεικόνιση h τού μεταθετικού
διαγράμματος12:

S1 h //

ö

S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S1g

BE2g

«

OO

p|BE2g

// p(BE2g)

h

OO

με h(p(x)) := h( x
||x||

), @x P BE2g , είναι ομοιομορφισμός. Έτσι, ταυτίζοντας το E2g

με τον δίσκο B2, μπορούμε να γράψουμε την Xnonor.
g ως εξής:

Xnonor.
g « p(BE2g) Yp|BE2g

E2g.

(Bλ. B.2.17.)
(iv) Με επιχειρήματα πανομοιότυπα εκείνων τού (ii) αποδεικνύεται ότι η μονοση-
μειακή ένωση S11 _ ¨ ¨ ¨ _ S1g αποτελεί ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τής (σε ένα
σημείο) «τρυπημένης» επιφανείας Xnonor.

g .

§ Υπολογισμός ομάδων ιδιάζουσας ομολογίας τής S11_..._S1r.Αυτός ο υπολογισμός
είναι απαραίτητος για ό,τι ακολουθήσει.

7.6.4 Πρόταση. Έστω r ένας φυσικός αριθμός. Για κάθε j P t1, ..., ru θεωρούμε
έναν εστιγμένο τοπολογικό χώρο (S1j , tz0j u), όπου S1j « S1 (:= tz P C | |z| = 1u),

καθώς και τη μονοσημειακή ένωση

S11 _ ..._ S1r := (S11 + ¨ ¨ ¨ + S1r)/tz01 , ..., z
0
ru

την προκύπτουσα ύστερα από την ταύτιση των σημείων z01 , ..., z0r με ένα και μόνον
σημείο (ας το πούμε z0). Τότε υφίσταται ισομορφισμός αβελιανών ομάδων

r
À

j=1

H
sing.
n (S1j ;Z)

–
ÝÑ H

sing.
n (S11 _ ..._ S1r;Z)

για κάθε n P Z∖t0u και, ως εκ τούτου,

H
sing.
n (S11 _ ..._ S1r;Z) –

$

’

&

’

%

Z, όταν n = 0,

Zr, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u,

όπου Zr := Z ‘ Z ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z
loooooooomoooooooon

r φορές

.

Αποδειξη. Για r = 1 αμφότεροι οι ισχυρισμοί είναι προδήλως αληθείς. Εάν υπο-
θέσουμε ότι r ě 2 και ότι ο πρώτος εξ αυτών είναι αληθής και για τη μονοσημειακή

12Το πρώτο κατακόρυφο βέλος συμβολίζει τον ομοιομορφισμό BE2g Q x ÞÝÑ x
||x|| P S1 τής ακτινικής προβολής.
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ένωση S11 _ ..._ S1r´1, τότε θεωρούμε τους εξής υποχώρους τής S11 _ ..._ S1r:

X1 := ϖ(S11 + ¨ ¨ ¨ + S1r´1), X2 := ϖ(S1r),

όπου ϖ : S11 + ¨ ¨ ¨ + S1r ↠ S11 _ ..._ S1r είναι η φυσική επίρριψη. Προφανώς,

r
Ž

j=1

S1j = X1 YX2, X1 «
r´1
Ž

j=1

S1j , X2 « S1r, και X1 XX2 = tz0u.

Το μονοσύνολο tz0u αποτελεί μια περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη13 τόσον τού
X1 όσον και τού X2, διότι εάν επιλέξουμε για κάθε j P t1, ..., ru ένα ανοικτό ημικύ-
κλιο (ή, γενικότερα, ένα ανοικτό τόξο) Vj επί τής S1j με z0j P Vj και εάν θέσουμε

U1 := ϖ(V1 + ¨ ¨ ¨ + Vr´1), U2 := ϖ(Vr),

τότε το tz0u είναι μια παραμορφωτική σύμπτυξη τόσον τού ανοικτού υπόχωρου U1

τού X1 όσον και τού ανοικτού υποχώρου U2 τού X2. Έτσι, η ακριβής ακολουθία
των Mayer και Vietoris για την εξώθηση14, π.χ.,

tz0u � � //
� _

��

œ

X2
� _

��

X1
� � // S11 _ ..._ S1r

δίδει για n ě 2

¨ ¨ ¨ Ñ H
sing.
n (tz

0
u;Z)

loooooooomoooooooon

–t0u

Ñ H
sing.
n (X1;Z)

looooooomooooooon

–Hsing.
n (S11_..._S1

r´1
;Z)

‘H
sing.
n (X2;Z)

looooooomooooooon

–Hsing.
n (S1r ;Z)

Ñ H
sing.
n (

r
Ž

j=1
S1j ;Z)

D1
ÝÑ H

sing.
n´1(tz

0
u;Z)

looooooooomooooooooon

–t0u

Ñ ¨ ¨ ¨

οπότε (κάνοντας χρήση τής επαγωγικής μας υποθέσεως)(
r´1
À

j=1

H sing.
n (S1j ;Z)

)
‘H sing.

n (S1r;Z) =
r
À

j=1

H sing.
n (S1j ;Z) – H sing.

n (
r
Ž

j=1

S1j ;Z).

Τούτο είναι προφανές για n ď ´1 αλλά ισχύει και για n = 1, διότι εν τοιαύτη περι-
πτώσει είναι εύκολο να δειχθεί ότι D1 = 0. Άρα ο πρώτος ισχυρισμός είναι αληθής
για κάθε r ě 1. Σε ό,τι αφορά στον δεύτερο (για r ě 2), επειδή η μονοσημειακή
ένωση S11 _ ..._ S1r είναι χώρος δρομοσυνεκτικός, έχουμε

H
sing.
0 (S11 _ ..._ S1r;Z) – Z

λόγω τού θεωρήματος D.2.23, οπότε οι λοιποί ισομορφισμοί για n ‰ 0 έπονται εκ
νέου με χρήση μαθηματικής επαγωγής επί τού r.

13Βλ. εδ. 7.3.3.
14Βάσει των προαναφερθέντων, μπορούμε στην υπό εξέταση περίπτωση να εφαρμόσουμε το θεώρημα 7.3.4 εναλλάσ-

σοντας τους ρόλους τωνX1 καιX2 χωρίς κανένα πρόβλημα. Επίσης, εδώ χρησιμοποιούμε την ακριβή ακολουθία των
Mayer και Vietoris τού θεωρήματος 7.3.4 με το εκεί παρατεθένA κενό!



398 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΩΝ MAYER ΚΑΙ VIETORIS

7.6.5 Σημείωση. Η μονοσημειακή ένωση S11 _ ... _ S1r (η οποία συναντάται ενίοτε
στη βιβλιογραφία και ως μπουκέτο r κύκλων), πέραν τής περιγραφής της ως ενώ-
σεως Λ1 Y ...Y Λr των «αξόνων» (εντός τού καρτεσιανού γινομένου S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S1),
μπορεί να ιδωθεί και ως ένα συνεκτικό γράφημα, το οποίο (αποδεικνύεται ότι) είναι
ομοτοπικώς ισοδύναμο με μια ροζέτα με r φύλλα. Ιδού μια τέτοια εξάφυλλη ροζέτα:

§ Υπολογισμός μοδίων ιδιάζουσας ομολογίας τής Xor.
g (όπου g ě 1). Θεωρούμε δυο

θετικούς πραγματικούς αριθμούς ϱ, ϱ1 με15 ϱ ă ϱ1 ď cos
(
π
4g

)
, καθώς και τα εξής

δύο ανοικτά υποσύνολα τής επιφανείας Xor.
g :

A := p (tz P E4g| |z| ą ϱu) , B := p
(␣
z P E4g| |z| ă ϱ1

()
.

Προφανώς έχουμε Xor.
g = A Y B και A X B = p (tz P C| ϱ ă |z| ă ϱ1u) , η τριάδα

(Xor.
g , A,B) είναι εκτμητική (βλ. εδ. 7.2.2 (i)) και η ανηγμένη ακριβής ακολουθία

των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) είναι η

¨ ¨ ¨

ĂDn+1(A,B)
// ĂHsing.

n (A X B;Z)
(ĂH

sing.
n (kA),ĂH

sing.
n (kB))

// ĂHsing.
n (A;Z) ‘ ĂHsing.

n (B;Z)

ĂH
sing.
n (lA)´ĂH

sing.
n (lB)

// ĂHsing.
n (Xor.

g ;Z)
ĂDn(A,B)

// ĂH
sing.
n´1(A X B;Z)

(ĂH
sing.
n´1

(kA),ĂH
sing.
n´1

(kB))

// ¨ ¨ ¨

Σημειωτέον ότι τόσον το tz P E4g| |z| ă ϱ1u όσον και το ίδιο το υποσύνολο B εί-
ναι ένα 2-κύτταρο (βλ. B.1.3 (i)), ήτοι ένας χώρος συσταλτός. (Βλ. B.5.6 (v).) Κατά
συνέπειαν, ένεκα τής παρατηρήσεως C.3.4 και τού θεωρήματος D.2.27,

rH sing.
n (B;Z) – t0u, @n P Z. (7.18)

Από την άλλη μεριά, το σύνολο

tz P E4g| |z| ą ϱu = E4g∖ tz P C| |z| ď ϱu « B2∖ tz P C| |z| ď ϱu = tz P C| ϱ ă |z| ď 1u

προκύπτει από τον τρυπημένον δίσκο B2 (ήτοι από τον B2 από τον οποίο έχουμε
αφαιρέσει το t0u) ύστερα από μεγέθυνση τής διανοιχθείσας τρύπας. (Βλ. εδ. B.1.3
(vi), σελ. 627.) Επομένως,

tz P E4g| |z| ą ϱu « B2∖t0u » BB2 « BE4g « S1,
15Η ακτίνα τού κύκλου τού εγγεγραμμένου στο BE4g ισούται με cos

(
π
4g

)
.
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όπου η σχέση με το “»” έπεται από το γεγονός ότι ο κύκλος BB2 « S1 αποτελεί
ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τού B2∖t0u. (Βλ. εδ. B.5.24 (i) και B.5.18.) Αυτό
έχει ως συνέπεια ότι

A » p(BE4g) « S11 _ ..._ S12g
και ότι (μέσω τής προτάσεως 7.6.4, τής παρατηρήσεως C.3.4 (i) και τού θεωρήματος
D.2.27)

rH sing.
n (A;Z) –

#

Z2g, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t1u.
(7.19)

Τέλος, παρατηρούμε ότι η απεικόνιση

S1 ÝÑ AXB = p (tz P C| ϱ ă |z| ă ϱ1u) ,

z ÞÝÑ p(ϱ+ϱ
1

2 z),

είναι μια ομοτοπική ισοδυναμία, καθόσον η εικόνα p(ϱ+ϱ
1

2 S1) τού κύκλου16 ϱ+ϱ1

2 S1
αποτελεί μια παραμορφωτική σύμπτυξη17 τού AXB. Εξ αυτού έπεται ότι

rH sing.
n (AXB;Z) –

#

Z, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t1u.
(7.20)

(Βλ. εδ. C.4.3, C.3.4 (i) και D.2.27.) Λαμβανομένων υπ’ όψιν των (7.18), (7.19) και
(7.20), από την ανωτέρω μακρά ακολουθία των Mayer και Vietoris συμπεραίνουμε
ότι

H sing.
n (Xor.

g ;Z) = rH sing.
n (Xor.

g ;Z) – t0u

όταν είτε n ě 3 είτε n ď ´1, οπότε απομένει ο προσδιορισμός τής rH
sing.
n (Xor.

g ;Z)
για n P t0, 1, 2u μέσω τού πλέον «ενδιαφέροντος» τμήματός της:

¨ ¨ ¨ //
ĂH

sing.
2 (A X B;Z)

loooooooooomoooooooooon

–t0u
//

ĂH
sing.
2 (A;Z)

loooooomoooooon

–t0u
// ĂH

sing.
2 (Xor.

g ;Z)

ĂD2(A,B)

//
ĂH

sing.
1 (A X B;Z)

loooooooooomoooooooooon

–Z

//
ĂH

sing.
1 (A;Z)

loooooomoooooon

–Z2g
// ĂH

sing.
1 (Xor.

g ;Z)

ĂD1(A,B)

//
ĂH

sing.
0 (A X B;Z)

loooooooooomoooooooooon

–t0u
//

ĂH
sing.
0 (A;Z)

loooooomoooooon

–t0u
// ĂH

sing.
0 (Xor.

g ;Z) Ñ t0u

το οποίο δίδει αφ’ ενός μεν rH
sing.
0 (Xor.

g ;Z) – t0u, αφ’ ετέρου δε την ακριβή ακολου-
θία το πολύ τεσσάρων μη τετριμμένων όρων18 ως την άνω γραμμή τού ακολούθου

16Για κάθε ξ P R θέτουμε ξS1 :=
␣

ξz| z P S1
(

.

17Για την απόδειξη τού ότι ο ϱ+ϱ1
2 S1 αποτελεί μια παραμορφωτική σύμπτυξη τής δακτυλιωτής περιοχής

␣

z P C| ϱ ă |z| ă ϱ1( αρκεί να θεωρηθεί κατάλληλη ομοτοπία ευθυγράμμων τμημάτων ανάλογη εκείνης των πα-
ραδειγμάτων B.5.18 και B.5.24 (iii). (Η επουσιώδης διαφοροποίηση έγκειται στο ότι εδώ υπάρχει μια και μόνον μεγεν-
θυμένη τρύπα και ότι ο κύκλος αναφοράς δεν έχει ακτίνα 1 αλλά ϱ+ϱ1

2 .)
18Επειδή οι συνήθεις ομάδες ομολογίας διαφοροποιούνται από τις ανηγμένες μόνον για n = 0, μπορούμε εδώ να

γράψουμε το εναπομένον «ενδιαφέρον» τμήμα τής ακριβούς MV-ακολουθίας απαλλασσόμενοι από τις περισπωμένες.
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διαγράμματος:

t0u Ñ H
sing.
2 (Xor.

g ;Z)
D2

// H
sing.
1 (A X B;Z)

OO

–

��

H
sing.
1 (kA)

// H
sing.
1 (A;Z)

OO

–

��

H
sing.
1 (lA)

// H
sing.
1 (Xor.

g ;Z) Ñ t0u

H
sing.
1 (BE4g ;Z)

H
sing.
1 ( p|BE4g

)

// H
sing.
1 (p(BE4g);Z)

Z – π1(S1, 1) oo
– // π1(BE4g, z1)

φHur
BE4g,z1

OO

ö

π1( p|BE4g
)

// π1(p(BE4g), p(z1))

φHur
p(BE4g),p(z1)

OO

όπου D2 = D2(A,B), kA : AXB ãÑ A και lA : A ãÑ Xor.
g οι συνήθεις ενθέσεις. Εν

προκειμένω, o π1(p|BE4g
) είναι ο ομομορφισμός ομάδων

π1(p|BE4g
) : π1(BE4g, z1) ÝÑ π1(p(BE4g), p(z1)), [α]ομ. ÞÝÑ [p ˝ α]ομ.,

ενώ οι
φHur

BE4g,z1 : π1(BE4g, z1)
–

ÝÑ H
sing.
1 (BE4g;Z) (7.21)

και
φHur
p(BE4g),p(z1)

: π1(p(BE4g), p(z1)) ÝÑ H
sing.
1 (p(BE4g);Z)

συμβολίζουν τους ομομορφισμούς Hurewicz (βλ. εδ. D.2.31 και D.2.32), με τον πρώ-
τον εξ αυτών ισομορφισμό ομάδων, διότι

π1(BE4g, z1) – π1(S1, 1) –
B.6.18

Z.

7.6.6 Λήμμα. H sing.
1 (p|BE4g

) = 0.

Αποδειξη. Εντός τού κανονικού 4g-γώνου BE4g ορίζουμε δρόμους

aj , bj , cj , dj : I ÝÑ BE4g

ως ακολούθως:

aj := σconv(tz4j´3,z4j´2u) ˝ η´1, bj := σconv(tz4j´2,z4j´1u) ˝ η´1,

cj := σconv(tz4j´1,z4ju) ˝ η´1, dj := σconv(tz4j ,z4j+1u) ˝ η´1,

για κάθε j P t1, ..., gu, όπου σconv(tzν ,zν+1u) : ∆1 ÝÑ BE4g είναι το ιδιάζον 1-
μονόπλοκο εντός τού BE4g (εδώ, ιδιαιτέρως, συσχετική απεικόνιση) που στέλνει το
e10 να απεικονισθεί στο zν και το e11 να απεικονισθεί στο zν+1, ενώ ο η´1 είναι ο
ομοιομορφισμός (D.3) από το I επί τού ∆1. Επειδή BE4g « S1 καιH sing.

1 (S1;Z) – Z,
η κλάση ομολογίας τού 1-κυκλήματος u P Z

sing.
1 (BE4g;Z), όπου

u :=
g
ř

j=1

(
σconv(tz4j´3,z4j´2u) + σconv(tz4j´2,z4j´1u) + σconv(tz4j´1,z4ju) + σconv(tz4j ,z4j+1u)

)
,

καθορίζει έναν γεννήτορα u + B
sing.
1 (BE4g;Z) τής H sing.

1 (BE4g;Z) – Z. Σημειωτέον
ότι ο τύπος ορισμού τού (7.21) είναι ο

π1(BE4g, z1) Q [α]ομ. ÞÝÑ φHur
BE4g,z1([α]

ομ.) := α˝η+B
sing.
1 (BE4g;Z) P H

sing.
1 (BE4g;Z),



§7.6 ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΚΛΕΙΣΤΩΝ ΣΥΝΕΚΤΙΚΩΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ 401

όπου η ο ομοιομορφισμός (D.2) από το ∆1 επί τού διαστήματος I. Ορίζοντας τον
δρόμο ε : I ÝÑ BE4g μέσω τού πολλαπλού τύπου

ε (t) :=

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

aj(4g(t´
4j´3
4g )), όταν t P

[
4j´3
4g , 4j´2

4g

]
,

bj(4g(t´
4j´2
4g )), όταν t P

[
4j´2
4g , 4j´1

4g

]
,

cj(4g(t´
4j´1
4g )), όταν t P

[
4j´1
4g , 4j4g

]
,

dj(4g(t´
4j
4g )), όταν t P

[
4j
4g ,

4j+1
4g

]
,

για κάθε j P t1, ..., gu, η πρόταση B.6.8 (περί ενός συρμού διαδοχικών δρόμων) μας
πληροφορεί ότι

ε » ((a1 f b1 f c1 f d1) f ¨ ¨ ¨ f (ag f bg f cg f dg)) σχ. t0, 1u,

οπότε (εκ κατασκευής τού ε)

φHur
BE4g,z1([ε]

ομ.) = u+B
sing.
1 (BE4g;Z).

Από το τελευταίο διάγραμμα λαμβάνουμε

p(u) + B
sing.
1 (p(BE4g);Z) = H

sing.
1 (p|BE4g

)
(
u+ B

sing.
1 (BE4g ;Z)

)
= H

sing.
1 (p|BE4g

)
(
φ

Hur
BE4g,z1

([ε]
ομ.

)
)

= φ
Hur
p(BE4g),p(z1)

(
π1(p|BE4g

)
)
([ε]

ομ.
) = φ

Hur
p(BE4g),p(z1)([p ˝ ε]

ομ.
)

= φ
Hur
p(BE4g),p(z1)([(p ˝ a1) f (p ˝ b1) f ¨ ¨ ¨ f (p ˝ dg)]

ομ.
). (7.22)

Επειδή για κάθε t P I και κάθε j P t1, ..., gu, ισχύει

(p ˝ aj) (t) = (p ˝ bj) (1 ´ t), (p ˝ cj) (t) = (p ˝ dj) (1 ´ t),

(λόγω τού τρόπου ορισμού τής R) έχουμε p ˝ bj = p ˝ aj και p ˝ dj = p ˝ cj (βλ.
B.6.1), οπότε

[p ˝ aj ]
ομ. d [p ˝ bj ]

ομ. = [constp(z1)]
ομ. = [p ˝ cj ]

ομ. d [p ˝ dj ]
ομ.. (7.23)

Οι (7.22) και (7.23) δίδουν

p(u) + B
sing.
1 (p(BE4g);Z) = φ

Hur
p(BE4g),p(z1)([(p ˝ a1) f (p ˝ b1) f ¨ ¨ ¨ f (p ˝ dg)]

ομ.
)

= φ
Hur
p(BE4g),p(z1)(([p ˝ a1]

ομ.
d [p ˝ b1]

ομ.
) d ¨ ¨ ¨ d ([p ˝ cg ]

ομ.
d [p ˝ dg]

ομ.
))

= φ
Hur
p(BE4g),p(z1)([constp(z1)]

ομ.
) = 0

H
sing.
1 (p(BE4g);Z)

= B
sing.
1 (p(BE4g);Z),

απ’ όπου έπεται ότι p(u) P B
sing.
1 (p(BE4g);Z). Λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι

LinZ(tu+B
sing.
1 (BE4g;Z)u) = H

sing.
1 (BE4g;Z),

είναι πρόδηλο ότι H sing.
1 (p|BE4g

) = 0.
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7.6.7 Λήμμα. Για κάθε g P N και για κάθε n P Z έχουμε:

H
sing.
n (Xor.

g ;Z) –

$

’

&

’

%

Z, όταν n P t0, 2u,

Z2g, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2u.

(7.24)

Αποδειξη. Κατά τα προαναφερθέντα έχουμε

H sing.
n (Xor.

g ;Z) – t0u

για κάθε δείκτη n P Z∖t0, 1, 2u. Επειδή η επιφάνεια Xor.
g (ως συνεχής εικόνα τού

δρομοσυνεκτικού χώρου E4g μέσω τής p, βλ. πρόταση B.1.19) είναι χώρος δρομοσυ-
νεκτικός, ο ισχυρισμός για n = 0 είναι αληθής επί τη βάσει τού θεωρήματος D.2.23.
Από την (ακριβή) άνω γραμμή τού τελευταίου διαγράμματος και την πρόταση 3.1.4
λαμβάνουμε

H
sing.
2 (Xor.

g ;Z) – Ker(H sing.
1 (kA)) και H sing.

1 (Xor.
g ;Z) – Coker(H sing.

1 (kA)).

Από το λήμμα 7.6.6 γνωρίζουμε ότι H sing.
1 (p|BE4g

) = 0, οπότε H sing.
1 (kA) = 0. Κατά

συνέπειαν,

H
sing.
2 (Xor.

g ;Z) – H
sing.
1 (AXB;Z) – H

sing.
1 (BE4g;Z) – H

sing.
1 (S1;Z) – Z

και H sing.
1 (Xor.

g ;Z) – H
sing.
1 (A;Z) = rH

sing.
1 (A;Z) –

(7.19)
Z2g.

7.6.8 Θεώρημα. Για κάθε μη τετριμμένο μεταθετικό δακτύλιο R, για κάθε g P N0

και για κάθε n P Z έχουμε:

H
sing.
n (Xor.

g ;R) –

$

’

&

’

%

R, όταν n P t0, 2u,

R2g, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2u.

(7.25)

Αποδειξη. Για g = 0 τούτο είναι αληθές19. Ας υποθέσουμε ότι g ě 1. Επειδή ο
δακτύλιος Z είναι Π.Κ.Ι., έχουμε για κάθε n P Z,

H sing.
n (Xor.

g ;R) –
(8.3), 8.1.3 (i)

(H sing.
n (Xor.

g ;Z) bZ R) ‘ TorZ1 (H
sing.
n´1(X

or.
g ;Z);R).

Από τις (7.24) έπεται ότι οι αβελιανές ομάδες H sing.
n (Xor.

g ;Z) είναι ελεύθερες (ως
Z-μόδιοι), οπότε από την πρόταση 4.2.4 και το λήμμα 5.3.11 λαμβάνουμε

TorZ1 (H sing.
n (Xor.

g ;Z);R) – t0u, @n P Z.

Άρα οι (7.25) έπονται από τις (7.24), καθότι Z bZ R – R. (Βλ. θεώρημα 4.4.3.)
19Βλ. εδ. 7.4.1, C.4.4 και D.2.27.
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§ Υπολογισμός μοδίων ιδιάζουσας ομολογίας τού P2
R = Xnonor.

1 . Εδώ το πραγματικό
προβολικό επίπεδο P2

R θα ταυτισθεί με το σταυρωτό διαπέτασμα B2/RZ, όπου

Z :=
␣␣

txu| x P B2∖S1
(

,
␣

tx,´xu| x P S1
((

o συνήθης διαμελισμός τού B2. (Βλ. εδ. B.2.11 (i) και B.3.2 (iii).) Έστω

p : B2 ÝÑ B2/RZ

η φυσική επίρριψη. Θεωρούμε τα εξής δύο ανοικτά υποσύνολα τού20 P2
R:

A := p
(␣
z P B2

ˇ

ˇ |z| ą 1
4

()
, B := p

(␣
z P B2

ˇ

ˇ |z| ă 3
4

()
.

Προφανώς, P2
R = AYB, AXB = p

(␣
z P C| 1

4 ă |z| ă 3
4

()
και η τριάδα (P2

R, A,B)

είναι εκτμητική (βλ. εδ. 7.2.2 (i)).

Τόσον το
␣

z P B2
ˇ

ˇ |z| ă 3
4

(

όσον και το ίδιο το B είναι ένα 2-κύτταρο (βλ. B.1.3
(i)), ήτοι ένας χώρος συσταλτός. (Βλ. B.5.6 (v).) Κατά συνέπειαν, ένεκα τής παρα-
τηρήσεως C.3.4 και τού θεωρήματος D.2.27,

rH sing.
n (B;Z) – t0u, @n P Z.

Από την άλλη μεριά, η απεικόνιση

j : S1 ÝÑ AXB, z ÞÝÑ j(z) := p( 12z),

είναι μια ομοτοπική ισοδυναμία, διότι η εικόνα p( 12S
1) τού 1

2S
1 μέσω τής p αποτελεί

παραμορφωτική σύμπτυξη τής τομής AXB. Μέσω τής παρατηρήσεως C.3.4 (i) και
των θεωρημάτων C.4.3 και D.2.27 συνάγεται ότι rH

sing.
n (A X B;Z) – t0u για κάθε

n P Z∖t1u και ότι ο

rH
sing.
1 (j) : rH

sing.
1 (S1;Z)

loooooomoooooon

–Z

ÝÑ rH
sing.
1 (AXB;Z)

είναι ισομορφισμός. Επιπροσθέτως, η απεικόνιση συμπτύξεως

r : A ÝÑ S1/(RZ|S1ˆS1), p(s exp(
?

´1θ)) ÞÝÑ exp(
?

´1θ),

(εκφρασθείσα σε πολικές συντεταγμένες) αποτελεί μια ομοτοπική ισοδυναμία. Συμ-
βολίζοντας ως f τον ομοιομορφισμό

f : S1/(RZ|S1ˆS1)
«

ÝÑ S1, z mod(RZ|S1ˆS1) ÞÝÑ z2,

20Είναι βολικότερο και εδώ να θεωρούμε τον δίσκο B2 εντός τού C.
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παρατηρούμε (όπως προηγουμένως) ότι rH
sing.
n (A;Z) – t0u για κάθε n P Z∖t1u και

ότι ο
rH

sing.
1 (f ˝ r) : rH

sing.
1 (A;Z) ÝÑ rH

sing.
1 (S1;Z)

loooooomoooooon

–Z

είναι ισομορφισμός.

7.6.9 Λήμμα. Για τις ομάδες ιδιάζουσας ομολογίας τού πραγματικού προβολικού
επιπέδου P2

R = Xnonor.
1 έχουμε:

H
sing.
n (P2

R;Z) –

$

’

&

’

%

Z, όταν n = 0,

Z2, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

(7.26)

Αποδειξη. Βάσει τού θεωρήματος D.2.23, H sing.
0 (P2

R;Z) – Z, και η ανηγμένη
ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) για την (P2

R, A,B) δίδει
rH

sing.
n (P2

R;Z) – H
sing.
n (P2

R;Z) – t0u για κάθε n P Z∖t0, 1, 2u, ενώ το εναπομένον
«ενδιαφέρον» τμήμα της (στο οποίο μπορούμε να παραλείψουμε τις περισπωμένες)
είναι το εξής:

t0u Ñ H
sing.
2 (P2

R;Z)
D2

// H
sing.
1 (A X B;Z)

H
sing.
1 (kA)

//

œ

H
sing.
1 (A;Z)

– H
sing.
1 (f˝r)

��

H
sing.
1 (lA)

// H
sing.
1 (P2

R;Z) Ñ t0u

H
sing.
1 (S1;Z)

–H
sing.
1 (j)

OO

H
sing.
1 (f˝r˝kA˝j)

// H
sing.
1 (S1;Z)

Επειδή κάθε z P S1 απεικονίζεται μέσω τής συνθέσεως f ˝ r ˝ kA ˝ j στο

(f ˝ r ˝ kA ˝ j)(z) = (f ˝ r ˝ kA)(p(
1
2z)) = (f ˝ r)(p( 12z)) = f(z) = z2

και H sing.
1 (f ˝ r ˝ kA ˝ j) = deg(f ˝ r ˝ kA ˝ j)¨ id

H
sing.
1 (S1;Z) (βλ. εδ. C.6.1), το πόρισμα

C.6.9 μας πληροφορεί ότι

deg(f ˝ r ˝ kA ˝ j) = 2.

Άρα η ανωτέρω ακριβής ακολουθία γράφεται ως ακολούθως:

t0u Ñ H
sing.
2 (P2

R;Z) Ñ Z 2¨idZ
ÝÑ Z Ñ H

sing.
1 (P2

R;Z) Ñ t0u

και από την πρόταση 3.1.4 λαμβάνουμε

H
sing.
2 (P2

R;Z) – Ker(Z 2¨idZ
ÝÑ Z) – t0u και H sing.

1 (P2
R;Z) – Coker(Z 2¨idZ

ÝÑ Z) – Z2,

οπότε όλοι οι ισομορφισμοί (7.26) είναι αληθείς.
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7.6.10 Θεώρημα. Για κάθε μη τετριμμένο μεταθετικό δακτύλιο R έχουμε:

H
sing.
n (P2

R;R) –

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

R/2R, όταν n = 1,

t2(R), όταν n = 2,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2u,

(7.27)

όπου 2R := t2r| r P Ru και t2(R) := tr P R| 2r = 0Ru .

Αποδειξη. Επειδή ο δακτύλιος Z είναι Π.Κ.Ι., έχουμε για κάθε n P Z,

H sing.
n (P2

R;R) –
(8.3), 8.1.3 (i)

(H sing.
n (P2

R;Z) bZ R) ‘ TorZ1 (H
sing.
n´1(P

2
R;Z);R).

Επειδή η H sing.
1 (P2

R;Z) είναι η μόνη ομάδα ιδιάζουσας ομολογίας τού P2
R που δεν

είναι ελεύθερη, αρκεί να εξετασθεί το τι συμβαίνει όταν n P t1, 2u. Προφανώς,

H
sing.
1 (P2

R;R) – (Z2 bZ R) ‘ TorZ1 (Z;R)
looooomooooon

–t0u

– (Z/2Z) bZ R – R/2R

(βλ. πόρισμα21 4.5.11) και

H
sing.
2 (P2

R;R) – (H
sing.
2 (P2

R;Z)
loooooomoooooon

–t0u

bZR) ‘ TorZ1 (H
sing.
1 (P2

R;Z)
loooooomoooooon

–Z2

;R)

– TorZ1 (Z/2Z;R) – R[2] = t2(R)

(βλ. λήμμα22 5.3.21), οπότε όλοι οι ισομορφισμοί (7.27) είναι αληθείς.

§ Υπολογισμός μοδίων ιδιάζουσας ομολογίας τής Xnonor.
g (όπου g ě 2). Θεωρούμε

δυο θετικούς πραγματικούς αριθμούς ϱ, ϱ1 με23 ϱ ă ϱ1 ď cos
(
π
2g

)
, καθώς και τα

εξής δύο ανοικτά υποσύνολα τής επιφανείας Xnonor.
g :

A := p (tz P E2g| |z| ą ϱu) , B := p
(␣
z P E2g| |z| ă ϱ1

()
.

Προφανώς έχουμεXnonor.
g = AYB καιAXB = p (tz P C| ϱ ă |z| ă ϱ1u) , η τριάδα

(Xnonor.
g , A,B) είναι εκτμητική (βλ. εδ. 7.2.2 (i)) και η ανηγμένη ακριβής ακολουθία

των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) είναι η

¨ ¨ ¨

ĂDn+1(A,B)
// ĂHsing.

n (A X B;Z)
(ĂH

sing.
n (kA),ĂH

sing.
n (kB))

// ĂHsing.
n (A;Z) ‘ ĂHsing.

n (B;Z)

ĂH
sing.
n (lA)´ĂH

sing.
n (lB)

//ĂHsing.
n (Xnonor.

g ;Z)
ĂDn(A,B)

// ĂH
sing.
n´1(A X B;Z)

(ĂH
sing.
n´1

(kA),ĂH
sing.
n´1

(kB))

// ¨ ¨ ¨

21Το πόρισμα 4.5.11 πρέπει να εφαρμοσθεί με τους Z καιR στη θέση των εκεί παρατεθέντωνR καιM, αντιστοίχως.
22Το λήμμα 5.3.21 πρέπει να εφαρμοσθεί με τους Z και R στη θέση των εκεί παρατεθέντων R και M, αντιστοίχως.

(Σημειωτέον ότι ο δακτύλιος Z είναι ακεραία περιοχή, οπότε το 2 P Z∖t0u δεν είναι μηδενοδιαιρέτης.)
23Η ακτίνα τού κύκλου τού εγγεγραμμένου στο BE2g ισούται με cos

(
π
2g

)
.
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Χρησιμοποιώντας επιχειρήματα πανομοιότυπα εκείνων, στα οποία είχαμε στηρι-
χθεί κατά την εξέταση τού Xor.

g , διαπιστώνουμε ότι το B είναι συσταλτό, οπότε

rH sing.
n (B;Z) – t0u, @n P Z, (7.28)

ότι το A είναι ομοτοπικώς ισοδύναμο τής μονοσημειακής ενώσεως S11 _ ... _ S1g ,
οπότε

rH sing.
n (A;Z) –

#

Zg, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t1u.
(7.29)

και ότι η τομή AXB είναι ομοτοπικώς ισοδύναμη τού κύκλου S1, οπότε

rH sing.
n (AXB;Z) –

#

Z, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t1u.
(7.30)

Λαμβανομένων υπ’ όψιν των (7.28), (7.29) και (7.30), από την ανωτέρω μακρά ακο-
λουθία των Mayer και Vietoris συμπεραίνουμε ότι

H sing.
n (Xnonor.

g ;Z) = rH sing.
n (Xnonor.

g ;Z) – t0u

όταν είτε n ě 3 είτε n ď ´1, οπότε απομένει ο προσδιορισμός τής rH
sing.
n (Xnonor.

g ;Z)
για n P t0, 1, 2u μέσω τού πλέον «ενδιαφέροντος» τμήματός της:

¨ ¨ ¨ //
ĂH

sing.
2 (A X B;Z)

loooooooooomoooooooooon

–t0u
//

ĂH
sing.
2 (A;Z)

loooooomoooooon

–t0u
// ĂH

sing.
2 (Xnonor.

g ;Z)

ĂD2(A,B)

//
ĂH

sing.
1 (A X B;Z)

loooooooooomoooooooooon

–Z

//
ĂH

sing.
1 (A;Z)

loooooomoooooon

–Z2g
// ĂH

sing.
1 (Xnonor.

g ;Z)

ĂD1(A,B)

//
ĂH

sing.
0 (A X B;Z)

loooooooooomoooooooooon

–t0u
//

ĂH
sing.
0 (A;Z)

loooooomoooooon

–t0u
// ĂH

sing.
0 (Xnonor.

g ;Z) Ñ t0u

το οποίο δίδει αφ’ ενός μεν rH
sing.
0 (Xnonor.

g ;Z) – t0u, αφ’ ετέρου δε την ακριβή ακο-
λουθία το πολύ τεσσάρων μη τετριμμένων όρων24 ως την άνω γραμμή τού ακολού-
θου διαγράμματος:

t0u Ñ H
sing.
2 (Xnonor.

g ;Z)
D2

// H
sing.
1 (A X B;Z)

OO

–

��

H
sing.
1 (kA)

// H
sing.
1 (A;Z)

OO

–

��

H
sing.
1 (lA)

// H
sing.
1 (Xnonor.

g ;Z) Ñ t0u

H
sing.
1 (BE2g ;Z)

H
sing.
1 ( p|BE2g

)

// H
sing.
1 (p(BE2g);Z)

Z – π1(S1, 1) oo
– // π1(BE2g, z1)

φHur
BE2g,z1

OO

ö

π1( p|BE2g
)

// π1(p(BE2g), p(z1))

φHur
p(BE2g),p(z1)

OO

24Επειδή οι συνήθεις ομάδες ομολογίας διαφοροποιούνται από τις ανηγμένες μόνον για n = 0, μπορούμε εδώ να
γράψουμε το εναπομένον «ενδιαφέρον» τμήμα τής ακριβούς MV-ακολουθίας απαλλασσόμενοι από τις περισπωμένες.
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όπου D2 = D2(A,B), kA : AXB ãÑ A και lA : A ãÑ Xor.
g οι συνήθεις ενθέσεις. Εν

προκειμένω, o π1(p|BE2g
) είναι ο ομομορφισμός ομάδων

π1(p|BE2g
) : π1(BE2g, z1) ÝÑ π1(p(BE2g), p(z1)), [α]ομ. ÞÝÑ [p ˝ α]ομ.,

ενώ οι
φHur

BE2g,z1 : π1(BE2g, z1)
–

ÝÑ H
sing.
1 (BE2g;Z) (7.31)

και
φHur
p(BE2g),p(z1)

: π1(p(BE2g), p(z1)) ÝÑ H
sing.
1 (p(BE2g);Z)

συμβολίζουν τους ομομορφισμούς Hurewicz (βλ. εδ. D.2.31 και D.2.32), με τον πρώ-
τον εξ αυτών ισομορφισμό ομάδων, διότι

π1(BE2g, z1) – π1(S1, 1) –
B.6.18

Z.

7.6.11 Λήμμα. Υφίσταται γεννήτορας τής H sing.
1 (BE2g;Z) – Z, ο οποίος απεικονί-

ζεται μέσω τής H sing.
1 (p|BE2g

) στο διπλάσιο τού αθροίσματος 2(x1 + ¨ ¨ ¨ + xg) των
στοιχείων μιας βάσεως tx1, ..., xgu τής ελεύθερης ομάδας H sing.

1 (p(BE2g);Z) – Zg.

Αποδειξη. Εντός τού κανονικού 2g-γώνου BE2g ορίζουμε δρόμους

aj , bj : I ÝÑ BE2g

ως ακολούθως:

aj := σconv(tz2j´1,z2ju) ˝ η´1, bj := σconv(tz2j ,z2j+1u) ˝ η´1,

για κάθε j P t1, ..., gu, όπου σconv(tzν ,zν+1u) : ∆1 ÝÑ BE2g είναι το ιδιάζον 1-
μονόπλοκο εντός τού BE2g (εδώ, ιδιαιτέρως, συσχετική απεικόνιση) που στέλνει το
e10 να απεικονισθεί στο zν και το e11 να απεικονισθεί στο zν+1, ενώ ο η´1 είναι ο
ομοιομορφισμός (D.3) από το I επί τού ∆1. Επειδή BE2g « S1 καιH sing.

1 (S1;Z) – Z,
η κλάση ομολογίας τού 1-κυκλήματος w P Z

sing.
1 (BE2g;Z), όπου

w :=
g
ř

j=1

(
σconv(tz2j´1,z2ju) + σconv(tz2j ,z2j+1u)

)
,

καθορίζει έναν γεννήτορα w + B
sing.
1 (BE2g;Z) τής H sing.

1 (BE2g;Z) – Z. Σημειωτέον
ότι ο τύπος ορισμού τού (7.31) είναι ο

π1(BE2g, z1) Q [α]ομ. ÞÝÑ φHur
BE2g,z1([α]

ομ.) := α˝η+B
sing.
1 (BE2g;Z) P H

sing.
1 (BE2g;Z),

όπου η ο ομοιομορφισμός (D.2) από το ∆1 επί τού διαστήματος I. Ορίζοντας τον
δρόμο ε : I ÝÑ BE2g μέσω τού διπλού τύπου

ε (t) :=

$

’

&

’

%

aj(2g(t´
2j´1
2g )), όταν t P

[
2j´1
2g , 2j2g

]
,

bj(2g(t´
2j
2g )), όταν t P

[
2j
2g ,

2j+1
2g

]
,
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για κάθε j P t1, ..., gu, η πρόταση B.6.8 (περί ενός συρμού διαδοχικών δρόμων) μας
πληροφορεί ότι

ε » ((a1 f b1) f (a2 f b2) f ¨ ¨ ¨ f (ag f bg)) σχ. t0, 1u

οπότε (εκ κατασκευής τού ε)

φHur
BE2g,z1([ε]

ομ.) = w +B
sing.
1 (BE2g;Z).

Από το τελευταίο διάγραμμα λαμβάνουμε

p(w) + B
sing.
1 (p(BE2g);Z) = H

sing.
1 (p|BE2g

)
(
w + B

sing.
1 (BE2g;Z)

)
= H

sing.
1 (p|BE2g

)
(
φ

Hur
BE2g,z1

([ε]
ομ.

)
)

= φ
Hur
p(BE2g),p(z1)

(
π1(p|BE2g

)
)
([ε]

ομ.
) = φ

Hur
p(BE2g),p(z1)([p ˝ ε]

ομ.
)

= φ
Hur
p(BE2g),p(z1)([(p ˝ a1) f (p ˝ b1) f ¨ ¨ ¨ f (p ˝ ag) f (p ˝ dg)]

ομ.
). (7.32)

Επειδή για κάθε t P I και κάθε j P t1, ..., gu, ισχύει (p ˝ aj) (t) = (p ˝ bj) (t) (λόγω
τού τρόπου ορισμού τής R1), έχουμε

[p ˝ aj ]
ομ. = [p ˝ bj ]

ομ.. (7.33)

Οι (7.32) και (7.33) δίδουν

p(w) + B
sing.
1 (p(BE2g);Z) = φ

Hur
p(BE2g),p(z1)([(p ˝ a1) f (p ˝ b1) f ¨ ¨ ¨ f (p ˝ ag) f (p ˝ dg)]

ομ.
)

= φ
Hur
p(BE2g),p(z1)(([p ˝ a1]

ομ.
d [p ˝ b1]

ομ.
) d ¨ ¨ ¨ d ([p ˝ ag]

ομ.
d [p ˝ bg]

ομ.
))

= φ
Hur
p(BE2g),p(z1)(

g
ś

j=1
([p ˝ aj ]

ομ.
)
2
)

= 2

(
g
ř

j=1
p ˝ σconv(tz2j´1,z2ju)

)
+ B

sing.
1 (p(BE2g);Z).

Εάν για κάθε j P t1, ..., gu θέσουμε

xj := p ˝ σconv(tz2j´1,z2ju) +B
sing.
1 (p(BE2g);Z),

τότε το tx1, ..., xgu είναι (εκ κατασκευής) μια βάση τής H sing.
1 (p(BE2g);Z) – Zg και

ο γεννήτορας w + B
sing.
1 (BE2g;Z) τής H sing.

1 (BE2g;Z) – Z πράγματι απεικονίζεται
μέσω τού ομομορφισμού H sing.

1 (p|BE2g
) στο 2(x1 + ¨ ¨ ¨ + xg).

7.6.12 Λήμμα. Για κάθε g P N, g ě 2, και για κάθε n P Z έχουμε:

H
sing.
n (Xnonor.

g ;Z) –

$

’

&

’

%

Z, όταν n = 0,

Zg´1 ‘ Z2, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

(7.34)

Αποδειξη. Κατά τα προαναφερθέντα έχουμε

H sing.
n (Xnonor.

g ;Z) – t0u
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για κάθε δείκτη n P Z∖t0, 1, 2u. Επειδή η επιφάνειαXnonor.
g (ως συνεχής εικόνα τού

δρομοσυνεκτικού χώρου E4g μέσω τής p, βλ. πρόταση B.1.19) είναι χώρος δρομοσυ-
νεκτικός, ο ισχυρισμός για n = 0 είναι αληθής επί τη βάσει τού θεωρήματος D.2.23.
Από την (ακριβή) άνω γραμμή τού τελευταίου διαγράμματος και την πρόταση 3.1.4
λαμβάνουμε

H
sing.
2 (Xnonor.

g ;Z) – Ker(H sing.
1 (kA))

και

H
sing.
1 (Xnonor.

g ;Z) – Coker(H sing.
1 (kA)) – Coker(H sing.

1 (p|BE2g
))

= H
sing.
1 (p(BE2g);Z)/ Im(H

sing.
1 (p|BE2g

)) – Zg/ Im(H
sing.
1 (p|BE2g

)).

Για την «ταξινόμηση» τής πεπερασμένως παραγόμενης αβελιανής ομάδας (Z-
μοδίου) Zg/ Im(H

sing.
1 (p|BE2g

)) (υπό την έννοια τού θεωρήματος 2.6.32) θα λάβουμε
υπ’ όψιν το λήμμα 7.6.11 και θα καταφύγουμε στην αναζήτηση τής αντίστοιχης διευ-
θετημένης μορφής Smith (Smith normal form). Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπο-
ρούμε στη θέση τού ομομορφισμού H sing.

1 (p|BE2g
) τού πλήρως καθοριζόμενου από

την εικόνα τού γεννήτορα w +B
sing.
1 (BE2g;Z)

H sing.
1 (BE2g;Z) Q w +Bsing.

1 (BE2g;Z) �
H

sing.
1 ( p|BE2g

)

// 2(x1 + ¨ ¨ ¨ + xg) P H sing.
1 (p(BE2g);Z)

να θεωρήσουμε τον ομομορφισμό

h : Z ÝÑ Zg, 1 ÞÝÑ 2(e1 + ¨ ¨ ¨ + eg),

όπου25

e1 :=


1
0
...
0

 , e2 :=


0
1
...
0

 , ....., eg :=


0
0
...
1

 P Matgˆ1(Z).

Θέτοντας

U :=



1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
´1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1
´1 0 0 ¨ ¨ ¨ 1 0

...
...

...
... ...

...
´1 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
´1 1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

 P GLg(Z),

παρατηρούμε ότι
U (2(e1 + ¨ ¨ ¨ + eg)) = 2e1.

Εξ αυτού συνάγεται ότι26

H
sing.
1 (Xnonor.

g ;Z) – Zg/ Im(H
sing.
1 (p|BE2g

)) – Zg/ Im(h) – Zg´1 ‘ Z2.

25Εάν το 2(e1 + ¨ ¨ ¨ + eg) δεν ήταν η εικόνα τού 1 αλλά η εικόνα τού ´1, το τελικό αποτέλεσμα δεν θα άλλαζε.
26Βλ. [12], Chapter 5, σελ. 289-340, [15], Ex. 16-19, σελ. 470-471, ή [17], Appendix of Chapter VII, σελ. 343-345.
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Επιπροσθέτως,

Ker(h) = tλ P Z|h (λ) = λh(1) = 0Zgu = tλ P Z| 2λ(e1 + ¨ ¨ ¨ + eg) = 0Zgu = t0u,

οπότε τόσον ο h όσον και οι H sing.
1 (p|BE2g

) και H sing.
1 (kA) είναι μονομορφισμοί. Αυ-

τό, λόγω τής ακριβείας τής MV-ακολουθίας, σημαίνει ότι D2 = 0, απ’ όπου έπεται
ότι

H
sing.
2 (Xnonor.

g ;Z) – t0u

και ότι πλέον όλοι οι ισομορφισμοί (7.34) είναι αληθείς.

7.6.13 Θεώρημα. Για κάθε μη τετριμμένο μεταθετικό δακτύλιο R, για κάθε g P N
και για κάθε n P Z έχουμε:

H
sing.
n (Xnonor.

g ;R) –

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

Rg´1 ‘ (R/2R), όταν n = 1,

t2(R), όταν n = 2,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2u,

(7.35)

όπου 2R := t2r| r P Ru και t2(R) := tr P R| 2r = 0Ru .

Αποδειξη. Το ότι τούτο είναι αληθές για g = 1 το γνωρίζουμε από το θεώρημα
7.6.10. Ας υποθέσουμε ότι g ě 2. Επειδή ο δακτύλιος Z είναι Π.Κ.Ι., έχουμε για
κάθε n P Z,

H sing.
n (Xnonor.

g ;R) –
(8.3), 8.1.3 (i)

(H sing.
n (Xnonor.

g ;Z) bZ R) ‘ TorZ1 (H
sing.
n´1(X

nonor.
g ;Z);R).

Επειδή ηH sing.
1 (Xnonor.

g ;Z) είναι η μόνη ομάδα ιδιάζουσας ομολογίας τήςXnonor.
g που

δεν είναι ελεύθερη, αρκεί να εξετασθεί το τι συμβαίνει όταν n P t1, 2u. Προφανώς,

H
sing.
1 (Xnonor.

g ;R) – ((Zg´1 ‘ Z2) bZ R) ‘ TorZ1 (Z;R)
looooomooooon

–t0u

–
4.4.6

(Z bZ R)
g´1 ‘ (Z/2Z bZ R)

–
4.4.3

Rg´1 ‘ (Z/2Z bZ R) –
4.5.11

Rg´1 ‘ (R/2R)

και

H
sing.
2 (Xnonor.

g ;R) – (H
sing.
2 (Xnonor.

g ;Z)
looooooooomooooooooon

–t0u

bZR) ‘ TorZ1 (H
sing.
1 (Xnonor.

g ;Z)
looooooooomooooooooon

–Zg´1‘Z2

;R)

–

g´1

TorZ1 (Z;R)
looooomooooon

–t0u

‘ TorZ1 (Z/2Z;R) – TorZ1 (Z/2Z;R) –
5.3.21

R[2] = t2(R),

οπότε όλοι οι ισομορφισμοί (7.35) είναι αληθείς.
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7.7 ΘΕΩΡΗΜΑ ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΥ
ΤΩΝ JORDAN ΚΑΙ BROUWER

Η τελευταία ενότητα τού παρόντος κεφαλαίου είναι αφιερωμένη στην απόδειξη τής
γενικεύσεως 7.7.10 (σε οιεσδήποτε διαστάσεις) τού κλασικού θεωρήματος καμπυ-
λών τού Jordan το οποίο μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: Εάν f : S1 ãÑ R2 είναι μια
τοπολογική εμφύτευση (δηλαδή εάν η f απεικονίζει ομοιομορφικώς τον κύκλο S1
επί τής εικόνας f(S1) αυτού μέσω τής f), τότε το συμπλήρωμα R2∖f(S1) διαθέτει
ακριβώς δύο συνεκτικές συνιστώσες (το «εσωτερικό» [που είναι φραγμένο] και το
«εξωτερικό» τής κλειστής καμπύλης f(S1) [που είναι μη φραγμένο]) με κοινή μεθό-
ριό τους (ήτοι τοπολογικό σύνορό τους) την ίδια την f(S1). Εάν μια απλή κλειστή
καμπύλη εντός τού R2 είναι αρκετά «περίπλοκη», ενδέχεται να δυσκολευόμαστε να
δούμε το κατά πόσον κάποιο δοθέν σημείο ανήκει στο φραγμένο ή στο μη φραγμένο
μέρος τού επιπέδου. Γι’ αυτόν και για άλλους τεχνικούς λόγους οι αμιγώς γεωμε-
τρικές αποδείξεις του (καθώς και εκείνες τού ισχυρότερου θεωρήματος 7.7.11 τού
Schoenflies) είναι αρκετά δύσκολες.

Το θεώρημα, παρότι περιγράφει ένα -από διαισθητική σκοπιά- αρκετά προφα-
νές γεγονός, περιέχει μια βαθιά και ουσιαστική πληροφορία για το επίπεδο. Η πρώ-
τη απόδειξη εδόθη από τον ίδιον τον Camille Jordan27 το28 1887. Πολλοί πιστεύουν
ότι εμπεριείχε σοβαρά λάθη29. (Μολαταύτα, ο Thomas C. Hales σε ένα άρθρο30

τού 2007 επιχειρηματολογεί περί τού αντιθέτου.) Ακολούθησαν δημοσιεύσεις πολ-
λών εσφαλμένων αποδείξεων γνωστών γεωμετρών. Μια (αναμφίβολα) ορθή από-

27Jordan, Camille Marie Ennemond (5/1/1838-21/1/1922). Γάλλος μαθηματικός. Καθηγητής τής École Poly-
thechnique από το 1876 έως τη συνταξιοδότησή του το 1912. Πρόεδρος τής Γαλλικής Ακαδημίας των Επιστημών από
το 1916. Διακρίθηκε για τις εργασίες του σε πάμπολλους ερευνητικούς τομείς, όπως εκείνους τής Γραμμικής Άλγεβρας
(θεώρημα τής διευθετημένης μορφής Jordan), τής Θεωρίας Μετατάξεων και τής τότε αναπτυσσόμενης Θεωρίας των
Ομάδων (θεώρημα Jordan-Hölder), τής Πραγματικής Αναλύσεως (διάσπαση κατά Jordan), τής Πιθανοθεωρίας κ.α.
Βλ. Jour. Math. Pures Appl. 1 (1922), I-IV.

28C. Jordan: Cours d’ Analyse de l’ Ecole Polytechnique, Paris, 1887. (Δεύτερη έκδοση το 1893.)
29Βλ., π.χ., J.R. Kline: What is the Jordan Curve Theorem?, The American Math. Monthly 49, no. 5, (1942), 281-286.
30T.C. Hales: Jordan’s proof of the Jordan curve theorem, Studies in Logic, Grammar and Rethoric, vol. 10, no.

23, (2007), 45-60.
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δειξη τού θεωρήματος εδόθη από τον Oswald Veblen31 το έτος32 1905.Ακολούθησαν
και άλλες, συνδυαστικής φύσεως, οι οποίες ήταν τεχνικώς απαιτητικές και μακρο-
σκελείς. Έκτοτε έχουν προταθεί δεκάδες «απλοποιημένων» αποδείξεων. Ενδεικτι-
κώς αναφέρονται οι στοιχειώδεις αποδείξεις των Filippov33 και Tverberg34, η από-
δειξη τού Maehara35 (που χρησιμοποιεί το θεώρημα C.5.2 σταθερού σημείου τού
Brouwer), καθώς και οι αποδείξεις από τα βιβλία [41], σελ. 390-393, και [40], σελ.
129-149 (που κάνουν χρήση εργαλείων προερχομένων αποκλειστικώς από τη Γενική
Τοπολογία).

Με τη βοήθεια τής ιδιάζουσας θεωρίας ομολογίας τόσον η κλασική μορφή τού
θεωρήματος τού Jordan όσον και οι (μη τετριμμένες) γενικεύσεις αυτού εξάγονται
κατά τρόπο άμεσο, χωρίς κανείς να είναι υποχρεωμένος να καταφύγει σε ad hoc γε-
ωμετρικά επιχειρήματα. Ειδικότερα, το θεώρημα διαχωρισμού 7.7.10 των Jordan
και Brouwer36 βασίζεται ουσιωδώς στα «προπαρασκευαστικά» θεωρήματα 7.7.3
και 7.7.6, στις αποδείξεις των οποίων υπεισέρχονται ως κύρια τεχνικά μέσα επα-
ναληπτικές εφαρμογές κατάλληλων ακριβών ακολουθιών Mayer-Vietoris.

7.7.1 Λήμμα. Ας υποθέσουμε ότι X είναι ένας τοπολογικός χώρος ο οποίος γράφε-
ται ως ένωση X = intX(X1)Y intX(X2) των τοπολογικών εσωτερικών δυο υποχώ-
ρων τουX1, X2 και ότι ως iρ : X1 XX2 ãÑ Xρ, ρ P t1, 2u, συμβολίζονται οι φυσικές
ενθέσεις. Εάν x P H

sing.
n (X1 X X2;Z) και rH

sing.
n+1(X;Z) – t0u για κάποιον n P N0,

31Veblen, Oswald (24/8/1880-10/8/1960). Αμερικανός μαθηματικός. Σπούδασε στα Πανεπιστήμια τής Iowa και
τού Harvard. Εξεπόνησε τη διδακτορική του διατριβή στο Πανεπιστήμιο τού Chicago υπό τον E.Η. Μoore (λαμβάνο-
ντάς την το 1903). Δίδαξε στο Πανεπιστήμιο τού Princeton από το 1905 έως το 1932.Έκτοτε βοήθησε στην ουσιαστική
αναβάθμιση τού «Ινστιτούτου Προκεχωρημένων Σπουδών» (I.A.S.) και υπήρξε ο πρώτος καθηγητής του (θέση που κρά-
τησε μέχρι το 1950). Πασίγνωστος στη μαθηματική κοινότητα για τα συγγράμματά του και τις ερευνητικές εργασίες
του επί τής Προβολικής Γεωμετρίας, επί τής Διαφορικής Γεωμετρίας και επί τής Τοπολογίας.

32O. Veblen: Theory on Plane Curves in Non-Metrical Analysis Situs, Transactions of the Americal Mathematical Society
6, no. 1 (1905), 83-98.

33A.F. Filippov: An elementary proof of Jordan’s theorem, Uspekhi Mat. Nauk 5, (1950), 173-176.
34H. Tverberg: A proof of the Jordan curve theorem, Bulletin of the London Math. Society, 12, no. 1, (1980), 34-38.
35R. Maehara: The Jordan curve theorem via the Brouwer fixed point theorem, The American Math. Monthly 91, no.

10, (1984), 641-643.
36Οι αρχικές εργασίες τού L.E.J. Brouwer επ’ αυτού είναι οι: Beweis des Jordanschen Satzes für den n-dimensionalen

Raum, Mathematische Annalen 71 (1911), 314-319, και Über Jordansche Mannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen 71
(1911), 320-327. Η απόδειξη που δίδεται εδώ αποτελεί μια εκσυγχρονισμένη «αμιγώς ομολογική» εκδοχή τής αποδεί-
ξεως που εδόθη από τον J.W. Alexander στο άρθρο του A proof and extension of the Jordan-Brouwer separation theorem,
Transactions of the American Mathematical Society 23, No. 4 (1922), 333-349, καθώς και εκείνης τού άρθρου τού J.
Leray υπό τον τίτλο: La théorie des points fixes et ses applications en Analyse, Proc. Int. Congress Math., Cambridge 1950,
Vol. 2, pp. 202-208.
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τότε

x = 0
H

sing.
n (X1XX2;Z)

ðñ [ rH sing.
n (i1)(x) = 0

ĂH
sing.
n (X1;Z)

και rH sing.
n (i2)(x) = 0

ĂH
sing.
n (X2;Z)

].

Αποδειξη. Η ανηγμένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) για
την εκτμητική τριάδα (X,X1, X2) (ως προς την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ), πρβλ. 7.2.2 (i))

¨ ¨ ¨ //
ĂH

sing.
n+1(X;Z)

looooooomooooooon

–t0u

// ĂHsing.
n (X1 X X2;Z)

(ĂH
sing.
n (i1),ĂH

sing.
n (i2))

// ĂHsing.
n (X1;Z) ‘ ĂHsing.

n (X2;Z) // ĂHsing.
n (X;Z) // ¨ ¨ ¨

μας πληροφορεί ότι ο ομομορφισμός αβελιανών ομάδων ( rH
sing.
n (i1), rH

sing.
n (i2)) είναι

μονομορφισμός. Επομένως, ισχύει x = 0
H

sing.
n (X1XX2;Z) εάν και μόνον εάν έχουμε

rH
sing.
n (i1)(x) = 0

H
sing.
n (X1;Z) και ταυτοχρόνως rH

sing.
n (i2)(x) = 0

H
sing.
n (X2;Z).

Ένα δεύτερο, σημαντικό λήμμα που θα χρειασθούμε είναι το ακόλουθο:

7.7.2 Λήμμα. Έστω ότι X είναι ένας τοπολογικός χώρος ο οποίος γράφεται ως

αριθμήσιμη ένωση X =
8
Ť

k=0

Xk (μιας ακολουθίας) υποχώρων του (Xk)kPN0 με

Xk Ď Xk+1, @k P N0, και ότι οι λk : Xk ãÑ X, µk : Xk ãÑ Xk+1 είναι οι φυ-
σικές ενθέσεις. Εάν κάθε συμπαγής υπόχωρος A τού X περιέχεται σε κάποιον Xk,

τότε η κλάση υπολοίπων

y +Bsing.
n (X;Z) P H sing.

n (X;Z) ενός y P Zsing.
n (X;Z)

είναι μηδενική (ήτοι y P B
sing.
n (X;Z)) εάν και μόνον εάν υπάρχουν

ℓ P N0 κα y1 +Bsing.
n (Xℓ;Z) P H sing.

n (Xℓ;Z), y1 P Zsing.
n (Xℓ;Z),

ούτως ώστε να ισχύουν οι ισότητες

H sing.
n (λℓ)(y

1 +Bsing.
n (Xℓ;Z)) = Sn(λℓ)(y

1) +Bsing.
n (X;Z) = y +Bsing.

n (X;Z)

και

H sing.
n (µℓ)(y

1 +Bsing.
n (Xℓ;Z)) = Sn(µℓ)(y

1) +Bsing.
n (Xℓ+1;Z)

= Bsing.
n (Xℓ+1;Z) = 0

H
sing.
n (Xℓ+1;Z).

Αποδειξη. “ðù” Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι για κάθε k P N0 σχηματίζεται το
μεταθετικό διάγραμμα:

X

ö

Xk
� �

µk
//

- 

λk

<<

Xk+1

2 R

λk+1

cc
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Εάν, λοιπόν, οι ανωτέρω ισότητες ισχύουν για κάποιον ℓ P N0, τότε

y +Bsing.
n (X;Z) = H sing.

n (λℓ)(y
1 +Bsing.

n (Xℓ;Z))
= (H sing.

n (λℓ+1) ˝H sing.
n (µℓ))(y

1 +Bsing.
n (Xℓ;Z))

= H sing.
n (λℓ+1)(0Hsing.

n (Xℓ+1;Z)) = 0
H

sing.
n (X;Z).

“ùñ” Ας υποθέσουμε ότι y P B
sing.
n (X;Z) := Im(d

sing.
X,n+1). Εάν θεωρήσουμε

Sn(X;Z) Q y =
řν
i=1 ξiσi, όπου ν P N, ξi P Z και σi : ∆n ÝÑ X ιδιάζοντα n-

μονόπλοκα για κάθε i P t1, ..., νu, τότε υπάρχει κάποια ιδιάζουσα (n+ 1)-αλυσίδα

ν1
ř

j=1

ξ1
jτj P Sn+1(X;Z), όπου ν1 P N, με d sing.

X,n+1

(
ν1
ř

j=1

ξ1
jτj

)
= y.

Έστω37 A := (
Ťν
i=1 σi(∆n)) Y

(
Ťν1

j=1 τj(∆n+1)
)

=
Ťν1

j=1 τj(∆n+1). Επιλέγουμε
αρκούντως μεγάλον ℓ P N0, τέτοιο ώστε να ισχύει ο εγκλεισμός: A Ď Xℓ. Εάν
γράψουμε

σi = λℓ ˝ σ1
i, όπου σ1

i : ∆n ÝÑ Xℓ κάποιο ιδιάζον n-μονόπλοκο εντός τού Xℓ,

τj = λℓ ˝ τ 1
j , όπου τ 1

j : ∆n+1 ÝÑ Xℓ κάποιο ιδιάζον (n+ 1)-μονόπλοκο εντός τού Xℓ,

για κάθε (i, j) P t1, ..., νu ˆ t1, ..., ν1u και θέσουμε

y1 :=
ν
ř

i=1

ξiσ
1
i P Sn(Xℓ;Z) και z :=

ν1
ř

j=1

ξ1
jτ

1
j P Sn+1(Xℓ;Z),

τότε y1 P Z
sing.
n (Xℓ;Z), διότι

d sing.
Xℓ,n

(y1) = d sing.
Xℓ,n

(Sn(λℓ)(y)) = Sn´1(λℓ)(d
sing.
Xℓ,n

(y)) = Sn´1(λℓ)(0Sn´1(Xℓ;Z)) = 0Sn´1(X;Z),

και H sing.
n (λℓ)(y

1 +B
sing.
n (Xℓ;Z)) = y +B

sing.
n (X;Z). Επιπροσθέτως,

(d sing.
Xℓ+1,n+1 ˝ Sn+1(µℓ))(z) = (Sn(µℓ) ˝ d sing.

Xℓ,n+1)(z) = Sn(µℓ)(y
1) P Bsing.

n (Xℓ+1;Z),

όπου Bsing.
n (Xℓ+1;Z) = 0

H
sing.
n (Xℓ+1;Z).

7.7.3 Θεώρημα. Εάν k, d P N0, k ď d, τότε για οιαδήποτε τοπολογική εμφύτευση
f : Bk ãÑ Sd έχουμε

rH
sing.
n (Sd∖f(Bk);Z) – t0u, @n P Z.

Αποδειξη. Επειδή Bk « Ik (όπου I := [0, 1]), αρκεί να αποδειχθεί ότι ισχύει
rH

sing.
n (Sd∖f(Ik);Z) – t0u για κάθε n ě 0. Θα χρησιμοποιηθεί μαθηματική επα-

γωγή επί τού k. Για k = 0, το I0 (και, κατ’ επέκταση, και η εικόνα του f(I0)) είναι
ένας μονοσημειακός χώρος, οπότε Sd∖f(I0) » B̊d (βλ. (B.1)) και για κάθε n ě 0,

rH sing.
n (Sd∖f(Ik);Z) – rH sing.

n (B̊d;Z) – t0u,

37Η τελευταία ισότητα ισχύει, διότι
Ťν
i=1 σi(∆n) Ď

Ťν1
j=1 τj(∆n+1).
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διότι το κύτταρο B̊d είναι συσταλτό. (Βλ. εδ. B.5.6 (v) και C.3.4 (ii).) Εν συνεχεία
υποθέτουμε ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής για 0 ď k ă k0, όπου k0 κάποιος πα-
γιωμένος φυσικός αριθμός ανήκων στο σύνολο t1, ..., du. Έστω f : Ik0 ãÑ Sd μια
τοπολογική εμφύτευση. Θέτοντας

A0 := Ik0 , B1 := Ik0´1 ˆ [0, 12 ], B2 := Ik0´1 ˆ [ 12 , 1],

έχουμεA0 = B1YB2 καιB1XB2 = Ik0´1ˆt 1
2u « Ik0´1, και από την ενριπτικότητα

τής f έπεται ότι

Sd∖f(B1 XB2) = (Sd∖f(B1)) Y (Sd∖f(B2)).

Η ανηγμένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) για την εκτμητική
τριάδα (Sd∖f(Ik0´1),Sd∖f(B1),Sd∖f(B2)) (ως προς την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ )) δίδει (ένε-

κα τής επαγωγικής υποθέσεώς μας)

¨ ¨ ¨ //
ĂH

sing.
n+1(S

d∖f(Ik0´1
); Z)

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

–t0u
// ĂHsing.
n (Sd∖f(A0); Z)

(ĂH
sing.
n (i1),ĂH

sing.
n (i2))

// ĂHsing.
n (Sd∖f(B1); Z) ‘ ĂHsing.

n (Sd∖f(B2); Z) //
ĂH

sing.
n (Sd∖f(Ik0´1

); Z)
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

–t0u
Ñ ¨ ¨ ¨

όπου iρ : (Sd∖f(B1)) X (Sd∖f(B2))
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

=Sd∖f(A0)

ãÑ Sd∖f(Bρ), ρ P t1, 2u, οι φυσικές ενθέσεις.

Επομένως ο ομομορφισμός αβελιανών ομάδων ( rH
sing.
n (i1), rH

sing.
n (i2)) είναι ισομορ-

φισμός. Ας υποθέσουμε ότι rH
sing.
n (Sd∖f(A0);Z) fl t0u. Έστω x ένα μη μηδενικό

στοιχείο τής αβελιανής ομάδας rH
sing.
n (Sd∖f(A0);Z). Τότε (σύμφωνα με το λήμμα

7.7.1) είτε rH
sing.
n (i1)(x) ‰ 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(B1);Z) είτε rH

sing.
n (i2)(x) ‰ 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(B2);Z).Ας

υποθέσουμε (δίχως βλάβη τής γενικότητας) ότι rH
sing.
n (i1)(x) ‰ 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(B1);Z).

Θέτουμε A1 := B1, υποδιαιρούμε το A1 γράφοντάς το ως ένωση των

B1,1 := Ik0´1 ˆ [0, 14 ] και B1,2 := Ik0´1 ˆ [ 14 ,
1
2 ]

(όπως είχαμε διχοτομήσει προηγουμένως τον δεύτερο παράγοντα τούA0) και κατό-
πιν εκ νέου εφαρμογής τής ανηγμένης ακριβούς ακολουθίας των Mayer και Vietoris
7.2.4 (ii) (ως προς την (H sing.

‚ , B
sing.
‚ )) διαπιστώνουμε ότι η εικόνα τού x είτε εντός τής

rH
sing.
n (Sd∖f(B1,1);Z) είτε εντός τής rH

sing.
n (Sd∖f(B1,2);Z) είναι διάφορη τού μηδε-

νός. Συνεχίζοντας αυτήν τη διαδικασία, κατασκευάζουμε διαδοχικώς μια ακολου-
θία υποχώρων

A0 Ś A1 Ś A2 Ś ¨ ¨ ¨ Ś Ak´1 Ś Ak Ś ¨ ¨ ¨ τού Ik0

με τις εξής ιδιότητες:

(i) A8 :=
8
Ş

k=0

Ak = Ik0´1 ˆ tau « Ik0´1, για κάποιο a P I.
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(ii) rH
sing.
n (jk)(x) ‰ 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(Ak);Z), όπου jk : Sd∖f(A0) ãÑ Sd∖f(Ak) η φυσική

ένθεση. Λαμβάνοντας υπ’ όψιν και τις λοιπές φυσικές ενθέσεις

λk : Sd∖f(Ak) ãÑ Sd∖f(A8), µk : Sd∖f(Ak) ãÑ Sd∖f(Ak+1),

σχηματίζουμε για κάθε k P N0 το μεταθετικό διάγραμμα

Sd∖f(Ak+1) � w

λk+1

))

Sd∖f(A0)
� � λ0 //

) 	

jk+1

66

� u

jk
((

Sd∖f(A8) =
8
Ť

k=0

(Sd∖f(Ak))

Sd∖f(Ak)
' �

λk

55

µk

OO

στο οποίο rH
sing.
n (µk ˝ jk

loomoon

=jk+1

)(x) ‰ 0
ĂH

sing.
n (Sd∖f(Ak+1);Z) (λόγω τής (ii)), @k P N0.

(iii) Έστω Γ ένα συμπαγές υποσύνολο τού Sd∖f(A8) =
8
Ť

k=0

(Sd∖f(Ak)). Επειδή

το U :=
␣

(Sd∖f(Ak)) X Γ
ˇ

ˇ k P N0

(

είναι ένα ανοικτό κάλυμμα τού Γ, το Γ διαθέτει
ένα πεπερασμένο υποκάλυμμα αποτελούμενο από στοιχεία τού U και, ως εκ τού-
του, υπάρχει k‚ P N0, τέτοιο ώστε να ισχύει Γ Ď Sd∖f(Ak‚), καθόσον έχουμε τον
εγκλεισμό Sd∖f(Ak) Ď Sd∖f(Ak+1) για κάθε k P N0.

(iv) rH
sing.
n (λ0)(x) = 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(A8);Z), διότι (από την επαγωγική μας υπόθεση)

rH sing.
n (Sd∖f(A8);Z) –

(i)
rH sing.
n (Sd∖f(Ik0´1);Z) – t0u.

Προφανώς,
$

’

&

’

%

rH
sing.
n (λk)( rH

sing.
n (jk)(x)) = rH

sing.
n (λk)(x) και

rH
sing.
n (µk)( rH

sing.
n (jk)(x)) = rH

sing.
n (jk+1)(x) ‰

(ii)
0
ĂH

sing.
n (Sd∖f(Ak+1);Z).

,

/

.

/

-

(7.36)

Εν συνεχεία, εφαρμόζουμε (λόγω των ιδιοτήτων (ii) και (iii)) το λήμμα 7.7.2 (θέτο-
ντας το συμπλήρωμα Sd∖f(A8) στη θέση τού εκεί παρατεθέντος X, το Γ στη θέση
τού εκεί παρατεθέντοςA, το Sd∖f(Ak) στη θέση τού εκεί παρατεθέντοςXk και την
κλάση ομολογίας rH

sing.
n (λ0)(x) P rH

sing.
n (Sd∖f(A8);Z) στη θέση τής εκεί συμβολι-

ζόμενης ως y +B
sing.
n (X;Z)). Επειδή rH

sing.
n (jk)(x) ‰ 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(Ak);Z) (δυνάμει τής

(7.36)) για κάθε k P N0, συμπεραίνουμε ότι rH
sing.
n (λ0)(x) ‰ 0

ĂH
sing.
n (Sd∖f(A8);Z), κάτι

που αντίκειται στην ανωτέρω ιδιότητα (iv)! Άρα τελικώς

t0u – rH sing.
n (Sd∖f(A0);Z) – rH sing.

n (Sd∖f(Ik0);Z) – rH sing.
n (Sd∖f(Bk0);Z)

για κάθε n ě 0.
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7.7.4 Πόρισμα. Εάν k, d P N0, k ď d, τότε για οιαδήποτε τοπολογική εμφύτευση
f : Bk ãÑ Sd το συμπλήρωμα Sd∖f(Bk) είναι χώρος δρομοσυνεκτικός.

Αποδειξη. Από το θεώρημα 7.7.3,

rH
sing.
0 (Sd∖f(Bk);Z) – t0u ùñ

C.3.2 (iii)
H

sing.
0 (Sd∖f(Bk);Z) – Z,

οπότε το Sd∖f(Bk) είναι χώρος δρομοσυνεκτικός βάσει τού πορίσματος D.2.24.

7.7.5 Πόρισμα. Εάν k, d P N0, k ď d και d ě 2, τότε για κάθε τοπολογική εμφύτευση
f : Bk ãÑ Rd έχουμε

H
sing.
n (Rd∖f(Bk);Z) –

#

Z, όταν n P t0, d´ 1u,

t0u, όταν n P Z∖t0, d´ 1u.

Αποδειξη. Η στερεογραφική προβολή (βλ. εδ. B.1.3 (iv)),

pst. : Sd ∖ tP+u ÝÑ Rd, pst.(x1, ..., xd, xd+1) :=

(
x1

1 ´ xd+1
, ...,

xd
1 ´ xd+1

)
,

η οποία απεικονίζει κάθε σημείο x = (x1, ..., xd, xd+1) P Sd∖tP+u στο σημείο τομής
τής ευθείας τής διερχομένης από τον βόρειο πόλο P+ και το x με το υπερεπίπεδο

Rd « t(x1, ..., xd+1) P Rd+1 |xd+1 = 0u Ă Rd+1,

είναι ομοιομορφισμός, με αντίστροφό της την p´1
st. : Rd ÝÑ Sd∖tP+u την οριζόμενη

μέσω τού τύπου:

Rd Q (y1, ..., yd) = y ÞÑ p´1
st. (y) :=

(
2y1

1 + ||y||2
, ...,

2yd
1 + ||y||2

,
||y||2 ´ 1

1 + ||y||2

)
.

H p´1
st. απεικονίζει την f(Bk) ομοιομορφικώς επί μιας μπάλας p´1

st. (f(Bk)) Ř Sd με
P+ R p´1

st. (f(Bk)). Θεωρούμε την εξής ακολουθία:

H
sing.
n+1(S

d, tP´u; Z)
–

(i)
// Hsing.
n+1(S

d, Sd∖tP+u; Z)

–

(ii)

// Hsing.
n+1(S

d∖p´1
st. (f(Bk)), Sd∖(p´1

st. (f(Bk)) Y tP+u); Z)
Bsing.
n+1

// Hsing.
n (Sd∖(p´1

st. (f(Bk)) Y tP+u); Z)

–

(iii)

// Hsing.
n (Rd∖f(Bk); Z)

με τον ομομορφισμό (i) ισομορφισμό διότι το tP´u αποτελεί παραμορφωτική σύμ-
πτυξη τού Sd ∖ tP+u (βλ. εδ. B.5.6 (v) και B.5.21), με τον (ii) ισομορφισμό λόγω
τού αξιώματος ES-A3 τής εκτομής (που ισχύει για την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ )), με τον (iii)

ισομορφισμό λόγω τού ότι η pst. είναι ομοιομορφισμός και με

H
sing.
n+1(S

d, tP´u;Z) – rH
sing.
n+1(S

d;Z) –

#

Z, όταν n = d´ 1,

t0u, όταν n P Z∖td´ 1u.
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Διαχωρίζουμε δύο περιπτώσεις:
Περίπτωση πρώτη. Για n P Z∖t0u η μακρά ακριβής ακολουθία τού τοπολογικού
ζεύγους (Sd∖p´1

st. (f(Bk)),Sd∖(p´1
st. (f(Bk)) Y tP+u)) δίδει

¨ ¨ ¨ //
H

sing.
n+1(S

d∖p´1
st. (f(Bk)); Z)

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

–t0u
// Hsing.
n+1(S

d∖p´1
st. (f(Bk)), Sd∖(p´1

st. (f(Bk)) Y tP+u); Z)

Bsing.
n+1

=Bsing.
n+1

(Sd∖p´1
st. (f(Bk)),Sd∖(p

´1
st. (f(Bk))YtP+u))

// Hsing.
n (Sd∖(p´1

st. (f(Bk)) Y tP+u); Z) // H
sing.
n (Sd∖p´1

st. (f(Bk)); Z)
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

–t0u
Ñ ¨ ¨ ¨

όπου τα “– t0u” έπονται από το θεώρημα 7.7.3 και το (ii) τής σημειώσεως C.3.2.
Αυτή δηλοί ότι ο B

sing.
n+1 είναι ισομορφισμός, οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής βάσει

των προαναφερθέντων.
Περίπτωση δεύτερη. Εάν n = 0, τότε d ´ 1 ą 0 ñ B

sing.
1 = 0 (από την πρώτη ακο-

λουθία, καθόσον H sing.
1 (Sd, tP´u;Z) – t0u), απ’ όπου έπεται ότι ο ομομορφισμός

H
sing.
0 (Sd∖(p´1

st. (f(Bk)) Y tP+u);Z)
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

μη τετριμμένος ελεύθερος Z-μόδιος

ÝÑ H
sing.
0 (Sd∖p´1

st. (f(Bk);Z) –
7.7.3

Z

είναι μονομορφισμός και

H
sing.
0 (Sd∖(p´1

st. (f(Bk)) Y tP+u);Z) – H
sing.
0 (Rd∖f(Bk);Z) – Z

και η απόδειξη λήγει εδώ.

7.7.6 Θεώρημα. Εάν k P N0, d P N, k ă d, τότε για κάθε τοπολογική εμφύτευση
f : Sk ãÑ Sd έχουμε

rH
sing.
n (Sd∖f(Sk);Z) – rH

sing.
n (Sd´k´1;Z) –

#

Z, όταν n = d´ k ´ 1,

t0u, όταν n P Z∖td´ k ´ 1u.

Αποδειξη. Θα γίνει χρήση μαθηματικής επαγωγής επί τού k. Για k = 0 έχουμε38

Sd∖f(S0) « Rd∖t0u » Sd´1, οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής. Υποθέτουμε εφεξής
ότι k ě 1 και ότι αυτός είναι αληθής και για k ´ 1. Θέτοντας U+ := Sd∖f(Sk+) και
U´ := Sd∖f(Sk´) έχουμε

U+ X U´ = Sd∖f(Sk) και U+ Y U´ = Sd∖f(Sk´1).

Η ανηγμένη ακριβής ακολουθία των Mayer και Vietoris 7.2.4 (ii) για την εκτμητική
τριάδα (Sd∖f(Sk´1), U+, U´) (ως προς την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ )), όπου

U+ « U´ « Sd∖f(Bk)
(βλ. εδ. B.1.3 (iv)), γράφεται ως εξής:

¨ ¨ ¨ // rH sing.
n+1(U+;Z) ‘ rH sing.

n+1(U´;Z) // rH sing.
n+1(S

d∖f(Sk´1);Z)

// rH sing.
n (Sd∖f(Sk);Z) // rH sing.

n (U+;Z) ‘ rH sing.
n (U´;Z) Ñ ¨ ¨ ¨

38Βλ. εδ. B.5.18.
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Επειδή rH
sing.
n (U+;Z) – rH

sing.
n (U´;Z) –

7.7.3
t0u για κάθε n P Z, λαμβάνουμε

rH sing.
n (Sd∖f(Sk);Z) – rH

sing.
n+1(S

d∖f(Sk´1);Z) –

#

Z, όταν n+ 1 = d´ k,

t0u, όταν n+ 1 P Z∖td´ ku,

όπου ο τελευταίος ισομορφισμός προέρχεται από την επαγωγική υπόθεση.

7.7.7 Σημείωση. Προφανώς, διατηρώντας τά δεδομένα τού θεωρήματος 7.7.6 λαμ-
βάνουμε

H
sing.
n (Sd∖f(Sk);Z) –

$

’

&

’

%

Z, όταν n P t0, d´ k ´ 1u και d ě k + 2,

Z ‘ Z, όταν n = 0 και d = k + 1,

t0u, αλλιώς.

(Πρβλ. C.3.2 (i) και (ii).)

7.7.8 Θεώρημα. Εάν k P N0, d P N, k ď d´ 1 και d ě 2, τότε για κάθε τοπολογική
εμφύτευση f : Sk ãÑ Rd έχουμε

H sing.
n (Rd∖f(Sk);Z) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Z, όταν

$

’

&

’

%

n = k = 0,

n = d´ k ´ 1 και 1 ď k ď d´ 2, ή

n = d´ 1 και 1 ď k ď d´ 1,

Z ‘ Z, όταν

#

n = 0 και k = d´ 1, ή

n = d´ 1 και k = 0,

t0u, αλλιώς.

Αποδειξη. Αυτή είναι παρόμοια τής αποδείξεως τού πορίσματος 7.7.5. Θεωρούμε
την ακολουθία

H
sing.
n+1(S

d, tP´u; Z)
–

(i)
// Hsing.
n+1(S

d, Sd∖tP+u; Z)

–

(ii)

// Hsing.
n+1(S

d∖p´1
st. (f(Sk)), Sd∖(p´1

st. (f(Sk)) Y tP+u); Z)
Bsing.
n+1

// Hsing.
n (Sd∖(p´1

st. (f(Sk)) Y tP+u); Z)

–

(iii)

// Hsing.
n (Rd∖f(Sk); Z)

όπου οι ομομορφισμοί (i), (ii) και (iii) είναι ισομορφισμοί και

H
sing.
n+1(S

d, tP´u;Z) – rH
sing.
n+1(S

d;Z) –

#

Z, όταν n = d´ 1,

t0u, όταν n P Z∖td´ 1u,
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καθώς και τη μακρά ακριβή ακολουθία τού (Sd∖p´1
st. (f(Sk)), Sd∖(p´1

st. (f(Sk))YtP+u)),

¨ ¨ ¨ // Hsing.
n+1(S

d∖p´1
st. (f(Sk)); Z) // Hsing.

n+1(S
d∖p´1

st. (f(Sk)), Sd∖(p´1
st. (f(Sk)) Y tP+u); Z)

Bsing.
n+1

=Bsing.
n+1

(Sd∖p´1
st. (f(Sk)),Sd∖(p

´1
st. (f(Sk))YtP+u))

// Hsing.
n (Sd∖(p´1

st. (f(Sk)) Y tP+u); Z) // Hsing.
n (Sd∖p´1

st. (f(Sk)); Z) Ñ ¨ ¨ ¨

και διαχωρίζουμε έξι περιπτώσεις:
Περίπτωση πρώτη. Εάν n P Z∖t´1, 0, d ´ k ´ 2, d ´ k ´ 1u και k ě 1, τότε ο B

sing.
n+1

είναι ισομορφισμός, οπότε

H sing.
n (Rd∖f(Sk);Z) – H sing.

n (Sd, tP´u;Z) –

#

Z, όταν n = d´ 1,

t0u, όταν n P Z∖td´ 1u.

Περίπτωση δεύτερη. Εάν n = d ´ k ´ 1 και 1 ď k ď d ´ 2, τότε ο ομομορφισμός
αβελιανών ομάδων

H sing.
n (Rd∖f(Sk);Z)

looooooooooomooooooooooon

μη τετριμμένος ελεύθερος Z-μόδιος

ÝÑ H
sing.
0 (Sd∖p´1

στ. (f(Bk);Z) –
7.7.3

Z

είναι μονομορφισμός, οπότε H sing.
d´k´1(Rd∖f(Sk);Z) – Z.

Περίπτωση τρίτη. Εάν n = k = 0, τότε η ανωτέρω μακρά ακριβής ακολουθία δίδει

t0u ÝÑ H
sing.
0 (Rd∖f(S0);Z) –

ÝÑ Z ÝÑ t0u.

Περίπτωση τέταρτη. Εάν n = 0 και k = d ´ 1, τότε η ανωτέρω μακρά ακριβής
ακολουθία δίδει t0u ÝÑ H

sing.
0 (Rd∖f(Sd´1);Z) –

ÝÑ Z ‘ Z ÝÑ t0u.

Περίπτωση πέμπτη. Εάν n = d ´ 1 και k = 0, τότε η ανωτέρω μακρά ακριβής
ακολουθία καθίσταται διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Z ÝÑ H
sing.
d´1(R

d∖f(S0);Z) –
ÝÑ Z ÝÑ t0u,

οπότε (σύμφωνα με το θεώρημα 3.1.29) H sing.
d´1(Rd∖f(S0);Z) – Z ‘ Z.

Περίπτωση έκτη. Είναι άμεσος ο έλεγχος για n, k, d που δεν εμπίπτουν στις περι-
πτώσεις 1-5 ότι H sing.

n (Rd∖f(Sk);Z) – t0u.

7.7.9 Λήμμα. Εάν X είναι ένας τοπολογικός χώρος και A ένας συνεκτικός υπόχω-
ρός του, ο οποίος περιέχει τόσον εσωτερικά όσον και εξωτερικά σημεία ενόςB Ď X,

τότε AX frntX(B) ‰ ∅.

Αποδειξη. Εάν υποθέσουμε ότι AX frntX(B) = ∅, τότε τα (ξένα μεταξύ τους)
σύνολα intX(B) και intX(X∖B) καλύπτουν τον υπόχωρο A με τα intX(B) XA και
intX(X∖B) XA ανοικτά, μη κενά υποσύνολα τού A. Ως εκ τούτου, το

A = (intX(B) XA)
š

(intX(X∖B) XA)

είναι μη συνεκτικό. Άτοπο!
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7.7.10 Θεώρημα («Θεώρημα διαχωρισμού των Jordan και Brouwer»). Εάν d P N,
d ě 2, και εάν f : Sd´1 ãÑ Sd (και αντιστοίχως, f : Sd´1 ãÑ Rd) είναι μια τοπολο-
γική εμφύτευση, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Το συμπλήρωμα Sd∖f(Sd´1) (και αντιστοίχως, το συμπλήρωμα Rd∖f(Sd´1))
διαθέτει ακριβώς δύο δρομοσυνεκτικές συνιστώσες U και V.
(ii) Οι U και V είναι ανοικτές και η σφαίρα f(Sd´1) αποτελεί την κοινή μεθόριό
τους.

Αποδειξη. (i) Τούτο έπεται άμεσα από το πόρισμα D.2.24 και από τη σημείωση
7.7.7 (και αντιστοίχως, από το θεώρημα 7.7.8).
(ii) Ως ανοικτός υπόχωρος τού X (όπου X = Sd και X = Rd, αντιστοίχως) το συ-
μπλήρωμαX∖f(Sd´1) είναι τοπικώς δρομοσυνεκτικό39, οπότε οι δρομοσυνεκτικές
συνιστώσες του U και V είναι ανοικτές40.
‚ Ισχυρισμός πρώτος: frntX(U)Y frntX(V ) Ď f(Sd´1). Επειδή οι U και V είναι
ανοικτές, έχουμε frntX(U)XU ‰ ∅ και frntX(V )XV ‰ ∅ (διότι αλλιώς θα είχαμε
U X V ‰ ∅, καθότι η V είναι ανοικτή, πράγμα άτοπο). Επειδή

X = U
š

V
š

f(Sd´1),

έχουμε frntX(U) Ď f(Sd´1). Εναλλάσσοντας τους ρόλους των U και V και χρησι-
μοποιώντας τήν ίδια επιχειρηματολογία δείχνουμε ότι frntX(V ) Ď f(Sd´1). Άρα ο
ισχυρισμός είναι αληθής.
‚ Ισχυρισμός δεύτερος: f(Sd´1) Ď frntX(U)X frntX(V ).Έστω x P f(Sd´1) και έστω
W μια ανοικτή περιοχή τού x εντός τού X. Η (d´ 1)-σφαίρα f(Sd´1) γράφεται ως
ένωση

f(Sd´1) = f(Sd´1
+ ) Y f(Sd´1

´ )

δυο (d´1)-μπαλών (καθότι Sd´1
+ « Sd´1

´ « Bd´1, βλ. B.1.3 (iv)), οι οποίες μπορούν
να επιλεγούν κατά τέτοιον τρόπο, ώστε να ισχύει x P f(Sd´1

+ ) Ď f(Sd´1) X W

(αφού η τομή f(Sd´1) X W είναι ανοικτή εντός τής εικόνας f(Sd´1)). Θεωρούμε
έναν δρόμο β : I ÝÑ X με σημείο αφετηρίας ανήκον στην U, σημείο απολήξεως
ανήκον στην V και Im(β) X f(Sd´1

´ ) = ∅. (Σημειωτέον ότι το

X∖f(Sd´1
´ ) « X∖f(Bd´1)

είναι χώρος δρομοσυνεκτικός επί τη βάσει των πορισμάτων 7.7.4 και 7.7.5.) Επειδή
το συνεκτικό σύνολο Im(β)(= β(I)) περιέχει τόσον εσωτερικά όσον και εσωτερικά
σημεία τής U, το λήμμα 7.7.9 μας πληροφορεί ότι β(I)X frntX(U) ‰ ∅.Έστω τυχόν
y P β(I)X frntX(U). Προφανώς,

frntX(U) Ď f(Sd´1)

Im(β) X f(Sd´1
´ ) = ∅

+

ùñ y P f(Sd´1
+ ) ùñ y P W.

39Ένας τοπολογικός χώρος καλείται τοπικώς δρομοσυνεκτικός (locally pathwise connected) όταν διαθέτει μια βάση
αποτελούμενη από δρομοσυνεκτικά υποσύνολα.

40Εάν X είναι ένας τοπικώς δρομοσυνεκτικός τοπολογικός χώρος, τότε κάθε δρομοσυνεκτική του συνιστώσα είναι
ανοικτή, οι δρομοσυνεκτικές συνιστώσες του ταυτίζονται με τις συνεκτικές συνιστώσες του, ενώ οX είναι συνεκτικός
εάν και μόνον εάν είναι δρομοσυνεκτικός. Βλ., π.χ., McCleary [40], σελ. 77-80, Munkres [41], Chapter 3, §25, σελ. 159-
162, και Willard [43], Chapter 8, §27, σελ. 197-202.
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Επομένως για κάθε ανοικτή περιοχή W οιουδήποτε θεωρούμενου x P f(Sd´1) ι-
σχύει frntX(U)XW ‰ ∅.Αυτό σημαίνει ότι x P U, διότι το frntX(U) είναι κλειστό.
Άρα f(Sd´1) Ď frntX(U). Εναλλάσσοντας τους ρόλους των U και V και χρησι-
μοποιώντας τήν ίδια επιχειρηματολογία δείχνουμε ότι f(Sd´1) Ď frntX(V ). Κατά
συνέπειαν,

f(Sd´1) Ď frntX(U) X frntX(V ).

Από τα ανωτέρω έπονται άμεσα οι ισότητες f(Sd´1) = frntX(U) = frntX(V ).

Για d = 2 οι πληροφορίες μας για τη φύση των δρομοσυνεκτικών συνιστωσών U
και V (των συμπληρωμάτων στη διατύπωση τού θεωρήματος 7.7.10) καθίστανται
διεξοδικότερες μέσω τού εξής θεωρήματος41 τού Schoenflies42:

7.7.11 Θεώρημα («Θεώρημα Schoenflies»). (i) Εάν f : S1 ãÑ S2 είναι μια τοπο-
λογική εμφύτευση, τότε υπάρχει ομοιομορφισμός h : S2 «

ÝÑ S2, τέτοιος ώστε να
ισχύει

h|f(S1) : f(S
1)

«
ÝÑ h(f(S1)) « S1

και
$

&

%

h|U : U
«

ÝÑ h(U) « intS2(S2
+) « B̊2,

h|V : V
«

ÝÑ h(V ) « intS2(S2
´) « B̊2.

,

.

-

(ii) Εάν f : S1 ãÑ R2 είναι μια τοπολογική εμφύτευση, τότε υπάρχει ομοιομορφι-
σμός

h : R2 «
ÝÑ R2,

τέτοιος ώστε να ισχύει

h|f(S1) : f(S
1)

«
ÝÑ h(f(S1)) « S1

και με την μία εκ των δύο δρομοσυνεκτικών συνιστωσών (U και V ) τού συμπληρώ-
ματος R2∖f(S1) ομοιομορφική με ένα 2-κύτταρο (« B̊2) και την άλλη ομοιομορφι-
κή με το B̊2∖t0u.

41Βλ. Α. Schoenflies: Beiträge zur Theorie der Punktmengen III, Mathematische Annalen 62 (1906), 286–328.
Για τοπολογικές αποδείξεις βλ.
‚ D.H. Hall & G.I. Spencer: Elementary Topology, J. Wiley & Sons, 1955.
‚ E.E. Moise: Geometric Topology in Dimension 2 and 3, Graduate Texts in Math., Vol. 47, Springer-Verlag, 1977, §9.
‚ M.H.A. Newman: Elements of the Topology of Plane Sets of Points, Cambridge Un. Press, 1939; reprinted in 1964.

Για αποδείξεις που χρησιμοποιούν το περιώνυμο «θεώρημα απεικονίσεως τού Riemann» (που συναντούμε στις παρα-
δόσεις μαθημάτων Μιγαδικής Αναλύσεως) βλ.
‚ Ζ. Nechari: Conformal Mapping, McGraw-Hill, 1952.
‚ Ch. Pommerenke: Boundary Behaviour of Conformal Maps, Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band
299, Springer-Verlag, 1992.

42Schoenflies, Arthur Moritz (17/4/1853-27/5/1928). Γερμανός μαθηματικός εβραϊκής καταγωγής. Σπούδασε στο
Βερολίνο (1870-1875) και εξεπόνησε τη διδακτορική του διατριβή υπό τον E.E. Kummer. Με πρωτοβουλία τού F.
Klein έγινε ο πρώτος καθηγητής «Εφαρμοσμένων Μαθηματικών» στη Γερμανία το 1892. Από το 1899 έως το 1911
διετέλεσε καθηγητής τού Πανεπιστημίου τού Kö nigsberg και κατόπιν (από το 1914 έως το 1922) καθηγητής τού τότε
νεοϊδρυθέντος Πανεπιστημίου τής Φρανκφούρτης. Γνωστά ερευνητικά του αποτελέσματα άπτονται θεμάτων προερχο-
μένων από την Υψηλοδιάστατη Γεωμετρία, την Κρυσταλλογραφία και τη Συνολοθεωρία.
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7.7.12 Σημείωση. Το θεώρημα 7.7.11 τού Schoenflies δεν επιδέχεται άμεση γενίκευ-
ση σε διαστάσεις d ě 3. Είναι πασίγνωστο το παράδειγμα τής κερασφόρου σφαίρας
(horned sphere) S τού Alexander43 (που δημοσιεύθηκε το44 1924) με S2 « S Ř R3

και συμπλήρωμα R3∖S, η μη φραγμένη δρομοσυνεκτική συνιστώσα τού οποίου δεν
είναι απλά συνεκτική (και, ως εκ τούτου, μη ομοιομορφική με το B̊3∖t0u). Η κατα-
σκευή του γίνεται ως εξής: Έστω X0 « S1 ˆ B2 ο στερεός τόρος ο σχηματιζόμενος
από μια μπάλα B0 (εντός τού R3) ύστερα από προσάρτηση μιας χειρολαβής I ˆ B2

κατά μήκος τού BIˆB2. Στο σχήμα που ακολουθεί αυτή η χειρολαβή εικονογραφεί-
ται ως ένωση δύο «κεράτων», τα οποία έχουν προσαρτηθεί στη μπάλα, μαζί με μια
κοντύτερη χειρολαβή υποδηλούμενη μέσω διακεκομμένων γραμμών. Εν συνεχεία
θεωρούμε τον χώρο X1 Ř X0 που προκύπτει ύστερα από αφαίρεση ενός τμήματος
τής κοντύτερης χειρολαβής, ούτως ώστε αυτό που μένει να είναι ένα ζεύγος αρθρω-
τών χειρολαβών που προσαρτώνται στη μπάλα B1 := B0 Y tτα δύο κέραταu. Κατό-
πιν διαδοχικής επαναλήψεως τής ανωτέρω διαδικασίας (αποσύνθεση καθεμιάς των
χειρολαβών τού προηγούμενου βήματος σε δύο κέρατα και μιας κοντύτερης χει-
ρολαβής, αφαίρεση αυτής τής χειρολαβής κ.ο.κ.) κατασκευάζουμε μια ακολουθία
(συμπαγών) τοπολογικών υποχώρων

X0 Ś X1 Ś X2 Ś ¨ ¨ ¨ Ś Xk´1 Ś Xk Ś ¨ ¨ ¨ τού R3 με X :=
8
Ş

k=0

Xk « B3.

Εν προκειμένω, ο Xk είναι μια μπάλα Bk με 2k προσαρτηθείσες χειρολαβές, όπου
η Bk προκύπτει από την Bk´1 ύστερα από προσάρτηση 2k κεράτων. Υπάρχουν ο-
μοιομορφισμοί hk : Bk´1 ÝÑ Bk, οι οποίοι μακριά από μια περιοχή τού Bk∖Bk´1

43Alexander, James Weddel (19/9/1888-23/9/1971). Αμερικανός μαθηματικός. Σπούδασε στο Princeton, στο Πα-
ρίσι και στη Μπολόνια. Το 1928 αναγορεύθηκε καθηγητής τού Πανεπιστημίου τού Princeton και λίγο αργότερα και
τού «Ινστιτούτου Προκεχωρημένων Σπουδών» (I.A.S.). Συνέβαλε σημαντικά (μαζί με τους Oswald Veblen και Solomon
Lefschetz) στην προ τού B1 Παγκοσμίου Πολέμου ανάπτυξη τής θεωρίας τής Αλγεβρικής Τοπολογίας. (Θεώρημα δυ-
ϊσμού κατά Alexander, ιδιότητα τού ομοτοπικώς αναλλοιώτου των μονοπλεκτικών ομάδων ομολογίας, εισαγωγή -από
κοινού με τον I. Gordon το 1936- τού λεγομένου «κυαθώδους γινομένου» (cup product), πολυώνυμο Alexander στη
Θεωρία Κόμπων κ.ά.) Για περισσότερες πληροφορίες βλ. I.M. James: Portrait of Alexander (1888-1971), Bulletin of the
American Mathematical Society 38 (2001), no. 2, 123-129.

44J.W. Alexander: An example of a simply connected surface bounding a region which is not simply connected, Proceedings
of the National Academy of Sciences of the U.S.A. 10, no. 1, (1924), 8-10.
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είναι ταυτοτικοί. Καθώς το k τείνει στο άπειρο, η σύνθεση hk ˝ hk´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ h1 προ-
σεγγίζει μια απεικόνιση f : B0 ÝÑ R3, η οποία είναι συνεχής (διότι η σύγκλιση
είναι ομοιόμορφη). Το σύνολο των σημείων τής B0, στο οποίο η f δεν ισούται με
την hk ˝ hk´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ h1 (για αρκούντως μεγάλους k) είναι ένα σύνολο τού Cantor,
η εικόνα τού οποίου (μέσω τής f) είναι η τομή όλων των παρεμβληθεισών χειρολα-
βών. Αποδεικνύεται ότι η f είναι ενριπτική, οπότε (λόγω τής συμπάγειας τού B0)
επάγει έναν ομοιομορφισμό B0

«
ÝÑ f(B0) =: B Ř R3. Η κερασφόρος σφαίρα S

ορίζεται ως το σύνορο S := BB = f(BB0) τής μπάλας B. Για μια (αδρή) περιγρα-
φή τού τρόπου αποδείξεως τού ότι η μη φραγμένη δρομοσυνεκτική συνιστώσα τού
R3∖S δεν είναι απλά συνεκτική, βλ. Hatcher [68], σελ. 171.
(ii) Για μια κινηματογραφική αναπαράσταση τής κατασκευής τής S στον R3 βλ. στη
διαδικτυακή διεύθυνση: https://www.youtube.com/watch?v=Pe2mnrLUYFU.
(iii) Για ανάλογα (αντι)παραδείγματα εμφυτεύσεων (d´1)-σφαιρών στονRd ή στην
Sd, d ě 3, βλ. Τ.Β. Rushing: Topological Embeddings, Academic Press, 1973, και
R.J. Daverman & G.A. Venema: Embeddings in Manifolds, Graduate Studies in
Mathematics, Vol. 106, American Mathematical Society, 2009.

Εάν στην Sd´1 προσθέσουμε ένα «διπλό κολάρο» (δηλαδή, εάν θεωρήσουμε το
Sd´1 ˆ [´1, 1]), τότε υπάρχει μια γενίκευση τού θεωρήματος 7.7.11.

7.7.13 Θεώρημα («Γενικευμένο θεώρημα τού Schoenflies»/B. Mazur, M. Morse και
M. Brown, 1959-60). Εάν d P N, d ě 2, και εάν f : Sd´1 ˆ [´1, 1] ãÑ Sd είναι
μια τοπολογική εμφύτευση, τότε η κλειστή θήκη καθεμιάς εκ των δρομοσυνεκτικών
συνιστωσών τού συμπληρώματος Sd∖f(Sd´1 ˆ t0u) είναι ομοιομορφική με την Bd.

Αποδειξη. Βλ. Bredon [57], Theorem V.19.11, σελ. 236-239.

https://www.youtube.com/watch?v=Pe2mnrLUYFU


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

Βασικές εφαρμογές
τού θεωρήματος τού Künneth

Tο τελευταίο κεφάλαιο τού κύριου μέρους τής εργασίας είναι δομημένο ως ακο-
λούθως: Στην §8.1 δίδεται το τοπολογικό θεώρημα καθολικών συντελεστών (τόσον
για μοδίους ομολογίας όσον και για μοδίους συνομολογίας) και εξηγείται το πώς
αποκτώνται οι ομομορφισμοί Bockstein μέσω αυτού. Στην §8.2 δίδεται διεξοδική α-
πόδειξη τού θεωρήματος των Eilenberg και Zilber, καθώς και κάποιες γενικεύσεις
του σε επίπεδο τοπολογικών ζευγών. Στην ενότητα 8.3 παρατίθενται (υπό γενικές
συνθήκες και με αποδείξεις στηριζόμενες εν μέρει και σε προεργασία που έχει λά-
βει χώρα στο κεφάλαιο 6) διάφορες αμιγώς τοπολογικές εκδοχές τού θεωρήματος
τού Künneth (ως προς την ιδιάζουσα θεωρία ομολογίας επί τής ευρύτερης δυνατής
κατηγορίας όλων των τοπολογικών ζευγών). Τέλος, η §8.4 περιέχει πληθώρα συγκε-
κριμένων παραδειγμάτων, απτών υπολογισμών και εφαρμογών που έχουν ως στόχο
να αναδείξουν τη χρησιμότητα τού θεωρήματος τού Künneth στο πλέον κλασικό του
περιβάλλον.

8.1 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ
ΚΑΘΟΛΙΚΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ

8.1.1 Ορισμός. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος και έστωM έναςR-μόδιος.
Ορίζουμε (υιοθετώντας τούς συμβολισμούς τής §D.2) ως n-οστό μόδιο ιδιάζου-
σας ομολογίας τού (X,A) με συντελεστές ειλημμένους από τον M τον R-μόδιο

H
sing.
n (X,A;M) := Hn(S‚(X,A;R);M) : =

(6.1.1)
Hn(S‚(X,A;R) bRM)

και για A = ∅ ως n-οστό μόδιο ιδιάζουσας ομολογίας τού X με συντελεστές

425
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ειλημμένους από τον M τον R-μόδιο

H
sing.
n (X;M) := Hn(S‚(X;R);M) : =

(6.1.1)
Hn(S‚(X;R) bRM).

8.1.2 Θεώρημα («Τοπολογικό θεώρημα καθολικών συντελεστών για την ιδιάζουσα
ομολογία»). Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος και έστω M ένας R-μόδιος.

(i) Εάν TorR1 (B
sing.
n (X,A;R),M) – t0u – TorR1 (Z

sing.
n (X,A;R),M),@n P Z, τότε

για κάθε n P Z υφίσταται μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορ-
φισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ H
sing.
n (X,A;R) bR M

ψn
ÝÑ H

sing.
n (X,A;M)

φn
ÝÑ TorR1 (H

sing.
n´1(X,A;R),M) ÝÑ t0u. (8.1)

(ii) Εάν, συν τοις άλλοις, ο Bsing.
n (X,A;R) είναι προβολικός για κάθε n P Z, τότε η

(8.1) είναι διασπώμενη, οπότε

H
sing.
n (X,A;M) –

(
H

sing.
n (X,A;R) bRM

)
‘ TorR1 (H

sing.
n´1(X,A;R),M). (8.2)

Ιδιαιτέρως, όταν A = ∅ αυτός ο ισομορφισμός απλουστεύεται ως ακολούθως:

H
sing.
n (X;M) –

(
H

sing.
n (X;R) bRM

)
‘ TorR1 (H

sing.
n´1(X;R),M). (8.3)

Αποδειξη. Έπεται κατόπιν εφαρμογής τού αντίστοιχου αλγεβρικού θεωρήματος
καθολικών συντελεστών 6.1.4 για το αλυσωτό σύμπλοκο C‚ = S‚(X,A;R).

8.1.3 Παρατήρηση. (i) Όταν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., οι υπομόδιοι
B

sing.
n (X,A;R) και Zsing.

n (X,A;R) τού ελεύθερου R-μοδίου Sn(X,A;R) είναι ελεύ-
θεροι (λόγω τού θεωρήματος 2.5.47) και, ως εκ τούτου, προβολικοί. (Βλ. πρόταση
4.2.4.) Άρα τόσον οι συνθήκες1 8.1.2 (i):

TorR1 (Bsing.
n (X,A;R),M) – t0u – TorR1 (Zsing.

n (X,A;R),M), @n P Z,

όσον και οι συνθήκες 8.1.2 (ii) (ήτοι η προβολικότητα των Bsing.
n (X,A;R) για κάθε

n P Z) ικανοποιούνται αυτομάτως, οπότε υφίσταται πάντοτε ισομορφισμός (8.2). Εν
τοιαύτη περιπτώσει, το πρώτο γινόμενο στρέψεως TorR1 (H

sing.
n´1(X,A;R),M) είναι

(μέχρις ισομορφισμού) εύκολα υπολογίσιμο, υπό την προϋπόθεση ότι αμφότεροι οι
R-μόδιοι H sing.

n´1(X,A;R) και M είναι πεπερασμένως παραγόμενοι. (Βλ. θεώρημα
5.3.17.)
(ii) Εάν ο R είναι Π.Κ.Ι. και είτε ο M είτε ο H sing.

n´1(X,A;R) στερείται στρέψεως,
έχουμε

H sing.
n (X,A;M) – H sing.

n (X,A;R) bRM. (8.4)

(iii) Ιδιαιτέρως, όταν ο R είναι ένα σώμα, TorR1 (H
sing.
n´1(X,A;R),M) – t0u (βλ. εδ.

4.5.32 και 5.3.11), οπότε υφίσταται ισομορφισμός (8.4).
1Αρκεί η εφαρμογή τού λήμματος 5.3.11.
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8.1.4 Παράδειγμα. Λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι για τις (συνήθεις) ομάδες (ήτοι Z-
μόδιους) ιδιάζουσας ομολογίας τού d-διάστατου πραγματικού προβολικού χώρου
PdR ισχύει

H sing.
n (PdR;Z) –

$

’

&

’

%

Z, όταν είτε n = 0 είτε (n = d με τον n περιττό),

Z2, όταν n P t0, ..., d´ 1u και n ” 1(mod 2),

t0u, όταν είτε n ă 0 είτε n ą d είτε n ” 0(mod 2),

(8.5)

διαπιστώνουμε (για M = Q) μέσω τού (8.4) ότι

H sing.
n (PdR;Q) –

#

Q, όταν είτε n = 0 είτε (n = d με τον n περιττό),

t0u, αλλιώς,
(8.6)

(λόγω των ισομορφισμών Z bZ Q – Q,Z2 bZ Q – t0u) και (για M = Z2)

H sing.
n (PdR;Z2) –

#

Z2, όταν n P t0, ..., du,

t0u, αλλιώς,
(8.7)

(λόγω των ισομορφισμών Z bZ Z2 – Z2,Z2 bZ Z2 – Z2). Το ότι το “–” στην (8.6)
(και αντιστοίχως, το “–” στην (8.7)) δεν δηλοί μόνον ισομορφισμούςZ-μοδίων αλλά
και ισομορφισμούς Q-διανυσματικών χώρων (και αντιστοίχως, Z2-διανυσματικών
χώρων) απορρέει από τη φυσικότητα των απεικονίσεων ψn και φn στην (8.1).

8.1.5 Ορισμός. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος και έστωM έναςR-μόδιος.
Ορίζουμε ως n-οστό μόδιο ιδιάζουσας συνομολογίας τού (X,A) με συντελεστές
ειλημμένους από τον M τον R-μόδιο

Hn
sing.(X,A;M) := Hn(S‚(X,A;R);M) : =

6.1.9
Hn(HomR(S‚(X,A;R),M))

και για A = ∅ ως n-οστό μόδιο ιδιάζουσας συνομολογίας τού X με συντελεστές
ειλημμένους από τον M τον R-μόδιο

Hn
sing.(X;M) := Hn(S‚(X;R);M) : =

6.1.9
Hn(HomR(S‚(X;R),M)).

8.1.6 Θεώρημα («Τοπολογικό θεώρημα καθολικών συντελεστών για την ιδιάζουσα
συνομολογία I»). Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος και έστω M ένας R-μόδιος.

(i) Εάν Ext1R(B
sing.
n (X,A;R),M) – t0u – Ext1R(Z

sing.
n (X,A;R),M),@n P Z, τότε

για κάθε n P Z υφίσταται μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορ-
φισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ Ext1R(H
sing.
n´1(X,A;R),M)

φn
ÝÑ H

n
sing.(X,A;M)

ψn
ÝÑ HomR(H

sing.
n (X,A;R),M) ÝÑ t0u. (8.8)

(ii) Εάν o R είναι κληρονομικός, τότε η (8.8) είναι διασπώμενη, οπότε

Hn
sing.(X,A;M) –

(
HomR(H

sing.
n (X,A;R),M)

)
‘ Ext1R(H

sing.
n´1(X,A;R),M). (8.9)
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Ιδιαιτέρως, όταν A = ∅ αυτός ο ισομορφισμός απλουστεύεται ως ακολούθως:

Hn
sing.(X;M) –

(
HomR(H

sing.
n (X;R),M)

)
‘ Ext1R(H

sing.
n´1(X;R),M). (8.10)

Αποδειξη. Έπεται κατόπιν εφαρμογής τού αντίστοιχου αλγεβρικού θεωρήματος
καθολικών συντελεστών 6.1.10 για το αλυσωτό σύμπλοκο C‚ = S‚(X,A;R).

8.1.7 Παρατήρηση. (i) Όταν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., οι υπομόδιοι
B

sing.
n (X,A;R) και Zsing.

n (X,A;R) τού ελεύθερου R-μοδίου Sn(X,A;R) είναι ελεύ-
θεροι (λόγω τού θεωρήματος 2.5.47) και, ως εκ τούτου, προβολικοί. (Βλ. πρόταση
4.2.4.) Άρα τόσον οι συνθήκες2 8.1.6 (i):

Ext1R(Bsing.
n (X,A;R),M) – t0u – Ext1R(Zsing.

n (X,A;R),M), @n P Z,

όσον η συνθήκη 8.1.6 (ii) (ήτοι η κληρονομικότητα τού R) ικανοποιούνται αυτομά-
τως, οπότε υφίσταται πάντοτε ισομορφισμός (8.9). Εν τοιαύτη περιπτώσει, το πρώτο
γινόμενο επεκτάσεως Ext1R(H

sing.
n´1(X,A;R),M) είναι (μέχρις ισομορφισμού) εύκο-

λα υπολογίσιμο, υπό την προϋπόθεση ότι αμφότεροι οιR-μόδιοιH sing.
n´1(X,A;R) και

M είναι πεπερασμένως παραγόμενοι. (Βλ. θεώρημα 5.2.16.)
(ii) Εάν ο R είναι ένα σώμα, τότε3 Ext1R(H

sing.
n´1(X,A;R),M) – t0u και

Hn
sing.(X,A;M) – HomR(H

sing.
n (X,A;R),M).

(iii) Ιδιαιτέρως, όταν A = ∅, o HomR(H
sing.
n (X;R),M) είναι πεπερασμένως παρα-

γόμενος και για M = R P tQ,Ru, λαμβάνουμε

dimR(H
n
sing.(X;R)) = dimQ(H

n
sing.(X;Q)) = dimQ(H

sing.
n (X;Q)) = dimR(H

sing.
n (X;R)).

8.1.8 Πρόταση. Εάν (X,A) είναι ένα τοπολογικό ζεύγος και

t0u ÝÑ L ÝÑ M ÝÑ N ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, τότε υφί-
σταται μια μακρά ακριβής ακολουθία μοδίων ομολογίας

¨ ¨ ¨ Ñ H sing.
n (X,A;L) Ñ H sing.

n (X,A;M) Ñ H sing.
n (X,A;N) Ñ H sing.

n´1(X,A;L) Ñ ¨ ¨ ¨

και μια μακρά ακριβής ακολουθία μοδίων συνομολογίας

¨ ¨ ¨ Ñ Hn
sing.(X,A;L) Ñ Hn

sing.(X,A;M) Ñ Hn
sing.(X,A;N) Ñ Hn+1

sing. (X,A;L) Ñ ¨ ¨ ¨

Αποδειξη. Επειδή ο R-μόδιος Sn(X,A;R) είναι ελεύθερος (και, κατ’ επέκταση,
προβολικός και ισόπεδος) για κάθε n P Z, η επαγόμενη βραχεία ακολουθία αλυσω-
τών συμπλόκων

0‚ Ñ S‚(X,A;R) bR L Ñ S‚(X,A;R) bRM Ñ S‚(X,A;R) bR N Ñ 0‚

2Αρκεί η εφαρμογή τού θεωρήματος 5.2.11.
3Βλ. εδ. 4.2.24 (i) και θεώρημα 5.2.13.
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και η επαγόμενη βραχεία ακολουθία συναλυσωτών συμπλόκων

0‚
Ñ HomR(S‚(X,A;R), L) Ñ HomR(S‚(X,A;R),M) Ñ HomR(S‚(X,A;R), N) Ñ 0‚

είναι ακριβείς. (Βλ. πρόταση 4.5.17 και θεώρημα 4.2.7.) Αρκεί λοιπόν για αυτές να
θεωρήσουμε τις επαγόμενες μακρές ακριβείς ακολουθίες ομολογίας και συνομολο-
γίας, αντιστοίχως. (Βλ. θεωρήματα 3.2.13 και 3.2.30.)

8.1.9 Σημείωση. Οι συνδετικοί ομομορφισμοί

H sing.
n (X,A;N) ÝÑ H

sing.
n´1(X,A;L) και Hn

sing.(X,A;N) ÝÑ Hn+1
sing. (X,A;L)

των ανωτέρω κατασκευασθεισών μακρών ακριβών ακολουθιών καλούνται, ιδιαιτέ-
ρως, ομομορφισμοί τού Bockstein4.
(i) Για k P N, k ě 2, η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Zk
f

ÝÑ Zk2
g
↠ Zk ÝÑ t0u

(βλ. 3.1.3 (iii)) δίδει ομομορφισμούς Bockstein

H sing.
n (X,A;Zk) ÝÑ H

sing.
n´1(X,A;Zk) και Hn

sing.(X,A;Zk) ÝÑ Hn+1
sing. (X,A;Zk),

οι οποίοι χρησιμοποιούνται (συνήθως για A = ∅ και για πρώτους αριθμούς k) για
την κατασκευή5 των τετραγώνων τού Steenrod και των αλγεβρών τού Steenrod.
(ii) Για k P N, k ě 2, η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ Z k idZ
ÝÑ Z↠ Zk ÝÑ t0u (8.11)

(βλ. 3.1.3 (iv)) δίδει ομομορφισμούς Bockstein

H sing.
n (X,A;Zk) ÝÑ H

sing.
n´1(X,A;Z) και Hn

sing.(X,A;Zk) ÝÑ Hn+1
sing. (X,A;Z).

(iii) Οι βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u ÝÑ Z ãÑ R↠ R/Z ÝÑ t0u και t0u ÝÑ Z ãÑ C↠ C/Z ÝÑ t0u

δίδoυν ομομορφισμούς Bockstein

H sing.
n (X,A;R/Z) ÝÑ H

sing.
n´1(X,A;Z), H

n
sing.(X,A;R/Z) ÝÑ Hn+1

sing. (X,A;Z)

και

H sing.
n (X,A;C/Z) ÝÑ H

sing.
n´1(X,A;Z), H

n
sing.(X,A;C/Z) ÝÑ Hn+1

sing. (X,A;Z),

οι οποίοι χρησιμοποιούνται (συνήθως για A = ∅) τόσο για την κατασκευή των
δευτερευουσών χαρακτηριστικών κλάσεων όσον και για τη δόμηση τής λεγομένης
Συνομολογίας τού Deligne.

4Προς τιμήν τού Ρώσου τοπολόγου Μejer Felixowitsch Bockstein (4/10/1913-2/5/1990) που τους πρωτοεισήγαγε
κατά τα μέσα τής δεκαετίας τού 1940. Βλ., ιδιαιτέρως, M. Bockstein: Sur la formule des coefficients universels pour les
groupes d’homologie, Comptes Rendus de l’Académie des Sciences. Série I. Mathématique 247 (1958), 396-398.

5Βλ. Bredon [57], σελ. 181, prob. 7-8, σελ. 334, prob. 4-5, σελ. 338, σελ. 363, §IV15-16, σελ. 404-420, Davis &
Kirk [59], §10.5, σελ. 288-295,Hatcher [68], §3.Ε, σελ. 303-310 και σελ. 489, Spanier [86], σελ. 280-281, Switzer [88],
10.5, σελ. 174, 18.2, σελ. 443-448 και 18.21, σελ. 455-457.
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8.1.10 Παράδειγμα. Θεωρώντας τή βραχεία ακριβή ακολουθία (8.11) για k = 2 και
λαμβάνοντας υπ’ όψιν τους ισομορφισμούς (8.5) για τις (συνήθεις) ομάδες (ήτοι Z-
μόδιους) ιδιάζουσας ομολογίας τού d-διάστατου πραγματικού προβολικού χώρου
PdR, επανακτούμε τους ισομορφισμούς (8.7) για την H sing.

n (PdR;Z2), αλλ’ αυτή τη φο-
ρά μέσω τής αντίστοιχης μακράς ακριβούς ακολουθίας τής κατασκευασθείσας στην
πρόταση 8.1.8.

Το θεώρημα 8.1.6 διασυνδέει μοδίους ιδιάζουσας συνομολογίας με μοδίους ιδιά-
ζουσας ομολογίας. Μια διαφορετική εκδοχή του, στην οποία υπεισέρχονται μόνον
μόδιοι ιδιάζουσας συνομολογίας, είναι η εξής:

8.1.11 Θεώρημα («Τοπολογικό θεώρημα καθολικών συντελεστών για την ιδιάζου-
σα συνομολογία ΙΙ»). Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος και έστω M ένας R-
μόδιος. Εάν n P Z και υποτεθεί ότι ο R είναι κληρονομικός και ναιτεριανός, και
ότι ο Hn

sing.(X,A;R) είναι πεπερασμένως παραγόμενος R-μόδιος, τότε υφίσταται
διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ Hn
sing.(X,A;R) bRM ÝÑ Hn

sing.(X,A;M) ÝÑ TorR1 (Hn+1
sing. (X,A;R),M) Ñ t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, οπότε

Hn
sing.(X,A;M) – (Hn

sing.(X,A;R) bRM) ‘ TorR1 (H
n+1
sing. (X,A;R),M).

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το θεώρημα 6.3.22 όταν αυτό (υπό την τετράδα συν-
θηκών Β) εφαρμοσθεί στην ειδική περίπτωση κατά την οποία ο εκεί δοθείς M (και
αντιστοίχως, ο εκεί δοθείς N) είναι ο R (και αντιστοίχως, ο M) το εκεί παρατεθέν
C‚ είναι το S‚(X,A;R), οπότε

Hn(C‚;R) := Hn(HomR(S‚(X,A;R), R)‚) = Hn(S‚(X,A;R)) =: Hn
sing.(X,A;R),

και το εκεί παρατεθέν D‚ έχει ως μέλη τετριμμένους R-μοδίους όταν n ‰ 0 και6

D0 := R.

8.2 ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ EILENBERG ΚΑΙ ZILBER

Ενώ, όπως ήδη διαπιστώθηκε, τα τοπολογικά θεωρήματα καθολικών συντελεστών
(για τη θεωρία ιδιάζουσας ομολογίας) έπονται άμεσα από τα αντίστοιχα αλγεβρικά,
δεν συμβαίνει το ίδιο και με τις τοπολογικές εκδοχές τού θεωρήματος τού Kunneth.
Απαιτείται η διαμεσολάβηση τού λεγομένου θεωρήματος7 των Eilenberg και Zilber8,
μέσω τού οποίου, για το καρτεσιανό γινόμενοXˆY δοθέντων τοπολογικών χώρων

6Eν προκειμένω,H0(D‚;M) := H0(HomR(D‚,M)‚) = HomR( D0
loomoon

=R

,M) –
4.1.2

M.

7Βλ. S. Eilenberg & J.A. Zilber: On products of complexes, American Journal of Mathematics 75 (1953), 200-204.
8Zilber, Joseph Abraham (27/7/1923-4/10/2009). Αμερικανός μαθηματικός. Σπούδασε στο Πανεπιστήμιο Harvard

(BA, 1943, MSc, 1946). Διδακτορική διατριβή (πολύ αργότερα από τα δύο κοινά άρθρα με τον S. Eilenberg) υ-
πό τον A. Gleason (1921-2008) με τίτλο Categories in Homotopy Theory (1963). Δίδαξε στα Πανεπιστήμια Columbia
University (1948-1950), Johns Hopkins University (1950-1955), University of Illinois (1955-1956), καθώς και στο Ohio
State University (μέχρι τη συνταξιοδότησή του το έτος 1992).
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X και Y, εξασφαλίζεται για κάθε n P Z η ύπαρξη ισομορφισμών

Hn(S‚(X ˆ Y ;R)) – Hn((S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚).

Η απόδειξή του στηρίζεται στο θεώρημα A.5.14 των ακυκληματικών μοντέλων.
Προτάσσονται τρία χρήσιμα λήμματα.

8.2.1 Λήμμα. Έστω t0u ÝÑ M 1 ÝÑ M ÝÑ M2 ÝÑ t0u μια βραχεία ακριβής
ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, τέτοια ώστε ο M2 να είναι ισό-
πεδος. Τότε ο M 1 είναι ισόπεδος ðñ ο M είναι ισόπεδος.

Αποδειξη. Έστω N τυχών R-μόδιος. Θεωρούμε το τμήμα

TorR2 (M2, N) ÝÑ TorR1 (M 1, N) ÝÑ TorR1 (M,N) ÝÑ TorR1 (M2, N)

τής δεύτερης μακράς ακριβούς Tor-ακολουθίας (τής κατασκευασθείσας μέσω τού
θεωρήματος 5.3.10). Από το πόρισμα 5.3.13 έπεται ότι οι δύο ακραίοι όροι είναι
τετριμμένοι. Αυτό σημαίνει ότι TorR1 (M 1, N) – TorR1 (M,N). Ο ισχυρισμός είναι
προδήλως αληθής ένεκα τού πορίσματος 5.3.14.

8.2.2 Λήμμα. Δοθέντων τεσσάρων αλυσωτών συμπλόκων C‚,C1
‚,D‚,D1

‚:

(Cn, d
C‚
n )nPZ, (C

1
n, d

C1
‚

n )nPZ, (Dn, d
D‚
n )nPZ, (D

1
n, d

D1
‚

n )nPZ,

και τριών αλυσωτών μετασχηματισμών f‚, f
1
‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ και g‚ : D‚ ÝÑ D1
‚,

ισχύει η εξής συνεπαγωγή9:

f‚ » f 1
‚ ùñ (f‚bg‚)‚ »

(
f 1

‚bg‚

)
‚
.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, υπάρχει κάποια ακολουθία ομομορφισμών R-μοδίων
(hn :Mn ÝÑ M 1

n+1)nPZ με fn ´ f 1
n = d

C1
‚

n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dC‚
n , @n P Z. Επίσης, για

κάθε n P Z υφίσταται μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός10

ℓn : (C‚ bR D‚)n ÝÑ (C1
‚ bR D1

‚)n+1

ο οποίος καθιστά το διάγραμμα

(C‚ bR D‚)n

ö

ℓn // (C1
‚ bR D1

‚)n+1

Cp bR Dq

?�

inp,q

OO

(´1)qhpbgq

// C 1
p+1 bR D

1
q

?�
in1
p+1,q

OO

9Εδώ το “»” δηλοί αλυσωτή ομοτοπία (μεταξύ αλυσωτών μετασχηματισμών) υπό την έννοια τού ορισμού 3.5.1.
Επιπροσθέτως, ο αλυσωτός μετασχηματισμός

(
f‚bg‚

)
‚ : (C‚ bR D‚)‚ ÝÑ (C1

‚ bR D1
‚)‚ είναι αυτός που έχει

ορισθεί στο εδ. 6.2.1.
10Αρκεί να εφαρμοσθεί η καθολική ιδιότητα τού εδ. 2.4.7 με τους (C‚ bR D‚)n, (C1

‚ bR D1
‚)n+1 και Cp bR Dq

στη θέση των εκεί παρατεθέντων C,M και Mj , και τους inp,q, (´1)q in1
p+1,q ˝ (hpbgq) και ℓn στη θέση των εκεί

παρατεθέντων fj , gj και h.
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μεταθετικό, ήτοι ισχύει ℓn˝ inp,q = (´1)q in1
p+1,q ˝ (hpbgq) για οιουσδήποτε ακε-

ραίους p, q με p + q = n. Εάν dn = d
(C‚bRD‚)‚
n και d1

n = d
(C1

‚bRD1
‚)‚

n , n P Z, είναι οι
συνοριακοί τελεστές για τα αντίστοιχα τανυστικά γινόμενα συμπλόκων, τότε11

dn ˝ inp,q = inp,q´1 ˝ (idCpb dD‚
q ) + (´1)q inp´1,q ˝ (dC‚

p b idDq ),

d1
n ˝ in1

p,q = in1
p,q´1 ˝ (idC1

p
b d

D1
‚

q ) + (´1)q in1
p´1,q ˝ (d

C1
‚

p b idD1
q
),

για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n. Για κάθε τέτοιο ζεύγος θα προσδιορί-
σουμε τον (

d1
n+1 ˝ ℓn + ℓn´1 ˝ dn

)
˝ inp,q : Cp bR Dq ÝÑ (C1

‚ bR D1
‚)n.

Προφανώς,

d1
n+1 ˝ ℓn ˝ inp,q = (´1)q(d1

n+1 ˝ in1
p+1,q ˝ (hpbgq))

(´1)q(in1
p+1,q´1 ˝ (idC1

p+1
b d

D1
‚

q ) ˝ (hpbgq)) + in1
p,q ˝ (d

C1
‚

p+1b idD1
q
) ˝ (hpbgq)

= (´1)q(in1
p+1,q´1 ˝ (hpb (d

D1
‚

q ˝ gq))) + in1
p,q ˝ ((d

C1
‚

p+1 ˝ hp)bgq)

και
ℓn´1 ˝ dn ˝ inp,q = ℓn´1 ˝ (inp,q´1 ˝ (idCpb dD‚

q ) + (´1)q inp´1,q ˝ (d C‚
p b idDq ))

= (ℓn´1 ˝ inp,q´1) ˝ (idCpb dD‚
q ) + (´1)q (ℓn´1 ˝ inp´1,q) ˝ (d C‚

p b idDq )

= (´1)q´1in1
p+1,q´1 ˝ (hpbgq´1) ˝ (idCpb dD‚

q ) + (in1
p,q ˝ (hp´1bgq) ˝ (d C‚

p b idDq ))

= (´1)q´1in1
p+1,q´1 ˝ (hpb(gq´1 ˝ dD‚

q )) + (in1
p,q ˝ ((hp´1 ˝ d C‚

p )bgq)).

Επειδή dD1
‚
q ˝ gq = gq´1 ˝ dD‚

q , λαμβάνουμε τελικώς

(d1
n+1 ˝ ℓn + ℓn´1 ˝ dn) ˝ inp,q = in1

p,q ˝ ((d
C1

‚
p+1 ˝ hp + hp´1 ˝ d C‚

p )bgq)

= in1
p,q ˝ ((fp ´ f 1

p)bgq) = in1
p,q ˝ (fpbgq ´ f 1

pbgq)

= ((f‚bg‚)n ´ (f 1
‚bg‚)n) ˝ inp,q,

οπότε για κάθε n P Z έχουμε

d1
n+1 ˝ ℓn + ℓn´1 ˝ dn = (f‚bg‚)n ´

(
f 1

‚bg‚

)
n
.

Αυτό σημαίνει ότι (ℓn)nPZ : (f‚bg‚)‚ » (f 1
‚bg‚)‚ .

8.2.3 Παρατήρηση. Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και η συνεπαγωγή:

f‚ » f 1
‚ ùñ (g‚bf‚)‚ »

(
g‚bf 1

‚

)
‚
.

8.2.4 Λήμμα. Δοθέντων τεσσάρων αλυσωτών συμπλόκων C‚,C1
‚,D‚,D1

‚ και τεσσά-
ρων αλυσωτών μετασχηματισμών

f‚, f
1
‚ : C‚ ÝÑ C1

‚ και g‚, g
1
‚ : D‚ ÝÑ D1

‚,

11Βλ. εδ. 6.2.1 και A.2.17 (με F = ´ bR ´).
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ισχύει η εξής συνεπαγωγή:

[f‚ » f 1
‚ και g‚ » g1

‚] ùñ (f‚bg‚)‚ »
(
f 1

‚bg1
‚

)
‚
.

Αποδειξη. Βάσει των προαναφερθέντων στα εδ. 8.2.2 και 8.2.3, ισχύουν οι συνε-
παγωγές12 f‚ » f 1

‚ ùñ (f‚bidD‚)‚ » (f 1
‚bidD‚)‚ και

g‚ » g1
‚ ùñ

(
idC1

‚
bg‚

)
‚

»
(
idC1

‚
bg1

‚

)
‚
.

Και επειδή (λόγω τής προτάσεως 4.5.5)

(f‚bidD‚)‚ ˝
(
idC1

‚
bg‚

)
‚
= (f‚bg‚)‚ ,

(
f 1

‚bidD‚

)
‚

˝
(
idC1

‚
bg1

‚

)
‚
=
(
f 1

‚bg1
‚

)
‚
,

αρκεί η εφαρμογή τής προτάσεως 3.5.6.

8.2.5 Θεώρημα («Θεώρημα των Eilenberg και Zilber», 1953). Εάν X,Y είναι δυο
τοπολογικοί χώροι, τότε για κάθε μη τετριμμένο μεταθετικό δακτύλιο R υπάρχουν
(μέχρις ομοτοπίας αλυσωτών συμπλόκων) μονοσημάντως ορισμένοι αλυσωτοί με-
τασχηματισμοί

k‚ = k
(X,Y )
‚ : S‚(X ˆ Y ;R) ÝÑ (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚

h‚ = h
(X,Y )
‚ : (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚ ÝÑ S‚(X ˆ Y ;R),

τέτοιοι ώστε ο k0 = k
(X,Y )
0 να είναι ο ισομορφισμός R-μοδίων ο οριζόμενος ύστερα

από γραμμική επέκταση τής

S0(X ˆY ;R) Ě V0(X ˆY ) Q (x, y) ÞÝÑ xb y P (S‚(X;R)bR S‚(Y ;R))0 (8.12)

και να ισχύει

k‚ ˝ h‚ » id(S‚(X;R)bRS‚(Y ;R))‚ και h‚ ˝ k‚ » idS‚(XˆY ;R). (8.13)

Η (8.13) σημαίνει ότι τα αλυσωτά σύμπλοκα k‚ και h‚ είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα
(και καθένα εξ αυτών αλυσωτή ισοδυναμία υπό την έννοια τού ορισμού 3.5.10). Ως
εκ τούτου, η πρόταση 3.5.11 μας πληροφορεί, ιδιαιτέρως, ότι για κάθε n P Z,

Hn((S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚) – Hn(S‚(X ˆ Y ;R)) =: H
sing.
n (X ˆ Y ;R).

Αποδειξη. Ορίζονται αρχικώς δύο συναρτητές13:
F : Top ˆ Top ù Compch(ModR),

Ob(Top ˆ Top) Q (X,Y ) ÞÝÑ F(X,Y ) := S‚(X ˆ Y ;R) P Ob(Compch(ModR)),

MorTopˆTop((X,Y ), (X1, Y 1)) Q (f, g) ÞÝÑ F(f, g) := S‚(f ˆ g)
looooomooooon

P Mor
Compch(ModR)

(S‚(XˆY ;R),S‚(X1ˆY 1;R))

,

12Για την πρώτη συνεπαγωγή εφαρμόζεται το λήμμα 8.2.2 στην ειδική περίπτωση όπου D‚ = D1
‚ και g‚= idD‚ , ενώ

για τη δεύτερη συνεπαγωγή ό,τι ανεφέρεται στην παρατήρηση 8.2.3 (με τα g‚, g
1
‚ στη θέση των εκεί παρατεθέντων f‚

και f 1
‚, αντιστοίχως, και με τον ταυτοτικό αλυσωτό μετασχηματισμό idC1‚

στη θέση τού εκεί παρατεθέντος g‚).
13Προσοχή! Το πεδίο ορισμού αυτών Top ˆ Top είναι το καρτεσιανό γινόμενο τής Top με τον εαυτό της και όχι η

κατηγορία Top[2].
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όπου X ˆ Y Q (x, y) ÞÝÑ (f ˆ g)(x, y) := (f(x), g(y)) P X 1 ˆ Y 1 και

E : Top ˆ Top ù Compch(ModR),

Ob(Top ˆ Top) Q (X,Y ) ÞÝÑ E(X,Y ) := (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚ P Ob(Compch(ModR)),

MorTopˆTop((X,Y ), (X1, Y 1)) Q (f, g) ÞÝÑ E(f, g) := (S‚(f) bR S‚(g))‚
looooooooooooomooooooooooooon

P Mor
Compch(ModR)

(S‚(XˆY ;R),S‚(X1ˆY 1;R))

.

Βήμα 1o. Οι F,E είναι M-ακυκληματικοί (υπό την έννοια τού ορισμού A.5.12 (iii))
ως προς τη συλλογή μοντέλων14 M := t (∆p,∆q)| p, q P N0u .

(i) Τα ∆p,∆q, ως κυρτοί υπόχωροι ευκλείδειων χώρων, είναι χώροι συσταλτοί. (Βλ.
εδ. B.5.6 (vi).) Ως εκ τούτου, και το καρτεσιανό γινόμενό τους ∆p ˆ∆q είναι χώρος
συσταλτός, έχων τον ίδιον ομοτοπικό τύπο με έναν μονοσημειακό χώρο, απ’ όπου
έπεται15 ότι

H sing.
n (∆p ˆ ∆q;R) – H sing.

n (tptu;R) – t0u, @n P Z∖t0u.

Κατά συνέπειαν,

Hn(S‚(∆p ˆ ∆q;R)) = Hn(F(∆p,∆q);R) – t0u

για κάθε n P Z∖t0u και ο F είναι όντως M-ακυκληματικός.
(ii) Κατ’ αναλογίαν, για να δειχθεί η M-ακυκληματικότητα τού E αρκεί να δειχθεί
ότι

Hn((S‚(∆p;R) bR S‚(∆q;R))‚) – t0u, @n P N.

Eξ ορισμού, Sn(∆p;R) := FrR(Vn(∆p)) για κάθε n P N0. (Βλ. εδ. D.2.5.) Επειδή
τα θεμελιακά μονόπλοκα ∆p,∆q είναι χώροι συσταλτοί και έχουν τον ίδιον ομοτο-
πικό τύπο με έναν μονοσημειακό χώρο, μπορεί κανείς να τα ταυτίσει με σημεία. Το
Vn(∆p) είναι μονοσύνολο και FrR(Vn(∆p)) – R.Ορίζοντας ένα αλυσωτό σύμπλο-
κο C‚ με μέλη του τους R-μοδίους

Cm :=

#

R, ότανm ě 0,

τετριμμένος, ότανm ă 0,
και συνοριακούς τελεστές d C‚

m :=

#

idR, για άρτιουςm ě 2,

0, αλλιώς,

παρατηρούμε ότι τα αλυσωτά σύμπλοκα S‚(∆p;R) και C‚ είναι (εκ κατασκευής) ο-
μοτοπικώς ισοδύναμα. Παρομοίως αποδεικνύεται ότι και τα S‚(∆p;R) και C‚ είναι
ομοτοπικώς ισοδύναμα. Σύμφωνα με το λήμμα 8.2.4,

(S‚(∆p;R) bR S‚(∆q;R))‚ » (C‚ bR C‚)‚. (8.14)

Επειδή (κατά το λήμμα 4.5.25) ο R-μόδιος R είναι ισόπεδος, το αλυσωτό σύμπλοκο
C‚ είναι (εκ κατασκευής) ισόπεδο. Αλλά και οιBn(C‚) (που -εξ ορισμού- είναι είτε
τετριμμένοι είτε ίσοι με τον R) είναι ισόπεδοι. Λόγω των προαναφερθέντων στο (i)
τής σημειώσεως 6.2.7, πληρούνται οι προϋποθέσεις τού (i) τού θεωρήματος 6.2.6.

14Το ∆q συμβολίζει το θεμελιακό q-μονόπλοκο. (Βλ. εδ. D.2.1.)
15Βλ. ES-A4 στο εδ. C.1.6 και θεώρημα D.2.27.
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Άρα προκύπτει μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

(Hp(C‚) bR Hq(C‚))
� � // Hn((C‚ bR C‚)‚)

// //
À

p+q=n´1

TorR1 (Hp(C‚), Hq(C‚)) // t0u

Από το γεγονός ότι H0(C‚) – R και Hn(C‚) – t0u, @n P Z∖t0u, και από το λήμμα
4.5.25 και το πόρισμα 5.3.13 έπεται ότι

TorR1 (Hp(C‚),Hq(C‚)) – t0u, @(p, q) P Z ˆ Z.

Άρα η ανωτέρω βραχεία ακριβής ακολουθία δίδει ισομορφισμούς
À

p+q=n
(Hp(C‚) bR Hq(C‚))

–
ÝÑ Hn((C‚ bR C‚)‚), @n P Z,

οπότε (λόγω τής (8.14)) Hn((S‚(∆p;R) bR S‚(∆q;R))‚) – Hn((C‚ bR C‚)‚) για
κάθε n P Z. Όταν n ‰ 0,

À

p+q=n

(Hp(C‚) bR Hq(C‚)) =
À

pPZ
(Hp(C‚) bR Hn´p(C‚)) – H0(C‚)

looomooon

–R

bRHn(C‚)
looomooon

–t0u

– t0u.

Επομένως, Hn((S‚(∆p;R) bR S‚(∆q;R))‚) – t0u για κάθε n ě 1 και ο E είναι
M-ακυκληματικός.
Βήμα 2o. Αμφότεροι οι F,E είναι M-ελεύθεροι (υπό την έννοια τού ορισμού A.5.12
(iv)) ως προς την (ίδια) συλλογή μοντέλων M.

(i) Εξ ορισμού, ηM-ελευθερία τού συναρτητή F ισοδυναμεί με τηνM-ελευθερία των
συναρτητών

Fp := Pp ˝ F : Top ˆ Top ù ModR, p P N0,

όπου Pp η p-οστή προβολή. (Βλ. εδ. A.5.10.) Για κάθε (X,Y ) P Ob(Top ˆ Top),

Fp(X,Y ) = Pp(F(X,Y )) = Pp(S‚(X ˆ Y ;R)) = Sp(X ˆ Y ;R).

Άρα ο Fp(X,Y ) είναι ελεύθερος R-μόδιος. Θεωρούμε τη συνεχή (διαγώνιο) απει-
κόνιση

∆p Q x ÞÝÑ diagp(x) := (x, x) P ∆p ˆ ∆p.

Προφανώς, diagp P Sp(∆pˆ∆p;R) = Fp(∆p,∆p) και το ((∆p,∆p),diagp) μπορεί να
εκληφθεί ως μια M-οικογένεια16 τού Fp. Για κάθε (X,Y ) P Ob(TopˆTop) ορίζουμε
τις προβολές

X ˆ Y Q (x, y) ÞÝÑ pr1(x, y) := x P X, X ˆ Y Q (x, y) ÞÝÑ pr2(x, y) := y P Y.

Για κάθε σ P Vp(XˆY ) η απεικόνιση (pr1˝σ, pr2˝σ) : (∆p,∆p) ÝÑ (X,Y ) ανήκει
στο σύνολο MorTopˆTop((∆p,∆p), (X,Y )) και έχει την ιδιότητα:

Fp(pr1 ˝ σ, pr2 ˝ σ)(diagp) = ((pr1 ˝ σ) ˆ (pr2 ˝ σ))(diagp) = σ.

16Εν προκειμένω, μονομελή M-οικογένεια τού Fp.
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Επιπροσθέτως, για οιονδήποτε μορφισμό (σ1, σ2) P MorTopˆTop((∆p,∆p), (X,Y ))

το
Fp(σ1, σ2)(diagp) : ∆p ÝÑ X ˆ Y

ανήκει στο σύνολο των ιδιαζόντων p-μονοπλόκωνVp(XˆY ) εντός τού καρτεσιανού
γινομένου X ˆ Y, οπότε ο ελεύθερος R-μόδιος Fp(X,Y ) έχει το

MorTop(∆p, X ˆ Y )
loooooooooooomoooooooooooon

=Vp(XˆY )

=
!

Fp(σ1, σ2)(diagp)
ˇ

ˇ

ˇ
(σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vp(Y )

)

ως μια βάση του. Κατά συνέπειαν, ο Fp είναι M-ελεύθερος (υπό την έννοια τού
ορισμού A.5.12 (iv)) για κάθε p P N0.

(ii) Εξ ορισμού, η M-ελευθερία τού συναρτητή E ισοδυναμεί με την M-ελευθερία
των συναρτητών

Eν := Pν ˝ E : Top ˆ Top ù ModR, ν P N0,

όπου Pν η ν-οστή προβολή. (Βλ. εδ. A.5.10.) Για κάθε (X,Y ) P Ob(Top ˆ Top),

Eν (X,Y ) = Pν (E(X,Y )) = Pν ((S‚(X;R)bRS‚(Y ;R))‚) =
À

p+q=ν

(Sp(X;R)bRSq(Y ;R)).

Λόγω τής ελευθερίας των R-μοδίων Sp(X;R) και Sq(Y ;R), τού θεωρήματος 4.4.7
και τού πορίσματος 2.5.17, ο E

ν (X,Y ) είναι ελεύθερος R-μόδιος. Εξάλλου, η οι-
κογένεια17 ((∆p,∆q), (id∆pb id∆q ))t(p,q)PN0ˆN0:p+q=νu μπορεί να εκληφθεί ως μια
M-οικογένεια τού E

ν
. Επειδή

␣

E
ν
(σ1, σ2)(id∆p b id∆q )

ˇ

ˇ (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = ν
(

=
␣

Pν ((S‚(σ1)bRS‚(σ2))‚)(id∆p b id∆q )
ˇ

ˇ (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = ν
(

=
␣

(Sp(σ1)bRSq(σ2))(id∆p b id∆q )
ˇ

ˇ (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = ν
(

=
␣

(Sp(σ1)(id∆p) b Sq(σ2)(id∆q ))
ˇ

ˇ (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = ν
(

=
␣

(σ1 ˝ id∆p) bR (σ2 ˝ id∆q )
ˇ

ˇ (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = ν
(

= tσ1 b σ2 P Sp(X;R) bR Sq(Y ;R)| (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = νu ,

ο ελεύθερος R-μόδιος E
ν
(X,Y ) =

À

p+q=ν
(Sp(X;R) bR Sq(Y ;R)) έχει το

␣

Eν (σ1, σ2)(id∆pbid∆q )
ˇ

ˇ (σ1, σ2) P Vp(X) ˆ Vq(Y ) : p+ q = ν
(

ως μια βάση του. Κατά συνέπειαν, ο E
ν

είναι M-ελεύθερος (υπό την έννοια τού
ορισμού A.5.12 (iv)) για κάθε ν P N0.

Βήμα 3o. Κατασκευή φυσικής ισοδυναμίας φ : H0(F) ÝÑ H0(E). Για να κα-
τασκευασθεί μια τέτοια φυσική ισοδυναμία από τον H0(F) := H0(´) ˝ F στον

17Προφανώς, id∆pb id∆q P Sp(X;R) bR Sq(Y ;R) ãÑ Eν (X,Y ).
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H0(E) := H0(´)˝ E (ούτως ώστε να είναι εφαρμόσιμο το θεώρημα A.5.14 των α-
κυκληματικών μοντέλων) θα πρέπει για κάθε (X,Y ) P Ob(Top ˆ Top) να ορισθεί
ισομορφισμός R-μοδίων

φ(X,Y ) : H0(S‚(X ˆ Y ;R)
looooooomooooooon

=F(X,Y )

)
–

ÝÑ H0((S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚
looooooooooooooomooooooooooooooon

=E(X,Y )

). (8.15)

(Βλ. εδ. A.3.1.) Εάν χρησιμοποιηθεί το ΔΡΣ(X) για να συμβολίζει το σύνολο των
δρομοσυνεκτικών συνιστωσών οιουδήποτε X P Ob(Top), τότε (κατά το πόρισμα
D.2.24) H0(S‚(X;R)) =: H

sing.
0 (X;R) – FrR(ΔΡΣ(X)) και υφίσταται αμφίρριψη

ΔΡΣ(X ˆ Y ) Q A ÞÝÑ (pr1(A), pr2(A)) P ΔΡΣ(X) ˆ ΔΡΣ(Y ),

οπότε FrR(ΔΡΣ(XˆY )) – FrR(ΔΡΣ(X)ˆΔΡΣ(Y )). Το τανυστικό γινόμενο των ε-
λευθέρωνR-μοδίων FrR(ΔΡΣ(X)) και FrR(ΔΡΣ(Y )) είναι ελεύθεροςR-μόδιος (βλ.
θεώρημα 4.4.7) και18

rankR(FrR(ΔΡΣ(X)) bR FrR(ΔΡΣ(Y ))) = rankR(FrR(ΔΡΣ(X))) ¨ rankR(FrR(ΔΡΣ(Y )))

= rankR(FrR(ΔΡΣ(X) ˆ ΔΡΣ(Y ))).

Επειδή FrR(ΔΡΣ(X)ˆΔΡΣ(Y )) – FrR(ΔΡΣ(X))bRFrR(ΔΡΣ(Y )) (λόγω τής προ-
τάσεως 2.5.41), έχουμε

H0(S‚(X ˆ Y ;R))
–

ÝÑ H0(S‚(X;R)) bR H0(S‚(Y ;R)). (8.16)

Αρκεί λοιπόν να προσδιορισθεί ισομορφισμός

H0(S‚(X;R)) bR H0(S‚(Y ;R))
–

ÝÑ H0((S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚). (8.17)

Προς τούτο ορίζονται αλυσωτά σύμπλοκα S1
‚(X;R) και S1

‚(Y ;R) ως ακολούθως:

S1
n(X;R) :=

#

Sn(X;R), όταν n P t0, 1u,

τετριμμένος, όταν n P Z∖t0, 1u,

με συνοριακούς τελεστές dS
1
n(X;R)

1 =: d
sing.
X,1 και dS

1
n(X;R)
n := 0 για κάθε n P Z∖t1u

και

S1
n(Y ;R) :=

#

Sn(Y ;R), όταν n P t0, 1u,

τετριμμένος, όταν n P Z∖t0, 1u,

με συνοριακούς τελεστές dS
1
n(Y ;R)

1 =: d
sing.
Y,1 και dS

1
n(Y ;R)
n := 0 για κάθε n P Z∖t1u.

Σημειωτέον ότι για j P t0, 1u ισχύει

(S‚(X
1;R) bR S‚(Y

1;R))j – (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))j ,

18Εδώ δεν προϋποθέτουμε ότι τα ΔΡΣ(X) και ΔΡΣ(Y ) είναι πεπερασμένα. (Από τον λογισμό με πληθικούς αριθμούς
είναι γνωστό ότι, εάν ταA,B είναι δυο μη κενά σύνολα, τότε card(AˆB) = card(A)¨ card(B) όταν αμφότερα είναι
πεπερασμένα και

card(A ˆ B) = card(A) ¨ card(B) = card(A) + card(B) = maxtcard(A), card(B)u,

όταν τουλάχιστον ένα εξ αυτών είναι άπειρο.)
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διότι για j = 0,
À

p+q=0
(Sp(X

1;R) bR Sq(Y
1;R)) =

À

pPZ
(Sp(X

1;R) bR S´p(Y
1;R))

= S0(X
1;R) bR S0(Y

1;R) = S0(X;R) bR S0(Y ;R)

(αφού για p ‰ 0 ένας εκ των Sp(X 1;R), S´p(Y
1;R) είναι κατ’ ανάγκην τετριμμένος)

και για j = 1,
À

p+q=1
(Sp(X

1;R) bR Sq(Y
1;R)) =

À

pPZ
(Sp(X

1;R) bR S1´p(Y
1;R))

= (S0(X
1;R) bR S1(Y

1;R)) ‘ (S1(X
1;R) bR S0(Y

1;R))

= (S0(X;R) bR S1(Y ;R)) ‘ (S1(X;R) bR S0(Y ;R))

=
À

p+q=1
(Sp(X;R) bR Sq(Y ;R)).

Επίσης,
H

sing.
0 (X;R) := H0(S‚(X;R)) := S0(X;R)/ Im(d

sing.
X,1)

= S1
0(X;R)/ Im(d

S1
n(X;R)

1 ) = H0(S
1
‚(X;R))

και (παρομοίως)
H

sing.
0 (Y ;R) = H0(S

1
‚(Y ;R)).

Το S1
‚(X;R) είναι ελεύθερο αλυσωτό σύμπλοκο με μοναδικό μη τετριμμένο μόδιο

συνόρων τον B0(S
1
‚(X;R)). Αμφότεροι οι S1

0(X;R) και H0(S
1
‚(X;R)) (όντες ελεύ-

θεροι R-μόδιοι) είναι ισόπεδοι. (Βλ. πρόταση 4.2.4 και θεώρημα 4.5.26.) Από τη
φυσικώς δομούμενη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ B0(S
1
‚(X;R)) ãÑ S1

0(X;R)↠ H0(S
1
‚(X;R)) – FrR(ΔΡΣ(X)) ÝÑ t0u

και το λήμμα 8.2.1 συμπεραίνουμε ότι και ο B0(S
1
‚(X;R)) είναι ισόπεδος. Άρα τό-

σον οι S1
n(X;R) όσον και οι Bn(S1

‚(X;R)) είναι ισόπεδοι19 για κάθε n P Z. Λόγω
των προαναφερθέντων στο (i) τής σημειώσεως 6.2.7, πληρούνται οι προϋποθέσεις
τού (i) τού θεωρήματος 6.2.6. Ως εκ τούτου, υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // À

p+q=0

(
Hp(S

1
‚(X;R)) bR Hq(S

1
‚(Y ;R))

) � � // H0((S
1
‚(X;R) bR S

1
‚(Y ;R))‚)

// // À

p+q=´1

TorR1
(
Hp(S

1
‚(X;R), Hq(S

1
‚(Y ;R))

) // t0u

Επειδή στο TorR1 (Hp(S
1
‚(X;R)),Hq(S

1
‚(Y ;R))), p + q = ´1, οι Hp(S

1
‚(X;R) είναι

ισόπεδοι, αυτό το γινόμενο στρέψεως είναι (σύμφωνα με πόρισμα 5.3.13) πάντοτε
τετριμμένος R-μόδιος, οπότε η ανωτέρω δίδει ισομορφισμό

À

p+q=0

(Hp(S
1
‚(X;R)) bR Hq(S

1
‚(Y ;R)))

–
ÝÑ H0((S

1
‚(X;R) bR S

1
‚(Y ;R))‚) (8.18)

19Επαναλαμβάνοντας τα ίδια επιχειρήματα, αλλά με τον Y στη θέση τού X, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι τόσον
οι S1

n(X;R) όσον και οιBn(S1
‚(X;R)) είναι ωσαύτως ισόπεδοι για κάθε n P Z.
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μεταξύ δύο R-μοδίων. Ο μεν πρώτος εξ αυτών είναι ο
À

p+q=0

(Hp(S
1
‚(X;R)) bR Hq(S

1
‚(Y ;R))) – H0(S

1
‚(X;R)) bR H0(S

1
‚(Y ;R))

= H sing.
0 (X;R) bR H

sing.
0 (Y ;R), (8.19)

ο δε δεύτερος ο

H0(S
1
‚(X;R)) bR H0(S

1
‚(Y ;R)) – H0(S‚(X;R)) bR H0(S‚(Y ;R)). (8.20)

Μέσω των (8.18), (8.19) και (8.20) προσδιορίζεται ένας ισομορφισμός (8.17) τού ζη-
τούμενου είδους και, κατ’ επέκταση, ένας ισομορφισμός φ(X,Y ) όπως στην (8.15).
Βήμα 4ο. Εφαρμογή τού θεωρήματος A.5.14. Λόγω τής κατασκευής μιας φυσικής
ισοδυναμίας φ : H0(F) ÝÑ H0(E) (στο 3ο βήμα) μεταξύ των συνθέσεων τού H0(´)

με τους F και E (οι οποίοι είναι, βάσει των όσων προαναφέρθησαν στα βήματα 1
και 2, M-ακυκληματικοί και M-ελεύθεροι), έχουμε τη δυνατότητα εφαρμογής τού
θεωρήματος A.5.14 των ακυκληματικών μοντέλων. Από το A.5.14 (i) εξασφαλίζεται
η ύπαρξη ενός φυσικού μετασχηματισμού k : F ÝÑ E ο οποίος «επεκτείνει την
φ». Από το A.5.14 (iii) εξασφαλίζεται η ύπαρξη ενός φυσικού μετασχηματισμού
h : E ÝÑ F με h ˝ k » idF και k ˝ h » idE. Άρα για κάθε (X,Y ) P Ob(Top ˆ Top)

έχουμε

(k ˝ h)(X,Y ) = k(X,Y ) ˝ h(X,Y ) = idE(X,Y ),

(h ˝ k)(X,Y ) = h(X,Y ) ˝ k(X,Y ) = idF(X,Y ).

Επειδή τα k(X,Y ) και h(X,Y ) είναι αλυσωτά σύμπλοκα, αρκεί για (διευκολυ-
ντικούς) λόγους συμβολισμού να γράψουμε k‚ = k

(X,Y )
‚ αντί τού k(X,Y ) και

h‚ = h
(X,Y )
‚ αντί τού h(X,Y ). Είναι προφανές ότι τα k

(X,Y )
‚ και h(X,Y )

‚ είναι (α-
λυσωτώς) ομοτοπικώς ισοδύναμα υπό την έννοια τού ορισμού 3.5.10. Μάλιστα, εκ
κατασκευής, o

k0 = k
(X,Y )
0 : F0(X,Y ) = S0(X ˆ Y ;R) ÝÑ (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))0 = E0(X,Y ),

ο οριζόμενος ύστερα από γραμμική επέκταση τής (8.12), είναι αυτός που επάγει τον
ισομορφισμό (8.15) (τον παριστάμενο ως σύνθεση των (8.16) και (8.17)).

8.2.6 Σημείωση (Συγκεκριμένες κατασκευές κατάλληλων k‚ και h‚). Ας υποθέσου-
με ότι n P N0 και ότι 0 ď p, q ď n, και ας θεωρήσουμε τις συσχετικές απεικονίσεις

ap : ∆p ÝÑ ∆n bq : ∆q ÝÑ ∆n

epj ÞÝÑ enj , 0 ď j ď p, eqj ÞÝÑ enn´q+j , 0 ď j ď q.

(Πρβλ. πρόταση D.1.12.) Εάν W είναι ένας τοπολογικός χώρος και σ P Vn(W ),

τότε
σ1 := σ ˝ ap P Vp(W ), σ2 := σ ˝ bq P Vq(W ).

(Είθισται να λέγεται ότι το σ1 είναι η p-διάστατη εμπρόσθια πλευρά τού σ και το σ2

η q-διάστατη οπίσθια πλευρά τού σ.) Δοθέντων δυο τοπολογικών χώρων X και Y,
ορίζεται ένας αλυσωτός μετασχηματισμός

AW‚ : S‚(X ˆ Y ;R) ÝÑ (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚ ,
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όπου ο AWn, n P N0, είναι ο ομομορφισμός R-μοδίων που προκύπτει ύστερα από
γραμμική επέκταση τής

Vn(X ˆ Y ) Q σ ÞÝÑ
ř

t(p,q)PN0ˆN0:p+q=nu
(pr1 ˝ σ ˝ ap) b (pr2 ˝ σ ˝ bq) P (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))n

επί ολοκλήρου τού Sn(X ˆ Y ;R). Αυτός ο (φυσικός) αλυσωτός μετασχηματι-
σμός καλείται μετασχηματισμός των Alexander και Whitney20 και μπορεί να παί-
ξει τον ρόλο ενός (κατάλληλου) k‚ στο θεώρημα 8.2.5. (Εν τοιαύτη περιπτώσει,
ο αντίστοιχος “h‚” κατασκευάζεται με τη βοήθεια των λεγόμενων (p, q)-αναμεί-
ξεων/ανακατωμάτων ((p, q)-shuffles21).)

8.2.7 Πρόταση. Εάν (X,A), (Y,B) είναι δυο τοπολογικά ζεύγη και k‚ = k
(X,Y )
‚ ,

h‚ = h
(X,Y )
‚ όπως στο θεώρημα 8.2.5, τότε υφίσταται μεταθετικό διάγραμμα αλυ-

σωτών συμπλόκων και αλυσωτών μετασχηματισμών

(S‚(A;R)bRS‚(Y ;R)+S‚(X;R)bRS‚(B;R))‚

h1
‚

��

// (S‚(X;R) bR S‚(Y ;R)
)

‚

h‚

��

// (S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R)
)

‚

h2
‚

��

S‚(A ˆ Y ;R) + S‚(X ˆ B;R)

k1
‚

BB

// S‚(X ˆ Y ;R) //

k‚

BB

S‚(X ˆ Y ;R)

S‚(A ˆ Y ;R) + S‚(X ˆ B;R)

k2
‚

BB

με ακριβείς γραμμές, όπου οι k1
‚, h

1
‚, k

2
‚ , h

2
‚ επάγονται από τους k‚, h‚ και

k1
‚ ˝ h1

‚ » id(S‚(A;R)bRS‚(Y ;R)+S‚(X;R)bRS‚(B;R))‚ , h1
‚ ˝ k1

‚ » idS‚(AˆY ;R)+S‚(XˆB;R),

k2
‚ ˝ h2

‚ » id(S‚(X,A;R)bRS‚(Y,B;R))‚ , h2
‚ ˝ k2

‚ » id S‚(XˆY ;R)

S‚(AˆY ;R)+S‚(XˆB;R)

.

Αποδειξη. Εφαρμόζοντας τη φυσικότητα τού h‚ στις ενθέσειςA ãÑ X καιB ãÑ Y

λαμβάνουμε ενθέσεις (σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων)

h‚((S‚(A;R) bR S‚(Y ;R))‚) ãÑ S‚(Aˆ Y ;R),

h‚((S‚(X;R) bR S‚(B;R))‚) ãÑ S‚(X ˆB;R),

(και παρομοίως για τον k‚). Γι’ αυτόν τον λόγο οι k‚ και h‚ επάγουν τους k1
‚, h

1
‚

(μέσω περιορισμού) και τους k2
‚ , h

2
‚ (μέσω μεταβάσεως στα αντίστοιχα πηλικοσύ-

μπλοκα). Επειδή οι ομοτοπίες

k‚ ˝ h‚ » id(S‚(X;R)bRS‚(Y ;R))‚ και h‚ ˝ k‚ » idS‚(XˆY ;R)

είναι φυσικές (και ο h‚ ˝ k‚ στέλνει το

S‚(Aˆ Y ;R) + S‚(X,B;R)

να απεικονισθεί στον εαυτό του), οι συνθέσεις k1
‚˝h1

‚ και h1
‚˝k1

‚ (και, κατ’ επέκταση,
και οι συνθέσεις k2

‚ ˝h2
‚ και h2

‚ ˝k2
‚) είναι ομότοπες των αντίστοιχων ταυτοτικών.

20Βλ. [61], VI.12.26, Ex. 1, σελ. 184, [87], Satz 12.2.9, σελ. 312, [84], Theorem 12.25, σελ.398-400, και [91], Problem 1,
σελ. 240.

21Βλ. [61], VI.12.26, Ex. 2, σελ. 184, και [91], Problem 1, σελ. 240. (Πρωτοεισήχθησαν στη σελ. 64 τού άρθρου των S.
Eilenberg & S. Mac Lane: On the groups H(Π, n) I, Annals of Mathematics, second series, 58 (1953), no. 1, 55-106.)
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8.2.8 Πόρισμα. Ας υποτεθεί ότι (X,A), (Y,B) είναι δυο τοπολογικά ζεύγη,

h2
‚ : (S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚ ÝÑ

S‚(XˆY ;R)
S‚(AˆY ;R)+S‚(XˆB;R) (8.21)

η αλυσωτή ισοδυναμία όπως έχει ορισθεί στην πρόταση 8.2.7 και

S‚(XˆY ;R)
S‚(AˆY ;R)+S‚(XˆB;R) ÝÑ

S‚(XˆY ;R)
S‚(AˆYYXˆB;R) =: S‚((X,A) ˆ (Y,B);R) (8.22)

ο αλυσωτός μετασχηματισμός ο επαγόμενος μέσω τής ενθέσεως

S‚(Aˆ Y ;R)+S‚(X ˆB;R) ãÑ S‚(Aˆ Y YX ˆB;R).

Εάν η
(X ˆ Y,Aˆ Y,X ˆB)

είναι μια εκτμητική τριάδα για την (H
sing.
‚ , B

sing.
‚ ) (βλ. εδ. 7.2.1), τότε η σύνθεση

(S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚ ÝÑ S‚((X,A) ˆ (Y,B);R)

των (8.21) και (8.22) επάγει ισομορφισμούς R-μοδίων

Hn((S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚) – Hn(S‚((X,A) ˆ (Y,B);R)) (8.23)

για κάθε n P Z.

Αποδειξη. Επειδή ο αλυσωτός μετασχηματισμός (8.21) αποτελεί αλυσωτή ισοδυ-
ναμία, η πρόταση 3.5.11 μας πληροφορεί ότι υφίστανται ισομορφισμοί R-μοδίων

Hn((S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚) – Hn(
S‚(XˆY ;R)

S‚(AˆY ;R)+S‚(XˆB;R) ) (8.24)

για κάθε n P Z. Το να είναι η

(X ˆ Y,Aˆ Y,X ˆB)

μια εκτμητική τριάδα για τη θεωρία ιδιάζουσας ομολογίας ισοδυναμεί (επί τη βάσει
τής συνθήκης (vi) τού λήμματος22 7.2.10) με το ότι μέσω τού αλυσωτού μετασχημα-
τισμού (8.22) επάγονται ισομορφισμοί R-μοδίων

Hn(
S‚(XˆY ;R)

S‚(AˆY ;R)+S‚(XˆB;R) ) – Hn(S‚((X,A) ˆ (Y,B);R)) (8.25)

για κάθε n P Z. Για τον σχηματισμό των (8.23) αρκεί να ληφθεί η σύνθεση των (8.24)
και (8.25).

8.2.9 Παρατήρηση. Όταν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός, η ύπαρξη
των ισομορφισμών (8.25) ισοδυναμεί (λόγω τού θεωρήματος23 4.2.17) με το ότι ο
αλυσωτός μετασχηματισμός (8.22) αποτελεί αφ’ εαυτού μια αλυσωτή ισοδυναμία.

22Αρκεί κανείς στη θέση των εκεί παρατεθέντωνX,A,B να θεωρήσει ταX ˆ Y,Aˆ Y καιX ˆB, αντιστοίχως.
23Τούτο έγκειται στο ότι τα μετέχοντα αλυσωτά σύμπλοκα είναι ελεύθερα και, κατ’ επέκταση, προβολικά.
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8.3 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΕΚΔΟΧΕΣ
ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ KÜNNETH

Τώρα πλέον ο κύκλος των απαραίτητων προεργασιών για το πώς κανείς καταλήγει
στις τοπολογικές εκδοχές τού θεωρήματος τού Künneth (ως προς τη θεωρία ιδιάζου-
σας ομολογίας) έχει κλείσει. Για το θεώρημα 8.3.1 παρατίθενται εκ των προτέρων
οι εξής συνθήκες:

Συνθήκες για τον δακτύλιοR για τα αλυσωτά σύμπλοκα S‚(X;R) και S‚(Y ;R)

Α τυχών
οιBsing.

n (X;R) := Bn(S‚(X;R)) είναι ισόπεδοι
και οιBsing.

n (Y ;R) := Bn(S‚(Y ;R))

είναι προβολικοί για κάθε n P Z
Β Π.Κ.Ι.

Γ κληρονομικός Hn(TorR1 (S‚(X;R), S‚(Y ;R))‚) – t0u, @n P Z.

8.3.1 Θεώρημα («Τοπολογική εκδοχή θεωρήματος Künneth για μοδίους ομολογίας
καρτεσιανού γινομένου δύο χώρων»). Έστω ότι X,Y είναι δυο τοπολογικοί χώ-
ροι και R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος. Εάν για τον R και για τα
S‚(X;R) και S‚(Y ;R) ικανοποιείται τουλάχιστον μία εκ των ανωτέρω συνθηκών
Α, Β, Γ, τότε για κάθε n P Z υφίσταται διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // (H sing.
‚ (X;R) bR H

sing.
‚ (Y ;R))n

� � // H sing.
n (X ˆ Y ;R)

// // TorR1 (H
sing.
‚ (X;R), H sing.

‚ (Y ;R))n´1
// t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, οπότε

H
sing.
n (X ˆ Y ;R) –

(
À

p+q=n
(H

sing.
p (X;R) bR H

sing.
q (Y ;R))

)

‘

(
À

p+q=n´1
TorR1 (H

sing.
p (X;R),H

sing.
q (Y ;R))

)
.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα 8.2.5 των Eilenberg και Zilber,

H sing.
n (X ˆ Y ;R) – Hn((S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚).

Αρκεί λοιπόν (ανά συνθήκη) να εφαρμοσθούν τα 6.2.6, 6.2.8 και 6.2.11 για τα αλυ-
σωτά σύμπλοκα C‚ = S‚(X;R) και D‚ = S‚(Y ;R).

8.3.2 Πόρισμα (Χαρακτηριστική Euler και αριθμοί Betti τού X ˆ Y ). Εάν X,Y
είναι δυο τοπολογικοί χώροι, τέτοιοι ώστε καθένας εκ των X,Y και X ˆ Y να δια-
θέτει μόνον πεπερασμένου πλήθους μη τετριμμένες ομάδες ιδιάζουσας ομολογίας
και καθεμιά εξ αυτών (των μη τετριμμένων) να είναι πεπερασμένως παραγόμενη,
τότε για τη χαρακτηριστική Euler και για τους αριθμούς Betti των X,Y και X ˆ Y
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υφίστανται οι σχέσεις:

χ(X ˆ Y ) = χ(X)χ(Y ) (8.26)

και
bn(X ˆ Y ) =

ř

p+q=n
bp(X)bq(Y ). (8.27)

Αποδειξη. Επειδή ο Z είναι Π.Κ.Ι., υφίσταται πάντοτε η βραχεία ακριβής ακολου-
θία τού θεωρήματος 8.3.1. Εφαρμόζοντας για αυτήν το λήμμα 3.4.4 λαμβάνουμε

fr-rankZ(H
sing.
n (X ˆ Y ;Z)) =

ř

(p,q)PN0ˆN0:p+q=n

fr-rankZ(H
sing.
p (X;Z) bR H

sing.
q (Y ;Z))

+
ř

(p,q)PN0ˆN0:p+q=n´1

fr-rankZ(TorR1 (H
sing.
p (X;Z), H sing.

q (Y ;Z))).

Επειδή (κατά το (5.23))

TorR1 (H sing.
p (X;Z), H sing.

q (Y ;Z)) – TorR1 (tors(H sing.
p (X;Z)), tors(H sing.

q (Y ;Z))) (8.28)

και καθεμιά εκ των tors(H sing.
p (X;Z)) και tors(H sing.

q (Y ;Z)) είναι είτε τετριμμένη
είτε μια πεπερασμένη αβελιανή (ήτοι ισόμορφη με το ευθύ άθροισμα πεπερασμένου
πλήθους πεπερασμένων κυκλικών ομάδων εχουσών τάξη κάποια δύναμη πρώτου
αριθμού, βλ. θεώρημα 2.6.32), και TorR1 (Zpl1 ,Zpl2 ) – Zpmintl2,l2u για κάθε πρώτο
αριθμό p και για οιουσδήποτε l1, l2 P N, η (8.28) αποτελεί κατ’ ανάγκην μια ομάδα
στρέψεως, οπότε

fr-rankZ(TorR1 (H sing.
p (X;Z),H sing.

q (Y ;Z))) = 0, @(p, q) P N0 ˆ N0.

Από την άλλη μεριά, το θεώρημα 4.4.7 μας πληροφορεί ότι

fr-rankZ(H
sing.
p (X;Z) bR H

sing.
q (Y ;Z)) = fr-rankZ(H

sing.
p (X;Z)) ¨ fr-rankZ(H

sing.
q (Y ;Z))

για κάθε ζεύγος (p, q) P N0 ˆ N0, οπότε η αρχική ισότητα γίνεται

bn(X ˆ Y ) = fr-rankZ(H
sing.
n (X ˆ Y ;Z)

=
ř

(p,q)PN0ˆN0:p+q=n

(
fr-rankZ(H

sing.
p (X;Z)) ¨ fr-rankZ(H

sing.
q (Y ;Z))

)
=

ř

(p,q)PN0ˆN0:p+q=n

bp(X)bq(Y )

και η (8.27) είναι αληθής. Εξάλλου,

χ(X ˆ Y ) =
ř

nPN0

(´1)n bn(X ˆ Y ) =
ř

(p,q)PN0ˆN0:p+q=n

(´1)n bp(X)bq(Y )

=
ř

(p,q)PN0ˆN0

(´1)p+qbp(X)bq(Y ) =

(
ř

pPN0

(´1)p bp(X)

)(
ř

qPN0

(´1)q bq(Y )

)
= χ(X)χ(Y ),

επαληθεύοντας και την (8.26).
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8.3.3 Πόρισμα (Κριτήριο προσανατολισιμότητας καρτεσιανού γινομένου). Δοθέ-
ντων δυο συνεκτικών κλειστών πολυπτυγμάτων X και Y, ισχύει η ακόλουθη αμφί-
πλευρη συνεπαγωγή:

Το X ˆ Y είναι προσανατολίσιμο ðñ

[
αμφότερα τα X και Y

είναι προσανατολίσιμα

]
.

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε ότι τοX έχει διάσταση d και το Y διάσταση d1. Τότε το
θεώρημα 8.3.1 δίδει

H
sing.
d+d1(X ˆ Y ;Z) –

(
À

p+q=d+d1
(H

sing.
p (X;Z) bR H

sing.
q (Y ;Z))

)

‘

(
À

p+q=d+d1´1

TorZ1 (H
sing.
p (X;Z),H sing.

q (Y ;Z))

)
.

Βάσει τού θεωρήματος E.1.16 οι j-οστές ομάδες ιδιάζουσας ομολογίας τού X (και
αντιστοίχως, τού Y ) είναι τετριμμένες όταν j ą d (και αντιστοίχως, όταν j ą d1).
Επομένως, ο μόνος όρος τού πρώτου ευθέος προσθετέου που θα μπορούσε να εί-
ναι μη τετριμμένος είναι ο H

sing.
d (X;Z) bR H

sing.
d1 (Y ;Z). Από την άλλη μεριά, εκ

νέου λόγω τού θεωρήματος E.1.16, τα μόνα ζεύγη ιδιάζουσας ομολογίας εντός των
TorZ1 (.., ..) (στον δεύτερο ευθύ προσθετέο), τα οποία θα μπορούσαν να οδηγήσουν
σε μη τετριμμένα Τοr, είναι αυτά στα οποία υπεισέρχεται τουλάχιστον μία εκ των
H

sing.
d (X;Z) και H sing.

d1 (Y ;Z). Επειδή όμως (σύμφωνα με το θεώρημα E.2.7) αυτές
είναι ομάδες χωρίς στρέψη, η (5.23) μας πληροφορεί ότι

H
sing.
d+d1(X ˆ Y ;Z) – H

sing.
d (X;Z) bR H

sing.
d1 (Y ;Z). (8.29)

Υπολείπεται να εφαρμοσθεί στο (8.29) το κριτήριο τού θεωρήματος E.2.9 (b).

8.3.4 Θεώρημα («Τοπολογική εκδοχή θεωρήματος Künneth για μοδίους ομολογίας
καρτεσιανού γινομένου δύο τοπ. ζευγών»). Έστω ότι X,Y είναι δυο τοπολογικοί
χώροι,A Ď X,B Ď Y, και ότι η (XˆY,AˆY,XˆB) είναι μια εκτμητική τριάδα για
την (H sing.

‚ , B
sing.
‚ ). Εάν για τονR και για τα S‚(X,A;R) και S‚(Y,B;R) ικανοποιεί-

ται τουλάχιστον μία εκ των ανωτέρω συνθηκών Α, Β, Γ (δηλαδή όταν σε αυτές τα
S‚(X;R) και S‚(Y ;R) αντικατασταθούν με τα S‚(X,A;R) και S‚(Y,B;R), αντι-
στοίχως), τότε για κάθε n P Z υφίσταται διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // (Hsing.
‚ (X,A;R) bR H

sing.
‚ (Y,B;R))n

� � // Hsing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);R)

// // TorR1 (Hsing.
‚ (X,A;R), Hsing.

‚ (Y,B;R))n´1
// t0u
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R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, οπότε

H
sing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);R) –

(
À

p+q=n
(H

sing.
p (X,A;R) bR H

sing.
q (Y,B;R))

)

‘

(
À

p+q=n´1
TorR1 (H

sing.
p (X,A;R),H

sing.
q (Y,B;R))

)
.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το ότι (κατά το πόρισμα 8.2.8) υφίσταται ισομορφι-
σμός μεταξύ των R-μοδίων Hn((S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚) και

H sing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);R) := Hn(S‚((X,A) ˆ (Y,B);R))

για κάθε n P Z και από την εφαρμογή των 6.2.6, 6.2.8 και 6.2.11 για τα αλυσωτά
σύμπλοκα C‚ = S‚(X,A;R) και D‚ = S‚(Y,B;R).

8.3.5 Θεώρημα («Τοπολογική εκδοχή θεωρήματος Künneth για μοδίους ομολογί-
ας καρτεσιανού γινομένου με τυχόντες συντελεστές»). Έστω ότι X,Y είναι δυο
τοπολογικοί χώροι,A Ď X,B Ď Y, και ότι η (XˆY,AˆY,XˆB) είναι μια εκτμη-
τική τριάδα για την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ). Εάν υποτεθεί ότι M,N είναι δυο R-μόδιοι, ο R

κληρονομικός και TorR1 (M,N) – t0u, τότε για κάθε n P Z υφίσταται διασπώμενη
βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // (Hsing.
‚ (X,A;M) bR H

sing.
‚ (Y,B;N))n

� � // Hsing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);M bR N)

// // TorR1 (Hsing.
‚ (X,A;M), Hsing.

‚ (Y,B;N))n´1
// t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, οπότε

H sing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);M bR N) –

(
À

p+q=n

(H sing.
p (X,A;M) bR H

sing.
q (Y,B;N))

)

‘

(
À

p+q=n´1

TorR1 (H
sing.
p (X,A;M), H sing.

q (Y,B;N))

)
.

Ιδιαιτέρως, για24 A = B = ∅ αυτός ο ισομορφισμός απλουστεύεται ως ακολούθως:

H
sing.
n (X ˆ Y ;M bR N) –

(
À

p+q=n
(H

sing.
p (X;M) bR H

sing.
q (Y ;N))

)

‘

(
À

p+q=n´1
TorR1 (H

sing.
p (X;M),H

sing.
q (Y ;N))

)
.

24Εν τοιαύτη περιπτώσει, η τριάδα (X ˆ Y,∅,∅) είναι (προδήλως) πάντοτε εκτμητική.
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Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το ότι (κατά το πόρισμα 8.2.8) υφίσταται ισομορφι-
σμός μεταξύ των R-μοδίων Hn((S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚) και

H sing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);R) := Hn(S‚((X,A) ˆ (Y,B);R))

για κάθε n P Z και από την εφαρμογή τού θεωρήματος 6.2.13 για τα (ελεύθερα και,
κατ’ επέκταση, προβολικά και ισόπεδα) αλυσωτά σύμπλοκα C‚ = S‚(X,A;R) και
D‚ = S‚(Y,B;R).

8.3.6 Πόρισμα. Έστω ότι X,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι, A Ď X,B Ď Y, και
ότι η (X ˆ Y,Aˆ Y,X ˆB) είναι μια εκτμητική τριάδα για την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ). Εάν

V,W είναι δυο διανυσματικοί χώροι ορισμένοι υπεράνω ενός σώματος K, τότε για
κάθε n P Z,

H
sing.
n ((X,A) ˆ (Y,B);V bK W ) –

À

p+q=n
(H

sing.
p (X,A;V ) bK H

sing.
q (Y,B;W )).

Ιδιαιτέρως, για A = B = ∅ αυτός ο ισομορφισμός απλουστεύεται ως ακολούθως:

H
sing.
n (X ˆ Y ;V bK W ) –

À

p+q=n
(H

sing.
p (X;V ) bK H

sing.
q (Y ;W )).

Για την κατάλληλη διαμόρφωση τής πλέον γενικής τοπολογικής εκδοχής τού θεω-
ρήματος Künneth (με τυχόντες συντελεστές) και για μοδίους (ιδιάζουσας) συνομο-
λογίας (βλ. θεώρημα 8.3.7) προτάσσονται ορισμένες συνθήκες:

Συνθήκες για τον δακτύλιο R για τα αλυσωτά σύμπλοκα κ.ά.

Α κληρονομικός αμφότερα τα S‚(X,A;R) και S‚(Y,B;R)

είναι πεπερασμένου τύπου

Β κληρονομικός
και ναιτεριανός

τα H sing.
‚ (X,A;R) και S‚(Y,B;R)

είναι πεπερασμένου τύπου

Γ Π.Κ.Ι. αμφότερα τα H sing.
‚ (X,A;R) και

H sing.
‚ (Y,B;R) είναι πεπερασμένου τύπου

Δ Π.Κ.Ι. το H sing.
‚ (Y,B;R) είναι πεπερασμένου τύπου

και ο N είναι πεπερασμένως παραγόμενος

8.3.7 Θεώρημα («Τοπολογική εκδοχή θεωρήματος Künneth για μοδίους ιδιάζουσας
συνομολογίας καρτεσιανού γινομένου με τυχόντες συντελεστές»). Έστω ότι X,Y
είναι δυο τοπολογικοί χώροι, A Ď X,B Ď Y, και ότι η (X ˆ Y,A ˆ Y,X ˆ B)

είναι μια εκτμητική τριάδα για την (H
sing.
‚ , B

sing.
‚ ). Εάν υποτεθεί ότι M,N είναι δυο

R-μόδιοι με TorR1 (M,N) – t0u και ότι πληρούται τουλάχιστον μία εκ των ανωτέρω
συνθηκών Α, Β, Γ, Δ (για τονR και τα μετέχοντα αλυσωτά σύμπλοκα κ.ά.), τότε για
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κάθε n P Z υφίσταται διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // (H‚
sing.(X,A;M) bR H

‚
sing.(Y,B;N))n

� � // Hnsing.((X,A) ˆ (Y,B);M bR N)

// // TorR1 (H‚
sing.(X,A;M), H‚

sing.(Y,B;N))n+1 // t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, οπότε

Hn
sing.((X,A) ˆ (Y,B);M bR N) –

(
À

p+q=n

(Hp
sing.(X,A;M) bR H

q
sing.(Y,B;N))

)

‘

(
À

p+q=n+1

TorR1 (Hp
sing.(X,A;M), Hq

sing.(Y,B;N))

)
.

Ιδιαιτέρως, για A = B = ∅ αυτός ο ισομορφισμός απλουστεύεται ως ακολούθως:

Hn
sing.(X ˆ Y ;M bR N) –

(
À

p+q=n
(Hp

sing.(X;M) bR H
q
sing.(Y ;N))

)

‘

(
À

p+q=n+1
TorR1 (H

p
sing.(X;M),Hq

sing.(Y ;N))

)
.

Αποδειξη. Επειδή ο δακτύλιος αναφοράς μαςR είναι (και στις 4 περιπτώσεις) κλη-
ρονομικός, το ότι η (XˆY,AˆY,XˆB) είναι μια εκτμητική τριάδα (για την θεωρία
ιδιάζουσας ομολογίας) ισοδυναμεί (σύμφωνα με το πόρισμα 8.2.8 και την παρατή-
ρηση 8.2.9) με το ότι υφίσταται αλυσωτή ισοδυναμία

(S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚ ÝÑ S‚((X,A) ˆ (Y,B);R).

Θεωρώντας τόν (επεκτεταμένο, ανταλλοίωτο) συναρτητή HomR(´,M bR N) (σε
επίπεδο αλυσωτών και συναλυσωτών συμπλόκων, βλ. A.2.16), παρατηρούμε ότι υ-
φίσταται συναλυσωτή ισοδυναμία25

HomR((S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚ ,M bR N)
‚

ÝÑ HomR(S‚((X,A) ˆ (Y,B);R),M bR N)
‚
,

οπότε η πρόταση 3.5.13 μας πληροφορεί ότι
H
n
(HomR((S‚(X,A;R) bR S‚(Y,B;R))‚ ,M bR N)

‚
) – H

n
sing.((X,A) ˆ (Y,B);M bR N),

όπου26

Hn
sing.((X,A)ˆ (Y,B);M bRN) := Hn(HomR(S‚((X,A)ˆ (Y,B);R),M bRN)‚)

για κάθε n P Z. Αρκεί λοιπόν να εφαρμοσθεί το θεώρημα 6.3.22 για τα αλυσωτά
σύμπλοκα27 C‚ = S‚(X,A;R) και D‚ = S‚(Y,B;R).

25Αρκεί να χρησιμοποιηθεί η εκδοχή τού πορίσματος A.2.15 για ανταλλοίωτους συναρτητές και συναλυσωτές ισοδυ-
ναμίες αυτού τού είδους.

26S‚((X,A) ˆ (Y,B);M bR N) := HomR(S‚((X,A) ˆ (Y,B);R),M bR N)).
27Σημειωτέον ότι αυτά τα αλυσωτά σύμπλοκα είναι εκ κατασκευής ελεύθερα (και, ως εκ τούτου, και προβολικά).
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8.3.8 Πόρισμα. Έστω ότι X,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι, A Ď X,B Ď Y, και
ότι η (X ˆ Y,Aˆ Y,X ˆB) είναι μια εκτμητική τριάδα για την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ). Εάν

V,W είναι δυο διανυσματικοί χώροι ορισμένοι υπεράνω ενός σώματος K, τότε για
κάθε n P Z,

Hn
sing.((X,A) ˆ (Y,B);V bK W ) –

À

p+q=n
(Hp

sing.(X,A;V ) bK Hq
sing.(Y,B;W )).

Ιδιαιτέρως, για A = B = ∅ αυτός ο ισομορφισμός απλουστεύεται ως ακολούθως:

Hn
sing.(X ˆ Y ;V bK W ) –

À

p+q=n
(Hp

sing.(X;V ) bK Hq
sing.(Y ;W )).

8.4 ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ

Στην τελευταία ενότητα παρατίθενται διάφορα παραδείγματα (καρτεσιανών γινο-
μένων ζευγών κλειστών συνεκτικών πολυπτυγμάτων) για τα οποία εφαρμόζονται
το θεώρημα 8.3.1 και το πόρισμα 8.3.2 «εν τη πράξει».

§ Παραδείγματα «χαμηλών» διαστάσεων. Ξεκινούμε θεωρώντας τό καρτεσιανό γι-
νόμενο δύο κλειστών συνεκτικών επιφανειών και δύο χώρων φακού.

8.4.1 Εφαρμογή. Εάν (g, g1) P N0 ˆ N0, τότε για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολο-
γίας τού τετραδιάστατου προσανατολίσιμου λείου πολυπτύγματος Xor.

g ˆ Xor.
g1 με

συντελεστές ειλημμένους από μια Π.Κ.Ι. R έχουμε

H
sing.
n (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) –

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 4u,

R2(g+g1), όταν n P t1, 3u,

R2(2gg1+1), όταν n = 2,

t0u, όταν n ě 5.

Αποδειξη. Από το θεώρημα 8.3.1 λαμβάνουμε

H
sing.
n (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) –

À

kPZ
(H

sing.
k (Xor.

g ;R) bR H
sing.
n´k(X

or.
g1 ;R))

‘

(
À

kPZ
TorR1 (H

sing.
k (Xor.

g ;R),H
sing.
n´k´1(X

or.
g1 ;R))

)
και (λόγω των (7.25))

H
sing.
n (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) – (R bR H

sing.
n (Xor.

g1 ;R)) ‘ TorR1 (R,H
sing.
n´1(X

or.
g1 ;R))

‘(R2g bR H
sing.
n´1(X

or.
g1 ;R)) ‘ TorR1 (R2g,H

sing.
n´2(X

or.
g1 ;R))

‘(R bR H
sing.
n´2(X

or.
g1 ;R)) ‘ TorR1 (R,H

sing.
n´3(X

or.
g1 ;R)).
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Επειδή όλοι οι μόδιοι ομολογίας (7.25) αμφοτέρων των Xor.
g και Xor.

g1 είναι ελεύθε-
ροι, οι μόδιοι ομολογίας τού καρτεσιανού γινομένου αυτών είναι ωσαύτως ελεύθε-
ροι. Επομένως τα γινόμενα στρέψεως είναι τετριμμένα και έχουμε

H sing.
n (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) – H sing.

n (Xor.
g1 ;R) ‘ (H

sing.
n´1(X

or.
g1 ;R))2g ‘R H

sing.
n´2(X

or.
g1 ;R).

Ειδικότερα, για n = 0: H sing.
0 (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) – H

sing.
0 (Xor.

g1 ;R) –
(7.25)

R.

Για n = 1:

H
sing.
1 (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) – H

sing.
1 (Xor.

g1 ;R) ‘ (H
sing.
0 (Xor.

g1 ;R))2g –
(7.25)

R2(g+g1).

Για n = 2:

H
sing.
2 (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) – H

sing.
2 (Xor.

g1 ;R) ‘ (H
sing.
1 (Xor.

g1 ;R))2g ‘R H
sing.
0 (Xor.

g1 ;R)

–
(7.25)

R ‘ (R2g1
)2g ‘R – R2(2gg1+1).

Για n P t3, 4u: Προφανώς, H sing.
n (Xor.

g ˆXor.
g1 ;R) –

(E.3)
H

sing.
4´n(X

or.
g ˆXor.

g1 ;R).

Για n ě 5: Βλ. θεώρημα E.1.16.

8.4.2 Σημείωση. Καθεμιά εκ των κλειστών συνεκτικών επιφανειών Xor.
g και Xor.

g1

μπορεί να εφοδιασθεί με μιγαδική δομή και να εκληφθεί ως μια επιφάνεια Riemann
ή, ισοδυνάμως, ως μια ομαλή αλγεβρική-μιγαδική καμπύλη. (Τέτοιες καμπύλες γέ-
νους 0 καλούνται ρητές, γένους 1 καλούνται ελλειπτικές και γένους ě 2 καλούνται
υπερελλειπτικές.) Το καρτεσιανό γινόμενο Xor.

g ˆ Xor.
g1 , εφοδιασμένο με την επα-

γόμενη μιγαδική δομή, αποτελεί ένα συμπαγές διδιάστατο μιγαδικό πολύπτυγμα ή,
όπως είθισται να λέγεται, μια ομαλή συμπαγή μιγαδική επιφάνεια. Η ταξινόμηση
των ομαλών συμπαγών μιγαδικών επιφανειών (από τη σκοπιά τής Αμφίρρητης Γε-
ωμετρίας) γίνεται με τη βοήθεια τής λεγόμενης διαστάσεως Kodaira (που λαμβάνει
τις τιμές ´8, 0, 1 και 2). Εν προκειμένω, η διάσταση Kodaira kod(Xor.

g ˆ Xor.
g1 ) τής

μιγαδικής επιφάνειας Xor.
g ˆ Xor.

g1 εξαρτάται από τα γένη g και g1 και ισούται28 με
´8 όταν τουλάχιστον μία εκ τωνXor.

g καιXor.
g1 είναι ρητή, 0 όταν αμφότερες οιXor.

g

και Xor.
g1 είναι ελλειπτικές, 1 όταν η μία εξ αυτών είναι ελλειπτική και η άλλη υπε-

ρελλειπτική και, τέλος, 2 όταν αμφότερες είναι υπερελλειπτικές. Επιπροσθέτως, το
γεωμετρικό γένος (geometric genus) τής Xor.

g ˆ Xor.
g1 ισούται με gg1, η ακανονιστία

της29 (irregularity) με g+ g1 και ο αριθμός αυτοδιατομής (self-intersection number)
τού κανονιστικού της διαιρέτη (canonical divisor) με30 8(g ´ 1)(g1 ´ 1).

28Βλ. A. Beauville: Complex Algebraic Surfaces, London Mathematical Society, Student Texts, Vol. 34, second edition,
Cambridge University Press, 1996, Proposition VII.4, σελ. 87, και
W.P. Barth, K. Hulek, C.A.M. Peters & A. van de Ven: Compact Complex Surfaces, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete, dritte Folge, Band 4, second edition, Springer-Verlag, 2004, Chapter V, Proposition 6.1, σελ. 200.

29Το γεωμετρικό γένος pg(S) μιας ομαλής συμπαγούς μιγαδικής επιφάνειας S είναι εξ ορισμού η διάσταση τού C-
διανυσματικού χώρουH0(S,OS(KS)), ενώ η ακανονιστία της q(S) είναι η διάσταση dimCH

1(S,OS), όπου το OS
συμβολίζει το δράγμα δομής και το KS τον κανονιστικό της διαιρέτη με K2

S = 12(1 ´ q(S) + pg(S)) ´ χ(S).
30Προφανώς,K2

S = 12(1 ´ (g + g1) + gg1) ´ (2 ´ 2g)(2 ´ 2g1) = 8(g ´ 1)(g1 ´ 1).
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8.4.3 Εφαρμογή. Εάν (g, g1) P N0 ˆ N, τότε για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογί-
ας τού τετραδιάστατου μη προσανατολίσιμου λείου πολυπτύγματος Xor.

g ˆ Xnonor.
g1

ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Για κάθε Π.Κ.Ι. R χαρακτηριστικής ‰ 2 (βλ. 1.1.11) έχουμε

H
sing.
n (Xor.

g ˆXnonor.
g1 ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

R2g+g1´1 ‘R/2R, όταν n = 1,

R2g(g1´1)+1 ‘ (R/2R)2g, όταν n = 2,

Rg
1´1 ‘R/2R, όταν n = 3,

t0u, όταν n ě 4.

(ii) Υπεράνω τού σώματος Z2 λαμβάνουμε

H
sing.
n (Xor.

g ˆXnonor.
g1 ;Z2) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Z2, όταν n P t0, 4u,

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

2g+g1φορές

, όταν n P t1, 3u,

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

2(gg1+1) φορές

, όταν n = 2,

t0u, όταν n ě 5.

Αποδειξη. (i) Από το θεώρημα 8.3.1 λαμβάνουμε (λόγω τής μεταθετικής ιδιότητας
των “b” και “Tor”)

Hsing.
n (Xor.

g ˆ Xnonor.
g1 ;R) – Hsing.

n (Xnonor.
g1 ˆ Xor.

g ;R)

–
À

kPZ
(H

sing.
k (Xnonor.

g1 ;R) bR H
sing.
n´k(X

or.
g ;R)) ‘

(
À

kPZ
TorR1 (H

sing.
k (Xnonor.

g1 ;R), H
sing.
n´k´1(X

or.
g ;R))

)
και (λόγω των (7.35))

H sing.
n (Xnonor.

g1 ˆXor.
g ;R) – (R bR H

sing.
n (Xor.

g ;R)) ‘ TorR1 (R,H
sing.
n´1(X

or.
g ;R))

‘((Rg
1´1 ‘R/2R) bR H

sing.
n´1(X

or.
g ;R)) ‘ TorR1 ((Rg

1´1 ‘R/2R), H sing.
n´2(X

or.
g ;R))

– H sing.
n (Xor.

g ;R) ‘ ((Rg
1´1 ‘R/2R) bR H

sing.
n´1(X

or.
g ;R)) ‘ TorR1 (R/2R,H

sing.
n´2(X

or.
g ;R)).

Ειδικότερα, για n = 0: H sing.
0 (Xnonor.

g1 ˆXor.
g ;R) – H

sing.
0 (Xor.

g ;R) –
(7.25)

R.

Για n = 1:

H
sing.
1 (Xnonor.

g1 ˆXor.
g ;R) – R2g ‘ ((Rg

1´1 ‘R/2R) bR R) – R2g+g1´1 ‘R/2R.

Για n = 2:

H
sing.
2 (Xnonor.

g1 ˆXor.
g ;R) – R ‘ ((Rg

1´1 ‘R/2R) bR R
2g)

– R ‘ (Rg
1´1 bR R

2g) ‘ ((R/2R) bR R)
2g

– R ‘R2g(g1´1) ‘ (R/2R)2g – R2g(g1´1)+1 ‘ (R/2R)2g.
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Για n = 3: Προφανώς,

H sing.
3 (Xnonor.

g1 ˆXor.
g ;R) – t0u ‘ (Rg

1´1
‘R/2R) bR R) ‘ t0u – Rg

1´1
‘R/2R.

Για n = 4:

H
sing.
4 (Xnonor.

g1 ˆXor.
g ;R) – t0u ‘ t0u ‘ TorR1 (R/2R,R) – t0u.

Για n ě 5: Βλ. θεώρημα E.1.16.

(ii) Επειδή το Z2 είναι σώμα, τα γινόμενα στρέψεως στο θεώρημα 8.3.1 είναι τετριμ-
μένα, οπότε

H sing.
n (Xor.

g ˆXnonor.
g1 ;Z2) – H sing.

n (Xnonor.
g1 ;Z2) ‘H sing.

n´1(X
nonor.
g1 ;Z2)

2g
‘H sing.

n´2(X
nonor.
g1 ;Z2),

λαμβάνοντας

n H
sing.
n (Xor.

g ˆXnonor.
g1 ;Z2) n H

sing.
n (Xor.

g ˆXnonor.
g1 ;Z2)

0 Z2 3 Z2g
2 ‘ Zg

1

2 = Z2g+g1

2

1 Zg
1

2 ‘ Z2g
2 = Z2g+g1

2 4 Z2

2 Z2 ‘ (Zg
1

2 )
2g ‘ Z2 = Z2(gg1+1)

2 ě 5 t0u

Σημειωτέον ότι, παρά το γεγονός ότι το Xor.
g ˆ Xnonor.

g1 δεν είναι, σύμφωνα με το
πόρισμα 8.3.3, προσανατολίσιμο (ήτοι Z-προσανατολίσιμο), εντούτοις είναι Z2-
προσανατολίσιμο. (Βλ. θεώρημα E.2.4.) Επειδή όλοι οι μόδιοι (Z2-διανυσματικοί
χώροι) ομολογίας αμφοτέρων των Xor.

g και Xor.
g1 (με συντελεστές ειλημμένους από

το Z2) είναι ελεύθεροι, οι μόδιοι ομολογίας τού καρτεσιανού γινομένου αυτών είναι
ωσαύτως ελεύθεροι. Επομένως τα γινόμενα στρέψεως είναι τετριμμένα και έχουμε
τους ισομορφισμούς (E.3) (για το εν λόγω καρτεσιανό γινόμενο).

8.4.4 Εφαρμογή. Εάν p, p1, q, q1 είναι ακέραιοι με 0 ď q ă p, 0 ď q1 ă p1, και
μκδ(p, q) = μκδ(p1, q1) = 1, τότε οι μόδιοι ιδιάζουσας ομολογίας τού εξαδιάστατου
πολυπτύγματος L(p, q)ˆL(p1, q1) (ήτοι τού καρτεσιανού γινομένου δύο χώρων φα-
κού, βλ. B.4.8) δεν εξαρτώνται από τα q, q1 και για αυτούς ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Για κάθε Π.Κ.Ι. R με p ¨ 1R ‰ 0R έχουμε

H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 6u,

(R/pR) ‘ (R/p1R), όταν n P t1, 4u,

R/(pR+ p1R), όταν n = 2,

R ‘R ‘ (R/(pR+ p1R)), όταν n = 3,

t0u, αλλιώς.

(ii) Εάν υποτεθεί ότι ο p είναι πρώτος αριθμός, τότε υπεράνω τού σώματος Zp λαμ-
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βάνουμε

H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);Zp) –

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Zp1 , όταν n P t0, 6u,

Zp1 ‘ Zp1 , όταν n P t1, 5u,

Zp1 ‘ Zp1 ‘ Zp1 , όταν n P t2, 4u,

Zp1 ‘ Zp1 ‘ Zp1 ‘ Zp1 , όταν n = 3,

t0u, όταν n ě 7.

Αποδειξη. (i) Εάν ο R είναι Π.Κ.Ι. με p ¨ 1R = 1R + ¨ ¨ ¨ + 1R
looooooomooooooon

p φορές

‰ 0R, το tp(R) στους

τύπους (D.13) είναι τετριμμένος R-μόδιος, οπότε31

H sing.
n (L(p, q);R) –

$

’

&

’

%

R, όταν n P t0, 3u,

R/pR, όταν n = 1,

t0u, όταν n R t0, 1, 3u.

(8.30)

Από το θεώρημα 8.3.1 λαμβάνουμε

H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);R) –

À

kPZ
(H

sing.
k (L(p, q);R) bR H

sing.
n´k(L(p1, q1);R))

‘

(
À

kPZ
TorR1 (H

sing.
k (L(p, q);R),H sing.

n´k´1(L(p1, q1);R))

)
.

Λόγω των (8.30) από το ανωτέρω ευθύ άθροισμα θα «επιβιώσουν» μόνον οι όροι
για k P t0, 1, 3u:

H sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);R) –

(H sing.
0 (L(p, q);R) bR H

sing.
n (L(p1, q1);R)) ‘ TorR1 (H

sing.
0 (L(p, q);R), H sing.

n´1(L(p
1, q1);R))

(H sing.
1 (L(p, q);R) bR H

sing.
n´1(L(p

1, q1);R)) ‘ TorR1 (H
sing.
1 (L(p, q);R), H sing.

n´2(L(p
1, q1);R))

(H sing.
3 (L(p, q);R) bR H

sing.
n´3(L(p

1, q1);R)) ‘ TorR1 (H
sing.
3 (L(p, q);R), H sing.

n´4(L(p
1, q1);R))

ή, ισοδυνάμως,

H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);R) – H

sing.
n (L(p1, q1);R) ‘ (R/pR bR H

sing.
n´1(L(p1, q1);R))

‘ TorR1 (R/pR,H
sing.
n´2(L(p1, q1);R)) ‘H

sing.
n´3(L(p1, q1);R)

και οι (8.30) (μαζί με το θεώρημα 4.4.3, το πόρισμα 5.3.13 και το λήμμα 5.3.21) δί-

31Επίσης, το tp(R) ισούται με το R[p ¨ 1R] τού λήμματος 5.3.21 (εφαρμοζόμενο για M = R και s = p ¨ 1R).
Εν προκειμένω, tp(R) – TorR1 (R/pR,R) – t0u. (Ως R-μόδιος ο R είναι ισόπεδος. Βλ. λήμμα 4.5.25 και πόρισμα
5.3.13.)
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δουν

n H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);R) n H

sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);R)

0 R 4 (R/pR) ‘ (R/p1R)

1 (R/pR) ‘ (R/p1R) 5 t0u

2 R/(pR+ p1R) 6 R

3 R ‘R ‘R/(pR+ p1R) ě 7 t0u

(ii) Εάν υποτεθεί ότι ο p είναι πρώτος αριθμός32, τότε το Zp είναι σώμα, οι (D.13)
γίνονται

H sing.
n (L(p, q);Zp) –

#

Zp, όταν n P t0, 1, 2, 3u,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1, 2, 3u,
(8.31)

τα γινόμενα στρέψεως στο θεώρημα 8.3.1 είναι τετριμμένα και

H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);Zp) – H

sing.
n (L(p1, q1);Zp) ‘H

sing.
n´1(L(p1, q1);Zp)

‘H
sing.
n´2(L(p1, q1);Zp) ‘H

sing.
n´3(L(p1, q1);Zp).

Επιπλέον33,

H sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);Zp) – H

sing.
6´n(L(p, q) ˆ L(p1, q1);Zp)

(λόγω των (E.3)) για n P t0, 1, 2u και αρκεί να γίνουν οι υπολογισμοί μόνον για
n P t0, 1, 2, 3u λαμβάνοντας

n H
sing.
n (L(p, q) ˆ L(p1, q1);Zp)

0 Zp1

1 Zp1 ‘ Zp1

2 Zp1 ‘ Zp1 ‘ Zp1

3 Zp1 ‘ Zp1 ‘ Zp1 ‘ Zp1

μέσω απευθείας εφαρμογής των (8.31) για τον L(p1, q1).

§ Παραδείγματα σε οιεσδήποτε διαστάσεις. Καρτεσιανό γινόμενο δύο σφαιρών, δύο
προβολικών χώρων, μίας σφαίρας και ενός προβολικού χώρου κ.ά.

8.4.5 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου Sd ˆ Sd1

δυο σφαιρών με d ě 1 και d1 ě 1 και με συντελεστές ειλημμένους από
μια Π.Κ.Ι. R ισχύουν τα ακόλουθα:

32Προσοχή! Το p1 δεν είναι κατ’ ανάγκην πρώτος αριθμός.
33Επειδή Hsing.

3 (L(p, q);Z) – Z, το (τριδιάστατο, κλειστό και λείο πολύπτυγμα) L(p, q) (και, κατ’ αναλογίαν, και
το L(p1, q1)) είναι (σύμφωνα με το (b) τού θεωρήματος E.2.9) προσανατολίσιμο. Άρα και το L(p, q) ˆ L(p1, q1) είναι
(σύμφωνα με το πόρισμα 8.3.3) προσανατολίσιμο και, κατ’ επέκταση, και Zp-προσανατολίσιμο (Βλ. θεώρημα E.2.5.)
Επομένως είναι δυνατή η εφαρμογή τού πορίσματος E.3.2 για το L(p, q) ˆ L(p1, q1).
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(i) Εάν d ‰ d1, τότε

H
sing.
n (Sd ˆ Sd1

;R) –

#

R, όταν n P t0, d, d1, d+ d1u,

t0u, όταν n P Z∖t0, d, d1, d+ d1u.

(ii) Εάν d = d1, τότε

H
sing.
n (Sd ˆ Sd;R) –

$

’

&

’

%

R, όταν n P t0, 2du,

R ‘R, όταν n = d,

t0u, όταν n P Z∖t0, d, 2du.

Αποδειξη. Από το θεώρημα 8.3.1 λαμβάνουμε

H
sing.
n (Sd ˆ Sd1

;R) –
À

kPZ
(H

sing.
k (Sd;R) bR H

sing.
n´k(Sd

1
;R))

‘

(
À

kPZ
TorR1 (H

sing.
k (Sd;R),H sing.

n´k´1(Sd
1
;R))

)
.

Λόγω των (7.8), οι μόδιοι ιδιάζουσας ομολογίας καθενός εκ των Sd, Sd1
είναι ελεύθε-

ροι, οπότε όλα τα ανωτέρω γινόμενα στρέψεως είναι τετριμμένα, κάτι που σημαίνει
ότι

H
sing.
n (Sd ˆ Sd1

;R) –
À

kPt0,du

(H
sing.
k (Sd;R) bR H

sing.
n´k(Sd

1
;R))

– H
sing.
d (Sd1

;R) ‘H
sing.
n´d(Sd

1
;R)).

(i) Εάν d ‰ d1, τότε οι (7.8) δίδουν

n H
sing.
n (Sd ˆ Sd1

;R) n H
sing.
n (Sd ˆ Sd1

;R)

0 R d1 R

d R d+ d1 R

Για n R t0, d, d1, d+ d1u έχουμε H sing.
n (Sd;R) – H

sing.
n (Sd1

;R) – t0u, οπότε

H sing.
n (Sd ˆ Sd

1
;R) – t0u.

(ii) Εάν d = d1, τότε οι (7.8) δίδουν

n H
sing.
n (Sd ˆ Sd;R)

0 R

d R ‘R

2d R

και H sing.
n (Sd ˆ Sd;R) – t0u όταν n R t0, d, 2du.
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8.4.6 Σημείωση. Τα εξαδιάστατα προσανατολίσιμα λεία πολυπτύγματα S2 ˆS4 και
P3
C διαθέτουν ισόμορφες (συνήθεις) ομάδες ομολογίας, ήτοι

H sing.
n (S2 ˆ S4;Z) – H sing.

n (P3
C;Z), @n P Z.

(Βλ. 8.4.5 και 7.5.1.) Μολαταύτα, η τέταρτη ομάδα ομοτοπίας τους είναι διαφορε-
τική, καθόσον η34 π4(P3

C) – π4(S7) είναι τετριμμένη35, ενώ η

π4(S2 ˆ S4) – π4(S2) ‘ π4(S4) – Z2 ‘ Z

δεν είναι. Κατά συνέπειαν36, S2 ˆ S4 fi P3
C.

Οι αντίστοιχοι υπολογισμοί37 για το καρτεσιανό γινόμενο δύο μιγαδικών προβολι-
κών χώρων δίδουν (μέσω τού θεωρήματος 8.3.1 και των (7.15)) την εξής:

8.4.7 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου PdC ˆ Pd1

C δυο μιγαδικών προβολικών χώρων με d ě 1 και d1 ě 1 και με συντε-
λεστές ειλημμένους από μια Π.Κ.Ι. R ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν d ă d1, τότε

H
sing.
n (PdC ˆ Pd1

C ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 2(d+ d1)u,

R
n
2 +1, όταν 0 ă n ď 2d & n ” 0(mod 2),

Rd+1, όταν 2d ă n ď 2d1 & n ” 0(mod 2),

Rd+d
1´n

2 +1, όταν

#

2d1 ă n ď 2(d+ d1)

με n ” 0(mod 2)

t0u, αλλιώς.

(ii) Εάν d = d1, τότε

H
sing.
n (PdC ˆ PdC;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 4du,

R
n
2 +1, όταν 0 ă n ď 2d & n ” 0(mod 2),

R2d´n
2 +1, όταν

#

2d ă n ď 4d

με n ” 0(mod 2)

t0u, αλλιώς.

Παρομοίως εκτελούνται (μέσω τού 8.3.1 και των (7.15)) και οι απαραίτητοι υπολο-
γισμοί για το καρτεσιανό γινόμενο PdHR

ˆ Pd1

HR
, δίδοντάς μας την εξής:

34Βλ. Spanier [86], Chapter 7, §2, Corollary 13, σελ. 377-378.
35Ως γνωστόν, η πn(Sd) είναι τετριμμένη για κάθε n ă d. Βλ. Hatcher [68], Corollary 4.9, σελ. 349.
36Ομοτοπικώς ισοδύναμοι τοπολογικοί χώροι έχουν ισόμορφες ομάδες ομοτοπίας πn για κάθε n P N.
37Όσοι επιθυμούν να λάβουν (μέσω ηλεκτρονικού ταχυδρομείου) αντίγραφο των χειρόγραφων σημειώσεών μου,

οι οποίες περιέχουν όλες τις απαιτούμενες, λεπτομερείς πράξεις και όλους τους απαιτούμενους ισομορφισμούς που
χρησιμοποιήθηκαν για τις εφαρμογές 8.4.7, 8.4.8, 8.4.9, 8.4.10, 8.4.12, 8.4.14 και 8.4.15, μπορούν να μου γράψουν στη
διεύθυνση: iord.tsele@gmail.com
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8.4.8 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου PdHR

ˆ Pd1

HR
προβολικών χώρων ορισμένων υπεράνω τού HR με d ě 1 και d1 ě 1

και με συντελεστές ειλημμένους από μια Π.Κ.Ι. R ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν d ă d1, τότε

H sing.
n (PdHR ˆ Pd

1
HR ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 4(d+ d1)u,

R
n
4
+1, όταν 0 ď n ď 4d & n ” 0(mod 4),

Rd+1, όταν 4d ă n ď 4d1 & n ” 0(mod 4),

Rd+d
1´n

4
+1, όταν

#

4d1 ă n ă 4(d+ d1)

με n ” 0(mod 4)

t0u, αλλιώς.

(ii) Εάν d = d1, τότε

H sing.
n (PdHR ˆ PdHR ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 8du,

R
n
4
+1, όταν 0 ă n ď 4d & n ” 0(mod 4),

R2d´n
4
+1, όταν

#

4d ă n ă 8d

με n ” 0(mod 4)

t0u, αλλιώς.

Λόγω των (D.12) ο προσδιορισμός των μοδίων ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτε-
σιανού γινομένου δύο πραγματικών προβολικών χώρων είναι πολύ πιο περίπλοκος,
εμπεριέχει δε την εξέταση πληθώρας (υπο)περιπτώσεων.

8.4.9 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου PdR ˆ Pd1

R πραγματικών προβολικών χώρων με d ě 1 και d1 ě 1 και με συντελε-
στές ειλημμένους από μια Π.Κ.Ι. R χαρακτηριστικής ‰ 2 ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν d ă d1, d ” 1(mod 2) και d1 ” 1(mod 2), τότε

H sing.
n (PdR ˆ Pd

1
R ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, d+ d1u,

(R/2R)
n´1
2

+2, όταν 0 ă n ă d & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
n
2 , όταν 0 ă n ă d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
n+1
2 ‘R, όταν n = d,

(R/2R)
d+1
2 , όταν d ă n ă d1,

(R/2R)
d+d1´n

2
+1, όταν d ă n ă d+ d1 & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
d+d1´n´1

2 , όταν d ă n ă d+ d1 & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
d´1
2 ‘R, όταν n = d1,

t0u, όταν n ą d+ d1.
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(ii) Εάν d ă d1, d ” 0(mod 2) και d1 ” 0(mod 2), τότε

H sing.
n (PdR ˆ Pd

1
R ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

(R/2R)
n´1
2

+2, όταν 0 ă n ă d & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
n
2 , όταν 0 ă n ă d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
d
2 , όταν d ď n ď d1 & n ” 0(mod 2)],

(R/2R)
d
2
+1, όταν d ă n ă d1 & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
d+d1´n

2 , όταν d ă n ă d+ d1 & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
d+d1´n+1

2 , όταν d ă n ă d+ d1 & n ” 1(mod 2),

t0u, όταν n ě d+ d1.

(iii) Εάν d ă d1, d ” 0(mod 2) και d1 ” 1(mod 2), τότε

H sing.
n (PdR ˆ Pd

1
R ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

(R/2R)
n´1
2

+2, όταν 0 ă n ă d & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
n
2 , όταν 0 ă n ă d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
d
2 , όταν d ď n ă d1,

(R/2R)
d
2 ‘R, όταν n = d1,

(R/2R)
d+d1´n+1

2 , όταν d ă n ă d+ d1 & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
d+d1´n

2 , όταν d ă n ă d+ d1 & n ” 1(mod 2),

t0u, όταν n ě d+ d1.

(iv) Εάν d = d1 ” 0(mod 2), τότε

H sing.
n (PdR ˆ PdR;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

(R/2R)
n´1
2

+2, όταν 0 ă n ă d & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
n
2 , όταν 0 ă n ă d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)d´n
2 , όταν d ă n ă 2d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)d´n´1
2 , όταν d ă n ă 2d & n ” 1(mod 2),

t0u, όταν n ě 2d.
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(iv) Εάν d = d1 ” 1(mod 2), τότε

H sing.
n (PdR ˆ PdR;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 2du,

(R/2R)
n´1
2

+2, όταν 0 ă n ă d & n ” 1(mod 2),

(R/2R)
n
2 , όταν 0 ă n ă d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)
d´1
2 ‘R ‘R, όταν n = d,

(R/2R)d´n
2
+1, όταν d ă n ă 2d & n ” 0(mod 2),

(R/2R)d´n+1
2 , όταν d ă n ă 2d & n ” 1(mod 2),

t0u, όταν n ą 2d.

8.4.10 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου PdR ˆ Pd1

R πραγματικών προβολικών χώρων με d ě 1 και d1 ě 1 και με συντελε-
στές ειλημμένους από το σώμα Z2 ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν d ă d1, τότε

H
sing.
n (PdR ˆ Pd1

R ;Z2) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

n+1 φορές

, όταν 0 ď n ď d,

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

d+1 φορές

, όταν d ă n ď d1,

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

d+d1´n+1 φορές

, όταν d1 ă n ď d+ d1,

t0u, όταν n ą d+ d1.

(ii) Εάν d = d1, τότε

H
sing.
n (PdR ˆ PdR;Z2) –

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

n+1 φορές

, όταν 0 ď n ď d,

Z2 ‘ Z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z2
looooooooooomooooooooooon

d+d1´n+1 φορές

, όταν d ă n ď 2d,

t0u, όταν n ą 2d.

§ Ένα παράδειγμα ειδικής φύσεως. Ακολουθεί ο προσδιορισμός των μοδίων ιδιά-
ζουσας ομολογίας ενός παραδείγματος με συντελεστές ειλημμένους από έναν δα-
κτύλιο που δεν είναι ούτε Π.Κ.Ι., ούτε καν ακεραία περιοχή!

8.4.11 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού εξαδιάστατου προ-
σανατολίσιμου πολυπτύγματος P3

RˆP3
R με συντελεστές ειλημμένους από τον κληρο-

νομικό δακτύλιοZ6 (ο οποίος δεν είναι καν ακεραία περιοχή) ισχύουν τα ακόλουθα:
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H
sing.
n (P3

R ˆ P3
R;Z6) –

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Z6, όταν n P t0, 6u,

Z2 ‘ Z2, όταν n P t1, 5u,

Z2 ‘ Z2 ‘ Z2, όταν n = t2, 4u,

Z2 ‘ Z2 ‘ Z2 ‘ Z2 ‘ Z3 ‘ Z3, όταν n = 3,

t0u, όταν n ě 7.

Αποδειξη. Το αλυσωτό σύμπλοκο S‚(P3
R;Z6), όντας (εκ κατασκευής) ελεύθερο, εί-

ναι (λόγω τής προτάσεως 4.2.4) και προβολικό. Επειδή ο δακτύλιος Z6 είναι κληρο-
νομικός, οι υπομόδιοι συνόρων Bsing.

n (P3
R;Z6) := B

sing.
n (S‚(P3

R;Z6)) τού Z6-μοδίου
Sn(P3

R;Z6) οφείλουν να είναι για κάθε n P Z προβολικοί (και, κατ’ επέκταση, ένεκα
τού θεωρήματος 4.5.26) και ισόπεδοι. Άρα είναι δυνατός ο προσδιορισμός των μοδί-
ων ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομένου P3

R ˆ P3
R κατόπιν εφαρμογής

τού θεωρήματος 8.3.1 (υπό τη συνθήκη Α):

H
sing.
n (P3

R ˆ P3
R;Z6) –

À

kPZ
(H

sing.
k (P3

R;Z6) bZ6
H

sing.
n´k(P3

R;Z6))

‘

(
À

kPZ
TorZ6

1 (H
sing.
k (P3

R;Z6),H
sing.
n´k´1(P3

R;Z6))

)
.

Επειδή

H sing.
n (P3

R;Z6) –

$

’

&

’

%

Z6, όταν n P t0, 3u,

Z2, όταν n P t1, 2u,

t0u, αλλιώς,

(8.32)

έχουμε

H
sing.
n (P3

R ˆ P3
R;Z6) –

(H
sing.
0 (P3

R;Z6) bZ6 H
sing.
n (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (H

sing.
0 (P3

R;Z6),H
sing.
n´1(P3

R;Z6)))

‘(H
sing.
1 (P3

R;Z6) bZ6
H

sing.
n´1(P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (H

sing.
1 (P3

R;Z6),H
sing.
n´2(P3

R;Z6)))

‘(H
sing.
2 (P3

R;Z6) bZ6 H
sing.
n´2(P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (H

sing.
2 (P3

R;Z6),H
sing.
n´3(P3

R;Z6)))

‘(H
sing.
3 (P3

R;Z6) bZ6
H

sing.
n´3(P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (H

sing.
3 (P3

R;Z6),H
sing.
n´4(P3

R;Z6)))

ή
H

sing.
n (P3

R ˆ P3
R;Z6) –

(Z6 bZ6 H
sing.
n (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (Z6,H

sing.
n´1(P3

R;Z6)))

‘(Z2 bZ6
H

sing.
n´1(P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (Z2,H

sing.
n´2(P3

R;Z6)))

‘(Z2 bZ6
H

sing.
n´2(P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (Z2,H

sing.
n´3(P3

R;Z6)))

‘(Z6 bZ6
H

sing.
n´3(P3

R;Z6)) ‘ (TorZ6
1 (Z6,H

sing.
n´4(P3

R;Z6)))
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ή (λόγω τού ότι ο Z6 είναι, κατά το λήμμα 4.5.25, ισόπεδος Z6-μόδιος)

Hsing.
n (P3

R ˆ P3
R;Z6) – Hsing.

n (P3
R;Z6) ‘ (Z2 bZ6 H

sing.
n´1(P

3
R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H

sing.
n´2(P

3
R;Z6)))

‘(Z2 bZ6 H
sing.
n´2(P

3
R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H

sing.
n´3(P

3
R;Z6))) ‘ H

sing.
n´3(P

3
R;Z6).

Ειδικότερα, για n = 0:

H
sing.
0 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
0 (P3

R;Z6) – Z6.

Για n = 1:

H
sing.
1 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
1 (P3

R;Z6) ‘ (Z2 bZ6
H

sing.
0 (P3

R;Z6))

– Z2 ‘ (Z2 bZ6
Z6) – Z2 ‘ Z2.

Για n = 2:

H
sing.
2 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
2 (P3

R;Z6) ‘ (Z2 bZ6
H

sing.
1 (P3

R;Z6))

‘(TorZ6
1 (Z2,H

sing.
0 (P3

R;Z6))) ‘ (Z2 bZ6 H
sing.
0 (P3

R;Z6))

–
(8.32)

Z2 ‘ (Z2 bZ6 Z6
loooomoooon

–Z2

) ‘ TorZ6
1 (Z2,Z6)

looooooomooooooon

–t0u

‘(Z2 bZ6 Z6
loooomoooon

–Z2

) – Z2 ‘ Z2 ‘ Z2.

Για n = 3:

H
sing.
3 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
3 (P3

R;Z6) ‘ (Z2 bZ6 H
sing.
2 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
1 (P3

R;Z6)))

‘(Z2 bZ6 H
sing.
1 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
0 (P3

R;Z6))) ‘ H
sing.
0 (P3

R;Z6).

– Z6 ‘ (Z2 bZ6 Z2) ‘ TorZ61 (Z2,Z2) ‘ (Z2 bZ6 Z2) ‘ TorZ61 (Z2,Z6)
loooooooomoooooooon

–t0u

‘Z6,

όπου TorZ6
1 (Z2,Z2) – t0u λόγω τού πορίσματος 5.3.27 και38

Z2 bZ6
Z2 – (Z/6Z)/(2Z/6Z) bZ/6Z (Z/6Z)/(2Z/6Z)

–
4.5.12

(Z/6Z)/(3Z/6Z+3Z/6Z) – (Z/6Z)/(3Z/6Z) – Z2.

Επομένως,

H
sing.
3 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – Z6 ‘ Z2 ‘ Z2 ‘ Z6 – Z2 ‘ Z2 ‘ Z2 ‘ Z2 ‘ Z3 ‘ Z3.

Για n = 4:

H
sing.
4 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
4 (P3

R;Z6) ‘ (Z2 bZ6 H
sing.
3 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
2 (P3

R;Z6)))

‘(Z2 bZ6 H
sing.
2 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
1 (P3

R;Z6))) ‘ H
sing.
1 (P3

R;Z6)

– (Z2 bZ6 Z6
looooomooooon

–Z2

) ‘ TorZ61 (Z2,Z2)
loooooooomoooooooon

–t0u

‘(Z2 bZ6 Z2
looooomooooon

–Z2

) ‘ TorZ61 (Z2,Z2)
loooooooomoooooooon

–t0u

‘(Z2 bZ6 Z2
looooomooooon

–Z2

)

– Z2 ‘ Z2 ‘ Z2.

38Ως γνωστόν, τα ιδεώδη τού δακτυλίου Z/mZ (όπου m P N, m ě 2) είναι τα dZ/mZ (όπου d θετικός ακέραιος
διαιρέτης τού m). Εδώ (όπου m = 6), μπορούμε να ταυτίσουμε το Z2 με τον πηλικοδακτύλιο (Z/6Z)/(2Z/6Z) και
το ιδεώδες 2Z/6Z τού Z/6Z – Z6 με έναν Z3 (και να εφοδιάσουμε τον πηλικοδακτύλιο (Z/6Z)/(2Z/6Z) με τη δομή
τού (Z/6Z)-μοδίου κατά τα προαναφερθέντα στο (ii) τού εδ. 2.1.5).
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Για n = 5:

H
sing.
5 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
5 (P3

R;Z6) ‘ (Z2 bZ6 H
sing.
4 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
3 (P3

R;Z6)))

‘(Z2 bZ6 H
sing.
3 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
2 (P3

R;Z6))) ‘ H
sing.
2 (P3

R;Z6)

– TorZ61 (Z2,Z6)
loooooooomoooooooon

–t0u

‘(Z2 bZ6 Z6
looooomooooon

–Z2

) ‘ TorZ61 (Z2,Z2)
loooooooomoooooooon

–t0u

‘Z2 – Z2 ‘ Z2.

Για n = 6:

H
sing.
6 (P3

R ˆ P3
R;Z6) – H

sing.
6 (P3

R;Z6) ‘ (Z2 bZ6 H
sing.
5 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
4 (P3

R;Z6)))

‘(Z2 bZ6 H
sing.
4 (P3

R;Z6)) ‘ (TorZ61 (Z2, H
sing.
3 (P3

R;Z6))) ‘ H
sing.
3 (P3

R;Z6) – Z6,

ενώ για n ě 7 οι εν λόγω ομάδες είναι τετριμμένες.

§ Άλλο ένα (σημαντικό) παράδειγμα: Καρτεσιανό γινόμενο Sd ˆ Pd1

R .

8.4.12 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου Sd ˆ Pd1

R μιας σφαίρας και ενός πραγματικού προβολικού χώρου διαστάσεων
d ě 1 και d1 ě 1, αντιστοίχως, με συντελεστές ειλημμένους από μια Π.Κ.Ι. R χαρα-
κτηριστικής ‰ 2, ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν d ă d1, τότε

Hsing.
n (Sd ˆ Pd

1
R ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

είτε n = 0

είτε [n = d & d ” 0(mod 2)],

είτε [n = d1

& d ” 0(mod 2), d1 ” 1(mod 2)],

είτε [n = d+ d1 & d1 ” 1(mod 2)],

R/2R, όταν

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

είτε [1 ď n ă d
& n ” 1(mod 2)],

είτε [d ă n ă d1

& n ” 0(mod 2), d ” 1(mod 2)],

είτε [d ă n ă d1

& n ” 1(mod 2), d ” 1(mod 2)],

είτε [n = d1

& d ” 1(mod 2), d1 ” 0(mod 2)],

είτε [d1 ď n ă d+ d1

& n ” 0(mod 2), d ” 1(mod 2)],

είτε [d1 ď n ă d+ d1

& n ” 1(mod 2), d ” 0(mod 2)],

(R/2R) ‘ R, όταν

$

’

&

’

%

είτε [n = d & d ” 1(mod 2)],

είτε [n = d1

& d ” 0(mod 2), d1 ” 1(mod 2)],

(R/2R) ‘ (R/2R),
όταν d ď n ă d1

& n ” 1(mod 2), d ” 0(mod 2),

t0u, αλλιώς.
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(ii) Εάν d = d1, τότε

H sing.
n (Sd ˆ PdR;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν

$

’

’

&

’

’

%

είτε n = 0

είτε [n = d & d ” 0(mod 2)],

είτε [n = 2d & d ” 1(mod 2)],

R/2R, όταν

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

είτε [1 ď n ă d

& n ” 1(mod 2)],

είτε [d ď n ă 2d

& n ” 0(mod 2), d ” 1(mod 2)],

είτε [d ď n ă 2d

& n ” 1(mod 2), d ” 0(mod 2)],

R ‘R, όταν n = d & d ” 1(mod 2),

t0u, αλλιώς.

(iii) Εάν d ą d1, τότε

H sing.
n (Sd ˆ Pd

1
R ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

είτε n = 0 είτε n = d,

είτε [n = d1

& d1 ” 0(mod 2)],

είτε [n = d+ d1

& d1 ” 1(mod 2)],

R/2R, όταν

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

είτε [1 ď n ă d1

& n ” 1(mod 2)],

είτε [d ď n ă d+ d1

& n ” 0(mod 2), d ” 1(mod 2)],

είτε [d ď n ă d+ d1

& n ” 1(mod 2), d ” 0(mod 2)],

t0u, αλλιώς.

8.4.13 Σημείωση. Εάν υποτεθεί ότι d ą d1 ą 1, τότε

H sing.
d+d1(Sd ˆ Pd

1
R ;Z) – H sing.

d (Sd;Z) bZ H
sing.
d1 (Pd

1
R ;Z) – Z bZ H

sing.
d1 (Pd

1
R ;Z) – H sing.

d1 (Pd
1

R ;Z),

H sing.
d+d1(Sd

1
ˆ PdR;Z) – H sing.

d1 (Sd
1
;Z) bZ H

sing.
d (PdR;Z) – Z bZ H

sing.
d (PdR;Z) – H sing.

d (PdR;Z).

Εάν o ένας εκ των d, d1 είναι άρτιος και ο άλλος περιττός, τότε

H
sing.
d+d1(Sd ˆ Pd

1

R ;Z) fl H
sing.
d+d1(Sd

1
ˆ PdR;Z) ùñ Sd ˆ Pd

1

R fi Sd
1

ˆ PdR.

Όμως, εν τοιαύτη περιπτώσει,

π1(Sd ˆ Pd1

R ) – π1(Sd) ‘ π1(Pd
1

R ) – t0u ‘ Z2 = Z2

= π1(Sd
1
) ‘ π1(PdR) – π1(Sd

1
ˆ PdR)
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και, επειδή το καρτεσιανό γινόμενο SdˆSd1
αποτελεί καθολική επικάλυψη (univer-

sal covering) αμφοτέρων των Sd ˆ Pd1

R και Sd1
ˆ PdR, ένα γνωστό θεώρημα39 από τη

Θεωρία Ομοτοπίας μάς πληροφορεί ότι για κάθε n ě 2,

πn(Sd ˆ Pd
1

R ) – πn(Sd ˆ Sd
1
) – πn(Sd

1
ˆ PdR).

(Κατά συνέπειαν, δρομοσυνεκτικοί τοπολογικοί χώροι έχοντες ισόμορφες ομάδες
ομοτοπίας δεν είναι κατ’ ανάγκην ομοτοπικώς ισοδύναμοι! Ένα θεώρημα40 οφει-
λόμενο στον J.H.C. Whitehead δίδει ικανές συνθήκες, ούτως ώστε δυο δρομοσυνε-
κτικοί τοπολογικοί χώροι με ισόμορφες ομάδες ομοτοπίας να έχουν και ισόμορφες
ομάδες ομολογίας.)

8.4.14 Εφαρμογή. Για τους μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομέ-
νου Sd ˆ Pd1

R μιας σφαίρας και ενός πραγματικού προβολικού χώρου διαστάσεων
d ě 1 και d1 ě 1, αντιστοίχως, με συντελεστές ειλημμένους από το σώμα Z2, ισχύουν
τα ακόλουθα:
(i) Εάν d ă d1, τότε

H
sing.
n (Sd ˆ Pd1

R ;Z2) –

$

’

&

’

%

Z2, όταν 0 ď n ă d ή d1 ă n ď d+ d1,

Z2 ‘ Z2, όταν d ď n ď d1,

t0u, όταν n ě d+ d1 + 1.

(ii) Εάν d = d1, τότε

H
sing.
n (Sd ˆ PdR;Z2) –

$

’

&

’

%

Z2, όταν 0 ď n ă d ή d ă n ď 2d,

Z2 ‘ Z2, όταν n = d,

t0u, όταν n ě 2d+ 1.

(iii) Εάν d ą d1, τότε

H
sing.
n (Sd ˆ Pd1

R ;Z2) –

#

Z2, όταν 0 ď n ď d1 ή d ă n ď d+ d1,

t0u, αλλιώς.

§ Ένα παράδειγμα καρτεσιανού γινομένου τριών χώρων. Εάν θεωρήσουμε το καρ-
τεσιανό γινόμενο μιας σφαίρας με το (μη προσανατολίσιμο) τετραδιάστατο λείο
πολύπτυγμα τού εδαφίου 8.4.3, τότε λαμβάνουμε την εξής:

8.4.15 Εφαρμογή. Δοθείσας μιας τριάδας (d, g, g1) P N ˆ N0 ˆ N, για τους μοδίους
ιδιάζουσας ομολογίας τού καρτεσιανού γινομένου SdˆXor.

g ˆXnonor.
g1 , με συντελεστές

ειλημμένους από μια Π.Κ.Ι. R χαρακτηριστικής ‰ 2, ισχύουν τα ακόλουθα:

39Βλ. Stöcker & Zieschang [87], Satz 16.4.11, σελ. 418.
40Βλ. Bredon [57], Chapter VII, §11, σελ. 480-486, Spanier [86], Chapter 7, §5, σελ. 393-400, Switzer [88], Theorem

10.28, σελ. 187, και tom Dieck [91], §20.6, σελ. 510-512.
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(i) Εάν d = 1, τότε

H sing.
n (S1 ˆXor.

g ˆXnonor.
g1 ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n = 0,

R2g+g1
‘ (R/2R), όταν n = 1,

R(2g+1)g1
‘ (R/2R)2g+1, όταν n = 2,

R2g(g1´1)+g1
‘ (R/2R)2g+1, όταν n = 3,

Rg
1´1 ‘ (R/2R), όταν n = 4,

t0u, όταν n ě 5.

(ii) Εάν d ě 2, τότε

Hsing.
n (Sd ˆ Xor.

g ˆ Xnonor.
g1 ;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, du,

R2g+g1´1 ‘ (R/2R), όταν n P t1, d+ 1u,

R2g(g1´1)+1 ‘ (R/2R)2g, όταν

# είτε n = d+ 2,

είτε [n = 2 & n ă d],

Rg
1´1 ‘ (R/2R), όταν

# είτε n = d+ 3,

είτε [n = 3 & n ă d],

t0u, αλλιώς.

§ Υπολογισμοί χαρακτηριστικής Euler διαφόρων καρτεσιανών γινομένων. Από τους
τύπους (7.25), (7.35), (D.13), (7.8), (7.13), (D.12) και (7.15) που δίδουν τους μοδίους
ιδιάζουσας ομολογίας των μέχρι τούδε θεωρηθέντων συμπαγών πολυπτυγμάτων υ-
πολογίζουμε τη χαρακτηριστική Euler αυτών (θέτοντας R = Z και υπολογίζοντας
τις ελεύθερες βαθμίδες και το εναλλάσσον άθροισμά τους):

X χ(X) X χ(X)

Xor.
g , g P N0 2 ´ 2g Td 0

Xnonor.
g , g P N, 2 ´ g PdR

$

’

&

’

%

1, όταν d ” 0(mod 2)

0, όταν d ” 1(mod 2)

L(p, q) 0 PdC d+ 1

Sd

$

’

&

’

%

2, όταν d ” 0(mod 2)

0, όταν d ” 1(mod 2)

PdHR
d+ 1

8.4.16 Εφαρμογή. (i) Για κάθε (g, g1) P N0 ˆ N0 η χαρακτηριστική Euler τού καρ-
τεσιανού γινομένου Xor.

g ˆXor.
g1 (τού εδ. 8.4.1) είναι η

χ(Xor.
g ˆXor.

g1 ) = 4(g ´ 1)(g1 ´ 1).

(ii) Για κάθε (g, g1) P N0 ˆ N η χαρακτηριστική Euler τού Xor.
g ˆ Xnonor.

g1 (τού εδ.
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8.4.3) είναι η
χ(Xor.

g ˆXnonor.
g1 ) = 2(g ´ 1)(g1 ´ 2).

(iii) Εάν Y είναι οποιοσδήποτε τοπολογικός χώρος (για τον οποίο ορίζεται η χαρα-
κτηριστική Euler), τότε

χ(L(p, q) ˆ Y ) = 0 = χ(Td ˆ Y ).

(iv) Για κάθε (d, d1) P N ˆ N η χαρακτηριστική Euler τού καρτεσιανού γινομένου
δύο σφαιρών (τού εδ. 8.4.5) είναι η

χ(Sd ˆ Sd1
) =

#

4, όταν d ” 0(mod 2) και d1 ” 0(mod 2),

0, αλλιώς.

(v) Για κάθε (d, d1) P N ˆ N η χαρακτηριστική Euler τού καρτεσιανού γινομένου
δύο πραγματικών προβολικών χώρων (τού εδ. 8.4.10) είναι η

χ(PdR ˆ Pd1

R ) =

#

1, όταν d ” 0(mod 2) και d1 ” 0(mod 2),

0, αλλιώς.

(vi) Για κάθε (d, d1) P N ˆ N η χαρακτηριστική Euler τού καρτεσιανού γινομένου
δύο μιγαδικών προβολικών χώρων ή δύο προβολικών χώρων ορισμένων υπεράνω
τού HR (των εδ. 8.4.7 και 8.4.8) είναι η

χ(PdC ˆ Pd1

C ) = (d+ 1)(d1 + 1) = χ(PdHR
ˆ Pd1

HR
).

(vii) Για κάθε (d, d1) P N ˆ N η χαρακτηριστική Euler τού καρτεσιανού γινομένου
μιας σφαίρας και ενός πραγματικού προβολικού χώρου (τού εδ. 8.4.12) είναι η

χ(Sd ˆ Pd1

R ) =

#

2, όταν d ” 0(mod 2) και d1 ” 0(mod 2),

0, αλλιώς.

(viii) Για κάθε (d, g, g1) P NˆN0 ˆN η χαρακτηριστική Euler τού SdˆXor.
g ˆXnonor.

g1

(τού εδ. 8.4.15) είναι η

χ(Sd ˆXor.
g ˆXnonor.

g1 ) =

#

8(g ´ 1)(g1 ´ 1), όταν d ” 0(mod 2),

0, όταν d ” 1(mod 2).

Αποδειξη. Άμεση από τον προηγηθέντα πίνακα τιμών τής χαρακτηριστικής Euler
καθενός παράγοντα και τον τύπο (8.26).





Παραρτήματα





Παράρτημα A

Κατηγορίες και συναρτητές

Το πρώτο παράρτημα περιλαμβάνει κάποιες θεμελιώδεις έννοιες από τη Θεωρί-
α Κατηγοριών1, οι οποίες θα αποβούν ιδιαίτερα χρήσιμες για τη συστηματικότερη
παρουσίαση τόσον ορισμένων εκ των προηγηθεισών εννοιών (που χαρακτηρίζουν
ειδικούς R-μοδίους) όσον και ποικίλων συναρτητών που είναι απαραίτητοι για τις
ενότητες 6.2, 6.3, 7.1-7.5 και 8.2, και τα παραρτήματα C και D.

A.1 ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ

A.1.1 Ορισμός. Μια κατηγορία C συνίσταται από μια κλάση2 αντικειμένων
Ob(C ) και μια οικογένεια συνόλων MorC (A,B) για οιαδήποτε αντικείμενα
A,B P Ob(C ) (τα στοιχεία των οποίων καλούνται μορφισμοί από το A στο B)
με

MorC (A,B) X MorC (A1, B1) = ∅ όταν A ‰ A1 ή B ‰ B1,

καθώς και από μια πράξη (οριζόμενη για οιαδήποτε τριάδα αντικειμένων
A,B,C)

MorC (A,B) ˆ MorC (B,C) ÝÑ MorC (A,C), (f, g) ÞÝÑ g ˝ f,

(που καλείται σύνθεση των f και g) με τις ακόλουθες ιδιότητες:
(i) Η “˝” είναι προσεταιριστική, δηλαδή (g ˝ f) ˝ h = g ˝ (f ˝ h) .

(ii) Για κάθε αντικείμενο A P Ob(C ) υπάρχει ένας (μονοσημάντως ορισμένος)
μορφισμός idA P MorC (A,A) για τον οποίο ισχύουν οι ισότητες

f ˝ idA = f, idA ˝ g = g, @f P MorC (A,B), @g P MorC (B,A).

Ένας f P MorC (A,B) καλείται C -ισομορφισμός όταν υπάρχει g P MorC (B,A)

για τον οποίον ισχύουν οι ισότητες g ˝ f = idA και f ˝ g = idB . Δοθέντος ενός
C -ισομορφισμού f P MorC (A,B), ένας τέτοιος μορφισμός g είναι κατ’ ανάγκην

1Οι αναγνώστες που ενδιαφέρονται για λεπτομερή μελέτη τής Θεωρίας Κατηγοριών μπορούν να ανατρέξουν σε
ειδικά συγγράμματα, όπως, π.χ., σε αυτά των Mac Lane [8], Mitchell [9] και Schubert [11].
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μονοσημάντως ορισμένος (ως προς το να πληροί τις ανωτέρω ισότητες) και αφ’
εαυτού C -ισομορφισμός, συμβολίζεται συνήθως ως f´1 και καλείται αντίστρο-
φος τού f.

A.1.2 Σημείωση. Έστω C μια κατηγορία. ΈναO P Ob(C ) καλείται μηδενικό αντι-
κείμενο τής C όταν αμφότερα τα MorC (A,O) και MorC (O,B) είναι μονοσύνολα
για οιαδήποτεA,B P Ob(C ). Ένα μηδενικό αντικείμενο τής C , όταν υπάρχει, είναι
μονοσημάντως ορισμένο μέχρις C -ισομορφισμού.

A.1.3 Ορισμός. Έστω C μια κατηγορία. Μια υποκατηγορία C 1 τής C είναι μια
κατηγορία με τις εξής ιδιότητες:
(a) Κάθε αντικείμενο τής C 1 είναι και αντικείμενο τής C .

(b) Για οιαδήποτε A,B P Ob(C 1) έχουμε MorC 1(A,B) Ď MorC (A,B).

(c) Για οιοδήποτε ζεύγος (f, g) P MorC 1(A,B)ˆ MorC 1(B,C) η σύνθεση g ˝ f

εντός τής C 1 ισούται με τη σύνθεση g ˝ f εντός τής C .

A.1.4 Ορισμός. Μια υποκατηγορία C 1 μιας κατηγορίας C καλείται πλήρης υ-
ποκατηγορία τής C όταν ισχύει η ισότητα MorC 1(A,B) = MorC (A,B) για οια-
δήποτε A,B P Ob(C 1).

A.1.5 Παραδείγματα. (i) Oι κατηγορίες Sets, Groups και ModR των συνόλων, των
ομάδων και των R-μοδίων3 (με τις συνήθεις απεικονίσεις, τους ομομορφισμούς ο-
μάδων και τους ομομορφισμούς R-μοδίων, αντιστοίχως, ως μορφισμούς τους4).
(ii) Η κατηγορία FSets των συνόλων που είναι το πολύ πεπερασμένα, η οποία απο-
τελεί μια πλήρη υποκατηγορία τής κατηγορίας Sets.

(iii) Η κατηγορία Abgroups των αβελιανών ομάδων, η οποία αποτελεί μια πλήρη υ-
ποκατηγορία τής κατηγορίας Groups.

(iv) Η κατηγορία ModZR των ακολουθιών R-μοδίων με το σύνολο Z ως το σύνολο
των δεικτών τους (που έχει τις ακολουθίες ομομορφισμών (fn : Mn ÝÑ Nn)nPZ
ως μορφισμούς της). Επίσης, η (υπο)κατηγορία Compch(ModR) των αλυσωτών συ-
μπλόκων (με τους αλυσωτούς μετασχηματισμούς ως μορφισμούς της). Βλ. εδάφια5

3.2.1, 3.2.4. Κατ’ αναλογίαν ορίζεται και η κατηγορία Compcoch(ModR) των συναλυ-
σωτών συμπλόκων (με τους συναλυσωτούς μετασχηματισμούς ως μορφισμούς της).
(v) Η κατηγορία Top των τοπολογικών χώρων (με τις συνεχείς απεικονίσεις ως μορ-
φισμούς της και τους ομοιομορφισμούς ως τους Top-ισομορφισμούς).
(vi) Η κατηγορία Top[2] των τοπολογικών ζευγών (η οποία έχει ως αντικείμενά της
τα τοπολογικά ζεύγη (X,A) και ως μορφισμούς της από ένα τοπολογικό ζεύγος

2«Κλάση» υπό την έννοια τής Αξιωματικής Συνολοθεωρίας των J. von Neumann (1925-27), P. Bernays (1937-54)
και K. Gö del (1940). Πρβλ. [3], σελ. 237-242.

3R-μοδίων υπό την έννοια τού ορισμού 2.1.1.
4Η κατηγορία Sets δεν διαθέτει μηδενικά αντικείμενα. Αντιθέτως, η Groups έχει κάθε τετριμμένη ομάδα και η

ModR κάθε τετριμμένοR-μόδιο ως μηδενικό της αντικείμενο.
5Σημειωτέον ότι η κατηγορία Compch(ModR) έχει το 0‚ ως μηδενικό αντικείμενο.
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(X,A) σε ένα τοπολογικό ζεύγος (Y,B) τις συνεχείς απεικονίσεις τοπολογικών ζευ-
γών f : (X,A) ÝÑ (Y,B), ήτοι συνεχείς απεικονίσεις f : X ÝÑ Y με f(A) Ď B.

H Top μπορεί να ιδωθεί ως πλήρης υποκατηγορία τής Top[2] εάν ταυτίσουμε κάθε
ζεύγος τής μορφής (X,∅) με τον ίδιον τον X.
(vii) Άλλη μια ενδιαφέρουσα (μη πλήρης) υποκατηγορία τής Top[2] είναι η κατηγο-
ρία των εστιγμένων τοπολογικών χώρων Top εστ., ήτοι η κατηγορία που έχει τοπο-
λογικά ζεύγη τής μορφής (X, tx0u) ως αντικείμενά της (όπου x0 P X) και συνεχείς
απεικονίσεις

f : (X, tx0u) ÝÑ (Y, ty0u)

με f(x0) = y0 ως μορφισμούς της.

A.1.6 Ορισμός. Μια κατηγορία C καλείται ασθενώς προσθετική (preadditive)
όταν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Η C διαθέτει μηδενικό αντικείμενο.
(ii) Για οιαδήποτε A,B P Ob(C ) το σύνολο MorC (A,B) αποτελεί μια προσθε-
τική αβελιανή ομάδα.
(iii) Για οιαδήποτε A,B,C P Ob(C ) υπάρχει μια απεικόνιση

¸ : MorC (A,B) ˆ MorC (B,C) ÝÑ MorC (A,C)

με h¸ (f + g) = h¸ f +h¸ g και (h+ k)¸ f = h¸ f + k¸ f για οιουσδήποτε
f, g P MorC (B,C) και h, k P MorC (A,B).

A.1.7 Παραδείγματα. Οι κατηγορίες Abgroups, ModR και Compch(ModR) είναι
ασθενώς προσθετικές, ενώ οι Sets, Groups και Top δεν είναι.

A.1.8 Ορισμός. Έστω (Aj)jPJ μια οικογένεια αντικειμένων μιας κατηγορίας C .
Ένα αντικείμενοA τής C , μαζί με μια οικογένεια (pj P MorC (A,Aj))jPJ (τα μέ-
λη τής οποίας καλούνται προβολές) είναι ένα γινόμενο (των μελών) τής οικογε-
νείας (Aj)jPJ όταν για οιοδήποτε αντικείμενοB τής C και οιαδήποτε οικογένεια
μορφισμών (fj P MorC (B,Aj))jPJ (με το ίδιο σύνολο δεικτών) υπάρχει ένας
μονοσημάντως ορισμένος f P MorC (B,A), τέτοιος ώστε να ισχύει pj ˝ f = fj ,

@j P J, ήτοι τέτοιος, ώστε το διάγραμμα

A
pj

  
œ

B

f

??

fj

/ / Aj

να είναι μεταθετικό.

A.1.9 Πρόταση. Ένα γινόμενο (των μελών) μιας οικογενείας (Aj)jPJ αντικειμέ-
νων μιας κατηγορίας C , όταν υπάρχει, είναι μονοσημάντως ορισμένο μέχρις C -
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ισομορφισμού.
Αποδειξη. Εάν υποθέσουμε ότι τα

A, (pj P MorC (A,Aj))jPJ και A1, (p1
j P MorC (A1, Aj))jPJ

είναι δυο γινόμενα (των μελών) μιας οικογενείας (Aj)jPJ αντικειμένων τής C , τότε
υπάρχουν μονοσημάντως ορισμένοι

f P MorC (A1, A), g P MorC (A,A1) : pj ˝ f = p1
j και p1

j ˝ g = pj ,@j P J.

Κατά συνέπειαν,
pj ˝ f ˝ g = pj

pj ˝ idA = pj

+

ñ f ˝ g = idA και
p1
j ˝ g ˝ f = p1

j

p1
j ˝ idA1 = p1

j

+

ñ g ˝ f = idA1 .

Άρα ο f είναι ένας C -ισομορφισμός.

A.1.10 Ορισμός. Μια ασθενώς προσθετική κατηγορία C καλείται προσθετική
όταν κάθε ζεύγος αντικειμένων τής C διαθέτει ένα γινόμενο.

A.1.11 Παραδείγματα. Οι κατηγορίες Abgroups, ModR και Compch(ModR) είναι
προσθετικές.

A.2 ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ

A.2.1 Ορισμός. Έστω ότι οι C ,D είναι δυο κατηγορίες. Ένας συναλλοίωτος συ-
ναρτητής (covariant functor) (και αντιστοίχως, ένας ανταλλοίωτος συναρτητής
(contravariant functor)) F : C ù D συνίσταται από μια απεικόνιση αντικειμέ-
νων

F : Ob(C ) ÝÑ Ob(D), A ÞÝÑ F(A),

και μια απεικόνιση μορφισμών

F : MorC (A,B) ÝÑ MorD(F(A),F(B)) , f ÞÝÑ F(f),

(και αντιστοίχως, MorC (A,B) ÝÑ MorD(F(B),F(A)), f ÞÝÑ F(f))

με τις ακόλουθες ιδιότητες:
(i) F(idA) = idF(A),@A P Ob(C ).

(ii) Για κάθε (f, g) P MorC (A,B)ˆ MorC (B,C) ισχύει η ισότητα

F(g ˝ f) = F(g) ˝ F(f) (και αντιστοίχως, F(g ˝ f) = F(f) ˝ F(g)).

A.2.2 Ορισμός. Έστω ότι οι F : C ù D και G : D ù E είναι δυο συναρτητές.
Ως σύνθεση αυτών ορίζεται ο συναρτητής G ˝ F : C ù E ο συνιστώμενος από
τις απεικονίσεις (μεταξύ αντικειμένων και μορφισμών, αντιστοίχως):

Ob(C ) Q A ÞÝÑ G(F(A)) P Ob(E ), MorC (A,B) Q f ÞÝÑ G(F(f)).
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(Ο G ˝ F είναι συναλλοίωτος όταν αμφότεροι οι F και G είναι είτε συναλλοίωτοι
είτε ανταλλοίωτοι, και ανταλλοίωτος όταν ο ένας εκ των F,G είναι συναλλοίωτος
και ο άλλος ανταλλοίωτος.)

A.2.3 Ορισμός. Ένας (συναλλοίωτος ή ανταλλοίωτος) συναρτητής F : C ù D
μεταξύ δυο ασθενώς προσθετικών κατηγοριών C και D καλείται προσθετικός
όταν F(f + g) = F(f) + F(g), @ (f, g) P MorC (A,B) ˆ MorC (A,B). (Εάν οι C
και D είναι προσθετικές κατηγορίες, τότε ένας τέτοιος F απεικονίζει το μηδενικό
αντικείμενο τής C στο μηδενικό αντικείμενο τής D .)

A.2.4 Παραδείγματα. (i) Επί οιασδήποτε κατηγορίας C ορίζεται ο ταυτοτικός συ-
ναρτητής idC : C ù C με idC (A) := A, για κάθε A P Ob(C ) και idC (f) := f, για
κάθε f P MorC (A,B). Γενικότερα, εάν C 1 είναι μια υποκατηγορία μιας κατηγορίας
C , τότε ορίζεται ο ενθετικός συναρτητής ι : C 1 ù C με ι(A) := A, @A P Ob(C 1)

και ι(f) := f, για κάθε f P MorC 1(A,B).

(ii) Οι επιλήσμονες (συναλλοίωτοι) συναρτητές

Groups ù Sets, ModR ù Sets, Top ù Sets,

είναι αυτοί που «ξεχνούν» τις εκάστοτε (αλγεβρικές ή τοπολογικές) δομές.
(iii) Ο συναρτητής αβελιανοποιήσεως F : Groups ù Abgroups είναι ο συναλλοίω-
τος συναρτητής

Ob(Groups) Q G ÞÝÑ F(G) := Gab := G/[G,G] P Ob(Abgroups),

MorGroups(G,H) Q f ÞÝÑ F(f) := f P MorAbgroups(G
ab,Hab),

όπου [G,G] είναι η μεταθέτρια υποομάδα τής G η παραγόμενη από όλους τους με-
ταθέτες [g, g1] := gg1g´1(g1)´1, g, g1 P G, και

f : Gab ÝÑ Hab, g[G,G] ÞÝÑ f(g)[H,H].

(iv) Hom-συναρτητές. Εάν A P Ob(ModR), τότε ορίζεται ένας ανταλλοίωτος συ-
ναρτητής

HomR(´, A) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ HomR(M,A) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) =: MorModR(M,M 1) Q f ÞÝÑ HomR(f, idA).

και ένας συναλλοίωτος συναρτητής

HomR(A,´) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ HomR(A,M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) =: MorModR(M,M 1) Q f ÞÝÑ HomR(idA, f),

(Βλ. λήμματα 4.1.6 και 4.1.7.) Αμφότεροι οι HomR(´, A) και HomR(A,´) είναι και
προσθετικοί συναρτητές (υπό την έννοια τού ορισμού A.2.3).
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(v) Συναρτητές δημιουργούμενοι μέσω τού τανυστικού γινομένου R-μοδίων. Εάν υ-
ποτεθεί ότι A P Ob(ModR), τότε ορίζεται ένας συναλλοίωτος συναρτητής

´ bR A : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ M bR A P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ fbidA P HomR(M bR A,M
1

bR A),

καθώς και ένας συναλλοίωτος συναρτητής

AbR ´ : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ AbRM P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ idAbf P HomR(AbRM,AbRM
1),

(Βλ. προτάσεις 4.5.4 και 4.5.5.) Αμφότεροι οι συναρτητές ´ bR A και AbR ´ είναι
προσθετικοί (υπό την έννοια τού ορισμού A.2.3).
(vi) R-γραμμικοί συναρτητές. Ένας (συναλλοίωτος ή ανταλλοίωτος) προσθετικός
συναρτητής F : ModR ù ModR καλείται R-γραμμικός όταν για οιουσδήποτε
M,M 1 P Ob(ModR) και για οιοδήποτε ζεύγος (λ, µ) P R ˆR ισχύει

F(λf + µg) = λF(f) + µF(g), @ (f, g) P HomR(M,M 1) ˆ HomR(M,M 1).

Οι συναρτητές στα (iv) και (v) είναι R-γραμμικοί.
(vii) Συναρτητές ομολογίας και συνομολογίας. Για κάθε n P Z ορίζεται ένας προ-
σθετικός συναλλοίωτος συναρτητής

Hn(´) : Compch(ModR) ù ModR,

Ob(Compch(ModR)) Q M‚ = (Mn, dn)nPZ ÞÝÑ Hn(M‚) P Ob(ModR),

MorCompch(ModR)(M‚,M1
‚) Q f‚ ÞÝÑ Hn(f‚) P HomR(Hn(M‚), Hn(M1

‚)),

ο λεγόμενος n-οστός συναρτητής ομολογίας. (Βλ. τον ορισμό 3.2.2 και τις προτάσεις
3.2.5, 3.2.6 και 3.2.7.) Εξάλλου, ως συναρτητής ομολογίας (σε επίπεδο αλυσωτών
συμπλόκων) ορίζεται ο

H‚(´) : Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR)) Q M‚ ÞÝÑ H‚(M‚) = (Hn(M‚), δn)nPZ P Ob(Compch(ModR),

MorCompch(ModR)(M‚,M1
‚) Q f‚ ÞÝÑ H‚(f‚) P MorCompch(ModR)(H‚(M‚), H‚(M1

‚)),

όπου δn = 0, @n P Z, και H‚(f‚) := (Hn(f‚))nPZ. Κατ’ αναλογίαν, για κάθε n P Z
ορίζεται ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής

Hn(´) : Compcoch(ModR) ù ModR,

Ob(Compcoch(ModR)) Q M‚ = (Mn, dn)nPZ ÞÝÑ Hn(M‚) P Ob(ModR),

MorCompcoch(ModR)(M
‚,M1‚) Q f‚

ÞÝÑ Hn(f‚) P HomR(H
n(M‚), Hn(M1‚)),

ο λεγόμενος n-οστός συναρτητής συνομολογίας. (Βλ. τον ορισμό 3.2.20 και τις προ-
τάσεις 3.2.23, 3.2.24 και 3.2.25.) Εξάλλου, ως συναρτητής συνομολογίας (σε επίπεδο
συναλυσωτών συμπλόκων) ορίζεται ο

H‚(´) : Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR),
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Ob(Compcoch(ModR)) Q M‚
ÞÝÑ H‚(M‚) = (Hn(M‚), δn)nPZ P Ob(Compcoch(ModR),

MorCompcoch(ModR)(M
‚,M1‚) Q f‚

ÞÝÑ H‚(f‚) P MorCompcoch(ModR)(H
‚(M‚), H‚(M1‚))),

όπου δn = 0, @n P Z, και H‚(f‚) := (Hn(f‚))nPZ.

(viii) Συναρτητές δημιουργούμενοι μέσω των γινομένων επεκτάσεως. Για κάθε ακέ-
ραιο αριθμό n και για κάθε παγιωμένονA P Ob(ModR) ορίζεται ένας προσθετικός
ανταλλοίωτος συναρτητής

ExtnR(´, A) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ ExtnR(M,A) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ ExtnR(f, idA) P HomR(ExtnR(M 1, A),ExtnR(M,A)),

καθώς και ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής

ExtnR(A,´) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ ExtnR(A,M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ ExtnR(idA, f) P HomR(ExtnR(A,M),ExtnR(A,M 1)).

(Βλ. τους ορισμoύς 5.2.4 και 5.2.6, καθώς και τις προτάσεις 5.2.7 και 5.2.8. Αντί-
στοιχοι συναρτητές ExtnR(´, A) και ExtnR(A,´) ορίζονται και με τη βοήθεια των
προαναφερθέντων στα εδάφια 5.2.22 και 5.2.23.)
(ix) Συναρτητές δημιουργούμενοι μέσω των γινομένων στρέψεως. Εάν n P N0 και
A P Ob(ModR), τότε ορίζεται ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής

TorRn (A,´) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ TorRn (A,M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ TorRn (idA, f) P HomR(TorRn (A,M),TorRn (A,M 1)),

καθώς και ένας προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής

TorRn (´, A) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ TorRn (M,A) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ TorRn (f, idA) P HomR(TorRn (M,A),TorRn (M 1, A)).

(Βλ. ορισμoύς 5.3.4 και 5.3.6, και προτάσεις 5.3.7 και 5.3.8. Αντίστοιχοι συναρτητές
TorRn (´, A) και TorRn (A,´) ορίζονται και με τη βοήθεια των προαναφερθέντων στο
εδάφιο 5.3.28.)

A.2.5 Ορισμός. Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός συναλλοίωτος
(και αντιστοίχως, ανταλλοίωτος) συναρτητής και έστω

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων. (Βλ.
εδ. 3.1.1.) Ο F καλείται
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(i) εξ αριστερών ακριβής συναρτητής όταν η t0u ÝÑ F(A) F(f)
ÝÑ F(B)

F(g)
ÝÑ F(C)

(και αντιστοίχως, η t0u ÝÑ F(C) F(g)
ÝÑ F(B)

F(f)
ÝÑ F(A))

είναι κατ’ ανάγκην ακριβής,

(ii) εκ δεξιών ακριβής συναρτητής όταν η F(A) F(f)
ÝÑ F(B)

F(g)
ÝÑ F(C) ÝÑ t0u

(και αντιστοίχως, η F(C) F(g)
ÝÑ F(B)

F(f)
ÝÑ F(A) ÝÑ t0u)

είναι κατ’ ανάγκην ακριβής και

(iii) ακριβής συναρτητής όταν η t0u ÝÑ F(A) F(f)
ÝÑ F(B)

F(g)
ÝÑ F(C) ÝÑ t0u

(και αντιστοίχως, η t0u ÝÑ F(C) F(g)
ÝÑ F(B)

F(f)
ÝÑ F(A) ÝÑ t0u)

είναι κατ’ ανάγκην (βραχεία) ακριβής.

A.2.6 Πρόταση. Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός συναρτητής. Τότε
ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος (και αντιστοίχως, ανταλλοίωτος), τότε ο F είναι εξ
αριστερών ακριβής συναρτητής όταν και μόνον όταν για κάθε ακριβή ακολουθία
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C

η t0u ÝÑ F(A) F(f)
ÝÑ F(B)

F(g)
ÝÑ F(C) (και αντ., η t0u ÝÑ F(C)

F(g)
ÝÑ F(B)

F(f)
ÝÑ F(A)) είναι

ακριβής.
(ii) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος (και αντιστοίχως, ανταλλοίωτος), τότε ο F είναι εκ
δεξιών ακριβής συναρτητής όταν και μόνον όταν για κάθε ακριβή ακολουθία R-
μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

A
f

ÝÑ B
g

ÝÑ C ÝÑ t0u

η F(A) F(f)
ÝÑ F(B)

F(g)
ÝÑ F(C) ÝÑ t0u (και αντ., η F(C)

F(g)
ÝÑ F(B)

F(f)
ÝÑ F(A) ÝÑ t0u) είναι

ακριβής.
(iii) O F είναι ακριβής συναρτητής όταν και μόνον όταν ο F είναι ταυτοχρόνως και
εξ αριστερών και εκ δεξιών ακριβής.

Αποδειξη. Πρόκειται για απλή άσκηση. (Πρβλ. [21], σελ. 107-109.)

A.2.7 Παραδείγματα. Ας υποθέσουμε ότι M,N είναι δυο (παγιωμένοι) R-μόδιοι.
(i) Ο προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής HomR(M,´) είναι εξ αριστερών α-
κριβής αλλ’ εν γένει μη ακριβής6. (Βλ. θεώρημα 4.1.18 και σημείωση 4.1.20.)

6Όταν οM είναι ελεύθεροςR-μόδιος, ο HomR(M,´) είναι ακριβής.
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(ii) Ο προσθετικός ανταλλοίωτος συναρτητής HomR(´, N) είναι εξ αριστερών α-
κριβής αλλ’ εν γένει μη ακριβής. (Βλ. θεώρημα 4.1.15 και σημείωση 4.1.17.)
(iii) Οι προσθετικοί συναλλοίωτοι συναρτητέςM bR ´ και ´ bRN είναι εκ δεξιών
ακριβείς αλλ’ εν γένει μη ακριβείς. (Βλ. θεωρήματα 4.5.8 και 4.5.9, και σημείωση
4.5.10.)
(iv) Ο προσθετικός συναλλοίωτος συναρτητής ´ bZ Q : Abgroups ù Abgroups

είναι ακριβής.

A.2.8 Πρόταση. Εάν M είναι ένας R-μόδιος, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) O M είναι προβολικός ðñ ο HomR(M,´) είναι ακριβής.
(ii) O M είναι εμβολικός ðñ ο HomR(´,M) είναι ακριβής.
(iii) O M είναι ισόπεδος ðñ ο M bR ´ (ή, αντιστοίχως, ο ´ bRM) είναι ακριβής.

Αποδειξη. Βλ. θεωρήματα 4.2.7 και 4.2.29, και προτάσεις 4.5.17 και 4.5.19.

A.2.9 Ορισμός. Εάν C1,C2,D είναι τρεις κατηγορίες και

F : C1 ˆ C2 ù D ,

Ob(C1 ˆ C2) Q (C1, C2) ÞÝÑ F(C1, C2) P Ob(D),

MorC1ˆC2
((C1, C2), (C

1
1, C

1
2)) Q (f, g) ÞÝÑ F(f, g),

ένας συναρτητής από το καρτεσιανό γινόμενο των δύο πρώτων7 στην τρίτη, τότε
λέμε ότι ο F είναι ένας διπλός συναρτητής από το ζεύγος (C1,C2) στην D . Είναι
προφανές ότι κάθε παγιωμένο C1 P Ob(C1) καθορίζει έναν συναρτητή

FC1
= F(C1,´) : C2 ù D ,

και κάθε παγιωμένο C2 P Ob(C2) καθορίζει έναν συναρτητή

FC2
= F(´, C2) : C1 ù D .

(i) O F καλείται συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές όταν αμφότε-
ροι οι συναρτητές FC1

και FC2
είναι συναλλοίωτοι και όταν -ταυτοχρόνως- για

οιουσδήποτε f P MorC1
(C1, C

1
1) και g P MorC2

(C2, C
1
2) το κάτωθι διάγραμμα

είναι μεταθετικό:

F(C1, C2)

F(f, g)

((

FC1
(g):=F(idC1

,g)

��

FC2
(f):=F(f, idC2

)
//

ö

F(C 1
1, C2)

FC1
1
(g):=F(idC1

1
,g)

��

F(C1, C
1
2) FC1

2
(f):=F(f, idC1

2
)

// F(C 1
1, C

1
2)

œ
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(ii) O F καλείται συναλλοίωτος ως προς την πρώτη και ανταλλοίωτος ως προς
τη δεύτερη μεταβλητή όταν ο FC1

είναι ανταλλοίωτος, ο FC2
συναλλοίωτος και

όταν -ταυτοχρόνως- για οιουσδήποτε f P MorC1
(C1, C

1
1) και g P MorC2

(C2, C
1
2)

το κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό:

F(C1, C2)
FC2

(f):=F(f, idC2
)

//

œ

F(C 1
1, C2)

F(C1, C
1
2)

F(f, g)

66

FC1
(g):=F(idC1

,g)

OO

FC1
2
(f):=F(f, idC1

2
)

// F(C 1
1, C

1
2)

ö FC1
1
(g):=F(idC1

1
,g)

OO

(iii) O F καλείται ανταλλοίωτος ως προς την πρώτη και συναλλοίωτος ως προς
τη δεύτερη μεταβλητή όταν ο FC1

είναι συναλλοίωτος, ο FC2
ανταλλοίωτος και

όταν -ταυτοχρόνως- για οιουσδήποτε f P MorC1
(C1, C

1
1) και g P MorC2

(C2, C
1
2)

το κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό:

F(C1, C2)

FC1
(g):=F(idC1

,g)

��

ö

F(C 1
1, C2)

F(f, g)

vv

FC2
(f):=F(f, idC2

)
oo

FC1
1
(g):=F(idC1

1
,g)

��

F(C1, C
1
2) F(C 1

1, C
1
2)FC1

2
(f):=F(f, idC1

2
)

oo

œ

(iv) O F καλείται ανταλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές όταν αμφότε-
ροι οι συναρτητές FC1 και FC2 είναι ανταλλοίωτοι και όταν -ταυτοχρόνως- για
οιουσδήποτε f P MorC1(C1, C

1
1) και g P MorC2(C2, C

1
2) το κάτωθι διάγραμμα

είναι μεταθετικό:

F(C1, C2)

œ

F(C 1
1, C2)

FC2
(f):=F(f, idC2

)
oo

F(C1, C
1
2)

FC1
(g):=F(idC1

,g)

OO

F(C 1
1, C

1
2)

F(f, g)

hh

FC1
2
(f):=F(f, idC1

2
)

oo

ö FC1
1
(g):=F(idC1

1
,g)

OO
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A.2.10 Σημείωση. Στην ειδική περίπτωση όπου C1 = C2 = D = ModR, ένας
διπλός συναρτητής F (υπό την έννοια τού ορισμού A.2.9) καλείται R-διγραμμικός
συναρτητής όταν αμφότεροι οι FC1

και FC2
είναι R-γραμμικοί (υπό την έννοια τού

ορισμού A.2.4 (vi)). (Εν τοιαύτη περιπτώσει, εάν (M,N) είναι ένα ζεύγοςR-μοδίων
με τουλάχιστον έναν εξ αυτών τετριμμένο, τότε και ο R-μόδιος F(M,N) είναι κατ’
ανάγκην τετριμμένος ένεκα τής προσθετικότητας των FC1

και FC2
.)

A.2.11 Παραδείγματα. (i) Ο συναρτητής

HomR(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR

είναιR-διγραμμικός συναρτητής, ανταλλοίωτος ως προς την πρώτη και συναλλοίω-
τος ως προς τη δεύτερη μεταβλητή. Επιπροσθέτως, ο HomR(´,´) είναι εξ αριστε-
ρών ακριβής ως προς αμφότερες τις μεταβλητές.
(ii) Ο συναρτητής

´ bR´ : ModR ˆ ModR ù ModR

είναιR-διγραμμικός συναρτητής, συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές.
Επιπροσθέτως, ο ´ bR ´ είναι εκ δεξιών ακριβής ως προς αμφότερες τις μεταβλη-
τές.

§ Μετάβαση στην κατηγορία Compch(ModR). Έστω

F : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ F(M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ F(f) P HomR(F(M),F(M 1)),

ένας R-γραμμικός συναλλοίωτος συναρτητής.

A.2.12 Ορισμός. Ο εν λόγω συναρτητής μπορεί να επεκταθεί σε έναν προσθετι-
κό συναλλοίωτο συναρτητή (τον οποίο θα εξακολουθούμε να συμβολίζουμε με
το ίδιο γράμμα)

F : Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR)) Q M‚ ÞÝÑ F(M‚) P Ob(Compch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚) Q f‚ ÞÝÑ F(f‚) P HomR(F(M‚),F(M1

‚)),

θέτοντας

HomR(M‚,M1
‚) := MorCompch(ModR)(M‚,M1

‚)

HomR(F(M‚),F(M1
‚)) := MorCompch(ModR)(F(M‚),F(M1

‚))

7Η κλάση Ob(C1 ˆC2) των αντικειμένων τής κατηγορίας C1 ˆC2 αποτελείται από διατεταγμένα ζεύγη (A1, A2),
όπουA1 P Ob(C1) καιA2 P Ob(C2).Επιπροσθέτως, για κάθε τριάδα αντικειμένωνA1, B1, C1 τής C1 και για κάθε
τριάδα αντικειμένωνA2, B2, C2 τής C2 έχουμε

(g1, g2) ˝ (f1, f2) = (g1 ˝ f1, g2 ˝ f2) ,

για οιουσδήποτε (fj , gj) P MorCj
(Aj , Bj)ˆ MorCj

(Bj , Cj) και j P t1, 2u (όπου id(A1,A2) =
(

idA1
, idA2

)
).
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και (για M‚ = (Mn, dn)nPZ, M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ και f‚ : M‚ ÝÑ M1

‚ έναν αλυ-
σωτό μετασχηματισμό (fn :Mn ÝÑ M 1

n)nPZ)

F(M‚) := (F(Mn),F(dn))nPZ, F(M1
‚) := (F(M 1

n),F(d1
n))nPZ,

και ως

F(f‚) : F(M‚) ÝÑ F(M1
‚) το (F(fn) : F(Mn) ÝÑ F(M 1

n))nPZ,

αντιστοίχως.

Πράγματι· η απεικόνιση F(dn) : F(Mn) ÝÑ F(Mn´1) αποτελεί (λόγω τού συναλ-
λοίωτου τού αρχικού συναρτητή F) έναν ομομορφισμό R-μοδίων με

F(dn´1) ˝ F(dn) = F(dn´1 ˝ dn
loooomoooon

=0

) = 0, @n P Z.

Εξάλλου, F(d1
n) ˝ F(fn) = F(d1

n ˝ fn) = F(fn´1 ˝ dn) = F(fn´1) ˝ F(dn) για κάθε
n P Z και για f‚, g‚ P HomR(M‚,M1

‚),

F(f‚ + g‚) = F(f‚) + F(g‚),

ενώ για f‚ P HomR(M‚,M1
‚) και g‚ P HomR(M1

‚,M2
‚),

F((g ˝ f)‚) = F(g‚) ˝ F(f‚),

και F(idM‚) = idF(M‚), για οιαδήποτε M‚,M1
‚, M2

‚ P Ob(Compch(ModR)).

A.2.13 Σημείωση. Για να παρουσιάσει κανείς την κατηγορία ModR ως υποκατηγο-
ρία τής Compch(ModR) αρκεί να «ταυτίσει» κάθε M P Ob(ModR) με το αλυσωτό
σύμπλοκο tM u‚ = (Cn, dn)nPZ, όπου C0 := M, Cn – t0u για κάθε n P Z∖t0u και
dn = 0 για κάθε n P Z, καθώς και να «ταυτίσει» κάθε f P HomR(M,N) με τον
αλυσωτό μετασχηματισμό tf u‚ : tM u‚ ÝÑ tN u‚ , όπου tf u0 := f και tf un = 0 για
κάθε n P Z∖t0u. (Ορισμένοι συγγραφείς καλούν το tM u‚ αλυσωτό σύμπλοκο με
τον M συγκεντρωμένο στον βαθμό 0.)

A.2.14 Πρόταση. Εάν δυο αλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚, g‚ P HomR(M‚,M1
‚) εί-

ναι ομότοποι (βλ. 3.5.1), τότε οι F(f‚),F(g‚) είναι ωσαύτως ομότοποι.

Αποδειξη. Εάν (hn)nPZ : f‚ » g‚ (βλ. εδ. 3.5.1), τότε

[fn ´ gn = d1
n+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn, @n P Z]

ñ F(fn) ´ F(gn) = F(fn ´ gn) = F(d1
n+1 ˝ hn) + F(hn´1 ˝ dn)

= F(d1
n+1) ˝ F(hn) + F(hn´1) ˝ F(dn),

οπότε8 (F(hn))nPZ : F(f‚) » F(g‚).

8Εν προκειμένω, (F(hn))nPZ : F(M‚) ÝÑ F(M1
‚+1).
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A.2.15 Πόρισμα. Εάν τα M‚,M1
‚ είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα (βλ. 3.5.10), τότε τα

F(M‚),F(M1
‚) είναι ωσαύτως ομοτοπικώς ισοδύναμα.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, υπάρχουν αλυσωτοί μετασχηματισμοί f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚

και g‚ : M1
‚ ÝÑ M‚ με (g ˝ f)‚ » idM‚ και (f ˝ g)‚ » idM1

‚ . Εξ αυτού έπεται ότι

F(g‚) ˝ F(f‚) = F((g ˝ f)‚) » F(idM‚) = idF(M‚)

και
F(f‚) ˝ F(g‚) = F((f ˝ g)‚) » F(idM1

‚) = idF(M1
‚),

οπότε τα F(M‚) και F(M1
‚) είναι όντως ομοτοπικώς ισοδύναμα.

A.2.16 Παρατήρηση. Κατ’ αναλογίαν, κάθε R-γραμμικός ανταλλοίωτος συναρτη-
τής

F : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ F(M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ F(f) P HomR(F(M 1),F(M)),

επεκτείνεται σε ανταλλοίωτο συναρτητή9

F : Compch(ModR) ù Compcoch(ModR),

Ob(Compch(ModR)) Q M‚ ÞÝÑ F(M‚)
‚ P Ob(Compcoch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚) Q f‚ ÞÝÑ F(f‚)

‚ P HomR(F(M1
‚)

‚,F(M‚)
‚),

θέτοντας (για M‚ = (Mn, dn)nPZ P Ob(Compch(ModR)))

F(M‚)
‚ := (F(M‚)

n, δn))nPZ, F(M‚)
n := F(Mn), δ

n := F(dn+1),

και (για f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ έναν αλυσωτό μετασχηματισμό (fn :Mn ÝÑ M 1

n)nPZ) ως

F(f‚)
‚ : F(M1

‚)
‚ ÝÑ F(M‚)

‚ το (F(f‚)
n : F(M1

‚)
n ÝÑ F(M‚)

n)nPZ,

αντιστοίχως, όπου F(f‚)
n := F(fn), @n P Z.

Έστω τώρα

F : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M1,M2) ÞÝÑ F(M1,M2) P Ob(ModR),

MorModRˆModR((M1,M2), (M
1
1,M

1
2)) Q (f, g) ÞÝÑ F(f, g),

F(f, g) : F(M1,M2) ÝÑ F(M 1
1,M

1
2),

έναςR-διγραμμικός συναρτητής, συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές.
(Βλ. A.2.9 (i) και A.2.10.)

9Επεξήγηση χρησιμοποιούμενου συμβολισμού: Γράφοντας F(M‚)
‚ ενοούμε κάποιο συναλυσωτό σύμπλοκο το οποίο

επάγεται από το αλυσωτό σύμπλοκο M‚ («έσωθεν βούλα»), αλλά με τους δείκτες (τής διαβαθμίσεως) αυτού εξακολου-
θούντες να τοποθετούνται -ως είθισται- εν είδει εκθετών («έξωθεν βούλα»). Αντίστοιχη είναι και η νοηματοδότηση τού
συμβόλου F(f‚)

‚.
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A.2.17 Ορισμός. Και σε αυτήν την περίπτωση ο εν λόγω συναρτητής μπορεί να
επεκταθεί σε έναν συναλλοίωτο συναρτητή ως προς αμφότερες τις μεταβλητές
(τον οποίο θα εξακολουθούμε να συμβολίζουμε με το ίδιο γράμμα)

F : Compch(ModR) ˆ Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ F(M‚,N‚)‚ P Ob(Compch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚) ˆ HomR(N‚,N1

‚) Q (f‚, g‚) ÞÝÑ F(f‚, g‚)‚ P HomR(F(M‚,N‚)‚, F(M1
‚,N1

‚)‚),

θέτοντας (για M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ, F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ)

F(M‚,N‚)n :=
À

pPZ
F(Mp, Nn´p) =

À

p+q=n
F(Mp, Nq),

συμβολίζοντας ως inp,q : F(Mp, Nq) ãÑ F(M‚,N‚)n τις φυσικές ενθέσεις (με10

p+ q = n, βλ. 2.4.4), υπονοώντας με το κατακόρυφο βέλος τού διαγράμματος

F(Mp, Nq)

��

_?

inp,q

��

F(dM‚
p ,idNq )

ww

F(idMp,d
N‚
q )

''
F(Mp´1, Nq) � t

inp´1,q

''

F(Mp, Nq´1)
J j

inp,q´1

ww
F(M‚,N‚)n

dn // F(M‚,N‚)n´1

τον ομομορφισμό R-μοδίων

inp,q´1 ˝ F(idMp , d
N‚
q ) + (´1)q inp´1,q ˝ F(dM‚

p , idNq ) (A.1)

ορίζοντας ως dn = d
F(M‚,N‚)‚
n P HomR(F(M‚,N‚)n,F(M‚,N‚)n´1) τον μονοση-

μάντως ορισμένο ομομορφισμό για τον οποίο ισχύει11

dn ˝ inp,q = inp,q´1 ˝ F(idMp
, dN‚
q ) + (´1)q inp´1,q ˝ F(dM‚

p , idNq ),

και θέτοντας ως F(f‚, g‚)‚ : F(M‚,N‚)‚ ÝÑ F(M1
‚,N1

‚)‚ τον

(F(f‚, g‚)n : F(M‚,N‚)n ÝÑ F(M1
‚,N1

‚)n)nPZ,

όπου ο F(f‚, g‚)n είναι ο μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός ο οποίος κα-
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θιστά το κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό12.

F(M‚,N‚)n
F(f‚,g‚)n

//

œ

F(M1
‚,N1

‚)n

F(Mp, Nq)

in1
p,q ˝ F(fp, gq)

66

inp,q

OO

F(fp,gq)
// F(M 1

p, N
1
q)

ö in1
p,q

OO

Πράγματι· για κάθε n P Z και κάθε ζεύγος (p, q) P ZˆZ με p+ q = n η απεικόνιση
F(f‚, g‚)n έχει τις εξής ιδιότητες:

(i) F(f1,‚ + f2,‚, g‚)n˝ inp,q = (F(f1,‚, g‚)n + F(f2,‚, g‚)n)˝ inp,q,

(ii) F(f‚, g1,‚ + g2,‚)n˝ inp,q = (F(f‚, g1,‚)n + F(f‚, g2,‚)n)˝ inp,q,

(iii) F((λf)‚, g‚) = λF(f‚, g‚) = F(f‚, (λg)‚), @λ P R,

(iv) F((f2 ˝ f1)‚ , (g2 ˝ g1)‚)n˝ inp,q = F(f2,‚, g2,‚)n ˝ F(f1,‚, g1,‚)n˝ inp,q,

(v) F(idM‚ ,idN‚)n˝ inp,q = inp,q .

Επιπροσθέτως, το F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ αποτελεί αλυσωτό σύμπλοκο,
διότι

dn´1 ˝ dn ˝ inp,q = (dn´1 ˝ inp,q´1) ˝ F(idMp , dN‚
q ) + (´1)q (dn´1 ˝ inp´1,q) ˝ F(dM‚

p , idNq )

=
(
inp,q´2 ˝ F(idMp , d

N‚
q´1) + (´1)q´1 inp´1,q´1 ˝ F(dM‚

p , idNq´1)
)

˝ F(idMp , dN‚
q )

+(´1)q
(
inp´1,q´1 ˝ F(idMp´1 , d

N‚
q ) + (´1)q inp´2,q ˝ F(dM‚

p´1, idNq )
)

˝ F(dM‚
p , idNq )

= inp,q´2 ˝ F(idMp , d
N‚
q´1 ˝ dN‚

q
looooomooooon

=0

) + (´1)q´1(inp´1,q´1 ˝ F(dM‚
p , dN‚

q ) ´ inp´1,q´1 ˝ F(dM‚
p , dN‚

q )
looooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon

=0

)

+(´1)q inp´2,q ˝ F(dM‚
p´1 ˝ dM‚

p
looooomooooon

=0

, idNq ) = 0

και η F(f‚, g‚)‚ : F(M‚,N‚)‚ ÝÑ F(M1
‚,N1

‚)‚ αποτελεί αλυσωτό μετασχηματισμό,

10Γράφοντας
À

p+q=n

F(Mp, Nq) θα εννοούμε το
À

t (p,q)PZˆZ|p+q=nu
F(Mp, Nq).

11Βλ. 2.4.7, 2.4.9 και 2.4.12. (Αρκεί να εφαρμοσθεί η καθολική ιδιότητα τού εδ. 2.4.7, με τους F(M‚,N‚)n,
F(M‚,N‚)n´1 και F(Mp, Nq) στη θέση των εκεί παρατεθέντων C,M και Mj , και με τους inp,q , (A.1) και dn στη
θέση των εκεί παρατεθέντων fj , gj και h.)

12Αρκεί να εφαρμοσθεί εκ νέου η καθολική ιδιότητα τού εδ. 2.4.7, με τους F(M‚,N‚)n, F(M1
‚,N1

‚)n και F(Mp, Nq)
στη θέση των εκεί παρατεθέντωνC,M καιMj , και με τους inp,q , inp,q ˝ F(fp, gq) και F(f‚, g‚)n στη θέση των εκεί
παρατεθέντων fj , gj και h.
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καθόσον για κάθε n P Z και κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n έχουμε
d1
n ˝ F(f‚, g‚)n ˝ inp,q = d1

n ˝ in1
p,q ˝ F(fp, gq)

= in1
p,q´1 ˝ F(idM 1

p
, d

N1
‚
q ) ˝ F(fp, gq) + (´1)q in1

p´1,q ˝ F(dM1
‚

p , idN 1
q
) ˝ F(fp, gq)

= in1
p,q´1 ˝ F(fp, d

N1
‚
q ˝ gq

looomooon

=gq´1˝d
N‚
q

) + (´1)q in1
p´1,q ˝ F( dM1

‚
p ˝ fp

looomooon

=fp´1˝d
M‚
p

, gq)

= in1
p,q´1 ˝ F(fp, gq´1) ˝ F(idMp , dN‚

q ) + (´1)q in1
p´1,q ˝ F(fp´1, gq) ˝ F(dM‚

p , idNq )

= F(f‚, g‚)n´1 ˝ inp,q´1 ˝ F(idMp , dN‚
q ) + (´1)q F(f‚, g‚)n´1 ˝ inp´1,q ˝ F(dM‚

p , idNq )

= F(f‚, g‚)n´1

(
inp,q´1 ˝ F(idMp , dN‚

q ) + (´1)q inp´1,q ˝ F(dM‚
p , idNq )

)
= F(f‚, g‚)n´1 ˝ dn ˝ inp,q,

οπότε το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό.

F(M1
‚,N1

‚)n
d1
n //

œ

F(M1
‚,N1

‚)n´1

F(M‚,N‚)n

F(f‚,g‚)n

OO

dn

// F(M‚,N‚)n´1

F(f‚,g‚)n´1

OO

A.2.18 Σημείωση. (i) Επεξήγηση χρησιμοποιούμενων συμβολισμών: Αν και δεν εί-
ναι ιδιαίτερα κομψό να γράφουμε M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ, αντί τού M‚ = (Mn, dn)nPZ,

είναι επιτακτική η ανάγκη επισημάνσεως των αλυσωτών συμπλόκων στα οποία α-
νήκουν οι θεωρούμενοι συνοριακοί τελεστές (τουλάχιστον σε αυτό το παράρτημα)
για ευνόητους λόγους. (Πρβλ. εδ. 3.2.1.) Επίσης, γράφοντας F(M‚,N‚)‚ ενοούμε το
οριζόμενο αλυσωτό σύμπλοκο το οποίο επάγεται μέσω των αλυσωτών συμπλόκων
M‚ και N‚ («έσωθεν βούλες»), αλλά με τους δείκτες (τής διαβαθμίσεως) αυτού ε-
ξακολουθούντες να τοποθετούνται -ως είθισται- εν είδει υποδεικτών («έξωθεν βού-
λα»). Αντίστοιχη είναι και η νοηματοδότηση τού συμβόλου F(f‚, g‚)‚. (Ορισμένοι
συγγραφείς, οι οποίοι αρέσκονται στη διεξοδικότερη μελέτη διπλών συμπλόκων,
συμβολίζουν ενίοτε το F(M‚,N‚)‚ ως Tot‘

‚ (Y‚‚), όπου Yp,q := F(Mp, Nq), καλώ-
ντας το συνολικό αλυσωτό σύμπλοκο τού Y‚‚.)
(ii) Στην ειδική περίπτωση όπου το δεύτερο αλυσωτό σύμπλοκο είναι τής μορφής
tN u‚ (για κάποιον παγιωμένο R-μόδιο N, βλ. εδ. A.2.13) λαμβάνουμε

F(M‚, tN u‚)n = F(Mn, N)n και dn = F(dM‚
n , idN ),

ενώ στην ειδική περίπτωση όπου το πρώτο αλυσωτό σύμπλοκο είναι τής μορφής
tM u‚ (για κάποιον παγιωμένο R-μόδιο M) λαμβάνουμε

F(tM u‚ ,N‚)n = F(M,Nn)n και dn = F(idM , dN‚
n ).

Ιδιαιτέρως, ο διπλός συναρτητής ο ορισθείς στο εδ. A.2.17 είναι όντως επέκταση
τού αρχικού, καθόσον

F(tM u‚ , tN u‚)n = tF(M,N)un , @n P Z,
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και για κάθε ζεύγος (f, g) P HomR(M,M 1)ˆ HomR(N,N
1) έχουμε

F(tf u‚ , tgu‚)n = tF(f, g)un , @n P Z.

(iii) Αξίζει να επισημανθεί ότι η έκφραση (A.1) δεν είναι συμμετρική ως προς τις δύο
μεταβλητές. Ως συνοριακός τελεστής θα μπορούσε αντί τού dn να χρησιμοποιηθεί
ο Ădn με

Ădn ˝ inp,q = (´1)p inp,q´1 ˝ F(idMp
, dN‚
q ) + inp´1,q ˝ F(dM‚

p , idNq )

και, ως εκ τούτου, να ορισθεί μια άλλη επέκταση rF τού αρχικού. Μολαταύτα, τούτο
δεν θα επηρέαζε στο παραμικρό τα θεωρητικά αποτελέσματα, καθότι είναι εύκο-
λο να αποδειχθεί ότι οι F και rF θα ήσαν φυσικώς ισοδύναμοι (υπό την έννοια τού
ορισμού A.3.1 (ii)).

Εν συνεχεία, θεωρούμε έναν R-διγραμμικό συναρτητή

F : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M1,M2) ÞÝÑ F(M1,M2) P Ob(ModR),

MorModRˆModR((M
1
1,M2), (M1,M

1
2)) Q (f, g) ÞÝÑ F(f, g),

F(f, g) : F(M1,M2) ÝÑ F(M 1
1,M

1
2),

ανταλλοίωτο ως προς την πρώτη και συναλλοίωτο ως προς τη δεύτερη μεταβλητή.
(Βλ. A.2.9 (iii) και A.2.10.)

A.2.19 Ορισμός. Και σε αυτήν την περίπτωση ο εν λόγω συναρτητής μπορεί να
επεκταθεί σε έναν συναρτητή, ανταλλοίωτο ως προς την πρώτη και συναλλοίωτο
ως προς τη δεύτερη μεταβλητή (τον οποίο θα εξακολουθούμε να συμβολίζουμε
με το ίδιο γράμμα)

F : Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ F(M‚,N‚)‚ P Ob(Compcoch(ModR)),

HomR(M1
‚,M‚) ˆ HomR(N‚,N1 ‚) Q (f‚, g

‚) ÞÝÑ F(f‚, g
‚)‚ P HomR(F(M‚,N‚)‚, F(M1

‚,N1 ‚)‚),

θέτοντας (για M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, dnN‚ )nPZ, F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ)

F(M‚,N‚)n :=
ś

pPZ
F(Mp, N

n´p) =
ś

p+q=n
F(Mp, N

q),

συμβολίζοντας ως prp,q : F(M‚,N‚)n↠ F(Mp, N
q) τις φυσικές προβολές (με13

p + q = n, βλ. 2.4.4), υπονοώντας (στην περίπτωση όπου p + q = n + 1) με το
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κατακόρυφο βέλος τού διαγράμματος

F(Mp, N
q)

F(Mp´1, N
q)

F(dM‚
p ,idNq )

77

F(Mp, N
q´1)

F(idMp,d
q´1
N‚ )

gg

F(M‚,N‚)n+1

prp,q

// //

F(M‚,N‚)n
dn

oo

OO

prp´1,q

gggg

prp,q´1

77 77

τον ομομορφισμό R-μοδίων

F(dM‚
p , idNq ) ˝ prp´1,q + (´1)p F(idMp

, dq´1
N‚ ) ˝ prp,q´1, (A.2)

ορίζοντας ως dn = dnF(M‚,N‚)‚ P HomR(F(M‚,N‚)n,F(M‚,N‚)n+1) τον μονοση-
μάντως ορισμένο ομομορφισμό για τον οποίο ισχύει14

prp,q ˝ dn = F(dM‚
p , idNq ) ˝ prp´1,q + (´1)p F(idMp , d

q´1
N‚ ) ˝ prp,q´1,

και θέτοντας ως F(f‚, g
‚)‚ : F(M‚,N‚)‚ ÝÑ F(M1

‚,N1 ‚)‚ τον

(F(f‚, g
‚)n : F(M‚,N‚)n ÝÑ F(M1

‚,N1 ‚)n)nPZ,

όπου ο F(f‚, g
‚)n είναι ο μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός ο οποίος (στην

περίπτωση όπου p+ q = n+ 1) καθιστά το κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό15.

F(M‚,N‚)n

F(fp, gq) ˝ prp,q

((

prp,q

��

F(f‚,g
‚)n

//

ö

F(M1
‚,N1‚

)n

pr1
p,q

��

F(Mp, N
q)

F(fp,gq)
// F(M 1

p, N
1q)

œ

Πράγματι· για κάθε n P Z και για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p + q = n η
απεικόνιση F(f‚, g

‚)n έχει τις εξής ιδιότητες:

13Γράφοντας
ś

p+q=n
F(Mp, N

q) θα εννοούμε το
ś

t (p,q)PZˆZ|p+q=nu
F(Mp, N

q).

14Βλ. 2.4.1, 2.4.3 και 2.4.5. (Αρκεί να εφαρμοσθεί η καθολική ιδιότητα τού εδ. 2.4.1, με τους F(M‚,N‚)n,
F(M‚,N‚)n+1 και F(Mp, N

q) στη θέση των εκεί παρατεθέντων M,P και Mj , και με τους prp,q , (A.2) και dn
στη θέση των εκεί παρατεθέντων fj , gj και h.)

15Αρκεί να εφαρμοσθεί εκ νέου η καθολική ιδιότητα τού εδ. 2.4.1, με τους F(M‚,N‚)n, F(M1
‚,N1 ‚)n και

F(M 1
p, N

1 q) στη θέση των εκεί παρατεθέντων M,P και Mj , και με τους pr1
p,q , F(fp, gq)˝ prp,q και F(f‚, g

‚)n

στη θέση των εκεί παρατεθέντων fj , gj και h.
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(i) pr1
p,q ˝ F(f1,‚ + f2,‚, g

‚)n = pr1
p,q ˝ (F(f1,‚, g‚)n + F(f2,‚, g‚)n),

(ii) pr1
p,q ˝ F(f‚, g

‚
1 + g‚

2)
n = pr1

p,q ˝ (F(f‚, g
‚
1)
n + F(f‚, g

‚
2)
n),

(iii) F((λf)‚, g
‚) = λF(f‚, g

‚) = F(f‚, (λg)
‚), @λ P R,

(iv) pr1
p,q ˝ F((f2 ˝ f1)‚ , (g2 ˝ g1)

‚
)n = pr1

p,q ˝ F(f1,‚, g‚
2)
n ˝ F(f2,‚, g‚

1)
n,

(v) pr1
p,q ˝ F(idM‚ ,idN‚)n = pr1

p,q .

Επιπροσθέτως, το F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ αποτελεί συναλυσωτό σύ-
μπλοκο, διότι για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n+ 1 λαμβάνουμε

prp,q ˝ dn ˝ dn´1 = (F(dM‚
p , idNq ) ˝ prp´1,q + (´1)p F(idMp , d

q´1

N‚ ) ˝ prp,q´1) ˝ dn´1

= F(dM‚
p , idNq ) ˝ (prp´1,q ˝ dn´1) + (´1)p F(idMp , d

q´1

N‚ ) ˝ (prp,q´1 ˝ dn´1)

= F(dM‚
p , idNq ) ˝

(
F(dM‚

p´1, idNq ) ˝ prp´2,q + (´1)p´1 F(idMp´1
, dq´1

N‚ ) ˝ prp´1,q´1

)
+(´1)p F(idMp , d

q´1

N‚ ) ˝
(

F(dM‚
p , idNq´1 ) ˝ prp´1,q´1 + (´1)p F(idMp , d

q´2

N‚ ) ˝ prp,q´2

)
= F(dM‚

p , idNq ) ˝ F(dM‚
p´1, idNq ) ˝ prp´2,q + (´1)p´1F(dM‚

p , idNq ) ˝ F(idMp´1
, dq´1

N‚ ) ˝ prp´1,q´1

+(´1)p F(idMp , d
q´1

N‚ ) ˝ F(dM‚
p , idNq´1 ) ˝ prp´1,q´1 + F(idMp , d

q´1

N‚ ) ˝ F(idMp , d
q´2

N‚ ) ˝ prp,q´2

= F(dM‚
p´1 ˝ d

M‚
p

loooooomoooooon

=0

, idNq ) ˝ prp´2,q + (´1)p´1(F(dM‚
p , d

q´1

N‚ ) ˝ prp´1,q´1 ´ F(dM‚
p , d

q´1

N‚ ) ˝ prp´1,q´1
loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

=0

)

+F(idMp , d
q´1

N‚ ˝ d
q´2

N‚
looooooomooooooon

=0

) ˝ prp,q´2 = 0

και η F(f‚, g
‚)‚ : F(M‚,N‚)‚ ÝÑ F(M1

‚,N1 ‚)‚ αποτελεί συναλυσωτό μετασχηματι-
σμό, καθόσον για κάθε n P Z και για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p + q = n + 1
έχουμε

pr1
p,q ˝ d1n ˝ F(f‚, g

‚)n = (F(dM1
‚

p , idN1q ) ˝ pr1
p´1,q + (´1)p F(idM1

p
, dq´1

N1‚ ) ˝ pr1
p,q´1) ˝ F(f‚, g

‚)n

= F(dM1
‚

p , idN1q ) ˝ (pr1
p´1,q ˝ F(f‚, g

‚)n) + (´1)p F(idM1
p
, dq´1

N1‚ ) ˝ (pr1
p,q´1 ˝ F(f‚, g

‚)n)

= F(dM1
‚

p , idN1q ) ˝ F(fp´1, g
q) ˝ prp´1,q + (´1)p F(idM1

p
, dq´1

N1‚ ) ˝ F(fp, gq´1) ˝ prp,q´1

= F(fp´1 ˝ d
M1

‚
p

loooooomoooooon

=d
M‚
p ˝fp

, gq) ˝ prp´1,q + (´1)p F(fp, dq´1

N1‚ ˝ g
q´1

looooooomooooooon

=gq˝dq´1
N‚

) ˝ prp´1,q

= F(fp, gq) ˝ F(dM‚
p , idNq ) ˝ prp´1,q + (´1)p F(fp, gq) ˝ F(idMp , d

q´1

N‚ ) ˝ prp´1,q

= F(fp, gq) ˝ (F(dM‚
p , idNq ) ˝ prp´1,q + (´1)p F(idMp , d

q´1

N‚ ) ˝ prp,q´1)

= F(fp, gq) ˝ prp,q ˝ dn = pr1
p,q ˝ F(f‚, g

‚)n+1 ˝ dn,

οπότε το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό.

F(M1
‚,N1‚

)n
d1n

//

œ

F(M1
‚,N1‚

)n+1

F(M‚,N‚)n

F(f‚,g
‚)n

OO

dn
// F(M‚,N‚)n+1

F(f‚,g
‚)n+1

OO

(Επίσης, ισχύουν και εδώ ανάλογα των (i), (ii) και (iii) τής σημειώσεως A.2.18.)
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A.3 ΦΥΣΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ

A.3.1 Ορισμός. (i) Έστω ότι οι F,G : C ù D είναι δυο συναλλοίωτοι (και
αντιστοίχως, δυο ανταλλοίωτοι συναρτητές). Ένας φυσικός μετασχηματισμός
h : F ÝÑ G είναι μια οικογένεια μορφισμών

th(A) P MorD(F(A),G(A)) | A P Ob(C )u ,

τέτοια ώστε για κάθε f P MorC (A,B) το διάγραμμα

F(A)

œF(f)
��

h(A)
// G(A)

G(f)

��

F(B)
h(B)

// G(B)

και αντιστοίχως, το διάγραμμα

F(B)

œF(f)
��

h(B)
// G(B)

G(f)

��

F(A)
h(A)

// G(A)

να είναι μεταθετικό.
(ii) Όταν όλα τα μέλη τής οικογενείας μορφισμών

th(A) P MorD(F(A),G(A)) | A P Ob(C )u

είναι D-ισομορφισμοί, τότε ο h καλείται φυσική ισοδυναμία μεταξύ των συναρ-
τητών F και G, και οι F και G ονομάζονται φυσικώς ισοδύναμοι. (Εν τοιαύτη
περιπτώσει χρησιμοποιείται ο συμβολισμός F –

φ.ι.
G για να υποδηλοί την ύπαρξη

μιας φυσικής ισοδυναμίας μεταξύ των F και G.)

A.3.2 Παρατήρηση. (i) H (φυσικώς) οριζόμενη σύνθεση h1 ˝ h : F1 ÝÑ F3 δυο
φυσικών μετασχηματισμών h : F1 ÝÑ F2 και h1 : F2 ÝÑ F3 μεταξύ κάποιων συ-
ναλλοίωτων (και αντιστοίχως, ανταλλοίωτων) συναρτητών F1,F2,F3 : C ù D
αποτελεί αφ’ εαυτής φυσικό μετασχηματισμό. (Επιπροσθέτως, όταν αμφότεροι οι
h και h1 είναι φυσικές ισοδυναμίες, η σύνθεση h1 ˝ h είναι ωσαύτως φυσική ισοδυ-
ναμία.)
(ii) Λόγω των προαναφερθέντων είναι δυνατόν να δοθεί ένας προσήκων ορισμός
τής ισοδυναμίας δυο κατηγοριών: Λέμε ότι δυο κατηγορίες C και D είναι ισοδύνα-
μες όταν υφίστανται δυο συναρτητές F : C ù D και G : D ù C με G ˝ F –

φ.ι.
idC

και F ˝ G –
φ.ι.

idD .
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A.3.3 Παραδείγματα. (i) Όταν C = D = Sets, τότε υφίσταται ένας φυσικός μετα-
σχηματισμός h : idSets ÝÑ P από τον ταυτοτικό συναρτητή A.2.4 (i) στον συναρ-
τητή τού δυναμοσυνόλου

P : Sets ù Sets,

Ob(Sets) Q A ÞÝÑ P(A) := tΓ|Γ Ď Au P Ob(Sets),

(απεικόνιση f : A ÝÑ B) ÞÝÑ (P(f) : P(A) ÝÑ P(B)),

όπου P(f)(Γ) := f(Γ), @Γ P P(A). Πράγματι· θέτοντας

h (A) : A ÝÑ P(A), a ÞÝÑ h (A) (a) := tau, @A P Ob(Sets),

το διάγραμμα

A

œf

��

h(A)
// P(A)

P(f)

��

B
h(B)

// P(B)

είναι μεταθετικό για οιαδήποτε απεικόνιση f : A ÝÑ B.

(ii) Όταν C = D = Groups, τότε υφίσταται ένας φυσικός μετασχηματισμός

h : idGroups ÝÑ ι ˝ F

από τον ταυτοτικό συναρτητή idGroups στη σύνθεση

Groups
F

ù Abgroups
ι

ù Groups,

όπου F είναι ο συναρτητής αβελιανοποιήσεως και ι ο ενθετικός συναρτητής. (Βλ.
εδ. A.2.4 (i) και (iii).) Πράγματι· θέτοντας

h(G)(g) := g[G,G], @g P G και @G P Ob(Groups),

το διάγραμμα

G

œf

��

h(G)
// Gab

f
��

H
h(H)

// Hab

είναι μεταθετικό για οιονδήποτε ομομορφισμό ομάδων f : G ÝÑ H.

(iii) Όταν C = D = ModR, τότε υφίσταται ένας φυσικός μετασχηματισμός

h : idModR ÝÑ F

από τον ταυτοτικό συναρτητή idModR στον συναρτητή
F : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ F(M) := HomR(HomR(M,R), R) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q f ÞÝÑ (F(f) : HomR(HomR(M,R), R) ÝÑ HomR(HomR(M
1, R), R)),

F(f)(φ) := φ ˝ f⊺, @φ P HomR(HomR(M,R), R), όπου
HomR(M

1, R) Q ψ
f⊺

ÞÝÑ f⊺(ψ) := ψ ˝ f P HomR(M,R).
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Πράγματι· θέτοντας για κάθε M P Ob(ModR),

h(M) :M ÝÑ HomR(HomR(M,R), R), x ÞÝÑ h(M)(x),

όπουh(M)(x)(ϑ) := ϑ(x) για κάθεx P M και κάθεϑ P HomR(M,R), το διάγραμμα

M

œf

��

h(M)
// HomR(HomR(M,R), R)

F(f)
��

M 1

h(M 1)

// HomR(HomR(M
1, R), R)

είναι μεταθετικό για οιονδήποτε ομομορφισμό R-μοδίων f : M ÝÑ M 1. Μάλι-
στα, εάν περιορισθούμε στην υποκατηγορία Mod ελ.π.π.

R τής ModR με αντικείμενά
της τους ελεύθερους και πεπερασμένως παραγόμενους R-μοδίους, τότε κάθε ομο-
μορφισμός h(M) είναι ισομορφισμός, οπότε ο h : idMod ελ.π.π.

R
ÝÑ F καθίσται φυσική

ισοδυναμία.

§ Φυσικές ισοδυναμίες δημιουργούμενες μέσω παράγωγων συναρτητών. Σύμφωνα
με τις προτάσεις 5.1.3 και 5.1.8, κάθε R-μόδιος διαθέτει τόσον προβολικούς όσον
και εμβολικούς κερματισμούς. Έστω F : ModR ù ModR ένας συναλλοίωτος προ-
σθετικός συναρτητής. Εάν M είναι τυχών R-μόδιος και (P‚, ε) ένας προβολικός
κερματισμός τού M,

P‚ : ¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1
d1 // P0

d0 // t0u
d´1

// ¨ ¨ ¨ ,

(βλ. εδ. 5.1.1), τότε θεωρούμε το αλυσωτό σύμπλοκο

F(P‚) : ¨ ¨ ¨ // F(Pn)
F(dn)

// F(Pn´1)
F(dn´1)

// ¨ ¨ ¨
F(d2)// F(P1)

F(d1) // F(P0)
F(d0) // t0u

F(d´1)
// ¨ ¨ ¨ ,

και θέτουμε16 για κάθε n P Z:

LnF(M) := Hn(F(P‚)) := Ker(F(dn))/ Im(F(dn+1)). (A.3)

Επίσης, εάν φ P HomR(M,M 1), όπου M 1 τυχών R-μόδιος και (P1
‚, ε

1) ένας προ-
βολικός κερματισμός τού M 1, τότε (δυνάμει τού (i) τού θεωρήματος 5.1.4) υπάρχει
αλυσωτός μετασχηματισμός f‚ = (fn)nPZ : P‚ ÝÑ P1

‚ που «επεκτείνει» τον φ, ήτοι
ισχύει φ ˝ ε = ε1 ˝ f0. Κατόπιν εφαρμογής τού F ορίζεται ένας αλυσωτός μετασχη-
ματισμός

F(f‚) = F((fn)nPZ) : F(P‚) ÝÑ F(P1
‚)

μέσω τού οποίου επάγονται ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(F(f‚)) : LnF(M) ÝÑ LnF(M 1)

Hn(F(f‚))(x+ Im(F(dn+1))) := F(fn)(x) + Im(F(d1
n+1))

(A.4)

16Οι LnF(M) μπορούν να εκληφθούν ως εκείνοι οι μόδιοι που εκφράζουν το πόσο απέχει η ακολουθία F(P‚) από
το να είναι ακριβής.
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για κάθε x P Ker(F(dn)) και για κάθε n P Z. Σημειωτέον ότι: (i) ο LnF(M) είναι
(μέσω τής (A.3)) μέχρις ισομορφισμού μονοσημάντως ορισμένος, καθώς για οιον-
δήποτε άλλον προβολικό κερματισμό (P1

‚, ε
1) τού M υπάρχει (κατά τα προαναφερ-

θέντα) αλυσωτός μετασχηματισμός α‚ = (αn)nPZ : P‚ ÝÑ P1
‚ που «επεκτείνει» τον

ταυτοτικό ισομορφισμό idM , ήτοι ισχύει ε = ε1 ˝ α0,

¨ ¨ ¨
d3 // P2

d2 //

α2

��

œ

P1
d1 //

α1

��

œ

P0
ε //

œα0

��

M //

idM
��

t0u

¨ ¨ ¨
d1
3 // P 1

2
d1
2

// P 1
1

d1
1

// P 1
0

ε1
// M // t0u

(A.5)

και μέσω τού F(α‚) επάγονται ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(F(α‚)) : Hn(F(P‚)) ÝÑ Hn(F(P1
‚)), @n P Z.

Φέροντας στο (A.5) τα άνω-κάτω και χρησιμοποιώντας τό ίδιο επιχείρημα (αλλ’
αυτήν τη φορά ύστερα από εναλλαγή των ρόλων των P‚ και P1

‚) έχουμε τη δυνατό-
τητα να δημιουργήσουμε έναν αλυσωτό μετασχηματισμό β‚ = (βn)nPZ : P1

‚ ÝÑ P‚

«επεκτείνοντα» τον idM . Επειδή οι

idP‚ : P‚ ÝÑ P‚, (β ˝ α)‚ : P‚ ÝÑ P‚

είναι αλυσωτώς ομότοποι και το ίδιο ισχύει και για τους

idP1
‚
: P1

‚ ÝÑ P1
‚, (α ˝ β)‚ : P1

‚ ÝÑ P1
‚,

τα P‚ και P1
‚ είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα και τα F(P‚) και F(P1

‚) είναι ωσαύτως
ομοτοπικώς ισοδύναμα (επί τη βάσει των πορισμάτων 5.1.5 και A.2.15). Επομένως,
λόγω των προτάσεων 3.2.6, 3.2.7 και 3.5.7,

idHn(F(P1
‚))

= Hn(F(idP1
‚
)) = Hn(F(α ˝ β)‚) = Hn(F(α‚)) ˝Hn(F(β‚))

και idHn(F(P‚)) = Hn(F(β‚)) ˝ Hn(F(α‚)), οπότε αμφότεροι οι Hn(F(α‚)) και
Hn(F(β‚)) είναι ισομορφισμοί R-μοδίων και ο ένας αντίστροφος τού άλλου.
(ii) O ορισμός τού Hn(F(f‚)) (μέσω τής (A.4)) είναι ανεξάρτητος τής επιλογής τού
f‚, διότι, για οιονδήποτε άλλον αλυσωτό μετασχηματισμό g‚ = (gn)nPZ : P‚ ÝÑ P1

‚

«επεκτείνοντα» τονφ P HomR(M,M 1), έχουμε (λόγω τού (ii) τού θεωρήματος 5.1.4)

f‚ » g‚ ùñ
A.2.14

F(f‚) » F(g‚) ùñ
3.5.7

[Hn(F(f‚)) = Hn(F(g‚)), @n P Z].

Γι’ αυτόν τον λόγο θέτουμε εφεξής:

LnF(φ) := Hn(F(f‚)), @n P Z.
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A.3.4 Θεώρημα. Για κάθε n P Z ο

LnF : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ LnF(M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q φ ÞÝÑ LnF(φ) P HomR(LnF(M),LnF(M 1)),

είναι ένας προσθετικός, συναλλοίωτος συναρτητής. Επιπροσθέτως, υφίσταται φυ-
σικός μετασχηματισμός

t : L0F ÝÑ F.

Μάλιστα, στην περίπτωση κατά την οποία ο F είναι εκ δεξιών ακριβής (βλ. A.2.5
(ii)), o εν λόγω t αποτελεί φυσική ισοδυναμία και, ως εκ τούτου, οι συναρτητές L0F
και F είναι φυσικώς ισοδύναμοι.

Αποδειξη. Επειδή ο συναρτητής Hn(´) είναι προσθετικός και συναλλοίωτος (βλ.
εδ. A.2.4 (vii)), ο LnF είναι ωσαύτως προσθετικός και συναλλοίωτος, και ο πρώτος
ισχυρισμός είναι αληθής. Έστω M τυχών R-μόδιος. Εάν (P‚, ε) είναι ένας προβο-
λικός κερματισμός τού M,

P‚ : ¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1
d1 // P0

d0 // t0u
d´1

// ¨ ¨ ¨ , ,

και

¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1
d1 // P0

ε // M // t0u

η ακριβής ακολουθία η αντιστοιχούσα σε αυτόν, τότε υπάρχει μοναδικός ισομορφι-
σμός ε‹ που καθιστά το διάγραμμα

P1
d1 // P0

π
P0
Im(d1) //

ε

((

Coker(d1)

ε‹

��

œ

M

μεταθετικό, όπου

Coker(d1) := P0/ Im(d1) = Ker(d0)/ Im(d1) = H0(P‚).

(Βλ. εδ. 5.1.1). Προφανώς,

L0F(M) := H0(F(P‚)) := Ker(F(d0))/ Im(F(d1)) = F(P0)/ Im(F(d1)) = Coker(F(d1)).

Επειδή F(ε) ˝ F(d1) = F( ε ˝ d1
loomoon

=0

) = 0 ñ Im(F(d1)) Ď Ker(F(ε)), από την καθο-

λική ιδιότητα 2.3.6 τού πηλικομοδίου L0F(M) συνάγεται η ύπαρξη μονοσημάντως
ορισμένου ομομορφισμού R-μοδίων

t(M) P HomR(L0F(M),F(M))
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(συγκεκριμένα, τού x+Im(F(d1) ÞÝÑ F(ε)(x) για κάθε x P F(P0)) ο οποίος συμπλη-
ρώνει το κάτωθι διάγραμμα

F(P1)
F(d1)

// F(P0)

F(ε)

##

π
F(P0)

Im(F(d1))
// L0F(M)

œ

t(M)

��

F(P0)/Im(F(d1))

F(M)

μεταθετικώς. (Σημειωτέον ότι t(M) := F(ε‹).) Επειδή για κάθε R-μόδιο M 1, για
κάθε φ P HomR(M,M 1) και για κάθε x P F(P0) έχουμε

(F(φ) ˝ t(M)) (x+ Im(F(d1)) = F(φ)(t(M)(x+ Im(F(d1))) = F(φ)(F(ε)(x))

= (F(φ) ˝ F(ε))(x) = F(φ ˝ ε)(x) = F(ε1 ˝ f0)(x) = (F(ε1) ˝ F(f0))(x)

= F(ε1)(F(f0)(x)) = t(M 1)(F(f0)(x) + Im(F(d1
1)))

= t(M 1)(L0F(φ)(x+ Im(F(d1))) = (t(M 1) ˝ L0F(φ))(x+ Im(F(d1))

(όπου (P1
‚, ε

1), f0, d1
1 όπως στον αρχικό ορισμό τού L0F(φ)), ήτοι ισχύει η ισότητα

F(φ) ˝ t(M) = t(M 1) ˝ L0F(φ), το διάγραμμα

H0(F(P‚)) L0F(M)

œ

t(M)
//

L0F(φ)
��

F(M)

F(φ)
��

H0(F(P1
‚)) L0F(M 1)

t(M 1)

// F(M 1)

είναι μεταθετικό, οπότε και ο δεύτερος ισχυρισμός είναι αληθής. Τέλος, στην περί-
πτωση κατά την οποία ο F είναι εκ δεξιών ακριβής, επειδή η

P1
d1

ÝÑ P0
ε

ÝÑ M ÝÑ t0u

είναι ακριβής, αμφότερες οι γραμμές τού μεταθετικού διαγράμματος

F(P1)

idF(P1)

��

F(d1)
// F(P0)

idF(P0)

��

π
F(P0)

Im(F(d1))
// // L0F(M)

œ t(M)

��

// t0u

F(P1) F(d1)
// F(P0) F(ε)

// // F(M) // t0u

είναι ακριβείς. (Η πρώτη προδήλως και η δεύτερη λόγω τού (ii) τής προτάσεως
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A.2.6.) Κατά συνέπειαν, και το μεταθετικό διάγραμμα

F(P1)

œF(d1 )̌

����

F(d1)
// F(P0)

idF(P0)

��

π
F(P0)

Im(F(d1))
// / / L0F(M)

œ t(M)

��

// t0u

t0u // Im(F(d1)) �
�

// F(P0) F(ε)
// // F(M) // t0u

έχει αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς (όπου F(d1)̌ : F(P1) ↠ Im(F(d1)) ο ε-
πιμορφισμός (2.11) ο επαγόμενος μέσω τού ομομορφισμού F(d1)). Αυτό σημαίνει,
αφ’ ενός μεν ότι ο ομομορφισμός t(M) είναι επιρριπτικός (διότι o F(ε) είναι επι-
μορφισμός και F(ε) = F(ε)˝ idF(P0) = t(M)˝π

F(P0)
Im(F(d1)), όπου πF(P0)

Im(F(d1)) επιρριπτική,
βλ. 2.2.15 (v)), αφ’ ετέρου δε ενριπτικός, καθώς (κατόπιν εφαρμογής τού λήμματος
3.1.20 τού φιδιού στο τελευταίο μεταθετικό διάγραμμα και λαμβανομένου υπ’ όψιν
τού ότι ο F(d1)̌ είναι επιρριπτικός) αποκτούμε μια ακριβή ακολουθία τής μορφής

Ker(F(d1)̌) ÝÑ Ker(idF(P0)) – t0u ÝÑ Ker(t(M)) ÝÑ t0u,

απ’ όπου έπεται ότι Ker(t(M)) – t0u. (Βλ. εδ. 3.1.21 (iv), 3.1.3 (i) και πρόταση
2.2.13.) Άρα ο t(M) είναι όντως ισομορφισμός.

A.3.5 Ορισμός. Ο ανωτέρω συναρτητής LnF ονομάζεται n-οστός εξ αριστερών
παράγωγος συναρτητής τού F.

Έστω τώρα M τυχών R-μόδιος και έστω (Q‚, i) ένας εμβολικός κερματισμός τού
M,

Q‚ : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ t0u Ñ Q0 d0
ÝÑ Q1 d1

ÝÑ Q2 d2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn

dn
ÝÑ Qn+1

Ñ ¨ ¨ ¨ ,

(βλ. εδ. 5.1.7). Θεωρούμε το συναλυσωτό σύμπλοκο

F(Q‚) : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ F(Q0)
F(d0)
ÝÑ F(Q1)

F(d1)
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F(Qn) F(dn)

ÝÑ F(Qn+1) Ñ ¨ ¨ ¨

και θέτουμε για κάθε n P Z:

RnF(M) := Hn(F(Q‚)) := Ker(F(dn))/ Im(F(dn´1)). (A.6)

Επίσης, εάν φ P HomR(M,M 1), όπου M 1 τυχών R-μόδιος και (Q1‚, i1) ένας εμβο-
λικός κερματισμός τού M 1, τότε (δυνάμει τού (i) τού θεωρήματος 5.1.9) υπάρχει
συναλυσωτός μετασχηματισμός f‚ = (fn)nPZ : Q‚ ÝÑ Q1‚ που «επεκτείνει» τον φ,
ήτοι ισχύει i1 ˝ φ = f0 ˝ ε1. Κατόπιν εφαρμογής τού F ορίζεται ένας συναλυσωτός
μετασχηματισμός

F(f‚) = F((fn)nPZ) : F(Q‚) ÝÑ F(Q1‚)
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μέσω τού οποίου επάγονται ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(F(f‚)) : RnF(M) ÝÑ RnF(M 1)

Hn(F(f‚))(x+ Im(F(dn´1))) := F(fn)(x) + Im(F(d1n´1))
(A.7)

για κάθε x P Ker(F(dn)) και για κάθε n P Z.Κατ’ αναλογίαν (προς ό,τι έχει προανα-
φερθεί για τους LnF(M) και LnF(φ)) ο RnF(M) είναι (μέσω τής (A.6)) μέχρις ισο-
μορφισμού μονοσημάντως ορισμένος και οHn(F(f‚)) (οριζόμενος μέσω τής (A.7))
είναι ανεξάρτητος τής επιλογής τού f‚. Γι’ αυτόν τον λόγο θέτουμε εφεξής:

RnF(φ) := Hn(F(f‚)), @n P Z.

A.3.6 Θεώρημα. Για κάθε n P Z ο

RnF : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ RnF(M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q φ ÞÝÑ RnF(φ) P HomR(R
nF(M),RnF(M 1)),

είναι ένας προσθετικός, συναλλοίωτος συναρτητής. Επιπροσθέτως, υφίσταται φυσι-
κός μετασχηματισμός

t : F ÝÑR0F.

Μάλιστα, στην περίπτωση κατά την οποία ο F είναι εξ αριστερών ακριβής (βλ. A.2.5
(i)), o εν λόγω t αποτελεί φυσική ισοδυναμία και, ως εκ τούτου, οι συναρτητές F και
R0F είναι φυσικώς ισοδύναμοι.

Αποδειξη. Δυϊκή εκείνης τού θεωρήματος A.3.4.

A.3.7 Ορισμός. Ο ανωτέρω συναρτητής RnF ονομάζεται n-οστός εκ δεξιών πα-
ράγωγος συναρτητής τού F.

Αντίστοιχοι ορισμοί στην περίπτωση ανταλλοίωτων συναρτητών. Ας υποθέσουμε ότι
F : ModR ù ModR είναι ένας ανταλλοίωτος προσθετικός συναρτητής. Εάν M
είναι τυχών R-μόδιος και (P‚, ε) ένας προβολικός κερματισμός τού M,

P‚ : ¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1
d1 // P0

d0 // t0u
d´1

// ¨ ¨ ¨ ,

(βλ. εδ. 5.1.1), τότε θεωρούμε το συναλυσωτό σύμπλοκο

F(P‚) : ¨ ¨ ¨ F(Pn)oo F(Pn´1)
F(dn)
oo ¨ ¨ ¨

F(dn´1)
oo F(P1)

F(d2)oo F(P0)
F(d1)oo t0u

F(d0)oo ¨ ¨ ¨ ,
F(d´1)
oo

και θέτουμε για κάθε n P Z:

RnF(M) := Hn(F(P‚)) := Ker(F(dn+1))/ Im(F(dn)). (A.8)

Επίσης, εάν φ P HomR(M,M 1), όπουM 1 τυχώνR-μόδιος, (P1
‚, ε

1) ένας προβολικός
κερματισμός τούM 1, τότε (δυνάμει τού (i) τού θεωρήματος 5.1.4) υπάρχει αλυσωτός
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μετασχηματισμός f‚ = (fn)nPZ : P‚ ÝÑ P1
‚ που «επεκτείνει» τον φ, ήτοι ισχύει

η ισότητα φ ˝ ε = ε1 ˝ f0. Κατόπιν εφαρμογής τού F ορίζεται ένας συναλυσωτός
μετασχηματισμός

F(f‚) = F((fn)nPZ) : F(P1
‚) ÝÑ F(P‚)

μέσω τού οποίου επάγονται ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(F(f‚)) : RnF(M 1) ÝÑ RnF(M)

Hn(F(f‚))(x+ Im(F(d1
n))) := F(fn)(x) + Im(F(dn+1)

(A.9)

για κάθε x P Ker(F(d1
n+1)) και για κάθε n P Z. Κατ’ αναλογίαν (προς ό,τι έχει

προαναφερθεί) ο RnF(M) είναι (μέσω τής (A.8)) μέχρις ισομορφισμού μονοσημά-
ντως ορισμένος και οHn(F(f‚)) (οριζόμενος μέσω τής (A.9)) είναι ανεξάρτητος τής
επιλογής τού f‚. Γι’ αυτόν τον λόγο θέτουμε εφεξής:

RnF(φ) := Hn(F(f‚)), @n P Z.

A.3.8 Θεώρημα. Για κάθε n P Z ο

RnF : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ RnF(M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q φ ÞÝÑ RnF(φ) P HomR(R
nF(M 1),RnF(M)),

είναι ένας προσθετικός, ανταλλοίωτος συναρτητής. Επιπροσθέτως, υφίσταται φυσι-
κός μετασχηματισμός

t : F ÝÑR0F.

Μάλιστα, στην περίπτωση κατά την οποία ο F είναι εξ αριστερών ακριβής, o εν
λόγω t αποτελεί φυσική ισοδυναμία και, ως εκ τούτου, οι συναρτητές F και R0F
είναι φυσικώς ισοδύναμοι.

Αποδειξη. Πανομοιότυπη εκείνης τού θεωρήματος A.3.6.

A.3.9 Ορισμός. Ο ανωτέρω συναρτητής RnF ονομάζεται n-οστός εκ δεξιών πα-
ράγωγος συναρτητής τού F.

Έστω τώρα M τυχών R-μόδιος και έστω (Q‚, i) ένας εμβολικός κερματισμός τού
M,

Q‚ : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ t0u Ñ Q0 d0
ÝÑ Q1 d1

ÝÑ Q2 d2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn

dn
ÝÑ Qn+1

Ñ ¨ ¨ ¨ ,

(βλ. εδ. 5.1.7). Θεωρούμε το αλυσωτό σύμπλοκο

F(Q‚) : ¨ ¨ ¨ Ð t0u Ð F(Q0)
F(d0)
ÐÝ F(Q1)

F(d1)
ÐÝ ¨ ¨ ¨ ÐÝ F(Qn) F(dn)

ÐÝ F(Qn+1) Ð ¨ ¨ ¨

και θέτουμε για κάθε n P Z:

LnF(M) := Hn(F(Q‚)) := Ker(F(dn´1))/ Im(F(dn)). (A.10)
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Επίσης, εάν φ P HomR(M,M 1), όπου M 1 τυχών R-μόδιος, (Q1‚, i1) ένας εμβολικός
κερματισμός τού M 1, τότε (δυνάμει τού (i) τού θεωρήματος 5.1.9) υπάρχει συναλυ-
σωτός μετασχηματισμός f‚ = (fn)nPZ : Q‚ ÝÑ Q1‚ που «επεκτείνει» τον φ, ήτοι
ισχύει i1 ˝ φ = f0 ˝ ε1. Κατόπιν εφαρμογής τού F ορίζεται ένας αλυσωτός μετασχη-
ματισμός

F(f‚) = F((fn)nPZ) : F(Q1‚) ÝÑ F(Q‚)

μέσω τού οποίου επάγονται ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(F(f‚)) : LnF(M 1) ÝÑ LnF(M)

Hn(F(f‚))(x+ Im(F(d1n´1))) := F(fn)(x) + Im(F(dn´1))
(A.11)

για κάθε x P Ker(F(d1n)) και για κάθε n P Z. Κατ’ αναλογίαν (προς ό,τι έχει προα-
ναφερθεί) ο LnF(M) είναι (μέσω τής (A.10)) μέχρις ισομορφισμού μονοσημάντως
ορισμένος και ο Hn(F(f‚)) (οριζόμενος μέσω τής (A.11)) είναι ανεξάρτητος τής ε-
πιλογής τού f‚. Γι’ αυτόν τον λόγο θέτουμε εφεξής:

LnF(φ) := Hn(F(f‚)), @n P Z.

A.3.10 Θεώρημα. Για κάθε n P Z ο

LnF : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ LnF(M) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q φ ÞÝÑ LnF(φ) P HomR(LnF(M 1),LnF(M)),

είναι ένας προσθετικός, ανταλλοίωτος συναρτητής. Επιπροσθέτως, υφίσταται φυ-
σικός μετασχηματισμός

t : L0F ÝÑ F.

Μάλιστα, στην περίπτωση κατά την οποία ο F είναι εκ δεξιών ακριβής, o εν λόγω
t αποτελεί φυσική ισοδυναμία και, ως εκ τούτου, οι συναρτητές L0F και F είναι
φυσικώς ισοδύναμοι.

A.3.11 Ορισμός. Ο ανωτέρω συναρτητής LnF ονομάζεταιn-οστός εξ αριστερών
παράγωγος συναρτητής τού F.

A.3.12 Πρόταση. Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός (συναλλοίωτος
ή ανταλλοίωτος) συναρτητής. Τότε για κάθε ακέραιο αριθμό m ă 0 τόσον ο LmF
όσον και ο RmF είναι ο μηδενικός17 συναρτητής.

Αποδειξη. Εάν ο F είναι συναλλοίωτος καιM τυχώνR-μόδιος, τότε θεωρούμε έναν
προβολικό κερματισμό (P‚, ε) τού M,

P‚ : ¨ ¨ ¨
dn+1

// Pn
dn // Pn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

d2 // P1
d1 // P0

d0 // t0u
d´1

// ¨ ¨ ¨ , ,

17Αυτό σημαίνει ότι η εικόνα οιοδήποτεR-μοδίου μέσω αυτού είναι τετριμμένοςR-μόδιος.
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καθώς και το αλυσωτό σύμπλοκο

F(P‚) : ¨ ¨ ¨
F(dn)

// F(Pn´1)
F(dn´1)

// ¨ ¨ ¨
F(d2) // F(P1)

F(d1) // F(P0)
F(d0) // t0u

F(d´1)
// ¨ ¨ ¨ .

Επειδή LmF(M) := Ker(F(dm))/ Im(F(dm+1)), στην περίπτωση όπουm ă 0, έχου-
με

dm = dm+1 = 0 ùñ LmF(M) – t0u.

Εν συνεχεία, θεωρούμε έναν εμβολικό κερματισμό (Q‚, i) τού M,

Q‚ : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ t0u Ñ Q0 d0
ÝÑ Q1 d1

ÝÑ Q2 d2
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ Qn

dn
ÝÑ Qn+1

Ñ ¨ ¨ ¨ ,

καθώς και το συναλυσωτό σύμπλοκο

F(Q‚) : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ F(Q0)
F(d0)
ÝÑ F(Q1)

F(d1)
ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ F(Qn) F(dn)

ÝÑ F(Qn+1) Ñ ¨ ¨ ¨ .

Επειδή RmF(M) := Ker(F(dm))/ Im(F(dm´1)), στην περίπτωση όπου m ă 0, έ-
χουμε

dm´1 = dm = 0 ùñ RmF(M) – t0u.

Εάν ο F είναι ανταλλοίωτος, η επαλήθευση τού ισχυρισμού γίνεται παρομοίως.

A.3.13 Πρόταση. Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός συναρτητής. Θεω-
ρούμε τυχόντα προβολικό R-μόδιο P και τυχόντα εμβολικό R-μόδιο Q. Τότε ισχύ-
ουν τα εξής:
(i) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος, τότε έχουμε LnF(P ) – t0u και RnF(Q) – t0u για
κάθε n ‰ 0.

(ii) Εάν ο F είναι ανταλλοίωτος, τότε έχουμε LnF(Q) – t0u και RnF(P ) – t0u για
κάθε n ‰ 0.

Αποδειξη. Προφανώς, ο (P‚, ε) με

P‚ : ¨ ¨ ¨
d3=0
ÝÑ P2 – t0u

d2=0
ÝÑ P1 – t0u

d1=0
ÝÑ P0 := P

d0=0
ÝÑ t0u ÝÑ t0u ÝÑ ¨ ¨ ¨

(Pn – t0u, για κάθε n ‰ 0, dn := 0, @n P Z, ε := idP ) είναι ένας προβολικός
κερματισμός τού P και o (Q‚, i) με

Q‚ : ¨ ¨ ¨ Ñ t0u Ñ t0u Ñ Q0 := Q
d0=0
ÝÑ Q1 – t0u

d1=0
ÝÑ Q2 – t0u

d2=0
ÝÑ ¨ ¨ ¨

(Qn – t0u, για κάθε n ‰ 0, dn := 0, @n P Z, i := idQ) είναι ένας εμβολικός
κερματισμός τού Q.
(i) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος, τότε για κάθε n ‰ 0 έχουμε

LnF(P ) := Hn(F(P‚)) := Ker(F(dn))/ Im(F(dn+1)) – t0u

και
RnF(Q) := Hn(F(Q‚)) := Ker(F(dn))/ Im(F(dn´1)) – t0u.

(ii) Εάν ο F είναι ανταλλοίωτος, τότε για κάθε n ‰ 0 έχουμε κατ’ αναλογίαν

RnF(P ) := Hn(F(P‚)) := Ker(F(dn+1))/ Im(F(dn)) – t0u
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και
LnF(Q) := Hn(F(Q‚)) := Ker(F(dn´1))/ Im(F(dn)) – t0u,

οπότε αμφότεροι οι ισχυρισμοί είναι αληθείς.

§ Συνδεδεμένες ακολουθίες συναρτητών. Για τη θέσπιση ενός «αξιωματικού χα-
ρακτηρισμού» των ακολουθιών παράγωγων συναρτητών (δοθέντος συναρτητή α-
πό την ModR στην ModR) «μέχρι φυσικής ισοδυναμίας» (βλ. θεώρημα18 A.3.27)
είναι αρκετό να παρατεθούν οι ορισμοί A.3.14, A.3.16, A.3.20 και A.3.22 στους
οποίους ενσωματώνονται αξιώσεις ανάλογες των βασικών ιδιοτήτων των μοδίων
(συν)ομολογίας (συν)αλυσωτών συμπλόκων που περιέχονται στα εδάφια 3.2.13,
3.2.17, 3.2.30 και 3.2.31.

A.3.14 Ορισμός. Μια οικογένεια F = tFnunPZ προσθετικών, συναλλοίωτων συ-
ναρτητών Fn : ModR ù ModR (έχουσα το σύνολο των ακεραίων αριθμών ως
σύνολο δεικτών της) καλείται κατιούσα συνδεδεμένη ακολουθία συναλλοίωτων
συναρτητών (εν συντομία, “Κ.Σ.Α.Σ.Σ.”) όταν ισχύουν τα κάτωθι:
(i) Για κάθε n P Z και για κάθε βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u (A.12)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων υφίσταται ένας ομομορφισμός

BF,M
n : Fn(M2) ÝÑ Fn´1(M

1)

(ο λεγόμενος συνδετικός ομομορφισμός για την (A.12) ως προς την F), μέσω τού
οποίου επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Fn+1(M
1)

Fn+1(f)
// Fn+1(M)

Fn+1(g)
// Fn+1(M

2)

B
F,M
n+1

// Fn(M 1)
Fn(f)

// Fn(M)
Fn(g)

// Fn(M2)

BF,M
n

// Fn´1(M
1)

Fn´1(f)
// ¨ ¨ ¨

(ii) Για κάθε μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

0 // M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

// 0

0 // L1

g1
// L

g
// L2 // 0

18Οι εκάστοτε ιδιότητες (i), (ii) και (iii) (για καθεμιά εκ των περιπτώσεων (a), (b) (c) και (d) τού θεωρήματος A.3.27
είναι δυνατόν να επέχουν «μέχρι φυσικής ισοδυναμίας» θέση ενός περιεκτικού συστήματος αξιωμάτων.
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με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, το επαγόμενο διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // Fn(M 1)

ö

Fn(f 1)
//

Fn(ϕ1)

��

Fn(M)

ö

Fn(f)
//

Fn(ϕ)
��

Fn(M2)

öFn(ϕ2)

��

BF,M
n // Fn´1(M

1)

Fn´1(ϕ
1)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Fn(L1)
Fn(g1)

// Fn(L) Fn(g)
// Fn(L2)

BF,L
n

// Fn´1(L
1) // ¨ ¨ ¨

το έχον τις μακρές ακριβείς ακολουθίες ως γραμμές (με τους BF,M
n , BF,L

n ως συν-
δετικούς ομομορφισμούς) είναι ωσαύτως μεταθετικό.

A.3.15 Ορισμός. Έστω ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο κα-
τιούσες συνδεδεμένες ακολουθίες συναλλοίωτων συναρτητών. Μια οικογένεια
h = thnunPZ φυσικών μετασχηματισμών

hn : Fn ÝÑ Gn

ονομάζεται φυσικός μετασχηματισμός Κ.Σ.Α.Σ.Σ. από την F στην G (συμβολι-
ζόμενος, εν συντομία, ως h : F ÝÑ G) όταν μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς
ακολουθίας

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

επάγεται ένα μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων:

¨ ¨ ¨ // Fn(M 1)

ö

Fn(f)
//

hn(M
1)

��

Fn(M)

ö

Fn(g)
//

hn(M)

��

Fn(M2)

öhn(M
2)

��

BF,M
n // Fn´1(M

1)

hn´1(M
1)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Gn(M
1)

Gn(f)
// Gn(M)

Gn(g)
// Gn(M

2)
BG,M
n

// Gn´1(M
1) // ¨ ¨ ¨

Όταν όλα τα μέλη τής οικογενείας ομομορφισμών R-μοδίων

thn(M) P ΗomR(Fn(M),Gn(M)) | M P Ob(ModR)unPZ

είναι ισομορφισμοί, τότε ο
h : F ÝÑ G

καλείται φυσική ισοδυναμία Κ.Σ.Α.Σ.Σ. μεταξύ των F και G, και οι F και G ονο-
μάζονται φυσικώς ισοδύναμες. (Εν τοιαύτη περιπτώσει χρησιμοποιείται ο συμ-
βολισμός

F –
φ.ι.

G

για να δηλοί την ύπαρξη μιας φυσικής ισοδυναμίας μεταξύ των F και G.)
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A.3.16 Ορισμός. Μια οικογένεια F = tFnunPZ προσθετικών, ανταλλοίωτων συ-
ναρτητών

Fn : ModR ù ModR

καλείται κατιούσα συνδεδεμένη ακολουθία ανταλλοίωτων συναρτητών (εν συ-
ντομία, “Κ.Σ.Α.Α.Σ.”) όταν ισχύουν τα κάτωθι:
(i) Για κάθε n P Z και για κάθε βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u (A.13)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων υφίσταται ένας ομομορφισμός

BF,M
n : Fn(M 1) ÝÑ Fn´1(M

2)

(ο λεγόμενος συνδετικός ομομορφισμός για την (A.13) ως προς την F), μέσω τού
οποίου επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Fn+1(M
2)

Fn+1(g)
// Fn+1(M)

Fn+1(f)
// Fn+1(M

1)

B
F,M
n+1

// Fn(M2)
Fn(g)

// Fn(M)
Fn(f)

// Fn(M 1)

BF,M
n

// Fn´1(M
2)

Fn´1(g)
// ¨ ¨ ¨

(ii) Για κάθε μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

0 // M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

// 0

0 // L1

g1
// L

g
// L2 // 0

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, το επαγόμενο διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // Fn(L2)

ö

Fn(g)
//

Fn(ϕ2)

��

Fn(L)

ö

Fn(g1)
//

Fn(ϕ)
��

Fn(L1)

öFn(ϕ1)

��

BF,L
n // Fn´1(L

2)

Fn´1(ϕ
2)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Fn(M2)
Fn(f)

// Fn(M)
Fn(f 1)

// Fn(M 1)
BF,M
n

// Fn´1(M
2) // ¨ ¨ ¨

το έχον τις μακρές ακριβείς ακολουθίες ως γραμμές (με τους BF,M
n , BF,L

n ως συν-
δετικούς ομομορφισμούς) είναι ωσαύτως μεταθετικό.
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A.3.17 Ορισμός. Έστω ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο κα-
τιούσες συνδεδεμένες ακολουθίες ανταλλοίωτων συναρτητών. Μια οικογένεια
h = thnunPZ φυσικών μετασχηματισμών hn : Fn ÝÑ Gn ονομάζεται φυσικός
μετασχηματισμός Κ.Σ.Α.Α.Σ. από την F στην G (συμβολιζόμενος, εν συντομία,
ως h : F ÝÑ G) όταν μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

επάγεται ένα μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων:

¨ ¨ ¨ // Fn(M2)

ö

Fn(g)
//

hn(M
2)

��

Fn(M)

ö

Fn(f)
//

hn(M)

��

Fn(M 1)

öhn(M
1)

��

BF,M
n // Fn´1(M

2)

hn´1(M
2)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Gn(M
2)

Gn(g)
// Gn(M)

Gn(f)
// Gn(M

1)
BG,M
n

// Gn´1(M
2) // ¨ ¨ ¨

Όταν όλα τα μέλη τής οικογενείας ομομορφισμών R-μοδίων

thn(M) P ΗomR(Fn(M),Gn(M)) | M P Ob(ModR)unPZ

είναι ισομορφισμοί, τότε ο h : F ÝÑ G καλείται φυσική ισοδυναμία Κ.Σ.Α.Α.Σ.
μεταξύ των F και G, και οι F και G ονομάζονται φυσικώς ισοδύναμες. (Εν τοιαύ-
τη περιπτώσει χρησιμοποιείται ο συμβολισμός F –

φ.ι.
G για να δηλοί την ύπαρξη

μιας φυσικής ισοδυναμίας μεταξύ των F και G.)

A.3.18 Θεώρημα. Υποθέτουμε ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο
Κ.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, δυο Κ.Σ.Α.Α.Σ.), οι οποίες έχουν τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 τόσον ο Fn όσον και ο Gn είναι ο μηδενικός
συναρτητής.
(ii) Για κάθε προβολικό R-μόδιο P (και αντιστοίχως, για κάθε εμβολικό R-μόδιο
Q) και κάθε ακέραιο n ą 0 ισχύει Gn(P ) – t0u (και αντιστοίχως, Gn(Q) – t0u).
Τότε για κάθε φυσικό μετασχηματισμό h1 : F0 ÝÑ G0 υφίσταται ένας και μόνον
φυσικός μετασχηματισμός Κ.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, ένας και μόνον φυσικός με-
τασχηματισμός Κ.Σ.Α.Α.Σ.) h : F ÝÑ G με h0 = h1. Με άλλα λόγια, κάθε φυσικός
μετασχηματισμός h1 : F0 ÝÑ G0 επιδέχεται μία και μόνον επέκταση σε έναν φυσι-
κό μετασχηματισμό Κ.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, σε έναν φυσικό μετασχηματισμό
Κ.Σ.Α.Α.Σ.) h : F ÝÑ G.

Αποδειξη. Αρκεί να παραθέσουμε μια απόδειξη στην περίπτωση κατά την οποία
οι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο19 Κ.Σ.Α.Σ.Σ. Έστω h1 : F0 ÝÑ G0

ένας φυσικός μετασχηματισμός. Όταν n ă 0, τόσον ο Fn όσον και ο Gn είναι ο
μηδενικός συναρτητής, οπότε ως hn ορίζουμε τον (μοναδικό) «μηδενικό» φυσικό
μετασχηματισμό. Όταν n = 0, θέτουμε h0 := h1. Η απόδειξη τής υπάρξεως των

19Όταν αυτές είναι δυο Κ.Σ.Α.Α.Σ., η αντίστοιχη απόδειξη είναι εντελώς ανάλογη.
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λοιπών κατάλληλων φυσικών μετασχηματισμών θα γίνει με χρήση μαθηματικής ε-
παγωγής. Παγιώνουμε έναν n P N0 και υποθέτουμε ότι για κάθε k P N0 με k ď n

υπάρχουν φυσικοί μετασχηματισμοί hk : Fk ÝÑ Gk, τέτοιοι ώστε μέσω οιασδήποτε
βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ M 1 f
ãÑ M

g
↠M2 ÝÑ t0u (A.14)

να επάγεται ένα μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων:

¨ ¨ ¨ // Fn+1(M
2)

;

��

B
F,M
n+1

// Fn(M 1)

ö

Fn(f)
//

hn(M
1)
��

Fn(M)

ö

Fn(g)
//

hn(M)

��

Fn(M2)

hn(M
2)

��

BF,M
n //// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Gn+1(M
2)

B
G,M
n+1

// Gn(M
1)

Gn(f)
// Gn(M)

Gn(g)
// Gn(M

2)
BG,M
n

// ¨ ¨ ¨

(A.15)

μέχρι την n-οστή θέση. Θα δείξουμε την ύπαρξη μοναδικού φυσικού μετασχηματι-
σμού hn+1 : Fn+1 ÝÑ Gn+1, τέτοιου ώστε οι ομομορφισμοί R-μοδίων

hn+1(M
2) : Fn+1(M

2) ÝÑ Gn+1(M
2), hn+1(M) : Fn+1(M) ÝÑ Gn+1(M)

και hn+1(M
1) : Fn+1(M

1) ÝÑ Gn+1(M
1) να καθιστούν το ανωτέρω μεταθετικό και

στη θέση n+ 1.

Βήμα 1ο. Τρόπος ορισμού τού hn+1. Θεωρούμε τυχόντα R-μόδιο N. Σύμφωνα με
το πόρισμα 2.5.23 υπάρχει κάποιος ελεύθερος R-μόδιος L, καθώς και ένας υπομό-
διος W τού L, ούτως ώστε να ισχύει N – L/W. Λόγω αυτού κατασκευάζεται μια
βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ W
ι

ãÑ L
π↠ N ÝÑ t0u . (A.16)

Από την επαγωγική μας υπόθεση το κάτωθι διάγραμμα είναι μεταθετικό (μέχρι τη
θέση n)

¨ ¨ ¨ // Fn+1(N)
B
F,L
n+1

// Fn(W )

ö

Fn(ι)
//

hn(W )

��

Fn(L)

ö

Fn(π)
//

hn(L)

��

Fn(N)

hn(N)

��

BF,L
n //// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Gn+1(N)
B
G,L
n+1

// Gn(W )
Gn(ι)

// Gn(L) Gn(π)
// Gn(N)

BG,L
n

// ¨ ¨ ¨

(A.17)

και έχει ακριβείς γραμμές (αφού οι F και G είναι δυο Κ.Σ.Α.Σ.Σ.). Από την προ-
ϋπόθεση (ii) ισχύει Gn+1(L) – t0u (διότι ο L, ως ελεύθερος R-μόδιος, είναι κατά
την πρόταση 4.2.4 και προβολικός). Τούτο σημαίνει ότι ο B

G,L
n+1 είναι μονομορφισμός

(και, μάλιστα, ισομορφισμός στην περίπτωση όπουn = 0). Σύμφωνα με την πρόταση
3.1.11 υφίσταται μονοσημάντως ορισμένος hn+1(N) P HomR(Fn+1(N),Gn+1(N))

ο οποίος συμπληρώνει το άνωθι μεταθετικώς. Θα πρέπει, ωστόσο, να αποδειχθεί
ότι ο ορισμός αυτού τού hn+1(N) είναι ανεξάρτητος τής χρησιμοποιηθείσας βρα-
χείας ακριβούς ακολουθίας (A.16) (εξαρτώμενος, ως εκ τούτου, μόνον από τον N).
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Όπως θα δούμε, αυτό θα αποσαφηνισθεί κατά την πορεία που θα ακολουθηθεί για
τον έλεγχο τού ότι η οικογένεια thn+1(N)|N P Ob(ModR)u αποτελεί έναν φυσι-
κό μετασχηματισμό από τον συναρτητή Fn+1 στον συναρτητή Gn+1. Προς τούτο
θεωρούμε έναν άλλον R-μόδιο N 1 και την αντίστοιχη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ W 1 ι1
ãÑ L1 π

1

↠ N 1 ÝÑ t0u

(όπου L1 κατάλληλος ελεύθερος R-μόδιος και W 1 κατάλληλος υπομόδιός του). Εάν
φ P HomR(N,N

1), τότε δημιουργείται το κάτωθι μεταθετικό διάγραμμα

t0u // W

β

��

ö

� � ι // L

α

��

ö

π // // N //

φ

��

t0u

t0u // W 1 //� �

ι1
// L1

π1
// // N 1 // t0u

(A.18)

στο οποίο οι α P HomR(L,L
1), β P HomR(W,W

1) ορίζονται ως εξής: Επειδή ο
L είναι προβολικός, για τον φ ˝ π υφίσταται ένας α P HomR(L,L

1) (προβολική
ανύψωση τού φ˝π) με π1 ˝α = φ˝π. (Βλ. ορισμό 4.2.1.) Εξάλλου, η πρόταση 3.1.11
μας πληροφορεί ότι υφίσταται μοναδικός β P HomR(W,W

1) με ι1 ˝β = α˝ ι.Μέσω
τού (A.18) επάγεται το ακόλουθο:

Fn+1(N)

B
F,L
n+1

""

hn+1(N)

��

Fn+1(φ)
// Fn+1(N

1)

hn+1(N
1)

��

B
F,L1
n+1

||

1

Fn(W )
Fn(β)

//

hn(W )

��

Fn(W 1)

hn(W
1)

��

4 5 2

Gn(W )
Gn(β)

// Gn(W
1)

3

Gn+1(N)

B
G,L
n+1

<<

Gn+1(φ)
// Gn+1(N

1)

B
G,L1
n+1

bb

Τα υποδιαγράμματα 1 και 3 είναι μεταθετικά διότι οι F και G είναι Κ.Σ.Α.Σ.Σ.,
τα 2 και 4 είναι μεταθετικά λόγω τού ορισμού των hn+1(N) και hn+1(N

1), ενώ
το 5 είναι μεταθετικό διότι ο hn : Fn ÝÑ Gn είναι φυσικός μετασχηματισμός
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από τον συναρτητή Fn στον συναρτητή Gn. Εξ αυτής τής ιδιότητας συνάγεται και η
μεταθετικότητα τού εξωτερικού ορθογωνίου παραλληλογράμμου, καθόσον έχουμε

B
G,L1
n+1 ˝ (hn+1(N

1) ˝ Fn+1(φ)) = (B
G,L1
n+1 ˝ hn+1(N

1)) ˝ Fn+1(φ) = (hn(W
1) ˝ B

F,L1
n+1 ) ˝ Fn+1(φ)

= hn(W
1) ˝ (B

F,L1
n+1 ˝ Fn+1(φ)) = hn(W

1) ˝ (Fn(β) ˝ B
F,L
n+1) = (hn(W

1) ˝ Fn(β)) ˝ B
F,L
n+1

= (Gn(β) ˝ hn(W )) ˝ B
F,L
n+1 = Gn(β) ˝ (hn(W ) ˝ B

F,L
n+1)

= Gn(β) ˝ (B
G,L
n+1 ˝ hn+1(N)) = (Gn(β) ˝ B

G,L
n+1) ˝ hn+1(N) = (B

G,L1
n+1 ˝ Gn+1(φ)) ˝ hn+1(N)

= B
G,L1
n+1 ˝ (Gn+1(φ) ˝ hn+1(N)),

ήτοι
B
G,L1

n+1 ˝ (hn+1(N
1) ˝ Fn+1(φ)) = B

G,L1

n+1 ˝ (Gn+1(φ) ˝ hn+1(N)),

απ’ όπου έπεται ότι

hn+1(N
1) ˝ Fn+1(φ) = Gn+1(φ) ˝ hn+1(N) (A.19)

λόγω τής ενριπτικότητας τού ομομορφισμού B
G,L1

n+1 . (Βλ. την ισοδυναμία των συνθη-
κών (i) και (iii) στο λήμμα 2.2.23.) Επιπροσθέτως, ο ορισμός τού hn+1(N) είναι ανε-
ξάρτητος τής συγκεκριμένης (A.16): Θέτοντας N = N 1 και φ = idN η (A.19) δίδει
hn+1(N) = hn+1(N

1) (κάτι που, λόγω τού ότι N = N 1, εξασφαλίζει την ανεξαρτη-
σία τού hn+1(N) από την επιλογή τής συγκεκριμένης (A.16)). Άρα η οικογένεια

thn+1(N)|N P Ob(ModR)u

αποτελεί όντως έναν (καλώς ορισμένο) φυσικό μετασχηματισμό από τον Fn+1 στον
Gn+1.

Βήμα 2ο. Μεταθετικότητα τού διαγράμματος (A.15) στη θέση n + 1. Επανερχόμα-
στε τώρα στην αρχική βραχεία ακριβή ακολουθία (A.14) και εφαρμόζουμε μια πα-
ραλλαγή των ανωτέρω χρησιμοποιηθέντων επιχειρημάτων. Σύμφωνα με το πόρισμα
2.5.23 υπάρχει κάποιος ελεύθεροςR-μόδιος L, καθώς και ένας υπομόδιοςW τού L,
ούτως ώστε να ισχύειM2 – L/W και να προκύπτει μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ W
ι

ãÑ L
π↠M2 ÝÑ t0u .

Τοποθετώντας αυτήν υπεράνω τής (A.14) κατασκευάζουμε (όπως πριν) ένα μετα-
θετικό διάγραμμα:

t0u // W

β

��

ö

� � ι // L

α

��

ö

π // // M2 //

idM2

��

t0u

t0u // M 1 //� �

f
// M

g
// // M2 // t0u

(A.20)

στο οποίο ο μεν α είναι μια προβολική ανύψωση τού π, ο δε β ο μοναδικός ομομορ-
φισμός που κλείνει μεταθετικώς αυτό (εξ αριστερών) ένεκα τής προτάσεως 3.1.11.
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Μέσω τού (A.20) επάγεται το ακόλουθο:

Fn+1(M
2)

hn+1(M
2)

��

B
F,L
n+1

""

B
F,M
n+1

// Fn(M 1)

hn(M
1)

��

1

Fn(W )

hn(W )

��

Fn(β)

<<

4 2

Gn(W )

Gn(β)

""

3

Gn+1(M
2)

B
G,L
n+1

<<

B
G,M
n+1

// Gn(M
1)

Τα υποδιαγράμματα 1 και 3 είναι μεταθετικά διότι οι F και G είναι Κ.Σ.Α.Σ.Σ.,
τo 2 είναι μεταθετικό διότι ο hn : Fn ÝÑ Gn είναι φυσικός μετασχηματισμός από
τον συναρτητή Fn στον συναρτητή Gn, ενώ το 4 είναι μεταθετικό λόγω τού ορι-
σμού τού hn+1(M

2) (ύστερα από χρήση τής άνω γραμμής τού (A.20)). Εξ αυτής τής
ιδιότητας συνάγεται και η μεταθετικότητα τού εξωτερικού ορθογωνίου παραλλη-
λογράμμου, καθόσον έχουμε

B
G,M
n+1 ˝ hn+1(M

2) = (Gn(β) ˝ B
G,L
n+1) ˝ hn+1(M

2) = Gn(β) ˝ (BG,L
n+1 ˝ hn+1(M

2))

= Gn(β) ˝ (hn(W ) ˝ B
F,L
n+1) = (Gn(β) ˝ hn(W )) ˝ B

F,L
n+1

= (hn(M
1) ˝ Fn(β)) ˝ B

F,L
n+1 = hn(M

1) ˝ (Fn(β) ˝ B
F,L
n+1) = hn(M

1) ˝ B
F,M
n+1 .

Άρα το (A.15) συμπληρώνεται μεταθετικώς μέσω των hn+1(M
2), hn+1(M) και

hn+1(M
1
) στη θέση n+ 1.

Βήμα 3ο. Μοναδικότητα τού hn+1. Ας υποθέσουμε ότι h1
n+1 : Fn+1 ÝÑ Gn+1 είναι

ένας φυσικός μετασχηματισμός, τέτοιος ώστε μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς
ακολουθίας (A.14) να επάγεται ένα μεταθετικό διάγραμμα (A.15) (συμπληρωμένο
στη θέση n + 1 και με τον h1

n+1 αντί τού hn+1). Τότε για οιονδήποτε R-μόδιο N ο
h1
n+1(N) συμπληρώνει μεταθετικώς και το διάγραμμα (A.17). Επειδή όμως ο εκεί

ορισθείςhn+1(N) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός από τον Fn+1(N) στον Gn+1(N)

που το πράττει, έχουμε κατ’ ανάγκην h1
n+1(N) = hn+1(N). Τελικώς λοιπόν έχουμε

h1
n+1 = hn+1.
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A.3.19 Πόρισμα. Υποθέτουμε ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο
Κ.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, δυο Κ.Σ.Α.Α.Σ.), οι οποίες έχουν τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 τόσον ο Fn όσον και ο Gn είναι ο μηδενικός
συναρτητής.
(ii) Για κάθε προβολικό R-μόδιο P (και αντιστοίχως, για κάθε εμβολικό R-μόδιο
Q) και κάθε ακέραιο n ą 0 ισχύει Fn(P ) – t0u – Gn(P ) (και αντιστοίχως,
Fn(Q) – t0u – Gn(Q)).
(iii) Υπάρχει μια φυσική ισοδυναμία h0 : F0 ÝÑ G0.

Τότε υφίσταται ακριβώς μία φυσική ισοδυναμία Κ.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, ακρι-
βώς μία φυσική ισοδυναμία Κ.Σ.Α.Α.Σ.) h : F ÝÑ G μεταξύ των F και G επεκτεί-
νουσα τoν συναρτητή h0.

Αποδειξη. Και εδώ αρκεί να παραθέσουμε μια απόδειξη στην περίπτωση κατά την
οποία οιF = tFnunPZ καιG = tGnunPZ είναι δυο Κ.Σ.Α.Σ.Σ. Από την (iii) συνάγεται
η ύπαρξη ενός φυσικού μετασχηματισμού k0 : G0 ÝÑ F0, τέτοιου ώστε να ισχύει

k0(M) ˝ h0(M) = idF0(M) και h0(M) ˝ k0(M) = idG0(M), @M P Ob(ModR).

Δυνάμει τού θεωρήματος A.3.18 υφίσταται ένας και μόνον φυσικός μετασχηματι-
σμός Κ.Σ.Α.Σ.Σ. h = thnunPZ : F ÝÑ G επεκτείνων τον φυσικό μετασχηματισμό
h0, και ένας και μόνον φυσικός μετασχηματισμός Κ.Σ.Α.Σ.Σ. k = tknunPZ :G ÝÑ F

επεκτείνων τον k0. Επιπλέον, ο idF := tidFnunPZ είναι ο μόνος φυσικός μετασχημα-
τισμός20 Κ.Σ.Α.Σ.Σ. που επεκτείνει τον idF0 και ο idG := tidGnunPZ είναι ο μόνος
φυσικός μετασχηματισμός Κ.Σ.Α.Σ.Σ. που επεκτείνει τον idG0 . Επειδή

kn(M) ˝ hn(M) = idFn(M) και hn(M) ˝ kn(M) = idGn(M), @M P Ob(ModR),

η σύνθεση k˝h = tkn ˝hnunPZ ισούται με τον idF και η σύνθεση h˝ k = thn ˝knunPZ
ισούται με τον idG. Κατά συνέπειαν, όλα τα μέλη τής οικογενείας ομομορφισμών
R-μοδίων thn(M) | M P Ob(ModR)unPZ είναι ισομορφισμοί και η h : F ÝÑ G

αποτελεί τη μοναδική φυσική ισοδυναμία Κ.Σ.Α.Σ.Σ. μεταξύ των F και G την επε-
κτείνουσα τoν h0.

A.3.20 Ορισμός. Μια οικογένεια F = tFnunPZ προσθετικών, συναλλοίωτων συ-
ναρτητών Fn : ModR ù ModR καλείται ανιούσα συνδεδεμένη ακολουθία συ-
ναλλοίωτων συναρτητών (εν συντομία, “Α.Σ.Α.Σ.Σ.”) όταν ισχύουν τα κάτωθι:
(i) Για κάθε n P Z και για κάθε βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u (A.21)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων υφίσταται ένας ομομορφισμός

BnF,M : Fn(M2) ÝÑ Fn+1(M 1)

20Εξ ορισμού, idFn : Fn ÝÑ Fn είναι ο φυσικός μετασχηματισμός με idFn (M) := idFn(M), @M P Ob(ModR).
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(ο λεγόμενος συνδετικός ομομορφισμός για την (A.21) ως προς την F), μέσω τού
οποίου επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Fn´1(M 1)
Fn´1(f)

// Fn´1(M)
Fn´1(g)

// Fn´1(M2)

B
n´1
F,M

// Fn(M 1)
Fn(f)

// Fn(M)
Fn(g)

// Fn(M2)

BnF,M

// Fn+1(M 1)
Fn+1(f)

// ¨ ¨ ¨

(ii) Για κάθε μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

0 // M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

// 0

0 // L1

g1
// L

g
// L2 // 0

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, το επαγόμενο διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // Fn(M 1)

ö

Fn(f 1)
//

Fn(ϕ1)

��

Fn(M)

ö

Fn(f)
//

Fn(ϕ)
��

Fn(M2)

öFn(ϕ2)

��

BnF,M
// Fn+1(M 1)

Fn+1(ϕ1)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Fn(L1)
Fn(g1)

// Fn(L)
Fn(g)

// Fn(L2)
BnF,L

// Fn+1(L1) // ¨ ¨ ¨

το έχον τις μακρές ακριβείς ακολουθίες ως γραμμές (με τους BnF,M , B
n
F,L ως συν-

δετικούς ομομορφισμούς) είναι ωσαύτως μεταθετικό.

A.3.21 Ορισμός. Έστω ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο α-
νιούσες συνδεδεμένες ακολουθίες συναλλοίωτων συναρτητών. Μια οικογένεια
h = thnunPZ φυσικών μετασχηματισμών hn : Fn ÝÑ Gn ονομάζεται φυσικός
μετασχηματισμός Α.Σ.Α.Σ.Σ. από την F στην G (συμβολιζόμενος, εν συντομία,
ως h : F ÝÑ G) όταν μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u
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επάγεται ένα μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων:

¨ ¨ ¨ // Fn(M 1)

ö

Fn(f)
//

hn(M 1)

��

Fn(M)

ö

Fn(g)
//

hn(M)

��

Fn(M2)

öhn(M2)

��

BnF,M
// Fn+1(M 1)

hn+1(M 1)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Gn(M 1)
Gn(f)

// Gn(M)
Gn(g)

// Gn(M2)
BnG,M

// Gn+1(M 1) // ¨ ¨ ¨

όλα τα μέλη τής οικογενείας ομομορφισμών R-μοδίων

thn(M) P ΗomR(Fn(M),Gn(M)) | M P Ob(ModR)unPZ

είναι ισομορφισμοί, τότε ο h : F ÝÑ G καλείται φυσική ισοδυναμία A.Σ.Α.Σ.Σ.
μεταξύ των F και G, και οι F και G ονομάζονται φυσικώς ισοδύναμες. (Εν τοιαύ-
τη περιπτώσει χρησιμοποιείται ο συμβολισμός F –

φ.ι.
G για να δηλοί την ύπαρξη

μιας φυσικής ισοδυναμίας μεταξύ των F και G.)

A.3.22 Ορισμός. Μια οικογένεια F = tFnunPZ προσθετικών, ανταλλοίωτων συ-
ναρτητών Fn : ModR ù ModR καλείται ανιούσα συνδεδεμένη ακολουθία α-
νταλλοίωτων συναρτητών (εν συντομία, “Α.Σ.Α.Α.Σ.”) όταν ισχύουν τα κάτωθι:
(i) Για κάθε n P Z και για κάθε βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u (A.22)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων υφίσταται ένας ομομορφισμός

BnF,M : Fn(M 1) ÝÑ Fn+1(M2)

(ο λεγόμενος συνδετικός ομομορφισμός για την (A.22) ως προς την F), μέσω τού
οποίου επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Fn´1(M2)
Fn´1(g)

// Fn´1(M)
Fn´1(f)

// Fn´1(M 1)

B
n´1
F,M

// Fn(M2)
Fn(g)

// Fn(M)
Fn(f)

// Fn(M 1)

BnF,M

// Fn+1(M2)
Fn+1(g)

// ¨ ¨ ¨



510 ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ

(ii) Για κάθε μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

0 // M 1

ö

f 1
//

ϕ1

��

M

ö

f
//

ϕ

��

M2

ϕ2

��

// 0

0 // L1

g1
// L

g
// L2 // 0

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, το επαγόμενο διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // Fn(L2)

ö

Fn(g)
//

Fn(ϕ2)

��

Fn(L)

ö

Fn(g1)
//

Fn(ϕ)
��

Fn(L1)

öFn(ϕ1)

��

BnF,L
// Fn+1(L2)

Fn+1(ϕ2)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Fn(M2)
Fn(f)

// Fn(M)
Fn(f 1)

// Fn(M 1)
BnF,M

// Fn+1(M2) // ¨ ¨ ¨

το έχον τις μακρές ακριβείς ακολουθίες ως γραμμές (με τους BnF,M , B
n
F,L ως συν-

δετικούς ομομορφισμούς) είναι ωσαύτως μεταθετικό.

A.3.23 Ορισμός. Έστω ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο α-
νιούσες συνδεδεμένες ακολουθίες ανταλλοίωτων συναρτητών. Μια οικογένεια
h = thnunPZ φυσικών μετασχηματισμών hn : Fn ÝÑ Gn ονομάζεται φυσικός
μετασχηματισμός Α.Σ.Α.A.Σ. από την F στην G (συμβολιζόμενος, εν συντομία,
ως h : F ÝÑ G) όταν μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς ακολουθίας

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

επάγεται ένα μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων:

¨ ¨ ¨ // Fn(M2)

ö

Fn(g)
//

hn(M2)

��

Fn(M)

ö

Fn(f)
//

hn(M)

��

Fn(M 1)

öhn(M 1)

��

BnF,M
// Fn+1(M2)

hn+1(M2)

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ / / Gn(M2)
Gn(g)

// Gn(M)
Gn(f)

// Gn(M 1)
BnG,M

// Gn+1(M2) // ¨ ¨ ¨

όλα τα μέλη τής οικογενείας ομομορφισμών R-μοδίων

thn(M) P ΗomR(Fn(M),Gn(M)) | M P Ob(ModR)unPZ

είναι ισομορφισμοί, τότε ο h : F ÝÑ G καλείται φυσική ισοδυναμία A.Σ.Α.A.Σ.
μεταξύ των F και G, και οι F και G ονομάζονται φυσικώς ισοδύναμες. (Εν τοιαύ-
τη περιπτώσει χρησιμοποιείται ο συμβολισμός F –

φ.ι.
G για να δηλοί την ύπαρξη

μιας φυσικής ισοδυναμίας μεταξύ των F και G.)
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A.3.24 Θεώρημα. Υποθέτουμε ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο
A.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, δυο A.Σ.Α.Α.Σ.), οι οποίες έχουν τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 τόσον ο Fn όσον και ο Gn είναι ο μηδενικός
συναρτητής.
(ii) Για κάθε εμβολικό R-μόδιο Q (και αντιστοίχως, για κάθε προβολικό R-μόδιο
P ) και κάθε ακέραιο n ą 0 ισχύει Gn(Q) – t0u (και αντιστοίχως, Gn(P ) – t0u).
Τότε για κάθε φυσικό μετασχηματισμό h1 : F0 ÝÑ G0 υφίσταται ένας και μόνον
φυσικός μετασχηματισμός A.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, ένας και μόνον φυσικός με-
τασχηματισμός A.Σ.Α.Α.Σ.) h : F ÝÑ G με h0 = h1. Με άλλα λόγια, κάθε φυσικός
μετασχηματισμός h1 : F0 ÝÑ G0 επιδέχεται μία και μόνον επέκταση σε έναν φυσι-
κό μετασχηματισμό A.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, σε έναν φυσικό μετασχηματισμό
A.Σ.Α.Α.Σ.) h : F ÝÑ G.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού θεωρήματος A.3.18.

A.3.25 Πόρισμα. Υποθέτουμε ότι F = tFnunPZ και G = tGnunPZ είναι δυο
A.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, δυο A.Σ.Α.Α.Σ.), οι οποίες έχουν τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 τόσον ο Fn όσον και ο Gn είναι ο μηδενικός
συναρτητής.
(ii) Για κάθε εμβολικό R-μόδιο Q (και αντιστοίχως, για κάθε προβολικό R-μόδιο
P ) και κάθε ακέραιο n ą 0 ισχύει Fn(Q) – t0u – Gn(Q) (και αντιστοίχως,
Fn(P ) – t0u – Gn(P )).
(iii) Υπάρχει μια φυσική ισοδυναμία h0 : F0 ÝÑ G0.

Τότε υφίσταται ακριβώς μία φυσική ισοδυναμία A.Σ.Α.Σ.Σ. (και αντιστοίχως, α-
κριβώς μία φυσική ισοδυναμία A.Σ.Α.Α.Σ.) h : F ÝÑ G μεταξύ των F και G επε-
κτείνουσα τoν συναρτητή h0.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού πορίσματος A.3.19.

A.3.26 Θεώρημα. Για οιονδήποτε προσθετικό συναρτητή F : ModR ù ModR
ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος, τότε η οικογένεια tLnFunPZ είναι μια Κ.Σ.Α.Σ.Σ.
και η οικογένεια tRnFunPZ είναι μια Α.Σ.Α.Σ.Σ.
(ii) Εάν ο F είναι ανταλλοίωτος, τότε η οικογένεια tLnFunPZ είναι μια Κ.Σ.Α.Α.Σ.
και η οικογένεια tRnFunPZ είναι μια Α.Σ.Α.Α.Σ.

Αποδειξη. Βλ. Vermani [27], Theorems 5.3.13 & 5.3.15 (για το (i)) και Theorems
5.3.16 & 5.3.14 (για το (ii)), αντιστοίχως, σελ. 137-142, για την απόδειξη τής υπάρ-
ξεως των μακρών ακριβών ακολουθιών21, και Osborne [34], §6.4, σελ. 140-147, για
τη «φυσικότητα» των συνδετικών ομομορφισμών αυτών.

21Έχουμε ήδη δώσει την απόδειξη υπάρξεως μακρών ακριβών ακολουθιών στις ειδικές περιπτώσεις των Ext- και
Tor-συναρτητών. (Βλ. θεωρήματα 5.2.9, 5.2.10, 5.3.9 και 5.3.10.) Η απόδειξη στις γενικές περιπτώσεις είναι παρόμοια.
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A.3.27 Θεώρημα («Αξιωματικός χαρακτηρισμός» των παράγωγων συναρτητών).
Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός συναρτητής.
(a) Έστω ότι ο F είναι συναλλοίωτος και εκ δεξιών ακριβής, και ότι G = tGnunPZ
είναι μια Κ.Σ.Α.Σ.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε προβολικό R-μόδιο P ισχύει Gn(P ) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.

F.

Τότε G –
φ.ι.

tLnFunPZ.

(b) Έστω ότι ο F είναι συναλλοίωτος και εξ αριστερών ακριβής, και ότι
G = tGnunPZ είναι μια Α.Σ.Α.Σ.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε εμβολικό R-μόδιο Q ισχύει Gn(Q) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.

F.

Τότε G –
φ.ι.

tRnFunPZ.

(c) Έστω ότι ο F είναι ανταλλοίωτος και εκ δεξιών ακριβής, και ότι G = tGnunPZ
είναι μια Κ.Σ.Α.A.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε εμβολικό R-μόδιο Q ισχύει Gn(Q) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.

F.

Τότε G –
φ.ι.

tLnFunPZ.

(d) Έστω ότι ο F είναι ανταλλοίωτος και εξ αριστερών ακριβής, και ότι
G = tGnunPZ είναι μια Α.Σ.Α.A.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε προβολικό R-μόδιο P ισχύει Gn(P ) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.

F.

Τότε G –
φ.ι.

tRnFunPZ.

Αποδειξη. (a) Το ότι η οικογένεια tLnFunPZ είναι μια Κ.Σ.Α.Σ.Σ. το γνωρίζουμε
από το (i) τού θεωρήματος A.3.26. Το ότι η οικογένεια tLnFunPZ έχει τις ιδιότη-
τες (i), (ii) και (iii) (εάν στη θέση τής G τοποθετήσουμε αυτήν) το γνωρίζουμε από
τις προτάσεις A.3.12 και A.3.13 και από το θεώρημα A.3.4. Οι φυσικές ισοδυναμίες
G0 –

φ.ι.
F και F –

φ.ι.
L0F δίδουν συντιθέμενες μια φυσική ισοδυναμία G0 –

φ.ι.
L0F. Σύμ-

φωνα με το πόρισμα A.3.19 υφίσταται ακριβώς μία φυσική ισοδυναμία Κ.Σ.Α.Σ.Σ.
μεταξύ των G και tLnFunPZ επεκτείνουσα την τελευταία. (Οι αποδείξεις των (b),
(c) και (d) είναι παρόμοιες.)
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A.3.28 Λήμμα. Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός συναρτητής. Τότε
ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος και ο LnF είναι ο μηδενικός συναρτητής για κάπoιον
θετικό ακέραιο n, τότε και o LmF είναι ο μηδενικός συναρτητής για κάθε ακέραιο
m ě n.

(ii) Εάν ο F είναι ανταλλοίωτος και ο RnF είναι ο μηδενικός συναρτητής για κάπoιον
θετικό ακέραιο n, τότε και o RmF είναι ο μηδενικός συναρτητής για κάθε ακέραιο
m ě n.

Αποδειξη. (i) Αρκεί να αποδειχθεί ότι ο Ln+1F είναι ο μηδενικός συναρτητής. Εάν
M είναι τυχώνR-μόδιος, τότε υπάρχει (κατά το πόρισμα 2.5.23) κάποιος ελεύθερος
R-μόδιος L, καθώς και ένας υπομόδιος W τού L, ούτως ώστε να ισχύει M – L/W.

Λόγω αυτού δημιουργείται μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u ÝÑ W
ι

ãÑ L
π↠M ÝÑ t0u. (A.23)

Επειδή η οικογένεια F = tLnFunPZ είναι μια Κ.Σ.Α.Σ.Σ., υφίσταται ένας ομομορ-
φισμός

BF
n : LnF(M) ÝÑ Ln´1F(W ),

μέσω τού οποίου επάγεται η μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Ln+1F(W )
Ln+1F(ι)

// Ln+1F(L)
Ln+1F(π)

// Fn+1(M)

BF
n+1

// LnF(W )
LnF(ι)

// LnF(L)
LnF(π)

// LnF(M)

BF
n

// Ln´1F(W )
Ln´1F(ι)

// ¨ ¨ ¨

Εξ υποθέσεως, LnF(W ) – t0u. Επιπροσθέτως, Ln+1F(L) – t0u, διότι ο L (ως
ελεύθεροςR-μόδιος) είναι προβολικός. (Βλ. προτάσεις 4.2.4 και A.3.13.) Επομένως,
η ακρίβεια τής ανωτέρω δίδει

Ln+1F(M) = Ker(BF
n+1) = Im(Ln+1F(π)) – t0u.

(ii) Η απόδειξή του είναι παρόμοια.

A.3.29 Πρόταση. Έστω F : ModR ù ModR ένας προσθετικός συναρτητής, όπου
R μια Π.Κ.Ι. Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν ο F είναι συναλλοίωτος, τότε ο LnF είναι ο μηδενικός συναρτητής για κάθε
n P Z∖t0, 1u.

(ii) Εάν ο F είναι ανταλλοίωτος, τότε o RnF είναι ο μηδενικός συναρτητής για κάθε
n P Z∖t0, 1u.
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Αποδειξη. (i) Δυνάμει τής προτάσεως A.3.12 ο LnF είναι ο μηδενικός συναρτητής
για κάθε ακέραιο αριθμό n ă 0.Άρα αρκεί (ένεκα τού λήμματος A.3.28) να δειχθεί
ότι και ο L2F είναι ο μηδενικός συναρτητής. Εάν M είναι τυχών R-μόδιος, τότε
διευρύνοντας την (A.23) σε μια (εκ δεξιών και εξ αριστερών επάπειρον εκτεινόμε-
νη) ακολουθία υπό τη μορφή

¨ ¨ ¨
0

ÝÑ t0u
0

ÝÑ t0u
0

ÝÑ W
ι

ãÑ L
π↠M

0
ÝÑ t0u

0
ÝÑ t0u

0
ÝÑ ¨ ¨ ¨ (A.24)

παρατηρούμε ότι η (A.24) είναι η ακριβής ακολουθία η αντιστοιχούσα στον ελεύθε-
ρο22 (και, κατ’ επέκταση, λόγω τής προτάσεως 4.2.4, προβολικό) κερματισμό (P‚, π)

τού M, όπου

P‚ : ¨ ¨ ¨
d3=0
ÝÑ P2 = t0u

d2=0
ÝÑ P1 =W ãÑ P0 = L

d0=0
ÝÑ P´1 = t0u

0
ÝÑ t0u

0
ÝÑ ¨ ¨ ¨

και

F(P‚) : ¨ ¨ ¨
F(d3)=0

ÝÑ F(P2) = t0u
F(d2)=0

ÝÑ F(W )
F(d1)
ÝÑ F(L) F(d0)=0

ÝÑ t0u
0

ÝÑ t0u
0

ÝÑ ¨ ¨ ¨

Επειδή d2 = d3 = 0, έχουμε προδήλως F(d2) = F(d3) = 0 και

L2F(M) := H2(F(P‚)) := Ker(F(d2))/ Im(F(d3)) – t0u.

(ii) Η απόδειξή του είναι παρόμοια.

§ Ext και Tor ως διπλοί συναρτητές. Για οιονδήποτε παγιωμένοR-μόδιοN θεωρού-
με εν πρώτοις τον προσθετικό, ανταλλοίωτο, εξ αριστερών ακριβή συναρτητή

HomR(´, N) : ModR ù ModR

(βλ. A.2.4 (iv) και A.2.7 (ii)), καθώς και την A.Σ.Α.A.Σ. tRn(HomR(´, N))unPZ των
εκ δεξιών παράγωγων συναρτητών αυτού. (Βλ. A.3.26 (ii).)

A.3.30 Ορισμός. Για κάθε n P Z ορίζουμε τον διπλό συναρτητή

ExtnR(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ ExtnR(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M 1,M) ˆ HomR(N,N 1) Q (φ,ψ) ÞÝÑ ExtnR(φ,ψ) P HomR(ExtnR(M,N),ExtnR(M 1, N 1)),

θέτοντας αφ’ ενός μεν23

ExtnR(M,N) := Rn(HomR(´, N))(M), (A.25)

αφ’ ετέρου δε

ExtnR(φ,ψ) := hn(M 1) ˝ (Rn(HomR(´, N))(φ)), (A.26)

22Επειδή ο R είναι εξ υποθέσεως Π.Κ.Ι., ο W, όντας υπομόδιος τού ελευθέρου R-μοδίου L, είναι ελεύθερος. (Βλ.
θεώρημα 2.5.47.)
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όπου

h0 := tN 1 ˝ HomR(id´, ψ) ˝ t´1
N : R0(HomR(´, N)) ÝÑ R0(HomR(´, N

1)),

με
tN : HomR(´, N) ÝÑ R0(HomR(´, N)),

και
tN 1 : HomR(´, N

1) ÝÑ R0(HomR(´, N
1))

τις φυσικές ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.8 και

h = thnunPZ : tRn(HomR(´, N))unPZ ÝÑ tRn(HomR(´, N
1))unPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα24 A.3.24) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό A.Σ.Α.A.Σ., ο οποίος καθιστά το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

ExtnR(M,N) ExtnR(M,N 1)

Rn(HomR(´, N))(M)

ö ExtnR(φ,ψ)

**

ExtnR(φ,idN )

��

hn(M) = ExtnR(idM ,ψ)
// Rn(HomR(´, N

1))(M)

ExtnR(φ,idN1 )

��

œ

Rn(HomR(´, N))(M 1)
hn(M 1) = ExtnR(idM1 ,ψ)

// Rn(HomR(´, N
1))(M 1)

ExtnR(M 1, N) ExtnR(M 1, N 1)

Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο ExtnR(´,´) είναι όντως διπλός συναρτητής, α-
νταλλοίωτος ως προς την πρώτη και συναλλοίωτος ως προς τη δεύτερη μεταβλητή
(πρβλ. εδ. A.2.4 (viii)), και ότι τα n-οστά γινόμενα επεκτάσεως (A.25), (A.26) των
M και N, και των φ και ψ, αντιστοίχως, μπορούν να ταυτισθούν με εκείνα που έ-
χουν εισαχθεί στους ορισμούς 5.2.4 και 5.2.6 τού κυρίως κειμένου. (Βλ. προτάσεις
5.2.7 και 5.2.8.)

A.3.31 Πόρισμα («Αξιωματικός χαρακτηρισμός» τού ExtnR(´, N)).
Έστω G = tGnunPZ μια A.Σ.Α.A.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε προβολικό R-μόδιο P ισχύει Gn(P ) – t0u για κάθε n ‰ 0.

23Από τον ορισμό (A.25) έπεται ότι ExtnR(´, N) = Rn(HomR(´, N)).

24Για το ότι οι ιδιότητες (i) και (ii) (οι περιλαμβανόμενες στη διατύπωση τού θεωρήματος A.3.24) ικανοποιούνται
από τις A.Σ.Α.A.Σ. tRn(HomR(´, N))unPZ και tRn(HomR(´, N 1))unPZ βλ. προτάσεις A.3.12 και A.3.13.
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(iii) G0 –
φ.ι.

R0(HomR(´, N)).

Τότε G –
φ.ι.

tExtnR(´, N)unPZ.

Αποδειξη. Αρκεί να γίνει κατάλληλη εφαρμογή τού πορίσματος25 A.3.25.

Εν συνεχεία, για οιονδήποτε παγιωμένο R-μόδιο M θεωρούμε τον προσθετικό, συ-
ναλλοίωτο, εξ αριστερών ακριβή συναρτητή HomR(M,´) : ModR ù ModR (βλ.
A.2.4 (iv) και A.2.7 (i)), καθώς και την A.Σ.Α.Σ.Σ. tRn(HomR(M,´))unPZ των εκ
δεξιών παράγωγων συναρτητών αυτού. (Βλ. A.3.26 (i).)

A.3.32 Ορισμός. Για κάθε n P Z ορίζουμε τον διπλό συναρτητή

ExtnR(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ ExtnR(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M 1,M) ˆ HomR(N,N 1) Q (φ,ψ) ÞÝÑ ExtnR(φ,ψ) P HomR(ExtnR(M,N),ExtnR(M 1, N 1)),

θέτοντας αφ’ ενός μεν26

ExtnR(M,N) := Rn(HomR(M,´))(N), (A.27)

αφ’ ετέρου δε

ExtnR(φ,ψ) := hn(N 1) ˝ (Rn(HomR(M,´))(ψ)), (A.28)

όπου

h0 := tM 1 ˝ HomR(φ, id´) ˝ t´1
M : R0(HomR(M,´)) ÝÑ R0(HomR(M

1,´)),

με
tM : HomR(M,´) ÝÑ R0(HomR(M,´))

και
tM 1 : HomR(M

1,´) ÝÑ R0(HomR(M
1,´))

τις φυσικές ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.6 και

h = thnunPZ : tRn(HomR(M,´))unPZ ÝÑ tRn(HomR(M
1,´))unPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα27 A.3.24) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό A.Σ.Α.Σ.Σ., ο οποίος καθιστά το

25Το (i) τού πορίσματος A.3.25 για τις οικογένειες F = tExtnR(´, N)unPZ και G = tGnunPZ ισχύει ένεκα των
προϋποθέσεών μας και των προαναφερθέντων στα εδάφια 5.2.4 και A.3.12, το (ii) (για την F) ένεκα τού θεωρήματος
5.2.11, και το (iii) ένεκα τής εξ αριστερών ακριβείας τού συναρτητή HomR(´, N), τού θεωρήματος A.3.8 και τού
ορισμού (A.25).
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ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

ExtnR(M,N) ExtnR(M 1, N)

Rn(HomR(M,´))(N)

ö ExtnR(φ,ψ)

**

ExtnR(idM ,ψ)

��

hn(N) = ExtnR(φ,idN )
// Rn(HomR(M

1,´))(N)

ExtnR(idM1 ,ψ)

��

œ

Rn(HomR(M,´))(N 1)
hn(N 1) = ExtR(φ,idN1 )

// Rn(HomR(M
1,´))(N 1)

ExtnR(M,N 1) ExtnR(M 1, N 1)

Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο ExtnR(´,´) είναι όντως διπλός συναρτητής, α-
νταλλοίωτος ως προς την πρώτη και συναλλοίωτος ως προς τη δεύτερη μεταβλητή,
και ότι τα n-οστά γινόμενα επεκτάσεως (A.27), (A.28) των M και N, και των φ και
ψ, αντιστοίχως, μπορούν να ταυτισθούν με εκείνα τού ορισμού τού εδ. 5.2.22 και
τής σημειώσεως 5.2.23 τού κυρίως κειμένου.

A.3.33 Πόρισμα («Αξιωματικός χαρακτηρισμός» τού ExtnR(M,´)).
Έστω G = tGnunPZ μια A.Σ.Α.Σ.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε εμβολικό R-μόδιο Q ισχύει Gn(Q) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.

R0(HomR(M,´)).

Τότε G –
φ.ι.

tExtnR(M,´)unPZ.

Αποδειξη. Ανάλογη εκείνης τού πορίσματος A.3.31.

Λόγω των θεωρημάτων 5.2.24 και A.3.34 μπορεί κανείς να χρησιμοποιεί (χωρίς βλά-
βη τής γενικότητας, για τον διπλό Ext-συναρτητή) τον ορισμό A.3.30 αντί τού ορι-
σμού A.3.32.

A.3.34 Θεώρημα. ExtnR(´,´) –
φ.ι.

ExtnR(´,´), @n P N0.

Αποδειξη. Bλ. Hilton & Stammbach [32], Proposition IV.8.1, σελ. 144-145.

Τώρα για οιονδήποτε παγιωμένοR-μόδιοN θεωρούμε τον προσθετικό, συναλλοίω-
το, εκ δεξιών ακριβή συναρτητή ´bRN : ModR ù ModR (βλ. A.2.4 (v) και A.2.7
(iii)), καθώς και την Κ.Σ.Α.Σ.Σ. tLn(´ bR N)unPZ των εξ αριστερών παράγωγων

26Από τον ορισμό (A.27) έπεται ότι ExtnR(M,´) = Rn(HomR(M,´)).

27Για το ότι οι ιδιότητες (i) και (ii) (οι περιλαμβανόμενες στη διατύπωση τού θεωρήματος A.3.24) ικανοποιούνται
από τις A.Σ.Α.A.Σ. tRn(HomR(M,´))unPZ και tRn(HomR(M 1,´))unPZ βλ. προτάσεις A.3.12 και A.3.13.
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συναρτητών αυτού. (Βλ. A.3.26 (i).)

A.3.35 Ορισμός. Για κάθε n P Z ορίζουμε τον διπλό συναρτητή

TorRn (´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ TorRn (M,N) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) ˆ HomR(N,N 1) Q (φ,ψ) ÞÝÑ TorRn (φ,ψ) P HomR(TorRn (M,N),TorRn (M 1, N 1)),

θέτοντας αφ’ ενός μεν28

TorRn (M,N) := Ln(´ bR N)(M), (A.29)

αφ’ ετέρου δε

TorRn (φ,ψ) := hn(M
1) ˝ (Ln(´ bR N)(φ)), (A.30)

όπου
h0 := t´1

N 1 ˝ (id´bψ) ˝ tN : L0(´ bR N) ÝÑ L0(´ bR N
1),

με
tN : L0(´ bR N) ÝÑ ´ bR N, tN 1 : L0(´ bR N

1) ÝÑ ´ bR N
1

τις φυσικές ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.4 και

h = thnunPZ : tLn(´ bR N)unPZ ÝÑ tLn(´ bR N
1)unPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα29 A.3.18) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό Κ.Σ.Α.Σ.Σ., ο οποίος καθιστά το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

TorRn (M,N) TorRn (M,N 1)

Ln(´ bR N)(M)

ö TorRn (φ,ψ)

**

TorRn (φ,idN )

��

hn(M) = TorRn (idM ,ψ)
// Ln(´ bR N

1)(M)

TorRn (φ,idN1 )

��

œ

Ln(´ bR N)(M 1)
hn(M

1) = TorRn (idM1 ,ψ)

// Ln(´ bR N
1)(M 1)

TorRn (M 1, N) TorRn (M 1, N 1)

28Από τον ορισμό (A.29) έπεται ότι TorRn (´, N) = Ln(´ bR N).

29Για το ότι οι ιδιότητες (i) και (ii) (οι περιλαμβανόμενες στη διατύπωση τού θεωρήματος A.3.18) ικανοποιούνται



§ A.3 ΦΥΣΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 519

Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο TorRn (´,´) είναι όντως διπλός συναρτητής, συναλ-
λοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές (πρβλ. εδ. A.2.4 (ix)), και ότι τα n-οστά
γινόμενα στρέψεως (A.29), (A.30) τωνM καιN, και των φ και ψ, αντιστοίχως, μπο-
ρούν να ταυτισθούν με εκείνα που έχουν εισαχθεί στους ορισμούς 5.3.4 και 5.3.6 τού
κυρίως κειμένου. (Βλ. προτάσεις 5.3.7 και 5.3.8.)

A.3.36 Πόρισμα («Αξιωματικός χαρακτηρισμός» τού TorRn (´, N)).
Έστω G = tGnunPZ μια Κ.Σ.Α.Σ.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε προβολικό R-μόδιο P ισχύει Gn(P ) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.

´ bR N.

Τότε G –
φ.ι.

tTorRn (´, N)unPZ

Αποδειξη. Αρκεί να γίνει κατάλληλη εφαρμογή τού πορίσματος30 A.3.19.

Εν συνεχεία, για οιονδήποτε παγιωμένο R-μόδιο M θεωρούμε τον προσθετικό, συ-
ναλλοίωτο, εκ δεξιών ακριβή συναρτητή M bR ´ : ModR ù ModR (βλ. A.2.4
(v) και A.2.7 (iii)), καθώς και την Κ.Σ.Α.Σ.Σ. tLn(M bR ´)unPZ των εξ αριστερών
παράγωγων συναρτητών αυτού. (Βλ. A.3.26 (i).)

A.3.37 Ορισμός. Για κάθε n P Z ορίζουμε τον διπλό συναρτητή

TorRn (´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ TorRn (M,N) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) ˆ HomR(N,N 1) Q (φ,ψ) ÞÝÑ TorRn (φ,ψ) P HomR(TorRn (M,N),TorRn (M 1, N 1)),

θέτοντας αφ’ ενός μεν31

TorRn (M,N) := Ln(M bR ´)(N), (A.31)

αφ’ ετέρου δε

TorRn (φ,ψ) := hn(N
1) ˝ (Ln(M bR ´)(ψ)), (A.32)

όπου h0 := t´1
M 1 ˝ (φbid´) ˝ tM : L0(M bR ´) ÝÑ L0(M

1 bR ´), με

tM : L0(M bR ´) ÝÑ M bR ´, tM 1 : L0(M
1

bR ´) ÝÑ M 1
bR ´

από τις Κ.Σ.Α.Σ.Σ. tLn(´ bR N)unPZ και tLn(´ bR N
1)unPZ βλ. προτάσεις A.3.12 και A.3.13.

30Το (i) τού πορίσματος A.3.19 για τις οικογένειες F = tTorRn (´, N)unPZ και G = tGnunPZ ισχύει ένεκα των
προϋποθέσεών μας και των προαναφερθέντων στα εδάφια 5.3.4 και A.3.12, το (ii) (για την F) ένεκα τού λήμματος
5.3.11, και το (iii) ένεκα τής εκ δεξιών ακριβείας τού συναρτητή ´ bR N, τού θεωρήματος A.3.4 και τού ορισμού
(A.29).



520 ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ

τις φυσικές ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.4 και

h = thnunPZ : tLn(M bR ´)unPZ ÝÑ tLn(M
1

bR ´)unPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα A.3.18) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό Κ.Σ.Α.Σ.Σ., ο οποίος καθιστά το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

TorRn (M,N) TorRn (M 1, N)

Ln(M bR ´)(N)

ö TorRn (φ,ψ)

**

TorRn (idM ,ψ)

��

hn(N) = TorRn (φ,idN )
// Ln(M

1 bR ´)(N)

TorRn (idM1 ,ψ)

��

œ

Ln(M bR ´)(N 1)
hn(N

1) = TorRn (φ,idN1 )

// Ln(M
1 bR ´)(N 1)

TorRn (M,N 1) TorRn (M 1, N 1)

Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο TorRn (´,´) είναι όντως διπλός συναρτητής, συναλ-
λοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές, και ότι τα n-οστά γινόμενα στρέψεως
(A.31), (A.32) των M και N, και των φ και ψ, αντιστοίχως, μπορούν να ταυτισθούν
με εκείνα τού ορισμού τού εδ. 5.3.28 τού κυρίως κειμένου.

A.3.38 Πόρισμα («Αξιωματικός χαρακτηρισμός» τού TorRn (M,´)).
Έστω G = tGnunPZ μια Κ.Σ.Α.Σ. έχουσα τις εξής ιδιότητες:
(i) Για όλους τους ακεραίους n ă 0 ο Gn είναι ο μηδενικός συναρτητής.
(ii) Για οιονδήποτε προβολικό R-μόδιο P ισχύει Gn(P ) – t0u για κάθε n ‰ 0.

(iii) G0 –
φ.ι.
M bR ´. Τότε G –

φ.ι.
tTorRn (M,´)unPZ.

Αποδειξη. Ανάλογη εκείνης τού πορίσματος A.3.36.

Λόγω των θεωρημάτων 5.3.29 και A.3.39 μπορεί κανείς να χρησιμοποιεί (χωρίς βλά-
βη τής γενικότητας, για τον διπλό Tor-συναρτητή) τον ορισμό A.3.35 αντί τού ορι-
σμού A.3.37.

A.3.39 Θεώρημα. TorRn (´,´) –
φ.ι.

TorRn (´,´), @n P N0.

Αποδειξη. Πρβλ. Hilton & Stammbach [32], Ch. IV, §11, σελ. 160-162.

31Από τον ορισμό (A.31) έπεται ότι TorRn (M,´) = Ln(M bR ´).
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A.4 ΚΑΤΗΓΟΡΙΚΕΣ ΕΚΔΟΧΕΣ
ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ KÜNNETH

§ Το πρώτο πρόβλημα. Δοθέντος ενός R-διγραμμικού συναρτητή

F : ModR ˆ ModR ù ModR, (A.33)

συναλλοίωτου ως προς αμφότερες τις μεταβλητές, θεωρούμε την επέκτασή του

F : Compch(ModR) ˆ Compch(ModR) ù Compch(ModR) (A.34)

(αποτελούσα έναν διπλό συναρτητή, συναλλοίωτο και προσθετικό ως προς αμφό-
τερες τις μεταβλητές) και ορίζουμε για κάθε ζεύγος αλυσωτών συμπλόκων

M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ,

το αλυσωτό σύμπλοκο F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ όπως στο εδ. A.2.17. Επι-
προσθέτως, για κάθε n P Z συμβολίζουμε ως

Zn(M‚)
� � jM‚

n // Mn, Zn(N‚)
� � jN‚

n // Nn,

Bn(M‚)
� � ιM‚

n // Zn(M‚), Bn(N‚)
� � ιN‚

n // Zn(N‚),

τις συνήθεις ενθέσεις, ως

Zn(M‚)
πM‚
n // // Hn(M‚), Zn(N‚)

πN‚
n // // Hn(N‚),

τους φυσικούς επιμορφισμούς και ως

Mn

ďM‚
n // // Bn´1(M‚), Nn

ďN‚
n // // Bn´1(N‚).

τους επιμορφισμούς τους δημιουργούμενους από τους συνοριακούς τελεστές των
ανωτέρω αλυσωτών συμπλόκων ύστερα από περιορισμό τού πεδίου τιμών αυτών
επί τής εικόνας τους. Ας σημειωθεί ότι σχηματίζονται δύο μεταθετικά διαγράμματα:

Mn´1 Nn´1

Mn

ďM‚
n

%% %%

dM‚
n

99

Zn´1(M‚)
4 T

jM‚
n´1

gg

Nn

ďN‚
n

%% %%

dN‚
n

99

Zn´1(N‚)
4 T

jN‚
n´1

gg

Bn´1(M‚)
?�

jM‚
n´1˝ιM‚

n´1

OO

* 
 ιM‚
n´1

77

Bn´1(N‚)
?�

jN‚
n´1˝ιN‚

n´1

OO

* 
 ιN‚
n´1

77

Θέτουμε jM‚
‚ := (jM‚

n )nPZ, j
N‚
‚ := (jN‚

n )nPZ, ι
M‚
‚ := (ιM‚

n )nPZ, ι
N‚
‚ := (ιN‚

n )nPZ κ.ο.κ.,
και θεωρούμε τα αλυσωτά σύμπλοκαH‚(M‚),H‚(N‚) (όπως στο εδ. A.2.4 (vii)), τα
υποσύμπλοκα Z‚(M‚),B‚(M‚) τού M‚ και Z‚(N‚),B‚(N‚) τού N‚ (τα καθοριζόμε-
να μέσω των κυκλημάτων και των συνόρων), καθώς και τα αλυσωτά σύμπλοκα

F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚ και H‚(F(M‚,N‚)‚) (A.35)

(και τα αντίστοιχα υποσύμπλοκά τους) τα επαγόμενα μέσω τού συναρτητή F.
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‚ Ερώτημα Α. Υφίσταται κάποια κομψή σχέση (ήτοι, κάποιος κομψός αλυσωτός με-
τασχηματισμός) μεταξύ των δύο συναρτητών (A.35); Η απάντηση δεν είναι κατα-
φατική παρά μόνον στην περίπτωση όπου ο (A.34) είναι εκ δεξιών ακριβής32.

A.4.1 Ορισμός. O συναρτητής (A.34) καλείται εκ δεξιών ακριβής33 όταν για
οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ M1
‚

f‚
ÝÑ M‚

g‚
ÝÑ M2

‚ ÝÑ 0‚

(βλ. εδ. 3.2.11) και, αντιστοίχως, για οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία αλυ-
σωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ N1
‚

h‚
ÝÑ N‚

k‚
ÝÑ N2

‚ ÝÑ 0‚,

αμφότερες οι

F(M1
‚,N‚)‚

F(f‚,idN‚ )‚
// F(M‚,N‚)‚

F(g‚,idN‚ )‚
// F(M2

‚,N‚)‚ ÝÑ 0‚

(όπου N‚ κάποιο παγιωμένο αλυσωτό σύμπλοκο) και

F(M‚,N1
‚)‚

F(idM‚ ,h‚)‚
// F(M‚,N‚)‚

F(idM‚ ,k‚)‚
// F(M‚,N2

‚)‚ ÝÑ 0‚

(όπου M‚ κάποιο παγιωμένο αλυσωτό σύμπλοκο) είναι ακριβείς, ήτοι αμφότε-
ρες οι

F(M1
‚,N‚)n

F(f‚,idN‚ )n // F(M‚,N‚)n
F(g‚,idN‚ )n // F(M2

‚,N‚)n ÝÑ t0u

και

F(M‚,N1
‚)n

F(idM‚ ,h‚)n
// F(M‚,N‚)n

F(idM‚ ,k‚)n
// F(M‚,N2

‚)n ÝÑ t0u

είναι ακριβείς ακολουθίες R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για οιονδή-
ποτε n P Z.

A.4.2 Σημείωση. (i) Όπως συνέβη και στο (ii) τής προτάσεως A.2.6 (σε επίπεδο
σκέτων R-μοδίων), έτσι και εδώ (σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων) το κομμάτι
«0‚ ÝÑ» (στις αρχικές βραχείες ακριβείς ακολουθίες) τού ορισμού A.4.1 θα μπο-
ρούσε να παραλειφθεί.
(ii) Σε ό,τι ακολουθεί, το σύμβολο F(.., ..) θα δηλοί, στην μεν περίπτωση που οι τελεί-
ες θα καλύπτονται με σκέτα κεφαλαία, τον (A.33), στη δε περίπτωση που οι τελείες
θα καλύπτονται με κεφαλαία σε έντονη γραφή (ή οτιδήποτε άλλο) και θα επισυνά-
πτεται μια έξωθεν βούλα (υπονοούσα αλυσωτό σύμπλοκο), τον (A.34).

32Ο ορισμός A.4.1 γενικεύει τον ορισμό A.2.5 (ii) για ζεύγη αλυσωτών συμπλόκων επί των οποίων αποτιμάται ο
(A.34).

33Πρβλ. [29], Proposition 4.3, σελ. 24-25.
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A.4.3 Λήμμα. Εάν ο συναρτητής (A.34) είναι εκ δεξιών ακριβής (υπό την έννοια
τού εδ. A.4.1), τότε υφίσταται ακριβώς ένας αλυσωτός μετασχηματισμός

F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚

ψ
(M‚,N‚)
‚ // H‚(F(M‚,N‚)‚)

που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα αλυσωτών μετασχηματισμών μεταθετικό:

Z‚(F(M‚,N‚)‚)
π

F(M‚,N‚)‚
‚ // // H‚(F(M‚,N‚)‚)

F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))‚

F(jM‚
‚ ,jN‚

‚ )‚

OO

π
F(M‚,N‚)‚
‚ ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )‚

77

F(πM‚
‚ ,πN‚

‚ )‚

// F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚

ψ
(M‚,N‚)
‚

OO

Αποδειξη. Αρκεί να αποδειχθεί ότι για κάθε n P Z υπάρχει ακριβώς ένας ομομορ-
φισμός ψ(M‚,N‚)

n που καθιστά το διάγραμμα

Zn(F(M‚,N‚)‚)
π

F(M‚,N‚)‚
n // // Hn(F(M‚,N‚)‚)

F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚
‚ ,j

N‚
‚ )n

OO

π
F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n

77

F(πM‚
‚ ,π

N‚
‚ )n

// F(H‚(M‚), H‚(N‚))n

ψ
(M‚,N‚)
n

OO

μεταθετικό. Προς τούτο θεωρούμε το εξής διάγραμμα:

Bn(F(M‚,N‚)‚)
ι

F(M‚,N‚)‚
n // Zn(F(M‚,N‚)‚)

π
F(M‚,N‚)‚
n // // Hn(F(M‚,N‚)‚)

F(B‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ ˝ιM‚‚ ,j
N‚‚ )n

OO

F(ιM‚‚ ,idZ‚(N‚))n

// F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ ,j
N‚‚ )n

OO

F(πM‚‚ ,idZ‚(N‚))n

// F(H‚(M‚), Z‚(N‚))n // t0u

Η άνω του γραμμή είναι εκ κατασκευής ακριβής. Η κάτω του γραμμή είναι ακριβής
λόγω τής εκ δεξιών ακριβείας τού συναρτητή F. Τα Z‚(M‚), Z‚(N‚) είναι αλυσω-
τά σύμπλοκα με μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, οπότε το ίδιο ισχύει και για το
F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))‚, και, ως εκ τούτου,

Zn(F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))‚) = F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n, @n P Z.

Γι’ αυτόν τον λόγο, για τον αλυσωτό μετασχηματισμό

F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n : F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n ÝÑ Zn(F(M‚,N‚)‚)
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έχουμε Im(F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n) Ď Zn(F(M‚,N‚)‚). Θα αποδείξουμε τη μεταθετικότητα
τού πρώτου ορθογωνίου παραλληλογράμμου, ήτοι ότι

F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n ˝ F(ιM‚
‚ , idZ‚(N‚))n = ιF(M‚,N‚)‚

n ˝ F(jM‚
‚ ˝ ιM‚

‚ , jN‚
‚ )n. (A.36)

Για κάθε (p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n λαμβάνουμε

(´1)q inp,q ˝ F(jM‚
p ˝ ιM‚

p , jN‚
q ) ˝ F(ďM‚

p+1, idZq(N‚)) = (´1)q inp,q ˝ F(jM‚
p ˝ ιM‚

p ˝ ďM‚
p+1

looooooooomooooooooon

=d
M‚
p+1

, jN‚
q )

= (´1)q inp,q ˝ F(dM‚
p+1, j

N‚
q ) = (´1)q inp,q ˝ F(dM‚

p+1, idNq ) ˝ F(idMp+1 , j
N‚
q )

= (dn+1 ˝ inp+1,q ´ inp+1,q´1F(idMp+1 , d
N‚
q )) ˝ F(idMp+1 , j

N‚
q )

= dn+1 ˝ inp+1,q ˝ F(idMp+1 , j
N‚
q ) ´ inp+1,q´1F(idMp+1 , d

N‚
q ˝ jN‚

q
loooomoooon

=0

)

= dn+1 ˝ inp+1,q ˝ F(idMp+1 , j
N‚
q )

λόγω τής μεταθετικότητας τού διαγράμματος

Nq

ö

dN‚
q

// Nq´1

Zq(N‚)

jN‚
q

OO

0
// Zq´1(N‚)

jN‚
q´1

OO

Επομένως,

Im(inp,q ˝ F(jM‚
p ˝ ιM‚

p , jN‚
q ) ˝ F(ďM‚

p+1, idZq(N‚))) Ď Im(dn+1) =: Bn(F(M‚,N‚)‚).

Εξαιτίας τής εκ δεξιών ακριβείας τού συναρτητή F η F(ďM‚
p+1, idZq(N‚)) είναι επιρρι-

πτική, οπότε

Im(inp,q ˝ F(jM‚
p ˝ ιM‚

p , jN‚
q ) ˝ F(ďM‚

p+1, idZq(N‚)))

= Im(inp,q ˝ F(jM‚
p ˝ ιM‚

p , jN‚
q )) Ď Bn(F(M‚,N‚)‚). (A.37)

Από το μεταθετικό διάγραμμα

F(B‚(M‚), Z‚(N‚))n

ö

F(jM‚
‚ ˝ιM‚

‚ ,jN‚
‚ )n

// F(M‚,N‚)n

F(Bp(M‚), Zq(N‚))
F(jM‚

p ˝ιM‚
p ,jN‚

q )

//
?�

inp,q

OO

F(Mp,Nq)
?�

inp,q

OO

και την (A.37) προκύπτει η

Im(F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n ˝ F(ιM‚
‚ , idZ‚(N‚))n)

= Im(ιF(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ ˝ ιM‚
‚ , jN‚

‚ )n) Ď Bn(F(M‚,N‚)‚) (A.38)
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και από την (A.38) η ισότητα (A.36). Σύμφωνα με την πρόταση 3.1.13 υπάρχει ακρι-
βώς ένας ομομορφισμός ϱ(M‚,N‚)

n που συμπληρώνει το διάγραμμα

Bn(F(M‚,N‚)‚)
ι

F(M‚,N‚)‚
n // Zn(F(M‚,N‚)‚)

π
F(M‚,N‚)‚
n // // Hn(F(M‚,N‚)‚)

F(B‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ ˝ιM‚‚ ,j
N‚‚ )n

OO

F(ιM‚‚ ,idZ‚(N‚))n

// F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ ,j
N‚‚ )n

OO

F(πM‚‚ ,idZ‚(N‚))n

// F(H‚(M‚), Z‚(N‚))n

ϱ
(M‚,N‚)
n

OO

// t0u

μεταθετικώς. Από την άλλη μεριά, το διάγραμμα

t0u // Hn(F(M‚,N‚)‚)
idHn(F(M‚,N‚)‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚)

F(H‚(M‚), B‚(N‚))n

0

OO

F(idH‚(M‚),ι
N‚‚ )n

// F(H‚(M‚), Z‚(N‚))n

ϱ
(M‚,N‚)
n

OO

F(idH‚(M‚),π
N‚‚ )n

// F(H‚(M‚), H‚(N‚))n // t0u

έχει αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς (την άνω γραμμή εκ κατασκευής και την
κάτω λόγω τής εκ δεξιών ακριβείας τού συναρτητή F). Θα αποδείξουμε (και για
αυτό) τη μεταθετικότητα τού πρώτου του ορθογωνίου παραλληλογράμμου, ήτοι ότι

ϱ(M‚,N‚)
n ˝ F(idH‚(M‚), ι

N‚
‚ )n = 0, @n P Z. (A.39)

Συμμετρικώς προς την (A.37) λαμβάνουμε

Im(F(jM‚
‚ , jN‚

‚ ˝ ιN‚
‚ )n) Ď Bn(F(M‚,N‚)‚),

οπότε
πF(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ ˝ ιN‚

‚ )n = 0. (A.40)
Είναι πρόδηλο ότι

ϱ
(M‚,N‚)
n ˝ F(idH‚(M‚), ι

N‚
‚ )n ˝ F(πM‚

‚ , idB‚(N‚))n

= ϱ
(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , idZ‚(N‚))n ˝ F(idZ‚(M‚), ι
N‚
‚ )n

= π
F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n ˝ F(idZ‚(M‚), ι

N‚
‚ )n = π

F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ ˝ ιN‚

‚ )n =
(A.40)

0

και επειδή η F(πM‚
‚ , idB‚(N‚))n είναι επιρριπτική, η (A.39) είναι αληθής. Επομένως,

σύμφωνα με την πρόταση 3.1.13, υπάρχει ακριβώς ένας ομομορφισμός R-μοδίων
ψ
(M‚,N‚)
n που συμπληρώνει το διάγραμμα

t0u // Hn(F(M‚,N‚)‚)
idHn(F(M‚,N‚)‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚)

F(H‚(M‚), B‚(N‚))n

0

OO

F(idH‚(M‚),ι
N‚‚ )n

// F(H‚(M‚), Z‚(N‚))n

ϱ
(M‚,N‚)
n

OO

F(idH‚(M‚),π
N‚‚ )n

// F(H‚(M‚), H‚(N‚))n

ψ
(M‚,N‚)
n

OO

// t0u



526 ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ

μεταθετικώς. Επειδή δε,

ψ
(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n = ψ

(M‚,N‚)
n ˝ F(idH‚(M‚), π

N‚
‚ )n ˝ F(πM‚

‚ , idZ‚(N‚))n

= ϱ
(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , idZ‚(N‚))n = π
F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n,

ο αρχικός ισχυρισμός είναι αληθής.

A.4.4 Παρατήρηση. (i) Επειδή η

F(πM‚
‚ , πN‚

‚ )n = F(idH‚(M‚), π
N‚
‚ )n ˝ F(πM‚

‚ , idZ‚(N‚))n

είναι επιρριπτική (ως σύνθεση επιρριπτικών), ο ομομορφισμός ψ(M‚,N‚)
n (ο οποίος,

ενίοτε, καλείται από κάποιους συγγραφείς και ομομορφισμός Künneth) καθορίζε-
ται πλήρως μέσω τής ισότητας:

ψ
(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n = π

F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n. (A.41)

(ii) Στην ειδική περίπτωση όπου F = ´ bR ´ (βλ. A.2.11 (ii)), εάν υποτεθεί ότι
(p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n, τότε λαμβάνοντας υπ’ όψιν το διάγραμμα

Hn((M‚ bR N‚)‚)

À

p+q=n
(Zp(M‚) bR Zq(N‚))

À

p+q=n
(πM‚
p bπN‚

q )

//
À

p+q=n
(Hp(M‚) bR Hq(N‚))

ψ(M‚,N‚)
n

OO

Zp(M‚) bR Zq(N‚)
� ?

inp,q

OO

πM‚
p bπN‚

q
// Hp(M‚) bR Hq(N‚)

� ?

inp,q

OO

θέτουμε (λόγω τής (A.41)) για οιοδήποτε ζεύγος (x, y) P Hp(M‚) ˆHq(N‚) και για
οιοδήποτε ζεύγος (z, w) P Zp(M‚) ˆ Zq(N‚) με πM‚

p (z) = x και πN‚
q (w) = y:

ψ
(M‚,N‚)
n (xb y) := π

(M‚bRN‚)‚
n (jM‚

p (z) b jN‚
q (w))

και παρατηρούμε ότι η έκφραση τού δεξιού μέλους δεν εξαρτάται από την επιλογή
τού ζεύγους (z, w) (οπότε είναι πλήρως καθορισμένη από το ζεύγος (x, y)). Πράγ-
ματι· εάν θεωρήσουμε ένα άλλο ζεύγος (z1, w1) P Zp(M‚) ˆ Zq(N‚) με πM‚

p (z1) = x

και πN‚
q (w1) = y, τότε έχουμε

z ´ z1 P Ker(πM‚
p ) = Bp(M‚) = Im(dM‚

p+1) και w ´ w1 P Bq(N‚)

ñ [D(u, v) P Mp+1 ˆNq+1 : z ´ z1 = dM‚
p+1(u) και w ´ w1 = dN‚

q+1(v)]

ñ jM‚
p (z) b jN‚

q (w) ´ jM‚
p (z1) b jN‚

q (w1)

= dM‚
p+1(u) b jN‚

q (w) + jM‚
p (z1) b dN‚

q+1(v) P Bn((M‚ bR N‚)‚)

ñ π
(M‚bRN‚)‚
n (jM‚

p (z) b jN‚
q (w)) = π

(M‚bRN‚)‚
n (jM‚

p (z1) b jN‚
q (w1)).
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A.4.5 Θεώρημα. Διατηρώντας τά δεδομένα και τον συμβολισμό τού A.4.3, οι
"

F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚
ψ

(M‚,N‚)
‚
ÝÑ H‚(F(M‚,N‚)‚)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)
2)

*

αποτελούν έναν φυσικό μετασχηματισμό από τη σύνθεση F ˝ (H‚(´)ˆH‚(´)) των
συναρτητών

Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)

F˝(H‚(´)ˆH‚(´))

))

H‚(´)ˆH‚(´)
// Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)

F

��

Compch(ModR)

στη σύνθεση H‚(´) ˝ F των συναρτητών

Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)
F //

H‚(´)˝F

''

Compch(ModR)

H‚(´)

��

Compch(ModR)

Αποδειξη. Εάν f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ και g‚ : N‚ ÝÑ N1

‚ είναι δυο αλυσωτοί μετασχη-
ματισμοί, αρκεί να δειχθεί ότι το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό:

F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚

œF(H‚(f‚),H‚(g‚))‚

��

ψ
(M‚,N‚)
‚ // H‚(F(M‚,N‚)‚)

H‚(F(f‚,g‚)‚)

��

F(H‚(M1
‚), H‚(N1

‚))‚
ψ
(M1

‚,N
1
‚)

‚ // H‚(F(M1
‚,N1

‚)‚)

Προς τούτο θεωρούμε (για οιονδήποτε n P Z) το (τριδιάστατο) διάγραμμα

Zn(F(M1
‚,N1

‚)‚)
π

F(M1
‚,N

1
‚)‚

n // Hn(F(M1
‚,N1

‚)‚)

Zn(F(M‚,N‚)‚)

F(f‚,g‚)n|Zn(F(M‚,N‚)‚)
55

π
F(M‚,N‚)‚
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(f‚,g‚)‚)

44

F(Z‚(M1
‚), Z‚(N1

‚))n

F(π
M1

‚‚ ,π
N1

‚‚ )n

//

F(j
M1

‚‚ ,j
N1

‚‚ )n

OO

F(H‚(M1
‚), H‚(N1

‚))n

ψ
(M1

‚,N
1
‚)

n

OO

F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ ,j
N‚‚ )n

OO

F( f‚|Z‚(M‚), g‚|Z‚(N‚))n

55

F(πM‚‚ ,π
N‚‚ )n

// F(H‚(M‚), H‚(N‚))n

ψ
(M‚,N‚)
n

OO

F(H‚(f‚),H‚(g‚))n

44
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το οποίο έχει το σχήμα ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου. Σύμφωνα με το λήμμα
A.4.3 (και, ιδιαιτέρως, σύμφωνα με την (A.41) εφαρμοζόμενη για τα ζεύγη αλυ-
σωτών συμπλόκων (M‚,N‚) και (M1

‚,N1
‚)) οι πλευρές αυτού οι ευρισκόμενες στο

εμπρόσθιο και στο οπίσθιο μέρος του είναι μεταθετικές (ως υποδιαγράμματά του).
Το ίδιο ισχύει και για το δάπεδό του (λόγω τού τρόπου ορισμού των H‚(f‚) και
H‚(g‚) και τού συναλλοίωτου τού F), την αριστερή πλευρά του (λόγω τού τρόπου
ορισμού των f‚|Z‚(M‚)

και g‚|Z‚(N‚)
) και την οροφή του (λόγω τού τρόπου ορισμού

τούHn(F(f‚, g‚)‚)). Κατά συνέπειαν, και η δεξιά πλευρά του είναι μεταθετική λόγω
τής επιρριπτικότητας των F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n και F(πM1

‚
‚ , π

N1
‚

‚ )n.

A.4.6 Παρατήρηση. Εάν τα M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ είναι αλυσω-

τά σύμπλοκα με μηδενικούς συνοριακούς τελεστές (ήτοι dM‚
n = 0 και dN‚

n = 0 για
κάθε n P Z), τότε Mn = Zn(M‚) – Hn(M‚), Nn = Zn(N‚) – Hn(N‚), οπότε
έχουμε jM‚

n = idMn
, jN‚
n = idNn , και ταυτίζοντας (κατά τα ειωθότα) τους Hn(M‚)

και Mn (και αντιστοίχως, τους Hn(N‚) και Nn) μπορούμε να γράφουμε (εν είδει
συμβάσεως) πM‚

n = idMn
(και αντιστοίχως, πN‚

n = idNn) για κάθε n P Z. Εν τοιαύτη
περιπτώσει, και το F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ είναι αλυσωτό σύμπλοκο με
μηδενικούς συνοριακούς τελεστές (ήτοι dn = 0 για κάθε n P Z), οπότε κατ’ αναλο-
γίαν

F(M‚,N‚)n = Zn(F(M‚,N‚)‚) – Hn(F(M‚,N‚)‚)

με πF(M‚,N‚)‚
n = idF(M‚,N‚)n για κάθε n P Z. Εν προκειμένω, δεν επέρχεται μόνον

ταύτιση των F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚ και H‚(F(M‚,N‚)‚) αλλά ισχύει και κάτι ισχυ-
ρότερο: ο (συγκεκριμένος) αλυσωτός μετασχηματισμός τού λήμματος A.4.3 μεταξύ
αυτών οφείλει να είναι ο ταυτοτικός.

A.4.7 Λήμμα. Εάν τα M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ είναι αλυσωτά σύ-

μπλοκα με μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, τότε

ψ(M‚,N‚)
‚ = idF (M‚,N‚)‚ .

Αποδειξη. Προφανώς,

ψ
(M‚,N‚)
n = ψ

(M‚,N‚)
n ˝ idF (M‚,N‚)n = ψ

(M‚,N‚)
n ˝ F(idM‚ , idN‚)n

= ψ
(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n =

A.4.3
π

F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n

= idF(M‚,N‚)n ˝ F(idM‚ , idN‚)n
looooooomooooooon

=idF(M‚,N‚)n

= idF(M‚,N‚)n

για κάθε n P Z.

A.4.8 Σημείωση. (i) Εάν h : F˝(H‚(´)ˆH‚(´) ÝÑ H‚(´)˝F είναι οιοσδήποτε φυ-
σικός μετασχηματισμός, για τον οποίο ισχύει h(M‚,N‚)

‚ = idF (M‚,N‚)‚ για οιαδήποτε
αλυσωτά σύμπλοκα M‚,N‚ με μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, τότε είναι άμεσος
ο έλεγχος τού ότι h(M‚,N‚)

‚ = ψ
(M‚,N‚)
‚ για κάθε ζεύγος (M‚,N‚) τυχόντων αλυσωτών

συμπλόκων.
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(ii) Η υπόθεση περί τής εκ δεξιών ακριβείας34 τού (A.34) θα εξακολουθήσει να ι-
σχύει μέχρι το εδάφιο A.4.21 (παρά το ότι δεν θα επαναλαμβάνεται στις εκάστοτε
διατυπώσεις).

A.4.9 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ, είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και εάν για κάθε m P Z και για κάθε n P Z

DrM‚
m P HomR(Mm, Zm(M‚)) : r

M‚
m ˝ jM‚

m = idZm(M‚)

και
DrN‚
n P HomR(Nn, Zn(N‚)) : r

N‚
n ˝ jN‚

n = idZn(Ν‚),

τότε υπάρχουν αλυσωτοί μετασχηματισμοί

sM‚
‚ : M‚ ÝÑ H‚(M‚), s

N‚
‚ : N‚ ÝÑ H‚(N‚),

τέτοιοι ώστε για τον

Hn(F(sM‚
‚ , sN‚

‚ )‚) P HomR(Hn(F(M‚,N‚)‚),F(H‚(M‚),H‚(N‚))n)

να ισχύει η ισότητα

Hn(F(sM‚
‚ , sN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n = idF(H‚(M‚),H‚(N‚))n , @n P Z. (A.42)

Αποδειξη. Θέτοντας sM‚
n := πM‚

n ˝ rM‚
n λαμβάνουμε sM‚

n ˝ jM‚
n = πM‚

n και από το
μεταθετικό διάγραμμα

Hn(M‚)
d
H‚(M‚)
n =0

// Hn´1(M‚)

Zn(M‚)

πM‚
n

OOOO

Bn´1(M‚) � �
ι

M‚
n´1

//
� t

ι
M‚
n´1

&&

0

44

Zn´1(M‚)

π
M‚
n´1

OOOO

Zn´1(M‚)

idZn´1(M‚)

88

� w

j
M‚
n´1

**
Mn

sM‚
n

>>

rM‚
n

OO

dM‚
n

//

ďM‚
n

>> >>

Mn´1

r
M‚
n´1

OO
s

M‚
n´1

``

έπεται ότι
sM‚
n´1 ˝ dM‚

n = (πM‚
n´1 ˝ rM‚

n´1) ˝ dM‚
n = πM‚

n´1 ˝ rM‚
n´1 ˝ jM‚

n´1
looooomooooon

=idZn´1(M‚)

˝ιM‚
n´1 ˝ ďM‚

n

= πM‚
n´1 ˝ ιM‚

n´1
loooooomoooooon

=0

˝ďM‚
n = 0 = dH‚(M‚)

n
looomooon

=0

˝(πM‚
n ˝ rM‚

n ) = d
H‚(M‚)
n ˝ sM‚

n

34Από την εκ δεξιών ακρίβεια τού (A.34) (υπό την έννοια τού ορισμού A.4.1) έπεται ότι, για οιουσδήποτε παγιω-
μένους R-μοδίους A και B, οι συναρτητές F(A,´) και F(´, B) οι καθοριζόμενοι μέσω τού (A.33) είναι εκ δεξιών
ακριβείς υπό την έννοια τού ορισμού A.2.5 (ii). (Βλ. σημείωση A.2.13.)
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για κάθε n P Z. Επομένως η οικογένεια ομομορφισμών sM‚
‚ = tsM‚

n unPZ αποτελεί
αλυσωτό μετασχηματισμό. Το ίδιο ισχύει και για την sN‚

‚ = tsN‚
n unPZ (θέτοντας,

κατ’ αναλογίαν, sN‚
n := πN‚

n ˝ rN‚
n ). Σημειωτέον ότι η trM‚

n unPZ (και αντιστοίχως, η
trN‚
n unPZ) δεν είναι κατ’ ανάγκην αλυσωτός μετασχηματισμός35. Μέσω των ομομορ-

φισμών
F(sM‚

‚ , sN‚
‚ )n : F(M‚,N‚)n ÝÑ F(H‚(M‚),H‚(N‚))n

επάγονται οι ομομορφισμοί36

Hn(F(sM‚
‚ , s

N‚
‚ )‚) : Hn(F(M‚,N‚)‚) ÝÑ Hn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚) – F(H‚(M‚), H‚(N‚))n.

Επειδή (κατά το θεώρημα A.4.5) ο ψ(´,´)
‚ είναι φυσικός μετασχηματισμός, θεωρώ-

ντας τούς αλυσωτούς μετασχηματισμούς

jM‚
‚ : Z‚(M‚) ãÑ M‚ και jN‚

‚ : Z‚(N‚) ãÑ N‚ (A.43)

καταλήγουμε στο μεταθετικό διάγραμμα:

F(H‚(Z‚(M‚)),H‚(Z‚(N‚)))n

œF(H‚(j
M‚
‚ ),H‚(j

N‚
‚ ))n

��

ψ(Z‚(M‚),Z‚(N‚))
n // Hn(F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))‚)

Hn(F(jM‚
‚ ,jN‚

‚ )‚)

��

F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚
ψ

(M‚,N‚)
‚

// H‚(F(M‚,N‚)‚)

απ’ όπου έπεται ότι

ψ(M‚,N‚)
n ˝ F(H‚(j

M‚
‚ ),H‚(j

N‚
‚ ))n = Hn(F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )‚) ˝ ψ(Z‚(M‚),Z‚(N‚))

n . (A.44)

Tα Z‚(M‚), Z‚(N‚), ως υποσύμπλοκα των H‚(M‚) και H‚(N‚), αντιστοίχως, έχουν
μηδενικούς συνοριακούς τελεστές. Kατόπιν εφαρμογής τού λήμματος A.4.7 για αυ-
τά (στη θέση των εκεί παρατεθέντων αλυσωτών συμπλόκων) λαμβάνουμε

ψ(Z‚(M‚),Z‚(N‚))
n = idF(Z‚(M‚),Z‚(N‚))n . (A.45)

35Εάν η trM‚
n unPZ ήταν αλυσωτός μετασχηματισμός, τότε θα ίσχυε

0 = d
Z‚(M‚)
n ˝ r

M‚
n = r

M‚
n´1 ˝ d

M‚
n = (r

M‚
n´1 ˝ j

M‚
n´1

looooooomooooooon

=idZn´1(M‚)

) ˝ ι
M‚
n´1 ˝ ď

M‚
n = ι

M‚
n´1 ˝ ď

M‚
n

και, ως εκ τούτου, dM‚
n = jM‚

n´1 ˝ ι
M‚
n´1 ˝ ď

M‚
n

loooooomoooooon

=0

= 0, οπότε το M‚ θα είχε μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, κάτι το

οποίο δεν προϋποτίθεται στην παρούσα πρόταση. (Ομοίως για το N‚.)
36Επειδή αμφότερα τα αλυσωτά σύμπλοκα H‚(M‚), H‚(N‚) έχουν μηδενικούς συνοριακούς τελεστές (βλ. A.2.4

(vii)), το F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚ έχει ωσαύτως μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, οπότε

F(H‚(M‚), H‚(N‚))n = Zn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚) – Hn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚).
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Επιπροσθέτως, οι ομομορφισμοί οι επαγόμενοι (σε επίπεδο R-μοδίων ομολογίας)
μέσω των (A.43),

Hn(j
M‚
‚ ) : Hn(Z‚(M‚))

loooooomoooooon

–Zn(M‚)

ÝÑ Hn(M‚), Hn(j
N‚
‚ ) : Hn(Z‚(N‚))

loooooomoooooon

–Zn(N‚)

ÝÑ Hn(N‚),

μπορούν να ταυτίζονται με τους αντίστοιχους φυσικούς επιμορφισμούς, ήτοι

Hn(j
M‚
‚ ) = πM‚

n και Hn(j
N‚
‚ ) = πN‚

n , @n P Z. (A.46)

Είναι πλέον πρόδηλο ότι, για κάθε n P Z,

Hn(F(sM‚
‚ , sN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n =

(A.46)
Hn(F(sM‚

‚ , sN‚
‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)

n ˝ F(H‚(j
M‚
‚ ), H‚(j

N‚
‚ ))n

=
(A.44)

Hn(F(sM‚
‚ , sN‚

‚ )‚) ˝ Hn(F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )‚) ˝ ψ(Z‚(M‚),Z‚(N‚))
n

= Hn(F(sM‚
‚ ˝ jM‚

‚ , sN‚
‚ ˝ jN‚

‚ )‚) ˝ ψ(Z‚(M‚),Z‚(N‚))
n

= Hn(F(πM‚
‚ , πN‚

‚ )‚) ˝ ψ(Z‚(M‚),Z‚(N‚))
n =

(A.45)
Hn(F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )‚) ˝ idF(Z‚(M‚),Z‚(N‚))n

= Hn(F(πM‚
‚ , πN‚

‚ )‚) = F(πM‚
‚ , πN‚

‚ )n,

απ’ όπου προκύπτει άμεσα η ισότητα (A.42) ένεκα τής επιρριπτικότητας τού ομο-
μορφισμού F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n. (Βλ. λήμμα 2.2.22.)

‚ Ερώτημα Β. Σύμφωνα με την πρόταση A.4.9, εάν κανείς προϋποθέσει την ύπαρξη
εξ αριστερών αντιστρόφων ομομορφισμών των jM‚

m και jN‚
n , τότε καταλήγει στην

(A.42). Η εν λόγω ισότητα δείχνει (δυνάμει τής αμφίπλευρης συνεπαγωγής (i)ô(ii)
στο λήμμα 2.2.23) ότι η απεικόνιση ψ(M‚,N‚)

n είναι ενριπτική. Μάλιστα, επειδή και
η ψ

(M‚,N‚)
n και η Hn(F(sM‚

‚ , sN‚
‚ )‚) είναι ομομορφισμοί R-μοδίων, ισχύει κάτι πιο

ισχυρό: Αποκτάται μια ακριβής ακολουθία

t0u // F(H‚(M‚),H‚(N‚))n
� � ψ(M‚,N‚)

n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

και, στην περίπτωση ευρέσεως ενός επιμορφισμού από τον Hn(F(M‚,N‚)‚) επί κά-
ποιου (προσδιοριστέου) R-μοδίου (συμβολιζόμενου προς στιγμήν ως) “??n” (n-
οστού μέλους κάποιας προσδιοριστέας οικογενείαςR-μοδίων), αυτή καθίσταται (ε-
πί τη βάσει τής συνεπαγωγής (ii)ñ(iii) στο θεώρημα 3.1.29) βραχεία, ακριβής και
διασπώμενη:

t0u // F(H‚(M‚), H‚(N‚))n
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚) // // ??n // t0u

οπότε ο “??n” αποτελεί συμπλήρωμα τού F(H‚(M‚),H‚(N‚))n εντός τού R-μοδίου
Hn(F(M‚,N‚)‚).Ποιος, λοιπόν, θα μπορούσε να είναι αυτός ο “??n”; Όπως θα δού-
με στη συνέχεια, για την εύρεσή του θα υποχρεωθούμε να ορίσουμε εξ αριστερών
παράγωγους συναρτητές τού (A.33) ως προς την πρώτη μεταβλητή, καθώς και τις
επεκτάσεις αυτών σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων. Τούτο θα γίνει στα εδάφια
A.4.14 και A.4.16. Θα προταχθούν οι (χρησιμότατες) προτάσεις A.4.12 και A.4.13
που περιγράφουν ικανές συνθήκες, υπό τις οποίες η ψ(M‚,N‚)

n είναι ισομορφισμός.
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A.4.10 Λήμμα. Εάν M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ, είναι δυο αλυσωτά

σύμπλοκα και εάν το N‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, τότε οι ομομορφι-
σμοί

F(jM‚
‚ ˝ ιM‚

‚ , idN‚)n : F(B‚(M‚),N‚)n ÝÑ Bn(F(M‚,N‚)‚)

είναι επιμορφισμοί για κάθε n P Z.

Αποδειξη. Από τον ορισμό των συνοριακών τελεστών τού F(M‚,N‚)‚ (βλ. (A.1))
γνωρίζουμε ότι dn ˝ inp,q = inp´1,q ˝ ((´1)q F(dM‚

p , idNq )) (όταν p + q = n) με το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

F(M‚,N‚)n

œ

dn // F(M‚,N‚)n´1

F(Mp, Nq)
?�

inp,q

OO

(´1)q F(dM‚
p ,idNq )

// F(Mp´1, Nq)
?�

inp´1,q

OO
(A.47)

Επειδή dM‚
n = jM‚

n´1 ˝ ιM‚
n´1 ˝ ďM‚

n , έχουμε

(´1)q F(dM‚
p , idNq ) = F(jM‚

p´1 ˝ ιM‚
p´1, idNq ) ˝ ((´1)q F(ďM‚

p , idNq )).

Θεωρώντας τόν επιμορφισμό ďn : F(M‚,N‚)‚ ↠ Im(dn) := Bn´1(F(M‚,N‚)‚) τον
επαγόμενο από τον dn και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι

ďn ˝ inp,q = inp´1,q ˝ F(jM‚
p´1 ˝ ιM‚

p´1, idNq ) ˝ ((´1)q F(ďM‚
p , idNq )),

η σύνθεση F(jM‚
p´1 ˝ ιM‚

p´1,idNq ) ˝ ((´1)q F(ďM‚
p ,idNq )) οφείλει να είναι επιρριπτική.

Άρα και η F(jM‚
n´1 ˝ ιM‚

p´1,idNq ) (και, κατ’ επέκταση, η F(jM‚
‚ ˝ ιM‚

‚ ,idN‚)n) είναι επιρ-
ριπτική για κάθε n P Z. (Βλ. το (v) τής προτάσεως 2.2.15.)

A.4.11 Παρατήρηση. Κατ’ αναλογίαν, εάν M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ,N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ,

είναι δυο αλυσωτά σύμπλοκα και εάν το M‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές,
τότε οι ομομορφισμοί

F(idM‚ , j
N‚
‚ ˝ ιN‚

‚ )n : F(M‚, B‚(N‚))n ÝÑ Bn(F(M‚,N‚)‚)

είναι επιμορφισμοί για κάθε n P Z.

A.4.12 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ, είναι αλυσωτά

σύμπλοκα, το N‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές και οι συναρτητές F(´, Nn)
είναι ακριβείς για κάθε n P Z, τότε οι ακόλουθοι ομομορφισμοί είναι ισομορφισμοί:
(i) F(jM‚

‚ ˝ ιM‚
‚ ,idN‚)n : F(B‚(M‚),N‚)n ÝÑ Bn(F(M‚,N‚)‚).

(ii) F(jM‚
‚ ,idN‚)n : F(Z‚(M‚),N‚)n ÝÑ Zn(F(M‚,N‚)‚).

(iii) ψ(M‚,N‚)
n : F(H‚(M‚),N‚)n ÝÑ Hn(F(M‚,N‚)‚).
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Αποδειξη. (i) Ο ομομορφισμός F(jM‚
‚ ˝ιM‚

‚ ,idN‚)n είναι επιμορφισμός (δυνάμει τού
λήμματος A.4.10) και μονομορφισμός εξαιτίας37 τής ακριβείας τού F(´, Nn).
(ii) Λόγω τής ενριπτικότητας τών jM‚

n και τής ακριβείας των F(´, Nn) οι
F(jM‚

‚ ,idN‚)n είναι ενριπτικοί για κάθε n P Z. Έστω n P Z και έστω τυχόν ζεύγος
(p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n. Από το μεταθετικό διάγραμμα (με ακριβή γραμμή)

t0u // Zp(M‚)
� � jp

// Mp

dM‚
p

��

ďM‚
p

// // Bp´1(M‚)

jM‚
p´1˝ιM‚

p´1

��

// t0u

Mp´1

œ

έπεται (εξαιτίας τής ακριβείας τού F(´, Nq)) ότι

Im(F(jM‚
p , idNq )) = Ker(F(ďM‚

p , idNq )) = Ker(F(dM‚
p , idNq )).

Από το (A.47) συνάγεται ότι

Zn(F(M‚,N‚)‚) := Ker(dn) =
À

p+q=n
Ker((´1)

q F(dM‚
p , idNq )) =

À

p+q=n
Im(F(jM‚

p , idNq ))

και από το μεταθετικό διάγραμμα

F(Z‚(M‚),N‚)n

œ

F(jM‚
‚ , idN‚ )n // F(M‚,N‚)n

F(Zp(M‚),Nq)
?�

inp,q

OO

F(jM‚
p , idNq )

// F(Mp,Nq)
?�

inp,q

OO

ότι Im(F(jM‚
‚ , idN‚)n) = Zn(F(M‚,N‚)‚), οπότε οι F(jM‚

‚ , idN‚)n είναι και επιρρι-
πτικοί για κάθε n P Z.
(iii) Επειδή το N‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, έχουμε

Nn = Zn(N‚) – Hn(N‚), @n P Z,

οπότε το (εξ αριστερών προς τα δεξιά) τρίτο κατακόρυφο βέλος τού ακόλουθου
μεταθετικού διαγράμματος μπορεί να ταυτισθεί με τον ομομορφισμό ψ(M‚,N‚)

n .

F(B‚(M‚),N‚)n

œ– F(jM‚
‚ ˝ι

M‚
‚ ,idN‚ )n

��

� � F(ιM‚
‚ ,idN‚ )n

// F(Z‚(M‚),N‚)n

œ– F(jM‚
‚ ,idN‚ )n

��

F(πM‚
‚ ,idN‚ )n

// // F(H‚(M‚),N‚)n

ψ
(M‚,N‚)
n

��

// t0u

Bn(F(M‚,N‚)‚)
� �

ι
F(M‚,N‚)‚
n

/ / Zn(F(M‚,N‚)‚)
π

F(M‚,N‚)‚
n

// // Hn(F(M‚,N‚)‚) // t0u

37Για p+q = n, από την ακρίβεια τού F(´, Nq) έπεται η ενριπτικότητα των F(jM‚
p ˝ ιM‚

p , Nq) και, κατ’ επέκταση,
η ενριπτικότητα τού F(jM‚

‚ ˝ ιM‚
‚ ,idN‚ )n.
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Το πρώτο και το δεύτερο κατακόρυφο βέλος είναι ισομορφισμοί (επί τη βάσει των
(i) και (ii)). Η κάτω γραμμή είναι εκ κατασκευής ακριβής. Έστω n P Z και έστω
τυχόν ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n. Λόγω τής ακριβείας τού F(´, Nq) σχημα-
τίζεται η ακριβής ακολουθία

F(Bp(M‚),Nq)
� � F(ιM‚

p ,idNq )
// F(Zp(M‚),Nq)

F(πM‚
p ,idNq )

// // F(Hp(M‚),Nq) // t0u

Μεταβαίνοντας στο ευθύ άθροισμα “
À

p+q=n
...” διαπιστώνουμε ότι και η άνω γραμμή

τού προηγηθέντος διαγράμματος είναι ακριβής. Κατόπιν εφαρμογής σε αυτό τού (ii)
τού λήμματος 3.1.7 «των τεσσάρων» συνάγεται ότι ο ψ(M‚,N‚)

n είναι μονομορφισμός.
Επειδή

ψ(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , idN‚)n = πF(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , idN‚)n

με το δεξιό μέλος επιμορφισμό (ως σύνθεση ενός ισομορφισμού και ενός επιμορφι-
σμού), ο ψ(M‚,N‚)

n είναι κατ’ ανάγκην και επιμορφισμός. (Βλ. το (v) τής προτάσεως
2.2.15.)

A.4.13 Πρόταση. Εάν M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ, είναι αλυσωτά σύ-

μπλοκα, το M‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές και οι συναρτητές F(Mn,´)

είναι ακριβείς για κάθε n P Z, τότε οι ακόλουθοι ομομορφισμοί είναι ισομορφισμοί:
(i) F(idM‚ , j

N‚
‚ ˝ ιN‚

‚ )n : F(M‚, B‚(N‚))n ÝÑ Bn(F(M‚,N‚)‚).

(ii) F(idM‚ , j
N‚
‚ )n : F(M‚, Z‚(N‚))n ÝÑ Zn(F(M‚,N‚)‚).

(iii) ψ(M‚,N‚)
n : F(M‚,H‚(N‚))n ÝÑ Hn(F(M‚,N‚)‚).

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τής προτάσεως A.4.12.

Για να ορίσουμε εξ αριστερών παράγωγους συναρτητές τού (A.33) ως προς την πρώ-
τη μεταβλητή αρκεί να μιμηθούμε τον τρόπο δομήσεως τού ορισμού A.3.35.

A.4.14 Ορισμός. Για κάθε m P Z ορίζουμε μέσω τού δοθέντος αρχικού (A.33)
τον διπλό συναρτητή

(L
πρ.
m F)(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ (L
πρ.
m F)(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M,M1) ˆ HomR(N,N1) Q (φ, ψ) ÞÑ (L
πρ.
m F)(φ, ψ) P HomR((L

πρ.
m F)(M,N), (L

πρ.
m F)(M1, N1)),

(που καλείται, ιδιαιτέρως, m-οστός εξ αριστερών παράγωγος συναρτητής τού F
ως προς την πρώτη μεταβλητή) θέτοντας αφ’ ενός μεν38

(L πρ.
m F)(M,N) := Lm(F(´, N))(M), (A.48)

αφ’ ετέρου δε

(L πρ.
m F)(φ,ψ) := hm(M 1) ˝ (Lm(F(´, N))(φ)),
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όπου

h0 := t´1
N 1 ˝ F(id´, ψ) ˝ tN : L0(F(´, N)) ÝÑ L0(F(´, N 1)),

με tN : L0(F(´, N)) ÝÑ F(´, N), tN 1 : L0(F(´, N 1)) ÝÑ F(´, N 1) τις φυσικές
ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.4 (με τους F(´, N)

και F(´, N 1) στη θέση τού εκεί παρατεθέντος F) και

h = thmumPZ : tLm(F(´, N))umPZ ÝÑ tLm(F(´, N 1))umPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα A.3.18) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό Κ.Σ.Α.Σ.Σ., ο οποίος καθιστά το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

(L πρ.
m F)(M,N) (L πρ.

m F)(M,N 1)

Lm(F(´, N))(M)

ö (L πρ.
m F)(φ,ψ)

**

(L πρ.
m F)(φ,idN )

��

hm(M) = (L πρ.
m F)(idM ,ψ)

// Lm(F(´, N 1))(M)

(L πρ.
m F)(φ,idN1 )

��

œ

Lm(F(´, N))(M 1)
hm(M 1) = (L πρ.

m F)(idM1 ,ψ)

// Lm(F(´, N 1))(M 1)

(L πρ.
m F)(M 1, N) (L πρ.

m F)(M 1, N 1)

A.4.15 Σημείωση. (i) Εναλλακτικός χαρακτηρισμός τού (L πρ.
m F)(´, N). Eάν M εί-

ναι τυχώνR-μόδιος, τότε υπάρχει (κατά το πόρισμα 2.5.23) κάποιος ελεύθερος (και,
κατ’ επέκταση, βάσει τής προτάσεως 4.2.4, προβολικός)R-μόδιοςL, καθώς και ένας
υπομόδιος W τού L, ούτως ώστε να ισχύει M – L/W. Λόγω αυτού δημιουργείται
μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // W � � ι // L
π // // M // t0u . (A.49)

Επειδή ο (A.33) είναι συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές, ο F(´, N)

είναι συναλλοίωτος. Θέτουμε

(Satπρ.
1 F)(M,N) := Ker( F(W,N)

F(ι,idN )
// F(L,N) ). (A.50)

Εάν M 1 είναι ένας R-μόδιος,

t0u // W 1 �
� ι1

// L1 π1
// // M 1 // t0u

38Από τον ορισμό (A.48) έπεται ότι (L πρ.
m F)(´, N) = Lm(F(´, N)).
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μια βραχεία ακριβής ακολουθία αυτού τού είδους και φ P HomR(M,M 1), τότε από
την προβολικότητα τού L έπεται η ύπαρξη ενός h P HomR(L,L

1) με την ιδιότητα
π1 ˝ h = φ ˝ π (βλ. εδ. 4.2.1) και από την πρόταση 3.1.11 η ύπαρξη μονοσημάντως
ορισμένου ομομορφισμού g P HomR(W,W

1) με ι1 ˝ g = h ˝ ι.

t0u // W

g

��

œ

� � ι // L

œ

π // //

h

��

M

φ

��

// t0u

t0u // W 1 �
� ι1

// L1 π1
// // M 1 // t0u

Κατόπιν εφαρμογής τού F(´, N) λαμβάνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

t0u // Ker(F(ι, idN ))

F(g,idN )

��

œ

� � // F(W,N)

F(g,idN )

��

F(ι,idN )
//

œ

F(L,N)

F(h,idN )

��

t0u // Ker(F(ι1, idN ))
� � // F(W 1, N)

F(ι1,idN )

// F(L1, N)

όπου F(g, idN ) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός που το συμπληρώνει βάσει τού πο-
ρίσματος 3.1.12. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο F(g, idN ) δεν εξαρτάται39 από
τη συγκεκριμένη επιλογή τού h (με π1 ˝ h = π) και τού ότι επιδεικνύει συναλλοί-
ωτη συμπεριφορά ως προς τη σύνθεση τού g με έναν άλλον ομοειδή g1. Μάλιστα,
στην περίπτωση όπου M = M 1 και φ = idM , αυτός καθίσταται ισομορφισμός40,
πράγμα που σημαίνει ότι ο R-μόδιος (A.50) είναι (μέχρις ισομορφισμού) ανεξάρ-
τητος τής συγκεκριμένης επιλογής τής (A.49). Θέτοντας (Satπρ.

1 F)(φ) := F(g, idN ),

παρατηρούμε ότι τα δεδομένα

(Satπρ.
1 F)(´, N) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ (Satπρ.
1 F)(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) Q φ ÞÝÑ (Satπρ.
1 F)(φ) P HomR((Satπρ.

1 F)(M,N), (Satπρ.
1 F)(M 1, N)),

καθορίζουν έναν συναλλοίωτο, προσθετικό συναρτητή (ο οποίος μπορεί να επε-
κταθεί κατά τα ειωθότα σε διπλό συναρτητή), τον λεγόμενο και πρώτο αριστερό
δορυφόρο (left satellite) τού F ως προς την πρώτη μεταβλητή. Ο ορισμός αυτός γε-
νικεύεται και για τυχόντες ακεραίους m. Για m ě 2, ορίζεται o m-οστός αριστερός
δορυφόρος τού F ως προς την πρώτη μεταβλητή (μέσω επαναληπτικής διαδικασίας)
θέτοντας

(Satπρ.
m F)(M,N) := (Satπρ.

1 (Satπρ.
m´1F))(M,N).

Για m = 0 αρκεί να ορισθεί ως Satπρ.
0 F ο ίδιος ο F και για m ă 0 να θεωρή-

σουμε τον Satπρ.
m F ως τον μηδενικό συναρτητή. Η οικογένεια t(Satπρ.

m F)(´, N)umPZ
αυτών των αριστερών δορυφόρων ως προς την πρώτη μεταβλητή αποτελεί μια

39Βλ. Hu [21], Lemma 6.1, σελ. 113.
40Βλ. Cartan & Eilenberg [29], § III.1, σελ. 33-36, και § III.7, σελ. 49.
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Κ.Σ.Α.Σ.Σ.41 Επιπλέον, όταν m ą 0, ισχύει42 (Satπρ.
m F)(P,N) – t0u για κάθε προ-

βολικό R-μόδιο P. Επομένως, η (προϋποτεθείσα) εκ δεξιών ακρίβεια τού F(´, N)

δίδει (L πρ.
0 F)(´, N) –

φ.ι.
F(´, N) (πρβλ. A.3.4) και το πόρισμα A.3.19 μας πληροφο-

ρεί ότι υφίσταται ακριβώς μία φυσική ισοδυναμία:

␣

(L πρ.
m F)(´, N)

(

mPZ –
φ.ι.

t(Satπρ.
m F)(´, N)umPZ .

(ii) Eπειδή η οικογένεια t(L πρ.
m F)(´, N)umPZ είναι μια (ειδικής φύσεως) Κ.Σ.Α.Σ.Σ.

(βλ. A.3.14, A.3.26 (i) και A.3.12), μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς ακολουθίας
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨

B[L
πρ.
‚ F]

m+1
// (L πρ.

m F)(M 1, N)
(L

πρ.
m F)(f,idN )

// (L πρ.
m F)(M,N)

(L
πρ.
m F)(g,idN )

// (L πρ.
m F)(M2, N)

B[L
πρ.
‚ F]

m // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
B[L

πρ.
‚ F]

2 // (L πρ.
1 F)(M 1, N)

(L
πρ.
1 F)(f,idN )

// (L πρ.
1 F)(M,N)

(L
πρ.
1 F)(g,idN )

// (L πρ.
1 F)(M2, N)

B[L
πρ.
‚ F]

1

// F(M 1, N)
F(f,idN )

// F(M,N)
F(g,idN )

// F(M2, N) // t0u

έχουσα τον B
[L πρ.

‚ F]
m : (L πρ.

m F)(M2, N) ÝÑ (L πρ.
m´1F)(M 1, N) ως συνδετικό ομομορ-

φισμό της. Μάλιστα, στην περίπτωση όπου ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι.,
αυτή έχει το πολύ 6 μη τετριμμένους όρους:

t0u // (L πρ.
1 F)(M 1, N)

(L
πρ.
1 F)(f,idN )

// (L πρ.
1 F)(M,N)

(L
πρ.
1 F)(g,idN )

// (L πρ.
1 F)(M2, N)

B[L
πρ.
‚ F]

1

// F(M 1, N)
F(f,idN )

// F(M,N)
F(g,idN )

// F(M2, N) // t0u

(λόγω τού (i) τής προτάσεως A.3.29 και τού ότι ο (L πρ.
m F)(´, N) είναι προσθετικός).

A.4.16 Ορισμός. Και ο ανωτέρω συναρτητής (L πρ.
m F)(´,´) τού εδαφίου A.4.14

μπορεί να επεκταθεί σε έναν συναλλοίωτο συναρτητή ως προς αμφότερες τις
μεταβλητές (για τον οποίο θα εξακολουθούμε να χρησιμοποιούμε τον ίδιο συμ-
βολισμό)

(L πρ.
m F)(´,´) : Compch(ModR) ˆ Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ (L πρ.
m F)(M‚,N‚)‚ P Ob(Compch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚) ˆ HomR(N‚, N1

‚) Q (f‚, g‚) ÞÑ (L
πρ.
m F)(f‚, g‚)‚ P HomR((L

πρ.
m F)(M‚, N‚)‚, (L

πρ.
m F)(M1

‚, N1
‚)‚),

41Βλ. Cartan & Eilenberg [29], Chapter III, Proposition 2.1 and Theorem 3.1, σελ. 38-42.
42Βλ. Cartan & Eilenberg [29], Proposition III.1.3, σελ. 37.
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θέτοντας

(L πρ.
m F)(M‚,N‚)n :=

À

pPZ
(L πρ.

m F)(Mp, Nn´p) =
À

p+q=n
(L πρ.

m F)(Mp, Nq),

και ορίζοντας τον συνοριακό τελεστή

d
(L πρ.

m F)(M‚,N‚)‚
n P HomR((L

πρ.
m F)(M‚,N‚)n, (L

πρ.
m F)(M‚,N‚)n´1)

όπως στο εδ. A.2.17 (ύστερα από αντικατάσταση τού εκεί παρατεθέντος F με τον
συναρτητή L πρ.

m F).

A.4.17 Παράδειγμα. Όταν F = ´ bR´, ο μεν (L πρ.
m F)(´,´) ο ορισθείς στο εδ.

A.4.14 είναι ο TorRm(´,´), το δε αλυσωτό σύμπλοκο (L πρ.
m F)(M‚,N‚)‚ το ορισθέν

στο εδ. A.4.16 είναι το

TorRm(M‚,N‚)‚ = (TorRm(M‚,N‚)n, dn)nPZ,

όπου

TorRm(M‚,N‚)n :=
À

pPZ
TorRm(Mp, Nn´p) =

À

p+q=n
TorRm(Mp, Nq)

και ο περιορισμός τού συνοριακού τελεστή

dn = d
TorRm(M‚,N‚)‚
n P HomR(TorRm(M‚,N‚)n,TorRm(M‚,N‚)n´1)

επί τού (εκάστοτε γινομένου στρέψεως) TorRm(Mp, Nq) δίδεται από τον τύπο

dn|TorRm(Mp,Nq)
= TorRm(idMp

, dN‚
q ) + (´1)q TorRm(dM‚

p , idNq ).

Στην ειδική περίπτωση όπου m = 0, το 0-στό Tor των M‚ και N‚ ταυτίζεται με το
τανυστικό γινόμενο αυτών (M‚ bR N‚)‚ = ((M‚ bR N‚)n, dn)nPZ, όπου

(M‚ bR N‚)n :=
À

pPZ
(Mp bR Nn´p) =

À

p+q=n
(Mp bR Nq),

με τον συνοριακό τελεστή του

dn = d(M‚bRN‚)‚
n P HomR((M‚ bR N‚)n, (M‚ bR N‚)n´1)

οριζόμενον σε επίπεδο αποσυντιθέμενων τανυστών xb y P Mp bR Nq ως εξής:

dn(xb y) = xb dN‚
q (y) + (´1)q dM‚

p (x) b y.

Αναλόγως, είναι δυνατόν να ορισθούν εξ αριστερών παράγωγοι συναρτητές τού
(A.33) ως προς τη δεύτερη μεταβλητή (εάν κανείς μιμηθεί τον τρόπο δομήσεως τού
ορισμού A.3.37).
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A.4.18 Ορισμός. Για κάθε m P Z ορίζουμε μέσω τού δοθέντος αρχικού (A.33)
τον διπλό συναρτητή

(L δεύτ.
m F)(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ (L δεύτ.
m F)(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) ˆ HomR(N,N 1) Q (φ,ψ) ÞÝÑ(L δεύτ.
m F)(φ,ψ) P HomR((L δεύτ.

m F)(M,N), (L δεύτ.
m F)(M 1, N 1)),

(που καλείται, ιδιαιτέρως, m-οστός εξ αριστερών παράγωγος συναρτητής τού F
ως προς τη δεύτερη μεταβλητή) θέτοντας αφ’ ενός μεν43

(L δεύτ.
m F)(M,N) := Lm(F(M,´))(N), (A.51)

αφ’ ετέρου δε

(L δεύτ.
m F)(φ,ψ) := hm(N 1) ˝ (Lm(F(M,´))(ψ)),

όπου

h0 := t´1
M 1 ˝ F(φ, id´) ˝ tM : L0(F(M,´)) ÝÑ L0(F(M 1,´)),

με tM : L0(F(M,´)) ÝÑ F(M,´), tM 1 : L0(F(M 1,´)) ÝÑ F(M 1,´) τις φυ-
σικές ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.4 (με τους
F(M,´) και F(M 1,´) στη θέση τού εκεί παρατεθέντος F) και

h = thmumPZ : tLm(F(M,´))umPZ ÝÑ tLm(F(M 1,´))umPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα A.3.18) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό Κ.Σ.Α.Σ.Σ., ο οποίος καθιστά το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

(L δεύτ.
m F)(M,N) (L δεύτ.

m F)(M 1, N)

Lm(F(M,´))(N)

ö (L δεύτ.
m F)(φ,ψ)

**

(L δεύτ.
m F)(idM ,ψ)

��

hm(N) = (L δεύτ.
m F)(φ,idN )

// Lm(F(M 1,´))(N)

(L δεύτ.
m F)(idM1 ,ψ)

� �

œ

Lm(F(M,´))(N 1)
hm(N 1) = (L δεύτ.

m F)(φ,idN1 )

// Lm(F(M 1,´))(N 1)

(L δεύτ.
m F)(M,N 1) (L δεύτ.

m F)(M 1, N 1)

A.4.19 Παράδειγμα. Όταν F = ´ bŔ , ο (L δεύτ.
m F)(´,´) ο ορισθείς στο εδ. A.4.18

43Από τον ορισμό (A.51) έπεται ότι (L δεύτ.
m F)(M,´) = Lm(F(M,´)).
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είναι ο TorRm(´,´). (Βλ. εδάφιο A.3.37.) Σημειωτέον ότι, κατ’ αναλογίαν προς το
θεώρημα A.3.39, μπορεί να δειχθεί ότι

(L πρ.
m F)(´,´) –

φ.ι.
(L δεύτ.

m F)(´,´), @m P N0.

A.4.20 Σημείωση. (i) Εναλλακτικός χαρακτηρισμός τού (L δεύτ.
m F)(M,´).EάνN εί-

ναι τυχώνR-μόδιος, τότε υπάρχει (κατά το πόρισμα 2.5.23) κάποιος ελεύθερος (και,
κατ’ επέκταση, βάσει τής προτάσεως 4.2.4, προβολικός)R-μόδιοςL, καθώς και ένας
υπομόδιος W τού L, ούτως ώστε να ισχύει N – L/W. Λόγω αυτού δημιουργείται
μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // W � � ι // L
π // // N // t0u . (A.52)

Επειδή ο (A.33) είναι συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές, ο F(M,´)

είναι συναλλοίωτος. Θέτουμε

(Satδεύτ.
1 F)(M,N) := Ker( F(M,W )

F(idM ,ι)
// F(M,L) ). (A.53)

Εάν N 1 είναι ένας R-μόδιος,

t0u // W 1 �
� ι1

// L1 π1
// // N 1 // t0u

μια βραχεία ακριβής ακολουθία αυτού τού είδους και φ P HomR(N,N
1), τότε από

την προβολικότητα τού L έπεται η ύπαρξη ενός h P HomR(L,L
1) με

π1 ˝ h = φ ˝ π

(βλ. εδ. 4.2.1) και από την πρόταση 3.1.11 η ύπαρξη μοναδικού g P HomR(W,W
1)

με ι1 ˝ g = h ˝ ι.

t0u // W

g

��

œ

� � ι // L

œ

π // //

h

��

N

φ

��

// t0u

t0u // W 1 �
� ι1

// L1 π1
// // N 1 // t0u

Κατόπιν εφαρμογής τού F(M,´) λαμβάνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

t0u // Ker(F(idM , ι)))

F(idM ,g)
��

œ

� � // F(M,W )

F(idM ,g)
��

F(idM ,ι)
//

œ

F(M,L, )

F(idM ,h)
��

t0u // Ker(F(idM , ι1)) �
�

// F(M,W 1)
F(idN ,ι1)

// F(M,L1)

όπου F(idM , g) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός που το συμπληρώνει βάσει τού
πορίσματος 3.1.12. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο F(idM , g) δεν εξαρτάται44 από

44Βλ. Hu [21], Lemma 6.1, σελ. 113.
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τη συγκεκριμένη επιλογή τού h (με π1 ˝ h = π) και τού ότι επιδεικνύει συναλλοίωτη
συμπεριφορά ως προς τη σύνθεση τού g με έναν άλλον ομοειδή g1. Μάλιστα, στην
περίπτωση όπου N = N 1 και φ = idN , αυτός καθίσταται ισομορφισμός45, πράγμα
που σημαίνει ότι ο R-μόδιος (A.53) είναι (μέχρις ισομορφισμού) ανεξάρτητος τής
συγκεκριμένης επιλογής τής (A.52). Θέτοντας

(Satδεύτ.
1 F)(φ) := F(idM , g),

παρατηρούμε ότι τα δεδομένα

(Satδεύτ.
1 F)(M,´) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q N ÞÝÑ (Satδεύτ.
1 F)(M,N) P Ob(ModR),

HomR(N,N
1) Q φ ÞÝÑ (Satδευτ.

1 F)(φ) P HomR((Satδεύτ.
1 F)(M,N), (Satδεύτ.

1 )(M,N 1)),

καθορίζουν έναν συναλλοίωτο, προσθετικό συναρτητή (ο οποίος μπορεί να επε-
κταθεί κατά τα ειωθότα σε διπλό συναρτητή), τον λεγόμενο και πρώτο αριστερό
δορυφόρο (left satellite) τού F ως προς τη δεύτερη μεταβλητή. Ο ορισμός αυτός γε-
νικεύεται και για τυχόντες ακεραίους m. Για m ě 2, ορίζεται o m-οστός αριστερός
δορυφόρος τού F ως προς τη δεύτερη μεταβλητή (μέσω επαναληπτικής διαδικασί-
ας) θέτοντας

(Satδεύτ.
m F)(M,N) := (Satδευτ.

1 (Satδεύτ.
m´1F))(M,N).

Για m = 0 αρκεί να ορισθεί ως Satδεύτ.
0 F ο ίδιος ο F και για m ă 0 να θεωρήσου-

με τον Satδεύτ.
m F ως τον μηδενικό συναρτητή. Η οικογένεια

!

(Satδευτ.
m F)(M,´)

)

mPZ
αυτών των αριστερών δορυφόρων ως προς τη δεύτερη μεταβλητή αποτελούν μια
Κ.Σ.Α.Σ.Σ.46 Επιπλέον, όταν m ą 0, ισχύει47 (Satδεύτ.

m F)(M,P ) – t0u για κάθε προ-
βολικό R-μόδιο P. Επομένως, η (προϋποτεθείσα) εκ δεξιών ακρίβεια τού F(M,´)

δίδει (L δεύτ.
0 F)(M,´) –

φ.ι.
F(M,´) (πρβλ. A.3.4) και το πόρισμα A.3.19 μας πληρο-

φορεί ότι υφίσταται ακριβώς μία φυσική ισοδυναμία:

␣

(L δεύτ.
m F)(M,´)

(

mPZ –
φ.ι.

!

(Satδεύτ.
m F)(M,´)

)

mPZ
.

(ii) Επειδή η οικογένεια t(L δεύτ.
m F)(M,´)umPZ είναι μια (ειδικής φύσεως)

Κ.Σ.Α.Σ.Σ. (βλ. A.3.14, A.3.26 (i) και A.3.12), μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς
ακολουθίας R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ N 1 f
ÝÑ N

g
ÝÑ N2 ÝÑ t0u

επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία
45Βλ. Cartan & Eilenberg [29], § III.1, σελ. 33-36, και § III.7, σελ. 49.
46Βλ. Cartan & Eilenberg [29], Chapter III, Proposition 2.1 and Theorem 3.1, σελ. 38-42.
47Βλ. Cartan & Eilenberg [29], Proposition III.1.3, σελ. 37.
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¨ ¨ ¨

B
[L δεύτ.

‚ F]
m+1

// (L δεύτ.
m F)(M,N 1)

(L δεύτ.
m F)(idM,f)

// (L δεύτ.
m F)(M,N)

(L δεύτ.
m F)(idM,g)

// (L δεύτ.
m F)(M,N2)

B
[L δεύτ.

‚ F]
m // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
B
[L δεύτ.

‚ F]
2 // (L δεύτ.

1 F)(M,N 1)
(L δεύτ.

1 F)(idM,f)
// (L δεύτ.

1 F)(M,N)
(L δεύτ.

1 F)(idM,g)
// (L δεύτ.

1 F)(M,N2)

B
[L δεύτ.

‚ F]
1

// F(M,N 1)
F(idM,f)

// F(M,N)
F(idM,g)

// F(M,N2) // t0u

έχουσα τον B
[L δεύτ.

‚ F]
m : (L δεύτ.

m F)(M,N2) ÝÑ (L δεύτ.
m´1F)(M,N 1) ως συνδετικό ομο-

μορφισμό της. Μάλιστα, στην περίπτωση όπου ο δακτύλιος αναφοράς είναι Π.Κ.Ι.,
αυτή έχει το πολύ 6 μη τετριμμένους όρους:

t0u // (L δεύτ.
1 F)(M,N 1)

(L δεύτ.
1 F)(idM,f)

// (L δεύτ.
1 F)(M,N)

(L δεύτ.
1 F)(idM,g)

// (L δεύτ.
1 F)(M,N2)

B
[L δεύτ.

‚ F]
1

// F(M,N 1)
F(idM,f)

// F(M,N)
F(idM,g)

// F(M,N2) // t0u

(λόγω τού (i) τής προτάσεως A.3.29 και τού ότι ο L δεύτ.
m F είναι προσθετικός).

A.4.21 Ορισμός. Και ο ανωτέρω συναρτητής (L δεύτ.
m F)(´,´) τού εδαφίου A.4.18

μπορεί να επεκταθεί σε έναν συναλλοίωτο συναρτητή ως προς αμφότερες τις με-
ταβλητές (για τον οποίο θα εξακολουθούμε να χρησιμοποιούμε τον ίδιο συμβο-
λισμό)

(L δεύτ.
m F)(´,´) : Compch(ModR) ˆ Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)) Q (M‚, N‚) ÞÝÑ (L δεύτ.
m F)(M‚, N‚)‚ P Ob(Compch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚)ˆHomR(N‚, N1

‚) Q (f‚, g‚) ÞÝÑ (L δεύτ.
m F)(f‚, g‚)‚ P HomR((L δεύτ.

m F)(M‚, N‚)‚, (L δεύτ.
m F)(M1

‚, N1
‚)‚),

θέτοντας (για M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ, και

(L δεύτ.
m F)(M‚,N‚)‚ = ((L δεύτ.

m F)(M‚,N‚)n, d
(L δεύτ.
m F)(M‚,N‚)‚

n )nPZ)

(L δεύτ.
m F)(M‚,N‚)n :=

À

pPZ
(L δευτ.

m F)(Mp, Nn´p) =
À

p+q=n

(L δεύτ.
m F)(Mp, Nq),

και ορίζοντας τον d
(L δεύτ.
m F)(M‚,N‚)‚

n P HomR((L
δεύτ.
m F)(M‚,N‚)n, (L

δεύτ.
m F)(M‚,N‚)n´1)

όπως στο εδ. A.2.17 (ύστερα από αντικατάσταση τού εκεί παρατεθέντος F με
τον L δεύτ.

m F).

A.4.22 Θεώρημα («Κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους
ομολογίας ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συ-
ναρτητής (A.34), συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Δοθέντων δυο
αλυσωτών συμπλόκωνR-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ , ισχύ-

ουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν οι συναρτητές

F(Bn(M‚),´) : ModR ù ModR, F(Zn(M‚),´) : ModR ù ModR (A.54)
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είναι ακριβείς για κάθε n P Z και εάν, ταυτοχρόνως, οι συναρτητές

(L πρ.
1 F)(Bn(M‚),´) : ModR ù ModR, (L πρ.

1 F)(Zn(M‚),´) : ModR ù ModR

είναι μηδενικοί για κάθε n P Z, τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσω-
τών συμπλόκων

0‚
// F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚

� � ψ
(M‚,N‚)
‚ // H‚(F(M‚,N‚)‚)

φ
(M‚,N‚)
‚

// // (L πρ.
1 F)(H‚´1(M‚), H‚(N‚))‚

// 0‚

ή, ισοδυνάμως, υφίστανται βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u //
À

p+q=n

F(Hp(M‚), Hq(N‚))
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

φ
(M‚,N‚)
n

// //
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u

(A.55)
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ψ(M‚,N‚)

‚ ο αλυσωτός
μετασχηματισμός τού λήμματος A.4.3 και

φ(M‚,N‚)
n := ((ψ

(B‚(M‚´1),N‚)
n )´1

˝Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚))̌ , n P Z, (A.56)

επιμορφισμός έχων εικόνα του τον

((L πρ.
1 F)(H‚(M‚´1), H‚(N‚)))n ãÑ F(B‚(M‚´1), H‚(N‚))n.

Επιπροσθέτως, αμφότεροι οι
!

ψ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)

2)
)

και

#

φ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)2)

έχοντα τις προαναφερθείσες ιδιότητες

+

είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.
(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι οι R-μόδιοι
Bm(M‚) και Bn(N‚) είναι προβολικοί για κάθε (m,n) P Z ˆ Z, τότε οι (A.55)
είναι διασπώμενες, οπότε για κάθε n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚), H‚(N‚))n ‘ (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1 (A.57)

ή, ισοδυνάμως,

Hn(F(M‚,N‚)‚) –

(
À

p+q=n
F(Hp(M‚), Hq(N‚))

)
‘

(
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

)
.

Μολαταύτα, οι διασπάσεις (A.57) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσικές.
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Αποδειξη. (i) Βήμα 1ο. Πρώτη θεμελιώδης βραχεία ακριβής ακολουθία. Για κάθε
p P Z σχηματίζεται η βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών
R-μοδίων

t0u // Zp(M‚)
� � jM‚

p
// Mp

ďM‚
p

// // Bp´1(M‚) // t0u. (A.58)

Επειδή ο συναρτητής (L πρ.
1 F)(Bp´1(M‚),´) : ModR ù ModR είναι εξ υποθέσε-

ως μηδενικός, από τη μακρά ακριβή ακολουθία τού εδ. A.4.15 (ii) λαμβάνουμε τη
βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u // F(Zp(M‚), Nq)
� � F(jM‚

p , idNq )
// F(Mp, Nq)

F(ďM‚
p , idNq )

// //F(Bp´1(M‚), Nq) // t0u

για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z. Μεταβαίνοντας στα ευθέα αθροίσματα

t0u // F(Z‚(M‚), N‚)n
� � F(jM‚‚ ,idN‚ )n

//

ö

F(M‚, N‚)n

F(ďM‚‚ ,idN‚ )n
// //

ö

F(B‚´1(M‚), N‚)n // t0u

t0u // F(Zp(M‚), Nq)

?�

inp,q

OO

� �

F(jM‚
p ,idNq )

// F(Mp,Nq)
?�

inp,q

OO

F(ďM‚
p ,idNq )

// // F(Bp´1(M‚), Nq)

?�

inp,q

OO

// t0u

(για κάθε ζεύγος (p, q) P ZˆZ με p+ q = n) η άνω γραμμή είναι ωσαύτως βραχεία
ακριβής για κάθε n P Z. (Πρβλ. πρόταση 3.1.6.) Κατ’ αυτόν τον τρόπο καταλήγουμε
σε μια βραχεία ακριβή ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων:

0‚
// F(Z‚(M‚),N‚)‚

� � F(jM‚
‚ , idN‚ )‚

// F(M‚,N‚)‚

F(ďM‚
‚ , idN‚ )‚

// // F(B‚´1(M‚),N‚)‚
// 0‚

(A.59)

Υποθέτουμε ότι η

¨ ¨ ¨
δn+1

// Hn(F(Z‚(M‚),N‚)‚)
Hn(F(jM‚

‚ , idN‚ )‚)
// Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚ )‚)

//Hn(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)
δn // Hn´1(F(Z‚(M‚),N‚)‚) // ¨ ¨ ¨

(A.60)

είναι η μακρά ακριβής ακολουθία ομολογίας για την (A.59), έχουσα τον δn ως συν-
δετικό ομομορφισμό της. (Βλ. θεώρημα 3.2.13.)
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Βήμα 2ο. Περί τού συνδετικού ομομορφισμού τής (A.60). Θεωρούμε το διάγραμμα

F(B‚(M‚), Z‚(N‚))n
id //

(F(idB‚(M‚),j
N‚‚ )n )̌

wwww

F(B‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ ˝ιM‚‚ , idZ‚(N‚))n
//

F(idB‚(M‚),j
N‚‚ )n

ww

F(M‚, Z‚(N‚))n

2

Zn(F(B‚(M‚), N‚)‚)
� �

j
F(B‚(M‚),N‚)‚
n

//

π
F(B‚(M‚),N‚)‚
n

����

F(B‚(M‚), N‚)n F(M‚, Z‚(N‚))n+1

F(idM‚ , j
N‚‚ )n+1

ww

d
F(M‚,Z‚(N‚))‚
n+1

//

F(ďM‚‚ , idZ‚(N‚))n+1

OOOO

F(M‚, Z‚(N‚))n

id

OO

F(idM‚ , j
N‚‚ )n

vv

1

Hn(F(B‚(M‚), N‚)‚) F(M‚, N‚)n+1

d
F(M‚,N‚)‚
n+1

//

F(ďM‚‚ , idN‚ )n+1

OOOO

F(M‚, N‚)n F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n

F(jM‚‚ , idZ‚(N‚))n

OO

F(idZ‚(M‚), j
N‚‚ )n

uu
F(Z‚(M‚), N‚)n

F(jM‚‚ , idN‚ )n

OO

F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n

id

OO

(F(idZ‚(M‚), j
N‚‚ )n )̌

uuuu
Zn(F(Z‚(M‚), N‚)‚)

?�

j
F(Z‚(M‚),N‚)‚
n

OO

π
F(Z‚(M‚),N‚)‚
n

// // Hn(F(Z‚(M‚), N‚)‚)

Όλα τα παραλληλόγραμμα αυτού είναι μεταθετικά. Ιδιαιτέρως, το 1 είναι με-
ταθετικό διότι η F(idM‚ , j

N‚
‚ )‚ : F(M‚, Z‚(N‚))‚ ÝÑ F(M‚,N‚)‚ είναι αλυσωτός

μετασχηματισμός. Το 2 είναι μεταθετικό διότι το αλυσωτό σύμπλοκο Z‚(Ν‚) έ-
χει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, ενώ οι συνοριακοί τελεστές τού Μ‚ είναι οι
dM‚
n = jM‚

n´1 ˝ ιM‚
n´1 ˝ ďM‚

n . Έστω τυχόν στοιχείο y P Zn(F(B‚(M‚),N‚)‚). Λόγω τής
επιρριπτικότητας τής

(
F(idZ‚(M‚), j

N‚
‚ )n

)
ˇ ,

Dy1 P F(B‚(M‚), Z‚(N‚))n : y = F(idB‚(M‚), j
N‚
‚ )n(y

1). (A.61)

Επίσης, λόγω τής επιρριπτικότητας τής F(ďM‚
‚ , idZ‚(N‚))n+1,

Dw1 P F(M‚, Z‚(N‚))n+1 : y1 = F(ďM‚
‚ , idZ‚(N‚))n+1(w

1).

Θέτοντας

w := F(idM‚ , j
N‚
‚ )n+1(w

1), z1 := F(ιM‚
‚ , idZ‚(N‚))n(y

1), z := F(idZ‚(M‚), j
N‚
‚ )n(z

1),

λαμβάνουμε
z = F(ιM‚

‚ , jN‚
‚ )n(y

1) P Zn(F(Z‚(M‚),N‚)‚), (A.62)
διότι το Z‚(M‚) έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές και το (ii) τού λήμμα-
τος A.4.13 (εφαρμοζόμενο για τα αλυσωτά σύμπλοκα Z‚(M‚) και N‚) δίδει
Im(F(idZ‚(M‚), j

N‚
‚ )n) = Zn(F(Z‚(M‚),N‚)‚). Είναι πρόδηλο αφ’ ενός μεν ότι

F(ďM‚
‚ , idZ‚(N‚))n+1(w) = F(ďM‚

‚ , idZ‚(N‚))n+1(F(idM‚ , j
N‚
‚ )n+1(w

1))

= (F(ďM‚
‚ , idZ‚(N‚))n+1 ˝ F(idM‚ , j

N‚
‚ )n+1)(w

1)

= ((F(idB‚(M‚), j
N‚
‚ )n ˝ (F(ďM‚

‚ , idZ‚(N‚))n+1))(w
1)

= (F(idB‚(M‚), j
N‚
‚ )n(F(ďM‚

‚ , idZ‚(N‚))n+1)(w
1)

looooooooooooooomooooooooooooooon

=y1

)

= (F(idB‚(M‚), j
N‚
‚ )n(y

1) =
(A.61)

y, (A.63)
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αφ’ ετέρου δε ότι48

d
F(M‚,N‚)‚
n+1 (w) = (d

F(M‚,N‚)‚
n+1 ˝ F(idM‚ , j

N‚
‚ )n+1)(w

1)

= (F(idM‚ , j
N‚
‚ )n ˝ d

F(M‚,Z‚(N‚))‚
n+1 )(w1) = (F(idM‚ , j

N‚
‚ )n ˝ (˘)F(dM‚

‚ , idZ‚(N‚))n+1)(w
1)

= (˘)(F(idM‚ , j
N‚
‚ )n ˝ F(jM‚

‚ ˝ ιM‚
‚ , idZ‚(N‚))n)(F(ď

M‚
‚ , idZ‚(N‚))n+1)(w

1)
looooooooooooooomooooooooooooooon

=y1

)

= (˘)F(jM‚
‚ , idN‚)n(F(ι

M‚
‚ , jN‚

‚ )n(y
1)) =

(A.62)
(˘)F(jM‚

‚ , idN‚)n(z). (A.64)

Επιπροσθέτως,

F(ιM‚
‚ , idN‚)n(y) =

(A.61)
F(ιM‚

‚ , idN‚)n(F(idB‚(M‚), j
N‚
‚ )n(y

1))

(F(ιM‚
‚ , idN‚)n ˝ F(idB‚(M‚), j

N‚
‚ )n)(y

1) = F(ιM‚
‚ , jN‚

‚ )n(y
1) =

(A.62)
z.

(A.65)

Εν συνεχεία θεωρούμε το εξής διάγραμμα:

3

(314)

Zn(F(Z•(M•),N•)•)

�

πF(Z•(M•),N•)•
n // Hn(F(Z•(M•),N•)•)

Zn(F(B•(M•),N•)•)

F(ιM•
• ,idN• )n

OO

πF(B•(M•),N•)•
n

// Hn(F(B•(M•),N•)•)

δn+1

OO

Zn+1(F(B•−1(M•),N•)•) Hn+1(F(B•−1(M•),N•)•)

(313)

y ∈ Zn(F(B•(M•),N•)•) = Zn+1(F(B•−1(M•),N•)•)

π
F(B•−1(M•),N•)•
n+1

// // Zn+1(F(B•−1(M•),N•)•)/Bn+1(F(B•−1(M•),N•)•)

Hn(F(B•(M•),N•)•) Hn+1(F(B•−1(M•),N•)•)� _

��
F(M•,N•)n+1 ∋ w

� // π
F(M•,N•)n+1
Bn+1(F(M•,N•)•)

(w) ∈ F(M•,N•)n+1/Bn+1(F(M•,N•)•)

˜
d
F(M•,N•)•
n+1

��

// F(B•−1(M•),N•)n+1/Bn+1(F(B•−1(M•),N•)•)

F(B•(M•),N•)n/Bn(F(B•(M•),N•)•)

Zn(F(Z•(M•),N•)•) ∋ z
� //

π
F(Z•(M•),N•)•
n

����

˜
d
F(M•,N•)•
n+1 (π

F(M•,N•)n+1
Bn+1(F(M•,N•)•)

(w)) ∈ Zn(F(M•,N•)•)

Hn(F(Z•(M•),N•)•)

στο οποίο το δεύτερο οριζόντιο βέλος τής τρίτης γραμμής δηλοί την απεικόνιση

π
F(M‚,N‚)n+1
Bn+1(F(M‚,N‚)‚)

(w) ÞÑ π
F(B‚´1(M‚),N‚)n+1
Bn+1(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

(F(ďM‚
‚ , idZ‚(N‚))n+1(w)) = π

F(B‚´1(M‚),N‚)n+1
Bn+1(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

(y)

(βλ. (A.63)), η Č

d
F(M‚,N‚)‚
n+1 τον μοναδικό ομομορφισμό που καθιστά το διάγραμμα

F(M‚,N‚)n+1
π

F(M‚,N‚)n+1
Bn+1(F(M‚,N‚)‚)

tt

d
F(M‚,N‚)‚
n+1

**
ö

F(M‚,N‚)n+1/Bn+1(F(M‚,N‚)‚)
Č

d
F(M‚,N‚)‚
n+1

// Zn(F(M‚,N‚)‚) Ď F(M‚,N‚)n

μεταθετικό και η απεικόνιση τής τέταρτης γραμμής την απεικόνιση F(jM‚
‚ , idN‚)n

την προκύπτουσα από την F(jM‚
‚ ,idN‚)n. (Βλ. πόρισμα 3.1.12.) Λαμβάνοντας υπ’ ό-

ψιν τον (πλέον φυσικό) τρόπο ορισμού τού συνδετικού ομομορφισμού δn+1 (βλ. εδ.
3.2.14) διαπιστώνουμε από τις ανωτέρω ισότητες (A.63), (A.64) και τα προαναφερ-
θέντα ότι

δn+1(π
F(B‚(M‚),N‚)‚
n (y)) = δn+1(π

F(B‚´1(M‚),N‚)n+1

Bn+1(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)
(y)) := πF(Z‚(M‚),N‚)‚

n (z)

48Το ‘‘˘” τίθεται εδώ λόγω τού συντελεστή (´1)q στην έκφραση (A.1). Εντούτοις, το ποιο είναι το ακριβές πρόσημο
δεν επηρεάζει τα περαιτέρω επιχειρήματα, καθώς αμφότεροι οι ˘ F(jM‚

‚ ,idN‚ )n έχουν τον ίδιον πυρήνα.
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και μέσω τής (A.65) ότι

δn+1(π
F(B‚(M‚),N‚)‚
n (y)) = πF(Z‚(M‚),N‚)‚

n (F(ιM‚
‚ , idN‚)n(y)),

απ’ όπου συνάγεται η μεταθετικότητα τού διαγράμματος

Zn(F(Z‚(M‚),N‚)‚)

œ

π
F(Z‚(M‚),N‚)‚
n // Hn(F(Z‚(M‚),N‚)‚)

Zn(F(B‚(M‚),N‚)‚)

F(ιM‚‚ ,idN‚ )n

OO

π
F(B‚(M‚),N‚)‚
n

// Hn(F(B‚(M‚),N‚)‚)

δn+1

OO

Zn+1(F(B‚´1(M‚),N‚)‚) Hn+1(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

και η ισότητα δn+1 = Hn(F(ιM‚
‚ ,idN‚)‚) ή, ισοδυνάμως, η

δn = Hn´1(F(ιM‚
‚ , idN‚)‚) = Hn(F(ιM‚

‚´1, idN‚)‚), @n P Z. (A.66)

Βήμα 3ο. Δεύτερη θεμελιώδης βραχεία ακριβής ακολουθία. Εν συνεχεία, θεωρούμε
τη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u // Bp´1(M‚)
� �

ι
M‚
p´1

// Zp´1(M‚)
π

M‚
p´1

// // Hp´1(M‚) // t0u (A.67)

για κάθε p P Z. Επειδή ο συναρτητής (L πρ.
1 F)(Zp´1(M‚),´) : ModR ù ModR

είναι εξ υποθέσεως μηδενικός, από τη μακρά ακριβή ακολουθία τού εδ. A.4.15 (ii)
λαμβάνουμε για κάθε (p, q) P Z ˆ Z την ακριβή ακολουθία

t0u Ñ (L πρ.
1 F)(Hp´1(M‚), Hq(N‚))

� � B
[L

πρ.
‚ F]

1 // F(Bp´1(M‚), Hq(N‚))

F(ιM‚
p´1,idHq(N‚))

// F(Zp´1(M‚), Hq(N‚))
F(πM‚

p´1,idHq(N‚))

// // F(Hp´1(M‚), Hq(N‚)) Ñ t0u

οπότε μεταβαίνοντας στα ευθέα αθροίσματα για τα ζεύγη (p, q) με p + q = n ´ 1
κατασκευάζουμε την ακριβή ακολουθία

t0u Ñ (L πρ.
1 F)(H‚´1(M‚), H‚(N‚))n

� � B[L
πρ.
‚ F]

1 // F(B‚´1(M‚), H‚(N‚))n

F(ιM‚
‚´1

,idHq(N‚))n

// F(Z‚´1(M‚), H‚(N‚))n
F(πM‚

‚´1
,idH‚(N‚))n

// // F(H‚´1(M‚), H‚(N‚))n Ñ t0u

(A.68)
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Βήμα 4ο. Το μεγάλο διάγραμμα. Εκκινώντας από τις δύο θεμελιώδεις βραχείες ακρι-
βείς ακολουθίες (A.58) και (A.67) καταλήξαμε στις (A.60) και (A.68), αντιστοίχως,
καθώς και στη σχέση (A.66) για τον δn.

...

��
F(B‚(M‚), H‚(N‚))n

F(ιM‚‚ ,idH‚(N‚))n

��

ψ
(B‚(M‚),N‚)
n

–
// Hn(F(B‚(M‚),N‚)‚)

Hn(F(ιM‚‚ ,idN‚ )‚)=δn+1

��

Hn+1(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

1

F(Z‚(M‚), H‚(N‚))n

F(πM‚‚ ,idH‚(N‚))n

��

ψ
(Z‚(M‚),N‚)
n

– // Hn(F(Z‚(M‚),N‚)‚)

Hn(F(jM‚‚ ,idN‚ )‚)

��

t0u

��

2

t0u // F(H‚(M‚), H‚(N‚))n

��

ψ
(M‚,N‚)
n

// Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ďM‚‚ , idN‚ )‚)

��

φ
(M‚,N‚)
n // (L πρ.

1 F)(H‚´1(M‚), H‚(N‚))n� _

B[L
πρ.
‚ F]

1

��

// t0u

t0u 3

Hn´1(F(B‚(M‚),N‚)‚) Hn(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

δn=Hn´1(F(ιM‚‚ ,idN‚ )‚)=Hn(F(ιM‚
‚´1

,idN‚ )‚)

��

(ψ
(B‚(M‚´1),N‚)
n )´1

– // F(B‚´1(M‚), H‚(N‚))n

F(ιM‚
‚´1

,idH‚(N‚))n

��

4

Hn´1(F(Z‚(M‚),N‚)‚) Hn(F(Z‚´1(M‚),N‚)‚)

��

(ψ
(Z‚(M‚´1),N‚)
n )´1

– // F(Z‚´1(M‚), H‚(N‚))n

F(πM‚
‚´1

,idH‚(N‚))n

����... F(H‚´1(M‚), H‚(N‚))n

��
t0u

Στην τρίτη στήλη τού ανωτέρω μεγάλου διαγράμματος έχει τοποθετηθεί η (A.68).
Η ίδια έχει τοποθετηθεί (αλλά ύστερα από αναβίβαση εσωτερικού δείκτη κατά 1

στο εκάστοτε αριστερό αλυσωτό σύμπλοκο) και στην πρώτη στήλη, ενώ στη δεύτερη
στήλη έχει ενσωματωθεί η (A.60). Tα αλυσωτά σύμπλοκαB‚(M‚) καιZ‚(M‚) έχουν
μηδενικούς συνοριακούς τελεστές και οι συναρτητές (A.54) είναι ακριβείς, οπότε
εφαρμόζοντας το A.4.13 (iii) για τα ζεύγη αλυσωτών συμπλόκων

(B‚(M‚),N‚), (Z‚(M‚),N‚), (B‚´1(M‚),N‚), (Z‚´1(M‚),N‚)

συμπεραίνουμε ότι οι

ψ(B‚(M‚),N‚)
n , ψ(Z‚(M‚),N‚)

n , ψ(B‚´1(M‚),N‚)
n και ψ(Z‚´1(M‚),N‚)

n
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είναι ισομορφισμοί. Επίσης, για κάθε n P Z μπορούμε (ένεκα των προφανών ταυτί-
σεων) να γράψουμε

Hn(F(jM‚
‚ , idN‚)‚) =

(A.46)
F(πM‚

‚ , idN‚)n, δn = Hn(F(ιM‚
‚´1, idN‚)‚ = F(ιM‚

‚´1, idH‚(N‚))n.

Έτσι, από το θεώρημα A.4.5 έπεται ότι τα 1 , 2 και 4 είναι μεταθετικά. Κατά το
«λήμμα των τεσσάρων» 3.1.7 (ii) ο ψ(M‚,N‚) είναι μονομορφισμός. Εξάλλου, σύμφω-
να με την πρόταση 3.1.11 (με τους B

[L πρ.
‚ F]

1 και F(ιM‚
‚´1,idH‚(N‚))n στη θέση των εκεί

παρατεθέντων g1 και g, αντιστοίχως) υπάρχει μοναδικός ομομορφισμός (συμβολι-
ζόμενος με διακεκομμένες γραμμές) που συμπληρώνει το 3 μεταθετικώς. Αυτός
είναι ο επιμορφισμός φ(M‚,N‚)

n ο ορισθείς μέσω τής (A.56) (διότι ο φ(M‚,N‚)
n πληροί

την εν λόγω συνθήκη), έχων ως εικόνα τον

Im(φ
(M‚,N‚)
n ) = (ψ

(B‚(M‚´1),N‚)
n )´1(Im(Hn(F(ďM‚

‚ , idN‚)‚)))

= (ψ
(B‚(M‚´1),N‚)
n )´1(Ker(Hn(F(ιM‚

‚´1, idN‚)‚)))

= Ker(Hn(F(ιM‚
‚´1, idN‚)‚) = Ker(F(ιM‚

‚´1, idH‚(N‚))n)

= (L πρ.
1 F)(H‚´1(M‚), H‚(N‚))n = (L πρ.

1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1,

όπου B
[L πρ.

‚ F]
1 η συνήθης ένθεση. Η προκύπτουσα βραχεία ακολουθία (A.55) τής τρί-

της γραμμής είναι ακριβής και στον μεσαίο όρο, καθόσον

Ker(φ(M‚,N‚)
n ) = Ker((ψ(B‚(M‚´1),N‚)

n )´1 ˝Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚))

= Ker(Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚)) = Im(ψ(M‚,N‚)).

Το θεώρημα A.4.5 μας πληροφορεί ότι η οικογένεια
!

ψ(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR) ˆ Compch(ModR))

)

αποτελεί φυσικό μετασχηματισμό. Υπολείπεται να αποδειχθεί ότι η οικογένεια
#

φ(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)
2)

έχοντα τις προαναφερθείσες ιδιότητες

+

είναι ωσαύτως φυσικός μετασχηματισμός49. Εάν f‚ : M‚ ÝÑ M1
‚ και g‚ : N‚ ÝÑ N1

‚

είναι (κατάλληλοι) αλυσωτοί μετασχηματισμοί, αρκεί να δειχθεί ότι το ακόλουθο
διάγραμμα είναι μεταθετικό:

H‚(F(M‚,N‚)‚)

œH‚(F(f‚,g‚)‚)

��

φ
(M‚,N‚)
‚ // ((L πρ.

1 F)(H‚(M‚´1), H‚(N‚)))‚

((L
πρ.
1 F)(H‚(f‚´1),H‚(g‚)))‚

��

H‚(F(M1
‚,N1

‚)‚)
φ
(M1

‚,N
1
‚)

‚

// ((L πρ.
1 F)(H‚(M1

‚´1), H‚(N1
‚)))‚

49Εδώ υπονοείται φυσικός μετασχηματισμός μεταξύ των προφανών συναρτητών κατόπιν περιορισμού τού πεδίου
ορισμού αυτών στην υποκατηγορία τής Compch(ModR)2, τα αντικείμενα τής οποίας είναι όλα τα ζεύγη (M‚,N‚)
που έχουν τις ιδιότητες που αναφέρονται στη διατύπωση τού θεωρήματος.
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Προς τούτο θεωρούμε (για οιονδήποτε n P Z) το (τριδιάστατο) διάγραμμα

((L
πρ.
1 F)(H‚(M1

‚´1), H‚(N1
‚)))n

� � // F(B‚´1(M1
‚), H‚(N1

‚))n

((L
πρ.
1 F)(H‚(M‚´1), H‚(N‚)))n

((L
πρ.
1 F)(H‚(f‚´1),H‚(g‚)))n

44

� � // F(B‚´1(M‚), H‚(N‚))n

F( f‚|B‚´1(M‚) , H‚(g‚))n

44

Hn(F(M1
‚, N1

‚)‚)

Hn(F(ď
M1

‚‚ ,idN1‚
)‚)

//

φ
(M1

‚,N
1
‚)

‚

OO

Hn(F(B‚´1(M1
‚), N1

‚)‚)

(ψ
(B‚´1(M1

‚),N1
‚)

)´1

OO

Hn(F(M‚, N‚)‚)

φ
(M‚,N‚)
‚

OO

Hn(F(f‚,g‚)‚)

44

Hn(F(ďM‚‚ ,idN‚ )‚)

// Hn(F(B‚´1(M‚), N‚)‚)

(ψ
(B‚´1(M‚),N‚)

)´1

OO

Hn(F( f‚|B‚´1(M‚),g‚)‚)

44

το οποίο έχει το σχήμα ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου. Σύμφωνα με το θεώ-
ρημα A.4.5, οι πλευρές αυτού οι ευρισκόμενες στο εμπρόσθιο και στο οπίσθιο μέρος
του είναι μεταθετικές (ως υποδιαγράμματά του). Το ίδιο ισχύει και για τη δεξιά
πλευρά του (λόγω τού ορισμού τού ψ(M‚,N‚)

n ), καθώς και για το δάπεδό του, εάν κα-
νείς λάβει υπ’ όψιν το τι συμβαίνει ύστερα από εφαρμογή τής συνθέσεωςHn(´)˝ F
των συναρτητών

Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)
F //

Hn(´)˝F

((

Compch(ModR)

Hn(´)

��

ModR

στα ακόλουθo μεταθετικό διάγραμμα:

(M1
‚,N1

‚)
(ď

M1
‚

‚ ,idN1‚
)

//

œ

(B‚´1(M1
‚),N1

‚)

(M‚,N‚)

(f‚,g‚)

OO

(ď
M‚
‚ ,idN‚ )

// (B‚´1(M‚),N‚)

( f‚|B‚´1(M‚),g‚)

OO

Τέλος, η μεταθετικότητα τής οροφής του έπεται από τον ορισμό τού αλυσωτού συ-
μπλόκου ((L πρ.

1 F)(H‚(f‚´1),H‚(g‚)))‚. Κατά συνέπειαν, και η αριστερή του πλευ-
ρά είναι μεταθετική.
(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι οι Bm(M‚) και
Bn(N‚) είναι προβολικοί R-μόδιοι για κάθε (m,n) P Z ˆ Z, τότε οι (πρώτες) θεμε-
λιώδεις βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u // Zm(M‚)
� � jM‚

m // Mm

ďM‚
m // // Bm´1(M‚) // t0u
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και

t0u // Zn(N‚)
� � jN‚

n // Nn
ďN ‚
n // // Bn´1(N‚) // t0u

είναι διασπώμενες. (Βλ. τη συνεπαγωγή (i)ñ(ii) στο θεώρημα 4.2.7.) Τούτο σημαί-
νει (βάσει τής συνεπαγωγής (iii)ñ(ii) στο θεώρημα 3.1.29) ότι

DrM‚
m P HomR(Mm, Zm(M‚)) : r

M‚
m ˝ jM‚

m = idZm(M‚)

και
DrN‚
n P HomR(Nn, Zn(N‚)) : r

N‚
n ˝ jN‚

n = idZn(Ν‚).

Από την πρόταση A.4.9 έπεται ότι υπάρχουν αλυσωτοί μετασχηματισμοί

sM‚
‚ : M‚ ÝÑ H‚(M‚), s

N‚
‚ : N‚ ÝÑ H‚(N‚),

τέτοιοι ώστε για τον Hn(F(sM‚
‚ , sN‚

‚ )‚) να ισχύει η ισότητα

Hn(F(sM‚
‚ , sN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n = idF(H‚(M‚),H‚(N‚))n , @n P Z.

Άρα και η βραχεία ακριβής ακολουθία (A.55) είναι διασπώμενη για κάθε n P Z.
(Βλ. τη συνεπαγωγή (ii)ñ(iii) στο θεώρημα 3.1.29.) Για το ότι, εν τοιαύτη περιπτώ-
σει, οι διασπάσεις (A.57) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσικές, βλ. σημείωση A.4.24, κα-
θώς και το (αντι)παράδειγμα 6.1.7.

A.4.23 Πόρισμα («Κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος καθολικών συντελεστών
για μοδίους ομολογίας ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας εκ δεξιών ακρι-
βής διπλός συναρτητής (A.34), συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές.
Δοθέντος ενός αλυσωτού συμπλόκου R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και ενός R-

μοδίου N, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν

(L πρ.
1 F)(Bn(M‚), N) – t0u – (L πρ.

1 F)(Zn(M‚), N)

για κάθε n P Z, τότε, μέσω τού θεωρήματος A.4.22 (εφαρμοζόμενου με το50 tN u‚

ως δεύτερο αλυσωτό σύμπλοκο), υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ F(Hn(M‚), N)
� � ψ

(M‚,N)
n // Hn(F(M‚, N)‚)

φ
(M‚,N)
n // // (L πρ.

1 F)(Hn´1(M‚), N) Ñ t0u (A.69)

όπου F(M‚, N)‚ := F(M‚, tN u‚)‚, ψ
(M‚,N)
n := ψ

(M‚,tNu‚)
n και φ(M‚,N)

n := φ
(M‚,tNu‚)
n .

(ii) Εάν, συν τοις άλλοις, οBn(M‚) είναι προβολικόςR-μόδιος για κάθε n P Z, τότε
η (A.69) είναι διασπώμενη, οπότε

Hn(F(M‚, N)‚) – F(Hn(M‚), N) ‘ (L πρ.
1 F)(Hn´1(M‚), N), @n P Z. (A.70)

Ωστόσο, αυτή η διάσπαση (A.70) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσική.
50Bλ. εδάφιο A.2.13.
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Αποδειξη. (i) Προφανώς, F(M‚, N)n = F(Mn, N), d
F(M‚,N)‚
n = F(dM‚

n ,idN ) για
κάθε n P Z και

H0(tN u‚) = N, Hq(tN u‚) – t0u, @q P Z∖t0u.

Οι ανωτέρω προϋποτεθείσες συνθήκες εγγυώνται (μέσω των δύο θεμελιωδών βρα-
χέων ακριβών ακολουθιών) την κατασκευή των ακριβών ακολουθιών

¨ ¨ ¨
δn+1

// Hn(F(Z‚(M‚), N)‚)
Hn(F(jM‚

‚ , idN )‚)
// Hn(F(M‚, N)‚)

Hn(F(ďM‚
‚ , idN )‚)

// Hn(F(B‚´1(M‚), N)‚)
δn // Hn´1(F(Z‚(M‚), N)‚) // ¨ ¨ ¨

και

t0u Ñ (L πρ.
1 F)(H‚´1(M‚), N)n

� � B
[L

πρ.
‚ F]

1 // F(B‚´1(M‚), N)n

F(ιM‚
‚´1,idN )n

// F(Z‚´1(M‚), N)n
F(πM‚

‚´1,idN )n

// // F(H‚´1(M‚), N)n Ñ t0u.

(Πρβλ. (A.60) και (A.68).) Κατόπιν τούτου ακολουθείται κατά γράμμα η υπόλοι-
πη απόδειξη τού (i) τού θεωρήματος A.4.22 με μοναδική εξαίρεση στο ότι για τα
τέσσερα ζεύγη αλυσωτών συμπλόκων

(B‚(M‚), tN u‚), (Z‚(M‚), tN u‚), (B‚´1(M‚), tN u‚), (Z‚´1(M‚), tN u‚)

(με αμφότερα τα μέλη καθενός εξ αυτών έχοντα μηδενικούς συνοριακούς τελεστές)
εφαρμόζουμε το λήμμα A.4.7 και συμπεραίνουμε ότι καθένας εκ των ομομορφισμών

ψ(B‚(M‚),N)
n , ψ(Z‚(M‚),N)

n , ψ(B‚´1(M‚),N)
n και ψ(Z‚´1(M‚),N)

n

είναι ο ταυτοτικός.
(ii) Τούτο έπεται άμεσα από το (ii) τού θεωρήματος A.4.22.

A.4.24 Σημείωση. Μια απευθείας απόδειξη τού πορίσματος A.4.23 στην ειδική πε-
ρίπτωση όπου ο F είναι ο συναρτητής «τανυστικό γινόμενο» (επί τού επιπέδου των
αλυσωτών συμπλόκων) δίδεται στο θεώρημα 6.1.4. Οι αναγνώστες παροτρύνονται
να συγκρίνουν τα μεγάλα διαγράμματα των σελίδων 316 και 548 (όπου το πρώτο
είναι εμφανώς εφαρμογή τού δεύτερου στην εν λόγω ειδική περίπτωση). Το ότι η
διάσπαση (A.70) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσική έχει δειχθεί μέσω τού παραδείγμα-
τος 6.1.7.

A.4.25 Πόρισμα («Κατηγορική εκδοχή τού κλασικού θεωρήματος τού Künneth για
μοδίους ομολογίας ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής
διπλός συναρτητής (A.34), συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Εάν
ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., τότε, δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων
R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ , εκ των οποίων το M‚ είναι

ελεύθερο (βλ. εδ. 3.5.19), ισχύουν τα εξής:
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(i) Εάν για οιονδήποτε παγιωμένον ελεύθερο R-μόδιο A ο συναρτητής

F(A,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδο R-μοδίων) είναι ακριβής, τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

F(Hp(M‚), Hq(N‚))
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

φ
(M‚,N‚)
n

// //
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u

(A.71)
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ψ(M‚,N‚)

‚ ο αλυσωτός
μετασχηματισμός τού λήμματος A.4.3 και

φ(M‚,N‚)
n := ((ψ(B‚(M‚´1),N‚)

n )´1 ˝Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚))̌ , @n P Z.

Επιπροσθέτως, αμφότεροι οι ψ(M‚,N‚)
‚ και φ(M‚,N‚)

‚ (διατρέχοντες τέτοια ζεύγη
(M‚,N‚)) είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.
(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι το αλυσωτό σύ-
μπλοκο N‚ είναι ωσαύτως ελεύθερο, τότε η (A.71) είναι διασπώμενη, οπότε για κάθε
n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚), H‚(N‚))n ‘ (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1

ή, ισοδυνάμως,

Hn(F(M‚,N‚)‚) –

(
À

p+q=n
F(Hp(M‚), Hq(N‚))

)
‘

(
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

)
.

Αποδειξη. (i) Αρκεί να επαναληφθεί κατά γράμμα η απόδειξη (των τεσσάρων βη-
μάτων στο (i)) τού θεωρήματος A.4.22 με μόνον δύο διαφοροποιήσεις:
(α) Λόγω τής προϋποτεθείσας εκ δεξιών ακριβείας τού F επάγεται για κάθε ζεύγος
(p, q) P Z ˆ Z μέσω τής (A.58) η ακριβής ακολουθία

F(Zp(M‚), Nq)
F(jM‚

p , idNq )
// F(Mp, Nq)

F(ďM‚
p , idNq )

// F(Bp´1(M‚), Nq) // t0u

Επειδή οBp´1(M‚) είναι υπομόδιος τούMp´1 (με τον τελευταίο εξ υποθέσεως ελεύ-
θερο) και ο R Π.Κ.Ι., ο ίδιος ο Bp´1(M‚) οφείλει να είναι ελεύθερος. (Βλ. θεώρημα
2.5.47.) Από αυτό έπεται ότι η βραχεία ακριβής ακολουθία (A.58) είναι διασπώ-
μενη. (Βλ. πόρισμα 3.1.31.) Επομένως (σύμφωνα με τη συνεπαγωγή (iii)ñ(ii) στο
θεώρημα 3.1.29),

DrM‚
p P HomR(Mp, Zp(M‚)) : r

M‚
p ˝ jM‚

p = idZp(M‚)
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και

idF(Zp(M‚),Nq) = F(idZp(M‚), idNq ) = F(rM‚
p ˝ jM‚

p , idNq )

= F(rM‚
p , idNq ) ˝ F(jM‚

p , idNq ).

Άρα ο ομομορφισμός F(jM‚
p ,idNq ) διαθέτει εξ αριστερών αντίστροφο, απ’ όπου συ-

μπεραίνουμε (μέσω τού λήμματος 2.2.23) ότι είναι μονομορφισμός και ότι η ανωτέ-
ρω συμπληρώνεται καθιστάμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // F(Zp(M‚), Nq)
� � F(jM‚

p , idNq )
// F(Mp, Nq)

F(ďM‚
p , idNq )

// // F(Bp´1(M‚), Nq) // t0u

δίδοντάς μας τελικώς την (A.59).
(β) Θεωρούμε εκ νέου τη μακρά ακριβή ακολουθία τού εδαφίου A.4.15 (ii) την επα-
γόμενη μέσω τής (A.67) (με τον Hq(N‚) στη δεύτερη θέση) και παρατηρούμε ότι ο
Zp´1(M‚) (ως υπομόδιος τού ελευθέρουMp´1) είναι ελεύθερος και, κατ’ επέκταση,
προβολικός. (Bλ. θεώρημα 2.5.47 και πρόταση 4.2.4.) Ο συναρτητής

(L πρ.
1 F)(´,Hq(N‚)) = L1(F(´,Hq(N‚)),

αποτιμώμενος στον Zp´1(M‚), είναι τετριμμένος R-μόδιος (βλ. A.3.13 (i)), οπότε
καταλήγουμε στην ακριβή ακολουθία

t0u Ñ (L πρ.
1 F)(Hp´1(M‚), Hq(N‚))

� � B
[L

πρ.
‚ F]

1 // F(Bp´1(M‚), Hq(N‚))

F(ιM‚
p´1,idHq(N‚))

// F(Zp´1(M‚), Hq(N‚))
F(πM‚

p´1,idHq(N‚))

// // F(Hp´1(M‚), Hq(N‚)) Ñ t0u

και από αυτήν στην (A.68).
Σημειωτέον ότι, επειδή προϋποτίθεται η ακρίβεια τού

F(A,´) : ModR ù ModR

για κάθε ελεύθερο R-μόδιο A, οι συνθήκες περί τής ακριβείας των F(Bn(M‚),´)

και F(Zn(M‚),´) (που απαιτούνται για την απόδειξη τού ότι οι

ψ(B‚(M‚),N‚)
n , ψ(Z‚(M‚),N‚)

n , ψ(B‚´1(M‚),N‚)
n και ψ(Z‚´1(M‚),N‚)

n

είναι ισομορφισμοί) για κάθε n P Z ικανοποιούνται αυτομάτως.
(ii) Υπό την προϋπόθεση ότι αμφότερα τα M‚ και N‚ είναι ελεύθερα αλυσωτά σύ-
μπλοκα, αμφότεροι οι Bm(M‚) και Bn(N‚) είναι ελεύθεροι (και, κατ’ επέκταση,
προβολικοί) R-μόδιοι (ένεκα τής προτάσεως 4.2.4) για κάθε (m,n) P Z ˆ Z, οπότε
το (ii) τού θεωρήματος A.4.22 είναι άμεσα εφαρμόσιμο.
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Είναι, όπως θα δούμε στο θεώρημα A.4.33, δυνατόν να απαλλαγούμε από την προϋ-
ποτεθείσα ελευθερία τού ενός (στο (i) τού πορίσματος A.4.25) ή και των δύο εκ των
M‚ και N‚ (στο (ii) τού πορίσματος A.4.25) υπό την πολύ ασθενή συνθήκη (A.75)
(περί τής ακυκληματικότητας τού (L πρ.

1 F)(M‚,N‚)‚). Τούτο καθίσταται εφικτό κά-
νοντας χρήση των λεγομένων ελεύθερων προσεγγίσεων.

A.4.26 Ορισμός. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκοR-μοδίων (ό-
πουR τυχών μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος). Μια ελεύθερη προσέγγιση
τού M‚ είναι ένα ζεύγος (M1

‚, f‚) αποτελούμενο από ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-
μοδίων (και ομομορφισμών R-μοδίων) M1

‚ = (M 1
n, d

1
n)nPZ και έναν αλυσωτό

μετασχηματισμό f‚ : M1
‚ ÝÑ M‚, ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι εξής συνθή-

κες:
(Ι) Το M1

‚ είναι ελεύθερο,
(ΙΙ) ο fn :M 1

n ÝÑ Mn είναι επιμορφισμός για κάθε n P Z και
(ΙΙΙ) ο Hn(f‚) : Hn(M1

‚) ÝÑ Hn(M‚) είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.

A.4.27 Σημείωση. Θα παραθέσουμε μια απόδειξη για την ύπαρξη ελεύθερης προ-
σεγγίσεως υπό την προϋπόθεση ότι ο R είναι Π.Κ.Ι. (Βλ. λήμμα51 A.4.28.) Ωστόσο,
αξίζει, εκ παραλλήλου, να επισημανθεί ότι η ύπαρξη ελεύθερης προσεγγίσεως μπο-
ρεί να αποδειχθεί ακόμη και χωρίς κανέναν περιορισμό52 (είτε για τονR είτε για το
εκάστοτε θεωρούμενο αλυσωτό σύμπλοκο).

A.4.28 Λήμμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., τότε κάθε αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων
M‚ = (Mn, dn)nPZ διαθέτει (τουλάχιστον) μία ελεύθερη προσέγγιση (M1

‚, f‚).

Αποδειξη. Έστω τυχών n P Z. Κατά το πόρισμα 2.5.23 υπάρχει κάποιος ελεύθε-
ρος R-μόδιος Ln, καθώς και ένας υπομόδιος Wn τού Ln, ούτως ώστε να ισχύει
Zn(M‚) := Ker(dn) – Ln/Wn. Λόγω αυτού δημιουργείται μια βραχεία ακριβής
ακολουθία

t0u ÝÑ Wn ãÑ Ln
ϖn↠ Zn(M‚) ÝÑ t0u .

ΘέτουμεUn := ϖ´1
n (Bn(M‚)).ΟUn, όντας υπομόδιος τού ελευθέρουR-μοδίουLn,

είναι ελεύθερος, καθότι οR είναι Π.Κ.Ι. (Bλ. θεώρημα 2.5.47.) Εν συνεχεία θέτουμε

M 1
n := Ln ‘ Un´1 (A.72)

και ορίζουμε (για x P Ln και y P Un´1) τον ομομορφισμό

d1
n :M 1

n ÝÑ M 1
n´1, (x, y) ÞÝÑ d1

n(x, y) := (y, 0Un´2
).

Προφανώς, για κάθε x P Ln+1 και κάθε y P Un έχουμε

(d1
n ˝ d1

n+1)(x, y) = d1
n(d

1
n+1(x, y)) = d1

n(y, 0Un´1
) = (0Ln´1

, 0Un´2
) = 0M 1

n´1
,

51Προσοχή! O Spanier στο [86], Chapter 5, §2, σελ. 225, δίδει την απόδειξη τού λήμματος A.4.28 χωρίς να αναφέρει
ρητώς ότι αυτή ισχύει (ως έχει) μόνον υπό την προϋπόθεση ότι οR είναι Π.Κ.Ι.

52Βλ. Κ. Varadarajan: Free approximations, Quaestiones Mathematicae 8, no. 4, (1985), 315-319.
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οπότε d1
n ˝d1

n+1 = 0 και το M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ αποτελεί αλυσωτό σύμπλοκο. Επειδή

ο Un (όντας ελεύθερος) είναι (βάσει τής προτάσεως 4.2.4) και προβολικός, για το
διάγραμμα

Un

ϖn|Un
��

Mn+1
ďn+1

// // Bn(M‚) // t0u

(έχον τη γραμμή του ακριβή λόγω τής επιρριπτικότητας τού ďn+1, βλ. (2.11)) υπάρ-
χει κn P HomR(Un,Mn+1) που το συμπληρώνει μεταθετικώς:

Un
κn

yy

ϖn|Un
��

Mn+1
ďn+1

// // Bn(M‚) // t0u

ήτοι ισχύει ϖn|Un = ďn+1 ˝ κn. (Βλ. εδ. 4.2.1.) Θέτουμε (για x P Ln και y P Un´1)

fn :M 1
n ÝÑ Mn, (x, y) ÞÝÑ fn(x, y) := ϖn(x) + κn´1(y).

Η ακολουθία f‚ = tfnunPZ αποτελεί αλυσωτό μετασχηματισμό f‚ : M1
‚ ÝÑ M‚.

Πράγματι· το διάγραμμα

M 1
n

d1
n //

öfn

��

M 1
n´1

fn´1

��

Mn
dn

// Mn´1

είναι μεταθετικό, διότι για οιαδήποτε x P Ln και y P Un´1 έχουμε αφ’ ενός μεν

dn(fn(x, y)) = dn(ϖn(x) + κn´1(y)) = dn(ϖn(x)
loomoon

PZn(M‚)

) + dn(κn´1(y))

= ďn(κn´1(y)) = (ďn ˝ κn´1)(y) = ϖn´1|Un´1
(y) = ϖn´1(y),

αφού dn(ϖn(x)) = 0Mn´1
, αφ’ ετέρου δε

fn´1(d
1
n(x, y)) = fn´1(y, 0Un´2

) = ϖn´1(y).

§ Το M1
‚ έχει την ιδιότητα A.4.26 (I). Κάθε M 1

n είναι ελεύθερος R-μόδιος ως ευθύ
άθροισμα (A.72) δύο ελευθέρων R-μοδίων. (Βλ. πόρισμα 2.5.17.)
§ Ο fn έχει την ιδιότητα A.4.26 (II). Έστω τυχόν στοιχείο u P Mn. Προφανώς,
dn(u) P Bn´1(M‚) Ď Zn´1(M‚). Λόγω τής επιρριπτικότητας τού ϖn´1 υπάρ-
χει στοιχείο y P Ln´1, τέτοιο ώστε να ισχύει ϖn´1(y) = dn(u). Σημειωτέον ότι
y P ϖ´1

n´1(Bn´1(M‚)) =: Un´1. Θέτοντας

v := u´ κn´1(y)
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παρατηρούμε ότι

dn(v) = dn(u) ´ dn(κn´1(y)) = dn(u) ´ ďn(κn´1(y))

= dn(u) ´ ϖn´1|Un´1
(y) = dn(u) ´ϖn´1(y) = 0Mn´1

,

οπότε v P Zn(M‚). Λόγω τής επιρριπτικότητας τού ϖn υπάρχει στοιχείο x P Ln,

τέτοιο ώστε να ισχύει

ϖn(x) = v = u´ κn´1(y) ñ fn(x, y) = ϖn(x) + κn´1(y) = u,

οπότε ο fn είναι όντως επιμορφισμός.
§ Ο Hn(f‚) έχει την ιδιότητα A.4.26 (III). Προφανώς,

Zn(M1
‚) := Ker(d1

n) =
␣

(x, y) P Ln ‘ Un´1| y = 0Un´1

(

= Ln ‘ t0Un´1
u

και

Bn(M1
‚) := Im(d1

n+1) =
␣

d1
n+1(x, y)

ˇ

ˇx P Ln+1, y P Un
(

= Un ‘ t0Un´1
u.

Εάν τα (x1, 0Un´1
), (x2, 0Un´1

) P Ln ‘ t0Un´1
u είναι τέτοια, ώστε να ισχύει

Hn(f‚)((x1, 0Un´1
) + (Un ‘ t0Un´1

u)) = Hn(f‚)((x2, 0Un´1
) + (Un ‘ t0Un´1

u)),

τότε λαμβάνουμε

fn(x1, 0Un´1) +Bn(M‚) = fn(x2, 0Un´1) +Bn(M‚)

ñ ϖn(x1) +Bn(M‚) = ϖn(x2) +Bn(M‚) ñ ϖn(x1 ´ x2) P Bn(M‚)

ñ x1 ´ x2 P Un ñ (x1, 0Un´1) ´ (x2, 0Un´1) P (Un ‘ t0Un´1u) = Bn(M1
‚)

ñ (x1, 0Un´1
) +Bn(M1

‚) = (x2, 0Un´1
) +Bn(M1

‚),

οπότε ο ομομορφισμός Hn(f‚) είναι μονομορφισμός. Έστω τώρα τυχόν στοιχείο
t + Bn(M‚) P Hn(M‚) (όπου t P Zn(M‚)). Λόγω τής επιρριπτικότητας τού ϖn

υπάρχει στοιχείο s P Ln, τέτοιο ώστε να ισχύει ϖn(s) = t. Κατά συνέπειαν,

t+Bn(M‚) = ϖn(s) +Bn(M‚) = fn(s, 0Un´1
) +Bn(M‚)

= Hn(f‚)((s, 0Un´1
) + (Un ‘ t0Un´1

u)),

απ’ όπου έπεται ότι o ομομορφισμός Hn(f‚) είναι και επιμορφισμός.

A.4.29 Σημείωση. Εάν o δακτύλιος R είναι μια Π.Κ.Ι., M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα
αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων και (M1

‚, f‚) μια ελεύθερη προσέγγιση τού M‚, όπου
M1

‚ = (M 1
n, d

1
n)nPZ, τότε θέτοντας

M2
n := Ker(fn) Ď M 1

n, @n P Z,

έχουμε d1
n(M

2
n) Ď M2

n´1 για κάθε n P Z. Πράγματι· για οιοδήποτε x P M2
n, κάνο-

ντας χρήση τού μεταθετικού διαγράμματος

M 1
n

d1
n //

œfn
����

M 1
n´1

fn´1

����

Mn
dn

// Mn´1
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λαμβάνουμε fn(x) = 0Mn ñ dn(fn(x)) = fn´1(d
1
n(x)) = 0Mn´1 ñ d1

n(x) P M2
n´1.

Κατά συνέπειαν, το M2
‚ = (M2

n, d
2
n)nPZ, όπου d2

n := d1
n|M2

n
για κάθε n P Z, αποτελεί

ένα υποσύμπλοκο τού M1
‚. (Βλ. εδ. 3.2.15.)

A.4.30 Ορισμός. Το υποσύμπλοκο M2
‚ = (M2

n, d
2
n)nPZ το καθορισθέν στο ε-

δάφιο A.4.29 καλείται πυρήνας τής ελεύθερης προσεγγίσεως (M1
‚, f‚) τού M‚.

Είναι πρόδηλος ο σχηματισμός μιας βραχείας ακριβούς ακολουθίας R-μοδίων
και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u // M2
n
� � en // M 1

n

fn // // Mn
// t0u

για κάθε n P Z, όπου en η συνήθης ένθεση και, κατ’ επέκταση, μιας βραχείας
ακριβούς ακολουθίας αλυσωτών συμπλόκων και αλυσωτών μετασχηματισμών

0‚
// M2

‚
� � e‚ // M1

‚

f‚ // // M‚
// 0‚ (A.73)

που ονομάζεται, ιδιαιτέρως, βραχεία ακριβής ακολουθία τής ελεύθερης προ-
σεγγίσεως (M1

‚, f‚) τού M‚.

A.4.31 Λήμμα. Εάν R είναι μια Π.Κ.Ι., M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο
R-μοδίων και (M1

‚, f‚) μια ελεύθερη προσέγγισή του, τότε ο πυρήνας M2
‚ αυτής είναι

ένα ακυκληματικό αλυσωτό σύμπλοκο. (Βλ. εδ. 3.2.3.)

Αποδειξη. Έστω ότι η

¨ ¨ ¨ // Hn+1(M2
‚)

Hn+1(e‚)
// Hn+1(M1

‚)
Hn+1(f‚)

// Hn+1(M‚)

Bn+1

// Hn(M2
‚)

Hn(e‚)
// Hn(M1

‚)
Hn(f‚)

// Hn(M‚)

Bn

// Hn´1(M2
‚)

Hn´1(e‚)
// ¨ ¨ ¨

είναι η μακρά ακριβής ακολουθία ομολογίας για την (A.73), όπου

Bn : Hn(M‚) ÝÑ Hn´1(M2
‚)

ο συνδετικός ομομορφισμός αυτής. (Βλ. θεώρημα 3.2.13.) Από το 1ο θεώρημα ισο-
μορφισμών 2.3.7 (για τον Bn+1) λαμβάνουμεHn+1(M‚)/Ker(Bn+1) – Im(Bn+1).Εκ
παραλλήλου, η ακρίβεια και η ιδιότητα A.4.26 (III) δίδουν:

Ker(Bn+1) = Im(Hn+1(f‚)) = Hn+1(M‚) ñ Im(Bn+1) – t0u.

Επειδή Im(Bn+1) = Ker(Hn(e‚)), το 1ο θεώρημα ισομορφισμών 2.3.7 (για τον
Hn(e‚)) μας πληροφορεί ότι Hn(M2

‚)/Ker(Hn(e‚)) – Im(Hn(e‚)), απ’ όπου έπε-
ται (εκ νέου λόγω τής ακριβείας και τής A.4.26 (III)) ότι

Hn(M2
‚) – Im(Hn(e‚)) = Ker(Hn(f‚)) = t0Hn(M1

‚)
u,
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για κάθε n P Z, οπότε το M2
‚ είναι όντως ακυκληματικό.

A.4.32 Λήμμα. Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συναλ-
λοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι
Π.Κ.Ι., για οιονδήποτε παγιωμένον ελεύθερο R-μόδιο A ο συναρτητής

F(A,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδο R-μοδίων) είναι ακριβής και εάν, δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων
R-μοδίων M‚, N‚, υποτεθεί ότι
(i) το M‚ είναι ελεύθερο και
(ii) τουλάχιστον ένα εκ των M‚, N‚ είναι ακυκληματικό,
τότε το αλυσωτό σύμπλοκο F(M‚,N‚)‚ είναι ακυκληματικό.

Αποδειξη. Λόγω των προϋποθέσεών μας είναι δυνατόν να εφαρμόσουμε το (i) τού
πορίσματος A.4.25 καταλήγοντας στη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u // F(H‚(M‚), H‚(N‚))n
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

φ
(M‚,N‚)
n

// //(L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1

// t0u

(A.74)

Επειδή τουλάχιστον ένα εκ των M‚, N‚ είναι ακυκληματικό, είτεHn(M‚) – t0u είτε
Hn(N‚) – t0u για κάθε n P Z, πράγμα που σημαίνει ότι

F(H‚(M‚),H‚(N‚))n – t0u και (L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1 – t0u

για κάθε n P Z, οπότε από την ακρίβεια τής (A.74) λαμβάνουμε άμεσα την ακυκλη-
ματικότητα τού F(M‚,N‚)‚.

A.4.33 Θεώρημα («Κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους
ομολογίας υπεράνω Π.Κ.Ι. ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας εκ δεξιών α-
κριβής διπλός συναρτητής (A.34), συναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές.
Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι., τότε, δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλό-
κων R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ , ισχύουν τα εξής:

(i) Εάν για οιονδήποτε παγιωμένον ελεύθερο R-μόδιο A ο συναρτητής

F(A,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδο R-μοδίων) είναι ακριβής και εάν, ταυτοχρόνως, το αλυσωτό σύμπλοκο
(L πρ.

1 F)(M‚,N‚)‚ είναι ακυκληματικό, ήτοι ισχύει

Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) – t0u, @n P Z, (A.75)
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(πρβλ. εδ. 3.2.3), τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

F(Hp(M‚), Hq(N‚))
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

χ
(M‚,N‚)
n

// //
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u

(A.76)
R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ο αλυσωτός μετασχη-
ματισμός ψ(M‚,N‚)

‚ είναι αυτός τού λήμματος A.4.3 και όπου αμφότεροι οι

!

ψ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch

(ModR)
2
)
)

,

#

χ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)2)

έχοντα τις προαναφερθείσες ιδιότητες

+

είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.
(ii) Η (A.76) είναι (άνευ άλλων επιπροσθέτων προϋποθέσεων) διασπώμενη, οπότε
για κάθε n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚), H‚(N‚))n ‘ (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1

ή, ισοδυνάμως,

Hn(F(M‚,N‚)‚) –

(
À

p+q=n
F(Hp(M‚), Hq(N‚))

)
‘

(
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

)
.

Αποδειξη. Βήμα 1ο. Θεωρούμε εν πρώτοις δυο ελεύθερες προσεγγίσεις (M1
‚, f‚)

και (N1
‚, g‚) των M‚ και N‚,αντιστοίχως (η ύπαρξη των οποίων είναι διασφαλισμένη

από το λήμμα A.4.28), καθώς και τις βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0‚
// M2

‚
� � e‚ // M1

‚

f‚ // // M‚
// 0‚ (A.77)

και
0‚

// N2
‚
� � k‚ // N1

‚

g‚ // // N‚
/ / 0‚ (A.78)

αυτών. Επειδή για κάθε q P Z η οικογένεια
␣

(L πρ.
m F)(´, Nq)

(

mPZ αποτελεί μια
Κ.Σ.Α.Σ.Σ. και για κάθε p P Z ο M 1

p (ως ελεύθερος R-μόδιος) είναι (σύμφωνα με
την πρόταση 4.2.4) προβολικός, έχουμε (L πρ.

m F)(M 1
p, Nq) – t0u όταν m ‰ 0. (Βλ.

εδ. A.4.14 και A.3.13 (i).) Αυτό σημαίνει, ιδιαιτέρως, ότι

(L πρ.
1 F)(M 1

p, Nq) – t0u, @(p, q) P Z ˆ Z. (A.79)

Βάσει των προαναφερθέντων στο εδάφιο A.4.15 (ii), υφίσταται ακριβής ακολουθία:

t0u // (L πρ.
1 F)(M2

p , Nq)
(L

πρ.
1 F)(ep,idNq )

// (L πρ.
1 F)(M 1

p, Nq)
(L

πρ.
1 F)(fp,idNq )

// (L πρ.
1 F)(Mp, Nq)

B[L
πρ.
‚ F]

1

// F(M2
p , Nq) F(ep,idNq )

// F(M 1
p, Nq) F(fp,idNq )

// F(Mp, Nq) // t0u
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η οποία (λόγω των (A.79)) γίνεται

t0u // (L πρ.
1 F)(Mp, Nq)

B
[L

πρ.
‚ F]

1

// F(M2
p , Nq) F(ep,idNq )

// F(M 1
p, Nq) F(fp,idNq )

// F(Mp, Nq) // t0u.

Αυτή διαμελίζεται σε δύο βραχείες ακριβείς ακολουθίες:

t0u // (L πρ.
1 F)(Mp, Nq)

� � B
[L

πρ.
‚ F]

1 // F(M2
p , Nq) // // Im(F(ep, idNq )) // t0u (A.80)

και

t0u // Im(F(ep, idNq ))
� � // F(M 1

p, Nq)
F(fp,idNq )

// // F(Mp, Nq) // t0u. (A.81)

Μεταβαίνοντας στα ευθέα αθροίσματα για κάθε n P Z και κάθε ζεύγος δεικτών
(p, q) P Z ˆ Z με p + q = n λαμβάνουμε (μέσω των (A.80) και (A.81)) βραχείες
ακριβείς ακολουθίες αλυσωτών συμπλόκων

0‚
// (L πρ.

1 F)(M‚,N‚)‚
� � // F(M2

‚,N‚)‚
// // Im(F(e‚, idN‚))‚

// 0‚ (A.82)

και

0‚
// Im(F(e‚, idN‚))‚

� � // F(M1
‚,N‚)‚

F(f‚,idN‚ )‚
// // F(M‚,N‚)‚

// 0‚, (A.83)

αντιστοίχως. Το (L πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚ είναι εξ υποθέσεως ακυκληματικό. (Βλ. (A.75).)

Κατά το λήμμα A.4.31 ο πυρήνας M2
‚ τής (A.77) είναι ακυκληματικό αλυσωτό σύ-

μπλοκο. Κι επειδή οιM2
p (ως υπομόδιοι των ελευθέρωνR-μοδίωνM 1

p) είναι ελεύθε-
ροι (βλ. θεώρημα 2.5.47), το λήμμα A.4.32 (εφαρμοζόμενο για τα αλυσωτά σύμπλο-
κα M2

‚ και N‚) μας πληροφορεί ότι το F(M2
‚,N‚)‚ είναι ωσαύτως ακυκληματικό. Η

(μέσω τού θεωρήματος 3.2.13 κατασκευαζόμενη) μακρά ακριβής ακολουθία ομο-
λογίας για την (A.82):

Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚)

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

–t0u
//
Hn(F(M2

‚,N‚)‚)
loooooooooomoooooooooon

–t0u

// Hn(Im(F(e‚, idN‚ ))‚) //
Hn´1((L

πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚)

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨

δίδει Hn(Im(F(e‚, idN‚))‚) – t0u για κάθε n P Z, ήτοι την ακυκλικότητα και τού
αλυσωτού συμπλόκου Im(F(e‚, idN‚))‚. Γι’ αυτό, στη (μέσω τού θεωρήματος 3.2.13
κατασκευαζόμενη) μακρά ακριβή ακολουθία ομολογίας για την (A.83):

Hn(Im(F(e‚, idN‚ ))‚)
loooooooooooooomoooooooooooooon

–t0u
// Hn(F(M1

‚,N‚)‚)

Hn(F(f‚,idN‚ )‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚) //
Hn´1(Im(F(e‚, idN‚ ))‚)
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨
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εμφανίζεται για κάθε n P Z ο ισομορφισμός:

αn := Hn(F(f‚, idN‚)‚) : Hn(F(M
1

‚,N‚)‚)
–

ÝÑ Hn(F(M‚,N‚)‚). (A.84)

Βήμα 2ο. Για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z επάγεται μέσω τής βραχείας ακριβούς
ακολουθίας

t0u // N2
q
� � kq

// N 1
q

gq
// // Nq // t0u

η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // F(M 1
p, N

2
q )

� �
F(idM1

p
,kq)

// F(M 1
p, N

1
q)

F(idM1
p
,gq)

// // F(M 1
p, Nq) // t0u

διότι ο M 1
p είναι εκ κατασκευής ελεύθερος και ο F(M 1

p,´) : ModR ù ModR εξ
υποθέσεως ακριβής. Ύστερα από εκ νέου μετάβαση στα ευθέα αθροίσματα για κά-
θε n P Z και κάθε ζεύγος (p, q) P ZˆZ με p+q = n λαμβάνουμε τη βραχεία ακριβή
ακολουθία

t0u // F(M1
‚,N2

‚)n
� �
F(idM1‚

,k‚)n
// F(M1

‚,N1
‚)n

F(idM1‚
,g‚)n

// // F(M1
‚,N‚)n // t0u

καταλήγοντας στη βραχεία ακριβή ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων:

0‚
// F(M1

‚,N2
‚)‚

� �
F(idM1‚

,k‚)‚
// F(M1

‚,N1
‚)‚

F(idM1‚
,g‚)‚

// // F(M1
‚,N‚)‚

// 0‚ (A.85)

Κατά το λήμμα A.4.31 ο πυρήνας N2
‚ τής (A.78) είναι ακυκληματικό αλυσωτό σύ-

μπλοκο. Κι επειδή οι N2
q (ως υπομόδιοι των ελευθέρων R-μοδίων N 1

q) είναι ελεύθε-
ροι (βλ. θεώρημα 2.5.47), το λήμμα A.4.32 (εφαρμοζόμενο για τα αλυσωτά σύμπλο-
κα M1

‚ και N2
‚) μας πληροφορεί ότι το F(M1

‚,N2
‚)‚ είναι ωσαύτως ακυκληματικό. Ως

εκ τούτου, στη (μέσω τού θεωρήματος 3.2.13 κατασκευαζόμενη) βραχεία ακριβή
ακολουθία ομολογίας για την (A.85):

Hn(F(M1
‚,N2

‚)‚)
loooooooooomoooooooooon

–t0u
/ / Hn(F(M1

‚,N1
‚)‚)

Hn(F(idM1‚
,g‚)‚)

//Hn(F(M1
‚,N‚)‚) //

Hn´1(F(M1
‚,N2

‚)‚)
loooooooooooomoooooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨

εμφανίζεται για κάθε n P Z ένας ισομορφισμός:

βn := Hn(F(idM1
‚
, g‚)‚) : Hn(F(M

1

‚,N1
‚)‚)

–
ÝÑ Hn(F(M1

‚,N‚)‚). (A.86)

Βήμα 3ο. Από την ιδιότητα A.4.26 (ΙΙΙ) των θεωρηθεισών ελευθέρων προσεγγίσεων
(M1

‚, f‚) και (N1
‚, g‚) των M‚ και N‚, αντιστοίχως, γνωρίζουμε ότι αμφότεροι οι

Hn(f‚) : Hn(M1
‚) ÝÑ Hn(M‚), Hn(g‚) : Hn(N1

‚) ÝÑ Hn(N‚)
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είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z. Κατ’ επέκταση και οι53

F(Hp(f‚),Hq(g‚)) : F(Hp(M1
‚),Hq(N1

‚)) ÝÑ F(Hp(M‚),Hq(N‚))

είναι ισομορφισμοί για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z (και ύστερα από μετάβαση στα
ευθέα αθροίσματα) και οι

γn := F(H‚(f‚), H‚(g‚))n : F(H‚(M
1
‚), H‚(N1

‚))n
–

ÝÑ F(H‚(M‚), H‚(N‚))n.

είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z. Κατ’ αναλογίαν ορίζονται οι ισομορφισμοί

θn : (L πρ.
1 F)(H‚(M

1

‚),H‚(N1
‚))n

–
ÝÑ (L πρ.

1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n. (A.87)

όπου θn := (L πρ.
1 F)(H‚(f‚),H‚(g‚))n, για κάθε n P Z.

Βήμα 4ο. Επειδή τα M
1

‚ και N1
‚ είναι ελεύθερα αλυσωτά σύμπλοκα, εφαρμόζοντας το

πόρισμα A.4.25 για αυτά λαμβάνουμε διασπώμενες βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u // F(H‚(M
1
‚), H‚(N1

‚))n
� � ψ

(M1
‚,N

1
‚)

n // Hn(F(M1
‚,N1

‚)‚)

φ
(M1

‚,N
1
‚)

n

// // (L πρ.
1 F)(H‚(M

1
‚), H‚(N1

‚))n´1
// t0u

όπου αμφότεροι οιψ(M1
‚,N

1
‚)

‚ καιφ(M1
‚,N

1
‚)

‚ (διατρέχοντες τέτοιου είδους ζεύγη αλυσω-
τών συμπλόκων (M1

‚,N1
‚)) είναι φυσικοί μετασχηματισμοί. Εν συνεχεία, θεωρούμε

για κάθε n P Z τον ομομορφισμό

χ(M‚,N‚)
n : Hn(F(M‚,N‚)‚) ÝÑ (L πρ.

1 F)(H‚(M
1

‚),H‚(N1
‚))n´1

τον οριζόμενον (μέσω των (A.84), (A.86) και (A.87)) ως εξής:

χ
(M‚,N‚)
n := θn´1 ˝ φ

(M1
‚,N

1
‚)

n ˝ β´1
n ˝ α´1

n ,

καθώς και το διάγραμμα

t0u Ñ F(H‚(M
1
‚), H‚(N1

‚))n
ψ
(M1

‚,N
1
‚)

n //

γn –

��

Hn(F(M
1
‚,N1

‚)‚)

αn˝βn–

��

φ
(M1

‚,N
1
‚)

n // (L πρ.
1 F)(H‚(M

1
‚), H‚(N1

‚))n´1 Ñ t0u

θn´1–

��

t0u Ñ F(H‚(M‚), H‚(N‚))n
ψ
(M‚,N‚)
n

// Hn(F(M‚,N‚)‚)
χ
(M‚,N‚)
n

// (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1 Ñ t0u

53Θεωρώντας τούς αντιστρόφουςHp(f‚)
´1 καιHq(g‚)

´1 των ισομορφισμώνHp(f‚) καιHq(g‚), αντιστοίχως,
λαμβάνουμε

F(Hp(f‚) ˝ Hp(f‚)
´1
, Hq(g‚) ˝ Hq(g‚)

´1
) = F(idHp(M‚), idHq(N‚)) = idF(Hp(M‚),Hq(N‚))

και F(Hp(f‚)
´1 ˝Hp(f‚), Hq(g‚)

´1 ˝Hq(g‚)) = idF(Hp(M1‚),Hq(N1‚)). Κατά συνέπειαν, ο F(Hp(f‚), Hq(g‚))

είναι όντως ισομορφισμός, έχων ως αντίστροφό του τον F(Hp(f‚)
´1, Hq(g‚)

´1).
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Το δεξιό ορθογώνιο παραλληλόγραμμο είναι μεταθετικό, διότι

χ(M‚,N‚)
n ˝ (αn ˝ βn) = (θn´1 ˝ φ

(M1
‚,N

1
‚)

n ˝ β´1
n ˝ α´1

n ) ˝ (αn ˝ βn) = θn´1 ˝ φ
(M1

‚,N
1
‚)

n .

Επειδή η οικογένεια
!

ψ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)

2)
)

αποτελεί φυσικό με-
τασχηματισμό και αn ˝ βn = Hn(F(f‚, g‚)‚), το αριστερό ορθογώνιο παραλληλό-
γραμμο είναι ωσαύτως μεταθετικό. (Πρβλ. με απόδειξη τού θεωρήματος A.4.5.) Αυ-
τό σημαίνει ότι το ανωτέρω διάγραμμα είναι (καθ’ ολοκληρίαν) μεταθετικό. Κι ε-
πειδή η άνω του γραμμή είναι μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία και τα
τρία κατακόρυφα βέλη δηλούν ισομορφισμούς, η κάτω του γραμμή οφείλει να είναι
ωσαύτως μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία και η οικογένεια χ

(M‚,N‚)
‚ ,

για τα ζεύγη (M‚,N‚) που πληρούν τις προαναφερθείσες συνθήκες (στην αρχική
διατύπωση τού θεωρήματος), φυσικός μετασχηματισμός. Άρα αμφότεροι οι ισχυρι-
σμοί (i) και (ii) αληθεύουν.

‚ Ερώτημα Γ. Το θεώρημα A.4.33 ισχύει υπό την πολύ ασθενή συνθήκη (A.75). Ω-
στόσο, σε αυτό οι δακτύλιοι αναφοράς είναι Π.Κ.Ι. Μπορεί να επιτευχθεί κάποια
γενίκευσή του (διατηρώντας την ίδια συνθήκη) για μια ευρύτερη κλάση δακτυλί-
ων αναφοράς; Το εν λόγω ερώτημα έχει απαντηθεί καταφατικώς από τους Cartan
και Eilenberg στο σύγγραμμά τους [29] (βλ. §XVII.5, σελ. 372-374) για κληρονομι-
κούς δακτυλίους αναφοράς (χωρίς, όμως, να γίνεται μνεία περί τού εάν και κατά
πόσον εξακολουθεί να υφίσταται διάσπαση τού Hn(F(M‚,N‚)‚)). Το αποτέλεσμά
τους προέκυψε από τη φασματική ακολουθία54 (τού πρώτου τεταρτημορίου)

E2
p,q =

À

s+t=q
F(Hs(M‚),Ht(N‚))p ùñ

p
Hn(F(M‚,N‚)‚).

Εδώ, αντί μιας (έστω και συνοπτικής) παρουσιάσεως των θεωρητικών προαπαιτού-
μενων γνώσεων περί φασματικών ακολουθιών προτιμήθηκε η παράθεση μιας λεπτο-
μερούς στοιχειώδους αποδείξεως55, οφειλόμενης στον Kelly56 (αλλά προσαρμοσθεί-
σας στην κατηγορική γλώσσα des grands maîtres) η οποία έχει τα εξής πλεονεκτή-
ματα: α) Διατηρεί τις «οικείες μας» τεχνικές (σε ό,τι αφορά στον χειρισμό βραχέων
και μακρών ακριβών ακολουθιών) και χρησιμοποιεί (αντί ελευθέρων) προβολικές
προσεγγίσεις57. β) Ενσωματώνει και τη διάσπαση τού Hn(F(M‚,N‚)‚) χωρίς την
προσθήκη νέων προϋποθέσεων. γ) Επιτρέπει ποικίλες γενικεύσεις.

54Πρβλ. Mac Lane [33], §XII.12, σελ. 400-403, Rotman [35], Theorem 10.90, σελ. 686-687, και Weibel [36], Theorem
5.6.4, σελ. 143-144.

55Βλ. G.M. Kelly: Observations on the Künneth theorem, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 59 (1963), 575-587.

56Kelly, Gregory Maxwell (5/6/1930-26/1/2007). Αυστραλός μαθηματικός. Διδακτορική διατριβή επί θεμάτων τής Ο-
μολογικής Άλγεβρας το 1957 στο Πανεπιστήμιο τού Cambridge (υπό την επίβλεψη των S. Wylie και M.G. Barratt).
Από το 1957 έως το 1966 δίδαξε στο Πανεπιστήμιο τού Sydney. Επισκέπτης ερευνητής κατά τη διετία 1963-1965 στα
Πανεπιστήμια Tulane και Illinois, όπου από κοινού με τον S. Eilenberg ανέπτυξε και μετεξέλιξε την έννοια τής εμπλου-
τισμένης κατηγορίας («enriched category»). Το 1973 εξελέγη τακτικός καθηγητής τού Πανεπιστημίου τού Sydney, στο
οποίο και παρέμεινε μέχρι τη συνταξιοδότησή του το 1994. Ο Kelly συνέγραψε άνω των 90 ερευνητικών άρθρων επί
τής Θεωρίας Κατηγοριών και των εφαρμογών αυτής στη Συνδυαστική και στην Αλγεβρική Τοπολογία. Ετιμήθη με το
Centenary Medal τής αυστραλιανής κυβερνήσεως. (Δεν θα πρέπει να συγχέεται με τον αμερικανό τοπολόγο, καθηγητή
τού Berkeley και συγγραφέα τού γνωστού βιβλίου με τίτλο General Topology, John L. Kelley (1916-1999).)

57Ο όρος free approximation (ελεύθερη προσέγγιση) πρωτοεμφανίζεται στα βιβλία των Spanier [86] (σελ. 225-226)
και Hu [21] (σελ. 167) και έχει πλέον καθιερωθεί και στη σχετική αρθρογραφία (π.χ., τού K. Varadarajan και άλλων),
όπως και ο αντίστοιχος όρος projective approximation (προβολική προσέγγιση). Στο συγκεκριμένο άρθρο του ο Kelly
χρησιμοποιεί (μάλλον ατυχώς) αντί τού τελευταίου τον όρο projective development (προβολικό ανάπτυγμα).
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G.M. Kelly

A.4.34 Ορισμός. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων
(όπου R τυχών μη τετρ. μεταθετικός δακτύλιος). Μια προβολική προσέγγιση
τού M‚ είναι ένα ζεύγος (M1

‚, f‚) αποτελούμενο από ένα αλυσωτό σύμπλοκο
R-μοδίων (και ομομορφισμών R-μοδίων) M1

‚ = (M 1
n, d

1
n)nPZ και έναν αλυσωτό

μετασχηματισμό f‚ : M1
‚ ÝÑ M‚, ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι εξής συνθή-

κες:
(Ι) Το M1

‚ είναι προβολικό (ήτοι ο Mn είναι προβολικός, @n P Z, βλ. εδ. 4.2.14),
(ΙΙ) ο fn :M 1

n ÝÑ Mn είναι επιμορφισμός για κάθε n P Z και
(ΙΙΙ) ο Hn(f‚) : Hn(M1

‚) ÝÑ Hn(M‚) είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.

A.4.35 Λήμμα. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός (βλ. εδ. 4.2.12),
τότε κάθε αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων M‚ = (Mn, dn)nPZ διαθέτει (τουλάχιστον)
μία προβολική προσέγγιση (M1

‚, f‚).

Αποδειξη. Έστω τυχών n P Z. Κατά το πόρισμα 2.5.23 υπάρχει κάποιος ελεύθε-
ρος R-μόδιος Ln, καθώς και ένας υπομόδιος Wn τού Ln, ούτως ώστε να ισχύει
Zn(M‚) := Ker(dn) – Ln/Wn. Λόγω αυτού δημιουργείται μια βραχεία ακριβής
ακολουθία

t0u ÝÑ Wn ãÑ Ln
ϖn↠ Zn(M‚) ÝÑ t0u .

Θέτουμε
Un := Ker(πn ˝ϖn) = ϖ´1

n (Bn(M‚)) Ď Ln,

όπου πn := πM‚
n : Zn(M‚) ↠ Hn(M‚) ο φυσικός επιμορφισμός. Ο Ln (ως ελεύθε-

ρος R-μόδιος) είναι προβολικός (Βλ. πρόταση 4.2.4.) Ο Un, όντας υπομόδιος τού
προβολικούR-μοδίου Ln, είναι προβολικός, καθότι οR είναι κληρονομικός. Εν συ-
νεχεία θέτουμε

M 1
n := Ln ‘ Un´1 (A.88)

και ορίζουμε (για x P Ln και y P Un´1) τον ομομορφισμό

d1
n :M 1

n ÝÑ M 1
n´1, (x, y) ÞÝÑ d1

n(x, y) := (y, 0Un´2).

Προφανώς, για κάθε x P Ln+1 και κάθε y P Un έχουμε

(d1
n ˝ d1

n+1)(x, y) = d1
n(d

1
n+1(x, y)) = d1

n(y, 0Un´1
) = (0Ln´1

, 0Un´2
) = 0M 1

n´1
,

οπότε d1
n ˝d1

n+1 = 0 και το M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ αποτελεί αλυσωτό σύμπλοκο. Επειδή
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ο Un είναι προβολικός, για το διάγραμμα

Un

ϖn|Un
��

Mn+1
ďn+1

// // Bn(M‚) // t0u

(έχον τη γραμμή του ακριβή λόγω τής επιρριπτικότητας τού ďn+1) υπάρχει ομομορ-
φισμός κn P HomR(Un,Mn+1) που το συμπληρώνει μεταθετικώς:

Un

ϖn|Un
��

Mn+1
ďn+1

// // Bn(M‚) // t0u

ήτοι ισχύει πn|Un = ďn+1 ˝ κn. (Βλ. εδ. 4.2.1.) Θέτουμε (για x P Ln και y P Un´1)

fn :M 1
n ÝÑ Mn, (x, y) ÞÝÑ fn(x, y) := πn(x) + κn´1(y).

Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι η ακολουθία f‚ = tfnunPZ αποτελεί αλυσωτό μετα-
σχηματισμό f‚ : M1

‚ ÝÑ M‚.Σημειωτέον ότι το M1
‚ = (M 1

n, d
1
n)nPZ είναι προβολικό,

καθώς κάθε M 1
n είναι προβολικός R-μόδιος ως ευθύ άθροισμα (A.88) δύο προβο-

λικών R-μοδίων. (Βλ. πρόταση 4.2.13.) Άρα το M1
‚ έχει την ιδιότητα A.4.34 (Ι). Οι

αποδείξεις για το ότι ο f‚ έχει την ιδιότητα A.4.34 (ΙΙ) και για το ότι ο Hn(f‚) έχει
την ιδιότητα A.4.34 (ΙΙΙ) ταυτίζονται με τις αντίστοιχες στο λήμμα A.4.28.

A.4.36 Σημείωση. Εάν o δακτύλιος R είναι κληρονομικός, M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα
αλυσωτό σύμπλοκοR-μοδίων και (M1

‚, f‚) μια προβολική προσέγγιση τού M‚, όπου
M1

‚ = (M 1
n, d

1
n)nPZ, τότε θέτοντας M2

n := Ker(fn) Ď M 1
n, @n P Z, λαμβάνουμε

d1
n(M

2
n) Ď M2

n´1 για κάθε n P Z. Πράγματι· για οιοδήποτε x P M2
n, κάνοντας

χρήση τού μεταθετικού διαγράμματος

M 1
n

d1
n //

œfn
����

M 1
n´1

fn´1

����

Mn
dn

// Mn´1

συμπεραίνουμε ότι

fn(x) = 0Mn ñ dn(fn(x)) = fn´1(d
1
n(x)) = 0Mn´1 ñ d1

n(x) P M2
n´1.

Κατά συνέπειαν, το M2
‚ = (M2

n, d
2
n)nPZ, όπου d2

n := d1
n|M2

n
για κάθε n P Z, αποτελεί

ένα υποσύμπλοκο τού M1
‚. (Βλ. εδ. 3.2.15.)
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A.4.37 Ορισμός. Το υποσύμπλοκο M2
‚ = (M2

n, d
2
n)nPZ το καθορισθέν στο εδ.

A.4.36 καλείται πυρήνας τής προβολικής προσεγγίσεως (M1
‚, f‚) τού M‚. Είναι

πρόδηλος ο σχηματισμός μιας βραχείας ακριβούς ακολουθίας R-μοδίων και ο-
μομορφισμών R-μοδίων

t0u // M2
n
� � en // M 1

n

fn // // Mn
// t0u

για κάθε n P Z, όπου en η συνήθης ένθεση και, κατ’ επέκταση, μιας βραχείας
ακριβούς ακολουθίας αλυσωτών συμπλόκων και αλυσωτών μετασχηματισμών

0‚
// M2

‚
� � e‚ // M1

‚

f‚ // // M‚
// 0‚ (A.89)

που ονομάζεται, ιδιαιτέρως, βραχεία ακριβής ακολουθία τής προβολικής προ-
σεγγίσεως (M1

‚, f‚) τού M‚.

A.4.38 Λήμμα. Εάν ο R είναι κληρονομικός, M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό
σύμπλοκο R-μοδίων και (M1

‚, f‚) μια προβολική προσέγγισή του, τότε ο πυρήνας
M2

‚ = (M2
n, d

2
n)nPZ αυτής είναι ένα ακυκληματικό αλυσωτό σύμπλοκο.

Αποδειξη. Πανομοιότυπη εκείνης τού λήμματος A.4.31.

A.4.39 Λήμμα. Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συναλ-
λοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Εάν ο R είναι κληρονομικός και εάν,
δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκωνR-μοδίων M‚ = (Mn, dn)nPZ,N‚, υποτεθεί ότι
(i) το M‚ (και αντιστοίχως, το N‚) είναι προβολικό και
(ii) το M‚ (και αντιστοίχως, το N‚) είναι ακυκληματικό,
τότε το αλυσωτό σύμπλοκο F(M‚,N‚)‚ είναι ακυκληματικό.

Αποδειξη. Αρκεί να παρατεθεί η απόδειξη στην περίπτωση κατά την οποία το M‚

είναι ακυκληματικό58. Θεωρούμε τις θεμελιώδεις βραχείες ακριβείς ακολουθίες59

t0u ÝÑ Zn(M‚)
jn
ãÑ Mn

ďn↠ Bn´1(M‚) ÝÑ t0u (A.90)

και
t0u ÝÑ Bn(M‚)

ιn
ãÑ Zn(M‚)

πn↠ Hn(M‚) ÝÑ t0u. (A.91)
Ο Bn´1(M‚), όντας υπομόδιος τού προβολικού R-μοδίου Mn´1, οφείλει να είναι
προβολικός, καθόσον ο R είναι εξ υποθέσεως κληρονομικός. Από τη συνεπαγωγή
(i)ñ(ii) στο θεώρημα 4.2.7 γνωρίζουμε ότι η (A.90) είναι διασπώμενη και, ως εκ
τούτου, ότι

[Dαn P HomR(Mn, Zn(M‚)) : αn ˝ jn = idZn(M‚)]

και
[Dβn´1 P HomR(Bn´1(M‚),Mn) : ďn ˝ βn´1 = idBn´1(M‚)]

58Υποτιθεμένης τής ακυκληματικότητας τού N‚, η απόδειξη είναι παρόμοια.
59Εδώ, αντί των πM‚

n , ιM‚
n , jM‚

n , ďM‚
n (όπως στη σελίδα 521) γράφουμε απλώς πn, ιn, jn και ďn, αντιστοίχως.
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με αn ˝ βn´1 = 0 και
jn ˝ αn + βn´1 ˝ ďn = idMn

. (A.92)
(Βλ. θεώρημα 3.1.29.) Από το ότι Hn(M‚) – t0u προκύπτει (μέσω τής (A.91)) ισο-
μορφισμός

ιn := ιM‚
n : Bn(M‚)

–
ÝÑ Zn(M‚), @n P Z.

Για κάθε n P Z ορίζουμε ως hn τη σύνθεση

Mn

hn:=βn˝ι´1
n ˝αn

66

αn // Zn(M‚)
ι´1
n // Bn(M‚)

βn // Mn+1

Η (hn :Mn ÝÑ Mn+1)nPZ αποτελεί μια συστέλλουσα ομοτοπία για το M‚. (Βλ. εδ.
3.5.2.) Πράγματι· χρησιμοποιώντας τό κάτωθι διάγραμμα

¨ ¨ ¨
dn+2

// Mn+1

dn+1
//

idMn+1

��

0

��

hn+1

}}

Mn
dn //

idMn

��

0

��

hn

}}

Mn´1

dn´1
//

idMn´1

��

0

��

hn´1

}}

¨ ¨ ¨

hn´2

}}

¨ ¨ ¨
dn+2

// Mn+1

dn+1
// Mn

dn // Mn´1

dn´1
// ¨ ¨ ¨

αρκεί να δείξουμε ότι

idMn = idMn ´ 0 = dn+1 ˝ hn + hn´1 ˝ dn, @n P Z. (A.93)

Έστω τυχόν x P Mn. Θα προβούμε σε υπολογισμούς:
dn+1 ˝ hn = (jn ˝ ιn ˝ ďn+1) ˝ (βn ˝ ι´1

n ˝ αn)

= jn ˝ ιn ˝ (ďn+1 ˝ βn
loooomoooon

=idBn(M‚)

) ˝ ι´1
n ˝ αn = jn ˝ ( ιn ˝ ι´1

n
looomooon

=idZn(M‚)

) ˝ αn = jn ˝ αn

και
hn´1 ˝ dn = (βn´1 ˝ ι´1

n´1 ˝ αn´1) ˝ (jn´1 ˝ ιn´1 ˝ ďn)

= βn´1 ˝ ι´1
n´1 ˝ (αn´1 ˝ jn´1

loooooomoooooon

=idΖn´1(M‚)

) ˝ ιn´1 ˝ ďn = βn´1 ˝ (ι´1
n´1 ˝ ιn´1
looooomooooon

=idBn´1(M‚)

) ˝ ďn = βn´1 ˝ ďn.

Βάσει αυτών, dn+1˝hn+hn´1˝dn = jn˝αn+βn´1˝ďn =
(A.92)

idMn
και η (A.93) είναι

όντως αληθής. Αυτό σημαίνει ότι το M‚ είναι ένα συσταλτό αλυσωτό σύμπλοκο με
(hp)pPZ : idM‚ » 0‚ ùñ

A.2.14
[(F(hp, idNq ))pPZ : F(idM‚ , idNq )‚ » F(0‚, idNq )‚ = 0‚,@q P Z]

ùñ [(F(h‚, idN‚))nPZ : idF(M‚,N‚)‚ = F(idM‚ , idN‚)‚ » F(0‚, idN‚)‚ = 0‚]

(ύστερα από μετάβαση στα ευθέα αθροίσματα)

ùñ [idHn(F(M‚,N‚)‚) =
3.2.7

Hn(idF(M‚,N‚)‚) =
3.5.7

Hn(0‚) = 0, @n P Z]

ùñ [Hn(F(M‚,N‚)‚) – t0u, @n P Z],

οπότε το F(M‚,N‚)‚ είναι ακυκληματικό.
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A.4.40 Λήμμα. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων. Εάν
αυτό είναι προβολικό, τότε υπάρχει αλυσωτός μετασχηματισμός

ρ‚ = ρM‚
‚ : M‚ ÝÑ H‚(M‚),

τέτοιος ώστε το ζεύγος (M‚, ρ‚) να αποτελεί μια προβολική προσέγγιση τού αλυσω-
τού συμπλόκουH‚(M‚) = (Hn(M‚), ϑn)nPZ (όπου ϑn = 0, βλ. A.2.4 (vii)). Επιπλέ-
ον, εν τοιαύτη περιπτώσει ισχύει Hn(ρ‚) = idHn(M‚), @n P Z.

Αποδειξη. Xρησιμοποιώντας τήν (A.91) και τη διάσπαση τής (A.90) (όπως στην
απόδειξη τού λήμματος A.4.39) ορίζουμε ως ρn τη σύνθεση

t0u // Bn(M‚)
ιn // Zn(M‚)

πn // Hn(M‚) // t0u

Mn

ρn:=πn˝αn

::

αn

dd

Αρχικώς θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία ρ‚ = tρnunPZ αποτελεί αλυσωτό μετα-
σχηματισμό ρ‚ : M‚ ÝÑ H‚(M‚). Προς τούτο θεωρούμε το τετράγωνο

Mn+1

dn+1
//

ρn+1

��

Mn

ρn

��

Hn+1(M‚)
ϑn+1

// Hn(M‚)

Από τη μια μεριά έχουμε προδήλως

ϑn+1 ˝ ρn+1 = 0

και από την άλλη

ρn ˝dn+1 = (πn ˝αn)˝ (jn ˝ ιn ˝ ďn+1) = πn ˝ ( αn ˝ jn
loomoon

=idΖn(M‚)

)˝ ιn ˝ ďn+1 = (πn ˝ ιn
loomoon

=0

)˝ ďn+1 = 0.

‚ Το M‚ έχει την ιδιότητα A.4.34 (I). Τούτο συμπεριλαμβάνεται στις υποθέσεις.
‚ Ο ρn έχει την ιδιότητα A.4.34 (II). Έστω τυχόν στοιχείο x + Bn(M‚) P Hn(M‚),
όπου x P Zn(M‚). Επειδή

x+Bn(M‚) = αn(jn(x)) +Bn(M‚) = αn(x) +Bn(M‚) = πn(αn(x)) = ρn(x), (A.94)

ο ομομορφισμός ρn είναι όντως επιμορφισμός.
‚ Ο Hn(ρ‚) έχει την ιδιότητα A.4.34 (III). Επειδή το H‚(M‚) έχει μηδενικούς συνο-
ριακούς τελεστές, έχουμε

Hn(H‚(M‚)) = Hn(M‚)

και για τον
Hn(ρ‚) : Hn(M‚) ÝÑ Hn(H‚(M‚)) = Hn(M‚)

x+Bn(M‚) ÞÝÑ Hn(ρ‚)(x+Bn(M‚)) := ρn(x) +Bn(H‚(M‚))
looooooomooooooon

–t0u

,
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λαμβάνουμε
Hn(ρ‚)(x+Bn(M‚)) = ρn(x) =

(A.94)
x+Bn(M‚).

Επομένως ισχύειHn(ρ‚) = idHn(M‚) και ο ομομορφισμόςHn(ρ‚) είναι ο ταυτοτικός
ισομορφισμός για κάθε n P Z.

A.4.41 Θεώρημα. Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συ-
ναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλό-
κων R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ , όπου ο R είναι κληρο-

νομικός, θεωρούμε προβολικές προσεγγίσεις αυτών (M1
‚, f‚) και (N1

‚, g‚) (η ύπαρξη
των οποίων είναι εξασφαλισμένη από το λήμμα A.4.35). Τότε υφίσταται μακρά α-
κριβής ακολουθία τής μορφής:

¨ ¨ ¨ // Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) // Hn+1(F(M1

‚,N1
‚)‚) // Hn+1(F(M‚,N‚)‚)

// Hn´1((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) // Hn(F(M1

‚,N1
‚)‚) // Hn(F(M‚,N‚)‚) // ¨ ¨ ¨

(A.95)

Αποδειξη. Θεωρούμε τις βραχείες ακριβείς ακολουθίες (αλυσωτών συμπλόκων)

0‚
// M2

‚
� � e‚ // M1

‚

f‚ // // M‚
// 0‚ (A.96)

0‚
// N2

‚
� � k‚ // N1

‚

g‚ // // N‚
/ / 0‚ (A.97)

των προβολικών προσεγγίσεων (M1
‚, f‚) και (N1

‚, g‚), αντιστοίχως. (Βλ. εδ. A.4.37.)
Από την (A.97) δημιουργούνται για κάθε q P Z βραχείες ακριβείς ακολουθίες R-
μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων t0u Ñ N2

q

kq
ãÑ N 1

q

gq↠ Nq Ñ t0u, μέσω δε
αυτών μια μακρά ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨
B
[L δεύτ.

‚ F]
2 // (L δεύτ.

1 F)(M 1
p, N

2
q )

(L δεύτ.
1 F)(id

M1
q
,kq)

// (L δεύτ.
1 F)(M 1

p, N
1
q)

(L δεύτ.
1 F)(id

M1
p
,gq)

// (L δεύτ.
1 F)(M 1

p, Nq)

B
[L δεύτ.

‚ F]
1

// F(M 1
p, N

2
q ) F(id

M1
p
,kq)

// F(M 1
p, N

1
q) F(id

M1
p
,gq)

// F(M 1
p, Nq) Ñ t0u

(Βλ. A.4.20 (ii).) Επειδή ο M 1
p είναι εξ υποθέσεως προβολικός R-μόδιος για κάθε

p P Z, έχουμε

(L δεύτ.
1 F)(M 1

p, Nq) := L1F(M 1
p,´)(Nq) – L1F(´, Nq)(M 1

p) – t0u.

(Βλ. (A.51) και A.3.13 (i).) Έτσι, προκύπτει η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u Ñ F(M 1
p, N

2
q )

F(idM1
p
,kq)

// F(M 1
p, N

1
q)

F(idM1
p
,gq)

// F(M 1
p, Nq) Ñ t0u

και (ύστερα από μετάβασή μας σε ευθέα αθροίσματα για κάθε n P Z και για κά-
θε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p + q = n) η βραχεία ακριβής ακολουθία αλυσωτών
συμπλόκων

0‚ Ñ F(M1
‚,N2

‚)‚

F(idM1‚
,k‚)‚

// F(M1
‚,N1

‚)‚

F(idM1‚
,g‚)‚

// F(M1
‚,N‚)‚ Ñ 0‚ (A.98)
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Το N2
‚ (όντας υποσύμπλοκο τού N1

‚) είναι προβολικό (καθώς ο R είναι κληρονο-
μικός). Εξάλλου, εύκολα δείχνει κανείς (χρησιμοποιώντας επιχειρήματα ανάλογα
εκείνων που χρησιμοποιούνται στην απόδειξη τού λήμματος A.4.38) ότι το N2

‚ είναι
ακυκληματικό (ήτοιHn(N2

‚) – t0u για κάθε n P Z). Εφαρμόζοντας το λήμμα A.4.39
για τα M1

‚ και N2
‚ διαπιστώνουμε ότι το F(M1

‚,N2
‚)‚ είναι ωσαύτως ακυκληματικό:

Hn(F(M1
‚,N2

‚)‚) – t0u, @n P Z. (A.99)

Η μακρά ακριβής ακολουθία ομολογίας 3.2.13 για την (A.98)

¨ ¨ ¨ // Hn(F(M1
‚,N2

‚)‚)

Hn(F(idM1‚
,k‚)‚)

// Hn(F(M1
‚,N

1
‚)‚)

Hn(F(idM1‚
,g‚)‚)

// Hn(F(M1
‚,N‚)‚)

// Hn´1(F(M1
‚,N2

‚)‚)

Hn´1(F(idM1‚
,k‚)‚)

// ¨ ¨ ¨

δίδει (λόγω των (A.99)) ισομορφισμούς:

Hn(F(idM1
‚
, g‚)‚) : Hn(F(M1

‚,N
1

‚)‚)
–

ÝÑ Hn(F(M1
‚,N‚)‚), @n P Z. (A.100)

Κατ’ αναλογίαν, από την (A.96) δημιουργούνται για κάθε p P Z βραχείες ακριβείς

ακολουθίες t0u Ñ M2
p

ep
ãÑ M 1

p

fp↠ Mp Ñ t0u, μέσω δε αυτών μια μακρά ακριβής
ακολουθία

¨ ¨ ¨
B[L

πρ.
‚ F]

2 // (L πρ.
1 F)(M2

p , Nq)
(L

πρ.
1 F)(ep,idNq )

// (L πρ.
1 F)(M 1

p, Nq)
(L

πρ.
1 F)(fp,idNq )

// (L πρ.
1 F)(Mp, Nq)

B[L
πρ.
‚ F]

1

// F(M2
p , Nq) F(ep,idNq )

// F(M 1
p, Nq) F(fp,idNq )

// F(Mp, Nq) Ñ t0u

(Βλ. A.4.15 (ii).) Επειδή ο M 1
p είναι εξ υποθέσεως προβολικός R-μόδιος για κάθε

p P Z, έχουμε
(L πρ.

1 F)(M 1
p, Nq) := L1F(´, Nq)(M 1

p) – t0u.

(Βλ. (A.48) και A.3.13 (i).) Έτσι, προκύπτει η ακριβής ακολουθία

t0u // (L πρ.
1 F)(Mp, Nq)

B[L
πρ.
‚ F]

1

// F(M2
p , Nq) F(ep,idNq )

// F(M 1
p, Nq) F(fp,idNq )

// F(Mp, Nq) Ñ t0u

και (ύστερα από μετάβασή μας σε ευθέα αθροίσματα για κάθε n P Z και για κάθε
ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p+ q = n) η ακριβής ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων

0‚
// (L πρ.

1 F)(M‚,N‚)‚

(B[L
πρ.
‚ F]

1 )‚

// F(M2
‚,N‚)‚ F(e‚,idN‚ )‚

// F(M1
‚,N‚)‚ F(f‚,idN‚ )‚

// F(M‚,N‚)‚ Ñ 0‚

(A.101)
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Το M2
‚ (όντας υποσύμπλοκο τού M1

‚) είναι προβολικό (καθώς ο R είναι κληρονο-
μικός). Εξάλλου, εύκολα δείχνει κανείς (χρησιμοποιώντας επιχειρήματα ανάλογα
εκείνων που χρησιμοποιούνται στην απόδειξη τού λήμματος A.4.38) ότι το M2

‚ εί-
ναι ακυκληματικό (ήτοι Hn(M2

‚) – t0u για κάθε n P Z). Εφαρμόζοντας το λήμμα
A.4.39 για τα M2

‚ και N‚ διαπιστώνουμε ότι το F(M2
‚,N‚)‚ είναι ωσαύτως ακυκλη-

ματικό: Hn(F(M2
‚,N‚)‚) – t0u, @n P Z. Γι’ αυτόν τον λόγο έχουμε το δικαίωμα να

εφαρμόσουμε την πρόταση 3.2.18 για την (A.101) λαμβάνοντας μια μακρά ακριβή
ακολουθία

¨ ¨ ¨ // Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚)

δ
(M‚,N‚)
n+1

// Hn+1(F(M1
‚,N‚)‚)

Hn+1(F(f‚,idN‚ )‚)

// Hn+1(F(M‚,N‚)‚)
ξn+1

// Hn´1((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚)

δ
(M‚,N‚)
n

// Hn(F(M1
‚,N‚)‚)

Hn(F(f‚,idN‚ )‚)
// Hn(F(M‚,N‚)‚) Ñ ¨ ¨ ¨

την οποία μετατρέπουμε (ύστερα από διαμεσολάβηση των (A.100)) στην

¨ ¨ ¨ Ñ Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚)

(Hn+1(F(idM1‚
,g‚)‚))

´1 ˝ δ
(M‚,N‚)
n+1

// Hn+1(F(M1
‚,N1

‚)‚)

Hn+1(F(f‚,g‚)

// Hn+1(F(M‚,N‚)‚)
ξn+1

// Hn´1((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) Ñ ¨ ¨ ¨

φέροντάς τη στην επιθυμητή μορφή.

A.4.42 Θεώρημα. Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συ-
ναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Δοθέντων δυο προβολικών αλυσω-
τών συμπλόκων R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ , όπου ο R

είναι κληρονομικός, υπάρχουν (κατά το λήμμα A.4.40) αλυσωτοί μετασχηματισμοί

ρM‚
‚ : M‚ ÝÑ H‚(M‚), ρ

N‚
‚ : N‚ ÝÑ H‚(N‚),

τέτοιοι ώστε το ζεύγος (M‚, ρ
M‚
‚ ) να αποτελεί προβολική προσέγγιση τού H‚(M‚)

και το ζεύγος (N‚, ρ
N‚
‚ ) να αποτελεί προβολική προσέγγιση τού H‚(N‚). Μέσω αυ-

τών κατασκευάζεται μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία τής μορφής

t0u //
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

� � ω
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ρM‚
‚ ,ρ

N‚
‚ )‚)

// //
À

p+q=n

F(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u
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για κάθε n P Z, όπου ω(H‚(M‚),H‚(N‚))
n κατάλληλος μονομορφισμός, οπότε

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚),H‚(N‚))n ‘ (L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1.

Αποδειξη. Εφαρμόζοντας το θεώρημα A.4.41 (με ταH‚(M‚) καιH‚(N‚) στη θέση
των εκεί παρατεθέντων M‚ και N‚, αντιστοίχως) λαμβάνουμε μακρά ακριβή ακο-
λουθία τής μορφής

¨ ¨ ¨ Ñ Hn´1((L
πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))‚)

Hn(F(idM‚ ,ρ
N‚‚ )‚)´1 ˝ δ(H‚(M‚),H‚(N‚))

n
// Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ρM‚‚ , ρ
N‚‚ )‚)

// Hn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚)
ξn // Hn´2((L

πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))‚) Ñ ¨ ¨ ¨

όπου

δ(H‚(M‚),H‚(N‚))
n : Hn´1((L

πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚) ÝÑ Hn(F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚)

o ομομορφισμός ο θεσπισθείς μέσω τής προτάσεως 3.2.18. Θέτουμε

ω
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n := Hn(F(idM‚ , ρ

N‚
‚ )‚)

´1 ˝ δ
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n , @n P Z. (A.102)

Επειδή τα H‚(M‚),H‚(N‚) έχουν μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, η ανωτέρω
γράφεται ως εξής:

¨ ¨ ¨ Ñ
À

p+q=n´1
(L

πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

ω
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ρM‚‚ , ρ
N‚‚ )‚)

// À

p+q=n
F(Hp(M‚), Hq(N‚))

ξn // À

p+q=n´2
(L

πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚)) Ñ ¨ ¨ ¨

(A.103)

Εν συνεχεία, θεωρώντας τήν

t0u //
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

� � ω
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ρM‚
‚ ,ρ

N‚
‚ )‚)

// //
À

p+q=n

F(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u

(A.104)

παρατηρούμε ότι από την ακρίβεια τής (A.103) έπεται η ακρίβεια στον μεσαίο ό-
ρο τής (A.104). Ανατρέχοντας, μάλιστα, στην απόδειξη τής προτάσεως 3.2.18, δια-
πιστώνουμε ότι ο δ

(H‚(M‚),H‚(N‚))
n είναι μονομορφισμός (ως σύνθεση μονομορφι-

σμών). Άρα και ο ω(H‚(M‚),H‚(N‚))
n είναι μονομορφισμός (ως σύνθεση μονομορφι-

σμών). Εξάλλου, επειδή οι ρM‚
p , ρN‚

q είναι επιμορφισμοί (βλ. A.4.34 (ΙΙ)), από την εκ
δεξιών ακρίβεια τού F έπεται ότι ο

F(ρM‚
p , ρN‚

q ) = F(ρM‚
p , idN‚) ˝ F(idM‚ , ρ

N‚
q )
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είναι επιμορφισμός (ως σύνθεση επιμορφισμών) για κάθε ζεύγος (p, q) P ZˆZ.Κατ’
επέκταση, και οHn(F(ρM‚

‚ , ρN‚
‚ )‚) είναι επιμορφισμός. Άρα η (A.104) πρόκειται για

μια βραχεία ακριβή ακολουθία. Απομένει να δειχθεί ότι είναι και διασπώμενη. Προς
τούτο θεωρούμε τον ομομορφισμό Künneth ψ(M‚,N‚)

n (βλ. εδ. A.4.3 και A.4.4 (i)) και
τυχόν στοιχείο x P F(H‚(M‚),H‚(N‚))n. Επειδή (κατά το (i) τής παρατηρήσεως
A.4.4) ο F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n είναι επιμορφισμός,

Dy P F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n : F(πM‚
‚ , πN‚

‚ )n(y) = x.

Κατά συνέπειαν,

ψ
(M‚,N‚)
n (x) = (ψ

(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n)(y)

= (π
F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n)(y) = π

F(M‚,N‚)‚
n (F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n(y))

= F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n(y) +Bn(F(M‚,N‚)‚),

απ’ όπου έπεται ότι

(Hn(F(ρM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n )(x) = Hn(F(ρM‚

‚ , ρN‚
‚ )‚)(F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n(y) + Bn(F(M‚,N‚)‚))

= (F(ρM‚
‚ , ρN‚

‚ )n ˝ F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n)(y) + Bn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚)

= (F(ρM‚
‚ ˝ jM‚

‚ , ρN‚
‚ ˝ jN‚

‚ )n(y)) + Bn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚).

Σημειωτέον ότι οι H‚(M‚),H‚(N‚) έχουν μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, οπό-
τε το F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚ έχει ωσαύτως μηδενικούς συνοριακούς τελεστές (πρβλ.
παρατήρηση A.4.6) και, ως εκ τούτου, ο R-μόδιος Bn(F(H‚(M‚),H‚(N‚))‚) είναι
τετριμμένος. Επιπροσθέτως, από την απόδειξη τού λήμματος A.4.40 είναι πρόδηλο
ότι

ρM‚
‚ ˝ jM‚

‚ = πM‚
‚ και ρN‚

‚ ˝ jN‚
‚ = πN‚

‚ .

Επομένως,

(Hn(F(ρM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n )(x) = F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n(y) = x,

απ’ όπου συνάγεται ότι

Hn(F(ρM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n = idF(H‚(M‚),H‚(N‚))n . (A.105)

Λόγω τής (A.105) η συνεπαγωγή (i)ñ(iii) στο θεώρημα 3.1.29 μας πληροφορεί ότι
η (A.104) είναι όντως διασπώμενη.

A.4.43 Πόρισμα. Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συναλ-
λοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές. Δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκων
R-μοδίων M‚ και N‚, όπου οR είναι κληρονομικός, θεωρούμε προβολικές προσεγ-
γίσεις αυτών (M1

‚, f‚) και (N1
‚, g‚). Τότε υφίσταται μακρά ακριβής ακολουθία τής
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μορφής:

¨ ¨ ¨ // Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) // F(H‚(M1

‚), H‚(N1
‚))n+1 ‘ (L

πρ.
1 F)(H‚(M1

‚), H‚(N1
‚))n

// Hn+1(F(M‚,N‚)‚) // Hn´1((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) ÝÑ ¨ ¨ ¨

Αποδειξη. Από το θεώρημα A.4.41 αποκτούμε μια μακρά ακριβή ακολουθία τής
μορφής (A.95). Κατόπιν εφαρμογής τού θεωρήματος A.4.42 (με τα M1

‚ και N1
‚ στη

θέση των εκεί παρατεθέντων M‚ και N‚, αντιστοίχως) λαμβάνουμε ισομορφισμούς:

Hn(F(M1
‚,N1

‚)‚) – F(H‚(M1
‚),H‚(N1

‚))n ‘ (L πρ.
1 F)(H‚(M1

‚),H‚(N1
‚))n´1

για κάθε n P Z, οπότε αρκεί η αντικατάσταση των εικόνων τους στην (A.95).

A.4.44 Σημείωση. Ο μονομορφισμός δ(H‚(M‚),H‚(N‚))
n , μέσω τού οποίου ορίσθηκε ο

μονομορφισμός ω(H‚(M‚),H‚(N‚))
n στην απόδειξη τού θεωρήματος A.4.42, είναι ο

δ(H‚(M‚),H‚(N‚))
n := Hn(ι‚) ˝ (B(1)

n )´1, (A.106)

όπου

B(1)
n : Hn(Im(F(eM‚

‚ , idH‚(N‚)))‚)
–

ÝÑ Hn´1((L
πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚)

είναι ο συνδετικός ισομορφισμός τής μακράς ακριβούς ακολουθίας ομολογίας για
την

0‚
// (L πρ.

1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))
� � (B

[L
πρ.
‚ F]

1 )‚
// F(M2

‚, H‚(N‚))‚

F(eM‚
‚ ,idH‚(N‚))‚̌

// // Im(F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))‚) // 0‚

και Hn(ι‚) ο ομομορφισμός ο επαγόμενος μέσω τού αλυσωτού μετασχηματισμού

ι‚ : Im(F(eM‚
‚ , idH‚(N‚)))‚ ÝÑ F(M‚,H‚(N‚))‚.

(Πρβλ. απόδειξη τής προτάσεως 3.2.18.) Για μια διεξοδικότερη μελέτη τού (A.106)
θεωρούμε τους ακόλουθους ομομορφισμούς:

(i) Τον Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n , ο οποίος (ένεκα τής ισχύος τής εγκλειστικής σχέσεως

Bn(F(M2
‚,H‚(N‚))‚) Ď Ker(dF(M‚,H‚(N‚))‚

n )

και τής καθολικής ιδιότητας πηλικομοδίων 2.3.6) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός
που καθιστά το κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό:

F(M2
‚ , H‚(N‚))n

π
F(M2

‚ ,H‚(N‚))n

Bn(F(M2‚ ,H‚(N‚))‚)

tt

d
F(M2

‚ ,H‚(N‚))‚
n

**

ö

F(M2
‚ , H‚(N‚))n/Bn(F(M2

‚ , H‚(N‚))‚)
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n

// Zn´1(F(M2
‚ , H‚(N‚))‚) Ď F(M2

‚ , H‚(N‚))n´1

(A.107)
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(ii) Τον επιμορφισμό

F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))ň : F(M2

‚ , H‚(N‚))n/Bn(F(M2
‚ , H‚(N‚))‚) ↠ Im(F(eM‚

‚ , idH‚(N‚)))n Ď F(M‚, H‚(N‚))n,

x + Bn(F(M2
‚ , H‚(N‚))‚) ÞÝÑ F(eM‚

‚ , idH‚(N‚))n(x),

τον προκύπτοντα μέσω τού πορίσματος 3.1.15,

F(M2
‚ , H‚(N‚))n+1

F(eM‚‚ ,idH‚(N‚))n+1
ˇ

//

œd
F(M2

‚ ,H‚(N‚))‚
n+1

��

Im(F(eM‚
‚ , idH‚(N‚)))n+1

d
F(M‚,H‚(N‚))‚
n+1

��

F(M2
‚ , H‚(N‚))n

F(eM‚‚ ,idH‚(N‚))ň
//

œπ
F(M2

‚ ,H‚(N‚))n

Bn(F(M2‚ ,H‚(N‚))‚)

����

Im(F(eM‚
‚ , idH‚(N‚)))n

π
Im(F(eM‚‚ ,idH‚(N‚)))n

Bn(Im(F(eM‚‚ ,idH‚(N‚)))‚)

����

F(M2
‚ , H‚(N‚))n/Bn(F(M2

‚ , H‚(N‚))‚)

F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))n

ˇ

// //

��

Im(F(eM‚
‚ , idH‚(N‚)))n/Bn(Im(F(eM‚

‚ , idH‚(N‚)))‚)
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

–t0u

��
t0u t0u

από τον επιμορφισμό F(eM‚
‚ ,idH‚(N‚))ň που επάγει ο

F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))n : F(M2

‚,H‚(N‚))n ÝÑ F(M‚,H‚(N‚))n,

όπου d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n+1 : F(M2

‚,H‚(N‚))n+1 ÝÑ F(M2
‚,H‚(N‚))n και

d
F(M‚,H‚(N‚))‚
n+1 : F(M‚,H‚(N‚))n+1 ÝÑ F(M‚,H‚(N‚))n

είναι οι αντίστοιχοι συνοριακοί τελεστές, λαμβανομένου υπ’ όψιν τού ότι το αλυσω-
τό σύμπλοκο Im(F(eM‚

‚ ,idH‚(N‚)))‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές.
(iii) Τον ομομορφισμό

(B
[L πρ.

‚ F]
1 )n´1 : Zn´1((L

πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚) ÝÑ Zn´1(F(M2

‚,H‚(N‚))‚)

τον προκύπτοντα μέσω τού πορίσματος 3.1.12 από τον

(L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1

(B
[L

πρ.
‚ F]

1 )n´1:=
À

p+q=n´1

B
[L

πρ.
‚ F]

1

// F(M2
‚,H‚(N‚))n´1

À

p+q=n´1
(L πρ.

1 F)(Hp(M‚),Hq(N‚))
À

p+q=n´1
F(M2

p,Hq(N‚))
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Ο ανωτέρω θεωρηθείς ομομορφισμός (i) είναι ισομορφισμός. Πράγματι· εάν υ-
ποτεθεί ότι y P Zn´1(F(M2

‚,H‚(N‚))‚), τότε (ένεκα τής ακυκληματικότητας τού
F(M2

‚,H‚(N‚))‚, βλ. λήμμα A.4.39) έχουμε y P Bn´1(F(M2
‚,H‚(N‚))‚), οπότε

Dx P F(M2
‚,H‚(N‚))n : d

F(M2
‚,H‚(N‚))‚

n (x) = y. (A.108)

Λόγω τής μεταθετικότητας στο τρίγωνο (A.107) η (A.108) δίδει(
Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n ˝ π

F(M2
‚,H‚(N‚))n

Bn(F(M2
‚,H‚(N‚))‚)

)
(x) = y

ùñ
Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n (x+Bn(F(M2

‚,H‚(N‚))‚)) = y,

απ’ όπου έπεται η επιρριπτικότητα τού ομομορφισμού Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n . Εξάλλου, εάν

x1, x2 P F(M2
‚,H‚(N‚))n είναι τέτοια, ώστε να ισχύει η ισότητα

Č

d
F(M2

‚ ,H‚(N‚))‚
n (x1 +Bn(F(M2

‚, H‚(N‚))‚)) =
Č

d
F(M2

‚ ,H‚(N‚))‚
n (x2 +Bn(F(M2

‚, H‚(N‚))‚)),

έχουμε (εξαιτίας τής ακυκληματικότητας τού F(M2
‚,H‚(N‚))‚)

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n (x1) = d

F(M2
‚,H‚(N‚))‚

n (x2)

ùñ x1 ´ x2 P Zn(F(M2
‚,H‚(N‚))‚) = Bn(F(M2

‚,H‚(N‚))‚)

ùñ x1 +Bn(F(M2
‚,H‚(N‚))‚) = x2 +Bn(F(M2

‚,H‚(N‚))‚),

απ’ όπου έπεται η ενριπτικότητα τού Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n . Τώρα για οιοδήποτε στοιχείο

w P Zn(Im(F(eM‚
‚ ,idH‚(N‚)))‚) Du P F(M2

‚,H‚(N‚))n :

w +Bn(Im(F(eM‚
‚ , idH‚(N‚)))‚) = F(eM‚

‚ , idH‚(N‚))ň (u+Bn(F(M2
‚, H‚(N‚))‚)) (A.109)

(λόγω τής επιρριπτικότητας τού F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))ň ) και

Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n (u+Bn(F(M2

‚,H‚(N‚))‚)) P Im((B
[L πρ.

‚ F]
1 )n´1),

όπου η ίνα τού (B
[L πρ.

‚ F]
1 )n´1(

(B
[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

)´1("
Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n (u+Bn(F(M2

‚,H‚(N‚))‚))

*)
= tzu (A.110)

υπεράνω τού Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n (u+Bn(F(M2

‚,H‚(N‚))‚)) είναι ένα μονοσύνολο με (μο-
ναδικό) στοιχείο του κάποιο z P Zn´1((L

πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚), οπότε

B(1)
n (w +Bn(Im(F(eM‚

‚ , idH‚(N‚)))‚) = z +Bn´1((L
πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚).

(Πρβλ. (3.21).) Επειδή δε αμφότερα τα αλυσωτά σύμπλοκα Im(F(eM‚
‚ ,idH‚(N‚)))‚

και (L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚ έχουν μηδενικούς συνοριακούς τελεστές, μπορούμε

να γράψουμε (εν είδει εμφανούς συμβάσεως)

B(1)
n (w) = z. (A.111)
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Από τις σχέσεις (A.109), (A.110) και (A.111) συνάγεται ότι ο αντίστροφος τού ισο-
μορφισμού B

(1)
n είναι ο

(B(1)
n )´1 = F(eM‚

‚ , idH‚(N‚))ň ˝

(
Č

d
F(M2

‚,H‚(N‚))‚
n

)´1

˝ (B
[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

και ότι ως συγκεκριμένος τύπος εκφράσεως τής εικόνας οιουδήποτε στοιχείου

x P Hn´1((L
πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚)(= (L πρ.

1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1)

μέσω τού (A.106) μπορεί να ιδωθεί ο

δ(H‚(M‚),H‚(N‚))
n (x) =

(
F(eM‚

‚ , idH‚(N‚))ň ˝

(
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n

)´1

˝ (B
[L

πρ.
‚ F]

1 )n´1

)
(x)

+Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚))

(A.112)

για κάθε n P Z.

A.4.45 Θεώρημα. Έστω F ένας εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συ-
ναλλοίωτος ως προς αμφότερες τις μεταβλητές και τέτοιος, ώστε για οιονδήποτε
παγιωμένον προβολικό R-μόδιο P ο συναρτητής

F(P,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδοR-μοδίων) να είναι ακριβής. Εάν ο δακτύλιος αναφοράςR είναι κληρο-
νομικός και M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ,N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ είναι δυο προβολικά αλυσωτά

σύμπλοκα R-μοδίων, τότε υφίσταται μια διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // F(H‚(M‚), H‚(N‚))n
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

ζ
(M‚,N‚)
n

// // (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1

// t0u

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για καταλλήλως οριζόμενον επιμορφισμό
ζ
(M‚,N‚)
n και για κάθεn P Z, όπου ο αλυσωτός μετασχηματισμόςψ(M‚,N‚)

‚ είναι αυτός
τού λήμματος A.4.3 και όπου αμφότεροι οι

!

ψ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch

(ModR)
2
)
)

,

#

ζ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)2)

έχοντα τις προαναφερθείσες ιδιότητες

+

είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.

Αποδειξη. Βήμα 1ο. Θεωρούμε τις βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0‚
// M2

‚
� � eM‚

‚ // M‚

ρM‚
‚ // // H‚(M‚) // 0‚

0‚
// N2

‚
� � kN‚

‚ // N‚

ρN‚
‚ // // H‚(N‚) // 0‚
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προβολικών προσεγγίσεων (M‚, ρ
M‚
‚ ) και (N‚, ρ

N‚
‚ ) των αλυσωτών συμπλόκων

H‚(M‚) και H‚(N‚), αντιστοίχως, η ύπαρξη των οποίων είναι εξασφαλισμένη α-
πό το λήμμα A.4.40. Επειδή (εξ υποθέσεως) το M‚ είναι προβολικό και ο δακτύλιος
R κληρονομικός, οι R-μόδιοι Bp(M‚) είναι προβολικοί και οι πρώτες θεμελιώδεις
βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u // Zp(M‚)
� � jM‚

p
// Mp

ďM‚
p

// // Bp´1(M‚) // t0u

(βλ. (A.58)) είναι διασπώμενες (δυνάμει τού θεωρήματος 4.2.7) για κάθε p P Z. Tο
θεώρημα 3.1.29 μας πληροφορεί ότι

[DβM‚
p´1 P HomR(Bp´1(M‚),Mp) : ď

M‚
p ˝ βM‚

p´1 = idBp´1(M‚)] (A.113)

και
[DαM‚

p P HomR(Mp, Zp(M‚)) : α
M‚
p ˝ jM‚

p = idZp(M‚)] (A.114)

με
jM‚
p ˝ αM‚

p + βM‚
p´1 ˝ ďM‚

p = idMp (A.115)

και
αM‚
p ˝ βM‚

p´1 = 0. (A.116)

Aπό την απόδειξη τού λήμματος A.4.40 είναι πρόδηλο ότι ρM‚
p ˝ jM‚

p = πM‚
p . Άρα

στο διάγραμμα

t0u // Bp(M‚)

œ

� � ι
M‚
p

//

ηM‚
p

��

Zp(M‚)

œ

πM‚
p

// //
� _

jM‚
p

��

Hp(M‚) //

idHp(M‚)

��

t0u

t0u // M2
p
� �

eM‚
p

// Mp
ρM‚
p

// // Hp(M‚) // t0u

(A.117)

(που έχει τη δεύτερη θεμελιώδη βραχεία ακριβή ακολουθία (A.67) ως πρώτη του
γραμμή) το δεύτερο τετράγωνο είναι μεταθετικό. Βάσει τής προτάσεως 3.1.11 υ-
φίσταται60 ηM‚

p P HomR(Bp(M‚),M
2
p ) που το συμπληρώνει μεταθετικώς. Επειδή

τόσον οι Mp όσον και οι υπομόδιοί τους Zp(M‚) είναι προβολικοί, έχουμε (λόγω
των (A.48) και A.3.13 (i))

(L πρ.
1 F)(Zp(M‚),Hq(N‚)) – t0u – (L πρ.

1 F)(Mp,Hq(N‚)), @(p, q) P Z ˆ Z,

οπότε από τις μακρές ακριβείς ακολουθίες που παρετέθησαν στο (ii) τού εδαφίου
A.4.15 και τη μεταθετικότητα τού (A.117) καταλήγουμε στο ακόλουθο μεταθετικό
διάγραμμα

60Σημειωτέον ότι η απεικόνιση ηM‚
p είναι ένθεση: Εάν x P Bp(M‚), τότε x = jM‚

p (ιM‚
p (x)) = eM‚

p (ηM‚
p (x)),

οπότε
ρ

M‚
p (x) = (ρ

M‚
p ˝ e

M‚
p

looooomooooon

=0

)(η
M‚
p (x)) = 0Hp(M‚) ñ x P Ker(ρM‚

p ) = M
2
p

και επειδή η eM‚
p είναι ένθεση έχουμε τελικώς ηM‚

p (x) = x.
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(βλ. (A.58)) είναι διασπώμενες (δυνάμει τού θεωρήματος 4.2.7) για κάθε p P Z. Tο
θεώρημα 3.1.29 μας πληροφορεί ότι

[DβM‚
p´1 P HomR(Bp´1(M‚),Mp) : ď

M‚
p ˝ βM‚

p´1 = idBp´1(M‚)] (A.113)

και
[DαM‚

p P HomR(Mp, Zp(M‚)) : α
M‚
p ˝ jM‚

p = idZp(M‚)] (A.114)

με
jM‚
p ˝ αM‚

p + βM‚
p´1 ˝ ďM‚

p = idMp
(A.115)

και
αM‚
p ˝ βM‚

p´1 = 0. (A.116)

Aπό την απόδειξη τού λήμματος A.4.40 είναι πρόδηλο ότι ρM‚
p ˝ jM‚

p = πM‚
p . Άρα

στο διάγραμμα

t0u // Bp(M‚)

œ

� � ι
M‚
p

//

ηM‚
p

��

Zp(M‚)

œ

πM‚
p

// //
� _

jM‚
p

��

Hp(M‚) //

idHp(M‚)

��

t0u

t0u // M2
p
� �

eM‚
p

// Mp
ρM‚
p

// // Hp(M‚) // t0u

(A.117)

(που έχει τη δεύτερη θεμελιώδη βραχεία ακριβή ακολουθία (A.67) ως πρώτη του
γραμμή) το δεύτερο τετράγωνο είναι μεταθετικό. Βάσει τής προτάσεως 3.1.11 υ-
φίσταται57 ηM‚

p P HomR(Bp(M‚),M
2
p ) που το συμπληρώνει μεταθετικώς. Επειδή

τόσον οι Mp όσον και οι υπομόδιοί τους Zp(M‚) είναι προβολικοί, έχουμε (λόγω
των (A.48) και A.3.13 (i))

(Lπρ.
1 F)(Zp(M‚),Hq(N‚)) – t0u – (Lπρ.

1 F)(Mp,Hq(N‚)), @(p, q) P Z ˆ Z,

οπότε από τις μακρές ακριβείς ακολουθίες που παρετέθησαν στο (ii) τού εδαφίου
A.4.15 και τη μεταθετικότητα τού (A.117) καταλήγουμε στο ακόλουθο μεταθετικό
διάγραμμα

t0u // (Lπρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

œ

B1[Lπρ.
‚ F]

1 //

id
(Lπρ.

1 F)(Hp(M‚),Hq(N‚))

��

F(Bp(M‚), Hq(N‚))

œ

F(ιM‚
p ,idHq(N‚))

//

F(ηM‚
p ,idHq(N‚))

��

F(Zp(M‚), Hq(N‚))

œ

F(πM‚
p ,idHq(N‚))

//

F(jM‚
p ,idHq(N‚))

��

F(Hp(M‚), Hq(N‚)) //

idF(Hp(M‚),Hq(N‚))

��

t0u

t0u // (Lπρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚))

B[L
πρ.
‚ F]

1

// F(M2
p, Hq(N‚))

F(eM‚
p ,idHq(N‚))

// F(Mp, Hq(N‚))
F(ρM‚

p ,idHq(N‚))

// F(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, όπου οι μονομορφισμοί

B
[Lπρ.

‚ F]
1 : (Lπρ.

1 F)(Hp(M‚),Hq(N‚)) ÝÑ F(M2
p ,Hq(N‚))

57Σημειωτέον ότι η απεικόνιση ηM‚
p είναι ένθεση: Εάν x P Bp(M‚), τότε x = jM‚

p (ιM‚
p (x)) = eM‚

p (ηM‚
p (x)),

οπότε
ρ

M‚
p (x) = (ρ

M‚
p ˝ e

M‚
p

looooomooooon

=0

)(η
M‚
p (x)) = 0Hp(M‚) ñ x P Ker(ρM‚

p ) = M
2
p

και επειδή η eM‚
p είναι ένθεση έχουμε τελικώς ηM‚

p (x) = x.

με αμφότερες τις γραμμές του ακριβείς, όπου οι μονομορφισμοί

B
[L πρ.

‚ F]
1 : (L πρ.

1 F)(Hp(M‚),Hq(N‚)) ÝÑ F(M2
p ,Hq(N‚))

και

B
1[L πρ.

‚ F]
1 : (L πρ.

1 F)(Hp(M‚),Hq(N‚)) ÝÑ F(Bp(M‚),Hq(N‚)) (A.118)

είναι οι αντίστοιχοι συνδετικοί μονομορφισμοί. Προφανώς, για κάθε n P Z,

M2
n := Ker(ρM‚

n ) = (ρM‚
n )´1(t0Hn(M‚)u) = (αM‚

n )´1((πM‚
n )´1(t0Hn(M‚)u)),

όπου

(πM‚
n )´1(t0Hn(M‚)u) = tx P Zn(M‚)|x+Bn(M‚) = Bn(M‚)u

= tx P Zn(M‚)|x P Bn(M‚)u = Bn(M‚) = ιM‚
n (Bn(M‚))

και

(α
M‚
n )

´1
((π

M‚
n )

´1
(t0Hn(M‚)u)) =

!

x P Mn|α
M‚
n (x) P Bn(M‚)

)

=
!

x P Mn| Dz P Mn+1 : α
M‚
n (x) = d

M‚
n+1(z)

)

=
!

x P Mn| Dz P Mn+1 : α
M‚
n (x) = (j

M‚
n ˝ ι

M‚
n ˝ ď

M‚
n+1)(z)

)

. (A.119)

Ισχυρισμός:

M2
n = jM‚

n (ιM‚
n (Bn(M‚))) ‘ βM‚

n´1(Bn´1(M‚)). (A.120)

Απόδειξη τού εγκλεισμού “Ď”. Έστω τυχόν στοιχείο x P M2
n. Η (A.115) δίδει

x = jM‚
n (αM‚

n (x)) + (βM‚
n´1(ď

M‚
n (x)) = αM‚

n (x) + (βM‚
n´1(ď

M‚
n (x))

=
(A.119)

(jM‚
n ˝ ιM‚

n ˝ ďM‚
n+1)(z) + βM‚

n´1(ď
M‚
p (x))

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

P(j
M‚
n (ι

M‚
n (Bn(M‚)))‘β

M‚
n´1(Bn´1(M‚))

(για κάποιο z P Mn+1).

Απόδειξη τού αντιστρόφου εγκλεισμού “Ě”. Για οιοδήποτε στοιχείο που γράφεται
ως

d
M‚
n+1(z) + β

M‚
n´1(ď

M‚
n (z

1
)) = j

M‚
n (ι

M‚
n (ď

M‚
n+1(z))) + β

M‚
n´1(ď

M‚
n (z

1
)) (για κάποια z P Mn+1, z

1
P Mn)

παρατηρούμε ότι

αM‚
n (d

M‚
n+1(z) + β

M‚
n´1(ď

M‚
n (z

1
))

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

PMn

) = αM‚
n (dM‚

n+1(z)) + (α
M‚
n ˝ β

M‚
n´1

looooooomooooooon

=0

)(ďM‚
n (z1)) (βλ. (A.116))

= αM‚
n (dM‚

n+1(z)) = αM‚
n ((jM‚

n ˝ ιM‚
n ˝ ďM‚

n+1)(z)) = (α
M‚
n ˝ j

M‚
n

looooomooooon

=idZn(M‚)

)(ιM‚
n ˝ ďM‚

n+1)(z) (βλ. (A.114))

= (ιM‚
n ˝ ďM‚

n+1)(z) = (ιM‚
n (jM‚

n (ďM‚
n+1(z)))) = dM‚

n+1(z),

οπότε αυτό ανήκει κατ’ ανάγκην στον M2
n λόγω τής (A.119).
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Βήμα 2ο. Θεωρούμε τον συνοριακό τελεστή dM2
‚

n : M2
n ÝÑ M2

n´1. Κάθε στοιχείο
τού M2

n γράφεται (λόγω τής (A.120)) υπό τη μορφή

jM‚
n (ιM‚

n (b1)) + βM‚
n´1(b2),

για κατάλληλα b1 P Bn(M‚) και b2 P Bn´1(M‚). Επομένως,

d
M2

‚
n (jM‚

n (ιM‚
n (b1)) + βM‚

n´1(b2)) = d
M2

‚
n (jM‚

n (ιM‚
n (b1)))

loooooooooomoooooooooon

=0M2
n´1

+d
M2

‚
n (βM‚

n´1(b2)))

= d
M2

‚
n (βM‚

n´1(b2))) = jM‚
n´1(ι

M‚
n´1((ď

M‚
n ˝ βM‚

n´1
looooomooooon

=idBn´1(M‚)

)(b2))))

= jM‚
n´1(ι

M‚
n´1(b2)) (A.121)

(λόγω τού ότι b1 P Bn(M‚) Ď Zn(M‚) := Ker(dM‚
n ) και λόγω τής (A.113)). Άρα

Im(d
M2

‚
n ) Ď (jM‚

n´1 ˝ ιM‚
n´1)(Bn´1(M‚)).

Ορίζοντας (λόγω τής (A.120)) για κάθε n P Z τις φυσικές ενθέσεις

{jM‚
n ˝ ιM‚

n : Bn(M‚) ãÑ M2
n,

zβM‚
n´1 : Bn´1(M‚) ãÑ M2

n,

b1 ÞÝÑ b1 b2 ÞÝÑ βM‚
n´1(b2)

παρατηρούμε αφ’ ενός μεν ότι {jM‚
n ˝ ιM‚

n = ηM‚
n , αφ’ ετέρου δε ότι για κάθε στοιχείο

b2 P Bn´1(M‚) ισχύει

d
M2

‚
n (zβM‚

n´1(b2)) = d
M2

‚
n (βM‚

n´1(b2)) =
(A.121)

jM‚
n´1(ι

M‚
n´1(b2)) =

{jM‚
n´1 ˝ ιM‚

n´1(b2) = ηM‚
n´1(b2),

οπότε dM2
‚

n ˝
zβM‚
n´1 = ηM‚

n´1 και, κατ’ επέκταση, για κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z,

F(dM2
‚

p , idHq(N‚)) ˝ F(zβM‚
p´1, idHq(N‚)) = F(ηM‚

p´1, idHq(N‚)). (A.122)

Ύστερα από μετάβασή μας σε ευθέα αθροίσματα για κάθε n P Z και για κάθε
ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p + q = n στην (A.122) και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι το
αλυσωτό σύμπλοκο H‚(N‚) έχει μηδενικούς συνοριακούς τελεστές διαπιστώνουμε
ότι

d
F(M2

‚ ,H‚(N‚))‚
n ˝ F(zβM‚

‚ , idH‚(N‚))n´1 = F(ηM‚
‚´1, idH‚(N‚))n

ùñ
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n ˝ π

F(M2
‚ ,H‚(N‚))n

Bn(F(M2‚ ,H‚(N‚))‚)
˝ F(zβM‚

‚ , idH‚(N‚))n´1 = F(ηM‚
‚´1, idH‚(N‚))n

ùñ π
F(M2

‚ ,H‚(N‚))n

Bn(F(M2‚ ,H‚(N‚))‚)
˝ F(zβM‚

‚ , idH‚(N‚))n´1 =

(
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n

)´1

˝ F(ηM‚
‚´1, idH‚(N‚))n.

(A.123)

Επίσης, ύστερα από μετάβασή μας σε ευθέα αθροίσματα για κάθε n P Z και για
κάθε ζεύγος (p, q) P Z ˆ Z με p + q = n ´ 1 στο αμέσως προηγούμενο μεταθετικό
διάγραμμα λαμβάνουμε ένα νέο μεταθετικό διάγραμμα, από το οποίο συνάγεται ότι

(B
[L πρ.

‚ F]
1 )n´1 = (B

[L πρ.
‚ F]

1 )n´1 =
(

F(ηM‚
‚ , idH‚(N‚))n´1 ˝ (B

1[L πρ.
‚ F

1 )n´1

)
. (A.124)
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καθόσον
Hn´1((L

πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))‚) – Zn´1((L

πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))‚) = (L

πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1.

Βήμα 3ο. Για οιοδήποτε στοιχείο x P F(M2
‚,H‚(N‚))n λαμβάνουμε

F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))ň (π

F(M2
‚ ,H‚(N‚))n

Bn(F(M2‚ ,H‚(N‚))‚)
(x)) = F(eM‚

‚ , idH‚(N‚))ň (x + Bn(F(M2
‚ , H‚(N‚))‚))

= F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))n(x) + Bn(Im(F(eM‚

‚ , idH‚(N‚)))‚)
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

–t0u

= F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))n(x),

(A.125)

διότι το αλυσωτό σύμπλοκο Im(F(eM‚
‚ ,idH‚(N‚)))‚ έχει μηδενικούς συνοριακούς τε-

λεστές. Κατά συνέπειαν,

F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))ň ˝ π

F(M2
‚,H‚(N‚))n

Bn(F(M2
‚,H‚(N‚))‚)

= F(eM‚
‚ , idH‚(N‚))n, @n P Z.

Εξάλλου,
F(eM‚

‚ , idH‚(N‚))n ˝ F(pβM‚
‚ , idH‚(N‚))n´1 = F(eM‚

‚ ˝ pβ
M‚
‚ , idH‚(N‚))n´1 = F(βM‚

‚ , idH‚(N‚))n´1, (A.126)

διότι eM‚
n (βM‚

n´1(y)) = βM‚
n´1(y) = pβM‚

n´1(y) για κάθε y P Bn´1(M‚) και για κάθε
n P Z. Για οιοδήποτε στοιχείο

x P Zn´1((L
πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))‚) (= (L πρ.

1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1)

η (A.112) δίδει

δ
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n (x) =

F(eM‚‚ , idH‚(N‚))ň˝ (
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n )´1 ˝ (B[L

πρ.
‚ F]

1 )n´1

 (x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚)

=
(A.124)

F(eM‚‚ , idH‚(N‚))ň˝ (
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n )´1 ˝ F(ηM‚‚ , idH‚(N‚))n´1 ˝ (B1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

 (x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚)

=

F(eM‚‚ , idH‚(N‚))ň˝ (
Č

d
F(M2‚ ,H‚(N‚))‚
n )´1 ˝ F(ηM‚

‚´1
, idH‚(N‚))n ˝ (B1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

 (x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚)

=
(A.123), (A.125)

(
F(eM‚‚ , idH‚(N‚))n ˝ F( pβ

M‚‚ , idH‚(N‚))n´1 ˝ (B1[L πρ.
‚ F]

1 )n´1

)
(x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚)

=
(A.126)

(
F(βM‚‚ , idH‚(N‚))n´1 ˝ (B1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

)
(x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚),

ήτοι

δ(H‚(M‚),H‚(N‚))
n (x) =

(
F(βM‚

‚ , idH‚(N‚))n´1 ˝ (B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

)
(x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚). (A.127)

Βήμα 4ο. Επειδή

Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) = Hn(F(idB‚´1(M‚), ρ
N‚
‚ )‚) ˝Hn(F(ďM‚

‚ , idN‚)‚)

= Hn(F(ďM‚
‚ , idH‚(N‚))‚) ˝Hn(F(idM‚ , ρ

N‚
‚ )‚)

το διάγραμμα

Hn(F(M‚,N‚)‚)

Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚)

**

Hn(F(ďM‚‚ ,idN‚ )‚)
//

Hn(F(idM‚ ,ρ
N‚‚ )‚)

��

Hn(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

Hn(F(idB‚´1(M‚),ρ
N‚‚ )‚)

��

œ

Hn(F(M‚, H‚(N‚))‚)

ö

Hn(F(ďM‚‚ ,idH‚(N‚))‚)

// Hn(F(B‚´1(M‚), H‚(N‚))‚)
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είναι μεταθετικό. Έστω τυχόν στοιχείο x P F(H‚(M‚),H‚(N‚))n. Επειδή (κατά το
(i) τής παρατηρήσεως A.4.4) ο F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n είναι επιμορφισμός,

Dy P F(Z‚(M‚), Z‚(N‚))n : F(πM‚
‚ , πN‚

‚ )n(y) = x.

Κατά συνέπειαν,

ψ
(M‚,N‚)
n (x) = (ψ

(M‚,N‚)
n ˝ F(πM‚

‚ , πN‚
‚ )n)(y)

= (π
F(M‚,N‚)‚
n ˝ F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n)(y) = π

F(M‚,N‚)‚
n (F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n(y))

= F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n(y) +Bn(F(M‚,N‚)‚),

απ’ όπου έπεται ότι

(Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ψ(M‚,N‚)
n )(x) = Hn(F(ďM‚

‚ , ρN‚
‚ )‚)(F(jM‚

‚ , jN‚
‚ )n(y) + Bn(F(M‚,N‚)‚))

= (F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )n ˝ F(jM‚
‚ , jN‚

‚ )n)(y) + Bn(F(H‚(M‚), H‚(N‚))‚)
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

–t0u

= F(ďM‚
‚ ˝ jM‚

‚ , ρN‚
‚ ˝ jN‚

‚ )n(y) = 0Hn(F(M‚,N‚)‚),

διότι ďM‚
n ˝ jM‚

n = 0 για κάθε n P Z (βλ. (A.58)), οπότε

Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ψ
(M‚,N‚)
n = 0, @n P Z. (A.128)

Επιπροσθέτως, για οιοδήποτε x P (L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1,

(Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ω(H‚(M‚),H‚(N‚))
n )(x)

= (Hn(F(ďM‚
‚ , idH‚(N‚))‚) ˝ Hn(F(idM‚ , ρ

N‚
‚ )‚) ˝ ω(H‚(M‚),H‚(N‚))

n )(x)

=
(A.102)

(Hn(F(ďM‚
‚ , idH‚(N‚))‚) ˝ δ(H‚(M‚),H‚(N‚))

n )(x)

=
(A.127)

(Hn(F(ďM‚
‚ , idH‚(N‚))‚) ˝ F(β M‚

‚ , idH‚(N‚))n´1 ˝ (B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1)(x) + Bn(F(M‚, H‚(N‚))‚)

= (F(ďM‚
‚ , idH‚(N‚))n ˝ F(β M‚

‚´1, idH‚(N‚))n ˝ (B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1)(x) + Bn(F(B‚´1(M‚), H‚(N‚))‚)

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

–t0u

=
(A.113)

(F( ďM‚
‚ ˝ β

M‚
‚´1

loooooomoooooon

= idB‚´1(M‚)

, idH‚(N‚))n ˝ (B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1)(x) = (B

1[L πρ.
‚ F]

1 )n´1(x),

οπότε

Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ω
(H‚(M‚),H‚(N‚))
n = (B

1[L πρ.
‚ F]

1 )n´1, @n P Z. (A.129)

Προφανώς, ο επιμορφισμός

(B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ : (L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1 ↠ Im((B

1[L πρ.
‚ F]

1 )n´1)

ο επαγόμενος από τον μονομορφισμό (A.118) είναι ισομορφισμός. Μάλιστα, ισχύει

Im(Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚)) Ď Im((B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ ) (= Im((B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1)). (A.130)
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Πράγματι· επειδή αμφότεροι οι ψ(M‚,N‚)
n και ω(H‚(M‚),H‚(N‚))

n είναι μονομορφισμοί,
το 1ο θεώρημα ισομορφισμών 2.3.7 μας πληροφορεί ότι υφίστανται ισομορφισμοί

F(H‚(M‚),H‚(N‚))n
–

ÝÑ Im(ψ(M‚,N‚)
n ) Ď Hn(F(M‚,N‚)‚)

και (L πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1

–
ÝÑ Im(ω

(H‚(M‚),H‚(N‚))
n ) Ď Hn(F(M‚,N‚)‚). Α-

πό την άλλη μεριά, το θεώρημα A.4.42 εγγυάται την ύπαρξη κάποιου ισομορφισμού:

Hn(F(M‚,N‚)‚)
–

ÝÑ
f

Im(ψ(M‚,N‚)
n ) ‘ Im(ω(H‚(M‚),H‚(N‚))

n ) Ď Hn(F(M‚,N‚)‚).

Έστω τυχόν στοιχείο x P Hn(F(M‚,N‚)‚). Η εικόνα του μέσω τού f γράφεται
υπό τη μορφή f (x) = y1 + y2, για κάποια μονοσημάντως ορισμένα στοιχεία
y1 P Im(ψ

(M‚,N‚)
n ) και y2 P Im(ω

(H‚(M‚),H‚(N‚))
n ). Επομένως,

Hn(F(ďM‚
‚ , ρ

N‚
‚ )‚)(f(x)) = Hn(F(ďM‚

‚ , ρ
N‚
‚ )‚)(y1)

looooooooooooooomooooooooooooooon

P Im(Hn(F(ďM‚‚ ,ρ
N‚‚ )‚)˝ψ(M‚,N‚)

n )

+ Hn(F(ďM‚
‚ , ρ

N‚
‚ )‚)(y2)

looooooooooooooomooooooooooooooon

P Im(Hn(F(ďM‚‚ ,ρ
N‚‚ )‚)˝ω(H‚(M‚),H‚(N‚))

n )

.

Εξαιτίας των (A.128) και (A.129) ο πρώτος προσθετέος ισούται με το 0Hn(F(M‚,N‚)‚)

και ο δεύτερος ανήκει στο Im((B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ ). Άρα και για το ίδιο το στοιχείο x,

Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚)(x) P Im((B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ ), και η εγκλειστική σχέση (A.130) είναι
όντως αληθής. Λόγω τής (A.130) ορίζεται καλώς η σύνθεση

ζ
(M‚,N‚)
n := ((B

1[L πρ.
‚ F]

1 )n´1
ˇ )´1 ˝Hn(F(ďM‚

‚ , ρN‚
‚ )‚), @n P Z. (A.131)

Οι (A.129) και (A.131) δίδουν

ζ(M‚,N‚)
n ˝ ω(H‚(M‚),H‚(N‚))

n = ((B
1[L

πρ.
‚ F]

1 )n´1
ˇ )´1

˝Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚) ˝ ω(H‚(M‚),H‚(N‚))
n

= ((B
1[L

πρ.
‚ F]

1 )n´1
ˇ )´1

˝ (B
1[L

πρ.
‚ F]

1 )n´1

= id(L
πρ.
1 F)(H‚(M‚),H‚(N‚))n´1

, (A.132)

και ο ομομορφισμός ζ(M‚,N‚)
n είναι επιμορφισμός. (Βλ. λήμμα 2.2.22.) Ο πυρήνας του

είναι ο ακόλουθος:

Ker(ζ(M‚,N‚)
n ) = Ker(((B1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ )´1 ˝Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚))

= Ker(Hn(F(ďM‚
‚ , ρN‚

‚ )‚))

= Ker(Hn(F(idB‚´1(M‚), ρ
N‚
‚ )‚)

loooooooooooooomoooooooooooooon

ισομορφισμός

˝Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚))

= Ker(Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚)) = Im(ψ

(M‚,N‚)
n ).

Υπολείπεται η αιτιολόγηση τής ισχύος τής τελευταίας ισότητας. O Mn είναι (εξ υ-
ποθέσεως) προβολικός και ο R κληρονομικός, οπότε οι Bn(M‚) και Zn(M‚) είναι
προβολικοί για κάθε n P Z. Οι συναρτητές F(Bn(M‚),´) και F(Zn(M‚),´) είναι
εξ υποθέσεως ακριβείς. Από τα (A.48) και A.3.13 (i) συνάγεται ότι οι συναρτητές
(L πρ.

1 F)(Bn(M‚),´) και (L πρ.
1 F)(Zn(M‚),´) είναι μηδενικοί για κάθε n P Z. Άρα
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είναι εφαρμόσιμο εδώ το θεώρημα A.4.22. Μέσω τού μεγάλου διαγράμματος τού
βήματος 4 τής αποδείξεως τού θεωρήματος A.4.22 καταλήγει κανείς στην επιθυμητή
ισότητα και, ως εκ τούτου, στην ακρίβεια τής προκύπτουσας βραχείας ακολουθίας
και στον μεσαίο όρο. Επιπροσθέτως, από την (A.132) έπεται ότι η εν λόγω βραχεία
ακριβής ακολουθία είναι διασπώμενη. (Βλ. θεώρημα 3.1.29.)
Βήμα 5ο. Το ότι η οικογένεια

!

ψ(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)

2)
)

αποτελεί φυσικό μετασχηματισμό είναι γνωστό από το θεώρημα A.4.5. Θεωρούμε
το προβολικό αλυσωτό σύμπλοκο B‚´1(M‚) (που έχει μηδενικούς συνοριακούς τε-
λεστές). Εφαρμόζοντας το θεώρημα A.4.42 για τα αλυσωτά σύμπλοκα B‚´1(M‚)
και N‚ λαμβάνουμε τη διασπώμενη ακριβή ακολουθία

t0u // (L πρ.
1 F)(H‚(B‚´1(M‚)), H‚(N‚))n´1

� � ω
(H‚(B‚´1(M‚)),H‚(N‚))
n // Hn(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

Hn(F(ρ
B‚´1(M‚)
‚ ,ρ

N‚‚ )‚)

// // F(H‚(B‚´1(M‚)), H‚(N‚))n / / t0u

Σημειωτέον ότι ρB‚´1(M‚)
‚ = idB‚´1(M‚), καθώς ισχύει H‚(B‚´1(M‚)) = B‚´1(M‚).

(Βλ. λήμμα A.4.40.) Επιπλέον, σύμφωνα με τα προαναφερθέντα στην απόδειξη τού
θεωρήματος A.4.42, έχουμε

Hn(F(idB‚´1(M‚), ρ
N‚
‚ )‚) ˝ ψ(B‚´1(M‚),N‚)

n = idF(B‚´1(M‚),H‚(N‚))n , @n P Z.

O συναρτητής F(Bn(M‚),´) : ModR ù ModR είναι εξ υποθέσεως ακριβής, οπότε
ο ομομορφισμός

ψ(B‚´1(M‚),N‚)
n : F(B‚´1(M‚),H‚(N‚))n ÝÑ Hn(F(B‚´1(M‚),N‚)‚)

είναι ισομορφισμός (επί τη βάσει τού (iii) τής προτάσεως A.4.13) για κάθε n P Z.
Επομένως,

Hn(F(idB‚´1(M‚), ρ
N‚
‚ )‚) = (ψ(B‚´1(M‚),N‚)

n )´1, @n P Z.

Αυτό σημαίνει ότι

ζ
(M‚,N‚)
n := ((B

1[L πρ.
‚ F]

1 )n´1
ˇ )´1 ˝Hn(F(ďM‚

‚ , ρN‚
‚ )‚)

= ((B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ )´1 ˝Hn(F(idB‚´1(M‚), ρ
N‚
‚ )‚) ˝Hn(F(ďM‚

‚ , idN‚)‚)

= ((B
1[L πρ.

‚ F]
1 )n´1

ˇ )´1 ˝ (ψ
(B‚´1(M‚),N‚)
n )´1 ˝Hn(F(ďM‚

‚ , idN‚)‚).

Επειδή η ψ
(B‚´1(M‚),N‚)
n είναι φυσική απεικόνιση (πρβλ. θεώρημα A.4.5), η απει-

κόνιση ζ(M‚,N‚)
n είναι ωσαύτως φυσική (ως σύνθεση φυσικών απεικονίσεων) και η

οικογένεια
#

H‚(F(M‚,N‚)‚)
ζ
(M‚,N‚)
‚

ÝÑ (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)2)

έχοντα τις αρχικώς αναφερθείσες ιδιότητες

+

αποτελεί φυσικό μετασχηματισμό από τον συναρτητή H‚(´) ˝ F στον συναρτητή
(L πρ.

1 F) ˝ (H‚(´) ˆH‚(´)).
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A.4.46 Ορισμός. Λέμε πως μια προβολική προσέγγιση (M1
‚, f‚) ενός αλυσωτού

συμπλόκουR-μοδίων M‚ (υπό την έννοια τού ορισμού A.4.34) είναι γνήσια όταν
για τον επιμορφισμό fn : M 1

n ÝÑ Mn ισχύει fn(Zn(M1
‚)) = Zn(M‚) για κάθε

n P Z.

A.4.47 Λήμμα. Έστω M‚ = (Mn, dn)nPZ ένα αλυσωτό σύμπλοκο R-μοδίων, όπου
R ένας κληρονομικός δακτύλιος. Η (συγκεκριμένη) προβολική προσέγγιση (M1

‚, f‚)

τού M‚, η κατασκευασθείσα κατά την απόδειξη τού λήμματος A.4.35, είναι γνήσια.

Αποδειξη. Διατηρώντας τούς συμβολισμούς που εισήχθησαν στην απόδειξη τού
λήμματος A.4.35 έχουμε M 1

n = Ln ‘ Un´1 και

d1
n :M 1

n ÝÑ M 1
n´1, (x, y) ÞÝÑ d1

n(x, y) := (y, 0Un´2),

όπου61

Zn(M1
‚) := Ker(d1

n) = Ker(j1
n´1 ˝ ι1n´1 ˝ ď1

n) = Ln ‘ t0Un´1
u. (A.133)

Έστω τυχόν στοιχείο z P Zn(M‚). Επειδή ο fn : M 1
n ÝÑ Mn είναι εξ υποθέσεως

επιμορφισμός (βλ. A.4.34 (ΙΙ)),

D(x, y) P M 1
n : jn(ϖn(x)) + κn´1(y) = ϖn(x) + κn´1(y) = fn(x, y) = z,

οπότε

dn(jn(ϖn(x)) + κn´1(y)) = dn(jn(ϖn(x))) + dn(κn´1(y)) = dn(z) = 0Mn´1

ùñ ďn(jn(ϖn(x))) + ďn(κn´1(y)) = 0Mn´1

ùñ ( ďn ˝ jn
loomoon

= 0 (βλ. (A.58))

)(ϖn(x)) + ďn(κn´1(y)) = 0Mn´1
ùñ ďn(κn´1(y)) = 0Mn´1

ùñ κn´1(y) P Ker(ďn) =
(βλ. (A.58))

Im(jn) ùñ [Dt P Zn(M‚) : κn´1(y) = jn(t)].

Επειδή ο ϖn : Ln ÝÑ Zn(M‚) είναι εξ υποθέσεως επιμορφισμός,

Dw P Ln : t = ϖn(w),

οπότε κn´1(y) = jn(ϖn(w)) = ϖn(w) = fn(w, 0Un´1), απ’ όπου έπεται ότι

z = ϖn(x) + κn´1(y) = fn(x, 0Un´1
) + fn(w, 0Un´1

) = fn(x+ w
loomoon

PLn

, 0Un´1
)

ùñ
(A.133)

(x+ w, 0Un´1) P Zn(M1
‚).

Ως εκ τούτου, fn(Zn(M1
‚)) = Zn(M‚).

61Εδώ, αντί των dM1
‚

n , ď
M1

‚
n , j

M1
‚

n , ι
M1

‚
n , γράφουμε απλώς d1

n, ď
1
n, j

1
n και ι1

n, αντιστοίχως, και παρομοίως για τα
σύμβολα με M‚ (χωρίς τόνο).
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A.4.48 Λήμμα. Έστω R ένας κληρονομικός δακτύλιος. Δοθέντων δυο αλυσωτών
συμπλόκων R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ , καθώς και

γνήσιων προβολικών προσεγγίσεων αυτών (M1
‚, f‚) και (N1

‚, g‚) (η ύπαρξη των ο-
ποίων είναι διασφαλισμένη από τα λήμματα A.4.35 και A.4.47), ισχύει το εξής: Εάν
τ‚ = τM‚

‚ : M‚ ÝÑ N‚ είναι τυχών αλυσωτός μετασχηματισμός, τότε υπάρχει αλυ-
σωτός μετασχηματισμός τ 1

‚ = τ
M1

‚
‚ : M1

‚ ÝÑ N1
‚, τέτοιος ώστε να ισχύει

τn ˝ fn = gn ˝ τ 1
n, @n P Z.

t0u // M2
‚
� � // M1

‚

œ

f‚ // //

τ 1
‚
��

M‚
//

τ‚

��

t0u

t0u // N2
‚
� � // N1

‚ g‚
// // Ν‚

// t0u

Αποδειξη. Επειδή οι f‚ : M1
‚ ÝÑ M‚, g‚ : N1

‚ ÝÑ N‚ είναι αλυσωτοί μετασχημα-
τισμοί, έχουμε για κάθε n P Z,

fn(Zn(M1
‚)) Ď Zn(M‚), fn(Bn(M1

‚)) Ď Bn(M‚),

gn(Zn(N1
‚)) Ď Zn(N‚), gn(Bn(N1

‚)) Ď Bn(N‚).

Από την προϋπόθεση τής γνησιότητας των προβολικών προσεγγίσεων (M1
‚, f‚) και

(N1
‚, g‚) των M‚ και N‚,

fn(Zn(M1
‚)) = Zn(M‚) και gn(Zn(N1

‚) = Zn(N‚).

Έχουμε λοιπόν τη δυνατότητα ορισμού των ομομορφισμών

Zn(M1
‚) Q x

fZn
ÞÝÑ fn(x) P Zn(M‚), Bn(M1

‚) Q x
fBn
ÞÝÑ fn(x) P Bn(M‚),

Zn(N1
‚) Q x

gZn
ÞÝÑ gn(x) P Zn(N‚), Zn(N1

‚) Q x
gBn
ÞÝÑ gn(x) P Bn(M‚),

με τους fZn και gZn επιμορφισμούς. Κατ’ αναλογίαν ορίζονται και οι ομομορφισμοί

Zn(M‚) Q x
τZn
ÞÝÑ τn(x) P Zn(N‚), Bn(M‚) Q x

τBn
ÞÝÑ τn(x) P Bn(N‚).

§ Ισχυρισμός 1ος. Υπάρχουν ομομορφισμοί τ 1
Zn

: Zn(M1
‚) ÝÑ Zn(N1

‚), τέτοιοι ώστε
το κάτωθι διάγραμμα

Zn(M‚)

öτZn

��

Zn(M1
‚)

fZnoo

τ 1
Zn

��

œ

π
M1

‚
n // // Hn(M1

‚)

υn

��

Zn(N‚) Zn(N1
‚)gZn

oo

π
N1

‚
n

// // Hn(N1
‚)

(A.134)

να είναι μεταθετικό, όπου62 υn := Hn(g‚)
´1 ˝Hn(τ‚) ˝Hn(f‚) για κάθε n P Z.

62Ο ομομορφισμόςHn(g‚) είναι ισομορφισμός. (Βλ. A.4.34 (ΙΙΙ).)
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Επαλήθευση 1ου ισχυρισμού: Επειδή ο Zn(M1
‚) (ως υπομόδιος τού προβολικού μο-

δίου M 1
n) είναι προβολικός, υπάρχει hn P HomR(Zn(M1

‚), Zn(N1
‚)) που καθιστά το

κάτωθι διάγραμμα μεταθετικό

Zn(M1
‚)

hn

yy
υn˝π

M1
‚

n

��

Zn(N1
‚)

π
N1

‚
n

// // Hn(N1
‚) // t0u,

ήτοι ισχύει η ισότητα
π

N1
‚

n ˝ hn = υn ˝ π
M1

‚
n , @n P Z. (A.135)

Θέτουμε

ℓn := gZn ˝ hn ´ τZn ˝ fZn : Zn(M1
‚) ÝÑ Zn(N‚), @n P Z. (A.136)

Είναι άμεσος ο έλεγχος τής ισχύος των ακόλουθων τριών ισοτήτων:

πN‚
n ˝ gZn = Hn(g‚) ˝ π

N1
‚

n , @n P Z. (A.137)

πN‚
n ˝ τZn = Hn(τ‚) ˝ πM‚

n , @n P Z. (A.138)

πM‚
n ˝ fZn = Hn(f‚) ˝ π

M1
‚

n , @n P Z. (A.139)

Είναι προφανές ότι

πN‚
n ˝ ℓn =

(A.136)
πN‚
n ˝ (gZn ˝ hn ´ τn ˝ fZn) = πN‚

n ˝ gZn ˝ hn ´ πN‚
n ˝ τn ˝ fZn

=
(A.137), (A.138)

Hn(g‚) ˝ π
N1

‚
n ˝ hn ´Hn(τ‚) ˝ πM‚

n ˝ fZn

=
(A.135), (A.139)

Hn(g‚) ˝ υn ˝ π
M1

‚
n ´Hn(τ‚) ˝Hn(f‚) ˝ π

M1
‚

n

= (Hn(g‚) ˝ υn ´Hn(τ‚) ˝Hn(f‚)) ˝ π
M1

‚
n

=
(
Hn(g‚) ˝Hn(g‚)

´1 ˝Hn(τ‚) ˝Hn(f‚) ´Hn(τ‚) ˝Hn(f‚)
)

˝ π
M1

‚
n = 0,

ήτοι ότι
πN‚
n ˝ ℓn = 0, @n P Z. (A.140)

Έστω τυχόν στοιχείο x P Zn(M1
‚). Λόγω τής (A.140) έχουμε

πN‚
n (ℓn(x)) = 0Hn(N‚) ùñ ℓn(x) P Bn(N‚).

Γι’ αυτό ορίζεται καλώς ο ομομορφισμός

µn : Zn(M1
‚) ÝÑ Bn(N‚), x ÞÝÑ µn(x) := ℓn(x).

Είναι δε πρόδηλη η ισότητα

ιN‚
n ˝ µn = ℓn, @n P Z. (A.141)
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Σημειωτέον ότι, πέραν τού gZn , και ο ομομορφισμός gBn είναι επιμορφισμός. Πράγ-
ματι· εάν y P Bn(N‚), τότε (εξ ορισμού)

Dx P Nn+1 : dN‚
n+1(x) = y.

Επειδή ο gn+1 είναι επιμορφισμός (βλ. A.4.34 (II)), υπάρχει κάποιο z P N 1
n+1 με

gn+1(z) = x, οπότε από το μεταθετικό διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // N 1
n+1

œ

d
N1

‚
n+1

//

gn+1

��

N 1
n

gn

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Nn+1
dN‚
n+1

// Nn // ¨ ¨ ¨

συνάγεται ότι

y = dN‚
n+1(x) = dN‚

n+1(gn+1(z)) = gn(d
N1

‚
n+1(z)
looomooon

PBn(N1
‚)

) = gBn(d
N1

‚
n+1(z)).

Έστω τώρα τυχόν στοιχείο x P Zn(M1
‚). Προφανώς, µn(x) P Bn(N‚). Λόγω τής

ανωτέρω αποδειχθείσας επιρριπτικότητας τού gBn ,

Dy P Bn(N1
‚) : gBn(y) = µn(x). (A.142)

Κατ’ αυτόν τον τρόπο ορίζεται (καλώς) ένας νέος ομομορφισμός

sn : Zn(M1
‚) ÝÑ Bn(N1

‚), x ÞÝÑ sn(x) := y, @n P Z, (A.143)

με y όπως στην (A.142). Όπως έπεται άμεσα από τον ορισμό τού (A.143),

µn = gBn ˝ sn, @n P Z. (A.144)

Θέτοντας

τ 1
Zn

:= hn ´ ι
N1

‚
n ˝ sn : Zn(M1

‚) ÝÑ Zn(N1
‚), @n P Z, (A.145)

διαπιστώνουμε ότι

π
N1

‚
n ˝ τ 1

Zn
=

(A.145)
π

N1
‚

n ˝ (hn ´ ι
N1

‚
n ˝ sn) = π

N1
‚

n ˝ hn ´ π
N1

‚
n ˝ ι

N1
‚
n

looomooon

=0

˝sn

= π
N1

‚
n ˝ hn =

(A.135)
υn ˝ π

M1
‚

n , @n P Z,

κάτι που σημαίνει ότι το δεύτερο τετράγωνο τού διαγράμματος (A.134) είναι μετα-
θετικό. Εξάλλου, λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι

ιN‚
n ˝ gBn = gZn ˝ ι

N1
‚
n , @n P Z, (A.146)
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διαπιστώνουμε ότι

gZn ˝ τ 1
Zn

=
(A.145)

gZn ˝ (hn ´ ι
N1

‚
n ˝ sn) = gZn ˝ hn ´ gZn ˝ ι

N1
‚
n ˝ sn

=
(A.136)

τZn ˝ fZn + ℓn ´ gZn ˝ ι
N1

‚
n ˝ sn

=
(A.141), (A.144)

τZn ˝ fZn + ιN‚
n ˝ gBn ˝ sn ´ gZn ˝ ι

N1
‚
n ˝ sn

=
(A.146)

τZn ˝ fZn + (ιN‚
n ˝ gBn ´ gZn ˝ ι

N1
‚
n

loooooooooooomoooooooooooon

=0

) ˝ sn = τn ˝ fZn ,

οπότε και το πρώτο τετράγωνο τού διαγράμματος (A.134) είναι μεταθετικό, και ο
1ος ισχυρισμός είναι αληθής. Εν συνεχεία, θεωρούμε τυχόν στοιχείο x P Bn(M1

‚).

Από τη μεταθετικότητα τού (A.134) έπεται ότι

π
N1

‚
n (τ 1

Zn(x)) = υn(π
M1

‚
n (x)) = υn(x+Bn(M1

‚)) = υn(0Hn(M1
‚)
) = 0Hn(N1

‚)
,

δηλαδή ότι τ 1
Zn

(x) P Bn(N1
‚), οπότε

τ 1
Zn(Bn(M

1
‚)) Ď Bn(N1

‚).

Λόγω αυτής τής εγκλειστικής σχέσεως ορίζεται (καλώς) ο ομομορφισμός

τ 1
Bn : Bn(M1

‚) ÝÑ Bn(N1
‚), x ÞÝÑ τ 1

Bn(x) := τ 1
Zn(x),

για τον οποίο ισχύει
gBn ˝ τ 1

Bn = τBn ˝ fBn , @n P Z, (A.147)

εξαιτίας τής μεταθετικότητας τού πρώτου τετραγώνου τού (A.134).
§ Ισχυρισμός 2ος. Υπάρχει λn P HomR(Bn´1(M1

‚), N
1
n), τέτοιος ώστε το κάτωθι

διάγραμμα να είναι μεταθετικό.

Mn

öτn

��

Bn´1(M1
‚)

fn˝β
M1

‚
n´1

oo

ö

τ 1
Bn´1

))

λn

��

Bn´1(N1
‚)

Nn N 1
ngn

oo
ď

N1
‚

n

55

(A.148)

Εν προκειμένω, ο β
M1

‚
n´1 P HomR(Bn´1(M1

‚),M
1
n) είναι τέτοιος, ώστε να ισχύει η

ισότητα ďM1
‚

n ˝ β
M1

‚
n´1 = idBn´1(M1

‚)
. (Βλ. (A.113).) Θέτουμε

pn := gn ˝ β
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Bn´1
´ τn ˝ fn ˝ β

M1
‚

n´1 : Bn´1(M1
‚) ÝÑ Nn, @n P Z. (A.149)
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Επαλήθευση 2ου ισχυρισμού: Είναι άμεσος ο έλεγχος τής ισχύος των ακόλουθων
τριών ισοτήτων:

ďN‚
n ˝ gn = gBn´1

˝ ď
N1

‚
n , @n P Z, (A.150)

ďN‚
n ˝ τn = τBn´1 ˝ ďM‚

n , @n P Z, (A.151)

ďM‚
n ˝ fn = fBn´1

˝ ď
M1

‚
n , @n P Z, (A.152)

Είναι προφανές ότι

ďN‚
n ˝ pn =

(A.149)
ďN‚
n ˝ (gn ˝ β

N1
‚

n´1 ˝ τ 1
Bn´1

´ τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1)

= ďN‚
n ˝ gn ˝ β

N1
‚

n´1 ˝ τ 1
Bn´1

´ ďN‚
n ˝ τn ˝ fn ˝ β

M1
‚

n´1

=
(A.150), (A.151), (A.152)

gBn´1
˝ ď

N1
‚

n ˝ β
N1

‚
n´1

looooomooooon

=idBn´1(N1‚)

˝τ 1
Bn´1

´ τBn´1
˝ fBn´1

˝ ď
M1

‚
n ˝ β

M1
‚

n´1
looooomooooon

=idBn´1(M1‚)

= gBn´1
˝ τ 1

Bn´1
´ τBn´1

˝ fBn´1
=

(A.147)
0,

ήτοι ότι
ďN‚
n ˝ pn = 0, @n P Z. (A.153)

Έστω τυχόν στοιχείο x P Bn´1(M1
‚). Λόγω τής (A.153) έχουμε

ďN‚
n (pn(x)) = 0Bn(N1

‚)
ùñ pn(x) P Ker(ďN‚

n ) = Ker(dN‚
n ) = Zn(N‚).

Γι’ αυτό ορίζεται καλώς ο ομομορφισμός

qn : Bn´1(M1
‚) ÝÑ Zn(N‚), x ÞÝÑ qn(x) := pn(x).

Είναι δε πρόδηλη η ισότητα

pn = jN‚
n ˝ qn, @n P Z. (A.154)

Επειδή ο Bn´1(M1
‚) (ως υπομόδιος τού προβολικού μοδίου M 1

n´1) είναι προβολι-
κός, υπάρχει rn P HomR(Bn´1(M1

‚), Zn(N1
‚)) που καθιστά το κάτωθι διάγραμμα

μεταθετικό
Bn´1(M1

‚)

rn

xx

qn

��

Zn(N1
‚) gZn

// // Zn(N‚) // t0u

ήτοι ισχύει η ισότητα
gZn ˝ rn = qn, @n P Z. (A.155)

Θέτοντας

λn := β
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Bn´1
´ j

N1
‚

n ˝ rn : Bn´1(M1
‚) ÝÑ N 1

n, @n P Z, (A.156)
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διαπιστώνουμε ότι

ď
N1

‚
n ˝ λn =

(A.156)
ď

N1
‚

n ˝ (β
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Bn´1
´ j

N1
‚

n ˝ rn)

= ď
N1

‚
n ˝ β

N1
‚

n´1
looooomooooon

=idBn´1(N1‚)

˝τ 1
Bn´1

´ ď
N1

‚
n ˝ j

N1
‚

n
loooomoooon

=0

˝rn = τ 1
Bn´1

, @n P Z,

κάτι που σημαίνει ότι το τρίγωνο τού διαγράμματος (A.134) είναι μεταθετικό. Ε-
ξάλλου, λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι

jN‚
n ˝ gZn = gn ˝ j

N1
‚

n , @n P Z, (A.157)

διαπιστώνουμε ότι

gn ˝ λn =
(A.156)

gn ˝ (β
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Bn´1
´ j

N1
‚

n ˝ rn) = gn ˝ β
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Bn´1
´ gn ˝ j

N1
‚

n ˝ rn

=
(A.149)

τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1 + pn ´ gn ˝ j

N1
‚

n ˝ rn

=
(A.154), (A.155)

τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1 + jN‚

n ˝ gZn ˝ rn ´ gn ˝ j
N1

‚
n ˝ rn

=
(A.157)

τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1 + (jN‚

n ˝ gZn ´ gn ˝ j
N1

‚
n

looooooooooomooooooooooon

=0

) ˝ rn = τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1,

οπότε και το τετράγωνο τού διαγράμματος (A.148) είναι μεταθετικό, και ο 2ος ι-
σχυρισμός είναι αληθής.
§ Αποπεράτωση αποδείξεως. Ορίζουμε τον ομομορφισμό

τ 1
n := j

N1
‚

n ˝ τ 1
Zn

˝ α
M1

‚
n + λn ˝ ď

M1
‚

n :M 1
n ÝÑ N 1

n, @n P Z. (A.158)

Εν προκειμένω, ο αM1
‚

n P HomR(M
1
n, Zn(M1

‚)) είναι τέτοιος, ώστε να ισχύει η ισότη-
τα αM1

‚
n ˝ j

M1
‚

n = idZn(M1
‚)
. (Βλ. (A.114).)

(a) Η σχηματιζόμενη ακολουθία τ 1
‚ : M1

‚ ÝÑ N1
‚ αποτελεί αλυσωτό μετασχηματι-

σμό, δηλαδή το διάγραμμα

¨ ¨ ¨ // M 1
n

œ

d
M1

‚
n //

τ 1
n

��

M 1
n´1

τ 1
n´1

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // N 1
n

d
N1

‚
n

// N 1
n´1

// ¨ ¨ ¨

είναι μεταθετικό. Πράγματι· επειδή ďN1
‚

n ˝ j
N1

‚
n = 0 και ďM1

‚
n´1 ˝d

M1
‚

n = 0, η αποδεικτέα
γίνεται

τ 1
n´1 ˝ d

M1
‚

n = d
N1

‚
n ˝ τ 1

n

ðñ
(A.158)

(j
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Zn´1
˝ α

M1
‚

n´1 + λn´1 ˝ ď
M1

‚
n´1) ˝ d

M1
‚

n = d
N1

‚
n ˝ (j

N1
‚

n ˝ τ 1
Zn ˝ α

M1
‚

n + λn ˝ ď
M1

‚
n )
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ή -ισοδυνάμως-

j
N1

‚
n´1 ˝ τ 1

Zn´1
˝ α

M1
‚

n´1 ˝ d
M1

‚
n = d

N1
‚
n ˝ λn ˝ ď

M1
‚

n . (A.159)

Επειδή

τ 1
n ˝ j

M1
‚

n = (j
N1

‚
n ˝ τ 1

Zn ˝ α
M1

‚
n + λn ˝ ď

M1
‚

n ) ˝ j
M1

‚
n

= j
N1

‚
n ˝ τ 1

Zn ˝ α
M1

‚
n ˝ j

M1
‚

n
loooomoooon

= idZn(M1‚)

+λn ˝ ď
M1

‚
n ˝ j

M1
‚

n
loooomoooon

=0

= j
N1

‚
n ˝ τ 1

Zn

και dN1
‚
n ˝ λn ˝ ď

M1
‚

n = τ 1
Bn´1

˝ ď
M1

‚
n , η (A.159) ισοδυναμεί με την

τ 1
n´1 ˝ j

M1
‚

n´1 ˝ α
M1

‚
n´1 ˝ d

M1
‚

n = τ 1
Bn´1

˝ ď
M1

‚
n . (A.160)

Από την άλλη μεριά, για κάθε x P M 1
n έχουμε

α
M1

‚
n´1(d

M1
‚

n (x)) = α
M1

‚
n´1(ď

M1
‚

n (x)) = α
M1

‚
n´1(j

M1
‚

n´1(ď
M1

‚
n (x)))

= (α
M1

‚
n´1 ˝ j

M1
‚

n´1
loooooomoooooon

= idZn´1(M1‚)

)(ď
M1

‚
n (x)) = ď

M1
‚

n (x),

οπότε η (A.160) ισοδυναμεί με την

τ 1
n´1 ˝ j

M1
‚

n´1 ˝ ď
M1

‚
n = τ 1

Bn´1
˝ ď

M1
‚

n ,

η οποία είναι προδήλως αληθής.
(b) Ισχύει η ισότητα

τn ˝ fn = gn ˝ τ 1
n, @n P Z. (A.161)

Κατ’ αρχάς (εκ των ορισμών) έχουμε

jN‚
n ˝ τZn ˝ fZn = τn ˝ fn ˝ j

M1
‚

n , @n P Z. (A.162)

Απλοί υπολογισμοί δίδουν

gn ˝ τ 1
n =

(A.158)
gn ˝ (j

N1
‚
n ˝ τ 1

Zn
˝ α

M1
‚

n + λn ˝ ď
M1

‚
n )

= gn ˝ j
N1

‚
n ˝ τ 1

Zn
˝ α

M1
‚

n + gn ˝ λn ˝ ď
M1

‚
n =

(A.157)
jN‚
n ˝ gZn ˝ τ 1

Zn
˝ α

M1
‚

n + gn ˝ λn ˝ ď
M1

‚
n

=
(A.148)

jN‚
n ˝ gZn ˝ τ 1

Zn
˝ α

M1
‚

n + τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1 ˝ ď

M1
‚

n =
(A.134)

jN‚
n ˝ τZn ˝ fZn ˝ α

M1
‚

n + τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1 ˝ ď

M1
‚

n

=
(A.162)

τn ˝ fn ˝ j
M1

‚
n ˝ α

M1
‚

n + τn ˝ fn ˝ β
M1

‚
n´1 ˝ ď

M1
‚

n = (τn ˝ fn) ˝ (j
M1

‚
n ˝ α

M1
‚

n + β
M1

‚
n´1 ˝ ď

M1
‚

n )

=
(A.115)

(τn ˝ fn) ˝ idM1
n

= τn ˝ fn,

οπότε η (A.161) είναι όντως αληθής.
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A.4.49 Θεώρημα («Κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους
ομολογίας υπεράνω κληρονομικών R ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας
εκ δεξιών ακριβής διπλός συναρτητής (A.34), συναλλοίωτος ως προς αμφότερες
τις μεταβλητές. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι κληρονομικός, τότε, δοθέντων
δυο αλυσωτών συμπλόκων R-μοδίων M‚ = (Mn, d

M‚
n )nPZ και N‚ = (Nn, d

N‚
n )nPZ ,

ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν για οιονδήποτε παγιωμένον προβολικό R-μόδιο P ο συναρτητής

F(P,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδο R-μοδίων) είναι ακριβής και εάν, ταυτοχρόνως, το αλυσωτό σύμπλοκο
(L πρ.

1 F)(M‚,N‚)‚ είναι ακυκληματικό, ήτοι ισχύει

Hn((L
πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚) – t0u, @n P Z, (A.163)

(πρβλ. εδ. 3.2.3), τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
À

p+q=n

F(Hp(M‚), Hq(N‚))
� � ψ

(M‚,N‚)
n // Hn(F(M‚,N‚)‚)

χ
(M‚,N‚)
n

// //
À

p+q=n´1

(L πρ.
1 F)(Hp(M‚), Hq(N‚)) // t0u

(A.164)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ο αλυσωτός μετασχη-
ματισμός ψ(M‚,N‚)

‚ είναι αυτός τού λήμματος A.4.3 και όπου αμφότεροι οι
!

ψ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ
(M‚,N‚) P Ob(Compch

(ModR)
2
)
)

,

#

χ
(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)2)

έχοντα τις προαναφερθείσες ιδιότητες

+

είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.
(ii) Η (A.164) είναι (άνευ άλλων επιπροσθέτων προϋποθέσεων) διασπώμενη, οπότε
για κάθε n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚), H‚(N‚))n ‘ (L πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1.

Αποδειξη. Βήμα 1ο. Με τη βοήθεια των λημμάτων A.4.35 και A.4.47 κατασκευά-
ζουμε γνήσιες προβολικές προσεγγίσεις (M1

‚, f‚) και (N1
‚, g‚) των M‚ και N‚, αντι-

στοίχως. Εφαρμόζοντας το θεώρημα A.4.45 (με τα M1
‚ και N1

‚ στη θέση των εκεί
παρατεθέντων M‚ και N‚) λαμβάνουμε για κάθε n P Z τη διασπώμενη βραχεία
ακριβή ακολουθία

t0u // F(H‚(M1
‚), H‚(N1

‚))n
� � ψ

(M1
‚,N

1
‚)

n // Hn(F(M1
‚,N1

‚)‚)

ζ
(M1

‚,N
1
‚)

n

// // (L πρ.
1 F)(H‚(M1

‚), H‚(N1
‚))n´1

// t0u

(A.165)

Εν συνεχεία, θεωρούμε το κάτωθι διάγραμμα (που έχει την (A.165) ως άνω γραμμή
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του):

t0u Ñ F(H‚(M1
‚), H‚(N1

‚))n
� � ψ

(M1
‚,N

1
‚)

n //

F(H‚(f‚),H‚(g‚))n
��

Hn(F(M1
‚, N1

‚)‚)

ζ
(M1

‚,N
1
‚)

n // //

Hn(F(f‚,g‚)‚)
��

(L
πρ.
1 F)(H‚(M1

‚), H‚(N1
‚))n´1 Ñ t0u

(L
πρ.
1 F)(H‚(f‚),H‚(g‚))n´1 ��

t0u Ñ F(H‚(M‚), H‚(N‚))n
� �

ψ
(M‚,N‚)
n

//
Hn(F(M‚, N‚)‚)

//
(L

πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1 Ñ t0u

(A.166)
Όπως έχει ήδη εξηγηθεί στo τρίτο βήμα τής αποδεικτικής διαδικασίας τού θεω-
ρήματος A.4.33, αμφότεροι οι Hn(f‚),Hn(g‚) είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z.
Κατ’ επέκταση, και οι F(H‚(f‚),H‚(g‚))n, (L

πρ.
1 F)(H‚(f‚),H‚(g‚))n είναι ισομορ-

φισμοί για κάθε n P Z. Ισχυρισμός: Ο Hn(F(f‚, g‚)‚) είναι ωσαύτως ισομορφισμός
για κάθε n P Z. Ας κατατμήσουμε την ακριβή ακολουθία (τεσσάρων αλυσωτών
συμπλόκων) (A.101) (με το αλυσωτό σύμπλοκο F(M2

‚,N‚)‚ ακυκληματικό) σε δύο
βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0‚ ÝÑ (L πρ.
1 F)(M‚,N‚)‚ ãÑ F(M2

‚,N‚)‚ ↠ Im(F(e‚, idN‚))‚ ÝÑ 0‚ (A.167)

και

0‚ ÝÑ Im(F(e‚, idN‚))‚ ãÑ F(M1
‚,N‚)‚ ↠ F(M‚,N‚)‚ ÝÑ 0‚. (A.168)

Εξαιτίας τής ακυκληματικότητας των F(M2
‚,N‚)‚ και (L πρ.

1 F)(M‚,N‚)‚ (τού τελευ-
ταίου εξ υποθέσεως) και τής ακριβείας τής (A.167) το Im(F(e‚,idN‚))‚ είναι ωσαύ-
τως ακυκληματικό. Τούτο, εν συνδυασμώ με τη μακρά ακριβή ακολουθία την κατα-
σκευαζόμενη μέσω τού θεωρήματος 3.2.13 για την (A.168),

¨ ¨ ¨ //
Hn(Im(F(e‚, idN‚ ))‚)
loooooooooooooomoooooooooooooon

–t0u
// Hn(F(M1

‚,N‚)‚)

Hn(F(f‚,idN‚ )‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚) //
Hn´1(Im(F(e‚, idN‚ ))‚)
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

–t0u
// ¨ ¨ ¨

δίδει ισομορφισμούς

Hn(F(f‚, idN‚)‚) : Hn(F(M1
‚,N‚)‚)

–
ÝÑ Hn(F(M‚,N‚)‚), @n P Z.

Οι επιπρόσθετοι ισομορφισμοί

Hn(F(idM1
‚
, g‚)‚) : Hn(F(M1

‚,N1
‚)‚)

–
ÝÑ Hn(F(M1

‚,N‚)‚), @n P Z,

μας είναι ήδη γνωστοί (βλ. (A.100)), οπότε, λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι

Hn(F(f‚, g‚)‚) = Hn(F(f‚, idN‚)‚) ˝Hn(F(idM1
‚
, g‚)‚),

καταλήγουμε στην επαλήθευση τού ισχυρισμού. Έχουμε πλέον το δικαίωμα να ορί-
σουμε τον επιμορφισμό

χ
(M‚,N‚)
n := (L πρ.

1 F)(H‚(f‚), H‚(g‚))n´1 ˝ ζ
(M1

‚,N
1
‚)

n ˝Hn(F(f‚, g‚)‚)
´1, @n P Z,
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όπου ζ(M1
‚,N

1
‚)

n όπως στο θεώρημα A.4.45. Τοποθετώντας τόν χ(M‚,N‚)
n υπεράνω τού

διακεκομμένου (και «ανωνύμου») βέλους τού διαγράμματος (A.166), αυτό κλείνει
κατά τέτοιον τρόπο, ώστε το δεύτερο ορθογώνιο παραλληλόγραμμό του να είναι
μεταθετικό. Η μεταθετικότητα τού πρώτου είναι διασφαλισμένη από το θεώρημα
A.4.5. Επομένως το (A.166) είναι καθ’ ολοκληρίαν μεταθετικό, απ’ όπου έπεται (ε-
πειδή και τα τρία κατακόρυφα βέλη του δηλούν ισομορφισμούς) ότι η κάτω του
γραμμή οφείλει να είναι (όπως και η επάνω) διασπώμενη βραχεία ακριβής ακολου-
θία.
Βήμα 2ο. Το θεώρημα A.4.5 μας πληροφορεί ότι η οικογένεια ψ(´,´)

‚ αποτελεί φυ-
σικό μετασχηματισμό. Υπολείπεται να αποδειχθεί ότι η οικογένεια

#

χ(M‚,N‚)
‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ζεύγη (M‚,N‚) P Ob(Compch(ModR)
2)

έχοντα τις προαναφερθείσες ιδιότητες

+

είναι ωσαύτως φυσικός μετασχηματισμός. Εάν τM‚
‚ : M‚ ÝÑ rM‚, τ

N‚
‚ : N‚ ÝÑ rN‚

είναι (κατάλληλοι) αλυσωτοί μετασχηματισμοί, πρέπει να δειχθεί ότι το ακόλουθο
διάγραμμα είναι μεταθετικό:

H‚(F(M‚,N‚)‚)
χ
(M‚,N‚)
n //

œH‚ (F(τM‚
‚ ,τ

N‚
‚ )‚)

��

(L πρ.
1 F)(H‚(M‚´1), H‚(N‚))‚

(L
πρ.
1 F)(H‚(τ

M‚
‚´1),H‚(τ

N‚
‚ ))‚

��

H‚(F( rM‚, rN‚)‚)
χ
( rM‚,rN‚)
n

// (L πρ.
1 F)(H‚( rM‚´1), H‚(rN‚))‚

Προς τούτο θεωρούμε γνήσιες προβολικές προσεγγίσεις ( rM1
‚,

rf‚) και (rN1
‚, rg‚) των

rM‚ και rN‚, αντιστοίχως. Σύμφωνα με το λήμμα A.4.48 υπάρχουν αλυσωτοί μετα-
σχηματισμοί τM1

‚
‚ : M1

‚ ÝÑ ĂM1
‚ και τN1

‚
‚ : N1

‚ ÝÑ ĂN1
‚, τέτοιοι ώστε τα διαγράμματα

αλυσωτών συμπλόκων

0‚
// M2

‚
� � // M1

‚

œ

f‚ // //

τ
M1

‚
‚

��

M‚
//

τM‚
‚

��

0‚

0‚
// rΜ2

‚
� � // rΜ1

‚
rf‚

// // rM‚
// 0‚

και
0‚

// N2
‚
� � // N1

‚

œ

g‚ // //

τ
N1

‚
‚

��

N‚
//

τN‚
‚

��

0‚

0‚
// rN2

‚
� � // rN1

‚
rg‚

// // rN‚
// 0‚

να είναι μεταθετικά ή -ισοδυνάμως- να ισχύει

rfn ˝ τ
M1

‚
n = τM‚

n ˝ fn, και rgn ˝ τ
N1

‚
n = τN‚

n ˝ gn, @n P Z. (A.169)
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Επειδή οι Hn(f‚),Hn(g‚), Hn( rf‚),Hn(rg‚) είναι ισομορφισμοί για κάθε n P Z, τα
τέσσερα κατακορυφα βέλη τού τριδιάστατου διαγράμματος

Hn(F( rM‚, rN‚)‚)
χ
( rM‚,rN‚)
n // (L

πρ.
1 F)(H‚( rM‚), H‚(rN‚))n´1

Hn(F(M‚, N‚)‚)

Hn(F(τM‚‚ ,τ
N‚‚ )‚)

77

χ
(M‚,N‚)
n // (L

πρ.
1 F)(H‚(M‚), H‚(N‚))n´1

(L
πρ.
1 F)(H‚(τ

M‚‚ ),H‚(τ
N‚‚ ))n´1

33

Hn(F(ĂM1‚, ĂN1‚)‚)

ζ
(ĂM1‚,ĂN1‚)
n

//

Hn(F( rf‚,rg‚)‚)

OO

(L
πρ.
1 F)(H‚(ĂM1‚), H‚(ĂN1‚))n´1

(L
πρ.
1 F)(H‚( rf‚),H‚(rg‚))n´1

OO

Hn(F(M1
‚, N1

‚)‚)

Hn(F(f‚,g‚)‚)

OO

Hn(F(τ
M1

‚‚ ,τ
N1

‚‚ )‚)

7 7

ζ
(M1

‚,N
1
‚)

n

// (L
πρ.
1 F)(H‚(M1

‚), H‚(N1
‚))n´1

(L
πρ.
1 F)(H‚(f‚),H‚(g‚))n´1

OO

(L
πρ.
1 F)(H‚(τ

M1
‚‚ ),H‚(τ

N1
‚‚ ))n´1

33

(το οποίο έχει το σχήμα ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου) δηλούν ισομορφι-
σμούς. Το δάπεδό του (ως υποδιάγραμμα) είναι μεταθετικό λόγω τής φυσικότητας
τού ζ(´,´)

‚ .Οι πλευρές αυτού οι ευρισκόμενες στο εμπρόσθιο και στο οπίσθιο μέρος
του είναι μεταθετικές ένεκα τού τρόπου ορισμού τού χ(M‚,N‚)

n . Το ίδιο ισχύει και για
τη δεξιά και την αριστερή πλευρά του εξαιτίας των σχέσεων (A.169). Ως εκ τούτου,
και η οροφή του οφείλει να είναι μεταθετική.
‚ Περί των χρησιμοποιούμενων συναρτητών. Σύμφωνα με ένα θεώρημα των Watts63

και Eilenberg64, κάθε προσθετικός, συναλλοίωτος συναρτητής F : ModR ù ModR
που είναι εκ δεξιών ακριβής και διατηρεί τα ευθέα αθροίσματα65 είναι φυσικώς ι-
σοδύναμος προς τον ´bRA για κάποιον παγιωμένοR-μόδιοA.Μεταβαίνοντας σε
διπλούς R-διγραμμικούς συναρτητές (A.34), οι οποίοι είναι συναλλοίωτοι ως προς
αμφότερες τις μεταβλητές και εκ δεξιών ακριβείς (και, ως εκ τούτου, υποψήφιοι
για εφαρμογή τους σε κάποια κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος Künneth για μο-
δίους ομολογίας), παρατηρούμε ότι, ακόμη και αν προϋποτεθεί η διατήρηση των
ευθέων αθροισμάτων ως προς τουλάχιστον μία εκ των μεταβλητών, ναι μεν υφί-
στανται οι προαναφερθείσες φυσικές ισοδυναμίες ως προς τον περιορισμό τους σε
αυτή (ή αυτές), αλλά επειδή οι εν λόγω φυσικές ισοδυναμίες παραπέμπουν εξ ορι-
σμού σε ισομορφισμούς R-μοδίων (παραμετρούμενους από τις εκάστοτε «παύλες»,
πρβλ. εδ. A.3.1 (ii)) και υφίστανται ποικίλοι ισομορφισμοί αυτού τού είδους, όταν
κανείς εργάζεται με συγκεκριμένους συναρτητές (A.34) είναι δυνατόν να κάνει χρή-
ση όχι απλώς τού ´ bR´ αλλά και πολλών άλλων. Επί παραδείγματι, παγιώνοντας
ένανR-μόδιο L, μπορούμε να ορίσουμε δυο συναρτητές F(L) και G(L) τού ζητούμε-
νου είδους ως ακολούθως: Έχοντας ως κίνητρό μας την προσεταιριστικότητα τού
συνήθους τανυστικού γινομένου (βλ. θεώρημα 4.4.5), θέτουμε

F(L) = ´ bR (´ bR L) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ F(L)(M,N) = M bR (N bR L) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) ˆ HomR(N,N 1) Q (f, g) ÞÝÑ F(L)(f, g) P HomR(F(L)(M,N), F(L)(M
1, N 1)),

63Βλ. C.E. Watts: Intrinsic characterizations of some additive functors, Proceedings of the American Mathematical
Society 11 (1960), no. 1, 5-8.

64Βλ. S. Eilenberg: Abstract description of some basic functors, Journal of Indian Math. Soc. 24 (1960), 231-234.
65Αυτό σημαίνει ότι F(

À

jPJ
Mj) –

À

jPJ
F(Mj) για οιαδήποτε οικογένειαR-μοδίων (Mj)jPJ .



598 ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΤΕΣ

όπου F(L)(f, g) := fb(gb idL) και θεωρούμε (κατά τα ειωθότα) την επέκταση αυτού
σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων:

F(L) : Compch(ModR) ˆ Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ F(L)(M‚,N‚)‚ P Ob(Compch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚) ˆ HomR(N‚,N1

‚) Q (f‚, g‚) ÞÝÑ F(L)(f‚, g‚)‚ P HomR(F(L)(M‚,N‚)‚, F(L)(M1
‚,N1

‚)‚),

όπου F(L)(M‚,N‚)‚ := (M‚ bR (N‚ bR L)‚)‚ και F(L)(f‚, g‚)‚ := (f‚b(g‚b idL)‚)‚.

Εφαρμογή τού θεωρήματος A.4.49 για τον F(L) δίδει το ακόλουθο:

A.4.50 Πόρισμα. Εάν για δυο αλυσωτά σύμπλοκαR-μοδίων M‚,N‚, όπου οR είναι
κληρονομικός, το αλυσωτό σύμπλοκο TorR1 (M‚, (N‚ bR L)‚)‚ είναι ακυκληματικό,
τότε έχουμε για κάθε n P Z,

Hn((M‚ bR (N‚ bR L)‚)‚) –

(H‚(M‚) bR (H‚(N‚) bR L)‚)n ‘ TorR1 (H‚(M‚), (H‚(N‚) bR L)‚)n´1.

Εν συνεχεία, θέτουμε66

G(L) = ´ bR HomR(L,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ G(L)(M,N) = M bR HomR(L,N) P Ob(ModR),

HomR(M,M 1) ˆ HomR(N,N 1) Q (f, g) ÞÝÑ G(L)(f, g) P HomR(G(L)(M,N),G(L)(M
1, N 1)),

όπου G(L)(f, g) := fb(HomR(idL, g)) και θεωρούμε (κατά τα ειωθότα) την επέκταση
αυτού σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων:

G(L) : Compch(ModR) ˆ Compch(ModR) ù Compch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ G(L)(M‚,N‚)‚ P Ob(Compch(ModR)),

HomR(M‚,M1
‚) ˆ HomR(N‚,N1

‚) Q (f‚, g‚) ÞÝÑ G(L)(f‚, g‚)‚ P HomR(G(L)(M‚,N‚)‚,G(L)(M1
‚,N1

‚)‚),

όπου67 G(L)(M‚,N‚)‚ := (M‚bRHomR(L,N‚)‚)‚ και

G(L)(f‚, g‚)‚ := (f‚b(HomR(idL, g‚))‚)‚.

Εφαρμογή τού θεωρήματος A.4.49 για τον G(L) δίδει το ακόλουθο:

A.4.51 Πόρισμα. Εάν για δυο αλυσωτά σύμπλοκαR-μοδίων M‚,N‚, όπου οR είναι
κληρονομικός, το αλυσωτό σύμπλοκο TorR1 (M‚bRHomR(L,N‚)‚)‚ είναι ακυκλη-
ματικό, τότε έχουμε για κάθε n P Z,

Hn((M‚ bR HomR(L,N‚)‚)‚) –

(H‚(M‚) bR HomR(L,H‚(N‚))‚)n ‘ TorR1 (H‚(M‚),HomR(L,H‚(N‚))‚)n´1.

66Σημειωτέον ότι, για παγιωμένους R-μοδίους A και B, ο μεν συναλλοίωτος ´ bR A διατηρεί (σύμφωνα με το
θεώρημα 4.4.6) τα ευθέα αθροίσματα, ο δε συναλλοίωτος BbRHomR(L,´) δεν τα διατηρεί. (Είναι προφανές ότι
αρκεί να τεθεί B = R,L =

À

jPN0
KXj , K σώμα, και να ληφθεί υπ’ όψιν το παράδειγμα τής παρατηρήσεως 4.1.11 εν

συνδυασμώ με το θεώρημα 4.4.3.)
67Εν προκειμένω, HomR(L,N‚)‚ = (HomR(L,N‚)n, HomR(idL, dN‚

n ))nPZ.
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§ Το δεύτερο πρόβλημα. Δοθέντος ενός R-διγραμμικού συναρτητή

F : ModR ˆ ModR ù ModR, (A.170)

ανταλλοίωτου ως προς την πρώτη και συναλλοίωτου ως προς τη δεύτερη μεταβλητή,
θεωρούμε την επέκτασή του

F : Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR) (A.171)

(αποτελούσα έναν διπλό συναρτητή, προσθετικό ως προς αμφότερες τις μεταβλητές,
ανταλλοίωτο ως προς την πρώτη και συναλλοίωτο ως προς τη δεύτερη μεταβλητή)
και ορίζουμε για αλυσωτά και συναλυσωτά σύμπλοκα

M‚ = (Mn, d
M‚
n )nPZ, N‚ = (Nn, dnN‚)nPZ,

το συναλυσωτό σύμπλοκο

F(M‚,N‚)‚ = (F(M‚,N‚)n, dn)nPZ

όπως στο εδ. A.2.19. Για κάθε n P Z συμβολίζουμε ως

Zn(M‚)
� � jM‚

n // Mn, Zn(N‚)
� � jnN‚

// Nn

τις συνήθεις ενθέσεις, ως

Zn(M‚)
πM‚
n // // Hn(M‚), Zn(N‚)

πnN‚
// // Hn(N‚),

τους φυσικούς επιμορφισμούς και ως

Mn

ďM‚
n // // Bn´1(M‚), Nn

ďnN‚
// // Bn+1(N‚).

τους επιμορφισμούς τους επαγόμενους από τους (συσ)συνοριακούς τελεστές των
ανωτέρω συμπλόκων κατόπιν περιορισμού τού πεδίου τιμών αυτών επί τής εικόνας
τους. Επιπροσθέτως, θέτουμε

jM‚
‚ := (jM‚

n )nPZ, j
‚
N‚ := (jnN‚)nPZ, π

M‚
‚ := (πM‚

n )nPZ, π
‚
N‚ := (πnN‚)nPZ

κ.ο.κ., και θεωρούμε τα σύμπλοκα H‚(M‚),H
‚(N‚), τα υποσύμπλοκα Z‚(M‚),

B‚(M‚) τού M‚ και Z‚(N‚), B‚(N‚) τού N‚, καθώς και τα συναλυσωτά σύμπλοκα

H‚(F(M‚,N‚)‚) και F(H‚(M‚),H
‚(N‚))‚. (A.172)

Κατ’ αναλογίαν προς ό,τι συνέβαινε στο πρώτο πρόβλημα, μια κομψή σχέση μεταξύ
των συναρτητών (A.172) είναι εφικτή μόνον στην περίπτωση όπου ο (A.171) είναι
εξ αριστερών ακριβής.

A.4.52 Ορισμός. Ο συναρτητής (A.171) καλείται εξ αριστερών ακριβής68 όταν
για οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία αλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ M1
‚

f‚
ÝÑ M‚

g‚
ÝÑ M2

‚ ÝÑ 0‚

(βλ. εδ. 3.2.11) και, αντιστοίχως, για οιαδήποτε βραχεία ακριβή ακολουθία συ-
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ναλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ N‚1 h‚
ÝÑ N‚ k‚

ÝÑ N‚2 ÝÑ 0‚

(βλ. εδ. 3.2.28), αμφότερες οι

0‚ ÝÑ F(M1
‚,N‚)‚

F(f‚,idN‚ )‚
// F(M‚,N‚)‚

F(g‚,idN‚ )‚
// F(M2

‚,N‚)‚

(όπου N‚ κάποιο παγιωμένο συναλυσωτό σύμπλοκο) και

0‚ ÝÑ F(M‚,N1‚
)‚

F(idM‚ ,h
‚)‚

// F(M‚,N‚)‚
F(idM‚ ,k

‚)‚
// F(M‚,N‚2)‚

(όπου M‚ κάποιο παγιωμένο αλυσωτό σύμπλοκο) είναι ακριβείς, ήτοι αμφότε-
ρες οι

t0u ÝÑ F(M1
‚,N‚)n

F(f‚,idN‚ )n
// F(M‚,N‚)n

F(g‚,idN‚ )n
// F(M2

‚,N‚)n

και

t0u ÝÑ F(M‚,N1‚
)n

F(idM‚ ,h
‚)n

// F(M‚,N‚)n
F(idM‚ ,k

‚)n
// F(M‚,N‚2)n

είναι ακριβείς ακολουθίες R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για οιονδή-
ποτε n P Z.

Το αντίστοιχο τού λήμματος A.4.3 είναι το ακόλουθο:

A.4.53 Λήμμα. Εάν ο συναρτητής (A.171) είναι εξ αριστερών ακριβής (υπό την
έννοια τού εδ. A.4.52), τότε υφίσταται ακριβώς ένας συναλυσωτός μετασχηματισμός

H‚(F(M‚,N‚)‚)
ψ‚

(M‚,N‚)
// F(H‚(M‚),H

‚(N‚))‚

που καθιστά το ακόλουθο διάγραμμα συναλυσωτών μετασχηματισμών μεταθετικό:

Z‚(F(M‚,N‚)‚)

F(jM‚
‚ ,j‚

N‚ )
‚

��

π‚
F(M‚,N‚)‚

// //

ψ‚
(M‚,N‚) ˝ π‚

F(M‚,N‚)‚

''

H‚(F(M‚,N‚)‚)

ψ‚
(M‚,N‚)

��

F(Z‚(M‚), Z
‚(N‚))‚

F(πM‚
‚ ,π‚

N‚ )
‚
// F(H‚(M‚),H

‚(N‚))‚

Το αντίστοιχο τού θεωρήματος A.4.5 είναι το ακόλουθο:

68Πρβλ. [29], Proposition 4.3.a, σελ. 25.
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A.4.54 Θεώρημα. Διατηρώντας τά δεδομένα και τον συμβολισμό τού A.4.53, οι
#

H‚(F(M‚,N‚)‚)
ψ‚
(M‚,N‚)
ÝÑ F(H‚(M‚), H

‚(N‚))‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

M‚ P Ob(Compch(ModR)

N‚ P Ob(Compcoch(ModR)

+

αποτελούν έναν φυσικό μετασχηματισμό από τη σύνθεσηH‚(´)˝F των συναρτητών

Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)
F //

H‚(´)˝F

((

Compcoch(ModR)

H‚(´)

��

Compcoch(ModR)

στη σύνθεση F ˝ (H‚(´) ˆH‚(´)) των συναρτητών

Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)

F˝(H‚(´)ˆH‚(´))

))

H‚(´)ˆH‚(´)
// Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)

F

��

Compcoch(ModR)

Για να ορίσουμε εκ δεξιών παραγώγους συναρτητές τού συναρτητή (A.170) ως προς
την πρώτη μεταβλητή (όταν αυτός είναι εξ αριστερών ακριβής) αρκεί να μιμηθούμε
τον τρόπο δομήσεως τού ορισμού A.3.30.

A.4.55 Ορισμός. Για κάθε m P Z ορίζουμε μέσω τού δοθέντος αρχικού (A.170)
(όταν προϋποτεθεί ότι αυτός είναι εξ αριστερών ακριβής) τον διπλό συναρτητή

(Rm
πρ.F)(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ (Rm
πρ.F)(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M 1,M)ˆHomR(N,N 1) Q (φ,ψ) ÞÑ(Rm
πρ.F)(φ,ψ) P HomR((Rm

πρ.F)(M,N), (Rm
πρ.F)(M

1, N 1)),

(που καλείται, ιδιαιτέρως, m-οστός εκ δεξιών παράγωγος συναρτητής τού F ως
προς την πρώτη μεταβλητή) θέτοντας αφ’ ενός μεν69

(Rm
πρ.F)(M,N) := Rm(F(´, N))(M), (A.173)

αφ’ ετέρου δε

(Rm
πρ.F)(φ,ψ) := hm(M 1) ˝ (Rm(F(´, N))(φ)),
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όπου

h0 := tN 1 ˝ F(id´, ψ) ˝ t´1
N : R0(F(´, N)) ÝÑ R0(F(´, N 1)),

με tN : F(´, N) ÝÑ R0(F(´, N)), tN 1 : F(´, N 1) ÝÑ R0(F(´, N 1)) τις φυσικές
ισοδυναμίες τις κατασκευαζόμενες μέσω τού θεωρήματος A.3.8 (με τους F(´, N)

και F(´, N 1) στη θέση τού εκεί παρατεθέντος F) και

h = thmumPZ : tRm(F(´, N))umPZ ÝÑ tRm(F(´, N 1))umPZ

τη μοναδική (σύμφωνα με το θεώρημα A.3.24) επέκταση τού φυσικού μετασχη-
ματισμού h0 σε έναν φυσικό μετασχηματισμό A.Σ.Α.A.Σ., ο οποίος καθιστά το
ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

(Rm
πρ.F)(M,N) (Rm

πρ.F)(M,N 1)

Rm(F(´, N))(M)

ö (Rm
πρ.F)(φ,ψ)

**

(Rm
πρ.F)(φ,idN )

��

hm(N) = (Rm
πρ.F)(idM ,ψ)

// Rm(F(´, N))(M 1)

(Rm
πρ.F)(φ,idN1 )

��

œ

Rm(F(´, N))(M 1)
hm(M 1) = (Rm

πρ.F)(idM1 ,ψ)

// Rm(F(´, N 1))(M 1)

(Rm
πρ.F)(M 1, N) (Rm

πρ.F)(M 1, N 1)

A.4.56 Σημείωση. (i) Εναλλακτικός χαρακτηρισμός τού Rm(F(´, N)). Έστω F ό-
πως στο εδάφιο A.4.55. Eάν M είναι τυχών R-μόδιος, τότε υπάρχει (κατά το πό-
ρισμα 2.5.23) κάποιος ελεύθερος (και, κατ’ επέκταση, βάσει τής προτάσεως 4.2.4,
προβολικός) R-μόδιος L, καθώς και ένας υπομόδιος W τού L, ούτως ώστε να ισχύ-
ει M – L/W. Λόγω αυτού δημιουργείται μια βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // W
� � ι / / L

π // // M // t0u . (A.174)

Επειδή o F(´, N) είναι ανταλλοίωτος, θέτουμε

(Sat1πρ.F)(M,N) := Coker( F(L,N)
F(ι,idN )

// F(W,N) ) = F(W,N)/Im(F(ι, idN )). (A.175)

Εάν M 1 είναι ένας R-μόδιος,

t0u // W 1 �
� ι1

// L1 π1
// // M 1 // t0u

69Από τον ορισμό (A.173) έπεται ότι (Rm
πρ.F)(´, N) = Rm(F(´, N)).
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μια βραχεία ακριβής ακολουθία αυτού τού είδους και φ P HomR(M,M 1), τότε από
την προβολικότητα τού L έπεται η ύπαρξη ενός h P HomR(L,L

1) με την ιδιότητα
π1 ˝ h = φ ˝ π (βλ. εδ. 4.2.1) και από την πρόταση 3.1.11 η ύπαρξη μονοσημάντως
ορισμένου ομομορφισμού g P HomR(W,W

1) με ι1 ˝ g = h ˝ ι.

t0u // W

g

��

œ

� � ι // L

œ

π // //

h

��

M

φ

��

// t0u

t0u // W 1 �
� ι1

// L1 π1
// // M 1 // t0u

Κατόπιν εφαρμογής τού F(´, N) λαμβάνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

F(L,N)

œ

F(ι,idN )
// F(W,N)

π
F(W,N)

Im(F(ι, idN ))
// //

œ

Coker(F(ι, idN )) // t0u

F(L1, N)

F(h,idN )

OO

F(ι1,idN )

// F(W 1, N)

F(g,idN )

OO

π
F(W 1,N)

Im(F(ι1, idN ))

// // Coker(F(ι1, idN ))

F(g,idN )

OO

// t0u

όπου F(g, idN ) είναι ο μοναδικός ομομορφισμός που το συμπληρώνει βάσει τού πο-
ρίσματος 3.1.15. Είναι άμεσος ο έλεγχος τού ότι ο F(g, idN ) δεν εξαρτάται70 από τη
συγκεκριμένη επιλογή τού h (με π1 ˝ h = π) και τού ότι επιδεικνύει ανταλλοίωτη
συμπεριφορά ως προς τη σύνθεση τού g με έναν άλλον ομοειδή g1. Μάλιστα, στην
περίπτωση όπου M =M 1 και φ = idM , αυτός καθίσταται ισομορφισμός71, πράγμα
που σημαίνει ότι ο R-μόδιος (A.175) είναι (μέχρις ισομορφισμού) ανεξάρτητος τής
συγκεκριμένης επιλογής τής (A.174). Θέτοντας (Sat1πρ.F)(φ) := F(g, idN ), παρατη-
ρούμε ότι τα δεδομένα

(Sat1πρ.F)(´, N) : ModR ù ModR,

Ob(ModR) Q M ÞÝÑ (Sat1πρ.F)(M,N) P Ob(ModR),

HomR(M
1,M) Q φ ÞÝÑ (Sat1πρ.F)(φ) P HomR((Sat1πρ.F)(M,N), (Sat1πρ.F)(M 1, N)),

καθορίζουν έναν ανταλλοίωτο, προσθετικό συναρτητή (ο οποίος μπορεί να επεκτα-
θεί κατά τα ειωθότα σε διπλό συναρτητή), τον λεγόμενο και πρώτο δεξιό δορυφόρο
(right satellite) τού F ως προς την πρώτη μεταβλητή. Ο ορισμός αυτός γενικεύεται
και για τυχόντες ακεραίους m. Για m ě 2, ορίζεται o m-οστός δεξιός δορυφόρος
τού F ως προς την πρώτη μεταβλητή (μέσω επαναληπτικής διαδικασίας) θέτοντας

(Satmπρ.F)(M,N) := (Sat1πρ.(Satm´1
πρ. F))(M,N).

Για m = 0 αρκεί να ορισθεί ως Sat0πρ.F ο ίδιος ο F και για m ă 0 να θεωρήσουμε
τον Satmπρ.F ως τον μηδενικό συναρτητή. Η οικογένεια

␣

(Satmπρ.F)(´, N)
(

mPZ αυτών

70Βλ. Hu [21], Chapter II, §6.
71Βλ. Cartan & Eilenberg [29], § III.1, σελ. 33-36, και § III.7, σελ. 49.
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των δεξιών δορυφόρων ως προς την πρώτη μεταβλητή αποτελεί μια Α.Σ.Α.Α.Σ.72

Επιπλέον, όταν m ą 0, ισχύει73 (Satmπρ.F)(P,N) – t0u για κάθε προβολικό R-
μόδιο P. Επομένως, η (προϋποτεθείσα) εξ αριστερών ακρίβεια τού F(´, N) δίδει
(L πρ.

0 F)(´, N) –
φ.ι.

F(´, N) (πρβλ. A.3.8) και το πόρισμα A.3.25 μας πληροφορεί ότι

υφίσταται ακριβώς μία φυσική ισοδυναμία:
␣

(Rm
πρ.F)(´, N)

(

mPZ –
φ.ι.

␣

(Satmπρ.F)(´, N)
(

mPZ .

(ii) Eπειδή η οικογένεια t(Rm
πρ.F)(´, N)umPZ είναι μια (ειδικής φύσεως) A.Σ.Α.A.Σ.

(βλ. A.3.22, A.3.26 (ii) και A.3.12), μέσω οιασδήποτε βραχείας ακριβούς ακολουθί-
ας R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

t0u ÝÑ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 ÝÑ t0u

επάγεται μια μακρά ακριβής ακολουθία

t0u // F(M2, N)
F(g,idN )

// F(M,N)
F(f,idN )

// F(M 1, N)

rB0
[R‚

πρ.F]

// (R1
πρ.F)(M

2, N)
(R1

πρ.F)(g,idN )
// (R1

πρ.F)(M,N)
(R1

πρ.F)(f,idN )
// (R1

πρ.F)(M
1, N)

rB1
[R‚

πρ.F]
// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

rBm´1
[R‚

πρ.F]
// (Rm

πρ.F)(M
2, N)

(Rmπρ.F)(g,idN )
// (Rm

πρ.F)(M,N)
(Rmπρ.F)(f,idN )

// (Rm
πρ.F)(M

1, N)

rBm
[R‚

πρ.F]
// ¨ ¨ ¨

έχουσα τον
rB
m

[R‚
πρ.F]

: (Rm
πρ.F)(M 1, N) ÝÑ (Rm+1

πρ. F)(M2, N)

ως συνδετικό ομομορφισμό της. Μάλιστα, στην περίπτωση όπου ο δακτύλιος ανα-
φοράς R είναι Π.Κ.Ι., αυτή έχει το πολύ 6 μη τετριμμένους όρους:

t0u // F(M2, N)
F(g,idN )

// F(M,N)
F(f,idN )

// F(M 1, N)

rB0
[R‚

πρ.F]

// (R1
πρ.F)(M

2, N)
(R1

πρ.F)(g,idN )
// (R1

πρ.F)(M,N)
(R1

πρ.F)(f,idN )
// (R1

πρ.F)(M
1, N) // t0u

(λόγω τού (ii) τής προτάσεως A.3.29 και τού ότι ο (Rm
πρ.F)(´, N) είναι προσθετικός).

A.4.57 Ορισμός. Και ο ανωτέρω συναρτητής (Rm
πρ.F)(´,´) τού εδαφίου A.4.55

μπορεί να επεκταθεί σε έναν συναρτητή, ανταλλοίωτο ως προς την πρώτη και
συναλλοίωτο ως προς τη δεύτερη μεταβλητή (για τον οποίο θα εξακολουθούμε
να χρησιμοποιούμε τον ίδιο συμβολισμό)

(Rm
πρ.F)(´,´) : Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ (Rm
πρ.F)(M‚,N‚)‚ P Ob(Compcoch(ModR)),

HomR(M1
‚,M‚) ˆ HomR(N‚, N‚1) Q (f‚, g‚) ÞÑ (Rmπρ.F)(f‚, g‚)‚ P HomR((Rmπρ.F)(M‚, N‚)‚, (Rmπρ.F)(M1

‚, N‚1)‚),

72Βλ. Cartan & Eilenberg [29], Chapter III, Proposition 2.1 and Theorem 3.1, σελ. 38-42.
73Βλ. Cartan & Eilenberg [29], Proposition III.1.3, σελ. 37.
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θέτοντας

(Rm
πρ.F)(M‚,N‚)n :=

ś

pPZ
(Rm

πρ.F)(Mp, N
n´p) =

ś

p+q=n
(Rm

πρ.F)(Mp, N
q),

και ορίζοντας τον συσσυνοριακό τελεστή

dn(Rm
πρ.F)(M‚,N‚)‚ P HomR((R

m
πρ.F)(M‚,N‚)n, (Rm

πρ.F)(M‚,N‚)n+1)

όπως στο εδ. A.2.19 (ύστερα από αντικατάσταση τού εκεί παρατεθέντος F με τον
συναρτητή Rm

πρ.F).

A.4.58 Παράδειγμα. Όταν F = HomR(´,´), ο μεν (Rm
πρ.F)(´,´) ο ορισθείς στο

εδ. A.4.55 είναι ο ExtmR (´,´), το δε συναλυσωτό σύμπλοκο (Rm
πρ.F)(M‚,N‚)‚ το

ορισθέν στο εδ. A.4.57 είναι το

ExtmR (M‚,N‚)‚ = (ExtmR (M‚,N‚)n, dn)nPZ,

όπου

ExtmR (M‚,N‚)n :=
ś

pPZ
ExtmR (Mp, N

n´p) =
ś

p+q=n
ExtmR (Mp, N

q)

και ο περιορισμός τού συσσυνοριακού τελεστή

dn = dnExtmR (M‚,N‚)‚ P HomR(ExtmR (M‚,N‚)n,ExtmR (M‚,N‚)n+1)

επί τού (εκάστοτε γινομένου επεκτάσεως) ExtmR (Mp, N
q) δίδεται από τον τύπο

dn|ExtmR (Mp,Nq)
= ExtmR (dM‚

p , idNq ) + (´1)p ExtmR (idMp , d
q´1
N‚ ).

Στην ειδική περίπτωση όπου m = 0, το 0-στό Ext των M‚ και N‚ ταυτίζεται με το
συναλυσωτό σύμπλοκο ομομορφισμών αυτών HomR(M‚,N‚)‚.

A.4.59 Σημείωση. Αναλόγως, είναι δυνατόν να ορισθούν για κάθεm P Z εκ δεξιών
παράγωγοι συναρτητές ενός τέτοιου F ως προς τη δεύτερη μεταβλητή,

(Rm
δεύτ.F)(´,´) : ModR ˆ ModR ù ModR

(εάν κανείς μιμηθεί τον τρόπο δομήσεως τού ορισμού A.3.32), με

(Rm
πρ.F)(´,´) –

φ.ι.
(Rm

δεύτ.F)(´,´), @m P N0,

καθώς και οι επεκτάσεις αυτών

(Rm
δεύτ.F)(´,´) : Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR).

Παρομοίως δε, είναι δυνατόν να ορισθούν δεξιοί δορυφόροι (Satmδεύτ.F) ενός τέτοιου
F ως προς τη δεύτερη μεταβλητή, με

t(Rm
δεύτ.F)(,´)umPZ –

φ.ι.
t(Satmδεύτ.F)(,´)umPZ .
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Εκκινώντας από τις δυο θεμελιώδεις βραχείες ακριβείς ακολουθίες (A.58) και
(A.67), ακολουθώντας την αποδεικτική πορεία τη χρησιμοποιηθείσα για το θεώρη-
μα A.4.22 και λαμβάνοντας, εκ παραλλήλου, υπ’ όψιν το ανταλλοίωτο τού εκάστοτε
θεωρούμενου συναρτητή F (ως προς την πρώτη μεταβλητή, με αποτέλεσμα την α-
ντιστροφή των βελών) καταλήγουμε στο κάτωθι74:

A.4.60 Θεώρημα («Κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους
συνομολογίας ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας εξ αριστερών ακριβής
διπλός συναρτητής (A.171), ανταλλοίωτος ως προς την πρώτη και συναλλοίωτος ως
προς τη δεύτερη μεταβλητή. Δοθέντων δυο συμπλόκων R-μοδίων, ενός αλυσωτού
M‚ και ενός συναλυσωτού N‚, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν (σε επίπεδο R-μοδίων) οι συναρτητές

F(Bn(M‚),´) : ModR ù ModR, F(Zn(M‚),´) : ModR ù ModR

είναι ακριβείς για κάθε n P Z και εάν, ταυτοχρόνως, οι συναρτητές

(R1
πρ.F)(Bn(M‚),´) : ModR ù ModR, (R1

πρ.F)(Zn(M‚),´) : ModR ù ModR

είναι μηδενικοί για κάθε n P Z, τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία συνα-
λυσωτών συμπλόκων

0‚ // (R1
πρ.F)(H‚(M‚), H

‚(N‚))‚ � �
φ‚
(M‚,N‚)

// H‚(F)(M‚,N‚)‚)

ψ‚
(M‚,N‚)

// // F(H‚(M‚), H
‚(N‚))‚ // 0‚

ή, ισοδυνάμως, υφίστανται βραχείες ακριβείς ακολουθίες

t0u //
ś

p+q=n´1

(R1
πρ.F)(Hp(M‚), H

q(N‚))
� �
φn
(M‚,N‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚)

ψn
(M‚,N‚)

// //
ś

p+q=n

F(Hp(M‚), H
q(N‚)) // t0u

(A.176)

R-μοδίων και ομομορφισμώνR-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ψ‚
(M‚,N‚) ο συναλυσω-

τός μετασχηματισμός τού λήμματος A.4.53 και

φn(M‚,N‚) ˝ θn´1 = Hn(F(ďM‚
‚ , idN‚)‚) ˝ (ψn(B‚(M‚´1),N‚))

´1, n P Z,

όπου

θn´1 : F(B‚(M‚),H
‚(N‚))n´1 ÝÑ (R1

πρ.F)(H‚(M‚),H
‚(N‚))n´1

74Πρβλ. Cartan & Eilenberg [29], Theorem 8.1a, σελ. 72.
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ο ομομορφισμός ο δημιουργούμενος από τις αντίστοιχες μακρές ακριβείς ακολου-
θίες75 τού εδαφίου A.4.56 (ii). Επιπροσθέτως, αμφότεροι οι

$

&

%

ψ
‚
(M‚,N‚)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

M‚ P Ob(Compch(ModR)

N‚ P Ob(Compcoch(ModR)

,

.

-

,

$

’

’

’

&

’

’

’

%

φ
‚
(M‚,N‚)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

M‚ P Ob(Compch(ModR)

N‚ P Ob(Compcoch(ModR)

με τις προαναφερθείσες ιδιότητες

,

/

/

/

.

/

/

/

-

είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.
(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι οι Bm(N‚) είναι
εμβολικοί (ή ότι οι Hm(N‚) είναι προβολικοί) R-μόδιοι για κάθε m P Z, τότε οι
(A.176) είναι διασπώμενες, οπότε για κάθε n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚), H
‚(N‚))n ‘ (R1

πρ.F)(H‚(M‚), H
‚(N‚))n´1 (A.177)

ή, ισοδυνάμως,

Hn(F(M‚,N‚)‚) –

(
ś

p+q=n
F(Hp(M‚), H

q(N‚))

)
‘

(
ś

p+q=n´1

(R1
πρ.F)(Hp(M‚), H

q(N‚))

)
.

Μολαταύτα, οι διασπάσεις (A.177) δεν είναι κατ’ ανάγκην φυσικές.

To αντίστοιχο τού πορίσματος A.4.25 είναι το ακόλουθο:

A.4.61 Πόρισμα («Κατηγορική εκδοχή τού κλασικού θεωρήματος τού Künneth για
μοδίους συνομολογίας ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας εξ αριστερών α-
κριβής διπλός συναρτητής (A.171), ανταλλοίωτος ως προς την πρώτη και συναλ-
λοίωτος ως προς τη δεύτερη μεταβλητή. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R είναι Π.Κ.Ι.,
τότε δοθέντων δυο συμπλόκων R-μοδίων, ενός ελεύθερου αλυσωτού M‚ και ενός
συναλυσωτού N‚, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν για οιονδήποτε παγιωμένον ελεύθερο R-μόδιο A ο συναρτητής

F(A,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδο R-μοδίων) είναι ακριβής, τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
ś

p+q=n´1

(R1
πρ.F)(Hp(M‚), H

q(N‚))
� �
φn
(M‚,N‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚)

ψn
(M‚,N‚)

// //
ś

p+q=n

F(Hp(M‚), H
q(N‚)) // t0u

(A.178)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων, όπου οι ψn(M‚,N‚), φ
n
(M‚,N‚), n P Z, είναι

όπως στο θεώρημα A.4.60.

75Αρκεί να θεωρηθούν οι συνδετικοί ομομορφισμοί εκείνων που αντιστοιχούν στις βραχείες ακριβείς ακολουθίες
t0u Ñ Bp´1(M‚) ÝÑ Zp´1(M‚) ÝÑ Hp´1(M‚) Ñ t0u, p P Z, (με δεύτερη σταθερή εγγραφή τον Hq(N‚))
και να γίνει μετάβαση σε ευθέα γινόμενα για τα ζεύγη (p, q) με p+ q = n ´ 1.
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(ii) Εάν, πέραν τής ισχύος των προϋποθέσεων τού (i), υποτεθεί ότι το συναλυσωτό
σύμπλοκο N‚ είναι ωσαύτως ελεύθερο, τότε η (A.178) είναι διασπώμενη, οπότε για
κάθε n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚),H
‚(N‚))n ‘ (R1

πρ.F)(H‚(M‚),H
‚(N‚))n´1.

§ Το πλέον γενικευμένο θεώρημα τού Künneth για μοδίους συνομολογίας. Κάνοντας
χρήση των λεγομένων ελεύθερων προσεγγίσεων κανείς μπορεί (για R μια Π.Κ.Ι.)
να απαλλαγεί από την προϋπόθεση περί τής ελευθερίας των θεωρούμενων αλυσω-
τών συμπλόκων στο πόρισμα A.4.61 και να αρκεσθεί (τόσο για τη δημιουργία ό-
σον και για τη διάσπαση τής επιθυμητής βραχείας ακριβούς ακολουθίας) στην πο-
λύ ασθενή συνθήκη (A.179) τής ακυκληματικότητας τού συναλυσωτού συμπλόκου
(R1

πρ.F)(M‚,N‚)‚.Μάλιστα, μέσω χρησιμοποιήσεως και εμβολικών προσεγγίσεων76

τούτο είναι επεκτάσιμο ακόμη και εάν στον δακτύλιο αναφοράς R επιτραπεί να εί-
ναι κληρονομικός77. (Βλ. εδάφιο 4.2.12.)

A.4.62 Θεώρημα («Κατηγορική εκδοχή τού θεωρήματος τού Künneth για μοδίους
συνομολογίας υπεράνω κληρονομικώνR ως προς τον συναρτητή F»). Έστω F ένας
εξ αριστερών ακριβής διπλός συναρτητής (A.171), ανταλλοίωτος ως προς την πρώ-
τη και συναλλοίωτος ως προς τη δεύτερη μεταβλητή. Εάν ο δακτύλιος αναφοράς R
είναι κληρονομικός, τότε, δοθέντων δυο αλυσωτών συμπλόκωνR-μοδίων, ενός αλυ-
σωτού M‚ και ενός συναλυσωτού N‚, ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν για οιονδήποτε παγιωμένον προβολικό R-μόδιο P ο συναρτητής

F(P,´) : ModR ù ModR

(σε επίπεδοR-μοδίων) είναι ακριβής και εάν, ταυτοχρόνως, το συναλυσωτό σύμπλο-
κο (R1

πρ.F)(M‚,N‚)‚ είναι ακυκληματικό, ήτοι ισχύει

Hn((R1
πρ.F)(M‚,N‚)‚) – t0u, @n P Z, (A.179)

τότε υφίσταται βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u //
ś

p+q=n´1

(R1
πρ.F)(Hp(M‚), H

q(N‚))
� �
χn
(M‚,N‚)

// Hn(F(M‚,N‚)‚)

ψn
(M‚,N‚)

// //
ś

p+q=n

F(Hp(M‚), H
q(N‚)) // t0u

(A.180)

R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων για κάθε n P Z, όπου ο συναλυσωτός μετα-

76Αρκεί κανείς στον ορισμό A.4.34 να αντικαταστήσει το επίθετο προβολικός με το επίθετο εμβολικός, αλυσωτά με
συναλυσωτά σύμπλοκα και μοδίους ομολογίας με μοδίους συνομολογίας.

77O R είναι κληρονομικός εάν και μόνον εάν κάθε πηλικομόδιος τής μορφής M/U, όπου M εμβολικός R-μόδιος,
είναι εμβολικός. Βλ. [27], Theorem 8.1.13, σελ. 195-196.
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σχηματισμός ψ‚
(M‚,N‚) είναι αυτός τού λήμματος A.4.53 και όπου αμφότεροι οι

$

&

%

ψ
‚
(M‚,N‚)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

M‚ P Ob(Compch(ModR)

N‚ P Ob(Compcoch(ModR)

,

.

-

,

$

’

’

’

&

’

’

’

%

χ
‚
(M‚,N‚)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

M‚ P Ob(Compch(ModR)

N‚ P Ob(Compcoch(ModR)

με τις προαναφερθείσες ιδιότητες

,

/

/

/

.

/

/

/

-

είναι φυσικοί μετασχηματισμοί.
(ii) Η (A.180) είναι (άνευ άλλων επιπροσθέτων προϋποθέσεων) διασπώμενη, οπότε
για κάθε n P Z,

Hn(F(M‚,N‚)‚) – F(H‚(M‚),H
‚(N‚))n ‘ (R1

πρ.F)(H‚(M‚),H
‚(N‚))n´1.

‚ Δυο παραδείγματα χρησιμοποιούμενων συναρτητών (πέραν τού ιδίου τού συναρ-
τητή HomR(´,´)). Παγιώνοντας έναν R-μόδιο L, ορίζουμε δυο συναρτητές F(L)

και G(L) ως ακολούθως: Θέτουμε εν πρώτοις
F(L) = HomR(´,´ bR L) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ F(L)(M,N) = HomR(M,N bR L) P Ob(ModR),

HomR(M 1,M) ˆ HomR(N,N 1) Q (f, g) ÞÝÑ F(L)(f, g) P HomR(F(L)(M,N), F(L)(M
1, N 1)),

όπου F(L)(f, g) := HomR(f, gbidL) και θεωρούμε (κατά τα ειωθότα) την επέκταση
αυτού

F(L) : Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ F(L)(M‚,N‚)‚ P Ob(Compcoch(ModR)),

HomR(M1
‚,M‚) ˆ HomR(N‚,N1‚) Q (f‚, g

‚) ÞÝÑ F(L)(f‚, g
‚)‚ P HomR(F(L)(M‚,N‚)‚, F(L)(M1

‚,N1‚)‚),

όπου
F(L)(M‚,N‚) := HomR(M‚,N‚

bR L)
‚ και F(L)(f‚, g

‚)‚ := HomR(f‚, g
‚
bidL)‚.

Εφαρμογή τού θεωρήματος A.4.62 δίδει το ακόλουθο:

A.4.63 Πόρισμα. Εάν για δυο σύμπλοκα R-μοδίων, ένα αλυσωτό M‚ και ένα συ-
ναλυσωτό N‚, όπου ο δακτύλιος R είναι κληρονομικός, το συναλυσωτό σύμπλοκο
Ext1R(HomR(M‚,N‚ bR L)

‚) είναι ακυκληματικό, τότε έχουμε για κάθε n P Z,

Hn(HomR(M‚,N‚ bR L)
‚) –

HomR(H‚(M‚),H
‚(N‚ bR L))

n ‘ Ext1R(H‚(M‚),H
‚(N‚ bR L))

n´1.

Εν συνεχεία, θέτουμε
G(L) = HomR(´,HomR(L,´)) : ModR ˆ ModR ù ModR,

Ob(ModR ˆ ModR) Q (M,N) ÞÝÑ G(L)(M,N) = HomR(M,HomR(L,N)) P Ob(ModR),

HomR(M 1,M) ˆ HomR(N,N 1) Q (f, g) ÞÝÑ G(L)(f, g) P HomR(G(L)(M,N),G(L)(M
1, N 1)),

όπου G(L)(f, g) := HomR(f, HomR(idL, g)) και θεωρούμε (κατά τα ειωθότα) την
επέκταση αυτού

G(L) : Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR) ù Compcoch(ModR),

Ob(Compch(ModR) ˆ Compcoch(ModR)) Q (M‚,N‚) ÞÝÑ G(L)(M‚,N‚)‚ P Ob(Compcoch(ModR)),

HomR(M1
‚,M‚) ˆ HomR(N‚,N1‚) Q (f‚, g

‚) ÞÝÑ G(L)(f‚, g
‚)‚ P HomR(F(L)(M‚,N‚)‚, F(L)(M1

‚,N1‚)‚),
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όπου
G(L)(M‚,N‚

) := HomR(M‚,HomR(L,N‚
))

‚
, G(L)(f‚, g

‚
)

‚
:= HomR(f‚,HomR(idL, g

‚
))

‚
.

Εφαρμογή τού θεωρήματος A.4.62 δίδει το ακόλουθο:

A.4.64 Πόρισμα. Εάν για δυο σύμπλοκαR-μοδίων, ένα αλυσωτό M‚ και ένα συνα-
λυσωτό N‚, όπου ο R είναι κληρονομικός, το συναλυσωτό σύμπλοκο

Ext1R(HomR(M‚,HomR(L,N‚))‚)

είναι ακυκληματικό, τότε έχουμε για κάθε n P Z,

Hn(HomR(M‚,HomR(L,N‚))‚) –

HomR(H‚(M‚), H
‚(HomR(L,N‚)))n ‘ Ext1R(H‚(M‚), H

‚(HomR(L,N‚)))n´1.

A.5 ΑΚΥΚΛΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ

Στην (κλασική) Αλγεβρική Τοπολογία (κυρίως για τις συνήθεις θεωρίες ομολογί-
ας και συνομολογίας) χρησιμοποιούνται συναρτητές με τιμές ανήκουσες στις κα-
τηγορίες Compch(ModR) και Compcοch(ModR). Αυτοί είναι εξ ορισμού περίπλοκες
οντότητες, καθώς ορίζονται σε μια γνήσια κλάση αντικειμένων. Θα ήταν, λοιπόν,
εξαιρετικά χρήσιμο το να μπορεί κανείς να εξαγάγει συμπεράσματα για τη συμπε-
ριφορά τους μελετώντας τους σε κάποια κατάλληλη «μικρή» υποκλάση -ειδικότερα,
υποσύνολο- τού πεδίου ορισμού τους. Ως αφετηρία για τη χάραξη μιας προς τούτο
προσήκουσας γραμμής πλεύσεως είναι δυνατόν να θεωρηθεί η θεμελιώδης ιδιότητα
που χρησιμοποιείται κατά τη μελέτη των ελευθέρων R-μοδίων: Οι ομομορφισμοί οι
έχοντες ως πεδίο ορισμού τους έναν τέτοιου είδους R-μόδιο καθορίζονται μονοση-
μάντως από τις τιμές που λαμβάνουν σε ένα υποσύνολό του, ήτοι σε μια βάση του.
(Πρβλ. με το «θεώρημα 2.5.20 τής γραμμικής επεκτάσεως»78.) Μέσω αυτής τής ιδιό-
τητας αποδεικνύονται διάφορες προτάσεις υπάρξεως ομομορφισμών σε κατάλληλα
μεταθετικά διαγράμματα. Η μέθοδος των «ακυκληματικών μοντέλων» (ή «ακυκλη-
ματικών προτύπων»), εισαχθείσα στη γλώσσα των κατηγοριών το έτος79 1953 από
τους Eilenberg και Mac Lane, αποτελεί μια εφαρμογή αυτής τής ιδέας σε μεταθετικά
διαγράμματα συναρτητών και φυσικών μετασχηματισμών μεταξύ αυτών, καθιερώ-
νοντας πρωτίστως την έννοια τού «ελεύθερου συναρτητή». Κατ’ αυτόν τον τρόπο,
είναι σε κάποιες -από θεωρητικής πλευράς- λίαν ενδιαφέρουσες περιπτώσεις δυνα-
τή η κατασκευή φυσικών αλυσωτών μετασχηματισμών, καθώς και φυσικών αλυσω-
τών ομοτοπιών μεταξύ τέτοιων αλυσωτών μετασχηματισμών. Μια ειδική εφαρμογή
τού θεωρήματος A.5.14 των ακυκληματικών μοντέλων απαιτείται για την απόδει-
ξη τού λεγομένου θεωρήματος των Eilenberg και Zilber (βλ. §8.2), το οποίο -με τη
σειρά του- απαιτείται προκειμένου να καταλήξουμε στις τοπολογικές εκδοχές τού
θεωρήματος τού Künneth τής §8.3.

78Εξ αυτού έπεται άμεσα και το εξής: Εάν (xj)jPJ είναι μια βάση ενός ελεύθερουR-μοδίουF και (yj)jPJ μια οικο-
γένεια στοιχείων τυχόντος R-μοδίου G (αλλά με το ίδιο σύνολο δεικτών), τότε υπάρχει μοναδικός f P HomR(F,G),
τέτοιος ώστε να ισχύει f(xj) = yj για κάθε j P J.

79Βλ. S. Eilenberg & S. Mac Lane: Acyclic models, American Journal of Mathematics 75 (1953), No. 1, 189-199.
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A.5.1 Ορισμός. (i) Ένα διατεταγμένο ζεύγος (C ,M) αποτελούμενο από μια κα-
τηγορία C και μια υποκλάση M τής κλάσεως Ob(C ) των αντικειμένων τής C
καλείται κατηγορία με μοντέλα M (ή με πρότυπα M). Τα στοιχεία τής M καλού-
νται μοντέλα (ή πρότυπα).
(ii) Έστω C μια κατηγορία και έστω F : C ù ModR ένας συναλλοίωτος συ-
ναρτητής. Ως στοιχείο τού F ορίζουμε οιοδήποτε ζεύγος (C, x), όπουC P Ob(C )

και x P F(C). Γενικότερα, μια οικογένεια στοιχείων τού F είναι μια οικογένεια
ζευγών (Cj , xj)jPJ , όπουCj P Ob(C ) και xj P F(Cj) για κάθε j P J. Δυο τέτοιες
οικογένειες (όχι απαραίτητα τού ιδίου συναρτητή) ονομάζονται συμβατές όταν
οι οικογένειες των δεικτών τους είναι ίδιες.
(iii) Εάν (C ,M) είναι μια κατηγορία με μοντέλα και (Cj , xj)jPJ μια οικογένεια
στοιχείων ενός τέτοιου συναρτητή F, τότε η (Cj , xj)jPJ καλείται M-οικογένεια
στοιχείων τού F.

A.5.2 Ορισμός. Ας υποθέσουμε ότι (C ,M) είναι μια κατηγορία με μοντέλα και
ότι F : C ù ModR είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής. Λέμε ότι ο F είναι
ελεύθερος (και αντιστοίχως, ελεύθερος ως προς τα μοντέλα M ή M-ελεύθερος)
όταν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Για κάθε C P Ob(C ) ο R-μόδιος F(C) είναι ελεύθερος (υπό την έννοια τού
ορισμού 2.5.6).
(ii) Υπάρχει μια οικογένεια στοιχείων (και αντιστοίχως, μια M-οικογένεια
στοιχείων) (Mj , xj)jPJ τού F, ούτως ώστε για κάθε C P Ob(C ) το σύνολο80

tF(σ)(xj) |j P J, σ P MorC (Mj , C)u να είναι μια βάση τού F(C) (υπό την έννοια
τού ορισμού 2.5.7.) Μια τέτοιου είδους οικογένεια στοιχείων τού F καλείται βά-
ση τού F (και αντιστοίχως, βάση τού F ως προς τα μοντέλα M).

A.5.3 Παρατήρηση. Στο εδ. A.5.2 ορίσθηκαν δύο έννοιες «ελευθερίας»: Μία «α-
πόλυτη» και μία που εξαρτάται από κάποια συλλογή μοντέλων M. Το ότι ένας συ-
ναλλοίωτος συναρτητής είναι ελεύθερος ως προς τα μοντέλα M σημαίνει απλώς ότι
είναι ελεύθερος με κάποιον περιορισμό για τις πιθανές βάσεις. Δηλαδή μια βάση
τού F ως προς τα μοντέλα M είναι μια συνήθης βάση (Mj , xj)jPJ με την επιπλέον
ιδιότητα Mj P M για κάθε j P J. (Εάν M1 είναι μια υποκλάση τής Ob(C ) και ο F
είναι ελεύθερος ως προς τα μοντέλα M, όπου M μια υποκλάση τής M1, τότε ο F είναι
ελεύθερος και ως προς τα μοντέλα M1.) Εξάλλου, ένας ελεύθερος F (υπό την «από-
λυτη» έννοια τού όρου), έχων μια οικογένεια στοιχείων του (Mj , xj)jPJ ως μια βάση
του, είναι πάντοτε ελεύθερος ως προς τα μοντέλαM εάν θέσουμεM := tMj |j P J u .

A.5.4 Παραδείγματα. (i) Έστω C μια κατηγορία και έστω L ένας R-μόδιος. Ορί-
ζουμε τον σταθερό συναρτητή FL : C ù ModR θέτοντας FL(C) := L, και, εκ
παραλλήλου, FL(f) := idL για οιαδήποτε C,D P Ob(C ) και οιονδήποτε μορφισμό

80Το σύνολο αυτό ορίζεται καλώς, καθόσον σ P MorC (Mj , C), οπότε F(σ) P MorModR
(F(Mj), F(C)) και (ταυ-

τοχρόνως) xj P F(Mj) για κάθε j P J. Επομένως, F(σ)(xj) P F(C).
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f P MorC (C,D). Εάν (Cj , xj)jPJ είναι μια οικογένεια στοιχείων τού FL, η (xj)jPJ

είναι μια οικογένεια στοιχείων τούL.Και αντιστρόφως· κάθε οικογένεια στοιχείων
τούL προέρχεται από μια αντίστοιχη τού FL κατ’ αυτόν τον τρόπο. Είναι εύκολο να
ελεγχθεί ότι ο FL είναι ελεύθερος με την (Cj , xj)jPJ ως μια βάση του (υπό την έννοια
τού ορισμού A.5.2) εάν και μόνον εάν ο L είναι ελεύθερος R-μόδιος με την (xj)jPJ

ως μια βάση του. (Εν προκειμένω, ο FL θα είναι ελεύθερος και ως προς οιοδήποτε
σύστημα μοντέλων M, αρκεί να επιλεγεί καταλλήλως η οικογένεια (Cj , xj)jPJ .) Ως
εκ τούτου, η έννοια τού ελευθέρου συναρτητή μπορεί να θεωρηθεί ως γενίκευση τής
εννοίας τού ελευθέρου R-μοδίου.
(ii) Ένας (εκ κατασκευής) ελεύθερος συναρτητής είναι ο εξής:

FrR : Sets ù ModR,

Ob(Sets) Q X ÞÝÑ FrR(X ) P Ob(ModR),

MorSets(X ,Y ) Q f ÞÝÑ FrR(f) P HomR(FrR(X ),FrR(Y )),

όπου

FrR(X ) :=

#

τετριμμένος μόδιος, όταν X = ∅,

R(X ), όταν X ‰ ∅,
(A.181)

jX : X ãÑ FrR(X ) η ενριπτική απεικόνιση, έχουσα (όταν X ‰ ∅) ως εικόνα
jX (x) := δx οιουδήποτε x P X την απεικόνιση την οριζόμενη μέσω τής (2.17) (και
επεκτεινόμενη κατά τρόπο πρόδηλο και στο ∅), και

FrR(f) := f(x), @x P X ,

οριζόμενη και επί ολοκλήρου τού FrR(X ) (όταν X ‰ ∅) μέσω γραμμικής επεκτά-
σεως τής απεικονίσεως

X Q x ÞÝÑ (f ˝ jX )(x) P FrR(Y ).

(Βλ. θεώρημα 2.5.20.) Εάν ως t˚u συμβολίσουμε οιοδήποτε μονοσύνολο, παρατη-
ρούμε ότι για κάθε X P Ob(Sets) υφίσταται μια αμφίρριψη

X Q x ÞÝÑ tαπεικονίσεις x : t˚u ÝÑ X |x(t˚u) = xu .

Μάλιστα, οι ομομορφισμοί

FrR(x) : FrR(t˚u) – R ÝÑ FrR(X )

είναι πλήρως καθορισμένοι από την ιδιότητα τού ότι στέλνουν το jt˚u = 1FrR(t˚u)

να απεικονισθεί στο

FrR(x)(1FrR(t˚u)) = x(1FrR(t˚u)) = jX (x(t˚u)) = jX (x).

Επομένως,
␣

FrR(x)(1FrR(t˚u)) |x : t˚u ÝÑ X
(

= tjX (x(t˚u)) |x : t˚u ÝÑ X u = tjX (x) |x P X u
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ήτοι ένα σύνολο που είναι όντως μια βάση τού FrR(X ). (Πρβλ. λήμμα 2.5.12.)
(iii) Υιοθετώντας τόν συμβολισμό τής §D.2 παγιώνουμε έναν n P N0 και θεωρούμε
την κατηγορία (Top,M), εφοδιασμένη με το (μονοσύνολο!) μοντέλο M := t∆nu (το
έχον ως μοναδικό του στοιχείο το θεμελιακό n-μονόπλοκο ∆n). Έστω

Sn(´) : Top ù ModR,

Ob(Top) Q X ÞÝÑ Sn(X;R) P Ob(ModR),

MorTop(X,Y ) Q f ÞÝÑ Sn(f) P HomR(Sn(X;R), Sn(Y ;R)),

ο συναλλοίωτος συναρτητής με

Sn(X;R) :=

#

FrR(Vn(X)), όταν n P N0,

τετριμμένος μόδιος, όταν n P Z∖N0,

όπου

Vn(X) := tσ : ∆n ÝÑ X|σ ιδιάζον n-μονόπλοκο εντός τού Xu

και
Vn(X) Q σ ÞÝÑ Sn(f) (σ) := f ˝ σ P Vn(Y ),

επεκτεινόμενος σε ομομορφισμό R-μοδίων επί ολοκλήρου τού Sn(X;R),

Sn(X;R) Q x ÞÝÑ Sn(f)(x) P Sn(Y ;R),

μέσω γραμμικής επεκτάσεως. (Βλ. θεώρημα 2.5.20.) Το μονοσύνολο t(∆n,id∆n)u

(όπου id∆n η ταυτοτική απεικόνιση επί τού ∆n, εκλαμβανόμενη αφ’ εαυτής ως ένα
ιδιάζον n-μονόπλοκο id∆n P Vn(∆n) Ď Sn(∆n;R)) είναι προδήλως μια (μονο-
μελής) M-οικογένεια στοιχείων τού Sn(´). Ο R-μόδιος Sn(X;R) είναι εξ ορισμού
ελεύθερος για κάθε τοπολογικό χώρο X με βάση του το Vn(X). Όμως για κάθε
σ P Vn(X) έχουμε Sn(σ) (id∆n) = σ, οπότε

tSn(σ)(id∆n) |σ P Vn(X)u = Vn(X),

το οποίο είναι μια βάση τού Sn(X;R).Άρα ο Sn(´) είναι M-ελεύθερος συναρτητής
έχων το t(∆n,id∆n)u ως μια βάση του.

Θα επικεντρωθούμε εφεξής σε συναλλοίωτους συναρτητές F : C ù ModR και
σε φυσικούς μετασχηματισμούς μεταξύ αυτών. (Βλ. εδ. A.3.1.) Παρότι οι εν λόγω
συναρτητές δεν αποτελούν πάντοτε μια κατηγορία, υπάρχει μια αναλογική ομοιό-
τητα προς την κατηγορία ModR (η οποία εν μέρει ανεφάνη στο παράδειγμα A.5.4
(i)) και η οποία θα οδηγήσει τόσο στη θεώρηση μεταθετικών διαγραμμάτων συναρ-
τητών και φυσικών μετασχηματισμών μεταξύ αυτών όσον και στην απόδειξη δια-
φόρων προτάσεων που θα «θυμίζουν» κατά τι άλλες γνωστές. (Βλ., π.χ., θεώρημα
συγκρίσεως 5.1.4 κ.ά.) Σε ό,τι ακολουθεί, η σύνθεση φυσικών μετασχηματισμών, το
άθροισμα, η διαφορά τους, ο ταυτοτικός και ο μηδενικός μετασχηματισμός κ.ά., ορί-
ζονται «κατά συντεταγμένες»· επί παραδείγματι, γράφουμε (h ˝ k)(C) υπονοώντας
τη σύνθεση h(C) ˝ k(C) (για Ob(C )) κ.λπ.81

81Φυσικά, θα μπορούσαμε να ορίσουμε και πυρήνες και εικόνες φυσικών μετασχηματισμών με παρόμοιο τρόπο.
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A.5.5 Ορισμός. Ας υποθέσουμε ότι (C ,M) είναι μια κατηγορία με μοντέλα. Εάν
E,F,G : C ù ModR είναι τρεις συναλλοίωτοι συναρτητές, τότε, δοθέντων δυο
φυσικών μετασχηματισμών

E k
ÝÑ F h

ÝÑ G (A.182)

λέμε ότι το (A.182) είναι ακριβές (στη μεσαία θέση) όταν Im(k) = Ker(h), ήτοι
όταν Im(k(C)) = Ker(h(C)) για κάθε C P Ob(C ), ενώ λέμε ότι είναι M-ακριβές
όταν Im(k(M)) = Ker(h(M)) για κάθε M P Ob(C ).

A.5.6 Παρατήρηση. (i) Αυτοί οι ορισμοί επεκτείνονται κατά προφανή τρόπο και
σε πιο περίπλοκα διαγράμματα. Επίσης, η συνθήκη Im(h(C)) = Ker(k(C)) (για
κάποιο C P Ob(C )) ισοδυναμεί με το ότι h ˝ k = 0.

(ii) Ένεκα των προαναφερθέντων μπορεί να γίνει λόγος ακόμη και για αλυσωτά
σύμπλοκα τέτοιων συναρτητών, ήτοι για ακολουθίες τής μορφής

¨ ¨ ¨ ÝÑ Fν+1
hν+1
ÝÑ Fν

hν
ÝÑ Fν´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨

όπου οι Fν : C ù ModR είναι συναλλοίωτοι συναρτητές και οι hν φυσικοί μετα-
σχηματισμοί για κάθε ν P Z.

A.5.7 Λήμμα. Έστω (C ,M) μια κατηγορία με μοντέλα και έστω F : C ù ModR
ένας ελεύθερος συναρτητής (και αντιστοίχως, ελεύθερος συναρτητής ως προς τα
μοντέλα M υπό την έννοια τού ορισμού A.5.2) έχων την X = (Mj , xj)jPJ ως μια
βάση του. Εάν υποτεθεί ότι G : C ù ModR είναι ένας συναλλοίωτος συναρτη-
τής και Y = (Mj , yj)jPJ τυχούσα συμβατή οικογένεια στοιχείων (και αντιστοί-
χως, M-οικογένεια στοιχείων) τού G, τότε υπάρχει μονοσημάντως ορισμένος φυ-
σικός μετασχηματισμός F k

ÝÑ G, οποίος «απεικονίζει την X στην Y », ήτοι ισχύει
k(Mj)(xj) = yj για κάθε j P J.

Αποδειξη. Βήμα 1ο. Μοναδικότητα. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένας k με την ως
άνω ιδιότητα. Παγιώνουμε κάποιον δείκτη j P J. Τότε για κάθε C P Ob(C ) και για
κάθε σ P MorC (Mj , C) προκύπτει (λόγω τού ότι ο k είναι φυσικός μετασχηματι-
σμός) το εξής μεταθετικό διάγραμμα:

F(Mj)

œ

k(Mj)
//

F(σ)
��

G(Mj)

G(σ)

��

F(C)
k(C)

// G(C)

Επομένως, (k(C) ˝ F(σ))(xj) = (G(σ) ˝ k(Mj))(xj), απ’ όπου έπεται ότι

k(C)(F(σ)(xj)) = G(σ)(k(Mj)(xj)) = G(σ)(yj).

Άρα για οιουσδήποτε k, k1 με την ως άνω ιδιότητα και για οιοδήποτε C P Ob(C )

έχουμε k(C)(F(σ)(xj)) = G(σ)(yj) = k1(C)(F(σ)(xj)) για κάθε σ P MorC (Mj , C)

και για κάθε j P J. Επειδή k(C) = k1(C) για κάθε C P Ob(C ), λαμβάνουμε k = k1.
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Βήμα 2ο. Ύπαρξη. Επειδή για οιοδήποτε C P Ob(C ) το σύνολο

tF(σ)(xj) |j P J, σ P MorC (Mj , C)u (A.183)

αποτελεί (εξ υποθέσεως) μια βάση τού R-μοδίου F(C), αρκεί για την κατασκευή
τού ζητούμενου φυσικού μετασχηματισμού k : F ÝÑ G να ορίσουμε τον k(C) (στα
στοιχεία αυτής τής βάσεως):

k(C)(F(σ)(xj)) := G(σ)(yj), @σ P MorC (Mj , C) και @j P J,

και να χρησιμοποιήσουμε γραμμική επέκταση. (Βλ. θεώρημα 2.5.20.) Εφαρμόζο-
ντας, ιδιαιτέρως, αυτόν τον ορισμό για C =Mj και σ = idMj λαμβάνουμε:

k(Mj)(F(idMj )(xj)) = k(Mj)(idF(Mj)(xj)) = k(Mj)(xj)

= G(idMj )(yj) = idG(Mj)(yj) = yj ,

ήτοι k(Mj)(xj) = yj για κάθε j P J. Απομένει, ως εκ τούτου, να αποδείξουμε ότι
αυτός ο k είναι όντως φυσικός μετασχηματισμός. Προς τούτο θεωρούμε τυχόντα
μορφισμό f P MorC (C,D) για κάποια C,D P Ob(C ). Θα δείξουμε ότι το κάτωθι
διάγραμμα είναι μεταθετικό.

F(C)

œ

k(C)
//

F(f)
��

G(C)

G(f)

��

F(D)
k(D)

// G(D)

Επειδή ο F(C) είναι ελεύθεροςR-μόδιος, είναι αρκετός ο έλεγχος επί των στοιχείων
τής βάσεως (A.183). Για οιαδήποτε σ P MorC (Mj , C) και j P J έχουμε αφ’ ενός μεν

(G(f) ˝ k(C))(F(σ)(xj)) = G(f)(k(C)(F(σ)(xj))) = G(f)(G(σ)(yj)) = G(f ˝ σ)(yj),

αφ’ ετέρου δε

(k(D) ˝ F(f))(F(σ)(xj)) = k(D)((F(f) ˝ F(σ))(xj)) = k(D)(F(f ˝ σ)(xj)) = G(f ˝ σ)(yj).

Τελικώς, λοιπόν, G(f) ˝ k(C) = k(D) ˝ F(f).

A.5.8 Λήμμα. Θεωρούμε το ακόλουθο διάγραμμα R-μοδίων και ομομορφισμών
R-μοδίων (χωρίς τον82 c).

F
κ //

c

��

G
λ //

b

��

œ

G2

a

��

E1
µ

// E
ξ

// E2

Εάν υποτεθεί ότι το δεξιό τετράγωνό του είναι μεταθετικό, η κάτω του γραμμή είναι
ακριβής (υπό τη συνήθη έννοια), λ ˝ κ = 0 και ότι ο F είναι ελεύθερος R-μόδιος,
τότε υπάρχει ένας ομομορφισμός R-μοδίων c : F ÝÑ E1 που το συμπληρώνει με-
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ταθετικώς (στο αριστερό τετράγωνο).

Αποδειξη. Κατ’ αρχάς θα δείξουμε ότι Im(b˝κ) Ď Im(µ).Λόγω τής ακριβείας τής
κάτω γραμμής έχουμε Im(µ) = Ker(ξ). Επειδή

ξ ˝ (b ˝ κ) = (ξ ˝ b) ˝ κ = (a ˝ λ) ˝ κ = a ˝ (λ ˝ κ) = a ˝ 0 = 0,

συμπεραίνουμε ότι ξ ˝ (b ˝ κ) = 0 ñ Im(b ˝ κ) Ď Ker(ξ) = Im(µ). Θεωρούμε τον
επιμορφισμό R-μοδίων (b ˝ κ)̌ : F ↠ Im(µ) τον επαγόμενο μέσω τού ομομορφι-
σμού b˝κ. (Βλ. (2.11).) Προφανώς, j ˝(b˝κ)̌ = b˝κ, όπου j : Im(µ) ãÑ E η φυσική
ένθεση. Ο F (όντας ελεύθερος) είναι (σύμφωνα με την πρόταση 4.2.4) προβολικός,
οπότε υπάρχει προβολική ανύψωση c : F ÝÑ E1 που καθιστά το

F

c
||

(b˝κ)̌

��

E1

µ̌
// Im(µ) // t0u

(όπου j ˝ µ̌ = µ) μεταθετικό. Προφανώς,

µ̌ ˝ c = (b ˝ κ)̌ ñ µ ˝ c = j ˝ (µ̌ ˝ c) = j ˝ (b ˝ κ)̌ = b ˝ κ,

επαληθεύοντας τον ισχυρισμό.

A.5.9 Λήμμα. Έστω (C ,M) μια κατηγορία με μοντέλα. Θεωρούμε το ακόλουθο
(μεταθετικό στο δεξιό τετράγωνο) διάγραμμα συναλλοίωτων συναρτητών από την
C στην ModR και φυσικών μετασχηματισμών μεταξύ αυτών, στο οποίο h ˝ k = 0,

η κάτω γραμμή είναι M-ακριβής και ο F ένας ελεύθερος συναρτητής ως προς τα
μοντέλα M .

F k //

γ

��

G h //

β

��

œ

G2

α

��

E1
ρ

// E
p

// E2

(A.184)

Τότε υπάρχει ένας φυσικός μετασχηματισμός γ : F ÝÑ E1 που το συμπληρώνει
μεταθετικώς (στο αριστερό τετράγωνο).

Αποδειξη. Από την υπόθεσή μας υπάρχει μια M-οικογένεια στοιχείων (Mj , xj)jPJ

τού F με xj P F(Mj) για κάθε j P J (και με το (A.183) ως μια βάση τού F(C) για
κάθε C P Ob(C )). Σε κάθε j αντιστοιχεί ένα διάγραμμα εντός τής ModR:

F(Mj)
k(Mj)

//

cj

��

G(Mj)
h(Mj)

//

βj

��

œ

G2(Mj)

αj

��

E1(Mj)
ρ(Mj)

// E(Mj)
p(Mj)

// E2(Mj)

(A.185)

82Σε όσα διαγράμματα αυτής τής ενότητας εμφανίζονται μορφισμοί υποδηλούμενοι με διακεκομμένες γραμμές, υπο-
θέτουμε ότι αυτοί δεν δίδονται εξαρχής αλλά συμπληρώνονται κατά την εκάστοτε αποδεικτική πορεία.
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με το δεύτερο τετράγωνό του μεταθετικό. Επειδή Im(ρ(Mj)) = Ker(p(Mj)) και
h(Mj) ˝ k(Mj) = 0, πληρούνται οι προϋποθέσεις τού λήμματος A.5.8. Άρα υπάρχει
(βάσει αυτού) ομομορφισμός R-μοδίων cj : F(Mj) ÝÑ E1(Mj) που συμπληρώνει
το διάγραμμα (A.185) μεταθετικώς. Επιπροσθέτως, κάθε xj P F(Mj) καθορίζει ένα
y1
j P E1(Mj), όπου y1

j := cj(xj). H (Mj , yj)jPJ αποτελεί μια συμβατή M-οικογένεια
στοιχείων τού E1. Σύμφωνα με το λήμμα A.5.7 υπάρχει ένας φυσικός μετασχηματι-
σμός γ : F ÝÑ E1, τέτοιος ώστε γ(Mj)(xj) = y1

j για κάθε j P J.Απομένει να αποδει-
χθεί η μεταθετικότητα στο πρώτο τετράγωνο τού (A.184). Ορίζοντας για κάθε j P J,

yj := ρ(Mj)(y
1
j) P E(Mj), αποκτούμε μια M-οικογένεια στοιχείων (Mj , yj)jPJ τού

E. Από τη μεταθετικότητα τού (A.185) έπεται ότι

β(Mj)(k(Mj)(xj)) = ρ(Mj)(cj(xj)) = ρ(Mj)(y
1
j) = ρ(Mj)(γ(Mj)(xj))

ñ (β ˝ k)(Mj)(xj) = (ρ ˝ γ)(Mj)(xj) = ρ(Mj)(y
1
j) = yj , @j P J.

Επειδή η X := (Mj , xj)jPJ είναι εξ υποθέσεως μια βάση τού F ως προς τα μοντέλα
M, από τη συνθήκη περί μοναδικότητας (τη διασφαλιζόμενη από το λήμμα A.5.7)
έπεται ότι β ˝ k = ρ ˝ γ.

A.5.10 Ορισμός. Έστω E : C ù Compch(ModR) ένας συναλλοίωτος
συναρτητής83, όπου C τυχούσα κατηγορία.
(i) Για κάθε i P Z ορίζεται (ως αυτόνομος συναρτητής) η i-οστή προβολή:

Pi : Compch(ModR) ù ModR

με απεικόνιση αντικειμένων

Pi : Ob(Compch(ModR)) ÝÑ Ob(ModR), M‚ = (Mν , dν)νPZ ÞÝÑ Pi(M‚) :=Mi,

και απεικόνιση μορφισμών

Pi : MorCompch(ModR)(M‚,N‚) ÝÑ HomR(Mi, Ni) , f‚ ÞÝÑ Pi( f‚) := fi.

(ii) Για κάθε i P Z ορίζεται ο Ei : C ù ModR ως η σύνθεση Ei := Pi ˝ E τού
συναρτητή E με την i-οστή προβολή Pi, με απεικόνιση αντικειμένων

Ei : Ob(C ) ÝÑ Ob(ModR), C ÞÝÑ Ei(C) := Pi(E(C)‚) = E(C)i,

και απεικόνιση μορφισμών

Ei : MorC (C,D) ÝÑ HomR(E(C)i,E(D)i), f ÞÝÑ Ei(f) := Pi(E(f)‚) = E(f)i.

A.5.11 Σημείωση. Επιπρόσθετες διευκρινίσεις για τον ορισμό A.5.10 (και συνο-
δευτικοί συμβολισμοί):

83Για να δηλούμε (εμφαντικώς) ότι η απεικόνιση αντικειμένων τού E στέλνει κάθε C P Ob(C ) σε ένα αλυσωτό
σύμπλοκο θα γράφουμε (για την εικόνα του) E(C)‚ (αντί E(C)). Κατ’ αναλογίαν, για να δηλούμε ότι η απεικόνιση
μορφισμών τού E στέλνει κάθε MorC (C,D) σε έναν αλυσωτό μετασχηματισμό θα γράφουμε (για την εικόνα του)
E(f)‚ (αντί E(f)).
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(i) Εάν C P Ob(C ), οι συνοριακοί τελεστές τού αλυσωτού συμπλόκου E(C)‚ θα
συμβολίζονται ως B

E(C)‚
ν : E(C)ν ÝÑ E(C)ν´1 για κάθε ν P Z. Σημειωτέον ότι,

παγιώνοντας έναν i P Z, ορίζεται φυσικός μετασχηματισμός

Bi : Ei ÝÑ Ei´1 με Bi(C) := B
E(C)‚
i για κάθε C P Ob(C )

καθόσον το διάγραμμα

Ei(C)
Bi(C)

//

Ei(f)
��

Ei´1(C)

Ei´1(f)

��

Ei(D)
Bi(D)

// Ei´1(D)

είναι μεταθετικό για οιαδήποτε C,D P Ob(C ). Εκτός τούτου, Bν´1 ˝ Bν = 0 για
κάθε ν P Z, διότι για κάθε C P Ob(C ) λαμβάνουμε

(Bν´1 ˝ Bν)(C) = Bν´1(C) ˝ Bν(C) = B
E(C)‚
ν´1 ˝ B

E(C)‚
ν = 0.

Επομένως μέσω τού E σχηματίζεται ένα «αλυσωτό σύμπλοκο συναρτητών»

¨ ¨ ¨ ÝÑ Eν+1
Bν+1
ÝÑ Eν

Bν
ÝÑ Eν´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨

από την C στηνModR.Και αντιστρόφως· μέσω κάθε τέτοιου «αλυσωτού συμπλόκου
συναρτητών» από την C στην ModR κατασκευάζεται ένας συναλλοίωτος συναρτη-
τής E : C ù Compch(ModR) με τον προφανή τρόπο: Για κάθεC P Ob(C ) ορίζεται
ως E(C)‚ το

¨ ¨ ¨ ÝÑ Eν+1(C)
Bν+1
ÝÑ Eν(C)

Bν
ÝÑ Eν´1(C) ÝÑ ¨ ¨ ¨

και για κάθε f P MorC (C,D) ορίζεται ως E(f)‚ ο (Ei(f))νPZ. (Αυτή η αντιστοιχία
θα χρησιμοποιείται κατ’ επανάληψη σε ό,τι θα ακολουθήσει.)
(ii) Εάν F,E : C ù Compch(ModR) είναι δυο συναλλοίωτοι συναρτητές και
h : F ÝÑ E ένας φυσικός μετασχηματισμός μεταξύ αυτών, ο h μπορεί να εκλη-
φθεί ως «αλυσωτός μετασχηματισμός» μεταξύ των «αλυσωτών συμπλόκων» που α-
ντιστοιχούν στους F και E. Πράγματι· ορίζοντας για κάθε ν P Z τον φυσικό μετα-
σχηματισμό hν : Fν ÝÑ Eν με hν(C) : F(C)‚ ÝÑ E(C)‚ τον h(C)ν για οιοδήποτε
C P Ob(C ), το διάγραμμα

F(C)ν
hν(C)

//

F(f)ν
��

E(C)ν

E(f)ν
��

F(D)ν
hν(D)

// E(D)ν
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είναι μεταθετικό. Είναι, μάλιστα, εύκολος ο έλεγχος τού ότι το

¨ ¨ ¨ // Fν+1

hν+1

��

Bν+1
// Fν

Bν //

hν

��

Fν´1

hν´1

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ // Eν+1
B1
ν+1

// Eν
B1
ν

// Eν´1
// ¨ ¨ ¨

(όπου Fν := Pν ˝ F και Eν := Pν ˝ E) είναι ωσαύτως μεταθετικό.

A.5.12 Ορισμός. Έστω (C ,M) μια κατηγορία με μοντέλα και έστω

E : C ù Compch(ModR) (A.186)

ένας συναλλοίωτος συναρτητής.
(i) Για κάθε n P Z ορίζεται ως Hn(E) := Hn(´) ˝ E η σύνθεση των συναρτητών

C
E //

Hn(E)
&&

Compch(ModR)

Hn(´)

��

ModR

όπου Hn(´) ο n-οστός συναρτητής ομολογίας τού εδ. A.2.4 (vii).
(ii) O E λέγεται μη αρνητικός όταν το E(C)‚ είναι μη αρνητικό αλυσωτό
σύμπλοκο84 για κάθε C P Ob(C ) ή, ισοδυνάμως, όταν οι Eν είναι μηδενικοί συ-
ναρτητές για κάθε ν ď ´1.

(iii) O E λέγεται ακυκληματικός (και αντιστοίχως, M-ακυκληματικός) όταν το
E(C)‚ είναι ακυκληματικό αλυσωτό σύμπλοκο για κάθε C P Ob(C ) (και αντι-
στοίχως, για κάθεC PM) ή, ισοδυνάμως, όταν οHn(E)ως συναρτητής (και αντι-
στοίχως, ως συναρτητής περιορισμένος στο M) είναι μηδενικός για κάθε n P N.
(iv) O E λέγεται (και αντιστοίχως, M-ελεύθερος) όταν οι Eν : C ù ModR εί-
ναι ελεύθεροι (και αντιστοίχως, M-ελεύθεροι) συναρτητές υπό την έννοια τού
ορισμού A.5.2 για κάθε ν P Z.

A.5.13 Σημείωση. Εδώ, όπως συμβαίνει και με τους (ελεύθερους ή προβολικούς)
κερματισμούς R-μοδίων (βλ. εδ. 5.1.1), εκκινώντας από το «αλυσωτό σύμπλοκο»

¨ ¨ ¨ ÝÑ Eν+1
Bν+1
ÝÑ Eν

Bν
ÝÑ Eν´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ E1

B1
ÝÑ E0

B0
ÝÑ 0 ÝÑ ¨ ¨ ¨

που αντιστοιχεί σε έναν μη αρνητικό συναρτητή (A.186), το «επεκτείνουμε» κατά
τα αναμενόμενα: Θεωρούμε τον H0(E) := H0(´) ˝ E και κατασκευάζουμε φυσικό

84Ένα M‚ = (Mν , dν)νPZ P Ob(Compch(ModR)) καλείται μη αρνητικό αλυσωτό σύμπλοκο ότανMν – t0u για
κάθε ν ď ´1.
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μετασχηματισμό ϖ : E0 ÝÑ H0(E) θέτοντας ϖ(C) := π
E(C)0
Im(B1)

(C) για κάθε αντικεί-
μενο C P Ob(C ), οπότε προκύπτει η

¨ ¨ ¨ ÝÑ Eν
Bν

ÝÑ Eν´1 ÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÑ E1
B1

ÝÑ E0
ϖ

ÝÑ H0(E) ÝÑ 0 ÝÑ ¨ ¨ ¨

A.5.14 Θεώρημα («Θεώρημα ακυκληματικών μοντέλων», Eilenberg & Mac Lane/1953).
Έστω (C ,M) μια κατηγορία με μοντέλα. Εάν F,E : C ù Compch(ModR) είναι
δυο συναλλοίωτοι, μη αρνητικοί συναρτητές, με τον μεν F M-ελεύθερο, τον δε E M-
ακυκληματικό, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Για κάθε φυσικό μετασχηματισμό φ : H0(F) ÝÑ H0(E) υφίσταται φυσικός
μετασχηματισμός k : F ÝÑ E ο οποίος «επεκτείνει τον φ», ήτοι ισχύει η ισότητα
φ ˝ϖ = ϖ1 ˝ k0. Λαμβάνοντας υπ’ όψιν το A.5.11 (ii), αυτό σημαίνει ότι υφίσταται
ακολουθία φυσικών μετασχηματισμών (kν : Fν ÝÑ Eν)νPZ, τέτοια ώστε το κάτωθι
διάγραμμα να καθίσταται μεταθετικό85

¨ ¨ ¨ // F2

k2

��

œ

d2 // F1

k1

��

d1 //

œ

F0

k0

��

ϖ //

œ

H0(F) //

φ

��

0

¨ ¨ ¨ // E2
B2

// E1
B1

// E0
ϖ1

// H0(E) // 0

(Ένας τέτοιου είδους φυσικός μετασχηματισμός k : F ÝÑ E καλείται φυσικός αλυ-
σωτός μετασχηματισμός.)
(ii) Εάν k, k1 : F ÝÑ E είναι δυο φυσικοί αλυσωτοί μετασχηματισμοί «επεκτείνο-
ντες τον φ», τότε αυτοί είναι φυσικώς αλυσωτώς ομότοποι, ήτοι υπάρχει μια ακο-
λουθία φυσικών μετασχηματισμών sν : Fν ÝÑ Eν+1, τέτοια ώστε να ισχύει

Bn+1 ˝ sn + sn´1 ˝ dn = kn ´ k1
n, @n P Z.

(iii) Στην περίπτωση κατά την οποία αμφότεροι οι F και E είναι M-ελεύθεροι και
M-ακυκληματικοί και ο φ φυσική ισοδυναμία, κάθε φυσικός αλυσωτός μετασχη-
ματισμός που «επεκτείνει τον φ» είναι φυσική ισοδυναμία. Με άλλα λόγια, εάν
k : F ÝÑ E είναι ένας φυσικός μετασχηματισμός που «επεκτείνει τον φ», υπάρ-
χει φυσικός αλυσωτός μετασχηματισμός h : E ÝÑ F με

h ˝ k » idF και k ˝ h » idE,

όπου idF και idE είναι οι ταυτοτικοί φυσικοί μετασχηματισμοί.

Αποδειξη. (i) Οι φυσικοί μετασχηματισμοί86 (kν : Fν ÝÑ Eν)νPN0 κατασκευάζο-
νται κάνοντας χρήση μαθηματικής επαγωγής επί τού n. Για n = 0 η ύπαρξη τού k0
προκύπτει κατόπιν εφαρμογής τού λήμματος A.5.9. Άρα υπάρχει k0, ούτως ώστε να

85Ως (dn)νPZ (και αντιστοίχως, ως (Bn)νPZ) θα συμβολίζονται οι συνοριακοί τελεστές τού «αλυσωτού συμπλόκου»
που αντιστοιχεί στον F (και αντιστοίχως, στον E).

86Για ν ď ´1 ορίζουμε ως kν τον μηδενικό συναρτητή.
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ισχύει φ ˝ϖ = ϖ1 ˝ k0.

F0
ϖ //

k0

��

H0(F)

œφ

��

// 0

��

E0
ϖ1

// H0(E) // 0

Ομοίως για n = 1: Στο διάγραμμα

F1
d1 //

k1

��

F0

œk0

��

ϖ / / H0(F)

φ

��

E1
B1

// E0
ϖ1

// H0(E)

έχουμεϖ˝d1 = 0, η κάτω του γραμμή είναι M-ακριβής (αφού ο E είναι εξ υποθέσε-
ως M-ακυκληματικός) και το δεξιό του τετράγωνο μεταθετικό. Από το λήμμα A.5.9
έπεται η ύπαρξη φυσικού μετασχηματισμού k1 : F1 ÝÑ E1 που το συμπληρώνει με-
ταθετικώς. Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι n ě 2 και ότι για κάθε j P t0, 1, ..., n ´ 1u

έχουν ήδη κατασκευασθεί οι kj : Fj ÝÑ Ej με Bj ˝ kj = kj´1 ˝ dj . Στο διάγραμμα

Fn

kn

��

dn // Fn´1

œkn´1

��

dn´1
// Fn´2

kn´2

��

En
Bn

// En´1
Bn´1

// En´2

έχουμε dn´1 ˝ dn = 0, η κάτω του γραμμή είναι M-ακριβής και το δεξιό τετράγω-
νό του μεταθετικό. Εκ νέου εφαρμογή τού λήμματος A.5.9 εξασφαλίζει την ύπαρξη
φυσικού μετασχηματισμού kn : Fn ÝÑ En με Bn ˝ kn = kn´1 ˝ dn.

(ii) Ας υποθέσουμε ότι k, k1 : F ÝÑ E είναι δυο «φυσικοί αλυσωτοί μετασχημα-
τισμοί επεκτείνοντες τον φ». Αναζητούμε «φυσικούς μετασχηματισμούς συναρτη-
τών» sn : Fn ÝÑ En+1, ούτως ώστε να ισχύει

Bn+1 ˝ sn + sn´1 ˝ dn = kn ´ k1
n, @n P Z. (A.187)

Θέτουμε sj := 0 για j ď ´1 και κατασκευάζουμε τους sν , ν P N0, επαγωγικώς.
Επειδή

φ ˝ϖ = ϖ1 ˝ k0 = ϖ1 ˝ k1
0,

έχουμε ϖ1 ˝ (k0 ´ k1
0) = 0, το δεξιό τετράγωνο τού διαγράμματος

F0

s0

��

idF0 // F0

k0´k1
0

��

// 0

��

E1
B1

// E0
ϖ1

// H0(E)
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είναι μεταθετικό και βάσει τού λήμματος A.5.9 υφίσταται φυσικός μετασχηματισμός
s0 : F0 ÝÑ E1 που το συμπληρώνει (και στο αριστερό τετράγωνό του) μεταθετικώς,
οπότε

B1 ˝ s0 + s´1 ˝ d0 = B1 ˝ s0 = k0 ´ k1
0.

Ας υποθέσουμε ότι ν ě 1 και ότι για κάθε j P t0, ..., ν´1u έχουν ήδη κατασκευασθεί
φυσικοί μετασχηματισμοί sj : Fj ÝÑ Ej+1 με

Bj+1 ˝ sj + sj´1 ˝ dj = kj ´ k1
j . (A.188)

Θεωρούμε το διάγραμμα

Fν
sν

��

idFν // Fν

kν´k1
ν´sν´1˝dν

��

// 0

��

Eν+1
Bν+1

// Eν
Bν

// Eν´1

(A.189)

Προφανώς,

Bν ˝ (kν ´ k1
ν ´ sν´1 ˝ dν) = Bν ˝ (kν ´ k1

ν) ´ (Bν ˝ sν´1) ˝ dν

= Bν ˝ (kν ´ k1
ν) ´ (kν´1 ´ k1

ν´1 ´ sν´2 ˝ dν´1) ˝ dν

= Bν ˝ (kν ´ k1
ν) ´ (kν´1 ´ k1

ν´1) ˝ dν + sν´2 ˝ dν´1 ˝ dν
loooomoooon

=0

= Bν ˝ (kν ´ k1
ν) ´ (kν´1 ´ k1

ν´1) ˝ dν = 0,

με την δεύτερη ισότητα προκύπτουσα ύστερα από εφαρμογή τής (A.188) για την
τιμή j = ν ´ 1 και την τελευταία οφειλόμενη στο γεγονός τού ότι ο k ´ k1 είναι
«φυσικός αλυσωτός μετασχηματισμός». Λόγω τής ισότητας

Bν ˝ (kν ´ k1
ν ´ sν´1 ˝ dν) = 0

έχουμε το δικαίωμα εκ νέου εφαρμογής τού λήμματος A.5.9: Υπάρχει φυσικός με-
τασχηματισμός sν : Fν ÝÑ Eν+1 που συμπληρώνει το (A.189) (και στο αριστερό
τετράγωνό του) μεταθετικώς και, ως εκ τούτου, οι ισότητες (A.187) είναι αληθείς.
(iii) Εάν υποτεθεί ότι οφ είναι φυσική ισοδυναμία, τότε αυτός διαθέτει αντίστροφο
φ´1 : H0(E) ÝÑ H0(F). Λόγω τού (i) υπάρχει «φυσικός αλυσωτός μετασχηματι-
σμός» h : E ÝÑ F που «επεκτείνει τον φ´1». Άρα ο h ˝ k είναι «φυσικός αλυσωτός
μετασχηματισμός» που «επεκτείνει τον φ ˝φ´1= idH0(E)». Την ίδια, όμως, ιδιότητα
έχει και ο ταυτοτικός, οπότε h ˝ k » idF. Η απόδειξη τού ότι k ˝ h » idE είναι πα-
ρόμοια. Άρα τα «αλυσωτά σύμπλοκα συναρτητών» που αντιστοιχούν στους F και E
είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα.



Παράρτημα B

Υπομνήσεις θεμελιωδών
τοπολογικών εννοιών

Το δεύτερο παράρτημα περιέχει εν συνόψει υπομνήσεις θεμελιωδών εννοιών και
βασικών παραδειγμάτων από τη Γενική Τοπολογία που είναι αναγκαίες για την
ανάγνωση των κεφαλαίων 7 και 8. (Για περαιτέρω μελέτη, βλ., π.χ., [37], [38], [39],
[40], [41], [42] και [43].)

B.1 ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ

Προϋποτίθεται ότι οι αναγνώστες διαθέτουν κάποιες πρωταρχικές γνώσεις Γενικής
Τοπολογίας περιλαμβάνουσες τα ακόλουθα:
§ Τοπολογία επί συνόλου, τοπολογικοί χώροι και υπόχωροι, ανοικτά και κλειστά
σύνολα. Παραδείγματα.
§ Βάση τοπολογίας, βασικά υποσύνολα, περιοχές σημείων, βάση περιοχών ενός ση-
μείου, βασικές περιοχές.
§ Για δοθέν υποσύνολο A ενός τοπολογικού χώρου X: Το τοπολογικό εσωτερικό (ή
o ανοικτός πυρήνας) τού1 A,

intX(A) :=
Ť

tB Ď X |B Ď A, B ανοικτόu,

η κλειστή θήκη (ή το κλειστό περίβλημα) τού A,

clX(A) :=
Ş

tC Ď X |A Ď C, C κλειστόu

και η μεθόριος2 τού A,

frntX(A) := clX(A) Y clX(X ∖A).

§ Διαχωριστικά αξιώματα. Συνθήκες αριθμησιμότητας σε τοπολογικούς χώρους.
1Τα στοιχεία τού intX(A) ονομάζονται ενίοτε και εσωτερικά σημεία τού A και τα στοιχεία τού intX(X∖A) εξω-

τερικά σημεία τούA.
2To “frnt” παραπέμπει στον αγγλικό όρο frontier. (Προσοχή! Ορισμένοι συγγραφείς χρησιμοποιούν αντ’ αυτού τον

όρο (τοπολογικό) σύνορο. Ωστόσο, ο όρος boundary, ήτοι το σύνορο, τουλάχιστον όπως ορίζεται εντός τού πλαισίου τής
Θεωρίας Πολυπτυγμάτων, δεν συμπίπτει με αυτόν. Πρβλ. εδ. E.1.23 (iv).)

623
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§ Η ιδιότητα τής συμπάγειας (compactness) και τής τοπικής συμπάγειας.
§ Εξοικείωση με τον ρόλο που διαδραματίζουν οι συνεχείς, οι ανοικτές και οι
κλειστές απεικονίσεις, και ιδιαιτέρως οι ομοιομορφισμοί που αποτελούν τους Top-
ισομορφισμούς. (Βλ. εδάφια A.1.1 και A.1.5 (v).)

B.1.1 Ορισμός. Μια αμφιρριπτική απεικόνιση f : X ÝÑ Y μεταξύ τοπολογικών
χώρων καλείται ομοιομορφισμός όταν είναι αμφισυνεχής, ήτοι όταν αμφότερες
οι f και f´1 : Y ÝÑ X είναι συνεχείς. Χρησιμοποιούμενος συμβολισμός:

X « Y ðñ
ορσ.

[υπάρχει κάποιος ομοιομορφισμός f : X ÝÑ Y ].

(Εν τοιαύτη περιπτώσει λέμε ότι οι X και Y είναι ομοιομορφικοί3.)

B.1.2 Πρόταση. Εάν X,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι και f : X ÝÑ Y μια αμ-
φιρριπτική απεικόνιση, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Η f είναι ένας ομοιομορφισμός.
(ii) Η f είναι συνεχής και ανοικτή.
(iii) Η f είναι συνεχής και κλειστή.
(iv) f(clX(A)) = clY (f(A)), για κάθε A Ď X.

B.1.3 Παραδείγματα. Έστω d P N0. Εφοδιάζουμε τον Rd με τη συνήθη τοπολογία
την επαγόμενη από την ευκλείδεια μετρική.
(i) Όταν d ě 2, ορίζουμε τους εξής υποχώρους του: Τον

Bd := tx = (x1, ..., xd) P Rd | ||x|| ď 1u

ως την d-διάστατη μοναδιαία μπάλα4, όπου ||x|| :=
b

x21 + ...+ x2d, τον

Sd´1 := tx P Rd | ||x|| = 1u

ως την (d´ 1)-διάστατη μοναδιαία σφαίρα5, τον

B̊d := tx P Rd | ||x|| ă 1u

ως το d-διάστατο μοναδιαίο κύτταρο6 και τον

Id := tx = (x1, ..., xd) P Rd | 0 ď xi ď 1, @i P t1, ..., duu

3Κατ’ αναλογίαν, ο συμβολισμός X ff Y θα δηλοί ότι οιX και Y δεν είναι ομοιομορφικοί.
4Ιδιαιτέρως, όταν d = 2, η B2 καλείται μοναδιαίος δίσκος.
5Ιδιαιτέρως, όταν d = 2, η S1 καλείται μοναδιαίος κύκλος.
6Ιδιαιτέρως, όταν d = 2, το B̊2 καλείται μοναδιαίος ανοικτός δίσκος.
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ως τον d-διάστατο μοναδιαίο κύβο, ενώ για d P t0, 1u θέτουμε:

R0 := t0u, S´1 := ∅, S0 := t˘1u, B1 := [´1, 1], B̊1 := (´1, 1), I1 := I := [0, 1].

Ένας τοπολογικός χώρος καλείται d-μπάλα7 και, αντιστοίχως, (d ´ 1)-σφαίρα, d-
κύτταρο (d-cell), d-κύβος όταν είναι ομοιομορφικός τού Bd και, αντιστοίχως, τής
Sd´1, τού B̊d και τού Id.
(ii) Εάν f : Rd ÝÑ Rd είναι μια συσχετική απεικόνιση (affine map):

f(x1, ..., xd) = A

(x1

...
xd

)
+ b, A P GLd(R), b = (b1, ..., bd) P Rd,

τότε X « f(X) για κάθε υπόχωρο X τού Rd.
(iii) Ορίζοντας την f : B̊d ÝÑ Rd, x ÞÝÑ f(x) := x

1´||x||
, η οποία απεικονίζει κάθε

διάμετρο τού B̊d στην ευθεία την οριζόμενη μέσω αυτής, διαπιστώνεται εύκολα ότι
η f είναι αμφιρριπτική, συνεχής με την αντίστροφό της

f´1 : Rd ÝÑ B̊d, y ÞÝÑ f´1(y) :=
y

1 + ||y||
, συνεχή.

Άρα το Rd « B̊d είναι ένα d-κύτταρο. Επιπροσθέτως, το Rd1+d2 = Rd1 ˆ Rd2 είναι
ένα (d1 + d2)-κύτταρο, οπότε εν γένει ισχύει:

(d1-κύτταρο) ˆ (d2-κύτταρο) « ((d1 + d2)-κύτταρο).

(iv) Εντός τής d-διάστατης μοναδιαίας σφαίρας Sd ορίζουμε το

Sd+ := tx = (x1, ..., xd, xd+1) P Sd |xd+1 ě 0u

ως το βόρειο και το

Sd´ := tx = (x1, ..., xd, xd+1) P Sd |xd+1 ď 0u

ως το νότιο ημισφαίριο τής Sd. Προφανώς,

Sd+ Y Sd´ = Sd, Sd+ X Sd´ = Sd´1 (ο ισημερινός τής Sd).

Εν συνεχεία, ορίζουμε το σημείο P+ := (0, 0, ..., 0
looomooon

d-φορές

, 1) ως τον βόρειο πόλο και το

σημείο P´ := (0, 0, ..., 0
looomooon

d-φορές

,´1) ως τον νότιο πόλο τής Sd, καθώς και την ορθογώνια

προβολή

p˘ : Bd ÝÑ Sd˘, p˘(x1, ..., xd) :=

(
x1, ..., xd,˘

b

1 ´ (x21 + ¨ ¨ ¨ + x2d)

)
.

7Ιδιαιτέρως, οι 2-μπάλες καλούνται και δίσκοι, και τα 2-κύτταρα ανοικτοί δίσκοι.
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Η p˘ είναι ομοιομορφισμός, οπότε καθένα εκ των ημισφαιρίων είναι μια d-μπάλα
(ήτοι Sd˘ « Bd). Από την άλλη μεριά, η λεγομένη στερεογραφική προβολή (βλ. το
επόμενο σχήμα για d = 2)

pst. : Sd ∖ tP+u ÝÑ Rd, pst.(x1, ..., xd, xd+1) :=

(
x1

1 ´ xd+1
, ...,

xd
1 ´ xd+1

)
,

η οποία απεικονίζει κάθε σημείο x = (x1, ..., xd, xd+1) P Sd∖tP+u στο σημείο τομής
τής ευθείας τής διερχομένης από τα P+ και x με το υπερεπίπεδο

Rd « t(x1, ..., xd+1) P Rd+1 |xd+1 = 0u Ă Rd+1,

είναι ωσαύτως ομοιομορφισμός, με αντίστροφό της την p´1
st. : Rd ÝÑ Sd∖ tP+u την

οριζόμενη μέσω τού τύπου:

Rd Q (y1, ..., yd) = y ÞÑ p´1
st. (y) :=

(
2y1

1 + ||y||2
, ...,

2yd
1 + ||y||2

,
||y||2 ´ 1

1 + ||y||2

)
.

Στερεογραφική προβολή.

Επειδή για κάθε σημείο x0 P Sd υπάρχει ομοιομορφισμός Sd ÝÑ Sd που απεικονίζει
το x0 στο P+ (π.χ. μια κατάλληλη στροφή) έχουμε

Sd ∖ tx0u « Sd ∖ tP+u « Rd « B̊d (δηλαδή ένα d-κύτταρο). (B.1)

(v) Σημειωτέον ότι

Sd´1 ˆ (0,+8) «
Ť

xPSd´1

tγx | γ P Rą0
loooooomoooooon

ημιευθείες

u = Rd ∖ t(0, 0, ..., 0)u

(π.χ., μέσω τού ομοιομορφισμού (x, γ) ÞÑ γx). Κι επειδή (0,+8) « R, λαμβάνουμε

Sd´1 ˆ R « Rd ∖ t(0, 0, ..., 0)u (π.χ., απευθείας μέσω τού (x, t) ÞÑ exp(t) x).

(vi) Από την άλλη μεριά,

Sd´1 ˆ (0, 1] «
Ť

xPSd´1

tγx | 0 ă γ ď 1u = Bd ∖ t(0, 0, ..., 0)u
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Επίσης, για r P R με 0 ă r ă 1 έχουμε (0, 1] « (r, 1], οπότε

Bd ∖ t(0, 0, ..., 0)u « ty P Bd | r ă ||y|| ď 1u

(π.χ., μέσω τού ομοιομορφισμού γx ÞÝÑ ((1 ´ γ)r + γx)).

Μεγέθυνση τρύπας.

(vii) Ο αντίστοιχος τοπολογικός χαρακτηρισμός τού Bd∖ tP+u (όπου P+ ο βόρειος
πόλος τής Sd´1) είναι ο ακόλουθος:

(Sd´1 ∖ tP+u) ˆ [0, 1) «
ď

xPSd´1∖tP+u

t(1 ´ t)x + tP+ | 0 ď t ă 1u = Bd ∖ tP+u.

Επειδή η p´1
st. : Rd´1 ÝÑ Sd´1 ∖ tP+u είναι ομοιομορφισμός, λαμβάνουμε έναν

ομοιομορφισμό

Rd´1 ˆ [0, 1) ÝÑ Bd ∖ tP+u, (y, t) ÞÑ (1 ´ t)p´1
στ. (y) + tP+.

Κι επειδή [0, 1) « [0,+8), προκύπτει ένας ομοιομορφισμός (υποδηλούμενος μέ-
σω τού κάτωθι σχήματος όταν d = 2) μεταξύ τού Bd ∖ tP+u και τού ευκλειδείου
ημιχώρου Rd´1 ˆ [0,+8):

B.1.4 Σημείωση. Τα ανωτέρω παραδείγματα ομοιομορφισμών αναφύονται από
άμεσες γεωμετρικές κατασκευές. (Εν γένει, δοθέντων δυο τοπολογικών χώρων X
και Y, το πρόβλημα τού κατά πόσον αυτοί είναι ομοιομορφικοί είναι αλγοριθμικώς
μη επιλύσιμο8. Ως εκ τούτου, χρηστικές ταξινομήσεις τοπολογικών χώρων μέχρις
ομοιομορφισμού συναντώνται μόνον όταν κανείς περιορίζεται σε πολύ ειδικές υπο-
κλάσεις τοπολογικών χώρων.) Από την άλλη μεριά, για την απόδειξη τού ότι δυο

8Βλ. Α.Α. Markov: Undecidability of the homeomorphism problem, Proceedings of the International Congress of
Mathematicians (1958), Cambridge University Press, 1960, pp. 300-306.
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συγκεκριμένοι τοπολογικοί χώροι δεν είναι ομοιομορφικοί αρκεί να αποδειχθεί ότι
ο ένας εξ αυτών έχει μια τοπολογική ιδιότητα9 που δεν την έχει ο άλλος. Επί παρα-
δείγματι10, Sd ff Rd.Ωστόσο, για να συγκριθούν οι Rd1 και Rd2 (και αντιστοίχως, οι
Sd1 και Sd2 , και οι Bd1 και Bd2 , για d1, d2 P N, βλ. πόρισμα B.1.6) απαιτείται η χρή-
ση μιας τοπολογικής ιδιότητας περιγραφόμενης στο ιδιάζουσας σημασίας θεώρημα
B.1.5 (το οποίο μπορεί, μαζί με ποικίλες γενικεύσεις του, να προκύψει ως πόρισμα11

τού θεωρήματος 7.7.10).

B.1.5 Θεώρημα («Θεώρημα τού αναλλοιώτου των περιοχών»). ΕάνX,Y είναι δυο
υπόχωροι τού Rd, ο X ανοικτός και X « Y, τότε και ο Y οφείλει να είναι ανοικτός.

B.1.6 Πόρισμα («Θεώρημα τού αναλλοιώτου τής διαστάσεως»).
Έστω ότι d1, d2 P N. Εάν d1 ‰ d2, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Rd1 ff Rd2 ,
(ii) Sd1 ff Sd2 ,
(iii) Bd1 ff Bd2 .

Αποδειξη. (i) Εάν d1 ă d2, τότε ο Rd1 (θεωρούμενος κατά τρόπο φυσικό ως γνή-
σιος υπόχωρος τού Rd2) είναι μη ανοικτός στον Rd2 . Όμως ο Rd2 είναι ανοικτός
στον Rd2 . Aπό το θεώρημα B.1.5 έχουμε Rd1 ff Rd2 .
(ii) Εάν υπάρχει ομοιομορφισμός f : Sd1 ÝÑ Sd2 , τότε από την (B.1) λαμβάνουμε

Rd1 « B̊d1 « Sd1 ∖ tx0u « Sd2 ∖ tf(x0)u « B̊d2 « Rd2

και από το (i) συμπεραίνουμε ότι d1 = d2.

(iii) Εάν d1 ă d2 και εάν υποτεθεί ότι υπάρχει ομοιομορφισμός

f : Bd1 ÝÑ Bd2 ,

τότε
Rd2 « B̊d2 « f´1(B̊d2) Ď Bd1 Ř Rd1 Ř Rd2 ,

το οποίο είναι άτοπο βάσει τού θεωρήματος B.1.5.

B.1.7 Πόρισμα. Κάθε ομοιομορφισμός f : Bd ÝÑ Bd απεικονίζει την Sd´1 επί τής
Sd´1.
Αποδειξη. Έστω x P Sd´1.Ας υποθέσουμε ότι z := f(x) P B̊d.Τότε για αρκούντως
μικρό ε P Rą0 προσδιορίζουμε ένα σύνολο

U := ty P Rd | ||y ´ z|| ă εu

9Τοπολογικές ιδιότητες είναι εκείνες οι ιδιότητες που διατηρούνται μέσω ομοιομορφισμών.
10Ο Sd είναι συμπαγής (ως κλειστό και φραγμένο υποσύνολο τούRd+1), ενώ οRd δεν είναι (αφού δεν είναι συμπαγής

ούτε και ο ίδιος ο R).
11Βλ. Bredon [57], Chapter IV, Corollary 19.9, σελ. 235. Σε μια πιο γενικευμένη του εκδοχή το θεώρημα B.1.5 είχε

πρωτοαποδειχθεί από τον L.E.J. Brouwer στο άρθρο του: Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets, Mathema-
tische Annalen 71 (1912), 55-56.
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το οποίο είναι ανοικτό υποσύνολο τού Rd κείμενο καθ’ ολοκληρίαν εντός τής Bd. Η
αντίστροφη είκονα f´1(U) Ď Rd τού U μέσω τής f είναι ομοιομορφική τού ιδίου
τού U, αλλά επειδή f´1(U) Ď Bd και ταυτοχρόνως f´1(U) X Sd´1 ‰ ∅, δεν είναι
ανοικτή εντός τού Rd. Τούτο αντιφάσκει προς το θεώρημα B.1.5.

B.1.8 Ορισμός. Μια απεικόνιση f : X ÝÑ Y μεταξύ τοπολογικών χώρων κα-
λείται (τοπολογική) εμφύτευση (τούX εντός τού Y ) όταν η επαγομένη επίρριψη

f̂ : X ÝÑ f(X), x ÞÝÑ f̂(x) := f(x),

είναι ομοιομορφισμός12.

B.1.9 Παραδείγματα. (i) Ένας τοπολογικός χώρος είναι δυνατόν να επιδέχεται
διαφορετικές εμφυτεύσεις εντός ενός άλλου. Επί παραδείγματι, αμφότερες οι απει-
κονίσεις

f1 : R ÝÑ R2, x ÞÝÑ (x, 0) και f2 : R ÝÑ R2, x ÞÝÑ (ex cosx, ex sinx),

αποτελούν εμφυτεύσεις τού R εντός τού R2 (ως προς τις συνήθεις τοπολογίες). Α-
ντιθέτως, η

g : R ÝÑ R2, x ÞÝÑ g (x) =
(
x3 ´ 4x, x2 ´ 4

)
,

(το γράφημα τής οποίας δείχνεται στο κάτωθι σχήμα) δεν είναι εμφύτευση, διότι
έχει μια αυτοδιατομή στο σημείο (0, 0) (για x = 2 και x = ´2).

(ii) Υπάρχουν τοπολογικοί χώροι, όπως π.χ. η λεγομένη φιάλη τού Klein (βλ. εδάφιο
B.2.4 (v)) που δεν επιδέχονται καμία εμφύτευση εντός τού R3 (παρότι είναι εμφυ-
τεύσιμοι στους ευκλείδειους χώρους Rk, k ě 4). Δειγματοληπτικώς αναφέρουμε ότι
μέσω τής απεικονίσεως

f : [0, 2π] ˆ [0, π] ÝÑ R5, (x, y) ÞÝÑ (cosx, cos 2y, sin 2y, sinx cos y, sinx sin y)

επάγεται μια εμφύτευση τής φιάλης τού Klein εντός τού R5.

§ Τέλος, προϋποτίθενται βασικές γνώσεις περί συνεκτικότητας (connectedness) το-
πολογικών χώρων, συμπεριλαμβανομένων των εννοιών: συνεκτικές συνιστώσες και
τοπική συνεκτικότητα.

12Όταν υπάρχει (τουλάχιστον) μία τέτοια εμφύτευση, τότε λέμε ότι ο X είναι εμφυτεύσιμος εντός τού Y.
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B.1.10 Ορισμός. Ένας δρόμος13 εντός ενός τοπολογικού χώρου X είναι μια
συνεχής απεικόνιση α : I ÝÑ X (όπου I := [0, 1]). Τα α(0) και α(1) καλούνται
σημείο αρχής και σημείο απολήξεως ενός δρόμου α, αντιστοίχως. (Επίσης, λέμε
ότι ο α συνδέει το α(0) με το α(1).)

B.1.11 Ορισμός. Ένας τοπολογικός χώρος καλείται δρομοσυνεκτικός όταν δύο
οιαδήποτε σημεία του είναι συνδέσιμα μέσω ενός δρόμου.

B.1.12 Θεώρημα. Κάθε δρομοσυνεκτικός τοπολογικός χώρος είναι συνεκτικός.

Αποδειξη. ΈστωX τυχών δρομοσυνεκτικός τοπολογικός χώρος. Παγιώνουμε ένα
σημείο x0 P X. Για κάθε x P X υπάρχει δρόμος

αx : I ÝÑ X

με σημείο αρχής του το x0 και σημείο λήξεώς του το x. Τα σύνολα αx(I), x P X,

είναι συνεκτικά (ως συνεχείς εικόνες14 τού συνεκτικού I), το x0 είναι κοινό σημείο
τους και η ένωσή τους είναι όλος ο χώρος X. Άρα ο X είναι συνεκτικός15.

B.1.13 Σημείωση. Υπάρχει πληθώρα παραδειγμάτων συνεκτικών τοπολογικών χώ-
ρων (άλλων ολιγότερο και άλλων περισσότερο εξωτικών) που δεν είναι δρομοσυνε-
κτικοί. (Ίσως το γνωστότερο παράδειγμα να είναι εκείνο τής κλειστής ημιτονοειδούς
καμπύλης τού τοπολόγου. Βλ. Munkres [41] σελ. 156-157.)

B.1.14 Παράδειγμα. Η μοναδιαία σφαίρα Sd είναι δρομοσυνεκτική όταν d ě 1.
Πράγματι· θεωρούμε σημεία x, y P Sd με x ‰ y. Εάν x ‰ ´y, τότε η απεικόνιση

I Q t ÞÝÑ fx,y(t) :=
(1 ´ t)x + ty

||(1 ´ t)x + ty||
P Sd

είναι ένας δρόμος συνδέων το x με το y. (Ο παρoνομαστής μηδενίζεται μόνον όταν
x = ´y και t = 1

2 ). Εάν x = ´y, επιλέγουμε ένα z P Sd με z ‰ x και z ‰ y. Τότε η
απεικόνιση

I Q t ÞÝÑ g(t) :=

#

fx,z(2t), όταν 0 ď t ď 1
2 ,

fz,y(2t´ 1), όταν 1
2 ď t ď 1,

είναι (και πάλι) ένας δρόμος συνδέων το x με το y.

13Εν προκειμένω, προτιμάται η χρήση τής λέξεως δρόμος που αποδίδει τον αντίστοιχο γερμανικό όρο Weg. Κατ’
αυτόν τον τρόπο έχουμε τη δυνατότητα δομήσεως τού όρου δρομοσυνεκτικός (wegzusammenhängend ή wegweise zu-
sammenhängend) στο εδ. B.1.11. Αποφεύγεται η αντ’ αυτού χρησιμοποίηση τού κατά μονοπάτια συνεκτικός (για την
απόδοση τού αγγλικού όρου path connected ή pathwise connected) που θα ήταν μάλλον προβληματική (κυρίως λόγω τού
μακρόσυρτου τής εν λόγω αποδόσεως).

14Η εικόνα ενός συνεκτικού τοπολογικού χώρου μέσω μιας συνεχούς απεικονίσεως είναι συνεκτική. Βλ., π.χ., [38],
Chapter V, Theorem 1.4, σελ. 108, [40], Theorem 5.3, σελ. 68, [41], Chapter 3, Theorem 23.5, σελ. 150, ή [42], Πρόταση
7.5, σελ.113.

15Εάν η τομή των μελών μιας οικογενείας συνεκτικών υποσυνόλων ενός τοπολογικού χώρου είναι μη κενή, τότε η ένω-
σή τους αποτελεί ένα συνεκτικό υποσύνολο τού θεωρηθέντος τοπολογικού χώρου. Βλ., π.χ., [38], Chapter V, Theorem
1.5, σελ. 108, [40], Lemma 5.5, σελ. 69, [41], Chapter 3, Theorem 23.3, σελ. 150, ή [42], Πρόταση 7.6, σελ. 113-114.
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B.1.15 Ορισμός. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Επί τού X ορίζουμε τη δι-
μελή σχέση „

δρ/συν.
Ď X ˆX ως ακολούθως:

x1 „
δρ/συν.

x2 ðñ
ορσ.

[D δρόμος εντός τού X συνδέων το x1 με το x2].

Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι η “ „
δρ/συν.

” αποτελεί μια σχέση ισοδυναμίας. Οι α-

ντίστοιχες κλάσεις ισοδυναμίας ως προς την “ „
δρ/συν.

” καλούνται δρομοσυνεκτικές

συνιστώσες τού τοπολογικού χώρου X.

B.1.16 Λήμμα. Έστω (Ai)iPI μια οικογένεια δρομοσυνεκτικών υποσυνόλων (τού
υποκειμένου συνόλου) X ενός τοπολογικού χώρου. Εάν

Ş

iPI Ai ‰ ∅, τότε η ένωσή
τους

Ť

iPI Ai είναι δρομοσυνεκτικό υποσύνολο τού X.

Αποδειξη. Έστω τυχόν x P
Ş

iPI Ai. Εάν y, z P
Ť

iPI Ai, τότε y P Aj και z P Ak
για κάποιους δείκτες j, k P I. Επειδή αμφότεροι οι Aj και Ak είναι (εξ υποθέσεως)
δρομοσυνεκτικοί, υπάρχουν δρόμοι αj : I ÝÑ Aj και αk : I ÝÑ Ak με αj(0) = y,

αj(1) = x = αk(0), αk(1) = z. Ο δρόμος16

I Q t ÞÝÑ βj,k(t) :=

#

αj(2t), όταν t P [0, 12 ],

αk(2t´ 1), όταν t P [ 12 , 1],

εντός τής ενώσεως
Ť

iPI Ai συνδέει το y με το z.

B.1.17 Λήμμα. Οι δρομοσυνεκτικές συνιστώσες ενός τοπολογικού χώρου X είναι
ακριβώς τα μεγιστικά δρομοσυνεκτικά υποσύνολα τού X , ήτοι τα δρομοσυνεκτικά
υποσύνολά του τα οποία δεν περιέχονται σε οιοδήποτε μεγαλύτερο δρομοσυνεκτικό
υποσύνολο.
Αποδειξη. Εάν x P X, C είναι η δρομοσυνεκτική συνιστώσα τού X που περιέ-
χει το x και B :=

Ť

tE Ď X|E δρομοσυνεκτικό και x P Eu , τότε το B είναι αφ’
εαυτού δρομοσυνεκτικό (λόγω τού λήμματος B.1.16) και, ως εκ τούτου, ένα μεγι-
στικό δρομοσυνεκτικό υποσύνολο τού X. Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι B = C. Εάν
y P B, τότε αμφότερα τα x, y ανήκουν στο δρομοσυνεκτικό υποσύνολο B, οπότε
y „

δρ/συν.
x ñ y P C. Επομένως, B Ď C. Και αντιστρόφως· εάν y P C, τότε y „

δρ/συν.
x

και το y ανήκει σε κάποιο δρομοσυνεκτικό υποσύνολο τού X που περιέχει το x.

Άρα y P B και ισχύει και ο αντίστροφος εγκλεισμός C Ď B.

B.1.18 Πρόταση. ΕάνX είναι ένας τοπολογικός χώρος, τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Κάθε δρομοσυνεκτική συνιστώσα τούX περιέχεται σε μία (και μόνον) συνεκτική
συνιστώσα τούX και κάθε συνεκτική συνιστώσα τούX είναι μια αποσυνδετή ένωση

16Επειδή οι περιορισμοί βj,k|
[0, 1

2
]

και βj,k|
[ 1
2
,1]

είναι συνεχείς απεικονίσεις, η απεικόνιση βj,k είναι καθ’ ολο-
κληρίαν (ήτοι επί ολοκλήρου τού I) συνεχής επί τη βάσει τού λήμματος τής συγκολλήσεως (gluing lemma). Βλ. Dugundji
[38], Chapter III, Theorem 9.4, σελ. 83, και Munkres [41], Chapter 2, Theorem 18.3, σελ. 108-109.
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(κάποιων) δρομοσυνεκτικών συνιστωσών του.
(ii) Εάν A Ď X είναι δρομοσυνεκτικό υποσύνολο, τότε το A περιέχεται σε μία (και
μόνον) δρομοσυνεκτική συνιστώσα τού X .

Αποδειξη. (i) ΈστωA μια δρομοσυνεκτική συνιστώσα τούX. Τότε ηA είναι συνε-
κτικό σύνολο τούX, οπότε περιέχεται σε μία και μόνον συνεκτική συνιστώσα τούX.
Εξάλλου, επειδή η “ „

δρ/συν.
” είναι σχέση ισοδυναμίας, οι δρομοσυνεκτικές συνιστώ-

σες τού X τον διαμελίζουν, ήτοι X =
š

jPJ Aj , όπου tAj | j P Ju είναι η οικογένεια
των δρομοσυνεκτικών συνιστωσών τού X. Έστω C τυχούσα συνεκτική συνιστώσα
τού X. Τότε C =

š

jPJ Aj X C (διότι τα Aj X C είναι ανά δύο ξένα μεταξύ τους).
(ii) Έστω A ένα δρομοσυνεκτικό υποσύνολο τού X. Επειδή η οικογένεια των δρο-
μοσυνεκτικών συνιστωσών τού X αποτελεί ένα κάλυμμα αυτού, υπάρχει κάποια
δρομοσυνεκτική συνιστώσαB μεBXA ‰ ∅. Σύμφωνα με το λήμμα B.1.16, η ένωση
BYA είναι δρομοσυνεκτική. Σύμφωνα με το λήμμα B.1.17, τοB είναι ένα μεγιστικό
δρομοσυνεκτικό υποσύνολο τούX, οπότεB Ď BYA ñ B = BYA ñ A Ď B.

B.1.19 Πρόταση. Εάν f : X ÝÑ Y είναι μια συνεχής, επιρριπτική απεικόνιση
μεταξύ (των υποκειμένων συνόλων) δυο τοπολογικών χώρων και ο X δρομοσυνε-
κτικός, τότε και ο Y είναι δρομοσυνεκτικός.

Αποδειξη. Έστω ότι y1, y2 P Y. Προφανώς, y1 = f(x1), y2 = f(x2), για κάποια
x1, x2 P X (αφού η f είναι επιρριπτική). Επειδή ο X είναι δρομοσυνεκτικός, υπάρ-
χει δρόμος α : I ÝÑ X, τέτοιος ώστε να ισχύει α(0) = x1 και α(1) = x2.Η σύνθεση
f ˝α : I ÝÑ Y είναι τέτοιος δρόμος, ώστε να ισχύει f ˝α(0) = y1 και f ˝α(1) = y2.

Κατά συνέπειαν, ο Y είναι δρομοσυνεκτικός.

B.1.20 Παρατήρηση. Είναι πρόδηλο μέσω τής προτάσεως B.1.19 ότι η ιδιότητα τού
να είναι ένας τοπολογικός χώρος δρομοσυνεκτικός είναι τοπολογική. (Εάν X είναι
δρομοσυνεκτικός και X « Y, τότε ο Y είναι ωσαύτως δρομοσυνεκτικός.)

B.2 ΠΗΛΙΚΟΤΟΠΟΛΟΓΙΑ
ΚΑΙ ΤΑΥΤΙΣΜΙΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

B.2.1 Ορισμός. Έστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος17 και έστω R Ď X ˆX

μια σχέση ισοδυναμίας. Θεωρούμε τη φυσική επίρριψη

p : X ÝÑ X/R, x ÞÝÑ p(x) := [x]R,

όπου [x]R := ty P X |(x, y) P Ru είναι η κλάση ισοδυναμίας τού x ως προς
την R και X/R := t[x]R |x P X u. Μέσω αυτής δημιουργείται ο πηλικόχωρος
(X/R,TR), όπου η πηλικοτοπολογία TR ορίζεται ως εξής:

U P TR ðñ
ορσ.

p´1(U) P T .
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B.2.2 Παρατήρηση. (i) Η p είναι συνεχής.
(ii) Η p είναι ανοικτή (και αντιστοίχως, κλειστή) εάν και μόνον εάν το σύνολο

p´1(p(A)) = tx P X |[x]R = [a]R, για κάποιο a P Au

είναι ανοικτό (και αντιστοίχως, κλειστό) για κάθε ανοικτό (και αντιστοίχως, κλει-
στό) υποσύνολο A Ď X.

(iii) Συνήθως λέμε ότι ο X προκύπτει κατόπιν συγκολλήσεως των R-ισοδυνάμων
στοιχείων τού X. Είθισται μια τέτοια R να περιγράφεται μέσω συστημάτων σχέσε-
ων (ενώ για τα υπόλοιπα (x, y) P R να υπονοείται ότι [x]R ‰ [y]R).
(iv) ΕάνA Ď X και εάν το p´1(p(A)) είναι είτε ανοικτό είτε κλειστό, τότε η σχετική
τοπολογία επί τού p(A) ταυτίζεται με την πηλικοτοπολογία επί τού p´1(p(A))/R.

B.2.3 Σημείωση. Κατά την παράθεση συγκεκριμένων παραδειγμάτων πηλικόχω-
ρων άλλοτε ορίζεται διεξοδικώς η σχέση ισοδυναμίας R Ď X ˆ X και άλλοτε δί-
δεται κάποιος διαμελισμός18 Z τού X και γίνεται μετάβαση στην αντίστοιχη σχέση
ισοδυναμίας19 RZ Ď X ˆX.

B.2.4 Παραδείγματα. (i) Εάν επί τούX = I (:= [0, 1]) ορισθεί η σχέση ισοδυναμίας
R Ď X ˆX ως εξής:

(x1, x2) P R ðñ
ορσ.

[είτε x1 = x2 είτε tx1, x2u = t0, 1u],

τότε X/R = t[0]Ru
š

t[t]R : 0 ă t ă 1u. (Βλ. σχήμα.)

Η f : X/R ÝÑ S1(Ř C), [t]R ÞÝÑ exp(2π
?

´1t), είναι ομοιομορφισμός20.
(ii) Επί τού X = I2 = I ˆ I ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας R ως εξής:

((x1, y1), (x2, y2)) P R ðñ
ορσ.

[
είτε [x1 = x2 και y1 = y2]

είτε [x1 = x2 και ty1, y2u = t0, 1u]

]
.

17Οι τοπολογικοί χώροι συμβολίζονται ως επί το πλείστον με κεφαλαία λατινικά γράμματα. Όταν συμβεί (όπως εδώ)
να συμβολίζονται ως ζεύγος (X,T ), τότε το T θα είναι το σύνολο όλων των ανοικτών τους συνόλων (ήτοι η τοπολογία
τους).

18Ένα υποσύνολο Z τού δυναμοσυνόλου P (X) τούX ονομάζεται διαμελισμός τούX όταν πληρούνται οι ακόλου-
θες συνθήκες: (i) B ‰ ∅, @B P Z, (ii) Για B,B1 P Z ισχύει η αμφίπλευρη συνεπαγωγή B X B1 ‰ ∅ ô B = B1,

και (iii)X =
Ť

tB | B P Zu.

19Κάθε διαμελισμός Z Ď P (X) τούX καθορίζει μια σχέση ισοδυναμίας RZ Ď X ˆX επί τούX ως ακολούθως:

(x1, x2) P RZ ðñ
ορσ

[DB P Z : αμφότερα τα x1 και x2 ανήκουν στο B].

20Περιοχές των 0, 1 P I συντίθενται για να δομήσουν μια περιοχή τού f([0]R) = f([1]R).
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Η απεικόνιση f : I2/R ÝÑ I ˆ S1, [(s, t)]R ÞÑ (s, exp(2π
?

´1t)) είναι ομοιομορφι-
σμός μεταξύ τού I2/R και τού κυλίνδρου I ˆ S1 τού δημιουργούμενου ύστερα από
τη συγκόλληση τής άνω και τής κάτω ακμής τού (μοναδιαίου) τετραγώνου I2.

(iii) Επί τού X = I2 ορίζεται και άλλη μία σχέση ισοδυναμίας R1 ως εξής:

((x1, y1), (x2, y2)) P R1 ðñ
ορσ.


είτε [x1 = x2 και y1 = y2]

είτε [x1 = x2 και ty1, y2u = t0, 1u]

είτε [tx1, x2u = t0, 1u και y1 = y2]

 .
Εν προκειμένω, συγκολλούμε την άνω με την κάτω ακμή και κατόπιν τη δεξιά με
την αριστερή ακμή τού I2. Μέσω τού ομοιομορφισμού

f : I2/R1 ÝÑ S1 ˆ S1, [(s, t)]R1 ÞÑ (exp(2π
?

´1s), exp(2π
?

´1t)),

διαπιστώνουμε ότι ο πηλικόχωρος I2/R1 είναι ομοιομορφικός τού (διδιάστατου, μο-
ναδιαίου21) τόρου22

T2 := S1 ˆ S1.

(iv) Έστω X/RZ ο πηλικόχωρος που δημιουργείται μέσω τού διαμελισμού

Z := ttt(x, y)u| 0 ă x ă 1, y P Iu , tt(0, y), (1, 1 ´ y)u| y P Iuu

τού X = I2 ο περιγραφόμενος στο κάτωθι σχήμα.

21Από τούδε και στο εξής, κάθε τοπολογικός χώρος που είναι « T2 θα καλείται τόρος.
22Η λέξη τόρος (torus), έχει τις ΙΕ ρίζες *tere/*τέρ-jω, εξ ου και τα αρχαιοελληνικά ρήματα τετραίνω και τείρω, απ’

όπου παράγονται πάμπολλες λέξεις και των νέων Ελληνικών (όπως, π.χ., οι: διάτορος, διάτρητος, τρυπώ, τρύπα, τρυπάνι
(αρχ. τέρετρον), τόρνος, τερηδόνα κ.ά.). Υπό την τεχνική της έννοια (τορεύς, τορευτική) μαρτυρείται ήδη σε ελευσίνιες
και άλλες αττικές επιγραφές τού 5ου αιώνα π.Χ.
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Κάθε τοπολογικός χώρος που είναι ομοιομορφικός αυτού καλείται ταινία τού
Μöbius23. Οι παράξενες ιδιότητες των (τόσο εύκολα κατασκευαζόμενων) ταινιών
τού Mö bius (μόνον μία ακμή, μόνον μία πλευρά, αδυναμία προσανατολισμού) κα-
ταπλήσσουν όσους τις συναντούν για πρώτη φορά. Μάλιστα, αντίγραφα τής εικό-
νας των «εγκάθειρκτων μυρμηγκιών» σε μια τέτοια ταινία (από την πασίγνωστη
ξυλογραφία τού M.C. Escher24 τού έτους 1963) κοσμούν ακόμη και σήμερα πολλά
φοιτητικά δωμάτια.

(v) Έστω X/RZ1 ο πηλικόχωρος που δημιουργείται μέσω τού διαμελισμού

Z1 := tt t(x, y)u|x, y P (0, 1)u , t t(x, 0), (1 ´ x, 1)u|x P Iu , t t(0, y), (1, y)u| y P Iuu

τού X = I2. Κάθε τοπολογικός χώρος που είναι ομοιομορφικός αυτού καλείται
φιάλη τού Klein25, δεν είναι (τοπολογικώς) εμφυτεύσιμος εντός τού τριδιάστατου
ευκλείδειου χώρου R3 (πρβλ. B.1.9 (ii)) και για να καταστεί εφικτή μια κάποια ο-
πτικοποίησή του εντός τού R3 είναι αναγκαίο να επιτραπεί η συμπερίληψη αυτο-
διατομών.

23Möbius, August Ferdinand (17/11/1790-26/9/1868). Γερμανός αστρονόμος και μαθηματικός. Ύστερα από συστάσεις
τού C.F. Gauss εξελέγη έκτακτος καθηγητής στο Αστρονομικό Τμήμα τού Πανεπιστημίου τής Λειψίας το 1816. Υ-
πήρξε για δεκαετίες ένας άψογος παιδαγωγός και το σύγγραμμά του περί τού «Βαρυκεντρικού Λογισμού» παρέμεινε
ένα απαραίτητο βοήθημα για πολλές γενεές φοιτητών και μετά τον θάνατό του. Η διεξοδική μελέτη τών ιδιοτήτων τής
«ταινίας» του έλαβε χώρα γύρω στο 1858 (ενώ την ίδια περίπου εποχή αυτές είχαν ανεξαρτήτως διερευνηθεί και από
τον J.B. Listing), παρότι δημοσίευσε τα αποτελέσματά του μόλις το 1865. Το 1844 έγινε τακτικός καθηγητής τού Πα-
νεπιστημίου και το 1848 διευθυντής τού Αστεροσκοπείου τής Λειψίας. Για πιο λεπτομερή βιογραφικά στοιχεία βλ. J.
Fauvel, R. Flood & R. Wilson (Εds.), Mö bius and his band, Oxford University Press, 1993.

24Escher, Maurits Cornelis (17/6/1898-27/3/1972). Ολλανδός εικαστικός καλλιτέχνης. Διέπρεψε στο σχέδιο και στη
γραφιστική, καθώς και στις τεχνικές τής ξυλογραφίας, τής λιθογραφίας και τής χαλκογραφίας. Χαρακτηριστικό στοι-
χείο τής τέχνης του υπήρξε η απεικόνιση «αδύνατων» γραφικών παραστάσεων (ανθρώπων, ζώων, αντικειμένων κ.ά.)
που δημιουργούν την ψευδαίσθηση τού απείρου, δηλαδή τής ατελείωτης δημιουργίας σχεδίων, καθώς και «αδύνατων»
παραδοξολογικών κατασκευών (κτήρια κ.ά.). Αυτή η ιδιαιτερότητα των σχεδίων του οφείλετο στη σημαντική επιρροή
που δέχθηκε από τα Μαθηματικά, κυρίως δε από προτάσεις και πορίσματα τής Μη Ευκλείδειας και τής Προβολικής Γε-
ωμετρίας. Βλ. D. Schattschneider & M. Emmer (Eds.): M.C. Escher’s Legacy. A Centennial Celebration, Springer-Verlag,
2003.

25Klein, Christian Felix (24/4/1849-22/6/1925). Γερμανός μαθηματικός. Ένας από τους μεγαλύτερους γεωμέτρες τού
19ου αιώνα, με πληθώρα σπουδαίων εργασιών και συγγραμμάτων σε διαφόρους μαθηματικούς κλάδους. Διετέλεσε
καθηγητής των Πανεπιστημίων Erlangen (1872-1875), TH-Μονάχου (1875-1880), Λειψίας (1880-1886) και Göttingen
(1886-1913). Βλ. R. Tobies: Felix Klein, Teubner, Leibniz, 1981. Οι ιδιότητες τής «φιάλης» του περιγράφονται ανάγλυφα
στη σελίδα 571 τού τρίτου τόμου των «έργων» του [Gesammelte Mathematische Abhandlungen III, Springer, 1922].
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Όπως δείχνεται στο άνωθι σχήμα, για να κτισθεί η κατά τι «παράδοξη φιάλη» (ως
«πρότυπο» τού X/RZ1 εντός τού R3), το πρώτο ήμισυ τής κατασκευής (όσον αφο-
ρά στην κατασκευή τού κυλίνδρου) παραμένει όπως στο παράδειγμα (ii), αλλά εν
συνεχεία τα άκρα τού κυλίνδρου πρέπει να ταυτισθούν στην αντίθετη κατεύθυνση.
Για να συμβεί αυτό ο κύλινδρος οφείλει να καμφθεί και το ένα άκρο του να ωθηθεί
διαπερνώντας την πλευρά26.

B.2.5 Πρόταση. Εάν f : X ÝÑ Y είναι μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ (των υπο-
κειμένων συνόλων) δυο τοπολογικών χώρων, η R (και αντιστοίχως, η S) μια σχέση
ισοδυναμίας επί τού X (και αντιστοίχως, μια σχέση ισοδυναμίας επί τού Y ) και η f
είναι συμβατή με τις R και S, δηλαδή για x, x1 P X ισχύει η συνεπαγωγή

[x]R = [x1]R ùñ [f(x)]S = [f(x1)]S, (B.2)

τότε ορίζεται καλώς η απεικόνιση

f̄ : X/R ÝÑ Y /S, [x]R ÞÝÑ f̄([x]R) := [f(x)]S,

η οποία είναι συνεχής.

Αποδειξη. Εάν pX : X ÝÑ X/R και pY : Y ÝÑ Y /S είναι οι φυσικές επιρρίψεις,

26Για μια κινηματογραφική αναπαράσταση τού τρόπου δομήσεως μιας φιάλης τού Klein εντός τού R3 (διά χειρός
Jos Leys) βλ. στη διαδικτυακή διεύθυνση: https://www.youtube.com/watch?v=yaeyNjUPVqs.

https://www.youtube.com/watch?v=yaeyNjUPVqs
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τότε η f̄ είναι καλώς ορισμένη λόγω τής (B.2) και για κάθε x P X έχουμε

(pY ˝ f) (x) = pY (f(x)) = [f(x)]S = f̄([x]R) = f̄(pX(x)) = (f̄ ˝ pX)(x),

απ’ όπου προκύπτει η μεταθετικότητα τού διαγράμματος

X

œpX

��

f
// Y

pY

��

X/R
f̄

// Y /S

Επειδή η pY ˝ f είναι συνεχής (ως σύνθεση συνεχών) και pY ˝ f = f̄ ˝ pX , εάν U
είναι ένα ανοικτό υποσύνολο τού Y /S, τότε το (f̄ ˝ pX)´1(U) = pX

´1(f̄´1(U))

είναι ανοικτό υποσύνολο τού X, οπότε το f̄´1(U) ανοικτό υποσύνολο τού X/R.

Άρα η f̄ είναι συνεχής.

B.2.6 Πόρισμα. Εάν f : X ÝÑ Y είναι μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ (των υπο-
κειμένων συνόλων) δυο τοπολογικών χώρων, η R μια σχέση ισοδυναμίας επί τού X
και ισχύει η συνεπαγωγή [x]R = [x1]R ñ f(x) = f(x1), τότε η

f̄ : X/R ÝÑ Y, [x]R ÞÝÑ f̄([x]R) := f(x), (B.3)

είναι συνεχής.

B.2.7 Ορισμός. Έστω f : X ÝÑ Y μια συνεχής και επιρριπτική απεικόνιση με-
ταξύ (των υποκειμένων συνόλων) δυο τοπολογικών χώρων. Επί τού X ορίζεται
η σχέση ισοδυναμίας Rf ως εξής:

(x, x1) P Rf ðñ
ορσ.

f(x) = f(x1).

Η f ονομάζεται ταυτισμική απεικόνιση όταν ισχύει μία (και, κατ’ επέκταση, και
οι τρεις) εκ των κάτωθι ισοδυνάμων συνθηκών:
(i) H f̄ : X/Rf ÝÑ Y (όπως στην (B.3)) είναι ομοιομορφισμός.
(ii) Ένα A Ď Y είναι ανοικτό (και αντιστοίχως, κλειστό) ô το f´1(A) Ď X

είναι ανοικτό (και αντιστοίχως, κλειστό).
(iii) Μια απεικόνιση g : Y ÝÑ Z, όπου Z τυχών τοπολογικός χώρος, είναι συ-
νεχής ô η σύνθεση g ˝ f : X ÝÑ Z είναι συνεχής.
Εν τοιαύτη περιπτώσει, η τοπολογία επί τού Y είναι μονοσημάντως ορισμένη μέ-
σω τής f και τής τοπολογίας επί τού X και καλείται ταυτισμική τοπολογία ως
προς την f.
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B.2.8 Παράδειγμα. Εάν X = R (με τη συνήθη τοπολογία), Y = [0,+8) και εάν
θέσουμε f(x) := x2, τότε η ταυτισμική τοπολογία επί τού Y ως προς την f είναι
ακριβώς η σχετική τοπολογία.

B.2.9 Πρόταση. (i) Κάθε συνεχής, επιρριπτική και ανοικτή (και αντιστοίχως, κλει-
στή) απεικόνιση μεταξύ δυο τοπολογικών χώρων είναι ταυτισμική.
(ii) Κάθε συνεχής, επιρριπτική απεικόνιση από έναν συμπαγή τοπολογικό χώρο επί
ενός χώρου Hausdorff είναι κλειστή και, κατ’ επέκταση, ταυτισμική απεικόνιση.
(iii) Εάν η f : X ÝÑ Y είναι ταυτισμική και η g : Y ÝÑ Z συνεχής, τότε η g ˝ f

είναι ταυτισμική ô η g είναι ταυτισμική.
(iv) Εάν η f : X ÝÑ Y είναι ταυτισμική, το B Ď Y ανοικτό (και αντιστοίχως,
κλειστό) και A := f´1(B), τότε και η f |A : A ÝÑ B είναι ταυτισμική.

Εν συνεχεία παρατίθενται διάφοροι μέθοδοι κατασκευής πηλικόχωρων.

B.2.10 Ορισμός. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος, A ένα υποσύνολο τού X
και DX := t(x, x) |x P Xu η διαγώνιος τού X . Επί τού X ορίζουμε τη σχέση
ισοδυναμίας (x1, x2) P RA ðñ

ορσ.
[είτε x1 = x2 είτε x1, x2 P A], ήτοι

RA := DX Y (AˆA).

Λέμε ότι ο
X/A := X/RA

είναι ο πηλικόχωρος ο δημιουργούμενος ύστερα από την ταύτιση όλων των ση-
μείων τού A (ή ύστερα από συρρίκνωση τού A σε ένα και μόνον σημείο).

B.2.11 Παραδείγματα. (i) Εάν ορίσουμε την απεικόνιση

ℓd : Bd ÝÑ Sd

ℓd(tx) := (cos(π(1 ´ t)), x1 sin(π(1 ´ t)), ..., xd sin(π(1 ´ t)))

για κάθε t P I και κάθε x = (x1, ..., xd) P Sd´1 (ταυτίζοντας τη μπάλα Bd με την
ένωση

Ť

xPSd´1

ttx | 0 ď t ď 1u), τότε η ℓd είναι συνεχής με

ℓd(Sd´1) = tP+u,

ενώ η επαγoμένη απεικόνιση (B.3)

ℓd : Bd/Sd´1 ÝÑ Sd

είναι ένας ομοιομορφισμός. Ο τρόπος τής σταδιακής ταυτίσεως των σημείων τού
μοναδιαίου κύκλου S1 τού περιβάλλοντος τον δίσκο B2 (όταν d = 2) για την από-
κτηση τής μοναδιαίας σφαίρας S2 εικονογραφείται στο ακόλουθο σχήμα27:

27Η ομοιότητα με το κλείσιμο τού φερμουάρ ενός μικρού πορτοφολιού κερμάτων («ψιλών») είναι χαρακτηριστική.
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Σημειωτέον ότι εάν κάποιος, αντί να συρρικνώσει όλα τα σημεία τού S1 στον βόρειο
πόλο τής S2 (όπως στο ανωτέρω σχήμα), επιθυμεί να ταυτίσει (ανά δύο) τα αντιδια-
μετρικά σημεία τού S1 (τηρώντας, π.χ., την ωρολογιακή φορά για την περιδιάβασή
του), ήτοι να μεταβεί στον πηλικόχωρο B2/RZ τον δημιουργούμενο μέσω τού δια-
μελισμού Z :=

␣␣

txu| x P B2∖S1
(

,
␣

tx,´xu| x P S1
((

τού μοναδιαίου δίσκου B2,

τότε, όπως συμβαίνει και στην περίπτωση τής φιάλης τού Klein, προκειμένου να κα-
ταλήξει σε κάποια οπτικοποίηση τού B2/RZ εντός τού R3, είναι αναγκασμένος να
επιτρέψει την ύπαρξη αυτοδιατομών και, συγκεκριμένα, ένα ολόκληρο ευθύγραμμο
τμήμα αυτοδιατομών, όπως δείχνεται στο επόμενο σχήμα.

Κάθε τοπολογικός χώρος που είναι ομοιομορφικός τού καταληκτικού (εξ όσων πα-
ρατίθενται στο σχήμα) καλείται σταυρωτό διαπέτασμα28.
(ii) Εάν X είναι τυχών τοπολογικός χώρος και cyl(X) := X ˆ I ο (μοναδιαίος) κύ-
λινδρος υπεράνω τού X (εφοδιασμένος με την τοπολογία γινομένου), τότε ο κώνος
cone(X) υπεράνω τού X ορίζεται ως ο πηλικόχωρος cone(X) := cyl(X)/X ˆ t1u.

(Πρβλ. εδ. 7.3.5.) Σημειωτέον ότι η απεικόνιση

cone(Sn) ÝÑ Bn+1, [(x, t)]RSnˆt1u ÞÝÑ (1 ´ t)x,

αποτελεί έναν ομοιομορφισμό.
28Γερμανιστί Kreuzhaube ή Kreuzkappe, αγγλιστί crosscap και γαλλιστί anse de deuxième espèce. Για μια κινηματογρα-

φική αναπαράσταση τού τρόπου δομήσεως ενός σταυρωτού διαπετάσματος εντός τού R3 (διά χειρός Jos Leys) βλ. στη
διαδικτυακή διεύθυνση: https://www.youtube.com/watch?v=W-sKLN0VBkk

https://www.youtube.com/watch?v=W-sKLN0VBkk
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(iii) Εάν (Xj ,Tj)jPJ είναι μια οικογένεια τοπολογικών χώρων και

X :=
š

jPJ

Xj :=
Ť

jPJ

X 1
j (με X 1

j := Xj ˆ tju)

η αποσυνδετή ένωση των μελών τής εν λόγω οικογενείας, τότε επί τού X ορίζεται η
τοπολογία T η έχουσα ως βάση της το σύνολο

B := tU ˆ tju | j P J, U P Tju.

Ο τοπολογικός χώρος (X,T ) καλείται τοπολογικό άθροισμα των Xj , j P J . Αντί
τού X γράφουμε συνήθως

ř

jPJ Xj . (Όταν J = t1, 2u, γράφουμε απλώς X1 +X2.)
Εάν (Xj ,Tj)jPJ είναι μια οικογένεια τοπολογικών χώρων και εάν παγιώσουμε
στοιχεία x˝

j P Xj (θεωρώντας τα ως σημεία αναφοράς και τους Xj ως εστιγμένους
χώρους, βλ. εδ. B.7.12) και υποθέσουμε ότι το μονοσύνολο tx˝

ju Ď Xj είναι κλειστό
για κάθε j P J, όπως, π.χ., στην περίπτωση κατά την οποία ο Xj είναι Hausdorff,
τότε ορίζουμε τη μονοσημειακή ένωση των Xj , j P J, ως τον πηλικόχωρο

Ž

jPJ

Xj :=
ř

jPJ

Xj/A,

όπου A := tx˝
j | j P Ju. (Όταν J = t1, ..., ku, γράφουμε απλώς X1 _ ... _ Xk.) Για

τη φυσική επίρριψη ϖA :
ř

jPJ Xj ÝÑ
Ž

jPJ Xj με

ϖA(x
˝
j ) = x˝ := t[y]RA : y P Au, @j P J,

ισχύουν τα εξής:
(a) Ο περιορισμός ϖA|Xj : Xj ãÑ

Ž

jPJ Xj είναι μια (τοπολογική) εμφύτευση και
ο
Ž

jPJ Xj είναι η ένωση των ϖA(Xj) « Xj (με ϖA(Xj) X ϖA(Xj1) = tx˝u για
j ‰ j1).
(b) Όταν J = t1, 2, ..., nu, τότε μέσω συνεχών απεικονίσεων

fj : Xj ÝÑ X 1
j με fj(x˝

j ) := x1
j

˝, @j P J,

επάγεται μια συνεχής απεικόνιση:

f1 _ f2 _ ..._ fn : X1 _X2 _ ..._Xn ÝÑ X 1
1 _X 1

2 _ ..._X 1
n, [xj ]RA ÞÝÑ [fj(xj)]RA1

ενώ μέσω συνεχών απεικονίσεων gj : Xj ÝÑ Y με gj(x˝
j ) = gj1(x˝

j1) (για οιαδήποτε
j, j1 P J) επάγεται μια συνεχής απεικόνιση:

(g1, g2, ..., gn) : X1 _X2 _ ..._Xn ÝÑ Y, [xj ]RA ÞÝÑ gj(xj).

(c) Εάν ως ιj : Xj ÝÑ X1 ˆ ...ˆXn συμβολίσουμε την ένθεση:

xj ÞÝÑ (x˝
1, ..., x

˝
j´1, xj , x

˝
j+1, ..., x

˝
n), @j P J,

τότε η εικόνα αυτής Λj := Im(ιj) = tx˝
ju ˆ ...ˆ tx˝

j´1u ˆXj ˆ tx˝
j+1u ˆ ...ˆ tx˝

nu,

είναι ο j-οστός «άξονας των συντεταγμένων» (εντός τού
śn
j=1Xj). Εν προκειμένω,

η απεικόνιση

(ι1, ..., ιn) :
n
Ž

j=1

Xj ÝÑ
n
ś

j=1

Xj



§ B.2 ΠΗΛΙΚΟΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΤΑΥΤΙΣΜΙΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ 641

στέλνει τον τοπολογικό χώρο
Žn
j=1Xj να απεικονισθεί ομοιομορφικώς επί τής ε-

νώσεως Λ1 Y Λ2 Y ... Y Λn των «αξόνων συντεταγμένων». (Βλ. το κάτωθι σχήμα
στην περίπτωση όπου n = 2 και X1 = X2 = S1.)

Προσοχή! Τούτο δεν είναι αληθές για απειροπληθή σύνολα δεικτών J! Ας θεωρή-
σουμε, επί παραδείγματι, τη μονοσημειακή ένωση

X := S11 _ S12 _ ¨ ¨ ¨ _ S1j _ S1j+1 _ ¨ ¨ ¨ Ř R2

απείρων (αριθμήσιμων) σφαιρών S1j « S1, όπου x˝
j = 1, @j P N (=: J). Οι περιοχές

τού x˝ P X είναι τής μορφής U1 Y U2 Y ..., όπου (δίχως βλάβη τής γενικότητας
μπορούμε να υποθέσουμε ότι) οι Uj είναι κύκλοι περί το 1 εντός τής S1j , @j P N.
Ιδιαιτέρως, το tx˝u δεν διαθέτει καμία συμπαγή περιοχή ούτε κάποια αριθμήσιμη
βάση περιοχών. Άρα ο X δεν είναι ούτε τοπικώς συμπαγής ούτε μετρικοποιήσιμος.
Αντιθέτως ο

ś

jPN S1j είναι ένας συμπαγής29 μετρικός χώρος, κάτι που σημαίνει ότι ο
X δεν μπορεί να εμφυτευθεί εντός τού

ś

jPN S1j . Προφανώς, ο X (που θα μπορούσε
να εκληφθεί ως το περίγραμμα μιας ροζέτας με απείρου πλήθους φύλλα), παρότι
ομοιάζει, δεν είναι ομοιομορφικός τού υπόχωρου

ΗΕ :=
ď

nPN
Cn, Cn :=

"

(x, y) P R2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(x´
1

n
)2 + y2 =

1

n2

*

« S1,

τού R2 (τού επομένου σχήματος) που καλείται χαβανέζικο σκουλαρίκι30, διότι

29Συμπαγής λόγω τού θεωρήματος τού Tychonoff. (Βλ., π.χ., [41], Theorem 37.3, σελ. 234-235.)
30Αγγλιστί Hawaiian earring.
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οΗΕ είναι (λόγω τού θεωρήματος των Heine και Borel) συμπαγής υπόχωρος τούR2

(αφού είναι φραγμένος και μπορεί να εκφρασθεί ως τομή κλειστών υποσυνόλων31

τού R2).

§ Προσαρτήσεις χώρων. Μια πιο γενικευμένη μέθοδος κατασκευής πηλικόχωρου
περιλαμβάνει τη λεγoμένη διαδικασία προσαρτήσεως ή συγκολλήσεως χώρων.

B.2.12 Ορισμός. Ας υποθέσουμε ότι δίδονται δυο τοπολογικοί χώροι X και Y,
ένας κλειστός υπόχωροςA Ď X, καθώς και μια συνεχής απεικόνιση f : A ÝÑ Y.

Επί τού τοπολογικού αθροίσματος X + Y ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας RA,f

ως ακολούθως:

(w, z) P RA,f ðñ
ορσ.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

είτε w R AY f(A) και w = z,

είτε w, z P A και f(w) = f(z),

είτε w P A, z P f(A) και f(w) = z,

είτε z P A,w P f(A) και w = f(z).

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

(Ειδικότερα, μέσω τής RA,f επέρχεται ταύτιση των a, a1 P A όταν f(a) = f(a1).

Ωστόσο, οιαδήποτε σαφώς διακεκριμένα σημεία τού Y παραμένουν αμετάβλη-
τα, ήτοι δεν ταυτίζονται μεταξύ τους μέσω αυτής.) Λέμε ότι ο

Y Yf X := (X + Y ) /RA,f

είναι ο πηλικόχωρος ο δημιουργούμενος μέσω τής απεικονίσεως f,η οποία «προ-
σαρτά» ή «επικολλά» τον X στον Y.

58 õðïìíçóåéò áðï ôçí ôïðïëïãéá

(Åéäéêüôåñá, ìÝóù ôÞò R åðÝñ·åôáé ôáýôéóç ôùí  0 ∈  üôáí () = (0)
Ùóôüóï, ïéáäÞðïôå óáöþò äéáêåêñéìÝíá óçìåßá ôïý  ðáñáìÝíïõí áìåôÜâëçôá,

Þôïé äåí ôáõôßæïíôáé ìåôáîý ôïõò ìÝóù áõôÞò.) ËÝìå üôé ï

 ∪  := ( +  ) R

åßíáé ï ðçëéêü·ùñïò ï äçìéïõñãïýìåíïò ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò  ç ïðïßá

«ðñïóáñôÜ» Þ «åðéêïëëÜ» ôïí  óôïí 

Ó·Þìá 1.21

1.10.13 Óçìåßùóç. Áðü üóá ðñïáíáöÝñèçóáí óôï åä. 1.10.2 (iv) ðñïêýðôïõí ãéá

ôç öõóéêÞ åðßññéøç  :  +  −→  ∪  ôá áêüëïõèá:

(i) O ðåñéïñéóìüò | :  −→  ∪  áðïôåëåß ìéá (ôïðïëïãéêÞ) åìöýôåõóç

(ïðüôå êáíåßò ìðïñåß íá åêëáìâÜíåé ôï  ≈ ( )ùò êëåéóôü õðü·ùñï ôïý ∪)

(ii) O ðåñéïñéóìüò | :  −→  ∪  áðåéêïíßæåé ôï r ïìïéïìïñöéêþò åðß

ôïý ( ∪ )r
(iii) Ëüãù ôùí (i) êáé (ii) ï  ∪  áðáñôßæåôáé áðü äýï ôìÞìáôá: Ôï ðñþôï åßíáé

ïìïéïìïñöéêü ôïý r êáé ôï äåýôåñï ïìïéïìïñöéêü ôïý  Ôï ôé õöÞò åßíáé ï

ôïðïëïãéêüò ·þñïò  ∪  åêåß ðïõ ôá äýï áõôÜ ôìÞìáôá óõíáíôþíôáé åîáñôÜôáé
áðü ôçí áðåéêüíéóç óõãêïëëÞóåùò 

1.10.14 ÐáñáôÞñçóç. Áîßæåé íá åðéóçìáíèåß ôï ðïéïò åßíáé ï  ∪  óå ôñåéò åé-
äéêÝò ðåñéðôþóåéò :

(i) ÅÜí ⊇ 
−→  = {Ýíá óçìåßï} ôüôå  ∪  =  (Âë. åä. 1.10.10.)

(ii) ÅÜí ⊇  = {Ýíá óçìåßï} −→  ôüôå  ∪  =  ∨ 
(iii) ÅÜí  ⊇ 

−→  åßíáé ôÝôïéá, þóôå íá éó·ýåé () = {Ýíá óçìåßï} ôüôå
Ý·ïõìå  ∪  = () ∨ 

¸íáò ôñüðïò êáôáóêåõÞò óõíå·þí áðåéêïíßóåùí åðß ôïý  ∪  õðïäåéêíýåôáé

áðü ôçí åîÞò:

B.2.13 Σημείωση. Από όσα προαναφέρθησαν στο εδ. B.2.2 (iv) προκύπτουν για τη
φυσική επίρριψη p : X + Y ÝÑ Y Yf X τα ακόλουθα:
(i) O περιορισμός p|Y : Y ÝÑ Y YfX αποτελεί μια (τοπολογική) εμφύτευση (οπότε
κανείς μπορεί να εκλαμβάνει το Y « p(Y ) ως κλειστό υπόχωρο τού Y Yf X.)
(ii) O περιορισμός p|X : X ÝÑ Y Yf X απεικονίζει το X∖A ομοιομορφικώς επί
τού (Y Yf X)∖Y.
(iii) Λόγω των (i) και (ii) ο Y Yf X απαρτίζεται από δύο τμήματα: Το πρώτο είναι

31Θέτοντας Hn := Bn Y (
Ťn
i=1 Ci), όπουBn συμβολίζει την κλειστή θήκη τού ανοικτού δίσκου κέντρου ( 1

n , 0)

και ακτίνας 1
n , παρατηρούμε ότι τοHn (ως ένωση πεπερασμένου πλήθους κλειστών υποσυνόλων τού R2) είναι κλειστό

υποσύνολο τού R2 και ότι ΗΕ=
Ş

nPNHn.
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ομοιομορφικό τού X∖A και το δεύτερο ομοιομορφικό τού Y. Το τι υφής είναι ο
τοπολογικός χώρος Y Yf X εκεί που τα δύο αυτά τμήματα συναντώνται εξαρτάται
από την απεικόνιση συγκολλήσεως f.

B.2.14 Παρατήρηση. Αξίζει να επισημανθεί το ποιος είναι ο Y YfX σε τρεις ειδικές
περιπτώσεις:

(i) Εάν X Ě A
f

ÝÑ Y = tένα σημείοu, τότε Y Yf X = X/A. (Βλ. εδ. B.2.10.)

(ii) Εάν X Ě A = tένα σημείοu
f

ÝÑ Y, τότε Y Yf X = X _ Y.

(iii) Εάν X Ě A
f

ÝÑ Y είναι τέτοια, ώστε να ισχύει f(A) = tένα σημείοu, τότε
έχουμε Y Yf X = (X/A) _ Y.

Ένας τρόπος κατασκευής συνεχών απεικονίσεων επί τού Y Yf X υποδεικνύεται
από την εξής:

B.2.15 Πρόταση. Ας υποθέσουμε ότι δίδονται τοπολογικοί χώροι X,Y και Z, ένας
κλειστός υπόχωρος A Ď X και συνεχείς απεικονίσεις

X Ě A
f

ÝÑ Y, φ : X ÝÑ Z και ψ : Y ÝÑ Z με φ|A = ψ ˝ f.

Εάν η φ+ ψ : X + Y ÝÑ Z είναι η απεικόνιση που ταυτίζεται με την φ επί τού X
και με την ψ επί τού Y, τότε η σύνθεση32 (φ+ ψ) ˝ p´1 : Y Yf X ÝÑ Z είναι καλώς
ορισμένη και συνεχής.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το πόρισμα B.2.6.

B.2.16 Παραδείγματα. (i) Εάν X = A = I, Y = [2, 3] και f(0) = 2, f(1) = 3, τότε
Y Yf X « S1.

§ 1.10 ðçëéêïôïðïëïãéá êáé ôáõôéóìéêåò áðåéêïíéóåéò 59

1.10.15 Ðñüôáóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé äßäïíôáé ôïðïëïãéêïß ·þñïé êáé  Ýíáò
êëåéóôüò õðü·ùñïò  ⊆  êáé óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò

 ⊇ 
−→   :  −→  êáé  :  −→  ìå | =  ◦ 

ÅÜí ç +  :  +  −→  åßíáé ç áðåéêüíéóç ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôçí  åðß ôïý 
êáé ìå ôçí  åðß ôïý  ôüôå ç óýíèåóç 54 (+ ) ◦ −1 :  ∪  −→  åßíáé êáëþò
ïñéóìÝíç êáé óõíå·Þò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ðüñéóìá 1.10.6. ¤

1.10.16 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí =  = I  = [2 3] êáé (0) = 2 (1) = 3 ôüôå

 ∪  ≈ S1 (Âë. ó·Þìá 122)

Ó·Þìá 1.22

(ii) ÅÜí = B2 % S1 =  êáé  = {(2 2)} ìå ( ) = (2 2) ãéá êÜèå ( ) ∈ B2
ôüôå Ý·ïõìå  ∪  =  = B2S1 ≈ S2 (Ðñâë. 1.10.11.)

(iii) ÅÜí = I2  = { ( ) ∈ I2
¯̄
 ∈ {0 1}}  = I êáé  :  −→  çáðåéêüíéóç

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

( ) 7−→ ( ) :=

½
 üôáí  = 0

1−  üôáí  = 1

ôüôå ï  ∪  åßíáé ìéá ôáéíßá ôïý Mbius.

54Ãéá êÜèå ∈  ∪  (= ( +  ) R) ç ßíá (+ ) (−1({})) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.

Áõôü éóïýôáé ìå ôï + () (üðùò óôçí (1.7)).

(ii) Εάν X = B2 Ś S1 = A και Y = t(2, 2)u με f(x, y) = (2, 2) για κάθε (x, y) P B2,

τότε έχουμε Y Yf X = X/A = B2/S1 « S2. (Πρβλ. B.2.11.)
(iii) Εάν X = I2, A = t (x, y) P I2

ˇ

ˇx P t0, 1uu, Y = I και f : A ÝÑ Y η απεικόνιση
η οριζόμενη από τον τύπο

(x, y) ÞÝÑ f(x, y) :=

#

y, όταν x = 0,

1 ´ y, όταν x = 1,

τότε ο Y Yf X είναι μια ταινία τού Mö bius.
32Για κάθεw P Y Yf X (= (X + Y ) /Rf,A) η ίνα (φ+ ψ) (p´1(twu)) αποτελείται από ένα και μόνον σημείο.

Αυτό ισούται με το φ+ ψ(w) (όπως στην (B.3)).
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§ Προσάρτηση κυττάρων. Εδώ παρατίθεται μια ειδική αλλά πολύ σημαντική, από
θεωρητικής πλευράς, κατασκευή πηλικόχωρων δημιουργούμενων μέσω συνεχών α-
πεικονίσεων X Ě A

f
ÝÑ Y (που προσαρτούν τον X στον Y , βλ. εδ. B.2.12).

B.2.17 Ορισμός. ΕάνX είναι ένας τοπολογικός χώρος και η f : Sd´1 ÝÑ X μια
συνεχής απεικόνιση, τότε μπορούμε να σχηματίσουμε τον χώρο X Yf Bd (όπως
στον ορισμό B.2.12). Εισάγουμε τον ακόλουθο συμβολισμό:

$

’

’

&

’

’

%

p : Bd +X ÝÑ X Yf Bd για τη φυσική επίρριψη,

ed := p(B̊d) Ď X Yf Bd για τo d-κύτταρο και

i := p|X : X ãÑ X Yf Bd για τη συνήθη ένθεση.

ΟXYf Bd είναι η ένωση τούX με το d-κύτταρο ed. (Ενίοτε, αντί τούXYf Bd, γράφουμε
απλώς X Yf ed ή X Y ed και λέμε ότι ο X Yf ed προκύπτει κατόπιν προσαρτήσεως τού
d-κυττάρου en μέσω τής απεικονίσεως f, καθότι

X Yf e
d = X Y tp(z) P ed | z P Bd και p(z) = f(z), @z P Sd´1u.

Πρβλ. B.2.13 (i). Σημειωτέον ότι για d = 0 η προσάρτηση ενός 0-κυττάρου στον
X είναι η προσάρτηση ενός και μόνον σημείου στον X.)

B.2.18 Πρόταση. Εάν η f : Sd´1 ÝÑ X είναι συνεχής και επιρριπτική, τότε ο πε-
ριορισμός p|Bd : Bd ÝÑ X Yf e

d είναι μια ταυτισμική απεικόνιση. Κατά συνέπειαν,
ο X Yf ed δημιουργείται από την μπάλα Bd ύστερα από την ταύτιση συνοριακών
σημείων y, z P Sd´1 εάν και μόνον εάν f(y) = f(z).

B.2.19 Παραδείγματα. (i) Εάν f : Sd´1 ÝÑ X = tένα σημείοu, τότε

X Yf e
d « Bd/Sd´1 « Sd.

(ii) Εάν η f : Sd´1 ÝÑ X είναι σταθερή, τότε X Yf e
d « X _ (Bd/Sd´1) « X _ Sd.

(iii) Εάν f = idSd´1 : Sd´1 ÝÑ Sd´1, τότε Sd´1 Yf e
d « Bd.

(iv) Εάν η f : Sd´1 ãÑ Bd είναι η συνήθης ένθεση, τότε Bd Yf e
d « Sd.
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B.3 ΠΡΟΒΟΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

Εξέχουσα θέση (κυρίως λόγω των σημαντικών γεωμετρικών ιδιοτήτων τους) εντός
τής κλάσεως των παραδειγμάτων συνεκτικών συμπαγών τοπολογικών χώρων κατέ-
χουν οι λεγόμενοι προβολικοί χώροι. Έστω K P tR,C,HRu το σώμα των πραγμα-
τικών αριθμών R, το σώμα των μιγαδικών αριθμών C ή το στρεβλό σώμα HR των
τετρανίων υπεράνω τού R. (Βλ. εδ. 1.2.16 (iii).) Θέτουμε

ν := dimR(K) =

$

’

&

’

%

1, όταν K = R,
2, όταν K = C,

4, όταν K = HR,

(B.4)

θεωρούμε το (υποκείμενο σύνολο τού K) ως το Rν και το εφοδιάζουμε με τη συνήθη
(ευκλείδεια) τοπολογία. Ο K-διανυσματικός χώρος

Kd+1 = K ˆ ...ˆ K
looooomooooon

d+1 φορές

(d P N0)

είναι ωσαύτως τοπολογικός χώρος (ταυτιζόμενος με τον Rν(d+1)). Εδώ εξυπονο-
είται ότι εργαζόμαστε με τη μετρική τοπολογία την επαγoμένη από τις συνήθεις
στάθμες («νόρμες»):
‚ Για K = R και για κάθε x = (x0, x1, ..., xd) P Rd+1,

||x|| :=
b

x20 + x21 + ...+ x2d

‚ Για K = C και για κάθε z = (z0, z1, ..., zd) P Cd+1,

||z|| :=
a

|z0|2 + |z1|2 + ...+ |zd|2,

όπου zj := xj +
?

´1yj , xj := Re(zj), yj := Img(zj) και |zj | :=
b

x2j + y2j για κάθε
j P t0, ..., du.

‚ Για K = HR, θεωρώντας (ως συνήθως) το σύνολο tI, i, j, ku ως βάση τού HR (ως
τετραδιάστατου R-διανυσματικού χώρου) με

i2 = j2 = k2 = ´1, ij = ´ji = k, ik = ´ki = ´j, jk = ´kj = i,

ορίζεται για κάθε (a, b, c, d) P R4 το μέτρο τού τετρανίου ξ = aI+ bi+ cj+ dk P HR
ως ο πραγματικός αριθμός

|ξ| :=
a

a2 + b2 + c2 + d2,

δίνοντας το έναυσμα για τον ορισμό τής στάθμης

||ξ|| :=
a

|ξ0|2 + |ξ1|2 + ...+ |ξd|2

οιουδήποτε ξ = (ξ0, ξ1, ..., ξd) P Hd+1
R , όπου ξρ = aρI + bρi + cρj + dρk για κάθε

ρ P t0, ..., du.
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B.3.1 Ορισμός. Ως d-διάστατος προβολικός χώρος υπεράνω τού K ορίζεται ο
πηλικόχωρος

PdK := (Kd+1 ∖ t0Kd+1u)/ „
προβ.

ο δημιουργούμενος μέσω τής σχέσεως ισοδυναμίας

(x0, x1, ..., xd) „
προβ.

(x1
0, x

1
1, ..., x

1
d) ðñ

ορσ.
[Dλ P K∖ t0Ku : xj = λx1

j , @j P t0, 1, ..., du]

Συμβολισμός. [x0 : x1 : ... : xd] := κλάση ισοδυναμίας τού (x0, x1, ..., xd) ως
προς την “ „

προβ.
” (: ομογενείς συντεταγμένες).

B.3.2 Σημείωση. (i) Εάν για κάθε j P t0, ..., du θεωρήσουμε το σύνολο

Uj := t[x0 : x1 : ... : xd] P PdK |xj ‰ 0Ku,

παρατηρούμε ότι ορίζονται ομοιομορφισμοί

Kd Q (y1, ..., yd)
«

ÞÝÑ [y1 : ... : yj´1 : 1K : yj+1 : ... : yd] P Uj .

(ii) Έχουμε

P0
K = tένα σημείοu,

P1
K = t[x : 1K] |x P Ku Y t[1K : 0K]u

looooomooooon

κατ’ εκδοχήν σημείο

,

P2
K = t[x : y : 1K] | (x, y) P K2u Y t[x : y : 0K] |[x : y] P P1

Ku
looooooooooooooomooooooooooooooon

κατ’ εκδοχήν ευθεία

.

Άρα μπορούμε να κατασκευάσουμε εμφυτεύσεις:

P0
K Ř P1

K Ř P2
K Ř ... Ř PdK Ř Pd+1

K Ř ...,

ταυτίζοντας τον Pd´1
K με το σύνολο των σημείων [x0 : x1 : ... : xd´1 : 0] P PdK.

(iii) Ο χώρος P2
R καλείται πραγματικό προβολικό επίπεδο και ο P2

C μιγαδικό προβο-
λικό επίπεδο. Το πρώτο εξ αυτών των «προβολικών επιπέδων» είναι ένα σταυρωτό
διαπέτασμα (βλ. σχήμα στη σελ. 639), διότι η

f : B2 ÝÑ P2
R, x = (x1, x2) ÞÝÑ f(x) := [x1 : x2 :

a

1 ´ ||x||2],

είναι ταυτισμική απεικόνιση (βλ. εδ. B.2.7) με την

B2/Rf Q [x]Rf
f̄

ÞÝÑ f(x) P P2
R

ομοιομορφισμό και με Rf = RZ, όπου

Z :=
␣␣

txu| x P B2∖S1
(

,
␣

tx,´xu| x P S1
((

o διαμελισμός τού B2 τού εδ.33 B.2.11 (i).
33Πράγματι· εάν υποθέσουμε ότι ισχύει (x, x1) P Rf ðñ

ορσ.
f(x) = f(x1), τότε έχουμε προφανώς x1 = λx1

1,

x2 = λx1
2 και

a

1 ´ ||x||2 = λ
a

1 ´ ||x1||2 για κάποιο λ P R ∖ t0u. Εξ αυτών συμπεραίνουμε ότι λ P t˘1u, ήτοι
ότι x = ˘ x1.Άρα (x, x1) P RZ και, ως εκ τούτου, Rf Ď RZ.Ο αντίστροφος εγκλεισμός RZ Ď Rf είναι προφανής.
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B.4 ΤΡΟΧΙΑΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΧΩΡΟΙ ΦΑΚΟΥ

§ Τροχιακοί χώροι. Οι προβολικοί χώροι τής §B.3 μπορούν (μέχρις ομοιομορφισμού)
να θεωρηθούν ως ειδικοί τροχιακοί χώροι (προκύπτοντες από τη δράση τοπολογι-
κών ομάδων επί τοπολογικών χώρων).

B.4.1 Ορισμός. Ένα μη κενό σύνολο G, το οποίο είναι ταυτοχρόνως εφοδια-
σμένο με τη δομή μιας ομάδας (G, ¨) και με μια τοπολογία, καλείται τοπολογική
ομάδα όταν αμφότερες οι απεικονίσεις

GˆG Q (x, y) ÞÝÑ xy P G και G Q x ÞÝÑ x´1 P G

είναι συνεχείς (με το GˆG φέρον τη συνήθη τοπολογία γινομένου).

B.4.2 Παραδείγματα. (i) Η προσθετική ομάδα των πραγματικών αριθμών (R,+)

είναι τοπολογική ομάδα (ως προς τη συνήθη τοπολογία).
(ii) Ο κύκλος S1 = tz P C | |z| = 1u είναι τοπολογική (πολλαπλασιαστική) ομάδα,
καθότι οι

S1 ˆ S1 Q (eiθ1 , eiθ2) ÞÝÑ ei(θ1+θ2) P S1 και S1 Q eiθ ÞÝÑ e´iθ P S1

είναι συνεχείς.
(iii) Ο διδιάστατος τόρος T2 := S1 ˆ S1 και, γενικότερα, το καρτεσιανό γινόμενο
δυο τοπολογικών ομάδων είναι μια τοπολογική ομάδα.
(iv) Τοπολογικές ομάδες είναι η γενική γραμμική ομάδα34

GLd(R) := tA P Matdˆd(R) | det(A) ‰ 0u (d P N)

και η ορθογώνια (και αντιστοίχως, η ειδική ορθογώνια) ομάδα

Od(R) := tA P GLd(R) | A⊺ = A´1u

(και αντιστοίχως, SOd(R) := tA P Od(R) | det(A) = 1u)

με τη σχετική τοπολογία εντός τού ευκλειδείου χώρου Rd2 (όταν κανείς εκλαμβά-
νει κάθε πίνακα A P Matdˆd(R) ως σημείο τού Rd2). Κατ’ αναλογίαν, τοπολογικές
ομάδες είναι η (μιγαδική) γενική γραμμική ομάδα

GLd(C) := tA P Matdˆd(C) | det(A) ‰ 0u

και η μοναδιακή (και αντιστοίχως, η ειδική μοναδιακή) ομάδα

Ud(C) := tA P GLd(C) | A⊺
= A´1u

(και αντιστοίχως, SUd(C) := tA P Ud(C) | det(A) = 1u).

34Συνήθεις συμβολισμοί: Ως Matdˆd(R) (και αντιστοίχως, ως Matdˆd(C)) συμβολίζεται το σύνολο των (d ˆ d)-
πινάκων με εγγραφές ειλημμένες από το R (και αντιστοίχως, από το C), ως A⊺ ο ανάστροφος ενός πίνακα A, ως A´1 ο
αντίστροφος και ως det(A) η ορίζουσα ενός αντιστρέψιμου (dˆd)-πίνακα A, και ως A (και αντιστοίχως, A⊺) ο συζυγής
(και αντιστοίχως, ο αναστροφοσυζυγής) ενός A P GLd(C).
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Σημειωτέον ότι η GLd(R) (και αντιστοίχως, η GLd(C)), ως ανοικτός υπόχωρος τού
Rd2 (και αντιστοίχως, τού Cd2 = Rd2), είναι συμπαγής και ότι

SOd(R) ˆ S0 « Od(R), SUd(C) ˆ S1 « Ud(C).

Οι SOd(R),Ud(C) και SUd(C) είναι δρομοσυνεκτικές, ενώ η Od(R) διαθέτει ακρι-
βώς δύο δρομοσυνεκτικές συνιστώσες (καθεμία των οποίων είναι « SOd(R). Επί-
σης, η SOd(R) (και αντιστοίχως, η SUd(C)) είναι συμπαγής. Για μικρά n έχουμε:

SO1(R) = SU1(C) = tένα σημείοu, SO2(R) –
τ.ο.

U1(C) –
τ.ο.

S1, SU2(C) –
τ.ο.

S3

και SO3(R) –
τ.ο.

P3
R, όπου το “–

τ.ο.
” δηλοί ισομορφισμό τοπολογικών ομάδων (ήτοι

ισομορφισμό ομάδων που είναι -ταυτοχρόνως- και ομοιομορφισμός τοπολογικών
χώρων).

B.4.3 Ορισμός. Έστω (G, ¨) μια τοπολογική ομάδα και έστω X ένας τοπολογι-
κός χώρος. Μια δράση τής G επί τού X είναι μια συνεχής απεικόνιση

GˆX Q (g, x) ÞÝÑ g ‚ x P X,

τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι εξής συνθήκες35:
(i) g ‚ (g1 ‚ x) = (gg1) ‚ x, @(g, g1) P GˆG και @x P X,

(ii) 1G ‚ x = x, @x P X.

Για x P X το σύνολο orbG(x) := tg ‚ x | g P Gu καλείται τροχιά τού x. Επί τού
X ορίζεται η σχέση ισοδυναμίας ‘‘ „G ” ως εξής:

x „G x1 ðñ
ορσ.

orbG(x) = orbG(x1) ðñ [Dg P G : g ‚ x = x1].

(Προφανώς, [x]„G := ty P X|x „G yu = orbG(x), @x P X.) Ο πηλικόχωρος

X/G := X/ „G

καλείται τροχιακός χώρος (orbit space) τούX ως προς τη δράση τήςG επ’ αυτού.

B.4.4 Σημείωση. Για παγιωμένο g P G η X Q x ÞÝÑ g ‚x P X είναι ένας ομοιομορ-
φισμός (έχων εμφανώς την X Q x ÞÝÑ g´1 ‚ x P X ως αντίστροφό του).

B.4.5 Παραδείγματα. (i) Ο τροχιακός χώρος R/Z που κατασκευάζεται μέσω τής
δράσεως Z ˆ R Q (n, x) ÞÝÑ x+ n P Z είναι « S1.
(ii) Η (Z,+) δρα επί τού R2 ως εξής:

Z ˆ R2 Q (n, (x1, x2)) ÞÝÑ (x1 + n, x2) P R2

και δίδει R2/Z « S1 ˆ R (μέσω τού [(x1, x2)]„Z
«

ÞÝÑ (exp(2πix1), x2)).
35Προσοχή! Με το ένα (αχνό) “dot” σημειώνεται η (εσωτερική) πράξη τής ομάδας G και με το άλλο (έντονο) “dot”

(ή “bullet”) η δράση στοιχείων τήςG επί τούX.
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(iii) Η δράση

Z2 ˆ R2 Q ((m,n), (x1, x2)) ÞÝÑ (x1 +m,x2 +m) P R2

δίδει τον πηλικόχωρο R2/Z2 « S1 ˆ S1 =: T2.

(iv) Η (S1, ¨) (όπου S1 = tz P C | |z| = 1u) δρα επί τού C ως εξής:

S1 ˆ C Q (λ, z) ÞÝÑ λz P C.

Η τροχιά orbS1(z), για z P C∖ t0u, είναι ο κύκλος κέντρου t0u και ακτίνας |z|, ενώ
orbS1(t0u) = t0u. Άρα C/S1 « [0,+8).

(v) Εάν K P tR,Cu, ν όπως στην (B.4) και

p : Sν(d+1)´1 ÝÑ PdK, x ÞÝÑ Kx = tλx |λ P Ku Ď Kd+1,

δηλαδή

x = (x0, x1, ..., xd)
p

ÞÝÑ [x0 : x1 : ... : xn], για ν = 1,

x = (x0, y0, x1, y1, ..., xd, yd)
p

ÞÝÑ [x0 : y0 : ... : xd : yd], για ν = 2,

η p είναι μια ταυτισμική απεικόνιση και μάλιστα ισχύει

p(x) = p(x1) ðñ [Dλ P K με |λ| = 1 : x1 = λx].

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν τις ταυτίσεις S0 = t˘1u και S1 = tz P C | |z| = 1u και το
ότι οι εν λόγω σφαίρες φέρουν τη δομή πολλαπλασιαστικής ομάδας, καθώς και τις
ταυτίσεις

#

Sd = tx P Rd+1 : ||x|| = 1u

S2d+1 = tz P Cd+1 : ||z|| = 1u (Cd+1 = R2d+2)

+

,

έχουμε τη δυνατότητα ορισμού δράσεων

Sν´1 ˆ Sν(d+1)´1 ÝÑ Sν(d+1)´1, (µ, ξ0, ..., ξd) ÞÝÑ (µξ0, ..., µξd),

(μέσω πολλαπλασιασμού κατά συντεταγμένες) και τη δημιουργία τού τροχιακού χώ-
ρου Sν(d+1)´1/Sν´1, ο οποίος είναι εκ κατασκευής ομοιομορφικός τού PdK (πρβλ. εδ.
B.2.7):

p : Sν(d+1)´1/Sν´1 «
ÝÑ PdK.

Επειδή p(Sν(d+1)´1) = PdK, όπου η μοναδιαία σφαίρα Sν(d+1)´1 είναι συμπαγής,
συνεκτική, Hausdorff και 2η αριθμήσιμη (ως προς τη συνήθη τοπολογία), ο PdK είναι
ωσαύτως συμπαγής, συνεκτικός, Hausdorff και 2ος αριθμήσιμος.
(vi) Θεωρώντας τήν Od(R) ως υποομάδα τής Od+1(R) και την

Od+1(R) Q A p
ÞÝÑ A(0, 0, ..., 1)⊺ P Sd´1

διαπιστώνουμε (με παρόμοιο τρόπο) ότι

Od+1(R)/Od(R) « Sd



650 ΥΠΟΜΝΗΣΕΙΣ ΘΕΜΕΛΙΩΔΩΝ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΩΝ ΕΝΝΟΙΩΝ

και ότι
SOd+1(R)/SOd(R) « Sd

(κατόπιν περιορισμού επί τής SOd+1(R)). Κατ’ αναλογίαν, αποδεικνύονται και οι
ομοιομορφισμοί36

Ud+1(C)/Ud(C) « S2d+1, Od+1(R)/(Od(R) ˆ O1(R)) « PdR,

Ud+1(C)/(Ud(C) ˆ U1(C)) « PdC, Spd+1(HR)/(Spd(HR) ˆ Sp1(HR)) « PdHR
.

B.4.6 Πρόταση. Εάν μια τοπολογική ομάδα G δρα επί ενός τοπολογικού χώρου X
και αμφότεροι οι G και X/G είναι συνεκτικοί, τότε και ο X είναι συνεκτικός.

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ο X γράφεται ως ένωση δύο ξένων μεταξύ τους, μη
κενών, ανοικτών υποσυνόλων U και V. Επειδή η αντίστοιχη ταυτισμική απεικόνι-
ση p : X ÝÑ X/G είναι πάντοτε ανοικτή (βλ. B.2.7 (ii)) και επειδή ο X/G είναι
συνεκτικός, έχουμε

p (U) X p (V ) ‰ ∅.

Kαι για οιοδήποτε x P X με p (x) P p (U) X p (V ) ισχύει UX orbG (x) ‰ ∅ και VX

orbG (x) ‰ ∅. Αυτά τα δύο σύνολα αποσυνθέτουν την τροχιά orbG (x) τού x και
την εμφανίζουν ως αποσυνδετή ένωση δύο μη κενών, ανοικτών συνόλων. Από την
άλλη μεριά, η orbG (x) αποτελεί την εικόνα τής G μέσω τής συνεχούς απεικονίσεως

f : G ÝÑ X, g ÞÝÑ f(g) := g ‚ x,

Άρα η τροχιά orbG (x) τού x είναι συνεκτική37, απ’ όπου έπεται και η επιθυμητή
αντίφαση.

B.4.7 Πρόταση. Εάν μια πεπερασμένη (διακριτή) ομάδα G δρα επί ενός χώρου
Hausdorff X , τότε ο τροχιακός χώρος X/G είναι χώρος Hausdorff.

Αποδειξη. Έστω p : X ÝÑ X/G, x ÞÝÑ p(x) := [x]„G , η φυσική επίρριψη. Εάν
[x1]„G , [x2]„G P X/G και x1 ȷG x2, τότε g1 ‚ x1 ‰ g2 ‚ x2, για οιοδήποτε ζεύγος
g1, g2 P G, οπότε

p´1([x1]„G) X p´1([x2]„G) = tgx1 | g P Gu X tgx2 | g P Gu = ∅.

Επειδή αυτά τα σύνολα είναι πεπερασμένα, είναι δυνατόν (κατόπιν επαναλαμβα-
νόμενης εφαρμογής τής ιδιότητας τού Hausdorff) να κατασκευασθούν ανοικτά υ-
ποσύνολα U1, U2 τού X , τέτοια ώστε να ισχύει

U1 X U2 = ∅, p´1([x1]„G) Ď U1, p´1([x2]„G) Ď U2.

Επειδή p´1(p(X∖Uj)) =
Ť

gPG g‚(X∖Uj), για j P t1, 2u, το p´1(p(X∖Uj)) είναι
κλειστό υποσύνολο τού X. Άρα το p(X ∖ Uj), j P t1, 2u, είναι κλειστό υποσύνολο

36H Spd(HR) συμβολίζει τη συμπλεκτική ομάδα (που είναι ανάλογη τής ορθογώνιας αλλά) υπεράνω τού HR. Για πε-
ραιτέρω παραδείγματα αυτού τού είδους βλ. I.R. Porteous: Topological Geometry, second edition, Cambridge University
Press, 1981.

37Βλ., π.χ., [38], Theorem V.1.4, σελ. 108, [41], Chapter 3, Theorem 23.5, σελ. 150, ή [42], Πρόταση 7.5, σελ. 113.
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τού X/G και, κατ’ επέκταση, το

Wj := X/G∖ p(X ∖ Uj), j P t1, 2u,

είναι ανοικτό υποσύνολο τού X/G. Τέλος, επειδή

W1 XW2 = X/G∖ (p(X ∖ U1) Y p(X ∖ U2))

= X/G∖ p((X ∖ U1) Y (X ∖ U2))

= X/G∖ p(X ∖ (U1 X U2
looomooon

=∅

)) = X/G∖ p(X) = ∅,

ο τροχιακός χώρος X/G είναι όντως χώρος Hausdorff.

§ Χώροι φακού. Έχουν ήδη δοθεί διάφοροι χαρακτηρισμοί για το πραγματικό προ-
βολικό επίπεδο P2

R. Αυτό είναι αφ’ ενός μεν ένα σταυρωτό διαπέτασμα, αφ’ ετέ-
ρου δε ένας τροχιακός χώρος. (Βλ. B.3.2 (iii) και B.4.5 (v).) Υψώνοντας κατά ένα
τη διάσταση, ο τριδιάστατος πραγματικός προβολικός χώρος P3

R μπορεί να ιδωθεί
ως ένας «χώρος φακού» (συγκεκριμένα, είναι « L(2, 1)). Οι χώροι φακού L(p, q)
εισήχθησαν από τον H. Tietze38 το έτος39 1908 και έκτοτε έγιναν αντικείμενο μελέ-
της πληθώρας ερευνητών. Η ταξινόμησή τους μέχρις ομοιομορφισμού (μέσω μιας
απλούστατης αριθμοθεωρητικής συνθήκης ικανοποιούμενης από τις παραμέτρους
τους p και q) επετεύχθη το40 1935 από τον K. Reidemeister41 κάνοντας χρήση μιας
ειδικής συνδυαστικής αναλλοιώτου. (Βλ. θεώρημα B.4.11.) Μέσω των χώρων φα-
κού κατασκευάζονται παραδείγματα συμπαγών τοπολογικών χώρων που ναι μεν
είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι αλλά δεν είναι ομοιομορφικοί. (Βλ. εδ. B.5.20.)

38Tietze, Heinrich Franz Friedrich (31/8/1880-17/2/1964). Γερμανός μαθηματικός. Υπήρξε καθηγητής των Πανε-
πιστημίων τού Erlangen (1919-1924) και τού Μονάχου (1925-1950). Aφιέρωσε το μεγαλύτερο τμήμα τής ζωής του
στη μελέτη τοπολογικών προβλημάτων. Επιπροσθέτως, για την επίτευξη τοπολογικής διακρίσεως μεταξύ δυο κόμπων,
εφάρμοσε με ιδιαίτερη επιτυχία μεθόδους προερχόμενες από τη Θεωρία Ομάδων και την Αριθμοθεωρία.

39Βλ. H. Tietze: Über die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, Monatshefte für Mathematik
und Physik 19 (1908), 1-118.

40K. Reidemeister: Homotopie und Linsenräume, Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universität
Hamburg 11 (1935), 102-109.

41Reidemeister, Kurt Werner Friedrich (13/10/1893-8/7/1971). Γερμανός μαθηματικός. Εξεπόνησε τη διδακτορική
του διατριβή υπό την επίβλεψη τού E. Hecke (1887-1947). Ωστόσο, η έρευνά του μεταπήδησε σε σύντομο χρονικό διά-
στημα από την Αλγεβρική Θεωρία Αριθμών στη Γεωμετρία, υπό την επίδραση τής συνεργασίας του με τον W. Blaschke
(1885-1962). Εν συνεχεία, εστράφη στη μελέτη προβλημάτων προερχομένων από τη Συνδυαστική και την Αλγεβρι-
κή Τοπολογία, και από τη Θεωρία Κόμπων. Διετέλεσε καθηγητής στα Πανεπιστήμια τής Βιέννης (1922-1924), τού
Kö nigsberg (1925-1933), τού Marburg (1934-1954) και τού Gö ttingen (από το 1955). Συνέγραψε 17 βιβλία (ορισμέ-
να εξ αυτών επί τής Ιστορίας των Μαθηματικών) και άνω των 70 ερευνητικών εργασιών.
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B.4.8 Ορισμός. Ταυτίζοντας την S3 με το σύνολο t(z0, z1) P C2 | |z0|2+|z1|2 = 1u

και θεωρώντας δυο ακεραίους p, q με 0 ď q ă p και μκδ(p, q) = 1, είναι εύκολο
να διαπιστωθεί ότι η κυκλική ομάδα Zp = t[0]p, [1]p, ..., [p ´ 1]pu δρα επ’ αυτής
ως εξής42:

Zp ˆ S3 Q ([k]p, (z0, z1)) ÞÝÑ (exp( 2πikp )z0, exp( 2πiqkp )z1) P S3.

Η ομάδα Zp δρα (κατ’ αυτόν τον τρόπο) ελευθέρως43 επί τής μοναδιαίας σφαί-
ρας S2. Πράγματι· εάν [k]p ‚ (z0, z1) = (z0, z1), τότε exp( 2πikp )z0 = z0 και
exp( 2πiqkp )z1 = z1. Από την πρώτη εξίσωση έπεται ότι είτε exp( 2πikp ) = 1 είτε
z0 = 0. Στην πρώτη περίπτωση, kp P Z ñ p|k ñ k = 0. Στην δεύτερη περίπτωση,
z0 = 0, οπότε

|z1| = 1 ñ z1 ‰ 0 ñ exp( 2πiqkp ) = 1 ñ
kq
p P Z ùñ

μκδ(p,q)=1
p|k ñ k = 0.

Ο (λόγω των προτάσεων B.4.6 και B.4.7) συνεκτικός τροχιακός χώρος Hausdorff

L(p, q) := S3/Zp

καλείται χώρος φακού (με παραμέτρους τα p και q). (Πρβλ. εδ. E.1.13.)

Ο κλασικός γεωμετρικός ορισμός τού χώρου τού φακού είναι κάπως διαφορετικός.
(Βλ. ορισμό B.4.9 και θεώρημα B.4.10 για την ισοδυναμία των ορισμών μέχρις ο-
μοιομορφισμού.) Ας θεωρήσουμε (εντός τού R3) το στερεό (εν είδει «φακού») τού
κάτωθι σχήματος (που είναι « B3), το σύνορο τού οποίου αποτελείται από δύο συμ-
μετρικά πώματα συναντώμενα σε ένα κυκλικό στεφάνι.

Συμβολίζουμε τον βόρειο (αντιστοίχως, τον νότιο) πόλο αυτού ως P+ (και αντιστοί-

42Εδώ με το i σημειώνεται η φανταστική μονάδα.
43Έστω G μια τοπολογική ομάδα, η οποία δρα επί ενός τοπολογικού χώρου X. Λέμε ότι η G δρα ελευθέρως (ή ότι

στερείται σταθερών σημείων) επί τού X όταν g ‚ x ‰ x, @g P G ∖ t1Gu (δηλαδή όταν η X Q x ÞÝÑ g ‚ x P X
στερείται σταθερών σημείων, @g P G∖ t1Gu).
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χως, ως P´) και διαμερίζουμε το κυκλικό στεφάνι σε p ίσα τόξα

"
x0x1,

"
x1x2, ...,

"
xp´1x0 .

Κατόπιν τούτου συνδέουμε καθένα εκ των xj , 0 ď j ď p´1, με τα P+ και P´ (μέσω
μεγάκυκλων) χωρίζοντας καθένα των δύο πωμάτων σε p τριγωνικούς τομείς.

B.4.9 Ορισμός. Ορίζουμε τον τοπολογικό χώρο rL(p, q) ως τον ταυτισμικό χώρο
τον δημιουργούμενο από το στερεό τού προηγουμένου σχήματος κατόπιν ταυ-
τίσεως των τριγώνων με κορυφές τις xj , xj+1, P+ και xj+q, xj+q+1, P´ για κάθε
j P t0, 1, ..., p´1u, και μάλιστα έτσι, ώστε το xj να ταυτίζεται με το xj+q, το xj+1

με το xj+q+1, και το P+ με το P´. (Οι υποδείκτες j+1, j+ q, j+ q+1 οφείλουν
να διαβάζονται «mod p».)

B.4.10 Θεώρημα. L(p, q) « rL(p, q).

B.4.11 Θεώρημα (Ταξινόμηση χώρων φακού μέχρις ‘‘ « ”, Κ. Reidemeister, 1935.). Δυο
χώροι φακού L(p, q) και L(p1, q1) είναι μεταξύ τους ομοιομορφικοί εάν και μόνον
εάν p = p1 και είτε q ” ˘q1(mod p) είτε qq1 ” ˘1(mod p).

B.5 ΟΜΟΤΟΠΙΑ ΜΕΤΑΞΥ ΣΥΝΕΧΩΝ
ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΩΝ ΚΑΙ ΟΜΟΤΟΠΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ

Η «ομοτοπία» αποτελεί μία από τις πλέον θεμελιώδεις έννοιες τής Τοπολογίας.

B.5.1 Ορισμός. Εάν X,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι και f, g : X ÝÑ Y δυο
συνεχείς απεικονίσεις. Μια συνεχής απεικόνιση

H : X ˆ I ÝÑ Y (B.5)

καλείται ομοτοπία από την f στην g (και οι f, g ομότοπες) όταν

H(x, 0) = f(x) και H(x, 1) = g(x), @x P X.

Κάθε ομοτοπία (B.5) από την f στην g ορίζει μια μονοπαραμετρική οικογένεια
απεικονίσεων

Ht(x) := H(x, t), @t P I, με H0 = f και H1 = g.

Χρησιμοποιούμενος συμβολισμός:

f » g ðñ
ορσ

[οι f και g είναι ομότοπες].
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B.5.2 Πρόταση. Η “»” αποτελεί μια σχέση ισοδυναμίας επί τής κλάσεως όλων των
συνεχών απεικονίσεων f : X ÝÑ Y μεταξύ δυο τοπολογικών χώρων X και Y.

Αποδειξη. Αυτοπάθεια. Εάν f : X ÝÑ Y είναι μια συνεχής απεικόνιση, τότε f » f

μέσω τής ομοτοπίας

X ˆ I Q (x, t) ÞÝÑ H(x, t) := f(x) P Y.

Συμμετρικότητα. Εάν H : X ˆ I ÝÑ Y είναι μια ομοτοπία από την f στην g, τότε η
ακόλουθη είναι μια ομοτοπία από την g στην f :

X ˆ I Q (x, t) ÞÝÑ H´(x, t) := H(x, 1 ´ t) P Y.

Μεταβατικότητα. Εάν H1 : X ˆ I ÝÑ Y και H2 : X ˆ I ÝÑ Y είναι ομοτοπίες από
την f στην g και από την g στην h, αντιστοίχως, τότε ορίζουμε την H : X ˆ I ÝÑ Y

μέσω τού τύπου

H(x, t) :=

#

H1(x, 2t), όταν t P [0, 12 ],

H2(x, 2t´ 1), όταν t P [ 12 , 1].

Αυτή η H είναι καλώς ορισμένη, διότι H1(x, 1) = g(x) = H2(x, 0). Επιπροσθέτως,
είναι συνεχής44 και ισχύει H(x, 0) = H1(x, 0) = f(x), H(x, 1) = H2(x, 1) = h(x).

Άρα η H είναι ομοτοπία από την f στην h.

B.5.3 Συμβολισμός. Για κάθε συνεχή απεικόνιση f : X ÝÑ Y θα σημειώνουμε με
το σύμβολο [f ]ομ.

X,Y την κλάση ισοδυναμίας της ως προς την “»”, ήτοι45

[f ]ομ.
X,Y := th : X ÝÑ Y συνεχής| f » hu

(που καλείται, ιδιαιτέρως, και κλάση ομοτοπίας τής f).

44Βλ. λήμμα τής συγκολλήσεως (gluing lemma), π.χ., στον Dugundji [38], Chapter III, Theorem 9.4, σελ. 83, και στον
Munkres [41], Chapter 2, Theorem 18.3, σελ. 108-109.

45Προφανώς, [f ]
ομ.
X,Y = [g]

ομ.
X,Y ô f » g.
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B.5.4 Πρόταση. Η “»” είναι συμβατή με τη σύνθεση συνεχών απεικονίσεων, δηλαδή
εάν οι f, g : X ÝÑ Y και f 1, g1 : Y ÝÑ Z είναι συνεχείς απεικονίσεις, τότε ισχύει η
ακόλουθη συνεπαγωγή: [f » g και f 1 » g1] ùñ f 1 ˝ f » g1 ˝ g.

Αποδειξη. Εάν H1 : X ˆ I ÝÑ Y και H2 : X ˆ I ÝÑ Y είναι ομοτοπίες από την f
στην g και από την f 1 στην g1, αντιστοίχως, τότε ορίζουμε την

H : X ˆ I ÝÑ Y, (x, t) ÞÝÑ H(x, t) := H2(f(x), t).

Αυτή είναι προδήλως συνεχής, H(x, 0) = H2(f(x), 0) = f 1(f(x)) = (f 1 ˝ f)(x) και

H(x, 1) = H2(f(x), 1) = g1(f(x)) = (g1 ˝ f)(x).

Εν συνεχεία, παρατηρούμε ότι για τη σύνθεση H 1 := g1 ˝ H1 (που είναι προδήλως
συνεχής) ισχύει H 1(x, 0) = (g1 ˝H1) (x, 0) = g1(f(x)) = (g1 ˝ f)(x) και

H 1(x, 1) =
(
g1 ˝H1

)
(x, 1) = g1(g(x)) = (g1 ˝ g)(x).

Εξ αυτών έπεται ότι
f 1 ˝ f » g1 ˝ f

g1 ˝ f » g1 ˝ g

+

ùñ
B.5.2

f 1 ˝ f » g1 ˝ g,

οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.

B.5.5 Ορισμός. Μια συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y μεταξύ δυο τοπολογικών
χώρων καλείται μηδενοομοτοπική όταν f » consty0 , για κάποιο y0 P Y, όπου
consty0(x) := y0 για κάθε x P X. Ένας τοπολογικός χώρος X καλείται συσταλ-
τός (contractible) όταν η ταυτοτική απεικόνιση idX είναι μηδενοομοτοπική.

B.5.6 Παραδείγματα. (i) Εάν οι f, g : R ÝÑ R2 είναι οι απεικονίσεις οι οριζόμενες
από τους τύπους f(x) := (x, x2) και g(x) := (x, x), για κάθε x P R, τότε η

H(x, t) := (x, x2 ´ tx2 + tx)

είναι μια ομοτοπία από την f στην g.
(ii) Έστω X τυχών τοπολογικός χώρος. Τότε οιεσδήποτε συνεχείς απεικονίσεις
f, g : X ÝÑ Rd είναι ομότοπες. Μια συγκεκριμένη ομοτοπία από την f στην g
είναι η λεγoμένη ομοτοπία των ευθυγράμμων τμήματων:

H(x, t) := (1 ´ t)f(x) + tg(x), @(x, t) P X ˆ I.
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(iii) Εάν Y είναι ένας τοπολογικός χώρος και f : Rd ÝÑ Y συνεχής απεικόνι-
ση, τότε η f είναι μηδενοομοτοπική. (Αρκεί προς τούτο να θεωρηθεί η ομοτοπία
H(x, t) := f((1 ´ t)x), @(x, t) P Rd ˆ I.)
(iv) Η σύνθεση μιας μηδενοομοτοπικής απεικονίσεως με μια τυχούσα συνεχή απει-
κόνιση είναι μηδενοομοτοπική. (Βλ. πρόταση B.5.4.)
(v) Οι συσταλτοί τοπολογικοί χώροι είναι δρομοσυνεκτικοί (και, κατ’ επέκταση,
συνεκτικοί). Το να είναι ένας χώρος συσταλτός αποτελεί μια τοπολογική ιδιότητα.
(Εάν οX είναι συσταλτός, τότε και κάθε τοπολογικός χώρος ομοιομορφικός τούX
είναι συσταλτός). Επί παραδείγματι, μέσω τής ομοτοπίας H(x, t) := (1 ´ t)x δια-
πιστώνουμε ότι οι χώροι Rd και Bd είναι συσταλτοί. Ως εκ τούτου, όλα τα κύτταρα
και όλες οι μπάλες είναι χώροι συσταλτοί.
(vi) Ένας υπόχωρος X τού Rd καλείται αστρόμορφος όταν υπάρχει ένα σημείο
x0 P X, τέτοιο ώστε το ευθύγραμμο τμήμα το οριζόμενο από το x0 και το x ανή-
κει στονX, @x P X.Η ομοτοπίαH(x, t) := (1´ t)x+ tx0, @(x, t) P Xˆ I, δείχνει ότι
οι αστρόμορφοι (και, ιδιαιτέρως, οι κυρτοί46) υπόχωροι τού Rd είναι συσταλτοί.

(vii) Έστω X τυχών τοπολογικός χώρος. Κάθε συνεχής, μη επιρριπτική απεικόνιση
f : X ÝÑ Sd είναι μηδενοομοτοπική. Έστω y0 P Sd ∖ f(X).

Πρώτη απόδειξη: Κάθε f αυτού τού είδους είναι η σύνθεση τής

X ÝÑ Sd ∖ ty0u, x ÞÝÑ f(x),

με την ένθεση Sd ∖ ty0u ãÑ Sd. Επειδή το κύτταρο Sd ∖ ty0u είναι συσταλτό, η f
είναι μηδενοομοτοπική.
Δεύτερη απόδειξη: Το ευθύγραμμο τμήμα το συνδέον τα f(x) και ´y0 εντός τού
Rd+1 δεν περιέχει το 0 P Rd+1 (διότι αλλιώς θα είχαμε y0 = f(x) P f(X)). Επομέ-
νως η

X ˆ I Q (x, t) ÞÝÑ H(x, t) =
(1 ´ t)f(x) ´ ty0

||(1 ´ t)f(x) ´ ty0||
P Sd

είναι μια ομοτοπία από την f στη σταθερή απεικόνιση x ÞÝÑ ´y0, @x P X.

46Ένας υπόχωρος τού Rd καλείται, ως γνωστόν, κυρτός (convex) όταν το ευθύγραμμο τμήμα το οριζόμενο από δύο
τυχόντα σημεία του x και y ανήκει πάντοτε σε αυτόν. Προφανώς, κάθε κυρτός υπόχωρος τού Rn είναι αστρόμορφος
(star shaped). Ωστόσο, το αντίστροφο δεν είναι πάντοτε αληθές. (Επί παραδείγματι, το υποσύνολο τούR2 που δείχνεται
στο άνωθι σχήμα είναι αστρόμορφο και μη κυρτό.)
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B.5.7 Ορισμός. Εάν f, g : X ÝÑ Y είναι δυο συνεχείς απεικονίσεις μεταξύ το-
πολογικών χώρων και ο A υπόχωρος τού X, τέτοιος ώστε να ισχύει f |A = g|A ,

τότε οι f και g ονομάζονται ομότοπες σχετικώς προς τον υπόχωρο A (συμβολι-
κώς: f » g σχ. A) όταν υπάρχει μια ομοτοπία H : X ˆ I ÝÑ Y από την f στην
g σχετικώς προς το A, ήτοι με

H(a, t) = f(a) = g(a)

για κάθε a P A. (Για όλα τα a P A τα σημεία f(a) = g(a) δεν επηρεάζονται κατά
την εφαρμογή τής H.)

B.5.8 Πρόταση. Η “» σχ. A” αποτελεί μια σχέση ισοδυναμίας επί τής κλάσεως
όλων των συνεχών απεικονίσεων f : X ÝÑ Y μεταξύ δυο τοπολογικών χώρων X
και Y, όπου A οιοσδήποτε παγιωμένος υπόχωρος τού X.

Αποδειξη. Πανομοιότυπη εκείνης τής προτάσεως B.5.2.

B.5.9 Συμβολισμός. Για κάθε συνεχή απεικόνιση f : X ÝÑ Y θα σημειώνουμε με
το σύμβολο [f ]ομ.

(X,A),Y την κλάση ισοδυναμίας της ως προς την “» σχ. A”, όπου A
κάποιος παγιωμένος υπόχωρος τού X, ήτοι

[f ]ομ.
(X,A),Y := th : X ÝÑ Y συνεχής| f » h σχ.Au

(που καλείται, ιδιαιτέρως, και κλάση ομοτοπίας τής f σχετικώς προς τον A).

B.5.10 Πρόταση. Έστω p : X ÝÑ Y μια ταυτισμική απεικόνιση (υπό την έννοια
τού ορισμού B.2.7) και έστωH : Y ˆI ÝÑ Z μια απεικόνιση, τέτοια ώστε η σύνθεση
H ˝ (pˆ idI) : Xˆ I ÝÑ Z να είναι μια ομοτοπία. Τότε και ηH είναι μια ομοτοπία.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, ηH˝(pˆ idI) είναι συνεχής. Επειδή το I είναι συμπαγές,
είναι εύκολο να δειχθεί ότι η pˆ idI είναι ταυτισμική, οπότε η H οφείλει να είναι
συνεχής (επί τη βάσει τού B.2.7 (iii)).

B.5.11 Πόρισμα. Εάν οι X,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι, επί των οποίων έχουν
ορισθεί σχέσεις ισοδυναμίας R και S, αντιστοίχως, και η H : X ˆ I ÝÑ Y μια
ομοτοπία συμβατή με αυτές (δηλ. x „R x1 ùñ H(x, t) „S H(x1, t), @t P I), τότε
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μέσω τής H επάγεται μια ομοτοπία

H : X/R ˆ I ÝÑ Y /S, ([x]„R
, t) ÞÝÑ [H(x, t)]„S

.

B.5.12 Παράδειγμα. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και έστω cone(X) ο κώνος
υπεράνω τού X (ο ορισθείς στο εδ. B.2.11 (ii)). Η απεικόνιση

H : (X ˆ I) ˆ I ÝÑ X ˆ I, ((x, s), t) ÞÝÑ (x, (1 ´ t)s+ t),

είναι μια ομοτοπία μεH(X ˆ I, t) = X ˆ t1u, @t P I. Κατά συνέπειαν, επάγεται μια
ομοτοπία

H : cone(X) ˆ I ÝÑ cone(X).

Επειδή H0 = idcone(X) και H1(cone(X)) = [X ˆ t1u]„, ο κώνος cone(X) είναι
χώρος συσταλτός.

Ένα πλήθος προβλημάτων τής Τοπολογίας αποτελούν ειδικές περιπτώσεις τού λε-
γομένου προβλήματος τής επεκτάσεως: Εάν δοθεί ένας τοπολογικός χώροςX, ένας
υπόχωρος A Ď X, καθώς και μια συνεχής απεικόνιση f : A ÝÑ Y, υφίσταται
κάποια συνεχής απεικόνιση g : X ÝÑ Y, ούτως ώστε f = g|A;

X
Dg;

  
œ

A
/ �

>>

f
// Y

Επί παραδείγματι, δυο συνεχείς απεικονίσεις f0, f1 : X ÝÑ Y είναι ομοτοπικές
εάν και μόνον εάν η απεικόνιση

(X ˆ t0u) Y (X ˆ t1u) ÝÑ Y, (x, 0) ÞÝÑ f0(x), (x, 1) ÞÝÑ f1(x)

είναι (συνεχώς) επεκτάσιμη επί τού κυλίνδρου X ˆ I. (Ως εκ τούτου, το πρόβλημα
(υπάρξεως) ομοτοπίας αποτελεί ειδική περίπτωση τού προβλήματος τής επεκτάσε-
ως, το οποίο είναι επιλύσιμο μόνον υπό συγκεκριμένους περιορισμούς.)

B.5.13 Ορισμός. ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος. Ένας υπόχωροςA Ď X κα-
λείται σύμπτυξη τούX (retract ofX) όταν υπάρχει μια απεικόνιση συμπτύξεως
(retraction map) r : X ÝÑ A, ήτοι μια συνεχής απεικόνιση με r|A = idA.

B.5.14 Παραδείγματα. (i) Κάθε τoπολογικός X είναι σύμπτυξη τού εαυτού του.
Επίσης, κάθε μονοσύνολο txu αποτελούμενο από ένα σημείο x ενός τοπολογικού
χώρου X είναι σύμπτυξη τού X.
(ii) ΕάνB είναι σύμπτυξη τούA καιA σύμπτυξη τούX, τότε και οB είναι σύμπτυξη
τού X.
(iii) Εάν δοθούν δυο τοπολογικοί χώροιX,Y, τότε ο υπόχωροςX (ή ο υπόχωρος Y )
τής μονοσημειακής ενώσεως X _ Y είναι σύμπτυξη τής X _ Y. Επίσης, εάν y0 P Y,

τότε ο X ˆ ty0u είναι σύμπτυξη τού X ˆ Y.

(iv) Οι συμπτύξεις χώρων Hausdorff είναι πάντοτε κλειστοί υπόχωροι.
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K. Borsuk

Οι όροι σύμπτυξη και ομοτοπία εισήχθησαν στην Τοπολογία περί το έτος
1931 από τον K. Borsuk47. Για μια πρώτη επαφή με τη γενική θεωρία των
συμπτύξεων (ANE’s, AR, ANR , LC spaces κ.ά.), βλ. το σύγγραμμα [71]
τού Hu.

B.5.15 Πρόταση. Δοθέντων δυο τοπολογικών χώρων X,Y και ενός κλειστού υπό-
χωρου A Ď X, μια συνεχής απεικόνιση f : A ÝÑ Y είναι (συνεχώς) επεκτάσιμη
επί τού X εάν και μόνον εάν ο Y είναι σύμπτυξη τού Y Yf X. (Βλ. ορισμό B.2.12.)

Αποδειξη. Έστω p : X + Y ÝÑ Y Yf X η φυσική επίρριψη. Εάν g : X ÝÑ Y

είναι μια συνεχής επέκταση τής f, τότε η σύνθεση (g+ idY ) ˝ p´1 : Y Yf X ÝÑ Y

είναι μια απεικόνιση συμπτύξεως. (Πρβλ. πρόταση B.2.5.) Και αντιστρόφως· εάν η
r : Y Yf X ÝÑ Y είναι μια απεικόνιση συμπτύξεως, τότε η σύνθεση g := r ˝ (p|X)

είναι μια συνεχής επέκταση τής f .

B.5.16 Πρόταση. Έστω Y τυχών τοπολογικός χώρος. Τότε μια συνεχής απεικόνιση
f : Sd ÝÑ Y είναι μηδενοομοτοπική εάν και μόνον εάν είναι (συνεχώς) επεκτάσιμη
επί τής μπάλας Bd+1 (δηλαδή εάν και μόνον εάν ο Y είναι σύμπτυξη τού Y Yf e

n+1).

Αποδειξη. Έστω g : Bd+1 ÝÑ Y μια συνεχής επέκταση τής f . Τότε η

H : Sd ˆ I ÝÑ Y, (x, t) ÞÝÑ H(x, t) := g(tx),

είναι ομοτοπία με H0 = σταθερά και H1 = f. Εάν η H : Sd ˆ I ÝÑ Y είναι,
αντιστρόφως, μια ομοτοπία με H(Sd ˆ t0u) = y0 P Y και H(x, 1) = f(x), @x P Sd,
τότε η απεικόνιση p : SdˆI ÝÑ Bd+1, p(x, t) := tx, @(x, t) P SdˆI, είναι ταυτισμική,
οπότε η g := H ˝ p´1 είναι συνεχής (βλ. B.2.5) και g|Sd = f.

Μια συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y μεταξύ τοπολογικών χώρων είναι ομοιομορ-
φισμός όταν υπάρχει συνεχής g : Y ÝÑ X με g ˝ f = idX και f ˝ g = idY . Εάν
κανείς αντικαταστήσει τις ισότητες με “»”, τότε προκύπτει η ακόλουθη σημαντική
έννοια (τής ομοτοπικής ισοδυναμίας):

B.5.17 Ορισμός. Μια συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y μεταξύ δυο τοπολογι-
κών χώρων X και Y καλείται ομοτοπική ισοδυναμία όταν υπάρχει μια συνεχής
απεικόνιση g : Y ÝÑ X με g ˝ f » idX και f ˝ g » idY . Χρησιμοποιούμενος
συμβολισμός:

X » Y ðñ
ορσ.

[D κάποια ομοτοπική ισοδυναμία f : X ÝÑ Y ].

(Εν τοιαύτη περιπτώσει λέμε ότι οι X και Y είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι ή ότι
διαθέτουν τον ίδιο ομοτοπικό τύπο48.)

47Borsuk, Karol (8/5/1905-24/1/1982). Πολωνός μαθηματικός. Καθηγητής τού Πανεπιστημίου τής Βαρσοβίας από
το1938.Έγραψε αξιόλογες εργασίες επί τής Τοπολογίας και των θεμελίων τής πολυδιάστατης Αναλυτικής Γεωμετρίας.
Είναι αυτός που εισήγαγε τις έννοιες «σύμπτυξη», «απόλυτη σύμπτυξη» και «ομοτοπία», όπως τις γνωρίζουμε σήμερα.
Ο Borsuk διακρίθηκε ιδιαιτέρως για τα άρθρα του επί τής θεωρίας των σταθερών σημείων.

48Κατ’ αναλογίαν, ο συμβολισμός X fi Y θα δηλοί ότι οιX και Y δεν είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι.
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B.5.18 Παράδειγμα. Ο Rd ∖ t0u έχει τον ομοτοπικό τύπο τής Sd´1. Πράγματι· εάν
i : Sd´1 ãÑ Rd ∖ t0u είναι η συνήθης ένθεση και

g : Rd ∖ t0u ÝÑ Sd´1, x ÞÝÑ g(x) :=
x

||x||
,

τότε g ˝ i » idSd´1 και i ˝ g » idR∖t0u μέσω τής

H(x, t) := (1 ´ t)x + tg(x).

Η περίπτωση, κατά την οποία d = 2, εικογραφείται στο επόμενο σχήμα. Τα βέλη
υποδεικνύουν το πώς τα σημεία κινούνται κατά τη σταδιακή εφαρμογή τής H.

Φυσικά, ομοιομορφικοί χώροι διαθέτουν τον ίδιο ομοτοπικό τύπο. Ωστόσο, υπάρ-
χουν πάμπολλα παραδείγματα συνεκτικών (ακόμη και συμπαγών) τοπολογικών χώ-
ρων, οι οποίοι είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι αλλά όχι ομοιομορφικοί49. Κάποια α-
πλά παραδείγματα αυτού τού είδους προκύπτουν άμεσα εάν κανείς ανακαλέσει το
θεώρημα τής ταξινομήσεως των χώρων φακού μέχρις ομοτοπικής ισοδυναμίας50.

B.5.19 Θεώρημα (Ταξινόμηση χώρων φακού μέχρις ‘‘ » ”, J.H.C. Whitehead, 1941.).
Δυο χώροι φακού L(p, q) και L(p1, q1) είναι ομοτοπικώς ισοδύναμοι εάν και μόνον
εάν51

p = p1 και q ” ˘k2q1(modp)

για κάποιον k P t1, ..., p´ 1u.

B.5.20 Παράδειγμα. Για τους χώρους φακού L(7, 1) και L(7, 2) έχουμε

L(7, 1) » L(7, 2) αλλά L(7, 1) ff L(7, 2),

διότι 2 ” 32(mod 7) & 2 ı ˘1(mod 7) (βάσει των θεωρημάτων B.5.19 και B.4.11).

49Στο παράδειγμα B.5.18 οι Sd´1 και Rd∖t0u έχουν τον ίδιο ομοτοπικό τύπο αλλά δεν μπορεί να είναι ομοιομορ-
φικοί χώροι, διότι ο πρώτος εξ αυτών είναι συμπαγής, ενώ ο δεύτερος δεν είναι. Αντιθέτως, στο παράδειγμα B.5.20, τα
θεωρούμενα πολυπτύγματα είναι ισοδιάστατα και (αμφότερα) συμπαγή.

50Βλ. J.H.C. Whitehead: On incidence matrices, nuclei and homotopy types, Annals of Math. (2) 42 (1941), 1197-1239.
51Εάν υποτεθεί ότι L(p, q) » L(p1, q1), για μια απλή απόδειξη τού ότι ικανοποιούνται κατ’ ανάγκην αυτές οι αριθ-

μητικές συνθήκες, βλ. Hilton & Wylie [69], σελ. 223-225.
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B.5.21 Πρόταση. Ένας τοπολογικός χώρος X είναι συσταλτός εάν και μόνον εάν
έχει τον ομοτοπικό τύπο ενός σημείου.

Αποδειξη. Δοθέντος ενός σημείου x0 P X , σημειώνουμε ως cx0 : X ÝÑ tx0u τη
σταθερή απεικόνιση και ως i : tx0u ãÑ X τη συνήθη ένθεση. Εάν idX » cx0 , τότε
οι προηγούμενες απεικονίσεις δείχνουν ότι X » tx0u. Και αντιστρόφως· εάν μας
δοθούν συνεχείς απεικονίσεις f : X ÝÑ tx0u και g : tx0u ãÑ X, με g ˝ f » idX και
f ˝ g » idtx0u, τότε η idX είναι ομότοπη τής x ÞÝÑ g(x0).

B.5.22 Ορισμός. Έστω A ένας υπόχωρος ενός τοπολογικού χώρου X και έστω
i : A ãÑ X η συνήθης ένθεση. O A καλείται παραμορφωτική σύμπτυξη τού X
(deformation retract of X) όταν υπάρχει απεικόνιση συμπτύξεως52 r : X Ñ A

(βλ. B.5.13) για την οποία ισχύει i ˝ r » idX . Εάν, επιπροσθέτως, i ˝ r » idX
σχ.A (βλ. εδ. B.5.7), τότε οA καλείται ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τούX
(strong deformation retract of X).

B.5.23 Σημείωση. Εάν ο A είναι παραμορφωτική σύμπτυξη τού X, τότε A » X.

B.5.24 Παραδείγματα. (i) Η μοναδιαία σφαίρα Sd´1 είναι ισχυρή παραμορφωτική
σύμπτυξη των Bd ∖ t0u, Rd ∖ t0u (ή ακόμα και τού Bd ∖ tx0u, όπου x0 P B̊d). Η
απόδειξη κάνει χρήση τής ομοτοπίας τής ορισθείσας στο παράδειγμα B.5.18.
(ii) Εάν B είναι παραμορφωτική (και αντιστοίχως, ισχυρή παραμορφωτική) σύμ-
πτυξη τούA καιA παραμορφωτική (και αντιστοίχως, ισχυρή παραμορφωτική) σύμ-
πτυξη τού X, τότε και ο B είναι παραμορφωτική (και αντιστοίχως, ισχυρή παρα-
μορφωτική) σύμπτυξη τού X.
(iii) Το κάτωθι σχήμα δείχνει (κατά σειράν) τις ακόλουθες παραμορφωτικές συμ-
πτύξεις ενός δίσκου (« B2) που φέρει δύο τρύπες: τη μονοσημειακή ένωση δύο
κύκλων (γνωστή και ως περίγραμμα τού αριθμού 8), δύο κύκλους συνδεδεμένους
μέσω ενός ευθυγράμμου τμήματος και έναν χώρο που ομοιάζει με το γράμμα Θ.

52Προφανώς, r ˝ i = idA.
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(iv) ΕάνX είναι ένας τοπολογικός χώρος, τότε τόσον το «δάπεδο»Xˆt0u όσον και
η «οροφή»Xˆ t1u τού (μοναδιαίου) κυλίνδρουXˆ I (βλ. B.2.11 (ii)) είναι ισχυρές
παραμορφωτικές συμπτύξεις τούXˆI.Επίσης, η κορυφή τού cone(X) είναι ισχυρή
παραμορφωτική σύμπτυξη αυτού.
(v) ΕάνX,Y είναι δυο τοπολογικοί χώροι και ty0u ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυ-
ξη τού Y (όπου y0 P Y ), τότε ο X ˆ ty0u είναι ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη
τού X ˆ Y και ο X ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τού X _ Y.

B.5.25 Πρόταση. ΈστωA ένας κλειστός υπόχωρος ενός τοπολογικού χώρουX και
έστω f : A ÝÑ Y μια συνεχής απεικόνιση. Εάν ο A είναι ισχυρή παραμορφωτική
σύμπτυξη τού X , τότε ο Y είναι ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τού Y Yf X .

Αποδειξη. Έστω H : X ˆ I ÝÑ X μια ομοτοπία σχετική προς το A (βλ. B.5.7) με
H0 = idX και H1(X) = A. Τότε η επαγoμένη ομοτοπία:

(X ˆ Y ) ˆ I ÝÑ X + Y

είναι συμβατή με τη σχέση ισοδυναμίας a „ f(a), a P A, και (λόγω τού B.5.11) η
ομοτοπία

H : (Y Yf X) ˆ I ÝÑ Y Yf X

για την οποία ισχύει H0 = idYYfX και H1(Y Yf X) = Y μας οδηγεί στην επαλή-
θευση τού ισχυρισμού.

B.6 ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΟΜΑΔΑ

H. Poincaré

Η έννοια τής θεμελιώδους ομάδας εισήχθη το 1895 (και, σε κά-
πως ακριβέστερη διατύπωση, το 1904) από τον Poincaré53 (ως
προϊόν των μελετών του περί τού συσχετισμού κλειστών δρόμων
σε επιφάνειες και συστημάτων υποκαταστάσεως πλειότιμων συ-
ναρτήσεων επ’ αυτών, στο πλαίσιο τής Θεωρίας Συναρτήσεων
τού Fuchs), ενώ η αλγεβρική της υπόσταση ξεκίνησε να κεντρίζει
το ενδιαφέρον των ερευνητών αργότερα, ιδίως περί τη δεύτερη
και την τρίτη δεκαετία τού 20ου αιώνα. (Πρβλ. Scholz [125], σελ.
311-315, και Stillwell [127], σελ. 110-116.)

53Poincaré, Henri (29/4/1854-17/7/1912). Γάλλος μαθηματικός, φυσικός, αστρονόμος και φιλόσοφος. Εξάδελφος τού
ενάτου προέδρου (1913-1920) τής Γαλλικής Δημοκρατίας, Raymond Poincaré. Σπούδασε μηχανολογία στο Πολυτε-
χνείο των Παρισίων, αλλά σύντομα ανακάλυψε την κλίση του στα Μαθηματικά. Το 1879 εξεπόνησε τη διδακτορική του
διατριβή υπό τον G. Darboux επί ορισμένων διαφορικών εξισώσεων. Έκτοτε η σταδιοδρομία του υπήρξε υποδειγματι-
κή. Διετέλεσε μάλιστα καθηγητής τής Sorbonne (από το 1885), όπου δίδαξε Μαθηματική Φυσική, Ουράνιο Μηχανική
και Ανάλυση. Ο μέγας γεωμέτρης F. Klein τον χαρακτήρισε στις αρχές τού εικοστού αιώνα ως τον «πλέον αναγνωρι-
σμένο εκπρόσωπο των Γαλλικών Μαθηματικών». Πράγματι· την εποχή που έζησε πιθανώς να μην υπήρχε άλλος τόσο
«καθολικός μαθηματικός» με τέτοια φαντασία και αποδοτικό έργο. Ο Poincaré ήταν ιδιαίτερα παραγωγικός. (250 ερευ-
νητικές εργασίες και άλλες τόσες εκλαϊκευμένες δημοσιεύσεις, λόγοι και άρθρα φιλοσοφικού περιεχομένου κοσμούν
το πνευματικό του κληροδότημα). Οι κύριες περιοχές τής έρευνάς του περιλαμβάνουν τη Θεωρία των Μιγαδικών Συ-
ναρτήσεων, τη Θεωρία Δυναμικού, τη Θερμοδυναμική, την Υδρομηχανική, τη Θεωρία Ελαστικότητας, την Οπτική, την
Ηλεκτροδυναμική, τον Ηλεκτρομαγνητισμό, την Κοσμολογία κ.α. Εξάλλου δίκαια θεωρείται ως ο πατέρας τής σύγχρο-
νης Αλγεβρικής Τοπολογίας (που τότε ονομαζόταν «Analysis Situs»). Για μια σύγχρονη εισαγωγή στο τοπολογικό του
έργο οι αναγνώστες παραπέμπονται στα δύο πρώτα κεφάλαια τού βιβλίου [116] τού J. Dieudonné. Για περισσότερα
βιογραφικά στοιχεία βλ. E. T. Bell: Οι μαθηματικοί. Τόμος ΙΙ. (Από τον Lobatchewsky έως τον Cantor), σε μετάφραση
Ν. Σταματάκη, Π. Ε. Κ., 1993, κεφ. 28, σελ. 389-436.
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B.6.1 Ορισμός. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Εάν

α, β : I ÝÑ X

είναι δρόμοι εντός τού X (υπό την έννοια τού ορισμού B.1.10, όπου I := [0, 1]),
για τους οποίους ισχύει α (1) = β(0), τότε ως γινόμενο των α, β ορίζεται ο
δρόμος54

I Q t ÞÝÑ (α f β)(t) :=

#

α(2t), όταν t P [0, 12 ],

β(2t´ 1), όταν t P [ 12 , 1].

Εξάλλου, για κάθε δρόμο α : I ÝÑ X εντός τού X θέτουμε

α : I ÝÑ X, t ÞÝÑ α(t) := α (1 ´ t) .

B.6.2 Πρόταση. Εάνα, β : I ÝÑ X είναι δυο δρόμοι εντός ενός τοπολογικού χώρου
X , για τους οποίους ισχύει α (1) = β(0), τότε

α f β = β f α. (B.6)

Αποδειξη. Για κάθε t P I έχουμε προφανώς

(α f β)(t) = (α f β)(1 ´ t) =

#

α(2 ´ 2t), όταν t P [ 12 , 1],

β(1 ´ 2t), όταν t P [0, 12 ].

Από την άλλη μεριά,
(
β f α

)
(t) = (αfβ)(1´ t), οπότε η ισότητα (B.6) είναι όντως

αληθής.

B.6.3 Πρόταση. Ας υποθέσουμε ότι α, α1, β, β1 είναι δρόμοι εντός ενός τοπολογικού
χώρου X, όπου

α (0) = α1 (0) , α (1) = α1 (1) = β (0) = β1 (0) , β (1) = β1 (1)

και α » α1 σχ.t0, 1u , β » β1 σχ.t0, 1u . Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) α f β » α1 f β1 σχ.t0, 1u .

(ii) α » α1 σχ.t0, 1u .

Αποδειξη. (i) ΕάνH 1 : Iˆ I ÝÑ X είναι μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από
τον δρόμο α στον δρόμο α1 και H2 : I ˆ I ÝÑ X μια ομοτοπία σχετικώς προς το

54Επειδή οι περιορισμοί (α f β)|
[0, 1

2
]

και (α f β)|
[ 1
2
,1]

είναι συνεχείς απεικονίσεις, η απεικόνιση α f β είναι
καθ’ ολοκληρίαν (ήτοι επί ολοκλήρου τού I) συνεχής επί τη βάσει τoύ λήμματος τής συγκολλήσεως (gluing lemma). Βλ.
Dugundji [38], Chapter III, Theorem 9.4, σελ. 83, και Munkres [41], Chapter 2, Theorem 18.3, σελ. 108-109. (Το εν λόγω
λήμμα χρησιμοποιείται κατ’ επανάληψη -αλλ’ ενίοτε σιωπηρώς- σε αρκετές από τις αποδείξεις που ακολουθούν προ-
κειμένου να εξασφαλίζεται η συνέχεια απεικονίσεων με διαφορετικούς τύπους ορισμού σε διαφορετικά, πεπερασμένου
πλήθους κλειστά υποδιαστήματα που διαμελίζουν το I.)
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t0, 1u από τον δρόμο β στον δρόμο β1, τότε ορίζεται μια ομοτοπία

H(t, s) :=

#

H 1(2t, s), όταν t P [0, 12 ],

H2(2t´ 1, s), όταν t P [ 12 , 1],

με H(0, s) = α (0) = α1 (0) , H(1, s) = β (1) = β1 (1) και

H(t, 0) = (α f β)(t), H(t, 1) = (α1 f β1)(t),

απ’ όπου έπεται ότι α f β » α1 f β1 σχ.t0, 1u .

(ii) Εάν H : I ˆ I ÝÑ X είναι μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον δρόμο
α στον δρόμο α1, τότε ορίζεται μια ομοτοπία

H : I ˆ I ÝÑ X, (t, s) ÞÝÑ H(t, s) := H(1 ´ t, s),

με H(0, s) = H(1, s) = α (1) = α(0) = α1 (1) = α1(0),

H(1, s) = H(0, s) = α (0) = α(1) = α1 (0) = α1(1)

και H(t, 0) = α(t), H(t, 1) = α1(t), οπότε α » α1 σχ.t0, 1u .

B.6.4 Λήμμα. Εάνα, α1 είναι δρόμοι εντός ενός τοπολογικού χώρουX και f : I Ñ I
μια συνεχής απεικόνιση με f(0) = 0, f(1) = 1 και α1 = α˝f, τότε α » α1 σχ.t0, 1u .

Αποδειξη. Επειδή sf(t) + (1 ´ s)t P [0, 1] για κάθε ζεύγος (t, s) P I ˆ I, ορίζεται
καλώς η απεικόνιση

H : I ˆ I ÝÑ X, (t, s) ÞÝÑ H(t, s) := α(sf(t) + (1 ´ s)t),

η οποία είναι συνεχής. Προφανώς, H0 = α, H1 = α ˝ f = α1 και για κάθε s P I,

H(0, s) = α (0) και H(1, s) = α (1) .

Άρα η H είναι μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον α στον α1.

B.6.5 Ορισμός (Παραμετρικό γινόμενο δρόμων). ΈστωX ένας τοπολογικός χώ-
ρος. Εάν α, α1 : I ÝÑ X είναι δυο δρόμοι εντός τού X με α(1) = α1(0), τότε για
κάθε ξ P (0, 1) ορίζεται ως γινόμενο των α, α1 με παράμετρο ξ ο δρόμος

I Q t ÞÝÑ (α fξ α
1)(t) :=

#

α( 1ξ t), όταν t P [0, ξ],

α1( 1
1´ξ (t´ ξ)), όταν t P [ξ, 1].

(Το σύνηθες γινόμενο B.6.1 είναι αυτό που έχει ως παράμετρό του το ξ = 1
2 ,

ήτοι το μέσον τού I. Το επόμενο λήμμα δείχνει ότι το γινόμενο δυο διαδοχικών
δρόμων που έχει παράμετρο ξ P (0, 1) είναι ομότοπο τού συνήθους σχετικώς
προς το δισύνολο t0, 1u.)
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B.6.6 Λήμμα. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Εάν α, α1 : I ÝÑ X είναι δυο
δρόμοι εντός τού X με α(1) = α1(0) και ξ P (0, 1), τότε

(α fξ α
1) » (α f α1) σχ. t0, 1u.

Αποδειξη. Έστω f : I ÝÑ I ο δρόμος εντός τού I ο οριζόμενος από τον τύπο:

f(t) :=

#

2ξt, όταν t P [0, ξ],

ξ + (2t´ 1)(1 ´ ξ), όταν t P [ξ, 1].

Τότε (α fξ α
1) ˝ f = α f α1 και ο ισχυρισμός είναι αληθής βάσει τού B.6.4.

B.6.7 Πρόταση. Εάν α, β, γ είναι δρόμοι εντός ενός τοπολογικού χώρου X με
α (1) = β (0) και β (1) = γ (0) , τότε

(α f β) f γ » α f (β f γ) σχ. t0, 1u . (B.7)

Αποδειξη. Από το λήμμα B.6.6 λαμβάνουμε

α f (β f γ) » α f 1
3
(β f γ) σχ. t0, 1u

και (α f β) f γ » (α f β) f 2
3
γ σχ. t0, 1u . Είναι άμεσος ο έλεγχος τής ισχύος τής

ισότητας α f 1
3
(β f γ) = (α f β) f 2

3
γ. Αρκεί λοιπόν να εφαρμοσθεί το (i) τής

προτάσεως B.6.3.

B.6.8 Πρόταση (Περί συρμού διαδοχικών δρόμων σχ. t0, 1u). Έστω X ένας τοπο-
λογικός χώρος και έστω k P N, k ě 2. Εάν οι α1, ..., αk : I ÝÑ X είναι k δρόμοι
εντός τού X με αν(1) = αν+1(0) για κάθε ν P t1, ..., k ´ 1u, τότε

(((α1 f α2) f α3) f ¨ ¨ ¨ f αk) » βk σχ. t0, 1u,

όπου ο βk : I ÝÑ X είναι δρόμος εντός τού X οριζόμενος από τον πολλαπλό τύπο

βk(t) := αν
(
k
(
t´ ν´1

k

))
,

για κάθε t P [ν´1
k , νk ] και για κάθε ν P t1, ..., ku.

Αποδειξη. Θα γίνει χρήση μαθηματικής επαγωγής επί τού k. Για k = 2 ο ισχυρι-
σμός είναι προδήλως αληθής, διότι (εξ ορισμού) β2 = α1 f α2. Ας υποθέσουμε ότι
k ě 3 και ότι αυτός είναι αληθής και για τον συρμό των k ´ 1 διαδοχικών δρό-
μων α1, ..., αk´1. Από το (i) τής προτάσεως B.6.3 και την επαγωγική μας υπόθεση
λαμβάνουμε

(((α1 f α2) f α3) f ¨ ¨ ¨ f αk´1) f αk) » (βk´1 f αk) σχ. t0, 1u

και (μέσω τού λήμματος B.6.6) (βk´1 f αk) » (βk´1 f k´1
k
αk) σχ. t0, 1u, οπότε

(((α1 f α2) f α3) f ¨ ¨ ¨ f αk´1) f αk) » (βk´1 f k´1
k
αk) σχ. t0, 1u,
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όπου για κάθε t P I έχουμε

(βk´1 f k´1
k
αk)(t) :=

#

βk´1(
k
k´1 t), όταν t P [0, k´1

k ],

αk(k(t´ k´1
k )), όταν t P [k´1

k , 1].

Όμως
βk´1(

k
k´1 t) = αν((k ´ 1)( k

k´1 t´ ν´1
k´1 )) = αν(kt´ (ν ´ 1))

όταν ν´1
k´1 ď k

k´1 t ď ν
k´1 , οπότε

βk´1(
k
k´1 t) = αν(k(t´ ν´1

k )), @t P [ν´1
k , νk ],

και για κάθε ν P t1, ..., ku, απ’ όπου έπεται ότι βk´1 f k´1
k
αk = βk.

B.6.9 Συμβολισμός. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και έστω x P X. Ως

constx : I ÝÑ X, t ÞÝÑ constx(t) := x,

θα συμβολίζεται ο σταθερός δρόμος (που στέλνει όλο το I να απεικονισθεί στο x).

B.6.10 Πρόταση. Για κάθε δρόμο α εντός ενός τοπολογικού χώρου X έχουμε

constα(0) f α » α σχ. t0, 1u και α f constα(1) » α σχ. t0, 1u . (B.8)

Αποδειξη. Ορίζοντας τις συνεχείς απεικονίσεις

f(t) :=

#

0, όταν t P [0, 1
2
],

2t´ 1, όταν t P [ 1
2
, 1],

και g(t) :=

#

2t, όταν t P [0, 1
2
],

1, όταν t P [ 1
2
, 1],

παρατηρούμε ότι f(0) = 0, f(1) = 1, g(0) = 0, g(1) = 1 και
constα(0) f α = α ˝ f, αf constα(1) = α ˝ g.

Μέσω διπλής εφαρμογής τού B.6.4 διαπιστώνουμε ότι οι (B.8) είναι αληθείς.

B.6.11 Πρόταση. Για κάθε δρόμο α εντός ενός τοπολογικού χώρου X έχουμε

α f α » constα(0) σχ. t0, 1u και α f α » constα(1) σχ. t0, 1u . (B.9)

Αποδειξη. Προφανώς, α f α = α ˝ f, όπου

(αf α) (t) =

#

α(2t), όταν t P [0, 1
2
],

α(2t´ 1), όταν t P [ 1
2
, 1],

και f(t) :=

#

2t, όταν t P [0, 1
2
],

2 ´ 2t, όταν t P [ 1
2
, 1],

με α(2t´ 1) = α(2 ´ 2t), @t P [ 12 , 1]. Θέτοντας

H : I ˆ I ÝÑ X, (t, s) ÞÝÑ H(t, s) := α(sf(t)),

λαμβάνουμε H(t, 0) = α(0), H(t, 1) = α (f(t)) = (α f α)(t) και
H(0, s) = α(0) = α(sf(1)) = H(1, s).

Εξ αυτών έπεται ότι η H αποτελεί μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον
constα(0) στον αfα, οπότε η πρώτη εκ των (B.9) είναι αληθής. Για την επαλήθευση
τής δεύτερης αρκεί κανείς να επαναλάβει την προηγηθείσα επιχειρηματολογία με
τον δρόμο α στη θέση τού δρόμου α, δεδομένου ότι α = α.
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B.6.12 Ορισμός. Ένας δρόμος α : I ÝÑ X εντός ενός τοπολογικού χώρου
X καλείται βρόχος (ή κλειστός δρόμος) έχων το x0 P X ως βασικό του σημείο
(ή σημείο αναφοράς) όταν α (0) = α (1) = x0. Το σύνολο όλων των βρόχων
εντός τού X των εχόντων ως βασικό τους σημείο το x0 θα σημειώνεται εφεξής
ως Ω(X,x0). Σημειωτέον ότι για οιουσδήποτε βρόχους α, β P Ω(X,x0) έχουμε
α f β P Ω(X,x0).

B.6.13 Ορισμός. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και έστω x0 ένα σημείο αυ-
τού. Για κάθε α P Ω(X,x0) συμβολίζουμε εν συντομία ως [α]ομ. την κλάση ο-
μοτοπίας [α]ομ.

(I,t0,1u),X τού α σχετικώς προς το t0, 1u (βλ. εδ. B.5.9) και θέτουμε

π1(X,x0) := t [α]ομ.|α P Ω(X,x0)u .

Βάσει των προτάσεων B.6.7, B.6.10 και B.6.11, το π1(X,x0), εφοδιαζόμενο με
την εσωτερική πράξη55

π1(X,x0) ˆ π1(X,x0) Q ([α]ομ., [β]ομ.) ÞÝÑ [α]ομ. d [β]ομ. := [αf β]ομ. P π1(X,x0),

καθίσταται ομάδα έχουσα ως ουδέτερό της στοιχείο την κλάση [constx0
]ομ. και

ως αντίστροφο οιασδήποτε κλάσεως [α]ομ. P π1(X,x0) (ως προς την “d”) την
[α]ομ..H (π1(X,x0),d) καλείται θεμελιώδης ομάδα (ή πρώτη ομάδα ομοτοπίας)
τού X στο σημείο x0.

B.6.14 Πρόταση. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Εάν x0, x1
0 P X και β : I ÑX

είναι ένας δρόμος εντός τού X με

β (0) = x1
0 και β (1) = x0,

τότε η απεικόνιση

π1(X,x0) Q [α]ομ. ϑβ
ÞÝÑ [β f α f β]ομ. P π1(X,x

1
0) (B.10)

αποτελεί έναν ομομορφισμό ομάδων. Επιπροσθέτως, ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν β1, β2 : I ÝÑ X είναι δρόμοι εντός τού X με β1(1) = β2(0), τότε

ϑβ1fβ2
= ϑβ1

˝ ϑβ2
.

(ii) O (B.10) είναι ισομορφισμός ομάδων εξαρτώμενος μόνον από την κλάση [β]ομ..

(iii) Εάν γ : I ÝÑ X είναι ένας δεύτερος δρόμος εντός τού X με γ (0) = x1
0 και

γ (1) = x0, τότε οι ϑβ και ϑγ διαφέρουν μόνον μέχρις ενός εσωτερικού αυτομορφι-
σμού τής ομάδας π1(X,x

1
0). Ιδιαιτέρως, όταν η π1(X,x0) είναι αβελιανή, ο εν λόγω

ισομορφισμός ϑβ είναι μονοσημάντως ορισμένος.

55Το ότι η απεικόνιση ([α]ομ., [β]ομ.) ÞÝÑ [α]ομ. d [β]ομ. είναι καλώς ορισμένη έπεται από το (i) τής προτάσεως B.6.3.
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Αποδειξη. Εάν α1, α2 P Ω(X,x0), τότε

ϑβ([α1]
ομ. d [α2]

ομ.) = ϑβ([α1 f α2]
ομ.)

= [β f α1 f α2 f β]ομ. =
(B.9)

[β f α1 f β f β f α2 f β]ομ.

= [β f α1 f β]ομ. d [β f α2 f β]ομ. = ϑβ([α1]
ομ.) d ϑβ([α2]

ομ.).

(i) Εάν β1, β2 : I ÝÑ X είναι δρόμοι εντός τού X με β1(1) = β2(0), τότε για κάθε
α P Ω(X,x0) έχουμε

ϑβ1fβ2
([α]ομ.) = [(β1 f β2) f α f (β1 f β2)]

ομ.

=
(B.6)

[(β1 f β2) f α f (β2 f β1)]
ομ. = [β1 f (β2 f α f β2) f β1]

ομ.

= [β1]
ομ. d [β2 f α f β2]

ομ. d [β1]
ομ. = [β1]

ομ. d ϑβ2
([α]ομ.) d [β1]

ομ.

= [β1 f ϑβ2([α]
ομ.) f β1]

ομ. = ϑβ1(ϑβ2([α]
ομ.)) = (ϑβ1 ˝ ϑβ2)([α]

ομ.).

(ii) O ομομορφισμός (B.10) είναι ισομορφισμός έχων ως αντίστροφό του τον

ϑβ : π1(X,x
1
0) ÝÑ π1(X,x0),

διότι (σύμφωνα με το (i) και την πρόταση B.6.11)

ϑβ ˝ ϑβ = ϑβfβ = idπ1(X,x1
0)
, ϑβ ˝ ϑβ = ϑβfβ = idπ1(X,x0).

Το ότι αυτός εξαρτάται μόνον από την κλάση [β]ομ. έπεται από την πρόταση B.6.3.
(iii) Για κάθε α P Ω(X,x0) έχουμε

ϑγ([α]
ομ.) = [γ f α f γ]ομ. =

(B.9)
[γ f (β f β) f α f (β f β) f γ]ομ.

= [(γ f β) f (β f α f β) f (β f γ)]ομ. = [γ f β]ομ. d ϑβ([α]
ομ.) d ([γ f β]ομ.)´1,

οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.

B.6.15 Σημείωση. Στην περίπτωση κατά την οποία ο X είναι δρομοσυνεκτικός, οι
θεμελιώδεις ομάδες του σε διαφορετικά βασικά σημεία του είναι πάντοτε ισόμορ-
φες. Γι’ αυτόν τον λόγο ενίοτε γράφουμε π1(X) αντί π1(X,x0) (καλώντας τή μέχρις
ισομορφισμού μονοσημάντως ορισμένη π1(X) θεμελιώδη ομάδα τού X) χωρίς να
κάνουμε μνεία τού σημείου αναφοράς.

§ Η θεμελιώδης ομάδα τού κύκλου. Ο μοναδιαίος κύκλος S1 = tz P C : |z| = 1u

αποτελεί (ως προς τον συνήθη πολλαπλασιασμό μιγαδικών αριθμών) μια ομάδα, η
δε εκθετική απεικόνιση

Φ : R ÝÑ S1, t ÞÝÑ Φ(t) := exp(2πit) = cos(2πt) + i sin(2πt),

έχει (ως γνωστόν) τις ακόλουθες ιδιότητες:
(i) Η Φ είναι επιμορφισμός ομάδων από την προσθετική ομάδα (R,+) επί τής πολ-
λαπλασιαστικής ομάδας (S1, ¨).
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(ii) Ker(Φ) = Z και

(iii) για κάθε ξ P R ο περιορισμός Φ|(ξ,ξ+1) τής Φ επί τού ανοικτού διαστήματος
(ξ, ξ + 1) καθορίζει έναν ομοιομορφισμό (ξ, ξ + 1)

«
ÝÑ S1∖tΦ(ξ)u.

Η αντίστροφος Ψ : S1∖t´1u
«

ÝÑ
(

´1
2 ,

1
2

)
τού περιορισμού Φ|(´1

2 ,
1
2

) τής απει-

κονίσεως Φ επί τού ανοικτού διαστήματος
(

´1
2 ,

1
2

)
θα χρησιμοποιηθεί (στα λήμμα-

τα B.6.16 και B.6.17) κατά τρόπο ουσιαστικό56, ούτως ώστε να καταστεί εφικτός ο
προσδιορισμός τής θεμελιώδους ομάδας τού S1 μέχρις ισομορφισμού.

B.6.16 Λήμμα. Εάν α : I ÝÑ S1 είναι ένας δρόμος εντός τού S1 με α(0) = 1, τότε
υπάρχει ένας και μόνον δρόμος rα : I ÝÑ R εντός τού R με rα(0) = 0 και Φ ˝ rα = α.

Αποδειξη. O α θα υποδιαιρεθεί σε μικρά κομμάτια, καθένα των οποίων μπορεί
να «ανυψωθεί» μέσω τής Ψ κατά τρόπο μοναδικό στο R. Οι «ανυψώσεις» αυτές
(εντός τού R) θα συντεθούν καταλλήλως παρέχοντάς μας τον ζητούμενο δρόμο rα.

Αλλά ας πάρουμε τα πράγματα από την αρχή: Η απεικόνιση α : I ÝÑ S1 (ούσα
συνεχής) είναι και ομοιομόρφως συνεχής57, κάτι που σημαίνει ότι υπάρχει δ P Rą0,

ούτως ώστε για οιαδήποτε t, t1 P I να ισχύει58 |t´ t1| ă δ ùñ |α(t) ´ α(t1)| ă 1.

Ιδιαιτέρως, α(t1) ‰ ´α(t) και ο Ψ(α(t
1)

α(t) ) είναι καλώς ορισμένος. Επιλέγοντας έναν
n P N με nδ ą 1 (ή, ισοδυνάμως, με 1

n ă δ) υποδιαιρούμε για κάθε t P I το κλειστό
διάστημα [0, t] ως εξής:

[0, t] = [0, 1
n t] Y [ 1n t,

2
n t] Y ¨ ¨ ¨ Y [n´2

n t, n´1
n t] Y [n´1

n t, t],

παρατηρούμε ότι
ˇ

ˇ

j
n t´

j´1
n t

ˇ

ˇ = 1
n |t| ă δ για κάθε j P t1, ..., nu και ορίζουμε τη

συνεχή απεικόνιση

fj : I ÝÑ S1∖t´1u, t ÞÝÑ fj(t) :=
α( jn t)

α( j´1
n t)

,

όπου fj(0) = 1,@j P t1, ..., nu. Προφανώς, για κάθε t P I,

α(t) = α(0)
loomoon

=1

(
α( 1

n
t)

α(0)

)(
α( 2

n
t)

α( 1
n
t)

)
¨ ¨ ¨

(
α(n´1

n
t)

α(n´2
n
t)

)(
α(t)

α(n´1
n
t)

)
= f1(t)f2(t) ¨ ¨ ¨ fn(t).

Επειδή Im(fj) Ď S1∖t´1u για κάθε j P t1, ..., nu, οι συνθέσεις Ψ ˝ fj είναι καλώς
ορισμένες και συνεχείς. Κατόπιν τούτου, ορίζουμε τον δρόμο rα : I ÝÑ R μέσω τού
τύπου

rα(t) := Ψ (f1(t)) + Ψ (f2(t)) + ¨ ¨ ¨ +Ψ(fn(t)) , @t P I.

56Προφανώς, Ψ(z) :=
1

2πi
λογκ(z), @z P S1∖t´1u, όπου για z = r exp(iθ) με r P Rą0 και ´π ă θ ă π, ο

κύριος κλάδος λογκ(z) τής μιγαδικής λογαριθμικής συναρτήσεως ισούται με ln(z) + iθ.

57Βλ. το θεώρημα τής ομοιόμορφης συνέχειας (Uniform continuity theorem), π.χ., στον Munkres [41], Chapter 3,
Theorem 27.6, σελ. 176.

58To 1 ă 2 = diam(S1) := max
␣

|z1 ´ z2| : z1, z2 P S1
(

επελέχθη έτσι προκειμένου τα σημεία α(t1) και α(t) να
μην είναι αντιποδικά, δηλαδή να ισχύει α(t1) ‰ ´α(t).
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(Η rα είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών απεικονίσεων.) Σημειωτέον ότι rα(0) = 0

(καθώς έχουμε fj(0) = 1,@j P t1, ..., nu, και Ψ(1) = 0) και Φ ˝ rα = α (καθώς η Φ

είναι ομομορφισμός ομάδων).

Υπολείπεται να δειχθεί ότι ο εν λόγω δρόμος rα είναι και ο μοναδικός με αυτήν την
ιδιότητα. Ας υποθέσουμε, προς τούτο, ότι υπάρχει δρόμος r

rα : I ÝÑ R εντός τού R
με r

rα(0) = 0 και Φ ˝ r

rα = α. Θεωρούμε τη συνεχή απεικόνιση

h : I ÝÑ R, t ÞÝÑ h(t) := rα(t) ´ r

rα(t).

Επειδή Φ(h(t)) =
exp(rα(t))

exp(rrα(t))
= 1 ñ h(t) P Ker(Φ) = Z, @t P I, η h λαμβάνει

μόνον ακέραιες τιμές. Από την άλλη μεριά, επειδή το I είναι συνεκτικό και ο υπό-
χωρος Im(h) τούR διακριτός, η h οφείλει να είναι σταθερή απεικόνιση59. Επομένως,
h(0) = 0 ñ 0 = h(t) = rα(t) ´ r

rα(t), @t P I.

B.6.17 Λήμμα. Εάν α, β : I Ñ S1 είναι δυο δρόμοι εντός τού S1 με α(0) = β(0) = 1

που είναι ομότοποι σχετικώς προς το t0, 1u μέσω μιας ομοτοπίας H : I ˆ I ÝÑ S1,
τότε υπάρχει μία και μόνον απεικόνιση rH : I ˆ I ÝÑ R με Φ ˝ rH = H, η οποία
αποτελεί ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον δρόμο rα στον δρόμο rβ.

Αποδειξη. Αρκεί κανείς να μιμηθεί την αποδεικτική μέθοδο που χρησιμοποιήθηκε
για το λήμμα B.6.16. Επειδή η H είναι συνεχής, θα είναι και ομοιομόρφως συνε-
χής60, πράγμα που σημαίνει ότι υπάρχει δ P Rą0, ούτως ώστε για οιαδήποτε ζεύγη
(t, s), (t1, s1) P I ˆ I να ισχύει η συνεπαγωγή

a

(t´ t1)2 + (s´ s1)2 ă δ ùñ
ˇ

ˇH(t, s) ´H(t1, s1)
ˇ

ˇ ă 1.

Ιδιαιτέρως, H(t1, s1) ‰ ´H(t, s) και ο Ψ(H(t1,s1)
H(t,s) ) είναι καλώς ορισμένος. Επιλέγο-

ντας έναν n P N με nδ ą
?
2 (ή, ισοδυνάμως, με

?
2
n ă δ) υποδιαιρούμε για κάθε

59Ως γνωστόν, ένας τοπολογικός χώρος X είναι συνεκτικός εάν και μόνον εάν δεν υφίσταται επιρριπτική συνεχής
απεικόνιση f : X ÝÑ Y, όπου ο Y είναι εφοδιασμένος με τη διακριτή τοπολογία και περιέχει τουλάχιστον δύο
στοιχεία. (Βλ. [38], V.1.3, σελ. 108, ή [42], Πρόταση 7.3, σελ. 112-113.)

60Βλ. το θεώρημα τής ομοιόμορφης συνέχειας (Uniform continuity theorem), π.χ., στον Munkres [41], Chapter 3,
Theorem 27.6, σελ. 176.
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(t, s) P I ˆ I τα κλειστά διαστήματα [0, t] και [0, s] ως εξής:

[0, t] = [0, 1
n t] Y [ 1n t,

2
n t] Y ¨ ¨ ¨ Y [n´2

n t, n´1
n t] Y [n´1

n t, t],

[0, s] = [0, 1
ns] Y [ 1ns,

2
ns] Y ¨ ¨ ¨ Y [n´2

n s, n´1
n s] Y [n´1

n s, s],

παρατηρούμε ότι
b

( jn t´
j´1
n t)2 + ( jns´

j´1
n s)2 = 1

n

?
t2 + s2 ď

?
2
n ă δ για κάθε

j P t1, ..., nu και ορίζουμε τη συνεχή απεικόνιση

Fj : I ˆ I ÝÑ S1∖t´1u, t ÞÝÑ Fj(t, s) :=
H( jn t,

j
ns)

H( j´1
n t, j´1

n s)
,

όπου Fj(0, 0) = 1,@j P t1, ..., nu. Προφανώς, για κάθε (t, s) P I ˆ I,

H(t, s) = H(0, 0)
loomoon

=1

(
H( 1n t,

1
ns)

H(0, 0)

)(
H( 2n t,

2
ns)

H( 1n t,
1
ns)

)
¨ ¨ ¨

(
H(t, s)

H(n´1
n t, n´1

n s)

)
= F1(t, s)F2(t, s) ¨ ¨ ¨Fn(t, s).

Κατόπιν τούτου, ορίζουμε την απεικόνιση rH : I ˆ I ÝÑ R μέσω τού τύπου

rH(t, s) := Ψ (F1(t, s)) + Ψ (F2(t, s)) + ¨ ¨ ¨ +Ψ(Fn(t, s)) , @(t, s) P I ˆ I.

(Η rH είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών απεικονίσεων.) Σημειωτέον ότι έχουμε
rH(t, s) = 0 (αφού Fj(0, 0) = 1,@j P t1, ..., nu, και Ψ(1) = 0) και Φ˝ rH = H (καθώς
η Φ είναι ομομορφισμός ομάδων). Επιπροσθέτως,

rH(t, 0) =
n
ř

j=1

Ψ(Fj(t, 0)) =
n
ř

j=1

Ψ

(
α( jn t)

α( j´1
n t)

)
= rα(t),

rH(t, 1) =
n
ř

j=1

Ψ(Fj(t, 1)) =
n
ř

j=1

Ψ

(
β( jn t)

β( j´1
n t)

)
= rβ(t),

rH(0, s) = 0 και rH(1, s) = rα(1) για οιαδήποτε t, s P I. Η τελευταία ισότητα αποδει-
κνύεται ως ακολούθως: Θεωρούμε τη συνεχή απεικόνιση

h : I ÝÑ R, s ÞÝÑ h(s) := rH(1, s) ´ rH(1, 0).

Επειδή Φ(h(s)) = H(1,s)
H(1,0) = rα(1)

rα(1) = 1 ñ h(s) P Ker(Φ) = Z, @s P I, η h λαμ-
βάνει μόνον ακέραιες τιμές. Από την άλλη μεριά, επειδή το I είναι συνεκτικό και ο
υπόχωρος Im(h) τού R διακριτός, η h οφείλει να είναι σταθερή απεικόνιση61. Επο-
μένως, h(0) = 0 ñ 0 = h(s) = rH(1, s) ´ rα(1), @s P I. Άρα η rH αποτελεί πράγματι
μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον δρόμο rα στον δρόμο rβ. Υπολείπεται
να δειχθεί ότι η rH είναι και η μοναδική ομοτοπία αυτού τού είδους με την εν λό-
γω ιδιότητα. Ας υποθέσουμε, προς τούτο, ότι υπάρχει ομοτοπία Ă

ĂH : I ˆ I ÝÑ R
61Χρησιμοποιούμε εκ νέου το ότι ένας τοπολογικός χώρος X είναι συνεκτικός εάν και μόνον εάν δεν υφίσταται

επιρριπτική συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y, όπου ο Y είναι εφοδιασμένος με τη διακριτή τοπολογία και περιέχει
τουλάχιστον δύο στοιχεία.
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σχετικώς προς το t0, 1u από τον δρόμο rα στον δρόμο rβ με Φ ˝
Ă

ĂH = H. Προφανώς,

Φ( rH(t, s) ´
Ă

ĂH(t, s)) = H(t,s)
H(t,s) = 1, οπότε rH(t, s) ´

Ă

ĂH(t, s) P Ker(Φ) = Z, για κά-

θε @(t, s) P I ˆ I. Επειδή η rH ´
Ă

ĂH : I ˆ I Ñ Z είναι συνεχής, θα είναι σταθερή.
Επομένως,

rH(0, 0) ´
Ă

ĂH(0, 0) = 0 ùñ [0 = rH(t, s) ´
Ă

ĂH(t, s), @(t, s) P I ˆ I].

Αυτό σημαίνει ότι rH =
Ă

ĂH.

B.6.18 Θεώρημα. H (π1(S1),d) είναι ισόμορφη με την άπειρη κυκλική ομάδα
(Z,+).

Αποδειξη. Για κάθε α P Ω(S1, 1) θέτουμε

ψ : π1(S1, 1) ÝÑ Z, [α]ομ. ÞÝÑ ψ([α]ομ.) := rα(1). (B.11)

Λόγω των προηγηθέντων λημμάτων B.6.16 και B.6.17 η ανωτέρω ψ είναι καλώς
ορισμένη απεικόνιση. Θα δείξουμε διαδοχικώς τα εξής62:
(i) Η ψ αποτελεί έναν ομομορφισμό ομάδων.
(ii) Η ψ είναι επιρριπτική.
(iii) Η ψ είναι ενριπτική.
Απόδειξη τού (i). Για οιουσδήποτε βρόχους α, β P Ω(S1, 1) έχουμε

Čα f β = rα f (rα(1) + rβ), (B.12)

διότι63 Φ ˝ Čα f β = α f β = Φ ˝ (rα f (rα(1) + rβ)). Η δεύτερη ισότητα προκύπτει
άμεσα από το ότι

(Φ ˝ (rαf (rα(1) + rβ)))(t) =

#

Φ(rα(2t)) = α(2t), όταν t P [0, 1
2
],

Φ(rα(1) + rβ(2t´ 1)) = Φ(rβ(2t´ 1)), όταν t P [ 1
2
, 1],

όπου Φ(rβ(2t´ 1)) = β(2t´ 1),@t P [ 12 , 1]. Κατά συνέπειαν,

ψ([α]ομ. d [β]ομ.) = ψ([α f β]ομ.) = Čα f β(1) =
(B.12)

(rα f (rα(1) + rβ))(1)

= (rα(1) + rβ)(1) = rα(1) + rβ(1) = ψ([α]ομ.) + ψ([β]ομ.).

Απόδειξη τού (ii). Για κάθε m P Z ορίζεται ο βρόχος

αm : I ÝÑ S1, t ÞÝÑ αm(t) := Φ(mt).

Προφανώς, ψ([αm]ομ.) = Ăαm(1) = m, και η ψ είναι επιρριπτική.
62Άπαξ και τα (i), (ii) και (iii) θα έχουν αποδειχθεί, ο ισχυρισμός θα είναι αληθής βάσει των προαναφερθέντων στο

εδ. B.6.15 (αφού ο S1 είναι δρομοσυνεκτικός).
63Εν προκειμένω, αρκεί να χρησιμοποιηθεί η μοναδικότητα τής «ανυψώσεως» τού α f β η εξασφαλισθείσα μέσω

τού λήμματος B.6.16.
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Απόδειξη τού (iii). Εάν α P Ω(S1, 1) με [α]ομ. P Ker(ψ), ήτοι με

ψ([α]ομ.) = rα(1) = 0,

τότε ο rα είναι ένας βρόχος εντός τού R (καθώς rα(0) = rα(1) = 0). Εντός τού R
έχουμε rα » const0 σχ.t0, 1u , διότι, π.χ., η

H : I ˆ I ÝÑ R, (t, s) ÞÝÑ H(t, s) := (1 ´ s)rα(t),

είναι μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον rα στον const0. Αυτό σημαίνει
ότι η σύνθεση Φ ˝H αποτελεί μια ομοτοπία σχετικώς προς το t0, 1u από τον α στον
const1. Επομένως, [α]ομ. = [const1]ομ., ήτοι το ουδέτερο στοιχείο τής π1(S1, 1), και
η ψ είναι ενριπτική.

B.7 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΑ ΖΕΥΓΗ

B.7.1 Ορισμός. Ένα τοπολογικό ζεύγος (X,A) είναι ένα (διατεταγμένο) ζεύγος
αποτελούμενο από έναν τοπολογικό χώρο X και έναν υπόχωρό του A. (Σύμ-
βαση: Όταν A = ∅, τότε το (X,∅) ταυτίζεται με τον ίδιον τον X .) Λέμε ό-
τι ένα τοπολογικό ζεύγος (X,A) είναι υποζεύγος ενός τοπολογικού ζεύγους
(X 1, A1) όταν ο X είναι υπόχωρος τού X 1 και ο A υπόχωρος τού A1 (Συμβο-
λισμός: (X,A) Ď (X 1, A1).)

B.7.2 Ορισμός. Μια συνεχής απεικόνιση f : (X,A) ÝÑ (Y,B) μεταξύ τοπολο-
γικών ζευγών είναι μια συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y για την οποία ισχύει ο
εγκλεισμός f(A) Ď B. Όταν μια τέτοια απεικόνιση f συμβαίνει να είναι ομοιο-
μορφισμός μεταξύ τωνX καιY, και f(A) = B, τότε η f καλείται ομοιομορφισμός
τοπολογικών ζευγών (και χρησιμοποιείται ο συμβολισμός (X,A) « (Y,B)).

B.7.3 Σημείωση. Η κατηγορίαTop των τοπολογικών χώρων (με τις συνεχείς απεικο-
νίσεις ως μορφισμούς της και τους ομοιομορφισμούς ως τους Top-ισομορφισμούς)
μπορεί να ιδωθεί ως πλήρης υποκατηγορία τής κατηγορίας Top[2] των τοπολογικών
ζευγών (η οποία έχει ως αντικείμενά της τα τοπολογικά ζεύγη, ως μορφισμούς της
τις συνεχείς απεικονίσεις μεταξύ τοπολογικών ζευγών και ωςTop[2]-ισομορφισμούς
της τους ομοιομορφισμούς τοπολογικών ζευγών). Πρβλ. A.1.5 (v) και (vi).

B.7.4 Παράδειγμα. Ας υποθέσουμε ότιX είναι ένα συμπαγές κυρτό υποσύνολο τού
Rd (όπου n ě 1) με intRd(X) ‰ ∅. Τότε υπάρχει ένας ομοιoμορφισμός τοπολογι-
κών ζευγών (X, frntRd(X)) « (Bd,Sd´1). Πράγματι· θεωρώντας ένα x0 P intRd(X),

οιοδήποτε x P frntRd(X) αποτελεί το μοναδικό μεθοριακό σημείο τού X, το οποίο
ανήκει στην ημιευθεία με αφετηρία το x0 και διέρχεται από το x. (Αλλιώς είτε το
X δεν θα ήταν κυρτό είτε το x0 δεν θα ήταν εσωτερικό σημείο τού X.) Κατά συ-
νέπειαν, ορίζεται καλώς η frntRd(X) Q x «

ÞÝÑ x´x0
||x´x0||

P Sd´1 και, κατ’ επέκταση, ο
ομοιομορφισμός

f : X
«

ÝÑ Bd, f((1 ´ t)x0 + tx) := t (x´x0)
||x´x0||

, @t P I,

με f(frntRd(X)) = Sd´1. Π.χ., (Id, frntRd(Id)) « (Bd,Sd´1).
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B.7.5 Πρόταση. Μέσω οιασδήποτε απεικονίσεως μεταξύ τοπολογικών ζευγών

f : (X,A) ÝÑ (Y,B),

όπου το A κλειστό Ď X και το B κλειστό Ď Y, επάγεται μια συνεχής απεικόνιση
f : X/A ÝÑ Y /B. Εάν, μάλιστα, η f είναι ομοιομορφισμός τοπολογικών ζευγών,
τότε η f είναι ομοιομορφισμός τοπολογικών χώρων.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από την πρόταση B.2.5 και τον ορισμό B.2.10.

B.7.6 Ορισμός. Μια συνεχής απεικόνιση f : (X,A) ÝÑ (Y,B) μεταξύ τοπο-
λογικών ζευγών καλείται σχετικός ομοιομορφισμός όταν ο περιορισμός f |X∖A
απεικονίζει το X ∖A ομοιομορφικώς επί τού Y ∖B.

Από την B.2.2 (ii) έπεται η ακόλουθη:

B.7.7 Πρόταση. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και έστω A ένας κλειστός υπό-
χωρός του. Εάν ως p : X ÝÑ X/A συμβολίσουμε τη φυσική επίρριψη επί τού X/A

(βλ. B.2.10), τότε η p : (X,A) ÝÑ (X/A, p(A)) είναι σχετικός ομοιομορφισμός.

B.7.8 Πόρισμα. Εάν ο X είναι ένας τοπολογικός χώρος, ο A ένας κλειστός υπό-
χωρος του, f : A ÝÑ Y μια συνεχής απεικόνιση με πεδίο τιμών του έναν τοπολο-
γικό χώρο Y, Y Yf X ο πηλικόχωρος ο δημιουργούμενος μέσω τής f (βλ. B.2.12),
p : X + Y ÝÑ Y Yf X η φυσική επίρριψη και p|X : X ÝÑ Y Yf X ο περιορισμός
της επί τούX, τότε η p|X : (X,A) ÝÑ (Y Yf X,Y ) είναι σχετικός ομοιομορφισμός.

B.7.9 Παράδειγμα. ΕάνX είναι ένας τοπολογικός χώρος, f : Sd´1 ÝÑ X μια συνε-
χής απεικόνιση και p : Bd +X ÝÑ X Yf Bd, ed := p(B̊d) Ď X Yf Bd (συμβολισμοί
όπως στο εδάφιο B.2.17), τότε η p|Bd : (Bd,Sd´1) ÝÑ (X Yf e

d, X) είναι σχετικός
ομοιομορφισμός.

Κατ’ αναλογίαν ορίζεται και η ομοτοπία σε «επίπεδο τοπολογικών ζευγών».

B.7.10 Ορισμός. Το καρτεσιανό γινόμενο δυο τοπολογικών ζευγών (X,A) και
(Y,B) ορίζεται ως εξής: (X,A) ˆ (Y,B) := (X ˆ Y, (X ˆB) Y (Aˆ Y )). Ως εκ
τούτου, ο (μοναδιαίος) κύλινδρος (X,A)ˆI υπεράνω ενός τοπολογικού ζεύγους
(X,A) είναι το τοπολογικό ζεύγος (X ˆ I, Aˆ I) (ταυτίζοντας το I με το (I,∅)).

B.7.11 Ορισμός. Εάν f, g : (X,A) ÝÑ (Y,B) είναι δυο συνεχείς απεικονί-
σεις μεταξύ τοπολογικών ζευγών, τότε μια ομοτοπία από την f στην g είναι μια
συνεχής απεικόνιση τοπολογικών ζευγών H : (X,A) ˆ I ÝÑ (Y,B), όπου η
H : Xˆ I ÝÑ Y είναι (συνήθης) ομοτοπία από την f στην g (υπό την έννοια τού
ορισμού B.5.1) για την οποία ισχύει H(A ˆ I) Ď B. (Σε αυτήν την περίπτωση
οι f, g λέγονται ομότοπες και σημειώνονται ως f » g. Η “»” αποτελεί σχέση
ισοδυναμίας.)
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Μια σημαντική, ειδική περίπτωση τού B.7.11 είναι αυτή κατά την οποία καθένας εκ
των A,B αποτελείται από ένα και μόνον σημείο.

B.7.12 Ορισμός. Ένα τοπολογικό ζεύγος τής μορφής (X, tx0u), όπου x0 P X ,
ονομάζεται τοπολογικός χώρος με σημείο αναφοράς (ή βασικό σημείο του) το x0.
(Ενίοτε, ένας τέτοιος τοπολογικός χώρος καλείται εστιγμένος χώρος64 (pointed
space)). Λέμε ότι μια συνεχής απεικόνιση τής μορφής f : (X, tx0u) ÝÑ (Y, ty0u)

(ή μια ομοτοπία τής μορφής H : (X, tx0u) ˆ I ÝÑ (Y, ty0u)) διατηρεί το σημείο
αναφοράς. Επίσης, για δυο συνεχείς απεικονίσεις μεταξύ τοπολογικών ζευγών
f, g : (X, tx0u) ÝÑ (Y, ty0u) έχουμε

f » g : (X, tx0u) ÝÑ (Y, ty0u) ðñ f » g σχ. tx0u.

B.7.13 Σημείωση. H κατηγορία των εστιγμένων τοπολογικών χώρων Top εστ. (έχου-
σα τις συνεχείς απεικονίσεις f : (X, tx0u) ÝÑ (Y, ty0u) με f(x0) = y0 ως μορφι-
σμούς της) αποτελεί μια πλήρη υποκατηγορία τής Top[2]. (Βλ. A.1.5 (vii).)

B.7.14 Ορισμός. Μια συνεχής απεικόνιση f : (X,A) ÝÑ (Y,B) μεταξύ τοπολο-
γικών ζευγών καλείται ομοτοπική ισοδυναμία τοπολογικών ζευγών όταν υπάρχει
μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ τοπολογικών ζευγών g : (Y,B) ÝÑ (X,A) με

g ˝ f » id(X,A) : (X,A) ÝÑ (X,A) και f ˝ g » id(Y,B) : (Y,B) ÝÑ (Y,B)

(υπό την έννοια τού ορισμού B.7.11). Εν τοιαύτη περιπτώσει λέμε ότι τα τοπο-
λογικά ζεύγη (X,A) και (Y,B) είναι ομοτοπικώς ισοδύναμα. (Συνήθης συμβο-
λισμός: f : (X,A)

»
ÝÑ (Y,B) ή απλώς (X,A) » (Y,B).)

B.7.15 Σημείωση. Εάν f : (X,A)
»

ÝÑ (Y,B), τότε προφανώς f : X
»

ÝÑ Y και
f |A : A

»
ÝÑ B. Ωστόσο, το αντίστροφο δεν είναι πάντοτε αληθές!

B.7.16 Παράδειγμα. ΈστωX := Iˆt0uYt0uˆIY(
Ť8
n=1t 1

nuˆI) Ď R2 ο λεγόμενος
χώρος τής χτένας και έστω P := (0, 1). Το tP u είναι παραμορφωτική σύμπτυξη τού
X. (Αρκεί κανείς να παραμορφώσει συνεχώς τονX αρχικώς επί τού Iˆt0u, κατόπιν
το I ˆ t0u επί τού tQu, όπουQ := (0, 0), και τέλος το tQu κατά μήκος τού t0u ˆ I επί
τού tP u.) Το tP u δεν είναι ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τούX. (Τα σημεία τού
X, τα οποία είναι γειτονικά τού P, οφείλουν σε κάθε παραμόρφωση τού X επί τού
tP u να διανύουν τον δρόμο τον διερχόμενον από τοQ, οπότε τοP δεν είναι δυνατόν
(μέσω μια τέτοιας διαδικασίας) να παραμείνει σταθερό.) Έστω constP : X ÝÑ X

η σταθερή απεικόνιση constP (x) := P, @x P X. Τότε οι constP και constP |tP u είναι
ομοτοπικές ισοδυναμίες, ενώ η constP : (X, tP u) ÝÑ (X, tP u) δεν είναι ομοτοπική
ισοδυναμία τοπολογικών ζευγών (υπό την έννοια τού ορισμού B.7.14).

64Το εστιγμένος είναι η μετοχή παρακειμένου τού ρήματος στίζω που σημαίνει κεντώ/χαράσσω (συνήθως με κάποιο
αιχμηρό όργανο τουλάχιστον ένα συγκεκριμένο) σημείο/στίγμα επί κάποιου αντικειμένου. (Πρβλ. στιγματίζω και δια-
στίζω.)





Παράρτημα C

Τα αξιώματα
των Eilenberg και Steenrod

Μέχρι το τέλος τού Β1 Παγκοσμίου Πολέμου η ραγδαία εξέλιξη τής Αλγεβρικής
Τοπολογίας, πέραν των επιτευγμάτων της, συνοδευόταν και από ορισμένα στοιχεία
«συγχύσεως» και «κοπώσεως», όπως, π.χ., ήταν η έλλειψη ενός (έστω και υποτυπώ-
δους) «κεντρικού σχεδιασμού» ή μιας «συστηματοποιήσεως» των κατακτώμενων
νέων θεωριών. Το αξιωματικό σύστημα των Eilenberg και Steenrod (προαγγελθέν
το1 1945 και παρουσιασθέν λεπτομερώς στο βιβλίο τους [62] το 1952) μετέτρεψε
τις (μέχρι τότε διάσπαρτες) θεωρίες ομολογίας, από διαδικασίες υπολογισμών σε
αυθύπαρκτες μαθηματικές οντότητες. Αυτό επρόκειτο για μια ριζική καινοτομία.

Ο J. Dieudonné (στη σελ. 107 τού [116]) γράφει σχετικώς τα ακόλουθα: «Οι
διάφορες θεωρίες ομολογίας και συνομολογίας εμφανίζονται ως περίπλοκοι μηχα-
νισμοί, το τελικό προϊόν των οποίων είναι η αντιστοίχιση μιας διαβαθμισμένης ομά-
δας σε κάθε τοπολογικό χώρο, μέσω μιας σειράς διαδικασιών, οι οποίες (εκ πρώτης
όψεως) φαίνονται τόσον αυθαίρετες που κανείς δικαίως θα μπορούσε να διερω-
τάται για το κατά πόσον είναι σε θέση να τελεσφορήσουν. Σε ένα αξιοθαύμαστο
βιβλίο [παραπέμπει στο [62]] οι Eilenberg και Steenrod πάσχισαν να αντιπαρατε-
θούν σε αυτόν τον λαβύρινθο δυσάρεστων Μαθηματικών υιοθετώντας μια θεώρηση
από τελείως διαφορετική οπτική γωνία, εστιάζοντες στις ιδιότητες των εν λόγω τελι-
κών προϊόντων παρά στις ποικίλες μεθόδους που έχουν επινοηθεί για την απόκτησή
τους. Πρόκειται για την αξιωματική θεωρία ομολογίας (και συνομολογίας).»

O S. Mac Lane (σε ένα αφιέρωμα για τον S. Eilenberg, μετά τον θάνατό του,
στα Notices of A.M.S., Vol. 45, no. 10) αναφέρει τον Νοέμβριο τού 1998 τα εξής: «Η
Αλγεβρική Τοπολογία επηρεάσθηκε κατά τρόπο αποφασιστικό από την κατάληξη
τής πρώιμης συνεργασίας τού Eilenberg με τον Norman Steenrod (το 1952), έχου-
σας ως αποτέλεσμα το βιβλίο τους υπό τον τίτλο Foundations of Algebraic Topology.
Εκείνην την εποχή υπήρχαν διαφορετικές και κατά τι συγκεχυμένες εκδοχές τής
θεωρίας ομολογίας, άλλες ιδιάζουσες και άλλες κυτταρικές. Αυτό το βιβλίο χρη-
σιμοποίησε τη γλώσσα των κατηγοριών προκειμένου να καταδείξει ότι όλες αυτές
θα μπορούσαν να περιγραφούν εννοιολογικώς ως παραστάσεις ομολογικών συναρ-

1S. Eilenberg & N.E. Steenrod: Axiomatic approach to homology theory, Proceedings of the National Academy of
Sciences of the U.S.A. 31, 1945, no. 4, 117-120.
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τητών από την κατηγορία των τοπολογικών ζευγών σε εκείνην των ομάδων ή των
δακτυλίων, οι οποίες υπόκεινται σε κατάλληλα αξιώματα, όπως αυτό τής εκτομής.
Χάρις στη διορατικότητα και στον ενθουσιασμό τού Eilenberg αυτό το σύγγραμμα
άλλαξε δραστικώς τη μέθοδο διδασκαλίας τής Τοπολογίας.»

Στο παρόν (τρίτο) παράρτημα παρατίθενται τα αξιώματα των Eilenberg2 και
Steenrod3 για την ομολογία και τη συνομολογία (βλ. §C.1 και §C.7) και διατυπώ-
νεται το θεώρημα τής μοναδικότητας. Επιπροσθέτως, στην §C.2 δίδονται κάποιες
άμεσες συνέπειες των αξιωμάτων, στην §C.3 ορίζονται οι ανηγμένοι μόδιοι ομολο-
γίας και στην §C.4 υπολογίζονται (με αποκλειστική χρήση των αξιωμάτων) οι μόδιοι
ομολογίας των σφαιρών. Με «δεδομένους» τους μοδίους ομολογίας των σφαιρών,
εξασφαλίζεται, επί παραδείγματι, η δυνατότητα μιας άμεσης αποδείξεως τού θε-
ωρήματος C.5.2 τού σταθερού σημείου τού Brouwer και μιας σχετικώς ανέξοδης4

αποδείξεως τού «Θ.Θ.Α.» C.6.10. (Βλ. §C.5 και §C.6.) Εξάλλου, οτιδήποτε σχετίζε-
ται με την κατασκευή ακριβών ακολουθιών των Mayer και Vietoris είναι ανεξάρτητο
από τη θεωρία ομολογίας με την οποία εργαζόμαστε (υπό την προϋπόθεση ότι τα

2Eilenberg, Samuel (30/9/1913-30/1/1998). Πολωνός μαθηματικός (που έζησε από το 1939 μέχρι το τέλος τής ζωής
του στις Η.Π.Α.). Σπούδασε στο Πανεπιστήμιο τής Βαρσοβίας και εξεπόνησε τη διδακτορική του διατριβή υπό τους K.
Kuratowski και K. Borsuk (1936). Με παρότρυνση τού πατέρα του εγκατέλειψε (για ευνόητους λόγους) την Ευρώπη το
1939. Μετά τη μετάβασή του στις Η.Π.Α., οι O. Veblen και S. Lefschetz μεσολάβησαν (όπως είχαν πράξει και με άλλους
πρόσφυγες) προκειμένου αυτός να βρει μια θέση στο Πανεπιστήμιο τού Michigan, όπου ο R. Wilder δημιουργούσε μια
νέα ερευνητική ομάδα τοπολόγων. (Ν. Steenrod, R. Bott, H. Samelson κ.ά.) Εκεί, σε μια διάλεξη περί επεκτάσεων ο-
μάδων, γνώρισε και τον S. Mac Lane. Έκτοτε η επικοινωνία μαζί του οδήγησε -συν τω χρόνω- σε μια μακρά και γόνιμη
συνεργασία. Στο Michigan διέμεινε μέχρι το 1945. Το 1945-1946 έγινε καθηγητής στο Πανεπιστήμιο τής Indiana, αλλά
ένα χρόνο αργότερα μετακινήθηκε στο Columbia University τής Νέας Υόρκης, στο οποίο και παρέμεινε μέχρι το τέλος
τής σταδιοδρομίας του. Οι συνεργασίες του επεκτάθηκαν και με αρκετούς Γάλλους μαθηματικούς, όπως με τον Claude
Chevalley (1909-1984) και τον Henri Cartan (1904-2008), με τον οποίο συνέγραψε το άλλο πασίγνωστο βιβλίο (υπό τον
τίτλο Homological Algebra, εκδοθέν το 1956). Υπήρξε, μάλιστα, και μέλος τής ομάδας των Bourbaki για μία δεκαπεντα-
ετία (έως το 1966). Ο Eilenberg ήταν δεσπόζουσα φυσιογνωμία για τουλάχιστον μία τριακονταετία στη διαμόρφωση
τής προοδού τής Αλγεβρικής Τοπολογίας και τμημάτων τής Άλγεβρας και τής Λογικής (Θεωρία Κατηγοριών, Θεω-
ρία Αυτομάτων κ.λπ.) Οι ερευνητικές του εργασίες υπερβαίνουν τις 100. Επί διδακτορία φοιτητές του υπήρξαν οι D.
Buchsbaum, D. Kan, F.W. Lawvere κ.ά. Ετιμήθη, μεταξύ άλλων με το Wolf Prize (1986) και με το Steele Prize (1987).

3Steenrod, Norman Earl (22/4/1910-14/10/1971). Αμερικανός μαθηματικός. Σπούδασε στα Πανεπιστήμια τού
Michigan (A.B. 1932) και τού Harvard (MSc 1934). Διδακτορική διατριβή το 1936 στο Princeton υπό τον S. Lefschetz
(1884-1972). Επίκουρος καθηγητής στα Πανεπιστήμια τού Chicago (1939-1942) και τού Michigan (1942-1947). Από το
1947 παρέμεινε στο Princeton (αρχικώς ως αναπληρωτής καθηγητής, 1947-1952, και εν συνεχεία ως καθηγητής, 1952-
1971). Επέβλεψε 17 διδακτορικές διατριβές. Μεταξύ αυτών που τις εξεπόνησαν συγκαταλέγοντο οι G.W. Whitehead Jr.,
E. Spanier, W. Massey, F. Peterson, J. Levine, W.-C. Hsiang κ.ά. Αξιομνημόνευτα τα αποτελέσματά του και τα ερευνητι-
κά του συγγράμματα σε πολλούς υποκλάδους τής Αλγεβρικής Τοπολογίας: Αξιωματικές θεμελιώσεις, χαρακτηριστικές
κλάσεις, ινικές δέσμες (fibre bundles), (συν)ομολογία με «τοπικούς συντελεστές», ειδικοί συνομολογιακοί τελεστές,
ειδικές άλγεβρες κ.ά.

4«Σχετικώς ανέξοδης» υπό την έννοια τού ότι για αυτήν δεν θα χρειασθούμε ούτε το θεώρημα τού Liouville, ούτε
το θεώρημα τού Rouché, ούτε το θεώρημα τής ανοικτής συναρτήσεως, ούτε το θεώρημα B.6.18, ούτε κάποιες βαθύτερες
γνώσεις περί των αριθμών περιελίξεως (winding numbers) ή από τη Θεωρία Βαθμού.
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μετέχοντα τοπολογικά ζεύγη (7.1) ανήκουν στα αντικείμενα τής αντίστοιχης ομο-
λογικώς επιτρεπτής κατηγορίας), όπως βλέπουμε στις ενότητες 7.1, 7.2, 7.3, 7.4 και
7.5 τού κεφαλαίου 7.

C.1 ΤΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΙΣ ΣΥΝΗΘΕΙΣ
ΘΕΩΡΙΕΣ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

C.1.1 Ορισμός. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος (υπό την έννοια τού ο-
ρισμού B.7.1). Ως σύνδεσμο τού (X,A) ορίζουμε τα έξι τοπολογικά ζεύγη τού
κάτωθι σχήματος, τις μεταξύ τους ταυτοτικές απεικονίσεις, καθώς και τις μέσω
βελών υποδεικνυόμενες ενθετικές απεικονίσεις:

(X,∅) � s

%%

(∅,∅) � � // (A,∅)� s

%%

+ �

99

(X,A) � � // (X,X)

(A,A)
+ �

99

C.1.2 Ορισμός (Ομολογικώς επιτρεπτές κατηγορίες). Μια ομολογικώς επιτρε-
πτή κατηγορία C είναι μια υποκατηγορία τής κατηγορίας Top[2] όλων των το-
πολογικών ζευγών (με τις συνεχείς απεικονίσεις τοπολογικών ζευγών ως μορφι-
σμούς της, βλ. εδ. B.7.3 και A.1.5 (v)-(vi)), ούτως ώστε να ισχύουν τα εξής:
(i) Εάν (X,A) P Ob(C ), τότε η C περιέχει τον σύνδεσμο τού (X,A).

(ii) Εάν η f : (X,A) ÝÑ (Y,B) είναι ένας μορφισμός εντός τής C , τότε η C , πέ-
ραν των ιδίων των (X,A), (Y,B), περιέχει και όλες τις απεικονίσεις που προσ-
διορίζει η f από τον σύνδεσμο τού (X,A) στον σύνδεσμο τού (Y,B).

(iii) Εάν (X,A) P Ob(C ), τότε η C περιέχει τον κύλινδρο (X,A) ˆ I ως αντικεί-
μενό της (βλ. B.7.10) και τις δύο ενθετικές απεικονίσεις

j0, j1 : (X,A) ãÑ (X,A) ˆ I

ως μορφισμούς της (όπου j0(x) := (x, 0), j1(x) := (x, 1), @x P X).
(iv) Υπάρχει (τουλάχιστον) ένας μονοσημειακός χώρος tptu εντός τής κλάσεως
των αντικειμένων τής C και κάθε συνεχής απεικόνιση f : tptu ÝÑ X, όπου
X = (X,∅) P Ob(C ), ανήκει στο σύνολο των μορφισμών τής C .
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C.1.3 Παραδείγματα. Οι ακόλουθες κατηγορίες είναι ομολογικώς επιτρεπτές:
(i) Η ίδια η C = Top[2] αποτελεί την ευρύτερη δυνατή ομολογικώς επιτρεπτή κατη-
γορία.
(ii) Η κατηγορία C = Top[2]comp. των τοπολογικών ζευγών (X,A), όπου X συμπαγής
τοπολογικός χώρος και A κλειστός υπόχωρός του.
(iii) Η κατηγορία C = Top

[2]
triang. (αντ., C = Top

[2], abs.
triang. ) των ζευγών τριγωνίσιμων χώ-

ρων και υποχώρων, καθώς και η υποκατηγορία αυτής Top[2]fin.triang. (αντ., Top[2],abs.
fin.triang.)

η αποτελούμενη από ζεύγη πεπερασμένως τριγωνίσιμων χώρων. (Βλ. εδ. D.1.54.)
(iv) Η κατηγορία C = Top

[2]
CW των CW-ζευγών, καθώς και η υποκατηγορία αυτής

Top
[2]
fin.CW η αποτελούμενη από πεπερασμένα CW-ζεύγη. (Βλ. εδ. D.3.15.)

C.1.4 Σημείωση. Εάν η C είναι μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία, τότε κα-
λούμε κάθε ζεύγος (X,A) P Ob(C ) επιτρεπτό ζεύγος (για την κατηγορία C ), κάθε
μορφισμό f P MorC ((X,A), (Y,B)) επιτρεπτό μορφισμό (για την C ) κ.λπ.

C.1.5 Ορισμός. Από τούδε και στο εξής θα συμβολίζουμε ως ModZR την κατηγο-
ρία των ακολουθιών R-μοδίων με το Z ως το σύνολο των δεικτών τους (βλ. A.1.5
(iv)), όπου R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος.

C.1.6 Ορισμός (R-θεωρίες ομολογίας). Έστω R ένας μη τετρ. μεταθετικός δα-
κτύλιος και έστω C μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία. Ως N : C ù C
συμβολίζουμε τον συναρτητή, ο οποίος αντιστοιχεί σε κάθε (X,A) P Ob(C ) τον
A = (A,∅) P Ob(C ) (με προφανή απεικόνιση μορφισμών). Μια R-θεωρία ομο-
λογίας (H‚, B‚) επί τής κατηγορίας C είναι ένα ζεύγος απαρτιζόμενο από έναν
συναλλοίωτο συναρτητή

H‚ : C ù ModZR, (X,A) ÞÝÑ H‚(X,A;R) = (Hn(X,A;R))nPZ

και έναν φυσικό μετασχηματισμό (βλ. εδ. A.3.1)

B‚ : H‚ ÝÑ H‚´1 ˝ N

(όπου ο H‚´1 προκύπτει από τον H‚ ύστερα από μείωση δεικτών κατά ένα),
ούτως ώστε να πληρούνται τα εξής αξιώματα των Eilenberg και Steenrod:

ES-A1 Αξίωμα τής ακριβείας. Για κάθε (X,A) P Ob(C ) η (και προς τις δύο
κατευθύνσεις απείρως εκτεινόμενη) μακρά ακολουθία R-μοδίων και ομομορφι-
σμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨ // Hn(A;R)
Hn(i)

// Hn(X;R)
Hn(j)

// Hn(X,A;R)

Bn(X,A)

// Hn´1(A;R)
Hn´1(i)

// Hn´1(X;R)
Hn´1(j)

// Hn´1(X,A;R) // ¨ ¨ ¨
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είναι ακριβής (υπό την έννοια τού ορισμού 3.1.1), όπου

i : A ãÑ X και j : X = (X,∅) ãÑ (X,A)

είναι οι συνήθεις ενθέσεις. Ο Hn(X,A;R) ονομάζεται n-οστός μόδιος ομολο-
γίας τού τοπολογικού ζεύγους (X,A) (ως προς την (H‚, B‚)), ο ομομορφισμός
Bn(X,A) συνδετικός ομομορφισμός και η ανωτέρω ακολουθία μακρά ακριβής
ακολουθία τού ζεύγους (X,A).

ES-A2 Αξίωμα τού ομοτοπικώς αναλλοιώτου. Εάν οι f, g : (X,A) ÝÑ (Y,B)

είναι ομότοπες εντός τής C (όπου (X,A), (Y,B) P Ob(C )), ήτοι εάν υπάρχει
επιτρεπτός μορφισμός h : (X,A) ˆ I ÝÑ (Y,B) με f = h ˝ j0 και g = h ˝ j1
(όπου j0, j1 όπως ορίσθηκαν στο C.1.2 (iii)), τότε

Hn(f) = Hn(g) : Hn(X,A;R) ÝÑ Hn(Y,B;R), @n P Z.

ES-A3 Αξίωμα τής εκτομής. Εάν οι U Ď A Ď X είναι δυο υπόχωροι ενός το-
πολογικού χώρου X P Ob(C ), τέτοιοι ώστε να ισχύει clX(U) Ď intX(A), τότε
μέσω τής ενθέσεως τοπολογικών ζευγών i : (X∖U,A∖U) ãÑ (X,A) επάγονται
ισομορφισμοί R-μοδίων:

Hn(i) : Hn(X ∖ U,A∖ U ;R)
–

ÝÑ Hn(X,A;R), @n P Z.

ES-A4 Αξίωμα τής διαστάσεως. Για τον μονοσημειακό χώρο tptu ισχύει:

Hn(tptu;R) – t0u, @n P Z ∖ t0u.

ES-A5 Αξίωμα τού αθροίσματος. Έστω (Xj , Aj)jPJ μια οικογένεια τοπολογι-
κών ζευγών (που αποτελούν αντικείμενο τής C ) και έστω ij : (Xj , Aj) ãÑ (X,A)

η ένθεση τοπολογικών ζευγών όταν X :=
ř

jPJ Xj , A :=
ř

jPJ Aj , @j P J. Τότε
ο ομομορφισμός R-μοδίων

À

jPJ

Hn(ij) :
À

jPJ

Hn(Xj , Aj ;R) ÝÑ Hn(X,A;R)

είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.

C.1.7 Παρατήρηση. (i) Ήδη από τον ορισμό ενός συναλλοιώτου συναρτητή (βλ. εδ.
A.2.1) είναι σαφές ότι (μέσω τού H‚) σε κάθε τοπολογικό ζεύγος (X,A) P Ob(C ) α-
ντιστοιχούμε μια ακολουθίαR-μoδίων tHn(X,A;R) |n P Zu και σε κάθε μορφισμό
(τής C ) f P MorC ((X,A), (Y,B)) έναν μορφισμό

tHn(f) : Hn(X,A;R) ÝÑ Hn(Y,B;R) |n P Zu

τής ModZR, ούτως ώστε να ισχύει για κάθε n P Z και g P MorC ((Y,B), (Z,C)) :

Hn(id(X,A)) = idHn(X,A;R) και Hn(g) ˝ Hn(f) = Hn(g ˝ f).
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(ii) Ο φυσικός μετασχηματισμός B‚ αντιστοιχεί σε κάθε (X,A) P Ob(C ) και σε κάθε
n P Z έναν ομομορφισμό R-μοδίων

Bn(X,A) : Hn(X,A;R) ÝÑ Hn´1(A;R),

ούτως ώστε για κάθε f P MorC ((X,A), (Y,B)) το διάγραμμα

Hn(X,A;R)

œ

Bn(X,A)
//

Hn(f)

��

Hn´1(A;R)

Hn´1( f |A)

��

Hn(Y,B;R)
Bn(Y,B)

// Hn´1(B;R)

να είναι μεταθετικό.
(iii) Για τις δύο «πιο οικείες» R-θεωρίες ομολογίας (μονοπλεκτική και ιδιάζουσα)
έχουμε (εκ κατασκευής) H0(tptu;R) – R.

C.1.8 Σημείωση. Οι R-θεωρίες ομολογίας (H‚, B‚), όπως ορίζονται στο εδ. C.1.6,
είναι οι συνήθεις θεωρίες ομολογίας. Αντίστοιχοι συναλλοίωτοι συναρτητές H‚, οι
οποίοι δεν πληρούν κατ’ ανάγκην κάποιο εκ των αξιωμάτων ES-A1 , ES-A4 ή
ES-A5 , οδηγούν στη θέσπιση γενικευμένων θεωριών ομολογίας. Π.χ., η θεωρία ο-

μολογίας τού Čech δεν πληροί το ES-A1 (βλ. Eilenberg & Steenrod [62], Chapter
IX, Theorem 7.6, σελ. 248), η θεωρία ομορισμού (bordism theory) και κάποιες K-
θεωρίες δεν πληρούν το ES-A4 κ.λπ.

C.1.9 Ορισμός. Έστω ότι R είναι ένας μη τετρ. μεταθετικός δακτύλιος και ό-
τι (H‚, B‚) (και αντιστοίχως, (H 1

‚ , B
1
‚)) είναι μια R-θεωρία ομολογίας επί μιας

ομολογικώς επιτρεπτής κατηγορίας C (και αντιστοίχως, επί μιας ομολογικώς ε-
πιτρεπτής κατηγορίας C 1). Εάν υποτεθεί ότι αμφότερες οι C και C 1 περιέχουν
την Top

[2]
fin.CW ως υποκατηγορία τους, τότε ένας φυσικός μετασχηματισμός από

την (H‚, B‚) στην (H 1
‚ , B

1
‚) αντιστοιχεί σε κάθε ζεύγος (X,A) P Ob(C ) έναν

μορφισμό
ω‚(X,A) P MorModZ

R
(H‚(X,A;R),H

1
‚ (X,A;R)),

ούτως ώστε η οικογένεια tω‚(X,A)| (X,A) P Ob(C )u να αποτελεί έναν φυσικό
μετασχηματισμό (υπό την έννοια τού ορισμού A.3.1 (i)) από τον συναρτητή H‚

στον συναρτητή H 1
‚ και ταυτοχρόνως να υπάρχει συμβατότητα με τους B‚ και

B1
‚, ήτοι τα διαγράμματα

Hn(X,A;R)

œ

Bn(X,A)
//

ωn(X,A)

��

Hn´1(A;R)

ωn´1(A)

��

H 1
n(X,A;R)

B1
n(X,A)

// H 1
n´1(A;R)

να είναι μεταθετικά για οιονδήποτε n P Z. Ένας τέτοιος φυσικός μετασχημα-
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τισμός από την (H‚, B‚) στην (H 1
‚ , B

1
‚) καλείται φυσική ισοδυναμία μεταξύ των

(H‚, B‚) και (H 1
‚ , B

1
‚) όταν η

tω‚(X,A)| (X,A) P Ob(C )u

αποτελεί μια φυσική ισοδυναμία (υπό την έννοια τού ορισμού A.3.1 (ii)) μεταξύ
των H‚ και H 1

‚ (δηλαδή όταν οι ωn(X,A) είναι ισομορφισμοί R-μοδίων για
κάθε n P Z). Εν τοιαύτη περιπτώσει, λέμε ότι οι R-θεωρίες ομολογίας (H‚, B‚)

και (H 1
‚ , B

1
‚) είναι φυσικώς ισοδύναμες.

C.1.10 Θεώρημα («Θεώρημα τής μοναδικότητας»). Έστω ότι R είναι ένας μη τε-
τριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και ότι (H‚, B‚) (και αντιστοίχως, (H 1

‚ , B
1
‚)) είναι

μια R-θεωρία ομολογίας επί μιας ομολογικώς επιτρεπτής κατηγορίας C (και αντι-
στοίχως, επί μιας ομολογικώς επιτρεπτής κατηγορίας C 1). Εάν υποτεθεί ότι αμφό-
τερες οι C και C 1 περιέχουν την Top

[2]
fin.CW ως υποκατηγορία τους και

f : H0(tptu;R) ÝÑ H0(tptu;R)

είναι ένας ομομορφισμόςR-μοδίων, τότε υφίσταται ένας φυσικός μετασχηματισμός
(R-θεωριών ομολογίας, υπό την έννοια τού ορισμού C.1.9)

ωf‚ : H‚|
Top

[2]
fin.CW

ÝÑ H 1
‚

ˇ

ˇ

Top
[2]
fin.CW

από τον περιορισμό τής πρώτης στον περιορισμό τής δεύτερης επί τής Top
[2]
fin.CW,

ούτως ώστε να ισχύει ωf0 = f. Μάλιστα, στην περίπτωση κατά την οποία ο f είναι
ισομορφισμός, ο ωf‚ αποτελεί φυσική ισοδυναμία μεταξύ των (H‚|

Top
[2]
fin.CW

, B‚) και
(H 1

‚ |
Top

[2]
fin.CW

, B1
‚) (υπό την έννοια τού ορισμού C.1.9).

C.1.11 Σημείωση. (i) Βάσει τού θεωρήματος C.1.10, επί τής Top
[2]
fin.CW υφίσταται

(μέχρι φυσικής ισοδυναμίας) μόνον μία R-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) με παγιωμέ-
νον (μέχρις ισομορφισμού) τον H0(tptu;R).
(ii) Για μια απόδειξη τού θεωρήματος C.1.10, βλ. Hu [72], Chapter I, §9, σελ. 51-62.
(Το θεώρημα C.1.10 είχε αποδειχθεί εν πρώτοις από τους Eilenberg και Steenrod
στο [62], Chapter III, §10, σελ. 100-105, με την Top

[2]
fin.triang. στη θέση τής Top

[2]
fin.CW.)

Για παραλλαγές και γενικεύσεις του υπό όρους επί ολόκληρης τής Top
[2]
CW βλ. May

[78], Chapter 15, §2, σελ. 117-118, και Lück [76], §3.5, σελ. 56-60. (Τούτες οι γενικεύ-
σεις επέβαλαν και τη συμπερίληψη τού πέμπτου «αξιώματος τού αθροίσματος», το
οποίο δεν περιείχετο στο [62], διότι τα θεωρήματα μοναδικότητας επί τήςTop[2]fin.triang.

και -αργότερα- επί τής Top[2]fin.CW μπορούσαν να αποδειχθούν χωρίς αυτό, ενώ αυτό
ίσχυε αυτομάτως επί των εν λόγω κατηγοριών. Φυσικά, το πέμπτο αξίωμα ισχύει για
την ιδιάζουσα θεωρία ομολογίας επί τής ευρύτερης δυνατής ομολογικής κατηγορίας
όλων των τοπολογικών ζευγών.)
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C.2 ΑΜΕΣΕΣ ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΩΝ ΑΞΙΩΜΑΤΩΝ

Έστω (H‚, B‚) τυχούσαR-θεωρία ομολογίας επί μιας (ομολογικώς επιτρεπτής) κα-
τηγορίας C .Εάν υποτεθεί ότι όσοι τοπολογικοί χώροι και όσα τοπολογικά ζεύγη θα
αναφέρονται στις διατυπώσεις των αποτελεσμάτων τής παρούσας ενότητας αποτε-
λούν αντικείμενα τής C , τότε από τα αξιώματα ES-A1 – ES-A5 των Eilenberg και
Steenrod έπονται τα ακόλουθα:

C.2.1 Πρόταση. Εάν (X,A) » (Y,B), τότε Hn(X,A;R) – Hn(Y,B;R), @n P Z.

Αποδειξη. Εάν υποτεθεί ότι (X,A) » (Y,B), τότε υπάρχουν συνεχείς απεικονί-
σεις

f : (X,A) Ñ (Y,B), g : (Y,B) Ñ (X,A)

με
g ˝ f » id(X,A) και f ˝ g » id(Y,B).

Από το αξίωμα ES-A2 και το C.1.7 (i) έπεται ότι
#

Hn(g ˝ f) = Hn(g) ˝ Hn(f) = Hn(id(X,A)) = idHn(X,A;R),

Hn(f ˝ g) = Hn(f) ˝ Hn(g) = Hn(id(B,Y )) = idHn(B,Y ;R), @n P Z,

οπότε ο ομομορφισμός R-μοδίων Hn(f) είναι ισομορφισμός (με την Hn(g) ως α-
ντίστροφό του) για κάθε n P Z.

C.2.2 Σημείωση. Για A = B = ∅ η πρόταση C.2.1 μας πληροφορεί ότι

[X » Y ùñ Hn(X;R) – Hn(Y ;R), @n P Z].

C.2.3 Πόρισμα. Εάν ο X είναι ένας συσταλτός τοπολογικός χώρος (βλ. εδ. B.5.5),
τότε

Hn(X;R) – t0u, @n P Z ∖ t0u.

Αποδειξη. Άμεση από τις προτάσεις B.5.21, C.2.1 και το αξίωμα ES-A4 .

C.2.4 Πρόταση. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος. Εάν ως i : A ãÑ X και
ως j : X ãÑ (X,A) συμβολίσουμε τις συνήθεις ενθέσεις και υποθέσουμε ότι ο A
είναι μια σύμπτυξη τού X (υπό την έννοια τού ορισμού B.5.13), τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:
(i) Ο Hn(i) : Hn(A;R) ÝÑ Hn(X;R) είναι μονομορφισμός, @n P Z.
(ii) Ο Hn(j) : Hn(X;R) ÝÑ Hn(X,A;R) είναι επιμορφισμός, @n P Z.
(iii) Οι συνδετικοί ομομορφισμοί Bn(X,A) είναι μηδενικοί, @n P Z.
(iv) Hn(X;R) – Hn(A;R) ‘ Hn(X,A;R), @n P Z.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως υπάρχει συνεχής απεικόνιση r : X ÝÑ A με r ˝ i = idA.
Άρα

Hn(r ˝ i) = Hn(r) ˝ Hn(i) = Hn(idA) = idHn(A;R)

ñ [Hn(r) επιμορφισμός και Hn(i) μονομορφισμός, @n P Z],
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απ’ όπου προκύπτει το (i) και η βραχεία ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορ-
φισμών R-μοδίων:

t0u ÝÑ Hn(A;R)
Hn(i)
ÝÑ Hn(X;R)

Hn(r)
ÝÑ Hn(A;R) ÝÑ t0u.

Από τη συνεπαγωγή (ii)ñ(iii) τού θεωρήματος 3.1.29 λαμβάνουμε

Hn(X;R) – Im(Hn(i)) ‘ Ker(Hn(r)), @n P Z. (C.1)

Εν συνεχεία θεωρούμε τη μακρά ακριβή ακολουθία τού ES-A1 ,

¨ ¨ ¨ // Hn(A;R)
Hn(i)

// Hn(X;R)
Hn(j)

// Hn(X,A;R)

Bn(X,A)

// Hn´1(A;R)
Hn´1(i)

// Hn´1(X;R)
Hn´1(j)

// Hn´1(X,A;R) // ¨ ¨ ¨

Εξ αυτής συνάγεται ότι
$

&

%

Im(Bn(X,A)) = Ker(Hn´1(i))
(i)
= t0u ùñ το (iii) είναι αληθές.

Im(Hn(j)) = Ker(Bn(X,A)) = Hn(X,A;R) ùñ το (ii) είναι αληθές.

,

.

-

Τέλος, από την (C.1) έχουμε

Ker(Hn(r)) –
2.4.20

Hn(X;R)/Im(Hn(i)) – Hn(X;R)/Ker(Hn(j))

–
2.3.7

Im(Hn(j))
(ii)
= Hn(X,A;R).

Κι επειδή Im(Hn(i))
(i)
– Hn(A;R), το (iv) είναι ωσαύτως αληθές.

C.2.5 Πόρισμα. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και έστω x0 P X. Τότε

Hn(X;R) –

#

H0(tx0u;R) ‘ H0(X, tx0u;R), όταν n = 0,

Hn(X, tx0u;R), όταν n P Z ∖ t0u.

Αποδειξη. Άμεση από τo (iv) τής προτάσεως C.2.4 (για A := tx0u) και από το
πόρισμα C.2.3. (Εν προκειμένω, r(x) := x0, @x P X.)

C.2.6 Πόρισμα. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος. Εάν τοA είναι μια παραμορ-
φωτική σύμπτυξη τού X (βλ. ορισμό B.5.22) τότε

Hn(X,A;R) – t0u, @n P Z. (Π.χ., Hn(X,X;R) – t0u, @n P Z.)

Αποδειξη. Άμεση από τo (iv) τής προτάσεως C.2.4 και από τη σημείωση B.5.23,
καθότι X » A

C.2.2
ùñ Hn(X;R) – Hn(A;R), @n P Z.
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C.2.7 Πρόταση. Το αξίωμα τής εκτομής ES-A3 είναι ισοδύναμο με το ακόλουθο:

ES-A3 ‹ : Εάν οιA,B είναι δυο υπόχωροι ενός τοπολογικού χώρουX, τέτοιοι ώστε
να ισχύει X = intX(A)Y intX(B), τότε μέσω τής ενθέσεως τοπολογικών ζευγών
j : (A,AXB) ãÑ (AYB,B) = (X,B) επάγονται ισομορφισμοί R-μοδίων

Hn(j) : Hn(A,AXB;R)
–

ÝÑ Hn(X,B;R), @n P Z.

Αποδειξη. ES-A3 ñ ES-A3 ‹: Εάν X = intX(A)Y intX(B), θέτουμε U 1 := X ∖A

και A1 := B. Προφανώς,

clX(U 1) = X ∖ intX(A) Ď intX(B) = intX(A1)

και (X ∖ U 1, A1 ∖ U 1) = (A,AXB), οπότε το ES-A3 ‹ είναι αληθές.

ES-A3 ‹ ùñ ES-A3 : Ας προϋποθέσουμε ότι U Ď A Ď X με clX(U) Ď intX(A).

Θέτοντας A1 := X ∖ U και B1 := A έχουμε

intX(A1) Y intX(B1) = (X ∖ clX(U)) Y intX(A) = X

και επειδή (X ∖ U,A∖ U) = (A1, A1 X B1) μέσω τής i : (X ∖ U,A∖ U) ãÑ (X,A)

επάγονται ισομορφισμοί R-μοδίων

Hn(i) : Hn(X ∖ U,A∖ U ;R)
–

ÝÑ Hn(X,A;R)

για κάθε n P Z.

C.3 ΑΝΗΓΜΕΝΟΙ ΜΟΔΙΟΙ ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Έστω (H‚, B‚) μια R-θεωρία ομολογίας (επί μιας ομολογικώς επιτρεπτής κατηγο-
ρίας C ) με H0(tptu;R) – R. Oι μόδιοι ομολογίας Hn(tptu;R) εντάσσονται στα
απαραίτητα δεδομένα αυτής αλλά δεν εμπεριέχουν καμιά ειδική γεωμετρική πληρο-
φορία. Ως εκ τούτου, για την απλούστευση ορισμένων τύπων είθισται να ορίζονται
οι ανηγμένοι μόδιοι ομολογίας5.

C.3.1 Ορισμός. Έστω X ‰ ∅ ένας τοπολογικός χώρος. Τότε υπάρχει ακριβώς
μία συνεχής απεικόνιση µ = µX : X ÝÑ tptu. Θέτουμε

H̃n(X;R) := Ker(Hn(µ) : Hn(X;R) ÝÑ Hn(tptu;R))

και για ∅ ‰ A Ď X : H̃n(X,A;R) := Hn(X,A;R), @n P Z. Αυτοί οι R-
μόδιοι καλούνται ανηγμένοι μόδιοι ομολογίας τού X (και αντιστοίχως, τού ζεύ-
γους (X,A)).

5Και σε αυτήν την ενότητα θα υποτεθεί ότι όσοι τοπολογικοί χώροι και όσα τοπολογικά ζεύγη συναντώνται στα
εδάφιά της είναι αντικείμενα τής C .
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C.3.2 Σημείωση. (i) Εάν ν = νX : tptu ãÑ X είναι η συνήθης ένθεση, τότε έχουμε
µ ˝ ν = idtptu, οπότε

H0(µ) ˝ H0(ν) = idH0(tptu;R) ùñ

#

H0(µ) επιμορφισμός

H0(ν) μονομορφισμός

+

,

απ’ όπου προκύπτει η βραχεία ακριβής ακολουθία:

t0u ÝÑ H0(tptu;R) – R
H0(ν)
ÝÑ H0(X;R)

H0(µ)
ÝÑ R – H0(tptu;R) ÝÑ t0u

και ως εκ τούτου (λόγω τού πορίσματος 3.1.31 και τού θεωρήματος 3.1.29) ο ισο-
μορφισμός R-μοδίων:

H0(X;R) – Im(H0(ν)) ‘ Ker(H0(µ)).

(ii) Βάσει τού αξιώματος ES-A4 , H̃n(X;R) = Hn(X;R), @n P Z ∖ t0u, και κατ’
αναλογίαν,

H̃n(A;R) = Hn(A;R), @n P Z ∖ t0u.

(iii) Από τα θεωρήματα 2.3.7 και 2.5.46 λαμβάνουμε

H0(X;R)/H̃0(X;R) – H0(tptu;R) ñ H0(X;R) – H̃0(X;R) ‘ H0(tptu;R).

Επιπροσθέτως,

Hn(A;R) = H̃0(A;R) ‘ Im(H0(ν)) = H̃0(A;R) ‘ H0(tptu;R).

C.3.3 Πρόταση. Εάν το (X,A) είναι ένα τοπολογικό ζεύγος με X ‰ ∅ και A ‰ ∅,
τότε υφίσταται μια μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ ÝÑ H̃n(A;R)
H̃n(i)
ÝÑ H̃n(X;R)

H̃n(j)
ÝÑ Hn(X,A;R)

Bn(X,A)
ÝÑ H̃n´1(A;R) ÝÑ ¨ ¨ ¨

(η λεγομένη ανηγμένη μακρά ακριβής ακολουθία ομολογίας), όπου

i : A ãÑ X, j : X ãÑ (X,A)

οι συνήθεις ενθέσεις με

H̃n(i) =

#

H0(i)|H̃0(A;R), όταν n = 0,

Hn(i), όταν n P Z ∖ t0u,

και

H̃n(j) =

#

H0(j)|H̃0(X;R), όταν n = 0,

Hn(j), όταν n P Z ∖ t0u.
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Αποδειξη. Η ανωτέρω μακρά ακολουθία διαφέρει τής συνήθους (τού αξιώματος
ES-A1 ) μόνον για n = 0:

H̃0(A;R)� _

��

ĄH0(i)
// H̃0(X;R)� _

��

ĄH0(j)

&&
¨ ¨ ¨ // H1(X,A;R)

B1(X,A)̌

88

B1(X,A)

// H0(A;R)
H0(i)

//

����

H0(X;R)

����

H0(j)

// H0(X,A;R)
B0(X,A)

// ¨ ¨ ¨

H0(tptu, tptu;R)
looooooooooomooooooooooon

–t0u
//

H0(tptu;R)
looooooomooooooon

–R

– //
H0(tptu;R)
looooooomooooooon

–R
//

H0(tptu, tptu;R)
looooooooooomooooooooooon

–t0u

Επειδή η H̃0(i) στέλνει τον R-μόδιο H̃0(A;R) να απεικονισθεί στον R-μόδιο
H̃0(X;R) και την εικόνα Im(H0(νA)) να απεικονισθεί (ισομορφικώς) επί τής ει-
κόνας Im(H0(νX)) έχουμε

Ker(H̃0(i)) = Ker(H0(i))

και
Im(H̃0(i)) = Im(H0(i)) X H̃0(X;R).

Επιπροσθέτως, Ker(H̃0(j)) = Ker(H0(j)) X H̃0(X) (εξ ορισμού). Άρα

Im(B1(X,A)) = Ker(H0(i)) = Ker(H̃0(i)),

Im(H̃0(i)) = Im(H0(i)) X H̃0(X;R) = Ker(H0(j)) X H̃0(X) = Ker(H̃0(j)),

οπότε και η ανωτέρω ακολουθία είναι ακριβής.

C.3.4 Παρατήρηση. (i) Εάν X » Y, τότε H̃n(X;R) – H̃n(Y ;R), @n P Z.
(ii) Εάν ένας τοπολογικός χώρος X ‰ ∅ είναι συσταλτός (βλ. εδ. B.5.5), τότε

H̃n(X;R) – t0u, @n P Z,

διότι εν τοιαύτη περιπτώσει η µ : X ÝÑ tptu είναι κατ’ ανάγκην μια ομοτοπική
ισοδυναμία, οπότε από τη σημείωση C.2.2 έπεται ότι ο ομομορφισμός Hn(µ) είναι
ισομορφισμός για κάθε n P Z.

C.3.5 Πόρισμα. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος με X ‰ ∅ και A ‰ ∅.
(i) Εάν ο X είναι συσταλτός, τότε ο συνδετικός ομομορφισμός Bn(X,A) είναι ισο-
μορφισμός:

Hn(X,A;R) = ĂHn(X,A;R)
–

ÝÑ
Bn(X,A)

ĂHn´1(A;R), @n P Z.
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(ii) Εάν ο A είναι συσταλτός, τότε ο ομομορφισμός H̃n(j) είναι ισομορφισμός:

H̃n(X;R)
–

ÝÑ
H̃n(j)

H̃n(X,A;R) = Hn(X,A;R), @n P Z.

Αποδειξη. Άμεσo επακολούθημα των C.3.3, C.3.4 (ii) και 3.1.3 (i).

C.4 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΜΟΔΙΩΝ
ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ ΣΦΑΙΡΩΝ

Eργαζόμενοι με μια R-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) επί μιας ομολογικώς επιτρεπτής
κατηγορίας C με H0(tptu;R) – R και προϋποθέτοντας ότι οι τοπολογικοί χώροι
και τα τοπολογικά ζεύγη που θα θεωρούμε θα ανήκουν στην C , θα υπολογίσουμε
τους μοδίους ομολογίας σφαιρών οιασδήποτε διαστάσεως κάνοντας χρήση μόνον
των αξιωμάτων των Eilenberg και Steenrod, και θα αποδείξουμε το θεώρημα τού
αναλλοιώτου τής διαστάσεως των σφαιρών μέσω ομοτοπικής ισοδυναμίας.

Ας συμβολίσουμε, για οιονδήποτε d P N0, ως Sd+ (και αντιστοίχως, ως Sd´) το
βόρειο (και αντιστοίχως, το νότιο) ημισφαίριο τής Sd και ως P´ = (0, ..., 0,´1) τον
νότιο πόλο τής6 Sd.

C.4.1 Λήμμα. Hn(Sd+,Sd´1;R) – Hn(Sd,Sd´;R), @n P Z.

Αποδειξη. Η ένθεση τοπολογικών ζευγών

i : (Sd+,Sd´1) ãÑ (Sd,Sd´)

γράφεται ως σύνθεση i = j ˝ j1 των ενθέσεων

j : (Sd ∖ tP´u,Sd´ ∖ tP´u) ãÑ (Sd,Sd´)

και
j1 : (Sd+,Sd´1) ãÑ (Sd ∖ tP´u,Sd´ ∖ tP´u).

Επειδή clRd+1(tP´u) = tP´u Ă B̊d´ (= νότιο ημισφαίριο χωρίς τον ισημερινό), το
αξίωμα ES-A3 τής εκτομής μας πληροφορεί ότι

Hn(j) : Hn(Sd ∖ tP´u,Sd´ ∖ tP´u;R)
–

ÝÑ Hn(Sd,Sd´;R) (C.2)

για κάθε n P Z. Επίσης, ορίζοντας τη συνεχή απεικόνιση τοπολογικών ζευγών

g : (Sd ∖ tP´u,Sd´ ∖ tP´u) ÝÑ (Sd+,Sd´1)

μέσω τού τύπου

g(x1, ..., xd+1) :=

$

&

%

(x1, ..., xd+1), όταν xd+1 ě 0,

1?
1´x2

d+1

(x1, ..., xd, 0), όταν xd+1 ď 0,

6Επίσης, υιοθετείται η σύμβαση: S´1 = ∅.
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διαπιστώνουμε ότι

g ˝ j1 = id(Sd+,Sd´1) και j1 ˝ g » id(Sd∖tP´u,Sd´∖tP´u)

μέσω τής F (x, t) := (1´t)x+tg(x)
||(1´t)x+tg(x)||

, @(x, t) P Sd ˆ I. Επομένως,

(Sd+,Sd´1) » (Sd ∖ tP´u,Sd´ ∖ tP´u),

και βάσει τής προτάσεως C.2.1,

Hn(j
r) : Hn(Sd+,Sd´1;R)

–
ÝÑ Hn(Sd ∖ tP´u,Sd´ ∖ tP´u;R) (C.3)

για κάθε n P Z. Από τις (C.2) και (C.3) έπεται ότι και η σύνθεση

Hn(i) = Hn(j) ˝ Hn(j
1)

είναι ισομορφισμός R-μοδίων για κάθε n P Z.

C.4.2 Λήμμα. H̃n(Bd;R) – H̃n(Sd˘;R) – t0u, @n P Z.

Αποδειξη. Ο πρώτος ισομορφισμός είναι αληθής, διότι Bd – Sd˘. (Βλ. B.1.3 (iv)
και C.3.4 (i).) Επειδή η μπάλα Bd είναι συσταλτή (βλ. B.5.6 (v)), έχουμε

H̃n(Bd;R) – t0u, @n P Z .

(Βλ. C.3.4 (ii)).

C.4.3 Θεώρημα. Για κάθε n P Z έχουμε:

(Id) H̃n(Sd;R) –

#

R, όταν n = d,

t0u, όταν n P Z ∖ tdu.

(IId) Hn(Bd,Sd´1;R) –

#

R, όταν n = d,

t0u, όταν n P Z ∖ tdu.

(IIId) Hn(Sd,Sd´;R) –

#

R, όταν n = d,

t0u, όταν n P Z ∖ tdu.

Αποδειξη. Οι ισομορφισμοί (Id), (IId) και (IIId) θα αποδειχθούν υπαναλειπτικώς
(δηλαδή μέσω διαδοχικού προσδιορισμού των εν λόγω R-μοδίων μέχρις ισομορφι-
σμού).
Βήμα 1ο. Κατ’ αρχάς θα αποδείξουμε ότι ισχύει η (III0): Από το λήμμα C.4.1 έχουμε

Hn(S0,S0´;R) = Hn(t˘1u, t´1u;R) – Hn(t1u,∅;R) – Hn(tptu;R),

οπότε αρκεί η εφαρμογή τού αξιώματος ES-A4 τής διαστάσεως και το ότι εξ υπο-
θέσεως Hn(tptu;R) – R.
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Βήμα 2ο. (Id) ðñ (IIId). Τούτη η ισοδυναμία έπεται από την ανηγμένη μακρά
ακριβή ακολουθία ομολογίας (την κατασκευασθείσα μέσω τής προτάσεως C.3.3)
για το τοπολογικό ζεύγος (Sd,Sd´):

¨ ¨ ¨ Ñ t0u – H̃n(Sd´;R) Ñ H̃n(Sd;R) –
Ñ Hn(Sd, Sd´;R) Ñ H̃n´1(Sd´;R) – t0u Ñ ¨ ¨ ¨

Βήμα 3ο. (IId) ðñ (IIId). Επειδή καθένα ημισφαίριο Sd˘ είναι ομοιομορφικό με τη
μοναδιαία μπάλα Bd (μέσω τής ορθογώνιας προβολής) έχουμε

Hn(Bd,Sd´1;R) – Hn(Sd+,Sd´1;R) – Hn(Sd,Sd´;R), @n P Z.

Βήμα 4ο. (Id´1) ðñ (IId) για d ě 1. Τούτο έπεται από ανηγμένη μακρά ακριβή
ακολουθία ομολογίας C.3.3 για το τοπολογικό ζεύγος (Bd,Sd´1):

¨ ¨ ¨ Ñ t0u – H̃n(Bd;R) Ñ Hn(Bd, Sd´1;R)
–
Ñ H̃n´1(Sd´1;R) Ñ H̃n´1(Bd;R) – t0u Ñ ¨ ¨ ¨

Βήμα 5ο. Από τα προηγούμενα βήματα διαπιστώνουμε επί τη βάσει τού κάτωθι δια-
γράμματος λογικών ισοδυναμιών

(I0)KS

��

ks +3
_g

�'

(I1)KS

��

_g

�'

ks +3 (I2)KS

��

_g

�'

ks +3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

(II0)KS

��

ks +3 (II1)KS

��

ks +3 (II2)KS

��

ks +3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

(III0) ks +3 (III1) ks +3 (III2) ks +3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

ότι οι αποδειχθείσες αμφίπλευρες συνεπαγωγές (μαζί με την (III0)) αρκούν για την
ολοκλήρωση τής αποδείξεως.

C.4.4 Πόρισμα. Οι μόδιοι ομολογίας τής σφαίρας Sd, d ě 0, είναι οι εξής:

Hn(Sd;R) –

$

’

&

’

%

t0u, όταν n P Z ∖ t0, du,

R, όταν n P t0, du και d ą 0,

R ‘R, όταν n = d = 0.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από το (Id) τού θεωρήματος, το (iii) τής σημειώσεως
C.3.2, το αξίωμα τής διαστάσεως ES-A4 και το ότι Hn(tptu;R) – R.

C.4.5 Πόρισμα. (i) Για κάθε d ě 1 έχουμε

H̃n(Rd ∖ t0u;R) – H̃n(Bd ∖ t0u;R) –

#

t0u, όταν n P Z ∖ td´ 1u,

R, όταν n = d´ 1.
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(ii) Για κάθε d ě 0 έχουμε

Hn(Rd,Rd ∖ t0u;R) – Hn(Bd,Bd ∖ t0u;R) –

#

t0u, όταν n P Z ∖ tdu,

R, όταν n = d.

Αποδειξη. (i) Επειδή η Sd´1 είναι ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη τόσον τού
Rd ∖ t0u όσον και τού Bd ∖ t0u (βλ. εδ. B.5.24 (i)), τούτοι οι ισομορφισμοί έπο-
νται από τις σημειώσεις B.5.23, C.3.4 (i) και το (Id) τού θεωρήματος C.4.3.
(ii) Κατ’ αρχάς (Rd,Rd ∖ t0u) » (Bd,Bd ∖ t0u). Πράγματι· εάν

i : (Bd,Bd ∖ t0u) ãÑ (Rd,Rd ∖ t0u)

είναι η συνήθης ένθεση και

r : (Rd,Rd ∖ t0u) ÝÑ (Bd,Bd ∖ t0u)

η απεικόνιση η οριζόμενη μέσω τού τύπου

r(x) :=

$

&

%

x, όταν ||x|| ď 1,

x
||x||

, όταν ||x|| ě 1.

τότε η r είναι συνεχής, r˝i = id(Bd,Bd∖t0u) και i˝r »
H

id(Rd,Rd∖t0u) μέσω τής ομοτοπίας

H : (Rd,Rd ∖ t0u) ˆ I ÝÑ (Rd,Rd ∖ t0u)

(x, t) ÞÝÑ H(x, t) := (1 ´ t)(i ˝ r)(x) + tx.
Ως εκ τούτου, οι πρώτοι ισομορφισμοί είναι αληθείς επί τη βάσει τής προτάσεως
C.2.1. Εν συνεχεία, λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι η Sd´1 είναι ισχυρή παραμορφωτική
σύμπτυξη τού Bd ∖ t0u, θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα

Hn(Sd´1;R)

œ–

��

// Hn(Bd;R)

œid

��

// Hn(Bd, Sd´1;R)

œ

��

// Hn´1(Sd´1;R)

–

��

œ

// Hn´1(Bd;R)

id

��

Hn(Bd ∖ t0u;R) // Hn(Bd;R) // Hn(Bd, Bd ∖ t0u;R) // Hn´1(Bd ∖ t0u;R) // Hn´1(Bd;R)

και παρατηρούμε ότι οι δύο αριστεροί και οι δύο δεξιοί ομομορφισμοίR-μοδίων (οι
υποδηλούμενοι μέσω των κατακορύφων βελών) είναι ισομορφισμοί. Αρκεί λοιπόν
η εφαρμογή τού (iii) τού «λήμματος των πέντε» 3.1.8 και τού (IId) τού θεωρήματος
C.4.3.

C.4.6 Θεώρημα («Θεώρημα τού αναλλοιώτου τής διαστάσεως των σφαιρών μέσω
ομοτοπικής ισοδυναμίας»). Εάν d1, d2 P N0 και d1 ‰ d2, τότε Sd1 fi Sd2 .

Αποδειξη. Εάν d1, d2 P N0 και υποτεθεί ότι Sd1 » Sd2 , τότε (κατά τη σημείωση
C.2.2) έχουμε

Hn(Sd1 ;R) – Hn(Sd2 ;R)

για κάθε n P Z, οπότε κατ’ ανάγκην ισχύει η ισότητα d1 = d2 (λόγω τού πορίσματος
C.4.4).



§ C.5 ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ BROUWER 693

C.5 ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ
ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ BROUWER

Εν συνεχεία, εργαζόμενοι με μιαR-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) με H0(tptu;R) – R

και διατηρώντας και τις λοιπές προϋποθέσεις τής §C.4, θα αποδείξουμε το περίφημο
θεώρημα τού σταθερού σημείου7 το οφειλόμενο στον L.E.J. Brouwer8.

C.5.1 Λήμμα. Έστω d P N0. Η ταυτοτική απεικόνιση idSd : Sd ÝÑ Sd δεν έχει
καμία συνεχή επέκταση h : Bd+1 ÝÑ Sd.

Αποδειξη. Έστω ότι υπάρχει συνεχής απεικόνιση h : Bd+1 ÝÑ Sd με h|Sd = idSd .

Τότε έχουμε το εξής μεταθετικό διάγραμμα:

Sd

ö

Sd �
�

i
//

idSd

>>

Bd+1

h

bb

όπου i η συνήθης ένθεση. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
(i) d = 0. Τότε S0 = t˘1u και η h : [´1, 1] ÝÑ t˘1u είναι συνεχής και κατ’ ανάγκην
επιρριπτική (διότι αλλιώς h|S0 ‰ idS0). Επειδή το B1 είναι συνεκτικό, ενώ η S0 δεν
είναι συνεκτική, καταλήγουμε σε άτοπο. (Η εικόνα ενός συνεκτικού τοπολογικού
χώρου μέσω οιασδήποτε συνεχούς απεικονίσεως οφείλει να είναι συνεκτική9.) Κατά
συνέπειαν, είναι αδύνατη η ύπαρξη μιας τέτοιας h.
(ii) d ě 1. Σε αυτήν την περίπτωση προκύπτει το μεταθετικό διάγραμμα10

R – Hd(Sd;R)

ö
Hd(i)

$$

Hd(idSd ) // Hd(Sd;R) – R

Hd(Bd+1;R) – t0u

Hd(h)

::

7Βλ. L.E.J. Brouwer: Über Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen 71 (1912), 97-115. (Εδώ το
θεώρημα αποδεικνύεται για ευκλείδεια [κλειστά] μονόπλοκα. Όμως κάθε τέτοιο μονόπλοκο είναι ομοιομορφικό με μια
μπάλα.)

8Brouwer, Luitzen Egbertus Jan (27/2/1881-2/12/1966). Ολλανδός μαθηματικός και φιλόσοφος. Υπήρξε ο ιδρυτής
τής φιλοσοφικού κινήματος τού ενορατισμού (ή ιντουισιονισμού ή διαισθησιαρχίας), το οποίο αντιτάχθηκε τόσο στον
φορμαλισμό τού Hilbert όσο και στον λογικισμό τού Russell. Η ακατάπαυστη ενασχόλησή του με τις Θεμελιώσεις των
Μαθηματικών από μια εντελώς αμφιλεγόμενη θεώρηση τον οδήγησε σε αρκετές ακρότητες. Επί παραδείγματι, ενώ
οι τοπολογικές του έρευνες (οι περισσότερες των οποίων εγράφησαν μεταξύ των ετών 1909 και 1913) ήταν πράγματι
πολύ σημαντικές, ο ίδιος δεν δίδαξε (ως καθηγητής τού Πανεπιστημίου τού Amsterdam) ούτε μία φορά ένα τοπολογικό
μάθημα. Έφτασε μάλιστα αργότερα στο σημείο να αμφιβάλει ακόμα και για την ορθότητά τους. Για κάποιες πρώτες
αρχές τού ενορατισμού βλ. π.χ. Δ. Α. Αναπολιτάνου: Εισαγωγή στη Φιλοσοφία των Μαθηματικών, τρίτη έκδ., Εκδόσεις
Νεφέλη, Αθήνα, 1985, ενότητα 3.3, σελ. 272-299.

9Βλ. [38], Theorem V.1.4, σελ. 108, [41], Ch. 3., Theorem 23.5, σελ. 150, ή [42], Πρόταση 7.5, σελ. 113.
10Εδώ χρησιμοποιούνται οι ισομορφισμοί Hd(Sd;R) –

C.4.4
R και Hd(Bd+1;R) –

C.2.3
t0u.



694 ΤΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΤΩΝ EILENBERG ΚΑΙ STEENROD

το οποίο μας οδηγεί εκ νέου σε άτοπο (Hd(idSd) = idHd(Sd) = Hd(h) ˝ Hd(i) = 0).
Άρα είναι και πάλι αδύνατη η ύπαρξη μια τέτοιας h.

L.E.J. Brouwer

C.5.2 Θεώρημα («Θεώρημα σταθερού σημείου τού Brouwer»). Έστω d P N. Τότε
κάθε συνεχής απεικόνιση f : Bd ÝÑ Bd διαθέτει κάποιο σταθερό σημείο (δηλαδή
Dx0 P Bd : f(x0) = x0).

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ο ισχυρισμός είναι εσφαλμένος, ήτοι ότι υπάρχει
f : Bd ÝÑ Bd συνεχής με f(x) ‰ x, @x P Bd. Ορίζουμε την απεικόνιση

h : Bd ÝÑ BBd = Sd´1

ως εξής:

h(x) :=

$

’

’

&

’

’

%

το σημείο τομής τού συνόρου BBd = Sd´1 τής μπάλας Bd

και τής ημιευθείας που διέρχεται από τα f(x) και x

και έχει ως αρχή της το σημείο f(x).

,

/

/

.

/

/

-

.

Επειδή h|Sd´1 = idSd´1 , αρκεί να αποδείξουμε ότι η h είναι συνεχής και να εφαρμό-
σουμε το λήμμα C.5.1 για να καταλήξουμε σε άτοπο. Προς τούτο θα προσδιορίσουμε
επακριβώς τον τύπο ορισμού τής h. (Βλ. το κάτωθι σχήμα για d = 2.)

Το μοναδιαίο διάνυσμα με κατεύθυνση από το f(x) στο x (το οποίο αντιστοιχεί στο
διάνυσμα f(x) ´ x από το f(x) στο x) είναι το

g(x) :=
f(x) ´ x

||f(x) ´ x||
.
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Κατ’ αυτόν τον τρόπο ορίζεται μια συνεχής απεικόνιση g : Bd ÝÑ Sd´1. Προφανώς,
οι

#

φ : Bd ÝÑ R, x ÞÝÑ φ(x) :=ă f(x), g(x) ą

ψ : Bd ÝÑ R, x ÞÝÑ ψ(x) := ||f(x)||2

+

είναι ωσαύτως συνεχείς απεικονίσεις. (Εδώ το “ă ¨, ¨ ą” συμβολίζει το σύνηθες
εσωτερικό γινόμενο.)

Επειδή το σημείο h(x) λαμβάνεται εάν κανείς εκκινήσει από το f(x) και κινη-
θεί παραλλήλως προς το g(x) έως ότου συναντήσει τη σφαίρα Sd´1, η παραμετρική
εξίσωση τής αντίστοιχης ημιευθείας (που ξεκινά από το f(x)) είναι τής μορφής

h(x) ´ f(x) = tg(x),

για κάποιον πραγματικό αριθμό t ě 0. Για τον προσδιορισμό τού t παρατηρούμε
ότι

1 = ||h(x)||
2
= ||f(x) + tg(x)||

2
= ||f(x)||

2
+ t

2
||g(x)||

2
+ 2t ă f(x), g(x) ą= ψ(x) + 2tφ(x) + t

2

ðñ t
2
+ (2φ(x))t+ (ψ(x) ´ 1) = 0.

Επιλύοντας ως προς t λαμβάνουμε

t = ´φ(x) ˘
a

φ(x)2 + 1 ´ ψ(x).

(Επειδή ||f(x)|| ď 1 ùñ 1 ´ ||f(x)||2 = 1 ´ ψ(x) ě 0, οι θέσεις μηδενισμού είναι
κατ’ ανάγκην πραγματικές.) Επιλέγουμε λοιπόν τη θέση μηδενισμού με το θετικό
πρόσημο και συμπεραίνουμε ότι

h(x) = f(x) + (´φ(x) +
a

(φ(x)2 + 1 ´ ψ(x))g(x).

(Η θέση μηδενισμού με το αρνητικό πρόσημο δίδει το h(x). Βλ. το άνωθι σχήμα για
d = 2.) Η h είναι προφανώς συνεχής!

C.5.3 Πόρισμα. Εάν f : Bd ÝÑ Rd είναι μια συνεχής απεικόνιση, τότε είτε f(0) = 0
είτε Dx0 P Bd : f(x0) = λx0 για κάποιον πραγματικό αριθμό λ ą 1.

Αποδειξη. Θεωρούμε την

g : Rd ÝÑ Bd, g(y) :=
y

1 + ||y||
, @y P Rd.

Τότε η σύνθεση g ˝ f : Bd ÝÑ Bd είναι συνεχής. Κατά το θεώρημα C.5.2,

Dx0 P Bd : g(f(x0)) = x0 ùñ f(x0) = (1 + ||f(x0)||)x0,

απ’ όπου έπεται το ζητούμενο.
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C.6 ΜΙΑ ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ Θ.Θ.Α.
ΜΕΣΩ ΟΜΟΤΟΠΙΑΣ

Σε αυτήν την ενότητα, εργαζόμενοι με μια Z-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) και διατη-
ρώντας και τις λοιπές προϋποθέσεις τής §C.4, θα αποδείξουμε το «Θ.Θ.Α.» μέσω
τού πορίσματος11 C.6.9 και μιας κατάλληλης ομοτοπίας (που διεκολύνει την εφαρ-
μογή τής απαιτούμενης «εις άτοπον απαγωγής»).

C.6.1 Ορισμός (Βαθμός συνεχούς απεικονίσεως μεταξύ ισοδιάστατων σφαιρών).
Έστω d P N και έστω f : Sd ÝÑ Sd μια συνεχής απεικόνιση. Από το πόρισμα
C.4.4 είναι γνωστό ότι η αβελιανή ομάδα Hd(Sd;Z) είναι ισόμορφη τής (Z,+),

δηλαδή ότι είναι άπειρη κυκλική. Θεωρούμε τον ομομορφισμό

Hd(f) : Hd(Sd;Z) ÝÑ Hd(Sd;Z).

Εάν ε είναι ένας γεννήτορας τής Hd(Sd;Z), τότε ονομάζουμε βαθμό deg(f) τής
f (degree of f) εκείνον τον ακέραιο αριθμό για τον οποίον ισχύει

Hd(f)(ε) = deg(f)ε.

Επειδή το σύνολο των γεννητόρων τής Hd(Sd;Z) είναι το δισύνολο12 tε,´εu,

αυτός ο ορισμός δεν εξαρτάται από την συγκεκριμένη επιλογή τού ε (μεταξύ
των εκάστοτε δύο υπαρχόντων γεννητόρων), καθόσον

Hd(f)(´ε) = ´Hd(f)(ε) = deg(f)(´ε).

Σημειωτέον ότι13 Hd(f) = deg(f)¨ idHd(Sd;Z).

C.6.2 Παραδείγματα. (i) Επειδή Hd(idSd) = idHd(Sd;Z), έχουμε deg(idSd) = 1.

(ii) Εάν f, g : Sd ÝÑ Sd είναι συνεχείς απεικονίσεις, τότε

Hd(g ˝ f) = Hd(g) ˝ Hd(f) ùñ deg(g ˝ f) = deg(g) deg(f).

C.6.3 Πρόταση. Έστω d P N και έστω f : Sd ÝÑ Sd μια συνεχής απεικόνιση. Τότε
ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν deg(f) ‰ 0, τότε η f είναι επιρριπτική.
(ii) Εάν η f είναι σταθερή απεικόνιση, τότε deg(f) = 0.

11Για την απόδειξή του ακολουθείται εδώ το τέχνασμα που παρουσιάζεται στο βιβλίο [61] τού Dold, IV.4.7, μέσω τού
δίβαθμου τού πολλαπλασιασμού επί τής S1. Άλλες αποδείξεις του (βλ., π.χ., [72], II.7.3, ή [87], 2.2.2-2.2.4), είναι κατά
κανόνα μακροσκελείς.

12Βλ., π.χ., [15], Chapter 2, §2.3, Proposition 6. (1), σελ. 57-58, ή [17], Chapter I, Theorem 3.6, σελ. 36.
13Κάθε ξ P Hd(Sd;Z) γράφεται υπό τη μορφή ξ = kε για κάποιον k P Z (όπου εδώ χρησιμοποιείται ο αριθμητικός

πολλαπλασιασμός 2.1.4 (i)). Επομένως, Hd(f)(ξ) = kHd(f)(ε) = k(deg(f)ε) = deg(f)(kε) = deg(f)(ξ).
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Αποδειξη. (i) Έστω ότι η f δεν είναι επιρριπτική. Τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο
x0 P Sd∖ Im(f). Εάν ι : Sd∖tx0u ãÑ Sd είναι η συνήθης ένθεση, τότε (λόγω τής
(B.1)) Sd∖tx0u « Rd που είναι χώρος συσταλτός. (Βλ. B.5.6 (v).) Επομένως (ένεκα
των πορισμάτων C.4.4 και C.2.3) λαμβάνουμε το μεταθετικό διάγραμμα

Z – Hd(Sd;Z)

ö
Hd(f)

$$

Hd(f) // Hd(Sd;Z) – Z

Hd(Sd∖tx0u;Z) – t0u

Hd(ι)

::

και από αυτό (και το C.6.2 (ii)) την ισότητα deg(f) = 0. Άτοπο!
(ii) Εάν η f είναι σταθερή απεικόνιση, τότε δεν είναι επιρριπτική, οπότε deg(f) = 0

μέσω τού (i).

C.6.4 Λήμμα. Έστω d P N. Εάν f, g : Sd ÝÑ Sd είναι δυο συνεχείς απεικονίσεις,
τότε ισχύει η συνεπαγωγή: f » g ùñ deg(f) = deg(g).

Αποδειξη. Εάν f » g, τότε από το αξίωμα ES-A2 λαμβάνουμε Hd(f) = Hd(g),

οπότε deg(f) ¨ idHd(Sd;Z) = deg(g) ¨ idHd(Sd;Z), απ’ όπου έπεται ότι οι βαθμοί τους
είναι ίσοι.

Σημειωτέον ότι ισχύει και η αντίστροφη συνεπαγωγή, η απόδειξη τής οποίας (δεν
είναι διόλου απλή και) οφείλεται στον Heinz Hopf 14.

C.6.5 Θεώρημα (H. Hopf, 1927). Έστω d P N. Εάν f, g : Sd ÝÑ Sd είναι δυο
συνεχείς απεικονίσεις, τότε ισχύει η αμφίπλευρη συνεπαγωγή:

f » g ðñ deg(f) = deg(g).

Αποδειξη. Βλ., π.χ., Dugundji [38], Chapter XVI, Theorem 7.4, σελ. 352.

H. Hopf 15

14Βλ. H. Hopf: Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen 96 (1927), 209-224.
15Hopf, Heinrich (19/11/1894-3/6/1971). Γερμανός μαθηματικός. Διδάκτωρ (το 1925) και υφηγητής (το 1926) τού Πα-

νεπιστημίου τού Βερολίνου. Διάδοχος τού H. Weyl (το 1935) στο Τεχνολογικό Ινστιτούτο τής Ζυρίχης (Ε.Τ.Η.), όπου
και διέμεινε έως τη συνταξιοδότησή του το 1965. Συγγραφέας (από κοινού με τον P. Alexandroff (1896-1982)) τού βιβλί-
ου [44] υπό τον τίτλο Topologie I που απετέλεσε το θεμέλιο των ερευνητικών εργασιών επί τής Αλγεβρικής Τοπολογίας
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C.6.6 Ορισμός. Έστω d P N και έστωµ : SdˆSd ÝÑ Sd μια συνεχής απεικόνιση.
Εάν

Sd Q x ÞÝÑ ι1(x) := (x, x0) P Sd ˆ Sd, Sd Q x ÞÝÑ ι2(x) := (x0, x) P Sd ˆ Sd

είναι οι συνήθεις ενθέσεις (για κάποιο παγιωμένο x0), τότε ορίζεται ένας ομο-
μορφισμός αβελιανών ομάδων Ψ ως η σύνθεση:

Hd(Sd;Z) ‘ Hd(Sd;Z)
Hd(ι1)+Hd(ι2)

//

Ψ

77
Hd(Sd ˆ Sd;Z)

Hd(µ)
// Hd(Sd;Z)

Εάν ε είναι ένας γεννήτορας τής άπειρης κυκλικής ομάδας Hd(Sd;Z) – Z, τότε
Ψ(ε, 0) = λ1ε και Ψ(0, ε) = λ2ε, για κάποιους ακεραίους αριθμούς λ1 και λ2.
Το ζεύγος (λ1, λ2) καλείται δίβαθμος16 (bidegree) τής µ.

C.6.7 Πρόταση. Έστω ότι d P N και ότι f1, f2 : Sd ÝÑ Sd είναι δυο συνεχείς
απεικονίσεις. Εάν µ : Sd ˆ Sd ÝÑ Sd μια συνεχής απεικόνιση έχουσα δίβαθμο
(λ1, λ2), τότε ο βαθμός τής συνθέσεως

Sd
(f1ˆf2)˝ diagSd //

$$
Sd ˆ Sd

µ
// Sd

(όπου diagSd : Sd ÝÑ Sd ˆ Sd η διαγώνιος απεικόνιση17) είναι ο εξής:

deg(µ ˝ ((f1 ˆ f2) ˝ diagSd)) = λ1 deg(f1) + λ2 deg(f2). (C.4)

Αποδειξη. Εάν pr1,pr2 : Sd ˆ Sd ÝÑ Sd είναι οι προβολές (στον πρώτο και στον
δεύτερο παράγοντα, αντιστοίχως), τότε η σύνθεση

Hd(Sd ˆ Sd;Z)
(Hd(pr1),Hd(pr2))

//
**

Hd(Sd;Z) ‘ Hd(Sd;Z)
Hd(ι1)+Hd(ι2)

// Hd(Sd ˆ Sd;Z)

για πολλές γενεές. Αξιομνημόνευτη είναι επίσης η συνεργασία του με τον S. Lefschetz (1884-1972), απ’ όπου εμπνεύσθη-
κε αρκετές ιδέες για τη συγγραφή τής περίφημής του εργασίας γύρω από τον ανάστροφο ομομορφισμό απεικονίσεων
μεταξύ πολυπτυγμάτων. Ο Hopf εργάσθηκε επί των προβλημάτων τής ταξινομήσεως των ομοτοπιών μεταξύ σφαιρών
και των ομοτοπικών κλάσεων απεικονίσεων πολυπτυγμάτων σε ισοδιάστατες σφαίρες. Εξάλλου, στο πλαίσιο τής «Θε-
ωρίας Παρεμποδίσεως», ασχολήθηκε με το ερώτημα τού πόσα γραμμικώς ανεξάρτητα διανυσματικά πεδία υπάρχουν
επί ενός δοθέντος n-διαστάτου πολυπτύγματος. Άλλα σημαντικά του επιτεύγματα υπήρξαν η «αναλλοίωτος Hopf» και
οι «άλγεβρες Hopf». Για πιο λεπτομερή στοιχεία βλ. Jahresber. DMV 78, (1976), 113-146, Bull. London Math. Soc. 4,
(1972), 202-217, και Math. Ann. 196, (1972), 1-7.

16Σε αυτόν τον νεολογισμό, παρά το ότι το ουσιαστικό βαθμός τονίζεται στη λήγουσα, προτιμήθηκε να γίνει αναβί-
βαση τού τόνου μετά την πρόσθεση τού δι- (από το δις), κατά τους συνήθεις (ανάλογους) σχηματισμούς λέξεων: αυλός
ÝÑ δίαυλος, λεπτό ÝÑ δίλεπτο, λοβός ÝÑ δίλοβος, γραμμή ÝÑ δίγραμμος, ζυγός ÝÑ δίζυγο(ς) κ.ά.

17diagSd : Sd ÝÑ Sd ˆ Sd, x ÞÝÑ diagSd (x) := (x, x).
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είναι η ταυτοτική απεικόνιση, οπότε για κάθε ξ P Hd(Sd;Z) έχουμε

Hd(µ ˝ ((f1 ˆ f2) ˝ diagSd))(ξ)

= [Hd(µ) ˝ (Hd(ι1) + Hd(ι2)) ˝ (Hd(pr1),Hd(pr2)) ˝ Hd((f1 ˆ f2) ˝ diagSd)](ξ)

= [Hd(µ) ˝ (Hd(ι1) + Hd(ι2)) ˝ (Hd(f1),Hd(f2))](ξ)

= [Hd(µ) ˝ (Hd(ι1) + Hd(ι2))](deg(f1)ξ, deg(f2)ξ) = Ψ(deg(f1)ξ, deg(f2)ξ)

= Ψ(deg(f1)ξ, 0) + Ψ(0, deg(f2)ξ) = (λ1 deg(f1) + λ2 deg(f2))ξ.

Ως εκ τούτου, η (C.4) είναι αληθής.

C.6.8 Πρόταση. Εάν µ : S1 ˆ S1 ÝÑ S1, (z, w) ÞÝÑ µ(z, w) := zw, είναι η πράξη
τού πολλαπλασιασμού τής τοπολογικής ομάδας (S1, ¨), τότε ο δίβαθμός της ισούται
με (1, 1).

Αποδειξη. Εάν ορίσουμε τις ενθέσεις

S1 Q z ÞÝÑ ι1(z) := (z, 1) P S1 ˆ S1, S1 Q z ÞÝÑ ι2(z) := (1, z) P S1 ˆ S1,

και θεωρήσουμε ένα γεννήτορα ε τής άπειρης κυκλικής ομάδας H1(S1;Z), τότε έ-
χουμε µ ˝ ι1 = idS1 και, αντιστοίχως, µ ˝ ι2 = idS1 , οπότε18

Ψ(ε, 0) = H1(µ)(H1(ι1) + H1(ι2))(ε, 0)

= (H1(µ) ˝ H1(ι1))(ε) = H1(µ ˝ ι1)(ε) = H1(idS1)(ε) = ε

και, κατ’ αναλογίαν, Ψ(0, ε) = ε. Άρα ο δίβαθμος τής µ ισούται με (1, 1).

C.6.9 Πόρισμα. Έστω n P N και έστω ρn η συνεχής απεικόνιση

ρn : S1 ÝÑ S1, z ÞÝÑ ρn(z) := zn.

Τότε deg(ρn) = n.

Αποδειξη. Έστω µ : S1 ˆ S1 ÝÑ S1 η πράξη τού πολλαπλασιασμού τής (S1, ¨)
όπως στην πρόταση C.6.8. Θα χρησιμοποιήσουμε μαθηματική επαγωγή επί τού n.
Για n = 1 έχουμε ρ1 = idS1 , οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής. (Βλ. C.6.2 (i).) Εάν
n ě 2 και εάν υποθέσουμε ότι αυτός είναι αληθής και για τον n´ 1, τότε

ρn(z) := zn = zn´1z = µ(zn´1, z) = µ(ρn´1(z), ρ1(z)) = µ ˝ ((ρn´1 ˆ ρ1) ˝ diagS1)(z)

για κάθε z P S1, οπότε ρn = µ ˝ ((ρn´1 ˆ ρ1) ˝ diagS1) και από τις προτάσεις C.6.7
και C.6.8,

deg(ρn) = deg(µ ˝ ((ρn´1 ˆ ρ1) ˝ diagS1)) =
(C.4)

1 ¨ deg(ρn´1)+1 ¨ deg(ρ1) = (n´ 1)+1 = n.

Άρα όντως deg(ρn) = n.

18Εδώ Ψ είναι η σύνθεση η εισαχθείσα στο εδ. C.6.6, στην ειδική περίπτωση όπου d = 1 και µ είναι η πράξη τού
πολλαπλασιασμού τής (S1, ¨).
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§ «Θ.Θ.Α.»: Σύντομη απόδειξη μέσω χρήσεως ομοτοπίας. Κάθε φοιτητής των Mα-
θηματικών θα έχει δει έστω και μία απόδειξη (τουλάχιστον στο πλαίσιο των πα-
ραδόσεων τού μαθήματος τής Μιγαδικής Αναλύσεως) τού περιώνυμου Θεμελιώ-
δους Θεωρήματος τής Άλγεβρας (εν συντομία, «Θ.Θ.Α.»). Η ιστορία τού προβλή-
ματος είναι μακρά και ξεκινά περί τη δεκαετία τού 1630 με τις προσπάθειες των A.
Girard (1592-1632) και R. Descartes (1596-1650) για την κατανόηση των μηχανι-
σμών επιλύσεως κάποιων εξισώσεων, συνεχίζεται με κριτήρια παραγοντοποιήσεως
πολυωνύμων (μίας μεταβλητής) με πραγματικούς συντελεστές από τον G.W. Leibniz
(1646-1716), με τους ποικίλους υπολογισμούς τού L. Euler (1707-1783) για τις λύ-
σεις πολυωνυμικών εξισώσεων βαθμού ď 6, με τις φιλότιμες προσπάθειες τού J.
d’ Alembert (1717-1783) για αντιμετώπιση τού γενικού προβλήματος (χωρίς απο-
τέλεσμα), με την πρώτη «ξεχασμένη απόδειξη» τού 1795 εκ μέρους τού Ρ. Laplace
(1749-1827), έως ότου φθάσουμε στον Carl-Friedrich Gauss (1777-1855), ο οποίος
κυριολεκτικώς «διήνοιξε λεωφόρους», τόσον με τις πολλές προσωπικές του αποδεί-
ξεις όσον και με την προετοιμασία για ό,τι επρόκειτο να ακολουθήσει (με τους R.
Argand (1768-1822), A.-L. Cauchy (1789-1857), K. Weierstrass (1815-1897) κ.ά.). Οι
ενδιαφερόμενοι αναγνώστες έχουν τη δυνατότητα να εντοπίσουν μια συνοπτική ι-
στορική αναδρομή από τον R. Remmert στο The Fundamental Theorem of Algebra,
Κεφ. 4, σελ. 97-122, εντός τού συγκεντρωτικού τόμου υπό τον τίτλο Numbers19,
καθώς και μια πολύ αναλυτικότερη (και πιο πρόσφατη) παρουσίαση από τον H.
Schröder20. Για δειγματοληπτική παρουσίαση πολυειδών αποδείξεων τού «Θ.Θ.Α.»
(από διαφόρους κλάδους των Μαθηματικών) και σχολιασμούς επί τής εργασίας τού
Gauss επ’ αυτού, κατάλληλο είναι και το σχετικό σύγγραμμα των B. Fine και G.
Rosenberger21.

C.-F. Gauss 22

19Βλ. H.D. Ebbinghaus, H. Hermes, F. Hirzebruch, M. Koecher, K. Mainzer, J. Neukirch, A. Prestel & R. Remmert:
Numbers, Graduate Texts in Mathematics, Vol. 123, second edition, Springer-Verlag, 1991.

20Βλ. H. Schröder: Der Fundamentalsatz der Algebra. 1746 bis heute. Eine andauernde Geschichte, Dortmund, 2017.
(Κείμενο ιστορικό, με ταυτόχρονη παράθεση πλήρων βιβλιογραφικών δεδομένων, ελευθέρως προσβάσιμο μέσω διαδι-
κτύου.)

21B. Fine & G. Rosenberger: Tο Θεμελιώδες Θεώρημα τής Άλγεβρας, σε μετάφραση (από το αγγλικό πρωτότυπο τού
1997) των Ν. Μαρμαρίδη και Φ. Λιούτση, Πανεπιστημιακά Μαθηματικά Κείμενα, τόμος 3, εκδόσεις Leader Books,
2001.
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Αλλ’ ας έλθουμε στη σύντομη απόδειξη μέσω ομοτοπίας (η οποία δεν προϋποθέ-
τει καμία γνώση Μιγαδικής Αναλύσεως, ούτε καν ευχέρεια στον χειρισμό αριθμών
περιελίξεως καμπυλών στο μιγαδικό επίπεδο).

C.6.10 Θεώρημα («Θεμελιώδες Θεώρημα τής Άλγεβρας»). Κάθε μη σταθερό πο-
λυώνυμο

φ(X) = anXn + an´1Xn´1 + ¨ ¨ ¨ a1X + a0 P C[X]

διαθέτει τουλάχιστον μία23 θέση μηδενισμού ανήκουσα στο C.

Αποδειξη. Εξ υποθέσεως, n ě 1. Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υπο-
θέσουμε ότι24 an ‰ 0, και μάλιστα ότι25 an = 1, καθώς και ότι26 a0 ‰ 0. Θα χρησι-
μοποιήσουμε «εις άτοπον απαγωγή»: Υποθέτουμε ότι φ(z) ‰ 0 για κάθε z P C. Εάν
επιλέξουμε έναν θετικό ακέραιο αριθμό M ą maxt1, n |an´1| , n |an´2| , ..., n |a0|u,

τότε για κάθε z P C με απόλυτη τιμή |z| ě M έχουμε
ˇ

ˇzj
ˇ

ˇ ă
ˇ

ˇzn´1
ˇ

ˇ για κάθε εκθέτη
j P t0, 1, ..., n´ 1u (διότι |z| ą 1) και, κατ’ επέκταση,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ř

j=0

ajz
j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
n´1
ř

j=0

|aj |
ˇ

ˇzj
ˇ

ˇ ă

(
n´1
ř

j=0

|aj |

)
ˇ

ˇzn´1
ˇ

ˇ ă M
ˇ

ˇzn´1
ˇ

ˇ ď |zn| . (C.5)

Επειδή φ(z) ‰ 0 για κάθε z P C, ορίζεται (καλώς) η ομοτοπία

F : S1 ˆ I ÝÑ S1, (z, t) ÞÝÑ F (z, t) :=
φ(Mtz)

|φ(Mtz)|
. (C.6)

Εν συνεχεία, θεωρώντας τή συνεχή απεικόνιση

H : C ˆ I ÝÑ C, (z, t) ÞÝÑ H(z, t) := zn + t

(
n´1
ř

j=0

ajz
j

)
,

παρατηρούμε ότι27 H(z, t) ‰ 0 για κάθε z P C με |z| ě M και κάθε t P I, οπότε
ορίζεται (καλώς) και η ομοτοπία

G : S1 ˆ I ÝÑ S1, (z, t) ÞÝÑ G(z, t) :=
H(Mtz)

|H(Mtz)|
. (C.7)

22Δείγμα υψηλής χαρακτικής τέχνης στο χαρτονόμισμα των 10 μάρκων. (Η Deutsche Bundesbank άρχισε να κυκλο-
φορεί αυτά τα τραπεζογραμμάτια το 1991. Τα απέσυρε το 2002 ένεκα τής εισαγωγής τού ευρώ.)

23Φυσικά, άπαξ και έχει διασφαλισθεί η ύπαρξη μίας μιγαδικής θέσεως μηδενισμού, είναι εύκολο να δειχθεί ότι όλες
οι θέσεις μηδενισμού τού φ(X) ανήκουν στο C (και ότι το πλήθος αυτών είναι το πολύ n). Επίσης, εξ αυτού έπεται ότι
το σώμα C είναι αλγεβρικώς κλειστό.

24Επειδή n ě 1, κάποιο aj , j P t1, ..., nu, οφείλει να είναι ‰ 0.Μπορούμε να υποθέσουμε ότι o μέγιστος δείκτης
με αυτήν την ιδιότητα είναι ο n. (Αλλιώς αντικαθιστούμε το n με τον maxtj : aj ‰ 0u.)

25Επειδή an ‰ 0, το φ(X) έχει θέση μηδενισμού ανήκουσα στο C εάν και μόνον εάν το 1
an
φ(X) έχει θέση μηδενι-

σμού ανήκουσα στο C.
26Εάν a0 = 0, τότε το 0 αποτελεί μια θέση μηδενισμού τού φ(X).

27Εάν υπήρχε z0 P C με |z0| ě M και κάποιο t0 P I, ούτως ώστε να ισχύειH(z0, t0) = 0, τότε θα είχαμε

|z
n
0 | = |t0|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ř

j=0
ajz

j
0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ř

j=0
ajz

j
0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

ήτοι κάτι το οποίο θα αντέκειτο στην (C.5).
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Από την (C.6) έχουμε f0 » f1, όπου

f0 : S1 ÝÑ S1, z ÞÝÑ f0(z) := F (z, 0) =
φ(0)

|φ(0)|
=

a0
|a0|

,

είναι μια σταθερή απεικόνιση και

f1 : S1 ÝÑ S1, z ÞÝÑ f1(z) := F (z, 1) =
φ(Mz)

|φ(Mz)|
.

Από την άλλη μεριά, από την (C.7) έχουμε g0 » g1, όπου

g0 : S1 ÝÑ S1, z ÞÝÑ g0(z) := G(z, 0) =
H(0)

|H(0)|
=

zn

|zn|
= zn,

διότι |z| = 1 και

g1 : S1 ÝÑ S1, z ÞÝÑ g1(z) := G(z, 1) =
H(Mz)

|H(Mz)|
=

φ(Mz)

|φ(Mz)|
= f1(z).

Κατά συνέπειαν, [f0 » f1 = g1, g1 » g0] ùñ f0 » g0 ùñ
C.6.4

deg(f0) = deg(g0). Ως
σταθερή απεικόνιση η f0 έχει βαθμό deg(f0) = 0. (Βλ. C.6.3 (ii).) Όμως g0 = ρn
έχουσα (κατά το πόρισμα C.6.9) βαθμό deg(g0) = n. Άρα n = 0. Άτοπο!

C.7 ΤΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΙΣ ΣΥΝΗΘΕΙΣ
ΘΕΩΡΙΕΣ ΣΥΝΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Οι συνήθεις θεωρίες συνομολογίας ορίζονται (κατά τρόπο δυϊκό) ως ακολούθως:

C.7.1 Ορισμός (R-θεωρίες συνομολογίας). Έστω R ένας μη τετρ. μεταθετικός
δακτύλιος και έστω C μια ομολογικώς επιτρεπτή κατηγορία. Ως N : C ù C
συμβολίζουμε τον συναρτητή, ο οποίος αντιστοιχεί σε κάθε (X,A) P Ob(C ) τον
A = (A,∅) P Ob(C ) (με προφανή απεικόνιση μορφισμών). Μια R-θεωρία συ-
νομολογίας (H ‚, B‚) επί τής κατηγορίας C είναι ένα ζεύγος απαρτιζόμενο από
έναν ανταλλοίωτο συναρτητή

H ‚ : C ù ModZR, (X,A) ÞÝÑ H ‚(X,A;R) = (H n(X,A;R))nPZ

και έναν φυσικό μετασχηματισμό (βλ. εδ. A.3.1)

B‚ : H ‚ ˝ N ÝÑ H ‚+1

(όπου ο H ‚+1 προκύπτει από τον H ‚ ύστερα από αύξηση δεικτών κατά ένα),
ούτως ώστε να πληρούνται τα εξής αξιώματα των Eilenberg και Steenrod:

ES-A11 Αξίωμα τής ακριβείας. Για κάθε (X,A) P Ob(C ) η (και προς τις δύο
κατευθύνσεις απείρως εκτεινόμενη) μακρά ακολουθία R-μοδίων και ομομορφι-
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σμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨ // H n(X,A;R)
H n(j)

// H n(X;R)
H n(i)

// H n(A;R)

Bn(X,A)

// H n+1(X,A;R)
H n+1(j)

// H n+1(X;R)
H n+1(i)

// H n+1(A;R) // ¨ ¨ ¨

είναι ακριβής, όπου

i : A ãÑ X j : X = (X,∅) ãÑ (X,A)

είναι οι συνήθεις ενθέσεις. Ο H n(X,A;R) ονομάζεται n-οστός μόδιος συνομο-
λογίας τού ζεύγους (X,A) (ως προς την (H ‚, B‚)), ο ομομορφισμός Bn(X,A)

συνδετικός ομομορφισμός και η ανωτέρω ακολουθία μακρά ακριβής ακολουθία
τού ζεύγους (X,A).

ES-A21 Αξίωμα τού ομοτοπικώς αναλλοιώτου. Εάν οι f, g : (X,A) ÝÑ (Y,B)

είναι ομότοπες εντός τής C (όπου (X,A), (Y,B) P Ob(C )), ήτοι εάν υπάρχει
επιτρεπτός μορφισμός

h : (X,A) ˆ I ÝÑ (Y,B)

με f = h ˝ j0 και g = h ˝ j1 (όπου j0, j1 όπως ορίσθηκαν στο C.1.2 (iii)), τότε

H n(f) = H n(g) : H n(Y,B;R) ÝÑ H n(X,A;R), @n P Z.

ES-A31 Αξίωμα τής εκτομής. Εάν οι U Ď A Ď X είναι δυο υπόχωροι ενός
τοπολογικού χώρου X P Ob(C ), τέτοιοι ώστε να ισχύει clX(U) Ď intX(A), τότε
μέσω τής ενθέσεως τοπολογικών ζευγών i : (X∖U,A∖U) ãÑ (X,A) επάγονται
ισομορφισμοί R-μοδίων:

H n(i) : H n(X,A;R)
–

ÝÑ H n(X ∖ U,A∖ U ;R), @n P Z.

ES-A41 Αξίωμα τής διαστάσεως. Για τον μονοσημειακό χώρο tptu ισχύει:

H n(tptu;R) – t0u, @n P Z∖t0u.

ES-A51 Αξίωμα τού αθροίσματος. Έστω (Xj , Aj)jPJ μια οικογένεια τοπολογι-
κών ζευγών (που αποτελούν αντικείμενο τής C ) και έστω ij : (Xj , Aj) ãÑ (X,A)

η ένθεση τοπολογικών ζευγών όταν X :=
ř

jPJ Xj , A :=
ř

jPJ Aj , @j P J. Τότε
ο ομομορφισμός R-μοδίων

ś

jPJ

H n(ij) : H n(X,A;R) ÝÑ
ś

jPJ

H n(Xj , Aj ;R)

είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.
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C.7.2 Παρατήρηση. (i) Ήδη από τον ορισμό ενός ανταλλοιώτου συναρτητή (βλ. εδ.
A.2.1) είναι σαφές ότι (μέσω τού H ‚) σε κάθε τοπολογικό ζεύγος (X,A) P Ob(C )

αντιστοιχούμε μια ακολουθία R-μoδίων tH n(X,A;R) |n P Zu και σε κάθε μορφι-
σμό (τής C ) f P MorC ((X,A), (Y,B)) έναν μορφισμό

tH n(f) : H n(Y,B;R) ÝÑ H n(X,A;R) |n P Zu

τής ModZR, ούτως ώστε να ισχύει για κάθε n P Z και g P MorC ((Y,B), (Z,C)) :

H n(id(X,A)) = idHn(X,A;R) και H n(f) ˝ H n(g) = H n(g ˝ f).

(ii) Ο φυσικός μετασχηματισμός B‚ αντιστοιχεί σε κάθε (X,A) P Ob(C ) και σε κάθε
n P Z έναν ομομορφισμό R-μοδίων

Bn(X,A) : H n(A;R) ÝÑ H n+1(X,A;R),

ούτως ώστε για κάθε f P MorC ((X,A), (Y,B)) το διάγραμμα

H n(B;R)

œ

Bn(Y,B)
//

H n( f |A)

��

H n+1(Y,B;R)

H n+1(f)

��

H n(A;R)
Bn(X,A)

// H n+1(X,A;R)

να είναι μεταθετικό.
(iii) Για τις δύο «πιο οικείες» R-θεωρίες συνομολογίας (μονοπλεκτική και ιδιάζου-
σα) έχουμε (εκ κατασκευής) H 0(tptu;R) – R.

C.7.3 Σημείωση. (i) ΟιR-θεωρίες συνομολογίας (H ‚, B‚), όπως ορίζονται στο εδ.
C.7.1, είναι οι συνήθεις θεωρίες συνομολογίας. Αντίστοιχοι ανταλλοίωτοι συναρτη-
τές H ‚, οι οποίοι δεν πληρούν κατ’ ανάγκην κάποιο εκ των αξιωμάτων ES-A11 ,
ES-A41 ή ES-A51 , οδηγούν στη θέσπιση γενικευμένων θεωριών συνομολογίας.

(ii) Κατ’ αναλογίαν προς τον ορισμό τού εδ. C.1.9, ορίζονται φυσικοί μετασχηματι-
σμοί και φυσικές ισοδυναμίες μεταξύ δυοR-θεωριών συνομολογίας και αποδεικνύ-
εται το (αντίστοιχο) θεώρημα τής μοναδικότητας. Βάσει αυτού (επί τής Top

[2]
fin.CW)

υφίσταται μόνον μία R-θεωρία συνομολογίας (H ‚, B‚) με παγιωμένον (μέχρις ισο-
μορφισμού) τον H 0(tptu;R). (Βλ. Hu [73], Theorem 3.7 & Corollary 3.8, σελ. 20-
21.)

(iii) Άμεσες συνέπειες των αξιωμάτων ES-A11 – ES-A51 των Eilenberg και
Steenrod είναι οι δυϊκές εκείνων τής §C.2. Παρομοίως ορίζονται, εάν συμβολίσουμε
εκ νέου ως

µ = µX : X ÝÑ tptu

τη σταθερή απεικόνιση, και οι ανηγμένοι μόδιοι συνομολογίας ενός μη κενού τοπο-
λογικού χώρου X:

ĂH n(X;R) := Coker(H n(µ) : H n(tptu;R) ÝÑ H n(X;R))
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και για ∅ ‰ A Ď X : ĂH n(X,A;R) := H n(X,A;R), @n P Z. Προφανώς,

H 0(X;R) = H 0(tptu;R) ‘ ĂH 0(X;R)

και για κάθε τοπολογικό ζεύγος (X,A) με X ‰ ∅ και A ‰ ∅ επάγεται η λεγομένη
ανηγμένη μακρά ακριβής ακολουθία συνομολογίας

¨ ¨ ¨ ÝÑ ĂH n´1(A;R)
Bn´1(X,A)

ÝÑ ĂH n(X,A;R)
H̃ n(j)
ÝÑ ĂH n(X;R)

H̃ n(i)
ÝÑ ĂH n(A;R) ÝÑ ¨ ¨ ¨

όπου i : A ãÑ X, j : X ãÑ (X,A) οι συνήθεις ενθέσεις με

H̃ n(i) =

#

H 0(i)|H̃ 0(X;R), όταν n = 0,

H n(i), όταν n P Z ∖ t0u,

και

H̃ n(j) =

#

H 0(j)|H̃ 0(X,A;R), όταν n = 0,

H n(j), όταν n P Z ∖ t0u.

Επιπροσθέτως, οι μόδιοι συνομολογίας τής σφαίρας Sd, d ě 0, είναι οι εξής:

H n(Sd;R) –

$

’

&

’

%

t0u, όταν n P Z ∖ t0, du,

R, όταν n P t0, du και d ą 0,

R ‘R, όταν n = d = 0.

(iv) Τέλος, οτιδήποτε έχει παρουσιασθεί για μια R-θεωρία ομολογίας (H‚, B‚) στις
ενότητες 7.1, 7.2, 7.3, 7.4 και 7.5 εξακολουθεί να ισχύει σε δυϊκή εκδοχή για μια
R-θεωρία συνομολογίας (H ‚, B‚).





Παράρτημα D

Οι συνηθέστερες
θεωρίες (συν)ομολογίας

Οι τρεις συνηθέστερες Θεωρίες Ομολογίας (και, αντιστοίχως, Συνομολογίας), ήτοι
η μονοπλεκτική (simplicial), η ιδιάζουσα (singular) και η κυτταρική (cellular), δεν
εμφανίσθηκαν διαμιάς στο προσκήνιο. Υπήρξαν αποτελέσματα πολυετών ζυμώσε-
ων και αναθεωρήσεων κατά την αναζήτηση ακλόνητων θεωρητικών βάσεων για την
Αλγεβρική Τοπολογία: Η πρώτη εξ αυτών (μονοπλεκτική), παρότι έχει τις ρίζες της
στα μέσα τού 19ου αιώνα, βρήκε την πλέον ενδεδειγμένη εκδοχή της μόλις το 1926.
Η δεύτερη (ιδιάζουσα) έλαβε την οριστική της μορφή το 1944, ενώ η τρίτη είναι
προϊόν των αρχών τής δεκαετίας τού 1950.

Στον σχολιασμό τού κεφαλαίου 7 τού βιβλίου [87] των Stöcker & Zieschang δια-
βάζουμε τα εξής: «Ένα ευρύ πεδίο για τοπολογικές έρευνες κατά τον 19ο αιώνα
προσεφέρθη από τον πολυεδρικό τύπο τού Euler: Εάν το σύνορο ενός κυρτού σώ-
ματος εντός τού R3 κατατμηθεί σε α0 κορυφές, α1 ακμές και α2 έδρες, τότε ισχύει
πάντοτε α0 ´ α1 + α2 = 2. Οι προσπάθειες, οι οποίες κατεβλήθησαν για να τον
γενικεύσουν ακόμη και για μη κυρτά σώματα ή και σε υψηλότερες διαστάσεις, οδή-
γησαν τελικώς στη Θεωρία Ομολογίας αλλά ύστερα από τη διάνυση μιας μακράς
και κοπιαστικής πορείας. (Schläfli 1852, Riemann 1857, Betti 1871, von Dyck 1888
και -προ πάντων- Poincaré 1895.) Αντί των ακόμη μη γνωστών πολυέδρων κανείς
θεωρούσε κάποια μέσω αναλυτικών εξισώσεων καθοριζόμενα υποπολυπτύγματα
τού Rd, τα οποία τρόπον τινά τεμαχίζοντο εκ νέου σε τμήματα καθοριζόμενα μέσω
εξισώσεων και ανισώσεων: Ορισμένα εξ αυτών (ή ένας «γραμμικός συνδυασμός»
τέτοιων τμημάτων) είναι «κλειστά», ενώ κάποια άλλα μπορεί να μην είναι. Επίσης,
κάποια ενδέχεται να «ακουμπούν» ή να «γειτνιάζουν» σε ένα υψηλοδιάστατο τμήμα
και κάποια άλλα όχι. Ο ουσιαστικός πυρήνας τής Θεωρίας Ομολογίας είχε αρχίσει
κατ’ αυτόν τον τρόπο να σχηματοποιείται. Εντούτοις, μόνον βαθμιαίως καθίστατο
ευκρινές το πώς όλες αυτές οι έννοιες θα έπρεπε να ορισθούν με τη δέουσα αυστη-
ρότητα, τη στιγμή, μάλιστα, που διαφορετικές ερμηνείες τους οδηγούν σε Θεωρία
Ομολογίας με διαφορετικούς συντελεστές (από το Z, από το Z2, από το Q κ.λπ.).
Ο Poincaré εισήγαγε το 1899 ένα είδος τοπολογικού πολυέδρου (διαφορετικού τού
σημερινού τού εδ. D.1.21), μέσω τού οποίου έγινε ένα αποφασιστικό βήμα προς
την πρότερη αλγεβροποίηση: Μπόρεσε να ορίσει αριθμούς συμπτώσεως (incidence
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numbers) και να προσδιορίσει μέσω αυτών μια ακριβή περιγραφή των κυκλημάτων
και των συνόρων. Εκ παραλλήλου, ενετόπισε για πρώτη φορά την ύπαρξη συντε-
λεστών στρέψεως. Η αρχική (συνδυαστική) προσέγγισή του έτυχε περαιτέρω επε-
ξεργασίας από τους Dehn, Heegaard (1907) και Tietze (1908). Τέλος, οι Alexander
και Veblen έδειξαν το 1913 ότι κανείς, έχοντας ως βοηθητικά μέσα τα μονόπλοκα
(simplices) και τα μονοπλεκτικά συμπλέγματα (simplicial complexes), διασφαλίζει
στέρεα θεμέλια για την (αναμενόμενη) δόμηση τής Θεωρίας (Ομολογίας).»

Κατά τον J. Dieudonné [116], σελ. 39-40, εκείνοι οι οποίοι συνέτειναν με τις εργασί-
ες τους1 (το 1926) στην καθιέρωση τού ορισμού D.1.55 (μέσω των προσανατολισμέ-
νων μονοπλόκων) ήταν οι J.W. Alexander, P. Alexandroff2 και M.H.A. Newman3.

1Βλ. J.W. Alexander: Combinatorial Analysis Situs, Transactions of A.M.S. 28 (1926), 301-329,
P. Alexandroff: Über kombinatorische Eigenschaften allgemeiner Kurven, Math. Annalen 96 (1926), 512-554, και
M.H.A. Newman: On the foundations of combinatory Analysis Situs, Proc. Akad. Wet. Amsterdam 29 (1926), 611-641.

2Alexandroff, Pavel Sergeevich (7/5/1896-16/11/1982). Ρώσος μαθηματικός. Εισήχθη το 1913 στο Πανεπιστήμιο
Lomonossov τής Μόσχας και ήδη από το 1915 είχε αποδείξει κάποια σημαντικά θεωρήματα που αφορούσαν στα σύνο-
λα Borel. Οι καθηγητές του Stepanov και Luzin, έχοντας αναγνωρίσει τις ιδιαίτερες μαθηματικές του ικανότητες, τού
παρείχαν πολύπλευρη υποστήριξη. Έχοντας θέσει «τον πήχη πολύ υψηλά», προσπάθησε να αντιπαρατεθεί με το πρό-
βλημα που έθετε η λεγόμενη «Εικασία τού Συνεχούς» (που γνωρίζουμε το τι συνέβη με αυτήν εκ των υστέρων, κατά τη
δεκαετία τού 1960, μέσω των εργασιών τού Cohen). Επειδή δεν μπόρεσε να το λύσει, πίστεψε ότι δεν διέθετε τα προσό-
ντα για να σταδιοδρομήσει στα Μαθηματικά. Εγκατέλειψε τον πανεπιστημιακό χώρο, μετέβη στο Novgorod-Severskii
και ασχολήθηκε με τις τέχνες, ιδιαιτέρως δε με το θέατρο. Ύστερα από βραχυπρόθεσμη φυλάκισή του το 1919 (ένεκα
τής ρωσικής επαναστάσεως), ο Alexandroff επέστρεψε στη Μόσχα το 1920 . Ο Luzin και ο Egorov είχαν στο μεσοδιά-
στημα δημιουργήσει μια εντυπωσιακή ερευνητική ομάδα στο Πανεπιστήμιο της Μόσχας, η οποία τον υποδέχθηκε με
αξιοσημείωτη θέρμη. Κατόπιν ειδικών εξετάσεων έγινε δεκτός ως λέκτορας στο Lomonossov το 1921. (Το 1929 εξελέγη
εκεί καθηγητής και αργότερα και μέλος τού Ινστιτούτου Steklov.) Συχνές επισκέψεις στους D. Hilbert, R. Courant, E.
Noether (Göttingen) και Hausdorff (Βόννη), καθώς και στον Brouwer (Παρίσι και Άμστερνταμ) κατά τα έτη 1924-1932,
είχαν ως συνέπεια γόνιμες επιστημονικές συνεργασίες και τη διεύρυνση τής επικοινωνίας μεταξύ των τοπολόγων τής
Μόσχας και εκείνων τής Κεντρικής Ευρώπης. Αξιομνημόνευτη η στενή του φιλία και συνεργασία με τον H. Hopf που
οδήγησε, μεταξύ άλλων, και στη συγγραφή τού περιώνυμου βιβλίου [44]. O Alexandroff συνέγραψε περίπου 300 ερευ-
νητικές εργασίες. Υπήρξε ο επιφανέστερος τοπολόγος τής ρωσικής σχολής και υποδειγματικός δάσκαλος. (Μεταξύ
των μαθητών του συγκαταλέγοντο οι Α. Kurosh, L. Pontrjagin και A. Tichonow.) Υπήρξε μέλος πολλών Ακαδημιών (σε
πολλές χώρες), ετιμήθη δε με όλα τα βραβεία που εδίδοντο σε επιστήμονες τής τότε Σοβιετικής Ενώσεως.

3Newman, Maxwell Hermann Alexander (7/2/1897-22/2/1984). Γεννήθηκε στο Λονδίνο. Ο πατέρας του Γερμανός ε-
βραϊκής καταγωγής (που μετακόμισε από το Bromberg στο Λονδίνο στην εφηβεία του) και η μητέρα του αγγλίδα εκπαι-
δευτικός. Ξεκίνησε τις σπουδές του στα Μαθηματικά το 1914 στο St. John’s College, Cambridge, αλλά αυτές διεκόπησαν
λόγω τού Α Παγκοσμίου Πολέμου, συνεχίσθηκαν το 1919 και ολοκληρώθηκαν το 1921. Το κύριο ερευνητικό του έρ-
γο στην Τοπολογία τοποθετείται στις δεκαετίες 1920 και 1930. Αργότερα, έγινε πολύ γνωστός για τις εργασίες του
στην Κρυπτανάλυση και ως ο άνθρωπος που ενέπνευσε τον Alan Turing (1912-1954) για να επιδιώξει τη δημιουργία
«αυτόματων υπολογιστικών μηχανών».
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D.1 ΜΟΝΟΠΛΕΚΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

D.1.1 Ορισμός. (i) Ένα υποσύνολο A ενός ευκλειδείου χώρου Rd καλείται συ-
σχετικό (affine) (και αντιστοίχως, κυρτό (convex)) όταν για οιαδήποτε x, x1 P A

με x ‰ x1, η ευθεία η οποία προσδιορίζεται από τα x και x1 (και αντιστοίχως, το
ευθύγραμμο τμήμα4 το οποίο καθορίζεται από τα x και x1) περιέχεται στο A.
(ii) Εάν A Ď Rd, τότε ορίζεται ως συσχετική θήκη (affine hull) τού A το σύνολο

aff(A) :=
Ş

tB Ď Rd |B συσχετικό και A Ď Bu

και ως κυρτή θήκη (convex hull) τού A το σύνολο

conv(A) :=
Ş

tB Ď Rd |B κυρτό και A Ď Bu.

(iii) Ένα σημείο x P Rd καλείται συσχετικός συνδυασμός των (m+1 το πλήθος)
σημείων x0, x1, ..., xm P Rd όταν μπορεί να γραφεί υπό την μορφή

x = t0x0 + t1x1 + ...+ tmxm, όπου tj P R, @j P t0, ...,mu, και
m
ř

j=0

tj = 1. (D.1)

(iv) Ένα σημείο x P Rd καλείται κυρτός συνδυασμός των σημείων x0, ..., xm P Rd
όταν μπορεί να γραφεί ως συσχετικός συνδυασμός (D.1) αυτών, όπου το tj είναι
μη αρνητικός πραγματικός αριθμός για κάθε j P t0, 1, ...,mu.

D.1.2 Πρόταση. Εάν x0, x1, ..., xm P Rd, τότε η conv(tx0, ..., xmu) ισούται με το
σύνολο όλων των κυρτών συνδυασμών τους.

Αποδειξη. Έστω Ξ το σύνολο όλων των κυρτών συνδυασμών τους.
§ conv(tx0, ..., xmu) Ď Ξ : Προς τούτο αρκεί να δειχθεί ότι το Ξ είναι ένα κυρτό
σύνολο περιέχον το tx0, ..., xmu. Προφανώς,

xj = 0 ¨ x0 + ...+ 0 ¨ xj´1 + 1 ¨ xj + 0 ¨ xj+1 + ...+ 0 ¨ xm,

οπότε xj P Ξ, @j P t0, ...,mu. Επιπροσθέτως, εάν

x =
m
ř

j=0

tjxj , x1 =
m
ř

j=0

t1jxj P Ξ,

όπου tj , t1j P Rě0, @j P t0, ...,mu και
m
ř

j=0

tj =
m
ř

j=0

t1j = 1, τότε για κάθε s P [0, 1]

έχουμε

sx + (1 ´ s)x1 =
m
ř

j=0

(stj + (1 ´ s)t1j)xj

με
m
ř

j=0

(stj + (1 ´ s)t1j) = s(
m
ř

j=0

tj) + (1 ´ s)(
m
ř

j=0

t1j) = s+ (1 ´ s) = 1

4Προφανώς, κάθε συσχετικό υποσύνολο τού Rd είναι κυρτό.
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και stj +(1´ s)t1j ě 0, διότι καθένας εκ των προσθετέων είναι μη αρνητικός. Κάθε
συνέπειαν, το sx + (1 ´ s)x1 είναι ένας κυρτός συνδυασμός των x0, ..., xm ανήκων
στο Ξ.

§ conv(tx0, ..., xmu) Ě Ξ : ΕάνX είναι οιοδήποτε κυρτό υποσύνολο τού Rd περιέχον
το tx0, ..., xnu, τότε αρκεί να αποδειχθεί ότι Ξ Ď X. Προς τούτο θα χρησιμοποιή-
σουμε επαγωγή επί τού m ě 0. Για m = 0 έχουμε Ξ = tx0u, οπότε Ξ Ď X . Έστω
m ą 0. Θεωρώντας m + 1 μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς t0, t1, ..., tm, για
τους οποίους ισχύει

řm
j=0 tj = 1, θα αποδείξουμε ότι το x =

řm
j=0 tjxj ανήκει στο

X. Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι t0 ‰ 1 (διότι εν ενα-
ντία περιπτώσει θα ήταν x = x0 P X). Επειδή το

y := 0 ¨ x0 +
(

t1
1´t0

)
x1 + ...+

(
tm

1´t0

)
xm

είναι ένα κυρτός συνδυασμός των x0, x1, ..., xm, y P X , οπότε και το

x = t0x0 + (1 ´ t0)y

ανήκει στο X (καθότι το X υπετέθη κυρτό Ď Rd).

Η απόδειξη τής κατωτέρω προτάσεως είναι παρόμοια εκείνης τής D.1.2.

D.1.3 Πρόταση. Εάν x0, x1, ..., xm P Rd, τότε η aff(tx0, ..., xmu) ισούται με το σύνολο
όλων των συσχετικών συνδυασμών τους. (Bλ. D.1.1 (iii)).

D.1.4 Ορισμός. Ένα (διατεταγμένο) σύνολο σημείων tx0, ..., xmu Ď Rd καλεί-
ται συσχετικώς ανεξάρτητο όταν το tx1 ´ x0, ..., xm ´ x0u είναι R-γραμμικώς
ανεξάρτητο5 υποσύνολο τού (διανυσματικού χώρου) Rd.

D.1.5 Πρόταση. Για ένα (διατεταγμένο) σύνολο σημείων tx0, ...,xmu Ď Rd τα ακό-
λουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Το tx0, ..., xmu είναι συσχετικώς ανεξάρτητο.

(ii) Εάν s0, ..., sm P R με
m
ř

j=0

sjxj = 0 και
m
ř

j=0

sj = 0, τότε s0 = ¨ ¨ ¨ = sm = 0.

(iii) Κάθε σημείο x P aff(tx0, ...,xmu) γράφεται μονοσημάντως ως συσχετικός συν-

δυασμός x =
m
ř

j=0

tjxj (με
m
ř

j=0

tj = 1) των x0, ..., xm.

Αποδειξη. (i) ùñ (ii) Υποθέτοντας ότι
m
ř

j=0

sjxj = 0 και
m
ř

j=0

sj = 0 λαμβάνουμε

m
ř

j=0

sjxj =
m
ř

j=0

sjxj ´

(
m
ř

j=0

sj

)
xj =

m
ř

j=0

sj(xj ´ x0) =
m
ř

j=1

sj(xj ´ x0).

Επειδή το tx1 ´ x0, ..., xm ´ x0u είναι (εξ υποθέσεως) R-γραμμικώς ανεξάρτητο,
s1 = ... = sm = 0. Επιπροσθέτως, s0 = 0, καθόσον

řm
j=0 sj = 0.

5Εν τοιαύτη περιπτώσει, λέμε ότι τα σημεία x0, ..., xm είναι τοποθετημένα σε γενική θέση εντός τού Rd.
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(ii) ùñ (iii). Ας υποθέσουμε ότι x P aff(tx0, ..., xmu). Κατά την πρόταση D.1.3 το
x γράφεται ως εξής: x =

řm
j=0 tjxj , όπου t0, ..., tm P R και

řm
j=0 tj = 1. Εάν το x

εγράφετο υπό τη μορφή x =
řm
j=0 t

1
jxj , για κάποια t10, ..., t1m P R για τα οποία ισχύει

řm
j=0 t

1
j = 1, τότε

0 =
m
ÿ

j=0

(tj ´ t1j)xj

και
řm
j=0(tj ´ t1j) = 1 ´ 1 = 0, οπότε tj ´ t1j = 0 ñ tj = t1j , @j P t0, ...,mu.

(iii) ùñ (i) Ας υποθέσουμε ότι κάθε x P aff(tx0, ..., xmu) γράφεται μονοσημάντως
ως συσχετικός συνδυασμός των x0, ..., xm και ότι το tx1 ´ x0, ..., xm ´ x0u είναι R-
γραμμικώς εξαρτημένο. Τότε υπάρχουν r0, ..., rm P R, με τουλάχιστον ένα εξ αυτών
διαφορετικό τού μηδενός, τέτοιο ώστε να ισχύει

0 =
m
ÿ

j=0

rj(xj ´ x0).

Έστω b P t0, ...,mu με rk ‰ 0. Πολλαπλασιάζοντας -εν ανάγκη- την ανωτέρω ισό-
τητα με r´1

k μπορούμε να υποθέσουμε ότι rk = 1. Το xk γράφεται ως εξής

xk = 1 ¨ xk = ´
ÿ

jPt0,...,mu∖tku

rjxj + (1 +
ÿ

jPt0,...,mu∖tku

rj)x0,

δηλαδή κατά δύο διαφορετικούς τρόπους. Άτοπο!

D.1.6 Πόρισμα. Η συσχετική ανεξαρτησία είναι μια ιδιότητα τού συνόλου
tx0, ..., xmu που δεν εξαρτάται από την (όποια δοθείσα) διάταξη των x0, ..., xm.

D.1.7 Ορισμός. Εάν το tx0, ..., xmu Ď Rd είναι ένα συσχετικώς ανεξάρτητο σύ-
νολο, τότε, σύμφωνα με την πρόταση D.1.5, για κάθε x P aff(tx0, ..., xmu) υπάρ-
χουν μονοσημάντως ορισμένα t0, ..., tm P R για τα οποία ισχύουν οι ισότητες
řm
j=0 tj = 1 και x =

řm
j=0 tjxj . Αυτά τα t0, ..., tm καλούνται βαρυκεντρικές συ-

ντεταγμένες τού x (ως προς το διατεταγμένο σύνολο tx0, ..., xmu).

D.1.8 Ορισμός. Εάν το tx0, ..., xmu Ď Rd είναι ένα συσχετικώς ανεξάρτητο σύ-
νολο, τότε το

[x0, ..., xm] := conv(tx0, ..., xmu)

καλείται m-διάστατο (κλειστό) μονόπλοκο (ή -συντομότερα- m-μονόπλοκο) με
κορυφές τα σημεία x0, ..., xm.

D.1.9 Πρόταση. Κάθε σημείο x ενός (κλειστού)m-μονοπλόκου (με κορυφές του τα
x0, ..., xm) γράφεται μονοσημάντως υπό την μορφή

x =
m
ř

j=0

tjxj , όπου tj P Rě0, @j P t0, ...,mu, και
m
ř

j=0

tj = 1.
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Αποδειξη. Βάσει τής προτάσεως D.1.2 κάθε σημείο x P conv(tx0, ..., xmu) είναι
κυρτός συνδυασμός αυτής τής μορφής. Εάν ένα x P conv(tx0, ..., xmu) εγράφετο
κατά δύο διαφορετικούς τρόπους ως κυρτός συνδυασμός των x0, ..., xm, τότε οι βα-
ρυκεντρικές συντεταγμένες του δεν θα ήταν μονοσημάντως ορισμένες, κάτι το οποίο
θα αντέκειτο σε ό,τι απεδείχθη μέσω τής προτάσεως D.1.5.

D.1.10 Σημείωση. Εάν το tx0, ..., xmu Ď Rd είναι ένα συσχετικώς ανεξάρτητο σύ-
νολο και ως

s := sm := [x0, ..., xm] :=

#

x P Rd
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x =
m
ř

j=0

tjxj με
m
ř

j=0

tj = 1 και t0, .., tm P Rě0

+

,

και -αντιστοίχως- ως

s̊ := s̊m :=

#

x P Rd
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x =
m
ř

j=0

tjxj με
m
ř

j=0

tj = 1 και t0, ..., tm P Rą0

+

,

συμβολίσουμε τοm-μονόπλοκο και -αντιστοίχως- το λεγόμενο ανοικτόm-μονόπλο-
κο με κορυφές τα x0, ..., xm, τότε το s είναι ένα κλειστό υποσύνολο τού Rd, ενώ το
s̊ δεν είναι ανοικτό υποσύνολο τού Rd, με μόνη εξαίρεση την περίπτωση κατά την
οποίαm = d.Εάν αντί τού Rd χρησιμοποιήσουμε τον υπόχωρό του aff(tx0, ..., xmu),

τότε το s είναι ένα συμπαγές, κυρτό υποσύνολο τού aff(tx0, ..., xmu) έχον το s̊ ως
εσωτερικό του (βλ. D.1.5) και το frntafftx0,...,xmu(s) := s∖ s̊ ως μεθόριό του. Επειδή
το aff(tx0, ..., xmu), ως συσχετικός χώρος, είναι ισόμορφος τού Rm, μπορεί κανείς
να εφαρμόσει το B.7.4 προκειμένου να αποδείξει την ύπαρξη ενός ομοιομορφισμού
τοπολογικών ζευγών:

(s, frntafftx0,...,xmu(s)) « (Bm,Sm´1).

D.1.11 Ορισμός. Έστω tx0, ..., xmu Ř Rd ένα συσχετικώς ανεξάρτητο σύνολο.
Κάθε απεικόνιση Θ : aff(tx0, ..., xmu) ÝÑ Rk (k ‰ 1) που πληροί τη συνθήκη

Θ(
m
ř

j=0

tjxj) =
m
ř

j=0

tjΘ(xj), για οιαδήποτε t0, ..., tm P R με
m
ř

j=0

tj = 1,

καλείται συσχετική απεικόνιση. (Ο περιορισμός Θ|[t0,...,tm] μιας τέτοιας Θ κα-
λείται ωσαύτως συσχετική απεικόνιση.)

Οι συσχετικές απεικονίσεις στέλνουν συσχετικούς (και αντιστοίχως, κυρτούς) συν-
δυασμούς να απεικονισθούν σε συσχετικούς (και αντιστοίχως, κυρτούς) συνδυα-
σμούς· είναι, μάλιστα, προφανές ότι κάθε συσχετική απεικόνιση προσδιορίζεται
πλήρως όταν είναι γνωστές οι τιμές της σε καθένα των στοιχείων ενός συσχετικώς
ανεξαρτήτου συνόλου. Επιπροσθέτως, από τη μοναδικότητα των βαρυκεντρικών
συντεταγμένων (βλ. D.1.5 και D.1.7) ως προς ένα (συσχετικώς ανεξάρτητο) σύνολο
tx0, ..., xmu Ă Rn έπεται άμεσα η ύπαρξη μιας συσχετικής απεικονίσεως Θ όπως
στον ορισμό D.1.11.
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D.1.12 Πρόταση. Εάν το [x0, ..., xm] είναι ένα m-μονόπλοκο, το [y0, ..., yk] ένα k-
μονόπλοκο και η f : [x0, ..., xm] ÝÑ [y0, ..., yk] οιαδήποτε απεικόνιση, τότε υπάρχει
μια μονοσημάντως ορισμένη συσχετική απεικόνιση Θ : [x0, ..., xm] ÝÑ [y0, ..., yk] η
οποία πληροί τη συνθήκη

Θ(xj) = f(xj), @j P t0, 1, ...,mu.

Αποδειξη. Κάθε x P [x0, ..., xm] γράφεται, σύμφωνα με την πρόταση D.1.9, μονο-
σημάντως υπό τη μορφή

x =
m
ř

j=0

tjxj , όπου t0, ..., tm P Rě0 και
m
ř

j=0

tj = 1.

Mέσω τού τύπου Θ(x) = Θ(
m
ř

j=0

tjxj) :=
m
ř

j=0

tjf(xj) ορίζεται η ζητουμένη συσχετική

απεικόνιση Θ.

D.1.13 Ορισμός. Έστω s = [x0, ..., xm] ένα m-μονόπλοκο. Συμβολίζουμε ως
Vert(s) := tx0, ..., xmu το σύνολο των κορυφών του. Ονομάζουμε πλευρά τού s

κάθε μονόπλοκο s1 με Vert(s1) Ď Vert(s). Συμβολισμός:

s1 ĺ s ðñ
ορσ.

[το s1 είναι μια πλευρά τού s]

s1 ă s ðñ
ορσ.

[s1 ĺ s και s1 ‰ s].

(Όταν s1 ă s, τότε λέμε ότι το s1 είναι μια γνήσια πλευρά τού s.)

D.1.14 Σημείωση. (i) Εάν το s είναι ένα m-μονόπλοκο, τότε το πλήθος των k-
μονοπλόκων, τα οποία αποτελούν πλευρές τού s, ισούται με

(
m+1
k+1

)
.

(ii) Εάν s1 ĺ s και s2 ĺ s1, τότε s2 ĺ s.

(iii) Η μεθόριος ενός μονοπλόκου s ισούται με την αποσυνδετή ένωση
š

s1ăs

s̊1.

D.1.15 Ορισμός. Ένα (ευκλείδειο) μονοπλεκτικό σύμπλεγμα (simplicial
complex) K είναι μια συλλογή μονοπλόκων εντός ενός ευκλειδείου χώρου Rd
με τις ακόλουθες ιδιότητες6:
(i) Εάν s P K, τότε και κάθε πλευρά τού s ανήκει στο K.
(ii) Εάν s1, s2 P K, τότε η τομή s1 X s2 είναι είτε κενή είτε κοινή πλευρά των
s1, s2.

(iii) Κάθε σημείο ενός μονοπλόκου ανήκοντος στο K διαθέτει μια ανοικτή πε-
ριοχή η οποία έχει μη κενή τομή με το πολύ πεπερασμένου πλήθους μονόπλοκα
τού K.

6Σε ορισμένα βιβλία απαιτείται από το K να απαρτίζεται από πεπερασμένου πλήθους μονόπλοκα (οπότε η (iii)
ικανοποιείται αυτομάτως, αλλά ο εν λόγω περιορισμός αποκλείει πολλά χρήσιμα παραδείγματα). Από την άλλη μεριά,
υπάρχουν και βιβλία (όπως εκείνο τού Munkres [80], σελ. 13-14) στα οποία η (iii) παραλείπεται στον αρχικό ορισμό
και τα K που την πληρούν καλούνται, ιδιαιτέρως, τοπικώς πεπερασμένα.
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D.1.16 Παράδειγμα. Εάν K είναι ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα εντός τού Rd και
v P Rd+1∖Rd, τότε ο κώνος conev(K) υπεράνω τού K (έχων ως κορυφή του το v)
είναι εκείνο το μονοπλεκτικό σύμπλεγμα (εντός τούRd+1) το οποίο αποτελείται από
το 0-μονόπλοκο tvu και τα μονόπλοκα [v, x0, ..., xm] για κάθε [x0, ..., xm] P K.

D.1.17 Ορισμός. Έστω K ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Τα στοιχεία τού
Vert(K) :=

Ť

sPK

Vert(s) καλούνται κορυφές τού K, ενώ η διάσταση dim(K) τού

K ορίζεται ως εξής7: dim(K) := maxtdim(s) : s P Ku.

D.1.18 Ορισμός. Λέμε ότι ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα είναι πεπερασμένο όταν
διαθέτει πεπερασμένου πλήθους μονόπλοκα.

D.1.19 Ορισμός. Έστω K ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα (εντός τού Rd). Λέμε
ότι το

|K| :=
Ť

sPK

s Ď Rd,

εφοδιαζόμενο με την ασθενή τοπολογία8:

[το A είναι ανοικτό Ď |K|] ðñ
ορσ.

[
το AX s είναι ανοικτό

υποσύνολο τού s, @s P K

]
,

είναι ο τοπολογικός χώρος ο υποκείμενος στοK.Όταν τοK είναι πεπερασμένο,
αυτή η τοπολογία ταυτίζεται9 με τη σχετική τοπολογία τού |K| εντός τού Rd.

D.1.20 Σημείωση. (i) Προσοχή! Το K είναι σύνολο, ενώ το |K| είναι τοπολογικός
χώρος.
(ii) O |K| είναι χώρος Hausdorff.
(iii) O |K| είναι τοπικώς συμπαγής· επίσης, είναι συμπαγής εάν και μόνον εάν το K
είναι πεπερασμένο.
(iv) O |K| είναι τοπικώς δρομοσυνεκτικός. Επομένως, ο |K| είναι συνεκτικός εάν
και μόνον εάν είναι δρομοσυνεκτικός.
(v) Εάν τα K,L είναι μονοπλεκτικά συμπλέγματα και |K| « |L|, τότε από το θεώ-
ρημα B.1.5 έπεται ότι dim(K) = dim(L). (Βλ. [84], σελ. 136.)

D.1.21 Ορισμός. Ένας τοπολογικός χώρος X καλείται τριγωνίσιμος χώρος (ή
τοπολογικό πολύεδρο) όταν υπάρχει κάποιο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K και έ-
νας ομοιομορφισμός

h : |K|
«

ÝÑ X.

7Επειδή τα μονόπλοκα τούK ανήκουν σε κάποιον Rd, η διάσταση καθενός εξ αυτών είναι προφανώς ď d.
8Για περισσότερες πληροφορίες για την έννοια τής ασθενούς τοπολογίας βλ. Dugundji [38], Chapter VI, §8, σελ.

131-132.
9Εάν το K δεν είναι πεπερασμένο, τότε αυτή η τοπολογία ενδέχεται να είναι λεπτότερη τής σχετικής τοπολογίας.

Για δύο απτά παραδείγματα βλ. [80], Ex. 2 & 3, σελ. 9.
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(Άρα οι «δομικοί λίθοι», από τους οποίους κατασκευάζονται τα τοπολογικά πο-
λύεδρα, είναι εικόνες μονοπλόκων μέσω ομοιομορφισμών.) Ένα τέτοιο ζεύγος
(K,h) καλείται τριγωνισμός (triangulation) τού X. (Μάλιστα, όταν το K είναι
πεπερασμένο, αυτός λέγεται πεπερασμένος τριγωνισμός και οX πεπερασμένως
τριγωνίσιμος ή τοπολογικό πολύτοπο.)

D.1.22 Παραδείγματα. (i) Οι κορυφές, οι ακμές και οι έδρες ενός τετραέδρου ή ενός
οκταέδρου αποτελούν ένα πεπερασμένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα, ο υποκείμενος
χώρος τού οποίου είναι ομοιομορφικός τής σφαίρας S2.Ως εκ τούτου, η S2 είναι ένα
τοπολογικό πολύτοπο. Επιπροσθέτως, τριγωνίσιμοι τοπολογικοί χώροι μπορούν να
διαθέτουν διαφορετικούς τριγωνισμούς.

§ 1.19 ìïíïðëåêôéêá óõìðëåãìáôá êáé ôñéãùíéóéìïé ôïð. ·ùñïé 111

1.19.24 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé êïñõöÝò, ïé áêìÝò êáé ïé Ýäñåò åíüò ôåôñáÝäñïõ Þ

åíüò ïêôáÝäñïõ áðïôåëïýí Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá, ï õðïêåß-

ìåíïò ·þñïò ôïý ïðïßïõ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôÞò óöáßñáò S2 Ùò åê ôïýôïõ, ç S2

åßíáé Ýíá ôïðïëïãéêü ðïëýôïðï. ÅðéðñïóèÝôùò, ôñéãùíßóéìïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé

ìðïñïýí íá äéáèÝôïõí äéáöïñåôéêïýò ôñéãùíéóìïýò.

Ó·Þìá 1.??

(ii) Óôï êÜôùèé ó·Þìá äßäïíôáé (êáôÜ óåéñÜí) ôñéãùíéóìïß ôïý (ìïíáäéáßïõ) êõëßí-

äñïõ ôïý ïñéæüìåíïõ õðåñÜíù ôïý êýêëïõ S1 ôÞò ôáéíßáò ôïý Mobius (âë. åäÜöéï

1.10.4 (iv)) êáé ôïý ôüñïõ T2 := S1 × S1

Ó·Þìá 1.??

(iii) Ôï óýíïëï (s) üëùí ôùí ðëåõñþí åíüò -ìïíïðëüêïõ s = s åßíáé áö'

åáõôïý Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå |(s)| = s ≈ B. Ùò åê ôïýôïõ, üëåò
ïé ìðÜëåò (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãùíßóéìåò.

( iv) Ôï óýíïëï (s) üëùí ôùí ãíÞóéùí ðëåõñþí åíüò -ìïíïðëüêïõ s = s
åßíáé ùóáýôùò Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå ôçí éäéüôçôá: |(s)| = s ≈
S−1ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé üëåò ïé óöáßñåò (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãù-
íßóéìåò.

(v) ¸íáò (êáô' áíÜãêçí ìç ðåðåñáóìÝíïò ) ôñéãùíéóìüò ïëüêëçñçò ôÞò ðñáãìáôé-
êÞò åõèåßáò R äçìéïõñãåßôáé åÜí êáíåßò èåùñÞóåé ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ôï

áðïôåëïýìåíï áðü üëá ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [ +1]  ∈ Z (ìå ôïõò áêåñáßïõò

ùò 0-ìïíüðëïêÜ ôïõ). Êáô' áíáëïãßáí, Ýíáò ôñéãùíéóìüò ôïý äéáóôÞìáôïò [0∞)
äçìéïõñãåßôáé ìÝóù ôïý ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝãìáôïò ôïý áðïôåëïýìåíïõ áðü ôá

êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [ + 1]  ∈ N0

(ii) Στο κάτωθι σχήμα δίδονται (κατά σειράν) τριγωνισμοί τού (μοναδιαίου) κυλίν-
δρου τού οριζόμενου υπεράνω τού κύκλου S1, τής ταινίας τού Möbius (βλ. εδάφιο
B.2.4 (iv)) και τού τόρου T2 := S1 ˆ S1.
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1.19.24 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé êïñõöÝò, ïé áêìÝò êáé ïé Ýäñåò åíüò ôåôñáÝäñïõ Þ
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(ii) Óôï êÜôùèé ó·Þìá äßäïíôáé (êáôÜ óåéñÜí) ôñéãùíéóìïß ôïý (ìïíáäéáßïõ) êõëßí-

äñïõ ôïý ïñéæüìåíïõ õðåñÜíù ôïý êýêëïõ S1 ôÞò ôáéíßáò ôïý Mobius (âë. åäÜöéï

1.10.4 (iv)) êáé ôïý ôüñïõ T2 := S1 × S1

Ó·Þìá 1.??

(iii) Ôï óýíïëï (s) üëùí ôùí ðëåõñþí åíüò -ìïíïðëüêïõ s = s åßíáé áö'

åáõôïý Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå |(s)| = s ≈ B. Ùò åê ôïýôïõ, üëåò
ïé ìðÜëåò (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãùíßóéìåò.

( iv) Ôï óýíïëï (s) üëùí ôùí ãíÞóéùí ðëåõñþí åíüò -ìïíïðëüêïõ s = s
åßíáé ùóáýôùò Ýíá ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ìå ôçí éäéüôçôá: |(s)| = s ≈
S−1ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé üëåò ïé óöáßñåò (ïéáóäÞðïôå äéáóôÜóåùò) åßíáé ôñéãù-
íßóéìåò.

(v) ¸íáò (êáô' áíÜãêçí ìç ðåðåñáóìÝíïò ) ôñéãùíéóìüò ïëüêëçñçò ôÞò ðñáãìáôé-
êÞò åõèåßáò R äçìéïõñãåßôáé åÜí êáíåßò èåùñÞóåé ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ôï

áðïôåëïýìåíï áðü üëá ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [ +1]  ∈ Z (ìå ôïõò áêåñáßïõò

ùò 0-ìïíüðëïêÜ ôïõ). Êáô' áíáëïãßáí, Ýíáò ôñéãùíéóìüò ôïý äéáóôÞìáôïò [0∞)
äçìéïõñãåßôáé ìÝóù ôïý ìïíïðëåêôéêïý óõìðëÝãìáôïò ôïý áðïôåëïýìåíïõ áðü ôá

êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [ + 1]  ∈ N0

(iii) Το σύνολο K(sm) όλων των πλευρών ενός m-μονοπλόκου s = sm είναι αφ’ ε-
αυτού ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα με |K(sm)| = sm « Bm. Ως εκ τούτου, όλες οι
μπάλες (οιασδήποτε διαστάσεως) είναι τριγωνίσιμες.
(iv) Το σύνολο όλων των γνήσιων πλευρών ενός m-μονοπλόκου s = sm είναι ω-
σαύτως ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα με την ιδιότητα: |K(s ∖ s̊)| « Sm´1. Κατά
συνέπειαν, και όλες οι σφαίρες (οιασδήποτε διαστάσεως) είναι τριγωνίσιμες.
(v) Ένας (κατ’ ανάγκην μη πεπερασμένος) τριγωνισμός ολόκληρης τής πραγματι-
κής ευθείας R δημιουργείται εάν κανείς θεωρήσει το μονοπλεκτικό σύμπλεγμα το
αποτελούμενο από όλα τα κλειστά διαστήματα [n, n+1], n P Z (με τους ακεραίους
ως 0-μονόπλοκά του). Κατ’ αναλογίαν, ένας τριγωνισμός τού διαστήματος [0,8)

δημιουργείται μέσω τού μονοπλεκτικού συμπλέγματος τού αποτελούμενου από τα
κλειστά διαστήματα [n, n+ 1], n P N0.
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D.1.23 Σημείωση. Ενίοτε, μια συγκεκριμένη κατασκευή τριγωνισμών ορισμένων
χώρων (με κάποια επιπρόσθετα χαρακτηριστικά) είναι πολύ δυσκολότερη από την
απόδειξη τής υπάρξεώς τους. Ιδιαίτερα ενδιαφέρων είναι ο τρόπος προσδιορισμού
(κατ’ ανάγκην πεπερασμένων) τριγωνισμών συμπαγών επιφανειών με το μικρότερο
δυνατό πλήθος τριγώνων (ή, ισοδυνάμως, με το μικρότερο δυνατό πλήθος κορυφών).
Τέτοιοι τριγωνισμοί ονομάζονται ελαχιστικοί τριγωνισμοί.

(i) Εάν X είναι μια συμπαγής επιφάνεια, |K| « X ένας τριγωνισμός 10,

aj := card(tj-μονόπλοκα τού Ku), j P t0, 1, 2u,

και χ(K) := a0 ´ a1 + a2 η συνδυαστική χαρακτηριστική Euler τού K, τότε

$

’

&

’

%

3a2 = 2a1,

a1 = 3(a0 ´ χ(K)),

a0 ě 1
2 (7 +

a

49 ´ 24χ(K)).

Επί παραδείγματι, επειδή

X S2 P2
R T2 Φιάλη τού Klein

χ(K) 2 1 0 0

έχουμε

$

’

’

&

’

’

%

a0 ě 4, a1 ě 6, a2 ě 4 για X = S2,

a0 ě 6, a1 ě 15, a2 ě 10 για X = P2
R,

a0 ě 7, a1 ě 21, a2 ě 14 για X = T2 ή τη φιάλη τού Klein.

(Bλ. Croom [53], σελ. 32-33, και Giblin [96], σελ. 61-62.)

(ii) Eλαχιστικός τριγωνισμός τής S2 επιτυγχάνεται ύστερα από τη θεώρηση τού συ-
νοριακού συμπλέγματος ενός τετραέδρου (βλ. D.1.22 (i)).

(iii) Ένας ελαχιστικός τριγωνισμός για το πραγματικό προβολικό επίπεδο P2
R δίδε-

ται στο εδάφιο D.1.28.

(iv) Στο κάτωθι σχήμα δίδονται (οι συνήθεις αλλά μη ελαχιστικοί) τριγωνισμοί τού
τόρου T2 και τής φιάλης τού Klein, αντιστοίχως, ιδωμένων ως ταυτισμικών χώρων,
με11 a0 = 9.

10Η ύπαρξη ενός τέτοιου K έπεται από ένα γενικό θεώρημα τού Radó (1925), βάσει τού οποίου κάθε διδιάστατο
τοπολογικό πολύπτυγμα είναι τριγωνίσιμο.

11Προφανώς, 3 ¨ 18 = 3a2 = 2a1 ñ a1 = 27 και a0 =
a1
3 = 9.
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ìå84 0 = 9

Ó·Þìá 1.??

Áíôßèåôùò, ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ôïý ó·Þìáôïò 1.?? ïäçãåß óå åëá·éóôéêü
ôñéãùíéóìü ôïý T2 ìå 0 = 7 1 = 21 êáé 2 = 14 ÔÝôïéïõ åßäïõò ôñéãùíéóìïß (ìå

7 êïñõöÝò) äåí õößóôáíôáé ãéá ôç öéÜëç ôïý Klein! (Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, êÜèå
åëá·éóôéêüò ôñéãùíéóìüò ôÞò öéÜëçò ôïý Klein ïöåßëåé íá Ý·åé 8 êïñõöÝò. Ðñâë.

Ringel [100] êáé Giblin [41], óåë. 62)

Ó·Þìá 1.??

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ìéáò êáôçãïñßáò Ý·ïõóáò ôá ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá ùò

áíôéêåßìåíá áðáéôåßôáé ç åéóáãùãÞ ôÞò Ýííïéáò ðïõ èá ðáßîåé ôïí ñüëï ôïý ìïñ-

öéóìïý.

1.19.26 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé  åßíáé äõï ìïíïðëåêôéêÜ óõìðëÝãìáôá. Ìéá ìï-

íïðëåêôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ðïõ óôÝëíåé êÜèå êï-

ñõöÞ (Þôïé êÜèå 0-ìïíüðëïêï) ôïý íá áðåéêïíéóèåß óå ìéá êïñõöÞ (Þôïé óå Ýíá

0-ìïíüðëïêï) ôïý  êáé Ý·åé ôçí åîÞò éäéüôçôá: Ãéá êÜèå s = [x0 x] ∈  ç

åéêüíá (s) ∈  ôïý s ìÝóù ôÞò  éóïýôáé ìå (s) = [(x0)  (x)]

84Ðñïöáíþò, 3 · 18 = 32 = 21 ⇒ 1 = 27 êáé 0 =
1
3 = 9

Αντιθέτως, το μονοπλεκτικό σύμπλεγμα τού επομένου σχήματος οδηγεί σε ελαχιστι-
κό τριγωνισμό τού T2 με a0 = 7, a1 = 21 και a2 = 14. Τέτοιου είδους τριγωνισμοί
(με 7 κορυφές) δεν υφίστανται για τη φιάλη τού Klein! (Στην πραγματικότητα, κά-
θε ελαχιστικός τριγωνισμός τής φιάλης τού Klein οφείλει να έχει 8 κορυφές. Πρβλ.
Ringel12 και Giblin [96], σελ. 62.)
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Για την περιγραφή μιας κατηγορίας έχουσας τα μονοπλεκτικά συμπλέγματα ως α-
ντικείμενα απαιτείται η εισαγωγή τής έννοιας που θα παίξει τον ρόλο τού μορφι-
σμού.

D.1.24 Ορισμός. Έστω ότι K,L είναι δυο μονοπλεκτικά συμπλέγματα. Μια μο-
νοπλεκτική απεικόνιση φ : K ÝÑ L είναι μια απεικόνιση που στέλνει κάθε
κορυφή (ήτοι κάθε 0-μονόπλοκο) τούK να απεικονισθεί σε μια κορυφή (ήτοι σε
ένα 0-μονόπλοκο) τούL και έχει την εξής ιδιότητα: Για κάθε s = [x0, ..., xm] P K,

η εικόνα φ(s) P L τού s μέσω τής φ ισούται με φ(s) = [φ(x0), ..., φ(xm)].

D.1.25 Σημείωση. (i) Μέσω οιασδήποτε μονοπλεκτικής απεικονίσεως φ : K Ñ L
επάγεται μια συνεχής απεικόνιση |φ| : |K| ÝÑ |L| η οποία ορίζεται ως ακολούθως:
Για κάθε s P K έστω fs : s ÝÑ |L| η συσχετική απεικόνιση η προσδιοριζόμενη
μέσω τής φ|Vert(s). (Βλ. πρόταση D.1.12.) Βάσει τής συνθήκης D.1.15 (ii) οι απεικο-
νίσεις fs ταυτίζονται στο κοινό τμήμα τού πεδίου ορισμού τους, οπότε μπορούν να

12G. Ringel: Wie man die geschlossenen nichtorientierbaren Flächen in möglichst wenig Dreiecke zerlegen kann, Mathe-
matische Annalen 130 (1955), 317-326.
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συγκολληθούν παρέχοντάς μας την |φ|.

(ii) Για κάθε μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K έχουμε |idK | = id|K|. Επιπροσθέτως, ε-
άν φ : K1 ÝÑ K2 και ψ : K2 ÝÑ K3 είναι μονοπλεκτικές απεικονίσεις, τότε
|ψ ˝ φ| = |ψ| ˝ |φ|.

(iii) Εάν υπάρχει μια μονοπλεκτική και αμφιρριπτική απεικόνιση φ : K ÝÑ L, τότε
ταK και L καλούνται γραμμικώς ισόμορφα. Εν τοιαύτη περιπτώσει, η αντίστροφός
της φ´1 : L ÝÑ K είναι ωσαύτως μονοπλεκτική και η επαγόμενη συνεχής απεικό-
νιση |φ| : |K| ÝÑ |L| ομοιομορφισμός.
(iv) Εάν συμβολίσουμε ως SComp την κατηγορία των μονοπλεκτικών συμπλεγμά-
των (με τις μονοπλεκτικές απεικονίσεις ως μορφισμούς της), τότε με τη βοήθεια των
(i), (ii) και (iii) ορίζεται ένας συναλλοίωτος συναρτητής

| | : SComp ù Top, K ÞÝÑ |K|, (φ : K ÝÑ L) ÞÝÑ (|φ| : |K| ÝÑ |L|).

Η έννοια τού τοπολογικού πολυέδρου γενικεύεται για τοπολογικά ζεύγη ως ε-
ξής:

D.1.26 Ορισμός. ΈστωK ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. ΈναK 1 Ď K καλείται
υποσύμπλεγμα τού K όταν ισχύει η συνεπαγωγή:

(s P K 1 και s1 ĺ s ùñ s1 P K 1).

Ένας υπόχωρος X 1 ένος τοπολογικού πολυέδρου X καλείται τοπολογικό υπο-
πολύεδρο τού X όταν υπάρχει ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K, καθώς και ένα
υποσύμπλεγμα τού K 1, ούτως ώστε να ισχύει (|K|, |K 1|) « (X,X 1) (υπό την έν-
νοια τού ορισμού B.7.2). Εν τοιαύτη περιπτώσει το (X,X 1) καλείται πολυεδρικό
τοπολογικό ζεύγος.

D.1.27 Σημείωση. Αναλόγως προς τo D.1.25 (iv) μπορεί κανείς να ορίσει έναν συ-
ναλλοίωτο συναρτητή

| | : SComp[2] ù Top[2], (K,K 1) ÞÝÑ (|K|, |K 1|),

(φ : (K,K 1) ÝÑ (L,L1)) ÞÝÑ (|φ| : (|K|, |K 1|) ÝÑ (|L|, |L1|))

από την κατηγορία των ζευγών μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων στην κατηγορία των
τοπολογικών ζευγών.

D.1.28 Παράδειγμα. Έστω L Ř R3 το μονοπλεκτικό σύμπλεγμα που εικονογραφεί-
ται στο εξής σχήμα:

§ 1.19 ìïíïðëåêôéêá óõìðëåãìáôá êáé ôñéãùíéóéìïé ôïð. ·ùñïé 115

1.19.30 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  $ R3 ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ðïõ åéêïíïãñá-

öåßôáé óôï ó·Þìá 1.??.

Ó·Þìá 1.??

Ôï  áðáñôßæåôáé áðü 5 êïñõöÝò, 10 áêìÝò êáé ôá 5 ôñßãùíá (:Ýäñåò)

123 124 135 245 êáé 345¸óôù 0 $  ôï õðïóýìðëåãìá ôïý  ôï áðïôåëïýìåíï

áðü ôéò 5 êïñõöÝò êáé ôéò áêìÝò 15 52 23 34 êáé 41. Ðñïöáíþò, ï || åßíáé ìéá ôáé-

íßá ôïýMbius êáé ï |0| ôï óýíïñü ôçò. Èåùñïýìå Ýíá x0 ∈ R4rR3 êáé ôïí êþíï
conex0(

0) = {ìïíüðëïêá s ìå Vert(s) = {x0}∪ Vert(0)} Ï conex0(
0) äéáèÝôåé

Ýíáí ôñéãùíéóìü 00 (âë. ó·Þìá 1.??), ìå ôï x0 íá áíôéóôïé·åß óôçí êïñõöÞ 6 Ôá

00 Ý·ïõí ôï õðïóýìðëåãìá 0 êïéíü (åíôüò ôïý R4).

Ó·Þìá 1.??

¸óôù := ∪00 (Âë. ó·Þìá 1.??.) Ôï åßíáé ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá (åíôüò

ôïý R4) ìå 6 êïñõöÝò, 15 áêìÝò êáé 10 ôñßãùíá, êáé || ≈ P2R ÂÜóåé ôùí üóùí

ðñïáíáöÝñèçóáí óôç óçìåßùóç 1.19.25, áõôüò ï ôñéãùíéóìüò åßíáé åëá·éóôéêüò.

Ó·Þìá 1.??
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Το L απαρτίζεται από 5 κορυφές, 10 ακμές και τα 5 τρίγωνα (:έδρες) 123, 124,

135, 245 και 345. Έστω L1 Ř L το υποσύμπλεγμα τού L το αποτελούμενο από
τις 5 κορυφές και τις ακμές 15, 52, 23, 34 και 41. Προφανώς, ο |L| είναι μια ται-
νία τού Mö bius και ο |L1| το σύνορό της. Θεωρούμε ένα x0 P R4 ∖R3 και τον κώνο
conex0(L

1) = tμονόπλοκα s με Vert(s) = tx0uY Vert(L1)u. Ο conex0(L
1) διαθέτει

έναν τριγωνισμό L2, με το x0 να αντιστοιχεί στην κορυφή 6. Τα L,L2 έχουν το υπο-
σύμπλεγμα L1 κοινό (εντός τού R4).
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Ó·Þìá 1.??

Έστω K := L Y L2. Το K είναι μονοπλεκτικό σύμπλεγμα (εντός τού R4) με 6 κο-
ρυφές, 15 ακμές και 10 τρίγωνα, και |K| « P2

R. Βάσει των όσων προαναφέρθησαν
στη σημείωση D.1.23, αυτός ο τριγωνισμός είναι ελαχιστικός.
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Ó·Þìá 1.??
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Ó·Þìá 1.??§ Αφηρημένα μονοπλεκτικά συμπλέγματα. Για την τήρηση ενός απαραίτητου βαθ-
μού γενικότητας αλλά και σε διάφορες εφαρμογές είναι προτιμότερο από τεχνικής
πλευράς να εργαζόμαστε με αφηρημένα μονοπλεκτικά συμπλέγματα (παρά να εμ-
μένουμε σε κατατριβή με τις αρκούντως περιοριστικές γεωμετρικές ιδιότητες των
ευκλειδείων μονοπλόκων).

D.1.29 Ορισμός. Ένα αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K = (V ,S ) απο-
τελείται από ένα σύνολο V και ένα σύνολο S πεπερασμένων υποσυνόλων τού
V , ούτως ώστε να ισχύουν τα εξής:
(i) tvu P S , @v P V .

(ii) Εάν s P S και ∅ ‰ s1 Ď s, τότε s1 P S .

Τα στοιχεία τού V καλούνται κορυφές τού K και τα στοιχεία τού S αφηρη-
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μένα μονόπλοκα τού K . Ένα s P S περιέχον ακριβώς m + 1 κορυφές (όπου
m P N0) καλείται m-διάστατο αφηρημένο μονόπλοκο (ή απλώς αφηρημένο m-
μονόπλοκο). Εάν s P S και ∅ ‰ s1 Ď s, τότε το s1 είναι ένα αφηρημένο μο-
νόπλοκο (λόγω τού (ii)) και καλείται πλευρά τού s. (Όταν s1 Ř s, το s1 κα-
λείται γνήσια πλευρά τού s.) Η διάσταση ενός τέτοιου K ορίζεται ως εξής:
dim(K ) := suptdim(s) : s P S u. Λέμε ότι ένα τέτοιο K είναι πεπερασμέ-
νο (και αντιστοίχως, αριθμήσιμο) όταν το V είναι πεπερασμένο (και αντιστοί-
χως, αριθμήσιμο) και τοπικώς πεπερασμένο (και αντιστοίχως, τοπικώς αριθμή-
σιμο) όταν κάθε v P V ανήκει σε πεπερασμένου πλήθους (αριθμησίμου πλή-
θους) στοιχεία τού S . (Όταν το K είναι πεπερασμένο ή τοπικώς πεπερασμένο,
τότε dim(K ) ă 8. Ωστόσο, όταν dim(K ) ă 8, το K ενδέχεται να μην είναι
πεπερασμένο. Βλ. D.1.30 (v).)

D.1.30 Παραδείγματα. (i) Εάν V ‰ ∅ είναι ένα πεπερασμένο σύνολο, τότε το
K = (V ,P(V )∖∅) είναι ένα πεπερασμένο αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα.
(ii) Εάν K1 = (V1,S1), K2 = (V2,S2) είναι δυο αφηρημένα μονοπλεκτικά συ-
μπλέγματα, τότε η συναρμογή (join) αυτών K1 ˚ K2 = (V1 Y V2,S1 ˚ S2), όπου

tv0, ..., vm1 , u0, ..., um2u P S1 ˚ S2 ðñ
ορσ.

[
tv0, ..., vm1u P S1 Y t∅u

και tu0, ..., um2u P t∅u Y S2

]
,

αποτελεί ένα αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα έχον ως σύνολο κορυφών του
την ένωση των συνόλων κορυφών των K1 και K2. (Εάν το V1 είναι ένα μονοσύνο-
λο, ας πούμε το tv0u, τότε το K1 ˚ K2 είναι ο αφηρημένος κώνος υπεράνω τού K2

έχων ως κορυφή του το v0.)
(iii) Έστω K = (V ,S ) ένα αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Οιοδήποτε αφη-
ρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K 1 = (V 1,S 1) με V 1 Ď V και S 1 Ď S καλείται
(αφηρημένο) υποσύμπλεγμα τού K . Εάν τα K 1 = (V 1,S 1) και K

2
= (V

2
,S

2
)

είναι υποσυμπλέγματα τού K = (V ,S ), τότε και τα

K 1 Y K
2
= (V 1 Y V

2
,S 1 Y S

2
) και K 1 X K

2
= (V 1 X V

2
,S 1 X S

2
)

είναι υποσυμπλέγματα τού K = (V ,S ).

(iv) Δοθέντος ενός (ευκλειδείου) μονοπλεκτικού συμπλέγματος K (εντός ενός ευ-
κλειδείου χώρου Rn), συμβολίζουμε ως KVert(K) = (Vert(K),SK) το αφηρημένο
μονοπλεκτικό σύμπλεγμα που έχει ως σύνολο κορυφών του το σύνολο κορυφών τού
K και

SK :=

#

tx0, ..., xmu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m P N0, m ď n, και [x0, ..., xm] = s

για κάποιο m-μονόπλοκο s τού K

+

.

Τούτο καλείται, ιδιαιτέρως, διάσχημα κορυφών (vertex scheme) τού K.
(v) Το (μη πεπερασμένο, αριθμήσιμο) αφηρημένο μονοδιάστατο μονοπλεκτικό σύ-
μπλεγμα K = (V ,S ), όπου V = Z και S = ttnu|n P ZuYttn, n+ 1u|n P Zu δεν
είναι τίποτα άλλο παρά το διάσχημα κορυφών τού ευκλειδείου μονοπλεκτικού συ-
μπλέγματος, μέσω τού οποίου είχαμε τριγωνίσει ολόκληρη την πραγματική ευθεία
R στο εδάφιο D.1.22 (v).
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D.1.31 Ορισμός. Έστω K = (V ,S ) τυχόν αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγ-
μα και έστω I(V ) :=

␣

f P IV
ˇ

ˇ card(supp(f)) ă 8
(

(I := [0, 1]), όπου IV το σύ-
νολο των απεικονίσεων f : V Ñ I και supp(f) := tv P V | f(v) ‰ 0u. Εάν για
κάθε v P V ορίσουμε την rv P I(V ) μέσω τού τύπου

V Q u ÞÝÑ rv(u) =

#

1, όταν u = v,

0, όταν u ‰ v,

και για κάθε αφηρημένο m-μονόπλοκο s = tv0, ..., vmu P S ορίσουμε το (ευ-
κλείδειο) m-μονόπλοκο13 s := |s| := [rv0, ..., rvm] Ď Rm+1, τότε λέμε ότι το
s := |s| είναι η γεωμετρική υλοποίηση (geometric realization) τού s. Η ένωση

|K | :=
Ť

sPS

|s| ,

εφοδιαζόμενη με την ασθενή τοπολογία:

[το A είναι ανοικτό Ď |K |] ðñ
ορσ.

[
το AX |s| είναι ανοικτό

υποσύνολο τού |s| , @s P S

]
,

καλείται γεωμετρική υλοποίηση14 τού K .

D.1.32 Σημείωση. (i) O |K | είναι χώρος Hausdorff.
(ii) O |K | είναι τοπικώς συμπαγής· επίσης, είναι συμπαγής εάν και μόνον εάν το
K είναι πεπερασμένο.
(iii) O |K | είναι τοπικώς δρομοσυνεκτικός. Επομένως, ο |K | είναι συνεκτικός εάν
και μόνον εάν είναι δρομοσυνεκτικός.

D.1.33 Λήμμα. Έστω K ένα (ευκλείδειο) μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K (εντός ενός
ευκλειδείου χώρου Rd) και έστω KVert(K) = (Vert(K),SK) το διάσχημα κορυφών
του το ορισθέν στο εδάφιο D.1.30 (iv). Τότε |KVert(K)| « |K|.

D.1.34 Θεώρημα. Έστω K ένα αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Τότε ισχύ-
ουν τα ακόλουθα:
(i) Εάν υπάρχει (ευκλείδειο) μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K εντός ενός ευκλειδείου
χώρου Rd, τέτοιο ώστε να ισχύει |K | « |K|, τότε το K είναι κατ’ ανάγκην αριθμή-
σιμο, τοπικώς πεπερασμένο και διαστάσεως dim(K ) ď n.

(ii) Αντιστρόφως τώρα· εάν το K είναι αριθμήσιμο, τοπικώς πεπερασμένο και δια-

13Εν προκειμένω, ταυτίζουμε τον διανυσματικό υπόχωρο τού R-διανυσματικού χώρου I(V ) τον παραγόμενο από το
tv0, ..., vmu με τον Rm+1.

14Εν γένει, το |K | ενδέχεται να μην μπορεί να θεωρηθεί ως ο υποκείμενος χώρος ενός ευκλειδείου μονοπλεκτικού
συμπλέγματος, καθώς «ζει» στον αφηρημένο R-διανυσματικό χώρο I(V ) και όταν το V είναι άπειρο δεν είναι τοπολο-
γικός υπόχωρος τού I(V ). (Πρβλ. [99], §3.3, Example 3, σελ. 114.)



722 ΟΙ ΣΥΝΗΘΕΣΤΕΡΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

στάσεως dim(K ) ď n, τότε υφίσταται πάντοτε κάποιο (ευκλείδειο) μονοπλεκτικό
σύμπλεγμαK εντός τού ευκλειδείου χώρουR2d+1, τέτοιο ώστε να ισχύει |K | « |K|.

Αποδειξη. Βλ. Spanier [86], Ch. 3, §2, Theorem 9, σελ. 120, και Ferrario & Piccinini
[63], Theorem II.2.14, σελ. 57.

D.1.35 Ορισμός. Έστω ότι K = (V ,S ) και L = (W ,U ) είναι δυο αφη-
ρημένα μονοπλεκτικά συμπλέγματα. Μια αφηρημένη μονοπλεκτική απεικόνιση
φ : K ÝÑ L από το K στο L είναι μια απεικόνιση φ : V ÝÑ W , τέτοια
ώστε15 tφ(v0), ..., φ(vm)u P U για κάθε tv0, ..., vmu P S . Λέμε ότι τα K και L
είναι ισόμορφα (ως αφηρημένα μονοπλεκτικά συμπλέγματα) όταν υπάρχει μια
αμφιρριπτική μονοπλεκτική απεικόνιση από το K στο L , τέτοια ώστε η αντί-
στροφός της (από το L στο K ) να είναι ωσαύτως αφηρημένη μονοπλεκτική.

D.1.36 Σημείωση. (i) Μέσω οιασδήποτε αφηρημένης μονοπλεκτικής απεικονίσεως
φ : K ÝÑ L επάγεται μια συνεχής απεικόνιση |φ| : |K | ÝÑ |L | η οποία ορίζεται
ως ακολούθως: Για κάθε s P S έστω |fs| : |s| ÝÑ |L | η συσχετική απεικόνιση η
προσδιοριζόμενη μέσω τής φ επί τού συνόλου των κορυφών τού s. Bάσει τής συνθή-
κης D.1.29 (ii) οι απεικονίσεις |fs| ταυτίζονται στο κοινό τμήμα τού πεδίου ορισμού
τους, οπότε μπορούν να συγκολληθούν παρέχοντάς μας την |φ|.

(ii) Για κάθε αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα K έχουμε |idK | = id|K |. Επι-
προσθέτως, εάνφ : K1 ÝÑ K2 καιψ : K2 ÝÑ K3 είναι αφηρημένες μονοπλεκτικές
απρεικονίσεις, τότε |ψ ˝ φ| = |ψ| ˝ |φ|.

(iii) Εάν συμβολίσουμε ως SCompabs. την κατηγορία των αφηρημένων μονοπλεκτι-
κών συμπλεγμάτων (με τις αφηρημένες μονοπλεκτικές απεικονίσεις ως μορφισμούς
της), τότε με τη βοήθεια τού ορισμού D.1.35 και των (i) και (ii) ορίζεται ένας συ-
ναλλοίωτος συναρτητής

| | : SCompabs. ù Top, K ÞÝÑ |K |,

(φ : K ÝÑ L ) ÞÝÑ (|φ| : |K | ÝÑ |L |).

Κατ’ αναλογίαν ορίζεται συναλλοίωτος συναρτητής

| | : SComp[2], abs. ù Top[2], (K ,K 1) ÞÝÑ (|K |, |K 1|),

(φ : (K ,K 1) ÝÑ (L ,L 1)) ÞÝÑ (|φ| : (|K |, |K 1|) ÝÑ (|L |, |L 1|))

από την κατηγορία των ζευγών αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων στην
κατηγορία των τοπολογικών ζευγών.
(iv) Μέσω τού λήμματος D.1.33 καθορίζεται ένας συναλλοίωτος συναρτητής
SComp ù SCompabs. (που στέλνει κάθε ευκλείδειο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα να
απεικονισθεί στο διάσχημα κορυφών του). Ωστόσο, δεν είναι όλα τα αφηρημένα
μονοπλεκτικά συμπλέγματα παραστάσιμα ως διασχήματα κορυφών ευκλειδείων μο-
νοπλεκτικών συμπλεγμάτων. Το θεώρημα D.1.34 μας πληροφορεί ότι για την «αντι-
στροφή τού (ανωτέρω) βέλους» απαιτείται ο περιορισμός μας στην υποκατηγορία

15Φυσικά, δεν αποκλείεται a priori μεταξύ των φ(v0), ..., φ(vm) να υφίστανται επαναλήψεις.
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των αριθμήσιμων, τοπικώς πεπερασμένων αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμά-
των πεπερασμένης διαστάσεως. (Εν τοιαύτη περιπτώσει, προκύπτει μια ισοδυναμί-
α16, υπό την έννοια τού ορισμού A.3.2 (ii), τής κατηγορίας των αριθμήσιμων ευκλει-
δείων μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων πεπερασμένης διαστάσεως και τής κατηγορίας
των αριθμήσιμων, τοπικώς πεπερασμένων αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμά-
των πεπερασμένης διαστάσεως.)
(v) Δυο ευκλείδεια μονοπλεκτικά συμπλέγματα είναι γραμμικώς ισόμορφα εάν και
μόνον εάν τα διασχήματα των κορυφών τους είναι ισόμορφα (ως αφηρημένα μονο-
πλεκτικά συμπλέγματα). Βλ. εδάφια D.1.25 (iii), D.1.30 (iv) και D.1.35.

D.1.37 Ορισμός. Ένας τοπολογικός χώροςX καλείται τριγωνίσιμος χώρος (υπό
την ευρεία έννοια17) όταν υπάρχει κάποιο αφηρημένο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα
K και ένας ομοιομορφισμός h : |K |

«
ÝÑ X.Ένα τέτοιο ζεύγος (K , h) καλείται

τριγωνισμός τού X (υπό την ευρεία έννοια).

D.1.38 Ορισμός. Έστω s = sm (και αντιστοίχως, s) ένα ευκλείδειο (και αντι-
στοίχως, ένα αφηρημένο) m-μονόπλοκο έχον τα x0, ..., xm (και αντιστοίχως, τα
v0, ..., vm) ως κορυφές του. Υπάρχουν (m + 1)! τρόποι (ανα)διατάξεων αυτών
των κορυφών. Δύο διατάξεις των κορυφών καλούνται ισοδύναμες όταν η μία
προκύπτει από την άλλη ύστερα από κάποια άρτια μετάταξη υποδεικτών18. Ως
προς την κατ’ αυτόν τον τρόπο δημιουργούμενη σχέση ισοδυναμίας (επί τού συ-
νόλου των διατάξεων των εν λόγω κορυφών) υφίσταται μόνον μία κλάση ισοδυ-
ναμίας όταν m = 0 και ακριβώς δύο όταν m ě 1. Ένας προσανατολισμός τού
s = sm (και αντιστοίχως, τού s) είναι μια επιλογή μιας κλάσεως ισοδυναμίας.
Ένα προσανατολισμένο μονόπλοκο (ευκλείδειο ή αφηρημένο) είναι ένα μονό-
πλοκο στο οποίο έχει παγιωθεί ένας συγκεκριμένος προσανατολισμός.

D.1.39 Συμβολισμός. Εάν το s = sm (και αντιστοίχως, το s) είναι προσανατολι-
σμένο, τότε το συμβολίζουμε ως

s = Jx0, ..., xmK (και αντιστοίχως, ως s = Jv0, ..., vmK)
όταν Vert(s) = tx0, ..., xmu (αντιστοίχως, Vert(s) = tv0, ..., vmu) και -ταυτοχρόνως-
η διάταξη αυτή των κορυφών ανήκει στον προκαθορισμένο προσανατολισμό. (Στην

16Για αυτήν την ισοδυναμία για τις υποκατηγορίες των πεπερασμένων (ευκλειδείων και, αντιστοίχως, αφηρημένων)
μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων βλ. Rotman [84], Theorem 7.8, σελ. 142.

17Απλώς για να διαφοροποιούμεθα κατά τι εν σχέσει προς τον ορισμό D.1.21, λαμβάνοντας υπ’ όψιν το λήμμα D.1.33
και το θεώρημα D.1.34.

18Εάν Sm+1 := t αμφιρρίψεις t0, ...,mu ÝÑ t0, ...,muu είναι η αντίστοιχη συμμετρική ομάδα των μετατάξεων
(permutations) σε m + 1 σύμβολα και Am+1 η εναλλάσσουσα υποομάδα της (alternating subgroup), τότε δύο διατά-
ξεις xj0 , ..., xjm και xj1

0
, ..., xj1

m
των κορυφών x0, ..., xm (και αναλόγως για τα v0, ..., vm) είναι ισοδύναμες όταν

υπάρχει τ P Am+1 με τ(jρ) = j1
ρ για κάθε ρ P t0, ...,mu. Σημειωτέον ότι, εάν m ě 1, τότε για μια μετάταξη

τ P Sm+1 έχουμε τ P Am+1 εάν και μόνον εάν οι διατεταγμένες βάσεις

(x1 ´ x0, x2 ´ x0, ..., xm ´ xτ(0)) και (xτ(1) ´ xτ(0), xτ(2) ´ xτ(0), ..., xτ(m) ´ xτ(0))

τού R-διανυσματικού χώρου Rm καθορίζουν τον ίδιον προσανατολισμό επί τού Rm (ήτοι ο (m ˆ m)-πίνακας παρα-
στάσεως τού αυτομορφισμού f τού Rm με f(xk´x0) = xτ(k) ´xτ(0), @k P t1, ...,mu,ως προς αυτές έχει ορίζουσα
θετική).
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ειδική περίπτωση όπου m = 0, υφίσταται μόνον ένας προσανατολισμός, και γρά-
φουμε απλώς x0 (και αντιστοίχως, v0) αντί τού Jx0K (και αντιστοίχως, αντί τού Jv0K).)
Εάν m ě 1 και s = Jx0, x1, ..., xmK (και αντιστοίχως, s = Jv0, v1, ..., vmK), τότε το
s´1 := Jx1, x0, x2, ..., xmK (και αντιστοίχως, το s´1 = Jv1, v0, v2, ..., vmK) ονομάζεται
το αντιθέτως προς το s (αντιστοίχως, το αντιθέτως προς το s) προσανατολισμένο
m-μονόπλοκο. Σχηματικώς, σε ό,τι αφορά στα ευκλείδεια μονόπλοκα (ή στις γεω-
μετρικές υλοποιήσεις αφηρημένων), ένα προσανατολισμένο 1-μονόπλοκο είναι ένα
κατευθυνόμενο ευθύγραμμο τμήμα, με μία εκ των δύο διαθέσιμων κατευθύνσεων
προεπιλεγμένη. Ένα προσανατολισμένο 2-μονόπλοκο είναι ένα τρίγωνο εφοδια-
σμένο είτε με την ωρολογιακή είτε με την αντιωρολογιακή φορά (διατάξεως των
τριών κορυφών του). Οι προσανατολισμοί ενός 3-μονοπλόκου καθορίζονται από
τον κανόνα τής κοχλιώσεως.

Σύμβαση: Για να αποφευχθούν επαναλήψεις και άκομψες διατυπώσεις, θα περιο-
ρισθούμε μεν στο τι συμβαίνει στην κατηγορία των ευκλείδειων μονοπλόκων και
μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων, τονίζοντας δε, εκ παραλλήλου, ότι τα λήμματα, οι
προτάσεις κ.λπ. σε ό,τι ακολουθήσει ισχύουν (χωρίς καμία ουσιαστική διαφορο-
ποίηση) και εντός τής κατηγορίας των αφηρημένων.

Συμβολισμοί για ευκλείδεια εκδοχή αφηρημένη εκδοχή

Κορυφές μονοπλόκων x0, ..., xm v0, ..., vm

Σύνολα κορυφών Vert(s) Vert(s)

Προσανατολισμένα μονόπλοκα sm = Jx0, x1, ..., xmK s = Jv0, ..., vmK
Κατηγορία μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων SComp SCompabs.

Κατηγορία ζευγών μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων SComp[2] SComp[2], abs.

D.1.40 Ορισμός. Εάν το sm είναι έναm-μονόπλοκο μεm ě 1, το sm´1 ă sm μια
(m´1)-διάστατη πλευρά τού sm και x0 P sm η κορυφή που δεν ανήκει στο sm´1,

τότε ένας προσανατολισμός τού sm επάγει έναν προσανατολισμό τού sm´1: Δο-
θείσας μιας διατάξεως x0, x1, ..., xm των κορυφών τού sm (στην οποία συναντού-
με το x0 στην πρώτη θέση), ήτοι για sm = Jx0, x1, ..., xmK, ορίζουμε τον επαγόμενο
προσανατολισμό επί τού sm´1 ως εξής: sm´1 = Jx1, ..., xmK.

Μια άρτια μετάταξη των x0, x1, ..., xm, η οποία δεν μετακινεί το x0 από την πρώτη θέ-
ση, επάγει μια άρτια μετάταξη των δεικτών των κορυφών x1, ..., xm. Ως εκ τούτου,
ο ανωτέρω προσανατολισμός τού sm´1 είναι μονοσημάντως ορισμένος. Τα κάτω-
θι σχήματα αποσαφηνίζουν το ποιοι είναι οι επαγόμενοι προσανατολισμοί επί των
πλευρών των μονοπλόκων στις περιπτώσεις όπου m = 2 και m = 3, αντιστοίχως.
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D.1.41 Λήμμα. Έστω sm = Jx0, x1, ..., xmK ένα προσανατολισμένο m-μονόπλοκο
με m ě 2. Τότε το πλευρικό του (m ´ 1)-μονόπλοκο s

(j)
m´1 το οποίο αντίκειται

στην κορυφή xj , j P t0, 1, ...,mu, εφοδιασμένο με τον επαγόμενο προσανατολισμό,
ισούται με το19 Jx0, ..., pxj , ..., xmK(´1)j .

Αποδειξη. Κατόπιν j εναλλαγών δεικτών κορυφών στο δοθέν μονόπλοκο λαμβά-
νουμε τελικώς s(j)m´1 = Jx0, ..., xj´1, xj+1, ..., xmK(´1)j .

D.1.42 Ορισμός. Έστω R τυχών μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έ-
στω K ένα (ευκλείδειο ή αφηρημένο) μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Για κάθε n P Z
ορίζουμε τον R-μόδιο Cn(K;R) ως ακολούθως:
(i) Για n ă 0 και n ą dim(K) ο Cn(K;R) είναι τετριμμένος.
(ii) C0(K;R) := FrR(tVert(s)| s P Ku) ο ελεύθερος R-μόδιος (βλ. (A.181)) ο
παραγόμενος από το σύνολο των κορυφών των μονοπλόκων τού K.
(iii) Εάν dim(K) ě 1, τότε για n ě 1 θέτουμε20

Cn(K;R) :=
À

␣

Rs/R(s+ s´1)
ˇ

ˇ s προσανατολισμένο n-μονόπλοκο τού K
(

,

Κάθε στοιχείο τού ελεύθερου R-μοδίου Cn(K;R) καλείται μονοπλεκτική n-
αλυσίδα τού K με συντελεστές ειλημμένους από τον R (και ο ίδιος ο Cn(K;R)
μόδιος των n-αλυσίδων τού K με συντελεστές από τον R). Σημειωτέον ότι για
n P N0 κάθε n-αλυσίδα ανήκουσα στον Cn(K;R) γράφεται ως γραμμικός συν-
δυασμός n-μονοπλόκων s τού K υποκειμένων στη σχέση ´s = s´1. Τέλος, για
κάθε n P Z ορίζουμε τον ομομορφισμό R-μοδίων

d
simpl.
n = d

simpl.
K,n : Cn(K;R) ÝÑ Cn´1(K;R)

μέσω τού τύπου

Jx0, ..., xnK = s ÞÝÑ d
simpl.
n (s) :=

n
ř

i=0

(´1)i Jx0, ..., pxi, ..., xnK.
επί των γεννητόρων τούCn(K;R) και μέσω γραμμικής επεκτάσεως επί ολοκλή-
ρου τού Cn(K;R) όταν n ě 1, ενώ θέτουμε d simpl.

n := 0 όταν n ď 0.

19Το σύμβολο xxj δηλοί την παράλειψη τού xj .
20Η σχέση “s + s´1 = 0Cn(K;R)” σημαίνει ότι μονόπλοκα με διαφορετικούς προσανατολισμούς είναι αντίθετα

εντός τής προσθετικής ομάδας τούR-μοδίουCn(K;R), ήτοι ´s = s´1. Εάν τοK είναι πεπερασμένο μονοπλεκτικό
σύμπλεγμα και αn := card(t s P K| dim(s) = nu), τότε για κάθε n ě 1 το πλήθος των προσανατολισμένων n-
μονοπλόκων τούK ισούται με 2αn.
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D.1.43 Πρόταση. Η ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨
d

simpl.
n+1

// Cn(K;R)
d simpl.
n // Cn´1(K;R)

d
simpl.
n´1

// Cn´2(K;R)
d

simpl.
n´2

// ¨ ¨ ¨

αποτελεί αλυσωτό σύμπλοκο με τους d simpl.
n ως συνοριακούς τελεστές του.

Αποδειξη. Προς τούτο αρκεί να δειχθεί ότι (d simpl.
n´1 ˝ d

simpl.
n )(s) = 0Cn´2(K;R) για

n ě 2 και για κάθε προσανατολισμένο n-μονόπλοκο s = Jx0, ..., xnK P Cn(K;R).
Προφανώς,

(d
simpl.
n´1 ˝ d

simpl.
n )(s) = d

simpl.
n´1

(
n
ř

i=0

(´1)iJx0, ..., pxi, ..., xnK)
=

n
ř

i=0

(´1)i d
simpl.
n´1 (Jx0, ..., pxi, ..., xnK)

=
n
ř

i=0

(´1)i

(
i´1
ř

j=0

(´1)jJx0, ..., pxj , ..., pxi, ..., xnK + n
ř

j=i+1

(´1)j´1Jx0, ..., pxi, ..., pxj , ..., xnK)
=

ř

0ďjăiďn

(´1)i+j Jx0, ..., pxj , ..., pxi, ..., xnK + ř

0ďiăjďn

(´1)i+j´1Jx0, ..., pxi, ..., pxj , ..., xnK.
Ύστερα από εναλλαγή των i και j στο δεύτερο άθροισμα, βλέπουμε ότι το (συνολι-
κό) τελικό αποτέλεσμα είναι ίσο με το μηδέν.

D.1.44 Ορισμός. Έστω φ : K ÝÑ L μια μονοπλεκτική απεικόνιση (υπό την
έννοια τού ορισμού D.1.24) μεταξύ δυο μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων. Τότε για
κάθε n P Z ορίζουμε έναν ομομορφισμό R-μοδίων

Cn(φ) = Cn(φ;R) : Cn(K;R) ÝÑ Cn(L;R)

ως ακολούθως: (i) Για n ă 0 και n ą dim(K) θέτουμε Cn(φ) := 0.

(ii) Εάν dim(K) ě 1, τότε για n P t1, ..., dim(K)u και για κάθε προσανατολι-
σμένο n-μονόπλοκο s = Jx0, ..., xnK θέτουμε

Cn(φ)(s) :=

# Jφ(x0), ..., φ(xn)K, όταν φ(xi) ‰ φ(xj) για i ‰ j,

0Cn(L;R), αλλιώς,

και επεκτείνουμε την Cn(φ) γραμμικώς επί ολοκλήρου τού Cn(K;R).

D.1.45 Λήμμα. Εάν φ : K ÝÑ L μια μονοπλεκτική απεικόνιση μεταξύ δυο μονο-
πλεκτικών συμπλεγμάτων, τότε για κάθε n P Z (ως προς παγιωμένον μη τετριμμένο
μεταθετικό δακτύλιο R) ισχύει η ισότητα

d
simpl.
L,n ˝ Cn(φ) = Cn´1(φ) ˝ d

simpl.
K,n .

Αποδειξη. Είναι αρκετό να δειχθεί η ισότητα για n ě 1 και μόνον για τα προσα-
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νατολισμένα n-μονόπλοκα Jx0, ..., xnK P Cn(K;R). Εάν οι κορυφές φ(x0), ..., φ(xn)
είναι σαφώς διακεκριμένες ή εάν τουλάχιστον τρεις εξ αυτών ταυτίζονται, τότε η
ισότητα είναι εξ ορισμού αληθής. Στην περίπτωση κατά την οποία μόνον δύο εξ
αυτών ταυτίζονται, μπορούμε δίχως βλάβη τής γενικότητας (δηλαδή, εν ανάγκη, ύ-
στερα από αναδιάταξη δεικτών) να υποθέσουμε ότι φ(x0) = φ(x1). Είναι πρόδηλο
ότι

Cn(φ)(Jx0, ..., xnK) = 0Cn(L;R) ùñ d
simpl.
L,n (Cn(φ)(Jx0, ..., xnK)) = 0Cn´1(L;R)

και

d
simpl.
K,n (Jx0, ..., xnK) = Jx1, x2, ..., xnK ´ Jx0, x2, ..., xnK + n

ř

i=2

Jx0, x1, .., pxi, ..., xnK.
Οι εικόνες των δύο πρώτων μονοπλόκων μέσω τού Cn´1(φ) είναι ίσες, ενώ η εικό-
να καθενός εκ των μονοπλόκων τού αθροίσματος μέσω τού Cn´1(φ) είναι μηδέν.
Συνεπώς, Cn´1(φ)

(
d

simpl.
K,n (Jx0, ..., xnK)) = 0Cn´1(L;R).

D.1.46 Λήμμα. Έστω ότι K,L,M είναι τρία μονοπλεκτικά συμπλέγματα.
(i) Για κάθε n P Z ισχύει η ισότητα

Cn(idK) = idCn(K;R).

(ii) Εάν οι φ : K ÝÑ L και ψ : L ÝÑ M είναι δυο μονοπλεκτικές απεικονίσεις,
τότε

Cn(ψ ˝ φ) = Cn(ψ) ˝ Cn(φ), @n P Z.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τον ορισμό D.1.44.

D.1.47 Ορισμός. Έστω K 1 ένα υποσύμπλεγμα ενός μονοπλεκτικού συμπλέγμα-
τος K (υπό την έννοια τού ορισμού D.1.26). Το αλυσωτό σύμπλοκο

C‚(K
1;R) = (Cn(K

1;R), d simpl.
n

ˇ

ˇ

ˇ

Cn(K1;R)
)nPZ

είναι υποσύμπλοκο τού αλυσωτού συμπλόκου

C‚(K;R) = (Cn(K;R), d simpl.
n )nPZ.

Ως εκ τούτου, ορίζεται το πηλικοσύμπλοκο

C‚(K,K
1;R) = (Cn(K;R)/Cn(K

1;R), d
simpl.
n )nPZ,

όπου ο d simpl.
n = d

simpl.
X,n είναι ο μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός R-μοδί-
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ων που καθιστά το διάγραμμα

Cn(K;R)

π
Cn(K;R)

Cn(K1;R)
����

œ

d simpl.
n // Cn´1(K;R)

π
Cn´1(X;R)

Cn´1(K1;R)
����

Cn(K,K
1;R)

d
simpl.
n

// Cn´1(K,K
1;R)

μεταθετικό. (Βλ. εδ. 3.2.15.) Το εν λόγω πηλικοσύμπλοκο καλείται (σχετικό) μο-
νοπλεκτικό αλυσωτό σύμπλοκο τού ζεύγους (K,K 1) με συντελεστές ειλημμέ-
νους από τον R.

D.1.48 Ορισμός. Έστω K 1 ένα υποσύμπλεγμα ενός μονοπλεκτικού συμπλέγμα-
τοςK και έστωL1 ένα υποσύμπλεγμα ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματοςL.Εάν
φ : K ÝÑ L είναι μια μονοπλεκτική απεικόνιση με φ(K 1) Ď L1, τότε για κάθε
n P Z ορίζουμε έναν ομομορφισμό R-μοδίων

Cn(φ) = Cn(φ;R) : Cn(K,K
1;R) ÝÑ Cn(L,L

1;R)

μέσω τού τύπου Cn(φ)(s+Cn(K
1;R)) := φ(s) +Cn(L

1;R) επί των γεννητόρων
s+Cn(K

1;R) τούCn(K,K 1;R) και μέσω γραμμικής επεκτάσεως επί ολοκλήρου
τού Cn(K,K 1;R) όταν n ě 1, ενώ θέτουμε Cn(φ) := 0 όταν n ď 0.

D.1.49 Λήμμα. ΈστωK 1 ένα υποσύμπλεγμα ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματοςK
και έστωL1 ένα υποσύμπλεγμα ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματοςL.Εάν υποτεθεί
ότι η φ : K ÝÑ L είναι μια μονοπλεκτική απεικόνιση με φ(K 1) Ď L1, τότε για κάθε
n P Z ισχύει η ισότητα

d
simpl.
Y,n ˝ Cn(φ) = Cn´1(φ) ˝ d

simpl.
X,n .

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού λήμματος D.1.45.

D.1.50 Πρόταση. Έστω ότι τα K,L είναι δυο μονοπλεκτικά συμπλέγματα και ότι
η φ : K ÝÑ L είναι μια μονοπλεκτική απεικόνιση. Τότε ισχύουν τα εξής:
(i) H

C‚(φ) = C‚(φ;R) : C‚(X;R) ÝÑ C‚(Y ;R)

αποτελεί έναν αλυσωτό μετασχηματισμό.
(ii) Εάν K 1 (και αντιστοίχως, L1) είναι ένα υποσύμπλεγμα τού K (και αντιστοίχως,
τού L) με φ(K 1) Ď L1, τότε η

C‚(φ) = C‚(φ;R) : C‚(K,K
1;R) ÝÑ C‚(L,L

1;R)

αποτελεί ωσαύτως έναν αλυσωτό μετασχηματισμό.



§ D.1 ΜΟΝΟΠΛΕΚΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ 729

Αποδειξη. Άμεση από τα λήμματα D.1.45 και D.1.49.

D.1.51 Λήμμα. Εάν τα K 1, L1,M 1 είναι υποσυμπλέγματα των μονοπλεκτικών συ-
μπλεγμάτων K,L,M, αντιστοίχως, τότε ισχύουν τα εξής:
(i) Για κάθε n P Z ισχύει η ισότητα

Cn(id(K,K1)) = idCn(K,K1;R).

(ii) Εάν φ : K ÝÑ L και ψ : L ÝÑ M είναι δυο μονοπλεκτικές απεικονίσεις με
φ(K 1) Ď L1 και ψ(L1) Ď M 1, τότε

Cn(ψ ˝ φ) = Cn(ψ) ˝ Cn(φ), @n P Z.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού λήμματος D.1.46.

D.1.52 Πρόταση. (i) Αμφότεροι οι

Cn(´) : SComp ù ModR,

Ob(SComp) Q K ÞÝÑ Cn(K;R) P Ob(ModR),

MorSComp(K,L) Q φ ÞÝÑ Cn(φ) P HomR(Cn(K;R), Cn(L;R)),

(για παγιωμένον n P Z) και

C‚(´) : SComp ù Compch(ModR),

Ob(SComp) Q K ÞÝÑ C‚(K;R) P Ob(Compch(ModR)),

MorSComp(K,L) Q φ ÞÝÑ C‚(φ) P MorCompch(ModR)(C‚(K;R), C‚(L;R)),

είναι συναλλοίωτοι συναρτητές.
(ii) Αμφότεροι οι

Cn(´) : SComp[2] ù ModR,

Ob(SComp[2]) Q (K,K 1) ÞÝÑ Cn(K,K
1;R) P Ob(ModR),

MorSComp[2]((K,K
1), (L,L1)) Q φ ÞÝÑ Cn(φ) P HomR(Cn(K,K

1;R), Cn(L,L
1;R)),

(για παγιωμένον n P Z) και

C‚(´) : SComp[2] ù Compch(ModR),

Ob(SComp[2]) Q (K,K1) ÞÝÑ C‚(K,K
1;R) P Ob(Compch(ModR)),

Mor
SComp[2] ((K,K

1), (L,L1)) Q φ ÞÝÑ C‚(φ) P MorCompch(ModR)
(C‚(K,K

1;R), C‚(L,L
1;R)),

είναι συναλλοίωτοι συναρτητές.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τα λήμματα D.1.46 και D.1.51.

D.1.53 Παρατήρηση. Όπως έχει ήδη προαναφερθεί, οι ορισμοί D.1.42, D.1.44,
D.1.47 και D.1.48, τα λήμματα D.1.45, D.1.46, D.1.49 και D.1.51, και οι προτάσεις
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D.1.43, D.1.50 και D.1.52, εξακολουθούν να ισχύουν και για αφηρημένα μονοπλε-
κτικά συμπλέγματα, ήτοι και εντός των κατηγοριών SComp[2] και SComp[2], abs..

D.1.54 Συμβολισμός. Η υποκατηγορία τής Top (και αντιστοίχως, τής Top[2]) η έ-
χουσα ως αντικείμενά της τους τοπολογικούς χώρους που είναι τριγωνίσιμοι (ήτοι
τα τοπολογικά πολύεδρα) υπό την έννοια τού ορισμού D.1.21 (και αντιστοίχως, τα
πολυεδρικά τοπολογικά ζεύγη υπό την έννοια τού ορισμού D.1.26) θα συμβολίζεται
ως Toptriang. (και αντιστοίχως, ως Top[2]triang.). Π.χ.,

Ob(Toptriang.) := tX P Ob(Top)| DK P Ob(SComp) : |K| « Xu .

Η υποκατηγορία τής Toptriang. (και αντιστοίχως, τής Top
[2]
triang.) η έχουσα ως αντι-

κείμενά της τους τοπολογικούς χώρους που είναι πεπερασμένως τριγωνίσιμοι (ήτοι
τοπολογικά πολύτοπα) υπό την έννοια τού ορισμού D.1.21 (και αντιστοίχως, τα πο-
λυεδρικά τοπολογικά ζεύγη τα έχοντα ως μέλη τους πεπερασμένως τριγωνίσιμους
χώρους) θα συμβολίζεται ωςTopfin.triang. (και αντιστοίχως, ωςTop[2]fin.triang.). Κατ’ ανα-
λογίαν, ορίζονται οι κατηγορίες Topabs.

triang., Top
[2],abs.
triang. , Top

abs.
fin.triang. και Top[2],abs.

fin.triang. των
τοπολογικών χώρων (και των ζευγών τοπολογικών χώρων) που είναι τριγωνίσιμοι
υπό την έννοια τού ορισμού D.1.37 (μέσω αφηρημένων μονοπλεκτικών συμπλεγμά-
των). Επειδή (λόγω των προαναφερθέντων στο εδ. D.1.36 (iv)) οι Topfin.triang. και
Topabs.

fin.triang. (και αντιστοίχως, οι Top[2]fin.triang. και Top[2],abs.
fin.triang.) είναι ισοδύναμες κατη-

γορίες, θα παραλείπουμε (σε αυτές τις περιπτώσεις) το “abs.”.

D.1.55 Ορισμός. Έστω X ένας τριγωνίσιμος τοπολογικός χώρος (τοπολογικό
πολύεδρο) και έστω n P Z. Εάν h : |K|

«
ÝÑ X είναι τυχών τριγωνισμός τού X,

τότε ως n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής ομολογίας τού X με συντελεστές ειλημ-
μένους από τον R ορίζεται ο R-μόδιος21

H
simpl.
n (X;R) := Hn(C‚(K;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού C‚(K;R) = (Cn(K;R), d
simpl.
n )nPZ. (Βλ.

D.1.43.) Εξ ορισμού,

H
simpl.
n (X;R) := Z

simpl.
n (X;R)/B

simpl.
n (X;R),

όπου
Z

simpl.
n (X;R) := Zn(C‚(K;R)) = Ker(d simpl.

n )

ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-κυκλημάτων τού X και

B
simpl.
n (X;R) := Bn(C‚(K;R)) = Im(d

simpl.
n+1 )

ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-συνόρων τού X.

21Ο ορισμός αυτός είναι ανεξάρτητος τής επιλογής τού h, διότι εάν h1 : |K1|
«

ÝÑ X και h2 : |K2|
«

ÝÑ X είναι
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D.1.56 Ορισμός. Εάν (X,A) P Ob(Top[2]triang.) και (K,K 1) P Ob(SComp[2]), τέ-
τοια ώστε |K| « X και |K 1| « A, τότε για n P Z ορίζεται κατ’ αναλογίαν ο
n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής ομολογίας τού (X,A) με συντελεστές ειλημμέ-
νους από τον R ορίζεται ο R-μόδιος

H
simpl.
n (X,A;R) := Hn(C‚(K,K

1;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού C‚(K,K
1;R) = (Cn(K,K

1;R), d
simpl.
n )nPZ.

Εξ ορισμού,

H
simpl.
n (X,A;R) := Z

simpl.
n (X,A;R)/B

simpl.
n (X,A;R),

όπου
Z

simpl.
n (X,A;R) := Zn(C‚(K,K

1;R)) = Ker(d simpl.
n )

ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-κυκλημάτων τού (X,A) και

B
simpl.
n (X,A;R) := Bn(C‚(K,K

1;R)) = Im(d
simpl.
n+1 )

ο R-μόδιος των μονοπλεκτικών n-συνόρων τού (X,A).

D.1.57 Σημείωση. Εάν (X,A), (Y,B) P Ob(Top[2]triang.) και

(K,K 1), (L,L1) P Ob(SComp[2]),

τέτοια ώστε |K|
«

ÝÑ
h

X, |K 1|
«

ÝÑ
h1

A, |L|
«

ÝÑ
k

Y, και |L1|
«

ÝÑ
k1

B, (με h1 := h||K1|

και k1 := k||L1|), και εάν φ P MorSComp[2]((K,K 1), (L,L1)), τότε επάγεται αφ’ ενός
μεν

|φ| P Mor
Top

[2]
triang.

((|K| ,
ˇ

ˇK 1
ˇ

ˇ), (|L| ,
ˇ

ˇL1
ˇ

ˇ))

αφ’ ετέρου δε μια συνεχής απεικόνιση τοπολογικών ζευγών

f (|φ|) : (X,A) ÝÑ (Y,B), f (|φ|) := k ˝ |φ| ˝ h´1.

Επιπλέον, μέσω τού αλυσωτού μετασχηματισμού

C‚(φ) : C‚(K,K
1;R) ÝÑ C‚(L,L

1;R)

επάγεται μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός R-μοδίων

H
simpl.
n (f (|φ|)) := Hn(C‚(φ)) : H

simpl.
n (X,A;R) ÝÑ H

simpl.
n (Y,B;R)

δύο τριγωνισμοί τού X, τότε Hn(C‚(K1;R)) – Hn(C‚(K2;R)) για κάθε n P Z. (Βλ. Munkres [80], Corollary
18.2, σελ. 102, ή Rotman [84], Corollary 7.23, σελ. 152. Γι’ αυτό δεν ονομάζουμε αρχικώς τον Hn(C‚(K;R)) n-οστό
μόδιο “Hsimpl.

n (K;R)” αλλά απευθείας “Hsimpl.
n (X;R)”.)
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που καθιστά το διάγραμμα

Zn(C‚(K,K
1;R)) Zn(C‚(L,L

1;R))

Z
simpl.
n (X,A;R)

œπ
Z

simpl.
n (X,A;R)

B
simpl.
n (X,A;R)

��

Cn(φ)|
Z

simpl.
n (X,A;R)

// Z
simpl.
n (Y,B;R)

π
Z

simpl.
n (Y,B;R)

B
simpl.
n (Y,B;R)

��

H
simpl.
n (X,A;R)

Hsimpl.
n ((f(|φ|)))

// H
simpl.
n (Y,B;R)

μεταθετικό για κάθε n P Z. (Βλ. πρόταση 3.2.5.)

D.1.58 Θεώρημα. Εάν (X,A) P Ob(Top[2]triang.) και (K,K 1) P Ob(SComp[2]) είναι
τέτοια, ώστε |K| « X και |K 1| « A, και εάν υποτεθεί ότι οι i : K 1 ãÑ K και
j : K = (K,∅) ãÑ (K,K 1) είναι οι συνήθεις ενθέσεις, τότε υφίσταται μια μακρά
ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨ // H
simpl.
n (A;R)

Hsimpl.
n (f(|i|))

// H
simpl.
n (X;R)

Hsimpl.
n (f(|j|))

// H
simpl.
n (X,A;R)

Bsimpl.
n (X,A)

// H
simpl.
n´1 (A;R)

H
simpl.
n´1(f(|i|))

// H
simpl.
n´1 (X;R)

H
simpl.
n´1(f(|j|))

// H
simpl.
n´1 (X,A;R)

// ¨ ¨ ¨

Αποδειξη. Αρκεί κανείς να θεωρήσει τη μακρά ακριβή ακολουθία την επαγόμενη
μέσω τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας αλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ C‚(K
1;R)

C‚(i)
ãÑ C‚(K;R)

C‚(j)↠ C‚(K,K
1;R) ÝÑ 0‚

(που κατασκευάζεται μέσω τού θεωρήματος 3.2.13) και να θέσει ως B
simpl.
n (X,A) τον

συνδετικό ομομορφισμό Bn(C‚(K,K
1;R)) αυτής.

D.1.59 Παρατήρηση. Μέσω των συναλλοίωτων συναρτητών

SComp[2]

| |

��

C‚(´)
// Compch(ModR)

Hn(´)
// ModR

Top
[2]
triang.

Hsimpl.
n (´)

99

κατασκευάζεται ο συναλλοίωτος συναρτητής22

H
simpl.
‚ : Top

[2]
triang. ù Compch(ModR),

Ob(Top
[2]
triang.) Q (X,A) ÞÝÑ H

simpl.
‚ (X,A;R) P Ob(Compch(ModR)),

Mor
Top

[2]
triang.

((X,A), (Y,B)) Q f ÞÝÑ Hsing.
‚ (f (|φ|)) P MorCompch(ModR)

(Hsing.
‚ (X,A;R), Hsing.

‚ (Y,B;R)),

22Φυσικά, το ίδιο εξακολουθεί να ισχύει όταν κανείς αντικαταστήσει την Top
[2]
triang. με την Top

[2],abs.
triang. .
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όπου f (|φ|) όπως ορίσθηκε στο εδ. D.1.57.

D.1.60 Πρόταση. Έστω J : Top
[2]
triang. ù Top

[2]
triang. ο συναρτητής που αντιστοιχεί σε

κάθε (X,A) P Ob(Top[2]triang.) τον A = (A,∅) (με προφανή απεικόνιση μορφισμών).
Τότε μέσω των συνδετικών ομομορφισμών B

simpl.
n (X,A) τής μακράς ακριβούς ακο-

λουθίας τής κατασκευασθείσας στο θεώρημα D.1.58 ορίζεται ένας φυσικός μετα-
σχηματισμός

B
simpl.
‚ : H

simpl.
‚ ÝÑ H

simpl.
‚´1 ˝ J

(όπου ο H simpl.
‚´1 προκύπτει από τον H simpl.

‚ ύστερα από μείωση δεικτών κατά ένα).

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από την πρόταση 3.2.17.

D.1.61 Θεώρημα («Θεώρημα εγκαθιδρύσεως θεωρίας ομολογίας Ι»).
Το ζεύγος (H

simpl.
‚ , B

simpl.
‚ ) αποτελεί μια R-θεωρία ομολογίας (υπό την έννοια τού

ορισμού C.1.6) επί τής κατηγορίας Top[2]triang. (και επί τής κατηγορίας Top[2],abs.
triang. ) και

H
simpl.
0 (tptu;R) – R, ονομάζεται δε μονοπλεκτική θεωρία ομολογίας.

Αποδειξη. Βλ. Munkres [80], Chapter 3, Theorem 27.1, σελ. 151-153.

§ Μειονεκτήματα τής μονοπλεκτικής θεωρίας ομολογίας. Τα κυριότερα εξ αυτών
είναι τα ακόλουθα:
(i) Υπάρχουν τοπολογικοί χώροι (και μάλιστα, ανήκοντες και στην οικογένεια των
τοπολογικών πολυπτυγμάτων, βλ. E.1.7 (ii)) που δεν είναι τριγωνίσιμοι: Επί παρα-
δείγματι, ο A. Casson απέδειξε (περί το 1985) ότι υπάρχουν τετραδιάστατα τοπο-
λογικά πολυπτύγματα (όπως, π.χ., το λεγόμενο «E8-πολύπτυγμα» τού Freedman)
που δεν είναι τριγωνίσιμα23. Πιο πρόσφατα, ο C. Manolescu απέδειξε ότι για κάθε
d ě 5 υφίσταται κάποιο d-διάστατο κλειστό τοπολογικό πολύπτυγμα το οποίο δεν
είναι τριγωνίσιμο24.
(ii) Η θεώρηση μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων αποσκοπούσε (ήδη από τις απαρ-
χές τής Analysis Situs25) στην αναγωγή τής μελέτης τοπολογικών προβλημάτων στη
μελέτη συνδυαστικών προβλημάτων. Τούτο όμως, όπως ανεφάνη, είναι εφικτό μό-
νον σε πολύ ειδικές περιπτώσεις, καθώς μια σειρά εικασιών (με την πάροδο πολ-
λών ετών) «κατερρίφθησαν» στη γενικότητά τους. Η γνωστότερη εξ αυτών ήταν η
Hauptvermutung26 (η οποία απεδείχθη το 1961 ότι ήταν εσφαλμένη μέσω κατασκευ-
ής ειδικού αντιπαραδείγματος εκ μέρους τού J. Milnor27).

23Για μια απλούστερη απόδειξη, βλ. N. Saveliev: Lectures on the Topology of 3-Manifolds, second edition, de Gruyter,
2012, Theorem 18.3, σελ. 182.

24C. Manolescu: Pin(2)-equivariant Seiberg-Witten Floer homology and the triangulation conjecture, Journal of the
American Mathematical Society 29 (2016), 147-176. [Βλ., ιδιαιτέρως, Corollary 1.3., σελ. 148.]

25Προπομπός τής σύγχρονης Αλγεβρικής Τοπολογίας κατά τον 19ο αιώνα.
26Hauptvermutung, ήτοι κύρια εικασία τής Συνδυαστικής Τοπολογίας: Έστω ότι X,Y είναι δυο τριγωνίσιμοι τοπο-

λογικοί χώροι με X « |K | και Y « |L | . Εάν υφίσταται ομοιομορφισμός |K |
«

ÝÑ |L | , τότε τα K και L είναι
συνδυαστικώς ισοδύναμα.

27Βλ. J. Milnor: Two complexes which are homeomorphic but combinatorially distinct, Annals of Mathematics (2) 74
(1961), 575-590.
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(iii) Ο υπολογισμός των ομάδων μονοπλεκτικής ομολογίας H simpl.
j (X;Z) ενός πε-

περασμένως τριγωνίσιμου τοπολογικού χώρου X ανάγεται σε έναν αλγόριθμο που
αποτελεί ελαφρά τροποποίηση τού τρόπου προσδιορισμού τής διευθετημένης μορ-
φής τού Smith (Smith normal form). (Βλ. Munkres [80], Chapter 1, §11, σελ. 53-
61, για μια λεπτομερή περιγραφή του.) Όσο μεγαλύτερες γίνονται οι βαθμίδες των
Cj(X;Z), τόσο μεγαλύτερων μεγεθών πίνακες εμφανίζονται και τόσο πιο δυσχερής
καθίσταται, ως εκ τούτου, η υπολογισιμότητα των H simpl.

j (X;Z). Και εδώ έγκειται
το πρόβλημα: Κατά κανόνα, οι τριγωνισμοί, όσο «κομψά» και αν επιλεγούν, διαθέ-
τουν πολλά μονόπλοκα. Γι’ αυτόν τον λόγο, εάν κριθεί αναγκαία η κατάτμηση δοθέ-
ντος τοπολογικού χώρουX, προτιμάται (αντί τής θεωρήσεως κάποιου τριγωνισμού
|K|

«
ÝÑ X) η χρήση μιας διασπάσεως X σε κύτταρα. (Βλ. §D.3.) Ας δώσουμε στο

σημείο αυτό κάποια απλά παραδείγματα κατατμήσεως συμπαγών επιφανειών X
συγκρίνοντας τα δεδομένα: αφ’ ενός μεν ενός ελαχιστικού τριγωνισμού |K|

«
ÝÑ X

(βλ. D.1.23), αφ’ ετέρου δε μιας (κατάλληλης, γνωστής) κυτταρικής διασπάσεως X.
Θέτουμε

aj := card(tj-μονόπλοκα τού Ku), j P t0, 1, 2u,

cj := card(tj-κύτταρα τού Xu), j P t0, 1, 2u,

και (λαμβάνοντας υπ’ όψιν τα προαναφερθέντα στα εδάφια D.1.23 και D.1.28) δη-
μιουργούμε για αυτά δύο28 καταλόγους29:

X S2 T2 P2
R Φιάλη τού Klein

α0 4 7 6 8

α1 6 21 15 24

α2 4 14 10 16

X S2 T2 P2
R Φιάλη τού Klein

c0 1 1 1 1

c1 0 2 1 2

c2 1 1 1 1

Το συμπέρασμα είναι πρόδηλο. Στη σελ. 119 τού [61] ο Α. Dold γράφει τα ακό-
λουθα: «Η μονοπλεκτική ομολογία είναι πιο κοντά στη διαίσθηση από τις άλλες: οι
μονοπλεκτικές αλυσίδες μπορούν να θεωρηθούν ως (ευμεγέθη) κομμάτια τού χώ-
ρου (μετρούμενα ενδεχομένως και με πολλαπλές εμφανίσεις) και τα κυκλήματα ως
κομμάτια χωρίς σύνορα. Ωστόσο, για μια πραγματική υπολογιστική διαδικασία, οι
κυτταρικές διασπάσεις (ή άλλα μέσα) είναι καταλληλότερες: Ένας τριγωνισμός πα-
ραείναι πλούσιος ως δομή (για τον σκοπό αυτό), πέραν τού ότι είναι και δύσκολα
κατασκευάσιμος. Το να προσπαθεί κανείς να υπολογίσει ομάδες ομολογίας μέσω
μονοπλεκτικών αλυσίδων είναι σαν να προσπαθεί να υπολογίσει ολοκληρώματα
şb

a
f(x)dx χρησιμοποιώντας προσεγγίσεις [τού εμβαδού που περικλείεται από το

γράφημα τής f ] μέσω αθροισμάτων Riemann.»

§ Μονοπλεκτική θεωρία συνομολογίας. Αυτή δομείται δυϊκώς.

D.1.62 Ορισμός. Έστω X ένας τριγωνίσιμος τοπολογικός χώρος (τοπολογικό
πολύεδρο) και έστω n P Z. Εάν h : |K|

«
ÝÑ X είναι τυχών τριγωνισμός τού

X, τότε ως n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής συνομολογίας τού X με συντελεστές

28Για τη φιάλη τού Klein χρησιμοποιήθηκε (στον 1ο κατάλογο) η εργασία τoύ D.P. Cervone: Vertex-minimal simplicial
immersions of the Klein bottle in three space, Geometriae Dedicata 50 (1994), 117-141.

29Σημειωτέον ότι χ(X) = α0 ´ α1 + α2 = c0 ´ c1 + c2.
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ειλημμένους από τον R ορίζεται ο R-μόδιος

Hn
simpl.(X;R) := Hn(C‚(K;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος συνομολογίας τού συναλυσωτού συμπλόκου

C‚(K;R) = (Cn(K;R), dnsimpl.)nPZ,

όπου Cn(K;R) := HomR(Cn(K;R), R) και

dnsimpl. := HomR(d
simpl.
n+1 , idR) : C

n(K;R) ÝÑ Cn+1(K;R).

D.1.63 Ορισμός. Εάν (X,A) P Ob(Top[2]triang.) και (K,K 1) P Ob(SComp[2]), τέ-
τοια ώστε |K| « X και |K 1| « A, τότε για n P Z ορίζεται κατ’ αναλογίαν ο
n-οστός μόδιος μονοπλεκτικής συνομολογίας τού (X,A) με συντελεστές ειλημ-
μένους από τον R ως ο R-μόδιος

Hn
simpl.(X,A;R) := Hn(C‚(K,K 1;R)),

ήτοι ως ο n-οστός μόδιος συνομολογίας τού συναλυσωτού συμπλόκου

C‚(K,K 1;R) = (Cn(K,K 1;R), d
n

simpl.)nPZ,

όπου Cn(K,K 1;R) := HomR(Cn(K,K
1;R), R) και

d
n

simpl. := HomR(d
simpl.
n+1 , idR) : Cn(K,K 1;R) ÝÑ Cn+1(K,K 1;R).

Κάνοντας χρήση τού θεωρήματος 3.2.30, θέτοντας

Bnsimpl.(X,A) := Bn(C‚(K,K 1;R))

και μεταβαίνοντας στον αντίστοιχο ανταλλοίωτο συναρτητή

H‚
simpl. : Top

[2]
triang. ù Compcoch(ModR)

και στον φυσικό μετασχηματισμό

B‚
simpl. : H

‚
simpl. ˝ J ù H‚+1

simpl.,

καταλήγει κανείς στο ακόλουθο ανάλογο τού θεωρήματος D.1.61:

D.1.64 Θεώρημα («Θεώρημα εγκαθιδρύσεως θεωρίας συνομολογίας Ι»). Το ζεύ-
γος (H‚

simpl., B
‚
simpl.) αποτελεί μια R-θεωρία συνομολογίας (υπό την έννοια τού ορι-

σμού C.7.1) επί τής κατηγορίας Top
[2]
triang. (και επί τής κατηγορίας Top

[2],abs.
triang. ) και

H0
simpl.(tptu;R) – R, ονομάζεται δε μονοπλεκτική θεωρία συνομολογίας.

Αποδειξη. Βλ. Munkres [80], Chapter 5, §44, σελ. 267-268.
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D.2 ΙΔΙΑΖΟΥΣΑ ΘΕΩΡΙΑ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Εντός τού πλαισίου τής ιδιάζουσας θεωρίας ομολογίας30 σε κάθε τοπολογικό ζεύγος
αντιστοιχίζεται ένα ειδικό αλυσωτό σύμπλοκο, στον ορισμό τού οποίου υπεισέρχο-
νται κατά τρόπο ουσιαστικό οι γεωμετρικές ιδιότητες των θεμελιακών μονοπλόκων.

D.2.1 Ορισμός. Έστω q P N0. Εντός τού Rq+1 ορίζουμε τα διανύσματα

eq0 := (1, 0, ..., 0), eq1 := (0, 1, 0, ..., 0), ..., eqq := (0, 0, ..., 0, 1)

και ονομάζουμε το

∆q := conv(teq0, e
q
1, ..., eqqu) =

#

q
ř

j=0

tjeqj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q
ř

j=0

tj = 1, t0, .., tq P Rě0

+

θεμελιακό q-μονόπλοκο. Για οιονδήποτε δείκτη i P t0, ..., qu το υποσύνολο31

conv(teq0, e
q
1, ...,

peqi , ..., eqqu) τού ∆q είναι η i-οστή του έδρα (ήτοι η έδρα η αντι-
κείμενη τής κορυφής eqi ). Βλ. κάτωθι σχήμα (για το ∆2 στην περίπτωση όπου
q = 2, και όπου έδρες του είναι οι ακμές του [οι πλευρές τού τριγώνου]).

D.2.2 Ορισμός. Έστω q P N. Για κάθε j P t0, 1, ..., qu ορίζουμε τις απεικονίσεις
δjq : ∆q´1 ÝÑ ∆q μέσω τού τύπου

δjq(x0, x1, ..., xq´1) :=

$

’

&

’

%

(0, x0, x1, ..., xq´1), όταν j = 0,

(x0, ..., xj´1, 0, xj , ..., xq´1), όταν j P t1, ..., q ´ 1u,

(x0, x1, ..., xq´1, 0), όταν j = q.

30Ομάδες ιδιάζουσας ομολογίας πρωτοορίσθηκαν το 1933 από τον Lefschetz. Ωστόσο, οι ορισμοί του παρουσίαζαν
κάποια σοβαρά προβλήματα συμβατότητας. Αυτά επιδιορθώθηκαν καταλλήλως στο άρθρο τού S. Eilenberg: Singular
Homology Theory, Annals of Mathematics 45 (1944), no. 3, 407-447.

31Το σύμβολο xeqi δηλοί την παράλειψη τού eqi .
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Σημειωτέον ότι για κάθε ζεύγος (i, j) P t0, 1, ..., q ´ 1u ˆ t0, 1, ..., qu,

δjq(e
q´1
i ) =

#

eqi , όταν i P t0, ..., j ´ 1u,

eqi+1, όταν i P tj, ..., q ´ 1u,

και ότι η εικόνα Im(δjq) είναι η j-οστή έδρα τού θεμελιακού q-μονοπλόκου ∆q.

(0,0,0)

D.2.3 Λήμμα. Για 0 ď k ă j ď q + 1 ισχύει η ακόλουθη ισότητα:

δjq+1 ˝ δkq = δkq+1 ˝ δj´1
q .

Αποδειξη. Προφανής, αφού για κάθε eq´1
i , i P t0, 1, ..., q ´ 1u έχουμε

eq´1
i

δkq
ÞÝÑ

#

eqi , όταν 0 ď i ă k

eqi+1, όταν k ď i ď q ´ 1

+

δ
j
q+1

ÞÝÑ

$

’

’

&

’

’

%

eq+1
i , όταν 0 ď i ă k,

eq+1
i+1 , όταν k ď i ă j ´ 1,

eq+1
i+2 , όταν j ´ 1 ď i ď q ´ 1,

και

eq´1
i

δj´1
q

ÞÝÑ

#

eqi , όταν 0 ď i ă j ´ 1

eqi+1, όταν j ´ 1 ď i ď q ´ 1

+

δkq+1
ÞÝÑ

$

’

’

&

’

’

%

eq+1
i , όταν 0 ď i ă k,

eq+1
i+1 , όταν k ď i ă j ´ 1,

eq+1
i+2 , όταν j ´ 1 ď i ď q ´ 1,

οπότε

(δjq+1 ˝ δkq )(x0, x1, ..., xq´1) = (δjq+1 ˝ δkq )

(
q´1
ř

i=0

xieq´1
i

)

= δjq+1

(
j´2
ř

i=0

xieqi +
q´1
ř

i=j´1

xieqi+1

)
=
k´1
ř

i=0

xieq+1
i +

j´2
ř

i=k

xieq+1
i+1 +

q´1
ř

i=j´1

xieq+1
i+2

= δkq+1

(
j´2
ř

i=0

xieqi +
q´1
ř

i=j´1

xieqi+1

)
= (δkq+1 ˝ δj´1

q )

(
q´1
ř

i=0

xieq´1
i

)
= (δkq+1 ˝ δj´1

q )(x0, x1, ..., xq´1),
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για κάθε (x0, x1, ..., xq´1) P ∆q´1.

D.2.4 Ορισμός. Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και έστω n P N0. Κάθε συνε-
χής απεικόνιση σ : ∆n ÝÑ X καλείται ιδιάζον n-μονόπλοκο εντός τού X. (Βλ.
επόμενο σχήμα32 για n = 2.)

D.2.5 Ορισμός. Έστω R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έστω
X τυχών τοπολογικός χώρος. Για κάθε n P N0 θέτουμε

Vn(X) := tσ : ∆n ÝÑ X|σ ιδιάζον n-μονόπλοκο εντός τού Xu

και για κάθε n P Z ορίζουμε τον R-μόδιο

Sn(X;R) :=

#

FrR(Vn(X)), όταν n P N0,

τετριμμένος μόδιος, όταν n P Z∖N0,

όπου FrR(Vn(X)) είναι ο ελεύθερος R-μόδιος ο παραγόμενος από τα στοιχεί-
α τού συνόλου Vn(X). (Βλ. (A.181).) Κάθε στοιχείο τού Sn(X;R) καλείται n-
αλυσίδα εντός τού X με συντελεστές ειλημμένους από τον R (και ο ίδιος ο
Sn(X;R) μόδιος των n-αλυσίδων εντός τού X με συντελεστές ειλημμένους α-
πό τον R). Σημειωτέον ότι για n P N0 κάθε n-αλυσίδα s P Sn(X;R) γράφεται
ως γραμμικός συνδυασμός στοιχείων τού Vn(X). (Βλ. θεώρημα 2.5.9.) Τέλος,
για κάθε n P Z ορίζουμε τον ομομορφισμό R-μοδίων

d
sing.
n = d

sing.
X,n : Sn(X;R) ÝÑ Sn´1(X;R)

μέσω τού τύπου

Vn(X) Q σ ÞÝÑ d
sing.
n (σ) :=

n
ř

i=0

(´1)i(σ ˝ δin)

32Η συνέχεια είναι μια σχετικώς ασθενής συνθήκη, η οποία δεν αποκλείει την ύπαρξη αυτοδιατομών και άλλων ιδια-
ζόντων σημείων εντός τής Im(σ).
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∆q

σ

��
œ

∆q´1
σ˝δin

//

δin

<<

X

επί των γεννητόρων σ P Vn(X) τού Sn(X;R) και μέσω γραμμικής επεκτάσεως
επί ολοκλήρου τού Sn(X;R) όταν n ě 1, ενώ θέτουμε d sing.

n := 0 όταν n ď 0.

D.2.6 Πρόταση. Η ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨
d

sing.
n+1

// Sn(X;R)
d sing.
n // Sn´1(X;R)

d
sing.
n´1

// Sn´2(X;R)
d

sing.
n´2

// ¨ ¨ ¨

αποτελεί αλυσωτό σύμπλοκο με τους d sing.
n ως συνοριακούς τελεστές του.

Αποδειξη. Προς τούτο αρκεί να δειχθεί ότι (d
sing.
n´1 ˝ d

sing.
n )

ˇ

ˇ

ˇ

Vn(X)
= 0 για κάθε α-

κέραιο αριθμό n ě 1. Για οιοδήποτε σ P Vn(X), όπου n ě 1, έχουμε

d
sing.
n´1(d

sing.
n (σ)) = d

sing.
n´1

(
n
ř

i=0

(´1)i(σ ˝ δin)

)
=

n
ř

i=0

n´1
ř

j=0

(´1)i+j(σ ˝ δin ˝ δjn´1)

=
ř

0ďjăiďq

(´1)i+j(σ ˝ δin ˝ δjn´1) +
ř

0ďiďjďq´1

(´1)i+j(σ ˝ δin ˝ δjn´1)

=
ř

0ďjăiďq

(´1)i+j(σ ˝ δjn ˝ δi´1
n´1) +

ř

0ďiďjďq´1

(´1)i+j(σ ˝ δin ˝ δjn´1)

= ´
ř

0ďiďjďq´1

(´1)i+j(σ ˝ δin ˝ δjn´1) +
ř

0ďiďjďq´1

(´1)i+j(σ ˝ δin ˝ δjn´1) = 0,

όπου η τέταρτη ισότητα προκύπτει ύστερα από εφαρμογή τού λήμματος D.2.3 για
το πρώτο άθροισμα (με k = j, το i αντί τού j και τον n αντί τού q) και η πέμπτη
ισότητα ύστερα από αντικατάσταση (στο πρώτο άθροισμα) τού j με το i και τού i
με το j + 1.

D.2.7 Ορισμός. Εάν f : X ÝÑ Y είναι μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ δυο
τοπολογικών χώρων X και Y και n P Z, τότε ορίζουμε έναν ομομορφισμό R-
μοδίων

Sn(f) = Sn(f ;R) : Sn(X;R) ÝÑ Sn(Y ;R)

μέσω τού τύπου

Vn(X) Q σ ÞÝÑ Sn(f)(σ) := f ˝ σ

επί των γεννητόρων σ P Vn(X) τού Sn(X;R) και μέσω γραμμικής επεκτάσεως
επί ολοκλήρου τού Sn(X;R) όταν n ě 1, ενώ θέτουμε Sn(f) := 0 όταν n ď 0.
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D.2.8 Λήμμα. Εάν f : X ÝÑ Y είναι μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ δυο τοπο-
λογικών χώρων X και Y, τότε για κάθε n P Z (ως προς παγιωμένον μη τετριμμένο
μεταθετικό δακτύλιο R) ισχύει η ισότητα

d
sing.
Y,n ˝ Sn(f) = Sn´1(f) ˝ d

sing.
X,n .

Αποδειξη. Είναι αρκετό να δειχθεί η ισότητα για n ě 1 και για τα στοιχεία τού
Vn(X). Προφανώς,

d
sing.
Y,n (Sn(f)(σ)) = d

sing.
Y,n (f ˝ σ) =

n
ř

i=0

(´1)i(f ˝ σ ˝ δin)

= f ˝

(
n
ř

i=0

(´1)i(σ ˝ δin)

)
= Sn´1(f)

(
n
ř

i=0

(´1)i(σ ˝ δin)

)
= Sn´1(f)(d

sing.
X,n (σ))

για κάθε σ P Vn(X).

D.2.9 Λήμμα. Έστω ότι X,Y,W είναι τρεις τοπολογικοί χώροι.
(i) Για κάθε n P Z ισχύει η ισότητα

Sn(idX) = idSn(X;R).

(ii) Εάν οι f : X ÝÑ Y και g : Y ÝÑ W είναι δυο συνεχείς απεικονίσεις, τότε

Sn(g ˝ f) = Sn(g) ˝ Sn(f), @n P Z.

Αποδειξη. (i) Για κάθε n ě 0 και για κάθε σ P Vn(X) έχουμε

[Sn(idX)(σ) = idX ˝ σ = σ = idSn(X;R)] ùñ Sn(idX) = idSn(X;R).

(ii) Για κάθε n ě 0 και για κάθε σ P Vn(X) έχουμε

Sn(g ˝ f)(σ) = (g ˝ f) ˝ σ = g ˝ (f ˝ σ) = g ˝ Sn(f)(σ) = (Sn(g) ˝ Sn(f))(σ),

οπότε Sn(g ˝ f) = Sn(g) ˝ Sn(f).

D.2.10 Ορισμός. Έστω (X,A) ένα τοπολογικό ζεύγος (υπό την έννοια τού ορι-
σμού B.7.1). Τότε για κάθε n P Z έχουμε

Vn(A) Ď Vn(X) ùñ Sn(A;R) Ď Sn(X;R),

οπότε το αλυσωτό σύμπλοκο S‚(A;R) = (Sn(A;R), d
sing.
n

ˇ

ˇ

ˇ

Sn(A;R)
)nPZ είναι υ-

ποσύμπλοκο τού αλυσωτού συμπλόκου S‚(X;R) = (Sn(X;R), d
sing.
n )nPZ. Ως εκ
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τούτου, ορίζεται το πηλικοσύμπλοκο

S‚(X,A;R) = (Sn(X;R)/Sn(A;R), d
sing.
n )nPZ,

όπου ο d sing.
n = d

sing.
X,n είναι ο μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός R-μοδίων

που καθιστά το διάγραμμα

Sn(X;R)

π
Sn(X;R)

Sn(A;R)
����

œ

d sing.
n // Sn´1(X;R)

π
Sn´1(X;R)

Sn´1(A;R)
����

Sn(X,A;R)
d

sing.
n

// Sn´1(X,A;R)

μεταθετικό. (Βλ. εδ. 3.2.15.) Το εν λόγω πηλικοσύμπλοκο καλείται (σχετικό) ι-
διάζον αλυσωτό σύμπλοκο τού τοπολογικού ζεύγους (X,A) με συντελεστές ει-
λημμένους από τον R.

D.2.11 Ορισμός. Εάν f : (X,A) ÝÑ (Y,B) είναι μια συνεχής απεικόνιση το-
πολογικών ζευγών (υπό την έννοια τού ορισμού B.7.2) και n P Z, τότε ορίζουμε
έναν ομομορφισμό R-μοδίων

Sn(f) = Sn(f ;R) : Sn(X,A;R) ÝÑ Sn(Y,B;R)

μέσω τού τύπου

Sn(f)(σ + Sn(A;R)) := (f ˝ σ) + Sn(B;R)

επί των γεννητόρων tσ + Sn(A;R)|σ P Vn(X)u τούSn(X,A;R) και μέσω γραμ-
μικής επεκτάσεως επί ολοκλήρου τού Sn(X,A;R) όταν n ě 1, ενώ θέτουμε
Sn(f) := 0 όταν n ď 0.

D.2.12 Λήμμα. Εάν f : (X,A) ÝÑ (Y,B) είναι μια συνεχής απεικόνιση τοπολογι-
κών ζευγών, τότε για κάθε n P Z ισχύει η ισότητα

d
sing.
Y,n ˝ Sn(f) = Sn´1(f) ˝ d

sing.
X,n .

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού λήμματος D.2.8.

D.2.13 Πρόταση. Εάν f : X ÝÑ Y (και αντιστοίχως, f : (X,A) ÝÑ (Y,B))
είναι μια συνεχής απεικόνιση μεταξύ τοπολογικών χώρων (και αντιστοίχως, μεταξύ
τοπολογικών ζευγών), τότε η

S‚(f) = S‚(f ;R) : S‚(X;R) ÝÑ S‚(Y ;R)
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(και αντιστοίχως, η

S‚(f) = S‚(f ;R) : S‚(X,A;R) ÝÑ S‚(Y,B;R))

αποτελεί αλυσωτό μετασχηματισμό.

Αποδειξη. Άμεση από τα λήμματα D.2.8 και D.2.12.

D.2.14 Λήμμα. Έστω ότι τα (X,A), (Y,B), (W,C) είναι τρία τοπολογικά ζεύγη.
(i) Για κάθε n P Z ισχύει η ισότητα

Sn(id(X,A)) = idSn(X,A;R).

(ii) Εάν οι f : (X,A) ÝÑ (Y,B) και g : (Y,B) ÝÑ (W,C) είναι δυο συνεχείς
απεικονίσεις τοπολογικών ζευγών, τότε

Sn(g ˝ f) = Sn(g) ˝ Sn(f), @n P Z.

Αποδειξη. Παρόμοια εκείνης τού λήμματος D.2.9.

D.2.15 Πρόταση. (i) Αμφότεροι οι

Sn(´) : Top ù ModR,

Ob(Top) Q X ÞÝÑ Sn(X;R) P Ob(ModR),

MorTop(X,Y ) Q f ÞÝÑ Sn(f) P HomR(Sn(X;R), Sn(Y ;R)),

(για παγιωμένον n P Z) και

S‚(´) : Top ù Compch(ModR),

Ob(Top) Q X ÞÝÑ S‚(X;R) P Ob(Compch(ModR)),

MorTop(X,Y ) Q f ÞÝÑ S‚(f) P MorCompch(ModR)(S‚(X;R), S‚(Y ;R)),

είναι συναλλοίωτοι συναρτητές.
(ii) Αμφότεροι οι

Sn(´) : Top[2] ù ModR,

Ob(Top[2]) Q (X,A) ÞÝÑ Sn(X,A;R) P Ob(ModR),

MorTop[2]((X,A), (Y,B)) Q f ÞÝÑ Sn(f) P HomR(Sn(X,A;R), Sn(Y,B;R)),
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(για παγιωμένον n P Z) και

S‚(´) : Top[2] ù Compch(ModR),

Ob(Top[2]) Q (X,A) ÞÝÑ S‚(X,A;R) P Ob(Compch(ModR)),

Mor
Top[2] ((X,A), (Y,B)) Q f ÞÝÑ S‚(f) P MorCompch(ModR)

(S‚(X,A;R), S‚(Y,B;R)),

είναι συναλλοίωτοι συναρτητές.

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από τα λήμματα D.2.9 και D.2.14.

D.2.16 Ορισμός. Έστω X τυχών τοπολογικός χώρος και έστω n P Z. Ως n-
οστός μόδιος ιδιάζουσας ομολογίας τού X με συντελεστές ειλημμένους από τον
R ορίζεται ο R-μόδιος

H
sing.
n (X;R) := Hn(S‚(X;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού S‚(X;R) = (Sn(X;R), d
sing.
n )nPZ. (Βλ. εδ.

3.2.2.) Εξ ορισμού,

H
sing.
n (X;R) := Z

sing.
n (X;R)/B

sing.
n (X;R),

όπου
Z

sing.
n (X;R) := Zn(S‚(X;R)) = Ker(d sing.

n )

ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-κυκλημάτων τού X και

B
sing.
n (X;R) := Bn(S‚(X;R)) = Im(d

sing.
n+1)

ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-συνόρων τού X.

D.2.17 Ορισμός. Έστω (X,A) τυχόν τοπολογικό ζεύγος και έστω n P Z. Ως n-
οστός μόδιος ιδιάζουσας ομολογίας τού (X,A) με συντελεστές ειλημμένους από
τον R ορίζεται ο R-μόδιος

H
sing.
n (X,A;R) := Hn(S‚(X,A;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού

S‚(X,A;R) = (Sn(X,A;R), d
sing.
n )nPZ.

Εξ ορισμού33,

H
sing.
n (X,A;R) := Z

sing.
n (X,A;R)/B

sing.
n (X,A;R),
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όπου
Z

sing.
n (X,A;R) := Zn(S‚(X,A;R)) = Ker(d sing.

n )

ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-κυκλημάτων τού (X,A) και

B
sing.
n (X,A;R) := Bn(S‚(X,A;R)) = Im(d

sing.
n+1)

ο R-μόδιος των ιδιαζόντων n-συνόρων τού (X,A).

D.2.18 Σημείωση. Εάν υποτεθεί οτι η

f : (X,A) ÝÑ (Y,B)

είναι μια συνεχής απεικόνιση τοπολογικών ζευγών, τότε μέσω τού αλυσωτού μετα-
σχηματισμού

S‚(f) : S‚(X,A;R) ÝÑ S‚(Y,B;R)

επάγεται ένας μονοσημάντως ορισμένος ομομορφισμός R-μοδίων

H
sing.
n (f) := Hn(S‚(f)) : H

sing.
n (X,A;R) ÝÑ H

sing.
n (Y,B;R)

που καθιστά το διάγραμμα

Zn(S‚(X,A;R)) Zn(S‚(Y,B;R))

Z
sing.
n (X,A;R)

œπ
Z

sing.
n (X,A;R)

B
sing.
n (X,A;R)

��

Sn(f)|
Z

sing.
n (X,A;R)

// Z
sing.
n (Y,B;R)

π
Z

sing.
n (Y,B;R)

B
sing.
n (Y,B;R)

��

H
sing.
n (X,A;R)

Hsing.
n (f)

// H
sing.
n (Y,B;R)

μεταθετικό για κάθε n P Z. (Βλ. πρόταση 3.2.5.)

D.2.19 Θεώρημα. Έστω (X,A) τυχόν τοπολογικό ζεύγος. Εάν οι i : A ãÑ X και
j : X = (X,∅) ãÑ (X,A) είναι οι συνήθεις ενθέσεις, τότε υφίσταται μια μακρά
ακριβής ακολουθία R-μοδίων και ομομορφισμών R-μοδίων

¨ ¨ ¨ // H sing.
n (A;R)

Hsing.
n (i)

// H sing.
n (X;R)

Hsing.
n (j)

// H sing.
n (X,A;R)

Bsing.
n (X,A)

// H sing.
n´1(A;R)

H
sing.
n´1(i)

// H sing.
n´1(X;R)

H
sing.
n´1(j)

// H sing.
n´1(X,A;R)

// ¨ ¨ ¨

33Όταν A = ∅, επειδή ταυτίζουμε το (X,∅) με τον ίδιον τον X, έχουμε Hsing.
n (X,∅;R) = Hsing.

n (X;R) και
επιστρέφουμε στον ορισμό D.2.16.
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Αποδειξη. Αρκεί κανείς να θεωρήσει τη μακρά ακριβή ακολουθία την επαγόμενη
μέσω τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας αλυσωτών συμπλόκων

0‚ ÝÑ S‚(A;R)
S‚(i)
ãÑ S‚(X;R)

S‚(j)↠ S‚(X,A;R) ÝÑ 0‚

(που κατασκευάζεται μέσω τού θεωρήματος 3.2.13) και να θέσει ως B
sing.
n (X,A) τον

συνδετικό ομομορφισμό αυτής.

D.2.20 Θεώρημα. Για οιονδήποτε μονοσημειακό χώρο tptu έχουμε

H
sing.
n (tptu;R) –

#

R, όταν n = 0,

t0u, όταν n P Z∖t0u.

Αποδειξη. Ο ανωτέρω ισομορφισμός αρκεί να αποδειχθεί για n ě 0. Εν τοιαύ-
τη περιπτώσει, υπάρχει ακριβώς μία συνεχής απεικόνιση τn : ∆n ÝÑ tptu (που
απεικονίζει κάθε στοιχείο τού ∆n στο εν λόγω σημείο). Προφανώς,

Sn(tptu;R) = trτn| r P Ru = Rtτnu – R.

Άρα ο d sing.
n απεικονίζει τον γεννήτορα τn τού Sn(tptu;R) στο

d sing.
n (τn) =

n
ř

i=0

(´1)i(τn ˝ δin
loomoon

=τn´1

) =

#

τn´1, όταν n ” 0(mod 2),

0Sn´1(tptu;R), όταν n ” 1(mod 2).

Τούτο σημαίνει ότι

Zsing.
n (tptu;R) = Ker(dsing.

n ) =

#

Sn(tptu;R) – R, όταν n = 0 ή n ” 1(mod 2),

t0Sn(tptu;R)u, όταν n ą 0 και n ” 0(mod 2),

και

Bsing.
n (tptu;R) = Im(d

sing.
n+1) =

#

Sn(tptu;R) – R, όταν n ” 1(mod 2),

t0Sn(tptu;R)u, όταν n ” 0(mod 2).

Ως εκ τούτου, ο ισχυρισμός για τονH sing.
n (tptu;R) := Zsing.

n (tptu;R)/Bsing.
n (tptu;R) είναι

αληθής.

D.2.21 Θεώρημα. Έστω (Xj , Aj)jPJ μια οικογένεια τοπολογικών ζευγών και έστω
ij : (Xj , Aj) ãÑ (X,A) η ένθεση, όπου X :=

ř

jPJ Xj , A :=
ř

jPJ Aj , @j P J. Τότε
ο ομομορφισμός R-μοδίων

À

jPJ

H
sing.
n (ij) :

À

jPJ

H
sing.
n (Xj , Aj ;R) ÝÑ H

sing.
n (X,A;R)

είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.



746 ΟΙ ΣΥΝΗΘΕΣΤΕΡΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ (ΣΥΝ)ΟΜΟΛΟΓΙΑΣ

Αποδειξη. Ο ανωτέρω ισομορφισμός αρκεί να αποδειχθεί για n ě 0. Εν τοιαύτη
περιπτώσει, θεωρούμε τυχόν σ P Vn(X). Επειδή το ∆n είναι δρομοσυνεκτικό, η
εικόνα σ(∆n) τού ∆n μέσω τής συνεχούς απεικονίσεως σ οφείλει να είναι δρομο-
συνεκτική. (Βλ. πρόταση B.1.19.) Κατά συνέπειαν, υπάρχει ένας και μόνον δείκτης
j P J με σ(∆n) Ď Xj (διότι για j1, j2 P J με j1 ‰ j2 έχουμε Xj1 X Xj2 = ∅).
Επομένως,

Sn(X;R) =
À

jPJ

Sn(Xj ;R).

Κατ’ αναλογίαν, Sn(A;R) =
À

jPJ Sn(Aj ;R). Ως εκ τούτου,

Sn(X,A;R) = Sn(X;R)/Sn(A;R) –
À

jPJ

(Sn(Xj ;R)/Sn(Aj ;R)) =
À

jPJ

Sn(Xj , Aj ;R),

απ’ όπου έπεται ότι
À

jPJ

Hn(S‚(Xj , Aj ;R))
–

ÝÑ
3.2.10

Hn(
À

jPJ

S‚(Xj , Aj ;R))
–

ÝÑ Hn(S‚(X,A;R))

και ότι, κατ’ επέκταση, ο
À

jPJ H
sing.
n (ij) είναι όντως ισομορφισμός.

D.2.22 Πόρισμα. Έστω X ‰ ∅ ένας τοπολογικός χώρος και έστω (Xj)jPJ η οικο-
γένεια των δρομοσυνεκτικών συνιστωσών του. Εάν A είναι ένας υπόχωρος τού X,
Aj := Xj X A για κάθε j P J και ij : (Xj , Aj) ãÑ (X,A) οι ενθέσεις τοπολογικών
ζευγών, τότε ο ομομορφισμός R-μοδίων

À

jPJ

H sing.
n (ij) :

À

jPJ

H sing.
n (Xj , Aj ;R) ÝÑ H sing.

n (X,A;R)

είναι ισομορφισμός για κάθε n P Z.

D.2.23 Θεώρημα. Εάν X ‰ ∅ είναι ένας δρομοσυνεκτικός τοπολογικός χώρος,
τότε

H
sing.
0 (X;R) – R.

Αποδειξη. Βλ. Rotman [84], Theorem 4.14, σελ. 70.

D.2.24 Πόρισμα. Έστω X ‰ ∅ ένας τοπολογικός χώρος και έστω (Xj)jPJ η οικο-
γένεια των δρομοσυνεκτικών συνιστωσών του. Τότε

H
sing.
0 (X;R) –

À

jPJ

R = R(J)

και, εάνA είναι υπόχωρος τούX, Aj := XjXA,@j P J και J 1 := tj P J : Aj = ∅u,

H
sing.
0 (X,A;R) –

À

jPJ 1
R = R(J 1).
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D.2.25 Παρατήρηση. Η σύνθεση των συναλλοίωτων συναρτητών

Top[2]
S‚(´)

//

Hsing.
n (´)

55
Compch(ModR)

Hn(´)
// ModR

(που έχουν ορισθεί στα εδ. D.2.15 και A.2.4 (vii)) είναι ένας συναλλοίωτος συναρ-
τητής, με τη βοήθεια τού οποίου κατασκευάζεται ο συναλλοίωτος συναρτητής34

H
sing.
‚ : Top[2] ù Compch(ModR),

Ob(Top[2]) Q (X,A) ÞÝÑ H
sing.
‚ (X,A;R) P Ob(Compch(ModR)),

Mor
Top[2] ((X,A), (Y,B)) Q f ÞÝÑ H

sing.
‚ (f) P MorCompch(ModR)

(H
sing.
‚ (X,A;R), H

sing.
‚ (Y,B;R)).

D.2.26 Πρόταση. Έστω Ψ : Top[2] ù Top[2] ο συναρτητής, ο οποίος αντιστοιχεί
σε κάθε τοπολογικό ζεύγος (X,A) τον A = (A,∅) (με προφανή απεικόνιση μορφι-
σμών). Τότε μέσω των συνδετικών ομομορφισμών B

sing.
n (X,A) τής μακράς ακριβούς

ακολουθίας τής κατασκευασθείσας στο θεώρημα D.2.19 ορίζεται ένας φυσικός με-
τασχηματισμός

B
sing.
‚ : H

sing.
‚ ÝÑ H

sing.
‚´1 ˝ Ψ

(όπου ο H sing.
‚´1 προκύπτει από τον H sing.

‚ ύστερα από μείωση δεικτών κατά ένα).

Αποδειξη. Έπεται άμεσα από την πρόταση 3.2.17.

D.2.27 Θεώρημα («Θεώρημα εγκαθιδρύσεως θεωρίας ομολογίας ΙΙ»). Το ζεύγος
(H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ) αποτελεί μια R-θεωρία ομολογίας (υπό την έννοια τού ορισμού C.1.6)

επί τής κατηγορίας Top[2] όλων των τοπολογικών ζευγών και H sing.
0 (tptu;R) – R,

ονομάζεται δε ιδιάζουσα θεωρία ομολογίας.

D.2.28 Σημείωση. Το ότι το ζεύγος (H
sing.
‚ , B

sing.
‚ ) πληροί τα αξιώματα τής ακριβεί-

ας ( ES-A1 ), τής διαστάσεως ( ES-A4 ) και τού αθροίσματος ( ES-A5 ), καθώς και
το ότι H sing.

0 (tptu;R) – R, έπεται άμεσα από τα προηγηθέντα θεωρήματα D.2.19,
D.2.20 και D.2.21. Ωστόσο, η απόδειξη τού ότι πληροί και τα υπόλοιπα δύο αξιώ-
ματα των Eilenberg και Steenrod είναι εξαιρετικά τεχνική και περίπλοκη35. Για το
μεν αξίωμα ES-A2 τού ομοτοπικώς αναλλοιώτου απαιτείται η χρήση ειδικών πρι-
σματικών τελεστών, ούτως ώστε, δοθεισών δυο ομoτόπων συνεχών απεικονίσεων
f, g : (X,A) ÝÑ (Y,B), να κατασκευάζεται μια αλυσωτή ομοτοπία

S‚(f) » S‚(g) : S‚(X,A;R) ÝÑ S‚(Y,B;R)

34Η Compch(ModR) είναι υποκατηγορία τής ModZ
R.Μάλιστα, το πεδίο τιμών τούHsing.

‚ (´) είναι κατ’ ουσίαν μια
«ακόμη μικρότερη» κατηγορία, ήτοι αυτή των μη αρνητικών αλυσωτών συμπλόκων. (Βλ. A.5.12 (ii).)

35Με κανονικό ρυθμό διδασκαλίας, αυτή καλύπτεται (στο σχετικό μεταπτυχιακό μάθημα τού Μ.Π.Σ. τού Τμήματός
μας) σε διάστημα περίπου δύο εβδομάδων.
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(υπό την έννοια τού ορισμού 3.5.1) για να εφαρμόζεται η πρόταση36 3.5.7. Για το
δε αξίωμα ES-A3 τής εκτομής απαιτείται η εκτέλεση πολλών βαρυκεντρικών υ-
ποδιαιρέσεων γραμμικών μονοπλόκων και κατοπινή εργασία με τις λεγόμενες μι-
κρές αλυσίδες. (Βλ. Dold [61], Chapter III, §5-§7, σελ. 37-46, Greenberg & Harper
[67], Chapter 15, σελ. 82-93, Mayer [79], III, §4, σελ. 139-148, και §6, σελ. 157-172,
Munkres [80], Chapter 4, §30-§31, σελ. 168-181, Rotman [84], σελ. 72-79 και 111-119,
ή tom Dieck [91], §9.3-§9.4, σελ. 228-234.)

§ Συσχετισμός των π1 και H sing.
1 . Αυτός γεφυρώνει δύο διαφορετικούς «κόσμους»

και είναι λίαν χρήσιμος.

D.2.29 Ορισμός. Μεταξύ τού θεμελιακού 1-μονοπλόκου ∆1 και τού I := [0, 1]

υφίσταται ομοιομορφισμός η : ∆1
«

ÝÑ I,

η((1 ´ t)e10 + te11) := t, @t P I, (D.2)

έχων ως αντίστροφό του τον η´1 : I «
ÝÑ ∆1,

η´1(t) := (1 ´ t, t), @t P I. (D.3)

D.2.30 Λήμμα. Έστω X ένας μη κενός τοπολογικός χώρος και έστω x0 P X.

(i) Εάν α : I ÝÑ X είναι ένας βρόχος εντός τού X με αρχή και πέρας του το x0,
τότε υπάρχει συνεχής απεικόνιση α1 : S1 ÝÑ X με α1(exp(2π

?
´1t)) = α(t) για

κάθε t P I.
(ii) Εάν α, β : I ÝÑ X είναι δυο βρόχοι εντός τού X με αρχή και πέρας τους το
x0, και α1, β1 : S1 ÝÑ X οι συνεχείς συναρτήσεις οι οριζόμενες μέσω τού (i), τότε
ισχύει η συνεπαγωγή:

α » β σχ. t0, 1u ùñ α1 » β1 σχ. t1u .

Αποδειξη. (i) Επειδή α(0) = x0 = α(1), θεωρώντας τή σχέση ισοδυναμίας R επί
τού I όπως στο εδ. B.2.4 (i) ή, ισοδυνάμως, τον πηλικόχωρο I/t0, 1u τον δημιουργού-
μενο (σύμφωνα με τον ορισμό B.2.10) ύστερα από ταύτιση τού 0 και 1, παρατηρούμε
ότι εφαρμόζεται το πόρισμα B.2.6 (για τον α) και ότι, ως εκ τούτου, η

α : I/R = I/t0, 1u ÝÑ X, [t]R ÞÝÑ α([t]R) := α(t),

είναι συνεχής. Εάν συμβολίσουμε ως κ : I/R «
ÝÑ S1 τον ομοιομορφισμό

I/R Q [t]R ÞÝÑ κ([t]R) := exp(2π
?

´1t) P S1,

τότε αρκεί να θέσουμε α1 := α ˝ κ´1.

36Παρεμπιπτόντως, είναι άξιο παρατηρήσεως το πώς συσχετίζεται η τοπολογική έννοια τής «ομοτοπικής ισοδυνα-
μίας» (τοπολογικών ζευγών) τού ορισμού B.7.14 με την «αλυσωτή ομοτοπία» τού προηγηθέντος, αμιγώς αλγεβρικού
ορισμού 3.5.1 (σε επίπεδο αλυσωτών συμπλόκων).
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(ii) Εάν H : I ˆ I ÝÑ X μια ομοτοπία από τον α στον β σχ.t0, 1u , τότε έχουμε
H(t, 0) = H(t, 1) = x0 και θεωρώντας εκ νέου την R όπως στο (i) μπορούμε να
εφαρμόσουμε το πόρισμα37 B.5.11 λαμβάνοντας την ομοτοπία

H : (I/R) ˆ I ÝÑ X, ([t]R, s) ÞÝÑ H([t]R, s) := H(t, s).

Αρκεί λοιπόν να θέσουμε H 1 := H ˝ (κ´1ˆ idI). Μέσω αυτής, α1 » β1 σχ.t1u .

D.2.31 Πρόταση. Εάν X ‰ ∅ είναι ένας μη κενός τοπολογικός χώρος, x0 P X

και (π1(X,x0),d) η θεμελιώδης ομάδα τού X στο σημείο x0 (βλ. εδ. B.6.13), τότε
ορίζεται καλώς μια απεικόνιση

φHur
X,x0

: π1(X,x0) ÝÑ H
sing.
1 (X;Z)

[α]ομ. ÞÝÑ φHur
X,x0

([α]ομ.) := α ˝ η +B
sing.
1 (X;Z),

(D.4)

όπου [α]ομ.(= [α]ομ.
(I,t0,1u),X) είναι η κλάση ομοτοπίας ενός βρόχου α P Ω(X,x0)

σχετικώς προς το t0, 1u και η ο ομοιομορφισμός (D.2).

Αποδειξη. Κατ’ αρχάς, η απεικόνιση

α ˝ η : ∆1 ÝÑ X

είναι προφανώς συνεχής, οπότεα˝η P S1(X;Z).Το ότι οα είναι εξ ορισμού βρόχος
έχει ως συνέπεια ότι

α ˝ η P Z
sing.
1 (X;Z).

Πράγματι· επειδή

d
sing.
1 (α ˝ η) =

1
ř

i=0

(´1)i((α ˝ η) ˝ δi1) = (α ˝ η) ˝ δ01 ´ (α ˝ η) ˝ δ11

= (α ˝ η)(e11) ´ (α ˝ η)(e10) = α(1) ´ α(0) = 0S0(X;Z),

έχουμε α ˝ η P Z
sing.
1 (X;Z) και α ˝ η + B

sing.
1 (X;Z) P H

sing.
1 (X;Z). Ας υποθέσουμε

ότι δίδονται [α]ομ., [β]ομ. P π1(X,x0) με [α]ομ. = [β]ομ.. Τότε α » β σχ.t0, 1u . Αρκεί
να αποδειχθεί ότι

α ˝ η +B
sing.
1 (X;Z) = β ˝ η +B

sing.
1 (X;Z). (D.5)

Προς τούτο θεωρούμε τον δρόμο γ : I ÝÑ S1 εντός τού S1 με γ(t) := exp(2π
?

´1t)

για κάθε t P I. Επειδή αυτός είναι βρόχος, έχουμε (και πάλι)

γ ˝ η P Z
sing.
1 (X;Z).

Σύμφωνα με το (i) τού λήμματος D.2.30 υπάρχουν συνεχείς α1, β1 : S1 ÝÑ X με

α1(exp(2π
?

´1t)) = α(t), β1(exp(2π
?

´1t)) = β(t), @t P I.
37Εν προκειμένω, αρκεί αυτό να εφαρμοσθεί χρησιμοποιώντας ως S την τετριμμένη σχέση (ήτοι την ισότητα).
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Θεωρούμε τον ομομορφισμό αβελιανών ομάδων

H
sing.
1 (α1) : H

sing.
1 (S1;Z) ÝÑ H

sing.
1 (X;Z),

τ +B
sing.
1 (S1;Z) ÞÝÑ S1(α

1)(τ) +B
sing.
1 (X;Z)

(όπου τ P Z
sing.
1 (S1;Z) και S1(α

1)(τ) := α1 ˝ τ), τον επαγόμενον από τον δρόμο
α1 : S1 ÝÑ X. Κατά το (ii) τού λήμματος D.2.30 ισχύει η συνεπαγωγή:

[α]ομ. = [β]ομ. ùñ α1 » β1 σχ. t1u .

Από την εφαρμογή τού αξιώματος ES-A2 τού ομοτοπικώς αναλλοιώτου για την
(H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ) (βλ. εδ. C.1.6 και D.2.27) λαμβάνουμε H sing.

1 (α1) = H
sing.
1 (β1), οπότε

α ˝ η +Bsing.
1 (X;Z) = (α1 ˝ γ) ˝ η +Bsing.

1 (X;Z) = α1 ˝ (γ ˝ η) +Bsing.
1 (X;Z)

= H sing.
1 (α1)(γ ˝ η +Bsing.

1 (S1;Z)) = H sing.
1 (β1)(γ ˝ η +Bsing.

1 (S1;Z))

= β1 ˝ (γ ˝ η) +Bsing.
1 (X;Z) = (β1 ˝ γ) ˝ η +Bsing.

1 (X;Z) = β ˝ η +Bsing.
1 (X;Z)

και η (D.5) είναι αληθής.

D.2.32 Θεώρημα (Hurewicz). (i) Η απεικόνιση (D.4) αποτελεί ομομορφισμό ομά-
δων (που είθισται να λέγεται ομομορφισμός Hurewicz).
(ii) Εάν οX είναι δρομοσυνεκτικός, τότε ο ομομορφισμός (D.4) είναι επιμορφισμός
με πυρήνα του τη μεταθέτρια υποομάδα38 τής π1(X,x0). Ως εκ τούτου, υφίσταται
ένας ισομορφισμός ομάδων

π1(X,x0)
ab –

ÝÑ H
sing.
1 (X;Z),

όπου π1(X,x0)
ab είναι η αβελιανοποίηση τής π1(X,x0). Ιδιαιτέρως δε, στην περί-

πτωση όπου η π1(X,x0) είναι αβελιανή, ο ομομορφισμός (D.4) είναι ισομορφισμός
(ομάδων).

Αποδειξη. Βλ. Bredon [57], Chapter IV, §3, σελ. 172-175, Greenberg & Harper [67],
Theorem 12.1, σελ. 63-66, Kosniowsky [54], Theorem 29.16, σελ. 249-253, Mayer [79],
Kapitel III, §5, σελ. 149-156, Rotman [84], Chapter 4, σελ. 80-84, ή Weintraub [94],
Theorem 5.2.4, σελ. 62-64.

D.2.33 Σημείωση. Ένα αντίστοιχο αποτέλεσμα θα μπορούσε να είχε εξαχθεί ήδη α-
πό την εποχή τού Poincaré. (Σημειωτέον ότι η τότε ορολογία ήταν διαφορετική και
κάποιες έννοιες, όπως εκείνη των ομάδων ομολογίας, δεν είχαν ακόμη θεσπισθεί
καταλλήλως. Πρβλ. Dieudonné [116], I.3.F, σελ. 304-305.) Όμως, εν προκειμένω, το
όνομα τού W. Hurewicz δικαίως μνημονεύεται, καθόσον αναδιαμόρφωσε το D.2.32

38Έστω G μια ομάδα. Ως μεταθέτρια υποομάδα τής G ορίζεται η υποομάδα G1 που παράγεται από όλους τους
μεταθέτες aba´1b´1, όπου a, b P G.Αυτή είναι ορθόθετη εντός τήςG, οπότε ορίζεται η πηλικοομάδαG/G1=: Gab.,
η οποία καλείται, ιδιαιτέρως, αβελιανοποίηση τήςG.
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σε πιο σύγχρονη «γλώσσα». Επιπροσθέτως, παρά το γεγονός ότι εκείνος που πρω-
τοόρισε τις ομάδες ομοτοπίαςπn γιαn ě 2, (με ορισμό ισοδύναμο αυτού που χρησι-
μοποιείται σήμερα39) ήταν ο E. Čech40, ήταν και πάλι ο W. Hurewicz41 που (έχοντάς
τες ορίσει ανεξαρτήτως, με άλλον τρόπο) ασχολήθηκε με την εις βάθος μελέτη τους,
καθώς και με τους αντίστοιχους «ομομορφισμούς Hurewicz» πn ÝÑ H

sing.
n και για

n ě 2, και έδωσε ικανές συνθήκες, ούτως ώστε αυτοί να είναι ισομορφισμοί.

(Βλ. σχετικώς Bredon [57], Chapter VII, §10, σελ. 475-480, Davis & Kirk [59], §6.17,
σελ. 160-163, Hatcher [68], σελ. 369-373, Prasolov [82], Theorem 3.2, σελ. 113-114,
Spanier [86], Chapter 7, §4-§5, σελ. 387-400, Stöcker & Zieschang [87], §16.4, σελ.
416-420, Switzer [88], Theorems 10.25 & 10.27, σελ. 185-186, και tom Dieck [91],
Chapter 20, σελ. 495-512.)

39Βλ. E. Čech: Höherdimensionale Homotopiegruppen, Verhandlungen des Internationalen Mathematiker-Kongresses,
Zürich, 1932, Band II, Sektions-Vorträge, Ovell Füssli Verlag, Zürich und Leipzig, σελ. 203. Εξ όσων γνωρίζουμε, ο E.
Čech, πέραν τής διατυπώσεως αυτού τού ορισμού, δεν ασχολήθηκε με αυτές τις αβελιανές ομάδες, διότι για μια (κατ’
αυτόν καταλληλότερη) γενίκευση τής θεμελιώδους ομάδας ανέμενε κάποιες εν γένει μη αβελιανές ομάδες.

40Čech, Eduard (29/6/1893-15/3/1960). Τσέχος μαθηματικός. Ξεκίνησε να φοιτά το 1912 στη Σχολή Φιλοσοφίας τού
Πανεπιστημίου τού Καρόλου στην Πράγα, έχοντας ως στόχο του να γίνει καθηγητής μέσης εκπαιδεύσεως. Ωστόσο, η
έλξη που τού ασκούσε η μελέτη των Μαθηματικών (κυρίως δε τής Γεωμετρίας) τον οδήγησε στο να ασχοληθεί σοβαρά
με αυτά. Οι σπουδές του διεκόπησαν από το 1915 έως το 1918 λόγω τού Α1 Παγκοσμίου Πολέμου (καθώς συμμετείχε
ως στρατιώτης σε αυτόν). Μετά την ολοκλήρωσή τους εργάσθηκε ως καθηγητής Μαθηματικών σε σχολεία τής Πράγας
και κατόρθωσε να εκπονήσει διδακτορική διατριβή (υπό τον Karel Petr) επί ερωτημάτων εντασσομένων στη Διαφορι-
κή Προβολική Γεωμετρία. Έχοντας λάβει μια ειδική υποτροφία τού Υπουργείου Παιδείας, μετέβη στο Τορίνο, όπου
συνέχισε την εκπαίδευσή του υπό την επίβλεψη τού Guido Fubini (1879-1943) για μία διετία. Ο Fubini, εντυπωσιασμέ-
νος από τις επιδόσεις του, τού πρότεινε να συνεργασθεί μαζί του σε ένα κοινό έργο: Το αποτέλεσμα ήταν η έκδοση
ενός δίτομου συγγράμματος επί τής Προβολικής Γεωμετρίας. Γυρνώντας στην Πράγα, ο Čech (παρότι κατέστη υφη-
γητής) συνέχισε να βιοπορίζεται από τη διδασκαλία στη μέση εκπαίδευση. Μόνον το 1923 κατάφερε να αποκτήσει
μια μόνιμη θέση καθηγητή στο (τότε νέο) Πανεπιστήμιο τού Brno. Έκτοτε, η ερευνητική του παραγωγή, κυρίως στον
κλάδο τής Συνδυαστικής Τοπολογίας, αυξήθηκε, οι διεθνείς συνεργασίες διαδέχοντο η μία την άλλη, και τα αποτελέ-
σματά του προεκάλεσαν το ενδιαφέρον μεγάλου τμήματος τής κοινότητας των τοπολόγων τής εποχής. Μετά τη λήξη
τού Β1 Παγκοσμίου Πολέμου γύρισε στο Πανεπιστήμιο τού Καρόλου στην Πράγα και από το 1947 έγινε διευθυντής
τού Ινστιτούτου Μαθηματικών Ερευνών τής Τσεχικής Ακαδημίας Επιστημών. Μνημονεύεται, κατά κύριο λόγο, για τη
λεγόμενη συμπαγοποίηση κατά Stone και Čech, καθώς και για την εισαγωγή των θεωριών ομολογίας και συνομολογίας
(που φέρουν το όνομά του).

41Hurewicz, Witold (29/6/1904-6/9/1956). Πολωνός μαθηματικός εβραϊκής καταγωγής. Μετά τις σπουδές του (1921-
1925) και τη διδακτορική του διατριβή (1926) υπό τον H. Hahn (1879-1934) στη Βιέννη, εδίδαξε μέχρι το 1936 στο
Πανεπιστήμιο τού Amsterdam (από το 1928 ως βοηθός τού L.E.J Brouwer) και κατόπιν μετέβη στις Η.Π.Α. Εθήτευσε
στο Πανεπιστήμιο τής North Carolina (at Chapel Hill) και από το 1945 μέχρι τον (αιφνίδιο) θάνατό του στο Μ.Ι.Τ. τής
Μασαχουσέτης. Ο θάνατός του ήταν αποτέλεσμα δυστυχήματος (πτώσεως) όταν επεσκέφθη κάποια πυραμίδα των Μά-
για στην Uxmal (κατά τη διάρκεια ενός διεθνούς συνεδρίου Τοπολογίας που ελάμβανε χώρα στο Μεξικό). Ο Hurewicz
συνέγραψε περίπου 50 ερευνητικές εργασίες στην Τοπολογία, στην Αλγεβρική Τοπολογία, στις Διαφορικές Εξισώσεις
και σε διάφορους κλάδους των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών. Πολλά είναι τα αξιομνημόνευτα αποτελέσματά του στη
Θεωρία Διαστάσεως. Ήταν δε εκείνος που μελέτησε λεπτομερώς τις ομάδες ομοτοπίας πn για n ě 2 (1934-1935),
τον ομοτοπικό τύπο (1936), τον τρόπο συσχετισμού ομάδων ομοτοπίας και ομολογίας, καθώς και τις μακρές ακριβείς
ακολουθίες ομάδων ομοτοπίας ινημάτων (fibrations).
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§ Σύγκριση μονοπλεκτικής και ιδιάζουσας θεωρίας ομολογίας. Το αποτέλεσμα τής
συγκρίσεως συνοψίζεται στο πόρισμα D.2.37.

D.2.34 Ορισμός. Έστω K ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Μια διάταξη “ă” επί
τού K είναι μια μερική διάταξη των κορυφών τού K, τέτοια ώστε οι κορυφές
καθενός μονοπλόκου τού K να είναι ολικώς διατεταγμένες ως προς αυτήν42.

D.2.35 Ορισμός. Έστω “ă” μια διάταξη επί ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος
K. Διατάσσοντας τις κορυφές x0, x1, ..., xn καθενός n-μονοπλόκου s τού K ως
ακολούθως:

x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn

επιτυγχάνεται ο προσανατολισμός όλων των μονοπλόκων τούK.Ορίζουμε έναν
ομομορφισμό R-μοδίων

f (ă)
n : Cn(K;R) ÝÑ Sn(|K| ;R)

μέσω τού τύπου:

s = Jx0, x1, ..., xnK ÞÝÑ (σs : ∆n ÝÑ |s| Ď |K|) ,

και μέσω γραμμικής επεκτάσεως, όπου, εν προκειμένω, η σs είναι η γραμμική
απεικόνιση που στέλνει τα ei στα xi, i P t0, 1, ..., nu, και είναι μονοσημάντως
ορισμένη λόγω τής θεσπίσεως τής διατάξεως “ă”.

D.2.36 Θεώρημα. Δίδεται διάταξη “ă” επί ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος K.
(i) Οι επαγόμενοι ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(C‚(K;R))
Hn(f

(ă)
‚ )

// Hn(S‚(|K| ;R))

H
simpl.
n (|K| ;R) H

sing.
n (|K| ;R)

είναι ισομορφισμοί (και ανεξάρτητοι τής επιλογής τής “ă”) για κάθε n P Z.
(ii) Εάν το K 1 είναι ένα υποσύμπλεγμα τού K, τότε οι ομομορφισμοί R-μοδίων

Hn(f
(ă)
n ) : H

simpl.
n (|K| , |K 1| ;R) ÝÑ H

sing.
n (|K| , |K 1| ;R),

είναι ωσαύτως ισομορφισμοί (και ανεξάρτητοι τής “ă”) για κάθε n P Z.

Αποδειξη. Βλ. Munkres [80], Chapter 4, §34, σελ. 190-195.

D.2.37 Πόρισμα. Η μονοπλεκτική θεωρία ομολογίας είναι ισοδύναμη με τον περιο-

42Για δοθένK υπάρχουν πάντοτε τέτοιου είδους διατάξεις.
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ρισμό τής ιδιάζουσας θεωρίας ομολογίας επί τής (ομολογικώς επιτρεπτής) κατηγο-
ρίας Top[2]triang. (και Top[2],abs.

triang. ).

§ Περί τής χαρακτηριστικής τού Euler. Μια σημαντική τοπολογική αναλλοίωτος
είναι η χαρακτηριστική τού Euler.

D.2.38 Ορισμός. ΈστωR μια Π.Κ.Ι. και έστωX ένας τοπολογικός χώρος. Εάν οι
R-μόδιοιH sing.

j (X;R) τής ιδιάζουσας ομολογίας είναι πεπερασμένως παραγόμε-
νοι και εάν το πολύ πεπερασμένοι εξ αυτών είναι μη τετριμμένοι (ή, ισοδυνάμως,
όταν το αλυσωτό σύμπλοκο

H sing.
‚ (X;R) := H‚(S‚(X;R))

με τετριμμένους συνοριακούς τελεστές είναι πεπερασμένο υπό την έννοια τού
ορισμού 3.4.5), τότε ορίζεται η χαρακτηριστική Euler τού X ως προς την R:

χ(X;R) := χR(H
sing.
‚ (X;R)) =

ř

jě0(´1)j fr-rankR(H sing.
j (X;R)).

(Πρβλ. θεώρημα 3.4.7.) Στην ειδική περίπτωση όπου R = Z θέτουμε

χ(X) := χ(X;Z) =
ř

jě0(´1)j bj(X),

καλώντας τήν χ(X) (συνήθη) χαρακτηριστική Euler τού X και τον

bj(X) := fr-rankR(H sing.
j (X;Z)),

j-οστό αριθμό Betti43 τού X.

D.2.39 Πρόταση («Γενικευμένος πολυεδρικός τύπος τού Euler»). Έστω R μια
Π.Κ.Ι. και έστω X ένας πεπερασμένως τριγωνίσιμος τοπολογικός χώρος. Τότε ορί-
ζεται η χ(X;R) και για οιονδήποτε τριγωνισμό h : |K|

«
ÝÑ X τούX λαμβάνουμε44

χ(X;R) =
ř

jě0

(´1)j αj , (D.6)

όπου αj := card(tj-μονόπλοκα τού Ku) .

Αποδειξη. Επειδή

χ(X;R) :=
ř

jě0

(´1)j fr-rankR(H sing.
j (X;R)) =

D.2.36 (i)

ř

jě0

(´1)j fr-rankR(H simpl.
j (|K| ;R))

και fr-rankR(H simpl.
j (|K| ;R)) ă 8 για κάθε j ě 0 (βλ., π.χ., [74], 4.1.7, σελ. 110), η

43Betti, Enrico (21/10/1823-11/8/1892). Ιταλός μαθηματικός. Γνωστός για μια τοπολογική του εργασία (τού 1871),
στην οποία εισήγαγε τους εν λόγω αριθμούς. (Σπούδασε στο Πανεπιστήμιο τής Pisa, όπου και εθήτευσε ως καθηγητής
από το 1857. Εργάσθηκε κυρίως επί προβλημάτων τής Μαθηματικής Φυσικής.)

44Το δεξιό μέλος τής (D.6) ονομάζεται συνήθως συνδυαστική χαρακτηριστική Euler τού K.
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χ(X;R) ορίζεται καλώς και από το θεώρημα 3.4.7 έπεται η (D.6), διότι

χ(X;R) =
ř

jě0

(´1)j fr-rankR(Cj(K;R)) =
ř

jě0

(´1)j rankR(Cj(K;R)),

όπου ο Cj(K;R) είναι ελεύθερος R-μόδιος βαθμίδας45 αj .

D.2.40 Πρόταση. Έστω R μια Π.Κ.Ι. και έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Εάν το
H

sing.
‚ (X;Z) είναι πεπερασμένο, τότε και το H sing.

‚ (X;R) είναι πεπερασμένο, και
ισχύει

χ(X) = χ(X;R).

Αποδειξη. Το S‚(X;Z) είναι εξ ορισμού ένα ελεύθερο αλυσωτό σύμπλοκο αβε-
λιανών ομάδων. Εάν το H sing.

‚ (X;Z) := H‚(S‚(X;Z)) είναι πεπερασμένο (υπό την
έννοια τού ορισμού 3.4.5), τότε είναι, ιδιαιτέρως, και πεπερασμένου τύπου (υπό την
έννοια τού ορισμού 4.2.18). Σύμφωνα με το θεώρημα 4.2.19 το S‚(X;Z) είναι ομο-
τοπικώς ισοδύναμο με ένα ελεύθερο αλυσωτό σύμπλοκο αβελιανών ομάδων D‚ που
είναι (αφ’ εαυτού) πεπερασμένου τύπου. Κατά συνέπειαν,

χ(X;R) =
ř

jě0

(´1)j fr-rankR(H sing.
j (X;R)) =

ř

jě0

(´1)j fr-rankR(Hj(S‚(X;R)))

=
ř

jě0

(´1)j fr-rankR(Hj(S‚(X;Z) bZ R)) =
ř

jě0

(´1)j fr-rankR(Hj(D‚ bZ R))

=
ř

jě0

(´1)j fr-rankR(Dj bZ R) =
ř

jě0

(´1)j rankZ(Dj)

=
ř

jě0

(´1)j fr-rankZ(Hj(D‚)) =
ř

jě0

(´1)j fr-rankZ(Hj(S‚(X;Z)))

=
ř

jě0

(´1)j fr-rankZ(H
sing.
j (X;Z)) = χ(X),

όπου η τέταρτη και η όγδοη ισότητα έπονται από την πρόταση 3.5.11 και η πέμπτη
και η έβδομη από το θεώρημα 3.4.7.

Μια επιπρόσθετη εφαρμογή τής ακριβούς ακολουθίας των Mayer και Vietoris (βλ.
[61], Chapter V, Proposition 5.8, σελ. 105) δίδει την ακόλουθη:

D.2.41 Πρόταση. Έστω R μια Π.Κ.Ι. και έστω X ένας τοπολογικός χώρος. Εάν
(X,A,B) είναι μια εκτμητική τριάδα για την (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ ) (υπό την έννοια τού ο-

ρισμού 7.2.1) με X = A Y B και δύο εκ των χαρακτηριστικών Euler χ(A Y B;R),

χ(AXB;R), χ(A;R) + χ(B;R) ορίζονται, τότε ορίζεται και η τρίτη και ισχύει:

χ(AYB;R) = χ(A;R) + χ(B;R) ´ χ(AXB;R).

§ Ιδιάζουσα θεωρία συνομολογίας. Αυτή δομείται δυϊκώς.

D.2.42 Ορισμός. ΈστωX τυχών τοπολογικός χώρος και έστω n P Z.Ως n-οστός
μόδιος ιδιάζουσας συνομολογίας τού X με συντελεστές ειλημμένους από τον R

45Βλ. [87], Satz 7.1.5, σελ. 177.
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ορίζεται ο R-μόδιος

Hn
sing.(X;R) := Hn(S‚(X;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος συνομολογίας τού συναλυσωτού συμπλόκου

S‚(X;R) = (Sn(X;R), dnsing.)nPZ,

όπου Sn(X;R) := HomR(Sn(X;R), R) και

dnsing. := HomR(d
sing.
n+1, idR) : S

n(X;R) ÝÑ Sn+1(X;R).

D.2.43 Ορισμός. Εάν (X,A) P Ob(Top[2]), τότε για n P Z ορίζεται κατ’ ανα-
λογίαν ο n-οστός μόδιος ιδιάζουσας συνομολογίας τού (X,A) με συντελεστές
ειλημμένους από τον R ως ο R-μόδιος

Hn
sing.(X,A;R) := Hn(S‚(X,A;R)),

ήτοι ως ο n-οστός μόδιος συνομολογίας τού συναλυσωτού συμπλόκου

S‚(X,A;R) = (Sn(X,A;R), d
n

sing.)nPZ,

όπου Sn(X,A;R) := HomR(Sn(X,A;R), R) και

d
n

sing. := HomR(d
sing.
n+1, idR) : Sn(X,A;R) ÝÑ Sn+1(X,A;R).

Κάνοντας χρήση τού θεωρήματος 3.2.30, θέτοντας

Bnsing.(X,A) := Bn(S‚(X,A;R))

και μεταβαίνοντας στον αντίστοιχο ανταλλοίωτο συναρτητή

H‚
sing. : Top

[2]
ù Compcoch(ModR)

και στον φυσικό μετασχηματισμό

B‚
sing. : H

‚
sing. ˝ J ù H‚+1

sing. ,

καταλήγει κανείς στο ακόλουθο ανάλογο τού θεωρήματος D.2.27:

D.2.44 Θεώρημα («Θεώρημα εγκαθιδρύσεως θεωρίας συνομολογίας ΙΙ»).
Το ζεύγος (H‚

sing., B
‚
sing.) αποτελεί μια R-θεωρία συνομολογίας (υπό την έννοια

τού ορισμού C.7.1) επί τής κατηγορίας Top[2] όλων των τοπολογικών ζευγών και
H0

sing.(tptu;R) – R, ονομάζεται δε ιδιάζουσα θεωρία συνομολογίας.

Αποδειξη. Βλ. Munkres [80], Chapter 5, §44, σελ. 265-266.
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§ Απόκτηση δομής δακτυλίου μέσω τού «κυαθώδους γινομένου». Το μέγα πλεονέ-
κτημα τής (ιδιάζουσας) συνομολογίας έναντι τής (ιδιάζουσας) ομολογίας είναι ότι
το H˚

sing.(X;R) :=
À

jPN0
Hj

sing.(X;R) μπορεί να καταστεί διαβαθμισμένος δακτύ-
λιος μέσω τού κυαθώδους γινομένου. Δοθέντων δυο τοπολογικών χώρων X και Y
και ενός μη τετριμμένου μεταθετικού δακτυλίου R, κατασκευάζουμε το εξής διά-
γραμμα:

Hp(HomR(S‚(X;R), R)) bR H
q(HomR(S‚(Y ;R), R))

Hp(S‚(X;R)) bR H
q(S‚(Y ;R))

Hpsing.(X;R) bR H
q
sing.(Y ;R)

ˆσυνομ.
// Hp+q((S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚;R)

–
��

Hp+q(S‚(X ˆ Y ;R);R)

Hp+q(HomR(S‚(X ˆ Y ;R), R))

Hp+qsing. (X ˆ Y ;R) Hp+q(S‚(X ˆ Y ;R))

όπου το “ˆσυνομ.” (στο οριζόντιο βέλος) είναι το (αλγεβρικό) σταυρωτό συνομο-
λογικό γινόμενο το ορισθέν στο εδάφιο 6.3.18, ενώ ο ισομορφισμός ο δηλούμενος
μέσω τού κατακόρυφου βέλους είναι αυτός που έπεται ύστερα από εφαρμογή τής
προτάσεως 3.5.13 για τη συναλυσωτή ισοδυναμία την επαγόμενη μέσω τής αλυσω-
τής ισοδυναμίας

(S‚(X;R) bR S‚(Y ;R))‚ ÝÑ S‚(X ˆ Y ;R)

τού θεωρήματος 8.2.5 των Eilenberg και Zilber. Έστω θ η σύνθεση αυτών των δύο.
Για οιαδήποτε ξ P Hp

sing.(X;R) και η P Hq
sing.(Y ;R) το

ξ ˆ η := θ(ξ b η) P Hp+q
sing. (X ˆ Y ;R) (D.7)

καλείται46 τοπολογικό συνομολογικό σταυρωτό γινόμενο των ξ και η.

D.2.45 Πρόταση. Το γινόμενο (D.7) έχει τις εξής ιδιότητες:
(i) Διγραμμικότητα:

(ξ + ξ1) ˆ η = ξ ˆ η + ξ1 ˆ η, ξ ˆ (η + η1) = ξ ˆ η + ξ ˆ η1.

(ii) Ομογένεια:
(rξ) ˆ η = ξ ˆ (rη) = r(ξ ˆ η), @r P R.

(iii) Προσεταιριστικότητα:

(ξ ˆ η) ˆ ζ = ξ ˆ (η ˆ ζ).

46Για τις αποδείξεις τής προτάσεως D.2.45, τού θεωρήματος D.2.47 και τού πορίσματος D.2.48, βλ. Bredon [57],
Chapter VI, §3-§4, σελ. 321-334, και Stöcker & Zieschang [87], §15.1-§15.2, σελ. 382-386.
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(iv) Ουδέτερο στοιχείο47:

ξˆ 1Y = Hp
sing.(prX) P Hp

sing.(X ˆY ;R), 1X ˆ η = Hq
sing.(prY ) P Hq

sing.(X ˆY ;R).

(v) Φυσικότητα: Για συνεχείς απεικονίσεις f : X 1 ÝÑ X, g : Y 1 ÝÑ Y,

Hp+q
sing. (f ˆ g)(ξ ˆ η) = Hp

sing.(f)(ξ) ˆHq
sing.(g)(η).

D.2.46 Ορισμός. Για οιονδήποτε τοπολογικό χώροX το κυαθώδες γινόμενο (cup
product)

Hp
sing.(X;R) ˆHq

sing.(X;R) Q (ξ, η) ÞÝÑ ξ ⌣ η P Hp+q
sing. (X;R)

ορίζεται ως η σύνθεση

Hpsing.(X;R) bR H
q
sing.(X;R)

44

ˆ
// Hp+qsing. (X ˆ X;R)

H
p+q
sing. (diagX )

// Hp+qsing. (X;R)

όπου diagX : X ÝÑ X ˆX, x ÞÝÑ (x, x), η διαγώνια απεικόνιση.

D.2.47 Θεώρημα. Το κυαθώδες γινόμενο έχει τις εξής ιδιότητες:
(i) Επιμεριστικότητα:

(ξ + ξ1) ⌣ η = ξ ⌣ η + ξ1 ⌣ η, ξ ⌣ (η + η1) = ξ ⌣ η + ξ ⌣ η1.

(ii) Ομογένεια:
(rξ) ⌣ η = ξ ⌣ (rη) = r(ξ ⌣ η), @r P R.

(iii) Μεταθετικότητα (για pq άρτιο) και αντιμεταθετικότητα (για pq περιττό):

ξ ⌣ η = (´1)pq η ⌣ ξ.

(iv) Προσεταιριστικότητα:

(ξ ⌣ η) ⌣ ζ = ξ ⌣ (η ⌣ ζ).

(v) Ουδέτερο στοιχείο:
1X ⌣ ξ = ξ = ξ ⌣ 1X .

(vi) Φυσικότητα: Για κάθε συνεχή απεικόνιση f : X 1 ÝÑ X,

Hp+q
sing. (f)(ξ ⌣ η) = Hp

sing.(f)(ξ) ⌣ H
q
sing.(f)(η).

47To 1X P H0
sing.(X;R) (και αντιστοίχως, το 1Y P H0

sing.(Y ;R)) συμβολίζει την κλάση συνομολογίας τού συγκυ-
κλήματος που απεικονίζει κάθε 0-μονόπλοκο στο 1R, και οι prX : X ˆ Y ÝÑ X και prY : X ˆ Y ÝÑ Y τις
πρόδηλες προβολές.
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D.2.48 Πόρισμα. Θεωρούμε το ευθύ άθροισμα

H˚
sing.(X;R) =

À

jPN0

Hj
sing.(X;R). (D.8)

Τα στοιχεία του γράφονται ως επίτυπα αθροίσματα

ξ0 + ξ1 + ξ2 + ¨ ¨ ¨ = (ξ0, ξ1, ξ2, .....) P H˚
sing.(X;R)

με ξp P Hp
sing.(X;R), όπου το πολύ πεπερασμένου πλήθους προσθετέοι είναι μη

μηδενικοί. Τα στοιχεία τού Hp
sing.(X;R) ονομάζονται ομογενή στοιχεία βαθμού p. Το

κυαθώδες γινόμενο επί τού H˚
sing.(X;R) ορίζεται ως ακολούθως:

(ξ0 + ξ1 + ξ2 + ¨ ¨ ¨ ) ⌣ (η0 + η1 + η2 + ¨ ¨ ¨ ) = ξ0 ⌣ η0 + (ξ0 ⌣ η1 + ξ1 ⌣ η0)+
(ξ0 ⌣ η2 + ξ1 ⌣ η1 + ξ2 ⌣ η0) + ¨ ¨ ¨ ,

Με αυτό το γινόμενο το (D.8) καθίσταται ένας (όχι κατ’ ανάγκην μεταθετικός) δια-
βαθμισμένος δακτύλιος (και, μάλιστα, διαβαθμισμένηR-άλγεβρα48) με το 1X ως το
μοναδιαίο του στοιχείο. Πρόκειται για τον λεγόμενο συνομολογικό δακτύλιο τού X
με συντελεστές ειλημμένους από το R. Τοπολογικοί χώροι με ίδιο ομοτοπικό τύπο
διαθέτουν ισόμορφους συνομολογικούς δακτυλίους.

D.2.49 Παραδείγματα. Για τους συνομολογικούς δακτυλίους των προβολικών χώ-
ρων PdK, K P tR,C,HRu έχουμε

H˚
sing.(P

d
R;Z2) – Z2[X]/

@

Xd+1
D

, όπου deg(X) = 1,

H˚
sing.(P

d
C;Z) – Z[X]/

@

Xd+1
D

, όπου deg(X) = 2,

H˚
sing.(P

d
HR

;Z) – Z[X]/
@

Xd+1
D

, όπου deg(X) = 4.

(Βλ. Bredon [57], Chapter VI, Proposition 10.2, σελ. 359.)

§ Το «σκεπώδες γινόμενο». ΈστωX τυχών τοπολογικός χώρος και έστω n P N0. Για
κάθε δείκτη q P t0, ..., nu θέτουμε q := n´ p και ορίζουμε για κάθε q-συναλυσίδα
φ P Sq(X;R) (=: HomR(S‚(X;R), R)) και κάθε ιδιάζον n-μονόπλοκο σ : ∆n Ñ X

το σκεπώδες γινόμενο (cap product)

⌢ : Sq(X;R) ˆ Sn(X;R) ÝÑ Sp(X;R)

μέσω τού τύπου
φ ⌢ σ := φ(σ ˝ bq) ¨ (σ ˝ ap),

(και γραμμικής επεκτάσεως επί ολοκλήρου τού Sn(X;R)), όπου

σ ˝ ap : ∆p Ñ X, σ ˝ bq : ∆q Ñ X,

48Έστω R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έστω A ένας R-μόδιος, ο οποίος τυγχάνει να είναι (ταυ-
τοχρόνως) και δακτύλιος. Λέμε ότι ο A είναι μια R-άλγεβρα όταν για οιαδήποτε a, b P A και r, s P R ισχύει
(ra)(sb) = (rs)(ab). Εάν, επιπροσθέτως, ισχύει A =

À

jPN0
Aj (όπου τα Aj αποτελούν υπομοδίους τού A) και

Ap ¨ Aq Ď Ap+q, τότε λέμε ότι ηA είναι μια διαβαθμισμένη R-άλγεβρα.
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είναι τα ιδιάζοντα p- και q-μονόπλοκα, αντιστοίχως, τα δημιουργούμενα μέσω των
συσχετικών απεικονίσεων ap : ∆p Ñ ∆n, bq : ∆q Ñ ∆n, των ορισθέντων στη
σημείωση49 8.2.6.

D.2.50 Ορισμός. Σε επίπεδο μοδίων συνομολογίας και ομολογίας,

⌢ : Hq
sing.(X;R) ˆH

sing.
n (X;R) ÝÑ H

sing.
p (X;R), (D.9)

ήτοι για ξ = φ+Bqsing.(X;R) P Hq
sing.(X;R) και η = c+Bsing.

n (X;R) P H sing.
n (X;R),

το σκεπώδες γινόμενο ορίζεται ως εξής:

ξ ⌢ η := φ ⌢ c+B
sing.
p (X;R).

D.2.51 Θεώρημα. Το σκεπώδες γινόμενο έχει τις εξής ιδιότητες:
(i) Για κάθε φ P Sq(X;R) και για κάθε c P Sn(X;R),

d sing.
p (φ ⌢ σ) = dqsing.(φ) ⌢ η + (´1)q(φ ⌢ d sing.

n (c)).

(ii) Για κάθε η P H
sing.
n (X;R), 1X ⌢ η = η.

(iii) Για οιαδήποτε ξ P Hq
sing.(X;R), η P H

sing.
n (X;R) και ζ P Hp

sing.(X;R),

ζ(ξ ⌢ η) = (ζ ⌣ ξ)(η).

(iv) Για κάθε συνεχή απεικόνιση f : X ÝÑ Y και ξ P Hq
sing.(Y ;R), η P H

sing.
n (X;R):

H sing.
p (Hq

sing.(f)(ξ) ⌢ η) = ξ ⌢ H sing.
n (f)(η).

Αποδειξη. Βλ. [57], σελ. 334-337, [67], σελ. 205-206, ή [74], 16.3.1, σελ. 62-63.

Το σκεπώδες γινόμενο (D.9), το οποίο συσχετίζει κατά τρόπο φυσικό μοδίους ιδιά-
ζουσας συνομολογίας και ομολογίας ενός X (ή, κατ’ αναλογίαν, ενός τοπολογικού
ζεύγους (X,A), ⌢ : Hq

sing.(X;R) ˆH
sing.
n (X,A;R) ÝÑ H

sing.
p (X,A;R), βλ. [57], σελ.

336), είναι (όπως θα δούμε) απαραίτητο για τη διατύπωση των θεωρημάτων E.3.1
και E.3.5 που αφορούν στον δυϊσμό.

§ Ομολογία και συνομολογία με αυθαίρετους συντελεστές. Έστω (X,A) τυχόν το-
πολογικό ζεύγος και έστω M τυχών R-μόδιος. Στην ενότητα 8.1 έχουν εισαχθεί μό-
διοι ιδιάζουσας ομολογίας

H
sing.
n (X,A;M) := Hn(S‚(X,A;M)) = Hn(S‚(X,A;R) bRM)

και μόδιοι ιδιάζουσας συνομολογίας

Hn
sing.(X,A;M) := Hn(S‚(X,A;R);M) = Hn(S‚(X,A;M))

49Προσοχή! Έχουμε φ(σ ˝ bq) P R και το “¨” δηλοί εδώ τον συνήθη βαθμωτό πολλαπλασιασμό ενός στοιχείου τού
R με ένα στοιχείο τού Sp(X;R) (εν προκειμένω, το σ ˝ ap).
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τού (X,A) με συντελεστές ειλημμένους από τον M, όπου

S‚(X,A;M) := HomR(S‚(X,A;R),M).

Μέσω αυτών και μέσω των συνδετικών ομομορφισμών

Bn(X,A;M) : H
sing.
n (X,A;M) ÝÑ H

sing.
n´1(A;M),

Bn(X,A;M) : Hn
sing.(A;M) ÝÑ Hn+1

sing. (X,A;M),

(των προκυπτόντων από τους συνήθεις Bn(X,A) και Bn(X,A) ύστερα από παρεμ-
βολή των ´ bRidM και HomR(´,M)) σχηματίζονται ζεύγη (H

sing.
‚ , B

sing.
‚ )M και

(H‚
sing., B

‚
sing.)M , τα οποία μπορούν να ιδωθούν ως ιδιάζουσα M -θεωρία ομολογίας

και ιδιάζουσα M -θεωρία συνομολογίας, αντιστοίχως, επί τής Top[2], καθώς είναι
εύκολη η απόδειξη τού ότι τα αντίστοιχα αξιώματα των Eilenberg και Steenrod πλη-
ρούνται όταν κανείς αντικαταστήσει τον R με τον M. (Παρομοίως, είναι δυνατόν
να ορισθεί και μονοπλεκτικήM -θεωρία ομολογίας και μονοπλεκτικήM -θεωρία συ-
νομολογίας επί τής Top

[2]
triang. ή τής Top

[2],abs.
triang. , και να αποδειχθεί «M -ανάλογο» τού

θεωρήματος D.2.36.)

D.3 Η ΕΝΔΙΑΜΕΣΗ ΟΜΟΛΟΓΙΚΩΣ
ΕΠΙΤΡΕΠΤΗ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ

Μεταξύ των κατηγοριών Top
[2]
triang. και Top[2] παρεμβάλλεται η κατηγορία Top

[2]
CW,

τα αντικείμενα τής οποίας είναι οι CW-χώροι. Επειδή αυτοί επιδέχονται κυτταρι-
κές διασπάσεις, η μελέτη των ιδιοτήτων τους, καθώς και ορισμενές υπολογιστικές
διαδικασίες (για τον προσδιορισμό τής θεμελιώδους ομάδας, των μοδίων ομολογίας
κ.ά.) γίνονται με μεθόδους συστηματικές και αρκούντως ευέλικτες.

D.3.1 Ορισμός. Λέμε ότι ένας τοπολογικός χώρος X επιδέχεται μια κυτταρική
διάσπαση (ή διάσπαση σε κύτταρα) όταν υπάρχει ένα σύνολο X υποχώρων τού
X που πληροί την ακόλουθη συνθήκη: Κάθε στοιχείο e P X είναι ένα κύτταρο
και X =

Ť

te | e P Xu. Ως n-διάστατο σκελετό ορίζουμε τον υπόχωρο

X(n) :=
Ť

te P X | dim(e) ď nu

(ενός τέτοιου X). Κατ’ αυτόν τον τρόπο λαμβάνουμε μια ακολουθία

∅ = X(´1) Ď X(0) Ď X(1) Ď ¨ ¨ ¨ Ď X(n´1) Ď X(n) Ď ¨ ¨ ¨ Ď X

υποχώρων με
Ť

ně0X
(n) = X. Για κάθε e P X συμβολίζουμε ως e την κλειστή

θήκη τού e εντός τού X και ως Be := e ∖ e τη μεθόριο τού e. (Ενίοτε, για να
δηλώσουμε μια κυτταρική διάσπαση, αντί τού X γράφουμε (X,X).)
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D.3.2 Ορισμός. ΈστωX ένας τοπολογικός χώρος που επιδέχεται μια κυτταρική
διάσπαση και έστω e = en ένα n-κύτταρο Ď X. Μια συνεχής απεικόνιση

ϕ = ϕe : Bn ÝÑ X,

για την οποία ισχύει ϕ(Sn´1) Ď X(n´1), με την ϕ|nB̊ : B̊n ÝÑ X απεικονίζουσα
το B̊n ομοιομορφικώς επί τού e, καλείται χαρακτηριστική απεικόνιση τού e. Ο
περιορισμός ϕ|Sn´1 : Sn´1 ÝÑ X(n´1) καλείται απεικόνιση επικολλήσεως (ή
προσαρτήσεως) τού e.

D.3.3 Πρόταση. Εάν ο X (όπως στο εδ. D.3.2) είναι χώρος Hausdorff, τότε έχουμε
e = ϕ(Bn) Ď X(n´1) Y e και Be = ϕ(Sn´1) Ď X(n´1). Ιδιαιτέρως, τα e και Be είναι
συμπαγή, η ϕ : Bn ÝÑ e ταυτισμική απεικόνιση (βλ. B.2.7) και η συνεχής απεικό-
νιση τοπολογικών ζευγών ϕ : (Bn,Sn´1) ÝÑ (e, Be) σχετικός ομοιομορφισμός (βλ.
B.7.6).

Αποδειξη. Λόγω τής συνεχείας τής ϕ έχουμε ϕ(Bn) Ď e. Επειδή το ϕ(Bn) είναι
συμπαγές, εάν οX είναι χώρος Hausdorff, το ϕ(Bn) είναι κλειστό. Κατά συνέπειαν,

e Ď ϕ(Bn) ùñ e Ď ϕ(Bn) ùñ e = ϕ(Bn).

(Διεξοδικότερα, μπορούμε να γράψουμεϕ(B̊nYSn´1) = eYBe.) Επειδή ϕ(B̊n) = e,

έχουμε Be Ď ϕ(Sn´1). Επίσης, επειδή ϕ(Sn´1) Ď X(n´1) και e X X(n´1) = ∅,
έχουμε ϕ(Sn´1) Ď Be. Άρα ισχύει η ισότητα ϕ(Sn´1) = Be.

D.3.4 Ορισμός. Ένας CW-χώρος ή ένα CW-σύμπλεγμα (CW complex) είναι ένας
τοπολογικός χώρος X επιδεχόμενος κυτταρική διάσπαση (X =

Ť

te | e P X) και
εφοδιασμένος με μια οικογένεια tϕe | e P Xu χαρακτηριστικών απεικονίσεων
(και, κατ’ επέκταση, με σχετικούς ομοιομορφισμούς ϕe : (Bn,Sn´1) ÝÑ (e, Be)
για κάθε n-κύτταρο e P X και για κάθε n P N0), ούτως ώστε να πληρούνται οι
εξής συνθήκες:
(C) [= closure finiteness]: Για κάθε e P X, το e έχει μη κενή τομή με πεπερασμένου
πλήθους κύτταρα τού X.

(W) [= weak topology]: Κάθε υπόχωρος A τού X, για τον οποίον η τομή A X e
είναι κλειστή εντός τού e, @e P X, είναι κλειστός υπόχωρος τού X. (Τούτη η
συνθήκη ισοδυναμεί με το ότι ο X είναι εφοδιασμένος με την ασθενή τοπολογία
ως προς την οικογένεια50 te | e P Xu.)
Ένας CW-χώρος X ονομάζεται

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

d-διάστατος ðñ
ορσ.

X(d´1) Ř X(d) = X,

απειροδιάστατος ðñ
ορσ.

X(n) Ř X, @n P N0,

πεπερασμένος CW-χώρος ðñ
ορσ.

card(X) ă 8,

άπειρος CW-χώρος ðñ
ορσ.

card(X) = 8.
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[Εάν ο τοπολογικός χώρος X επιδέχεται μια άλλη κυτταρική διάσπαση, ας πούμε
X =

Ť

te | e P X1u, τότε οι διαστάσεις των CW-χώρων (X,X) και (X,X1) είναι ίσες.]

D.3.5 Σημείωση. Η έννοια των «CW-χώρων» εισήχθη το51 1949 από τον J.H.C.
Whitehead52 και σύντομα καθιερώθηκε στη διεθνή βιβλιογραφία.

J.H.C. Whitehead

Ειδικά συγγράμματα αφιερωμένα στην ενδελεχή μελέτη των CW-χώρων είναι αυτά
των Cooke & Finney [98], Lundell & Weingram [100] και Fritsch & Piccinini [99].

D.3.6 Παραδείγματα. (i) Όταν το πλήθος των διαθέσιμων κυττάρων είναι πεπε-
ρασμένο, τότε οι συνθήκες (C) και (W) πληρούνται αυτομάτως. Ως εκ τούτου, κάθε
χώρος Hausdorff που επιδέχεται διάσπαση σε πεπερασμένου πλήθους κύτταρα, κα-
θένα των οποίων είναι εφοδιασμένο με μια χαρακτηριστική απεικόνιση, είναι CW-
χώρος.
(ii) Κάθε τριγωνίσιμος τοπολογικός χώρος X είναι CW-χώρος53. Εάν το ζεύγος
(K,h) είναι ένας τριγωνισμός τού X (βλ. εδ. D.1.21) και εάν ορίσουμε ως X το σύ-
νολο X := th(̊s) | s P Ku, τότε ο X γράφεται προφανώς ως ένωση των στοιχείων
τού X.ΈστωK(n) το υποσύμπλεγμα τούK το απαρτιζόμενο από όλα τα μονόπλοκα
s P K με dim(s) ď n.Έστω s τυχόν n-μονόπλοκο τούK.Θέτοντας ϕs := (h|s) ˝as,
όπου as : (Bn,Sn´1) ÝÑ (s, Bs) οιοσδήποτε ομοιομορφισμός τοπολογικών ζευγών,
η ϕs είναι χαρακτηριστική απεικόνιση για το s και (επειδή τα μονόπλοκα τούK είτε
δεν τέμνονται είτε τέμνονται κατά μήκος κοινών τους πλευρών) μπορεί να θεωρηθεί

50Αυτό σημαίνει ότι ένα υποσύνολο U τού X είναι ανοικτό εντός του εάν και μόνον εάν το U X e είναι ανοικτό
υποσύνολο τού e για κάθε e P X.

51J.H.C. Whitehead: Combinatorial Homotopy, Bulletin of the American Math. Society 55 (1949), 213-245 & 453-496.
52Whitehead, John Henry Constantine (11/11/1904-8/5/1960). Βρετανός μαθηματικός. Σπούδασε στην Οξφόρδη.

Εξεπόνησε τη διδακτορική του διατριβή υπό τον Oswald Veblen (1880-1960) το 1930 στο Princeton και συνέγραψε μα-
ζί του το βιβλίο Foundation of Differential Geometry (1932), στο οποίο (μεταξύ άλλων) περιλαμβάνεται και η αξιωματική
θεμελίωση τής εννοίας τού διαφορίσιμου πολυπτύγματος (differentiable manifold) που παραμένει εν χρήσει μέχρι των
ημερών μας. Κατόπιν τούτου η έρευνά του επικεντρώθηκε σε ποικίλα αλγεβροτοπολογικά προβλήματα. Θεωρείται δι-
καίως ως ένας εκ των κύριων διαμορφωτών τής σύγχρονης Θεωρίας Ομοτοπίας. (Υπήρξε συγγραφέας 90 πρωτότυπων
ερευνητικών εργασιών.) Από το 1947 έως τον πρόωρο θάνατό του (το 1960) δίδαξε ως καθηγητής των Θεωρητικών
Μαθηματικών στο Balliol College τής Οξφόρδης. Επίσης, κατά την τριετία 1953-1955 διετέλεσε πρόεδρος τής London
Mathematical Society.

53Το αντίστροφο δεν είναι εν γένει αληθές. Για ένα απλό παράδειγμα ενός τριδιάστατου CW-χώρου (κατασκευαζό-
μενου μέσω κατάλληλης προσαρτήσεως ενός 3-κυττάρου στον δίσκο B2) που δεν είναι τριγωνίσιμος βλ. Shastri [85],
Example 2.7.11, σελ. 105-106. Επίσης, για ένα παρόμοιο παράδειγμα, βλ. Fritsch & Piccinini [99], σελ. 128-130. Από
την άλλη πλευρά, όταν ο υποκείμενος τοπολογικός χώρος ενός CW-χώρου είναι κανονικός (regular), η ύπαρξη τριγω-
νισμού είναι διασφαλισμένη. (Βλ. [99], Theorem 3.4.1, σελ. 130.)
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ως σχετικός ομοιομορφισμός

(Bn, Sn´1)

ϕs

66

as // (s, Bs)
h|s

// (h(̊s) Y

ˇ

ˇ

ˇ
K(n´1)

ˇ

ˇ

ˇ
,
ˇ

ˇ

ˇ
K(n´1)

ˇ

ˇ

ˇ
)

(καθότι η ϕs : Bn ↠ ϕs(Bn) είναι ομοιομορφισμός). Άρα ο X « |K| είναι όντως
CW-χώρος.
(iii) Η επιφάνεια ενός κύβου, ενός δωδεκάεδρου κ.λπ. είναι CW-χώροι. Αρκεί να
θεωρήσουμε τις κορυφές ως τα 0-κύτταρα, τις ανοικτές ακμές ως τα 1-κύτταρα και
τις ανοικτές έδρες ως τα 2-κύτταρα τού χώρου μας. Εν προκειμένω τα 2-κύτταρα
δεν είναι (ανοικτά) μονόπλοκα!

126 õðïìíçóåéò áðï ôçí ôïðïëïãéá

ÅéäéêÜ óõããñÜììáôá áöéåñùìÝíá óôçí åíäåëå·Þ ìåëÝôç ôùí CW-·þñùí åßíáé

áõôÜ ôùí Cooke & Finney [21], Lundell & Weingram [67] êáé Fritsch & Piccinini

[36].

1.20.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¼ôáí ôï ðëÞèïò ôùí äéáèÝóéìùí êõôôÜñùí åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíï, ôüôå ïé óõíèÞêåò (C) êáé (W) ðëçñïýíôáé áõôïìÜôùò. Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå
·þñïò Hausdorff ðïõ åðéäÝ·åôáé äéÜóðáóç óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êýôôáñá,
êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç, åßíáé
CW-·þñïò.

(ii) ÊÜèå ôñéãùíßóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åßíáé CW-·þñïò100. ÅÜí ôï æåýãïò
() åßíáé Ýíáò ôñéãùíéóìüò ôïý  (âë. åä. 1.19.23) êáé åÜí ïñßóïõìå ùò X ôï
óýíïëï X := {(s◦) | s ∈ } ôüôå ï  ãñÜöåôáé ðñïöáíþò ùò Ýíùóç ôùí óôïé-
·åßùí ôïý X ¸óôù () ôï õðïóýìðëåãìá ôïý  ôï áðáñôéæüìåíï áðü üëá ôá
ìïíüðëïêá s ∈  ìå dim(s) ≤  ¸óôù s ôõ·üí -ìïíüðëïêï ôïý  ÈÝôïíôáò
φs := (|s) ◦ s üðïõ s : (BS−1) −→ (s s) ïéïóäÞðïôå ïìïéïìïñöéóìüò
ôïðïëïãéêþí æåõãþí, ç φs åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêüíéóç ãéá ôï s êáé (åðåéäÞ
ôá ìïíüðëïêá ôïý  åßôå äåí ôÝìíïíôáé åßôå ôÝìíïíôáé êáôÜ ìÞêïò êïéíþí ôïõò
ðëåõñþí) ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ó·åôéêüò ïìïéïìïñöéóìüò

(BS−1)

φs

66

s // (s s)
|s // ((s◦) ∪

¯̄̄
(−1)

¯̄̄
(−1))

(êáèüôé ç φs : B
 ³ φs(B

) åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò). ¢ñá ï  ≈ || åßíáé üíôùò
CW-·þñïò.

(iii) Ç åðéöÜíåéá åíüò êýâïõ (âë. ó·. 1.??), åíüò äùäåêÜåäñïõ ê.ëð. åßíáé CW-

·þñïé. Áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôéò êïñõöÝò ùò ôá 0-êýôôáñá, ôéò áíïéêôÝò áêìÝò ùò

ôá 1-êýôôáñá êáé ôéò áíïéêôÝò Ýäñåò ùò ôá 2-êýôôáñá ôïý ·þñïõ ìáò. Åí ðñïêåé-

ìÝíù ôá 2-êýôôáñá äåí åßíáé (áíïéêôÜ) ìïíüðëïêá!

Ó·Þìá 1.??

100Ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. Ãéá Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá åíüò ôñéäéÜóôáôïõ CW-·þñïõ (êáôáóêåõáæüìå-

íïõ ìÝóù êáôÜëëçëçò ðñïóáñôÞóåùò åíüò 3-êõôôÜñïõ óôïí äßóêï B2) ðïõ äåí åßíáé ôñéãùíßóéìïò âë. Shastri [107],

Example 2711 óåë. 105-106. Åðßóçò, ãéá Ýíá ðáñüìïéï ðáñÜäåéãìá, âë. Fritsch & Piccinini [36], óåë. 128-130
Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, üôáí ï õðïêåßìåíïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åíüò CW-·þñïõ åßíáé êáíïíéêüò (regular), ç ýðáñîç

ôñéãùíéóìïý åßíáé äéáóöáëéóìÝíç. (Âë. [36], Theorem 341 óåë. 130)

(iv) Η μοναδιαία σφαίρα Sd είναι ένας CW-χώρος.
(α) Έστω e0 := P+ ο βόρειος πόλος (δηλ. ένα 0-κύτταρο) τής Sd. Το συμπλήρω-
μα ed := Sd ∖ te0u είναι ένα d-κύτταρο (πρβλ. B.1.3 (iv)). Η Sd διασπάται σε δύο
κύτταρα: Sd = te0u Y tedu. Θέτοντας

#

ϕe0 : B0 ÝÑ Sd, x ÞÝÑ ϕe0(x) := e0, και για x = (x1, ..., xd)

ϕed : Bd ÝÑ Sd, x ÞÝÑ ϕed(x) := (2||x||2 ´ 1, 2x1
a

1 ´ ||x||2, ..., 2xd
a

1 ´ ||x||2)

την καθιστούμε CW-χώρο με τις ϕe0 ,ϕed ως χαρακτηριστικές απεικονίσεις.

(∅ = (Sd)´1 Ř (Sd)(0) = te0u = ... = (Sd)(d´1) Ř (Sd)(d) = (Sd)(d+1) = ...)

(β) Ένας δεύτερος τρόπος εφοδιασμού τής Sd με τη δομή ενός CW-χώρου είναι ο
εξής: Θεωρούμε την ακολουθία σφαιρών

S0 Ř S1 Ř ¨ ¨ ¨ Ř Sd´1 Ř Sd

εκλαμβάνοντας καθεμία εξ αυτών ως τον «ισημερινό» τής επομένης (πρβλ. B.1.3
(iv)) καθώς και τα κύτταρα (= ανοικτά ημισφαίρια)

ej+ :=
˝

S j
+ := tx P Sj |xj+1 ą 0u, ej´ :=

˝

S j
´ := tx P Sj |xj+1 ă 0u
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για j = 0, 1, ..., d. Οι ορθογώνιες προβολές

ϕej˘
: Bj ÝÑ Sd, (x1, ..., xj) = x ÞÝÑ ϕej˘

(x) := (x1, ..., xj ,˘
a

1 ´ ||x||2, 0, ..., 0),

με ϕej˘
(Bj) « Sj˘ Ď Sd, μπορούν να παίξουν τον ρόλο χαρακτηριστικών απεικονί-

σεων, ούτως ώστε η Sd να καταστεί εκ νέου CW-χώρος.

(v) Για τον d-διάστατο πραγματικό προβολικό χώρο έχουμε PdR « Sd/ xαdy , όπου

αd : Sd ÝÑ Sd, x ÞÝÑ αd(x) := ´x,

η αντιποδική απεικόνιση. Για κάθε φυσικό αριθμό k ě 1 ορίζουμε ως pk τη φυσική
επίρριψη

pk : Sk ÝÑ Sk/ xαky .

Επίσης, ορίζουμε τη συνεχή απεικόνιση:

βk : Bk ÝÑ Sk, βk(ξ0, ..., ξk´1) := (ξ0, ..., ξk´1,
b

1 ´
řk´1
j=1 |ξj |2),

καθώς και τη σύνθεση:
ϕk = pk ˝ βk : Bk ÝÑ PkR.

Είναι εύκολος ο έλεγχος τού ότι η ϕk |̊Bk : B̊k ÝÑ PkR ∖ Pk´1
R είναι ομοιομορφι-

σμός. Άρα το PdR είναι ένας CW-χώρος με τις ϕk, k P t0, ..., du, ως χαρακτηριστικές
απεικονίσεις και

X = tPdR ∖ Pd´1
R

looooomooooon

«ed

,Pd´1
R ∖ Pd´2

R
loooooomoooooon

«ed´1

, ...,P1
R ∖ P0

R
looomooon

«e1

, P0
R

loomoon

«e0

u,
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οπότε
PdR « e0 Y e1 Y e2 Y ...Y ed. (D.10)

(vi) Κατ’ αναλογίαν, ο χώρος φακού L(p, q) = S3/Zp (βλ. εδ. B.4.8) διαθέτει μια
κυτταρική διάσπαση

L(p, q) «
p´1
Ť

j=0

(e0j Y e1j Y e2j Y e3j ). (D.11)

έχουσα p κύτταρα σε κάθε δυνατή διάσταση54:

e0j :=
!

(z0, z1) P S3
ˇ

ˇ

ˇ
arg(z0) = 2πj

p και z1 = 0
)

,

e1j :=
!

(z0, z1) P S3
ˇ

ˇ

ˇ

2πj
p ă arg(z0) ă

2π(j+1)
p και z1 = 0

)

,

e2j :=
!

(z0, z1) P S3
ˇ

ˇ

ˇ
arg(z1) = 2πj

p

)

,

e3j :=
!

(z0, z1) P S3
ˇ

ˇ

ˇ

2πj
p ă arg(z1) ă

2π(j+1)
p

)

,

για j P t0, 1, ..., p´ 1u.

(vii) Υπάρχουν ευρείες κλάσεις τοπολογικών πολυπτυγμάτων τα οποία είναι CW-
χώροι μέχρις ομοτοπικής ισοδυναμίας. Βλ. θεώρημα D.3.8.

D.3.7 Ορισμός. Ένας τοπολογικός χώρος ονομάζεται διαχωρίσιμος όταν δια-
θέτει ένα αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο.

D.3.8 Θεώρημα (O. Hanner, 1951). Κάθε διαχωρίσιμος τοπικώς ευκλείδειος τοπο-
λογικός χώρος55 είναι ομοτοπικώς ισοδύναμος με κάποιον CW-χώρο.

Αποδειξη. Βλ. [99], Corollary 5.2.4, σελ. 228, και [100], Corollary 5.7, σελ. 135.

D.3.9 Ορισμός. Έστω X ένας CW-χώρος και έστω A ένας υπόχωρός του, ο
οποίος γράφεται ως ένωση κυττάρων τούX.ΟA ονομάζεται CW-υπόχωρος τού
X (και το (X,A) CW-ζεύγος) όταν ισχύει μία (και, κατ’ επέκταση, και οι τρεις)
εκ των κάτωθι ισοδυνάμων συνθηκών:
(i) O A, με τα εντός αυτού ανήκοντα κύτταρα τού X, αποτελεί αφ’ εαυτού έναν
CW-χώρο.
(ii) O A είναι κλειστός υπόχωρος τού X.
(iii) Για κάθε κύτταρο e Ď A έχουμε e Ď A.

54Κάθε z P C∖t0u γράφεται υπό την πολική του μορφή ως z = ρ exp(iθ), όπου i η φανταστική μονάδα, ρ ą 0 και
θ = arg(z) P [0, 2π).

55Επειδή κάθε διαχωρίσιμος τοπολογικός χώρος είναι και 2ος αριθμήσιμος, μεταξύ αυτών συμπεριλαμβάνονται και
τα τοπολογικά πολυπτύγματα.
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D.3.10 Σημείωση. (i) Τομές και ενώσεις CW-υποχώρων ενός CW-χώρου αποτε-
λούν CW-υπόχωρους (λόγω των D.3.9 (ii) και (iii), αντιστοίχως).
(ii) Οι σκελετοί CW-χώρων είναι CW-υπόχωροι αυτών λόγω τού D.3.9 (iii) και τής
προτάσεως D.3.3. Γενικότερα, εάν η (enj )jPJ είναι μια οικογένεια n-κυττάρων ανη-
κόντων σε έναν CW-χώρο X , τότε η ένωση X(n´1) Y

Ť

jPJ e
n
j αποτελεί έναν CW-

υπόχωρο τούX . Για τον ίδιο λόγο, οι συνεκτικές συνιστώσες οιουδήποτε CW-χώρου
X είναι CW-υπόχωροι αυτού και ο X γράφεται ως το τοπολογικό άθροισμα των
συνεκτικών συνιστωσών του (με καθεμιά εξ αυτών να είναι το συμπλήρωμα των
υπολοίπων ανοικτών). Εν προκειμένω, κάθε συνεκτική συιστώσα τού X είναι δρο-
μοσυνεκτική του συνιστώσα, και αντιστρόφως!

Oι CW-χώροι είναι δυνατόν να διαθέτουν απείρου πλήθους κύτταρα. Εν τοιαύτη
περιπτώσει, οι συνθήκες (C) και (W) τού D.3.4 είναι αποφασιστικής σημασίας για
τη δομή των θεωρουμένων χώρων. Κατ’ αρχάς, τα διαθέσιμα κύτταρα δεν μπορούν
να «συσσωρεύονται», όπως δείχνει η ακόλουθη:

D.3.11 Πρόταση. Έστω X ένας CW-χώρος και έστω A Ď X ένας υπόχωρός του,
η τομή τού οποίου με καθένα των κυττάρων τού X αποτελείται το πολύ από ένα
σημείο. Τότε ο A είναι διακριτός υπόχωρος τού X .

Αποδειξη. Για κάθε B Ď A και για κάθε κύτταρο e Ď X η τομή B X e είναι είτε
κενή είτε ένα μονοσύνολο. Λόγω τής συνθήκης D.3.4 (C) η τομή B X e απαρτίζεται
το πολύ από πεπερασμένου πλήθους σημεία, οπότε είναι κλειστή εντός τού e. Έτσι,
λόγω τής συνθήκης D.3.4 (W), τοB είναι κλειστό εντός τούX . Επειδή, λοιπόν, κάθε
υποσύνολο τού A είναι κλειστό εντός τού X , ο A είναι διακριτός υπόχωρος τού
X.

D.3.12 Παραδείγματα. (i) Όλοι οι μηδενοδιάστατοι CW-χώροι είναι διακριτοί.
(ii) Το χαβανέζικο σκουλαρίκιΗΕ :=

Ť

nPN
t(x, y) P R2 | (x´ 1

n )
2+y2 = 1

n2 u που ορί-

σθηκε στο εδάφιο B.2.11 (iii) (c) επιδέχεται κυτταρική διάσπαση (με ένα 0-κύτταρο
και άπειρα-αριθμήσιμα 1-κύτταρα), αλλά δεν είναι CW-χώρος, καθότι τα 1-κύτταρά
του συσσωρεύονται πλησίον τού 0-διάστατου κυττάρου του, κάτι που παραβιάζει
τη συνθήκη D.3.4 (W).
(iii) Η πραγματική ευθεία R, διασπώμενη σε κύτταρα, και συγκεκριμένα στους α-
κεραίους αριθμούς (0-κύτταρα) και στα μεταξύ αυτών ευρισκόμενα (ανοικτά) δια-
στήματα (1-κύτταρα), είναι ένας CW-χώρος56. Κατ’ επέκταση, ο ευκλείδειος χώρος
Rn είναι CW-χώρος έχων ως κύτταρά του τα καρτεσιανά γινόμενα των ως άνω 0-
και 1-κυττάρων. (Πρβλ. D.3.16 (v).)

D.3.13 Πρόταση. Έστω X ένας CW-χώρος. Τότε κάθε συμπαγές A Ď X περιέ-
χεται σε έναν πεπερασμένο CW-υπόχωρο τού X. Ιδιαιτέρως, ένας CW-χώρος είναι
συμπαγής εάν και μόνον εάν διαθέτει μια κυτταρική διάσπαση αποτελούμενη από
πεπερασμένου πλήθους κύτταρα.

56Για το ότι πληρούται η D.3.4 (W), βλ. [38], Charter III, Theorem 9.3, σελ. 83, και Chapter VI, §8, Ex. 2, σελ. 131.
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Αποδειξη. Από κάθε κύτταρο e Ď X , για το οποίο ισχύει e X A ‰ ∅, επιλέγουμε
ένα σημείο τού eXA. Κατά την πρόταση D.3.11 το σύνολο αυτών των σημείων είναι
διακριτό και, κατ’ επέκταση, πεπερασμένο (αφού ανήκει στο A). Άρα το A διαθέ-
τει μη κενή τομή με πεπερασμένου πλήθους κύτταρα τού X . Επειδή κάθε κύτταρο
ανήκει σε έναν πεπερασμένο CW-υπόχωρο τού X (όπως κανείς μπορεί εύκολα να
αποδείξει κάνοντας χρήση επαγωγής επί τής διαστάσεως τού κυττάρου μέσω τής
προτάσεως D.3.3 και τής συνθήκης D.3.4 (C)), το ίδιο ισχύει και για το A.

D.3.14 Ορισμός. Μια συνεχής απεικόνιση f : X ÝÑ Y μεταξύ CW-χώρων
καλείται κυτταρική απεικόνιση όταν f(X(n)) Ď Y (n) για κάθε n P N0.

D.3.15 Σημείωση. Η κατηγορία TopCW των CW-χώρων (με τις κυτταρικές απεικο-
νίσεις ως μορφισμούς της) είναι μια υποκατηγορία τής κατηγορίας Top και η κα-
τηγορία Top

[2]
CW των CW-ζευγών D.3.9 (με τις κυτταρικές απεικονίσεις CW-ζευγών

f : (X,A) ÝÑ (Y,B), ήτοι με κυτταρικές απεικονίσεις f : X ÝÑ Y, όπου
f(A) Ď B, ως μορφισμούς της) είναι μια υποκατηγορία τής κατηγορίας Top[2].Μια
σημαντική υποκατηγορία τής Top

[2]
CW είναι η Top

[2]
fin.CW, ήτοι η κατηγορία η αποτε-

λούμενη από πεπερασμένα CW-ζεύγη.

D.3.16 Πρόταση. Εάν οι X,Y είναι CW-χώροι, τότε το καρτεσιανό γινόμενό τους
X ˆY επιδέχεται το X = teˆ e1 | eκύτταρο Ď X, e1 κύτταρο τού Y u ως κυτταρική
διάσπασή του, για την οποία ισχύουν τα εξής:
(i) (X ˆ Y )(n) = (X(0) ˆ Y (n)) Y (X(1) ˆ Y (n´1)) Y ...Y (X(n) ˆ Y (0)).

(ii) e ˆ e1 = e ˆ e1, B(e ˆ e1) = (Be) ˆ e1 Y e ˆ (Be1), @e ˆ e1 P X.

(iii) Τα κύτταρα τού X πληρούν τη συνθήκη D.3.4 (C).

(iv) Εάν το e ˆ em είναι ένα κύτταρο τού X και το e1 = e1n ένα κύτταρο τού Y με
τις ϕe,ϕe1 ως χαρακτηριστικές απεικονίσεις τους, τότε η

(ϕe ˆ ϕe1) ˝ h : Bm+n ÝÑ X ˆ Y

είναι χαρακτηριστική απεικόνιση για το e ˆ e1 P X, όπου h : Bm+n «
ÝÑ Bm ˆ Bn

οιοσδήποτε ομοιομορφισμός.
(v) Εάν είτε οX είτε ο Y είναι τοπικώς συμπαγής, τότε ο (XˆY,X) είναι CW-χώρος.

Αποδειξη. Βλ. Stöcker & Zieschang [87], Satz 4.2.9, σελ. 94.

D.3.17 Σημείωση. Αξίζει να επισημανθεί ότι η κατηγορία TopCW των CW-χώρων
δεν είναι προσθετική. Εάν X,Y είναι δυο CW-χώροι, τότε είναι δυνατόν να εφο-
διασθεί το καρτεσιανό τους γινόμενο με τη δομή ενός CW-χώρου, χωρίς ωστόσο
ο προκύπτων τοπολογικός χώρος να είναι κατ’ ανάγκην ομοιομορφικός τού χώρου
γινομένου (όπως, π.χ., συμβαίνει όταν ένας εκ των X,Y είναι τοπικώς συμπαγής ή
όταν αμφότεροι οι X,Y διαθέτουν το πολύ αριθμησίμου πλήθους κύτταρα). Για το
κλασικό αντιπαράδειγμα τού C.H. Dowker (1953) βλ. Hatcher [68], σελ. 524-525,
και Fritsch & Piccinini [99], §2.2, Example 2, σελ. 59-60.
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D.3.18 Θεώρημα. Κάθε CW-χώρος είναι τοπικώς δρομοσυνεκτικός.

Αποδειξη. Βλ., π.χ., Rotman [84], Theorem 8.25, σελ. 207-208.

D.3.19 Πόρισμα. Ένας CW-χώρος είναι συνεκτικός εάν και μόνον εάν είναι δρο-
μοσυνεκτικός.

D.3.20 Λήμμα. Έστω (X,X) ένας CW-χώρος. Εάν η κυτταρική διάσπαση τού X
γίνεται μέσω τής ακολουθίας υποχώρων

∅ = X(´1) Ď X(0) Ď X(1) Ď ¨ ¨ ¨ Ď X(m´1) Ď X(m) Ď ¨ ¨ ¨ Ď X,

τότε για κάθε μη τετριμμένο μεταθετικό δακτύλιο R, για κάθε m P N0 και για κάθε
n P Z έχουμε

H
sing.
n (X(m), X(m´1);R) –

#

R(t ePX| dim(e)=mu), όταν n = m,

t0u, όταν n P Z∖tmu.

Επιπροσθέτως, H sing.
n (X(m);R) – t0u για n ą m, και H sing.

n (X;R) – t0u στην
περίπτωση όπου ο X είναι πεπερασμένος και n ą dim(X).

Αποδειξη. Βλ. Hatcher [68], Lemma 2.34, σελ. 137-139.

D.3.21 Ορισμός. Έστω (X,X) ένας CW-χώρος (όπως στο λήμμα D.3.20). Για
κάθε n P Z ορίζουμε

Wn(X;R) :=

$

&

%

H
sing.
n (X(n), X(n´1);R) –

D.3.20
R(t ePX| dim(e)=nu), όταν n ě 0,

t0u, όταν n ă 0,

καθώς και τον ομομορφισμό R-μοδίων

dCW
n :Wn(X;R) ÝÑ Wn´1(X;R)

ως τη σύνθεση

Wn(X;R)
44

Bsing.
n // H

sing.
n´1(X

(n´1);R)
H

sing.
n´1(jn´1)

// Wn´1(X;R)

όπου B
sing.
n = B

sing.
n (X(n), X(n´1)) και jn´1 : X(n´1) ãÑ (X(n´1), X(n´2)) η συ-

νήθης ένθεση.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι το W‚(X;R) = (Wn(X;R), d
CW
n )nPZ αποτελεί ένα αλυ-

σωτό σύμπλοκο (υπό την έννοια τού ορισμού 3.2.1).
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D.3.22 Ορισμός. Ως n-οστός μόδιος κυτταρικής ομολογίας τού (X,X) με συντε-
λεστές ειλημμένους από τον R ορίζεται ο R-μόδιος

HCW
n (X;R) := Hn(W‚(X;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού αλυσωτού συμπλόκου W‚(X;R).

Εάν ο (A,X1) είναι ένας CW-υπόχωρος τού CW-χώρου (X,X) (όπου X1 Ď X και
A =

Ť

te| e P X1u), τότε θέτοντας Xn
A := X(n) X A για κάθε n ě ´1 παρατηρούμε

ότι X =
Ť

ně´1X
n
A και ότι ο X είναι εφοδιασμένος με την ασθενή τοπολογία ως

προς την οικογένεια tXn
A|n ě ´1u . Εν συνεχεία, θέτοντας

Wn(XA;R) :=

#

H
sing.
n (X

(n)
A , X

(n´1)
A ;R), όταν n ě 0,

t0u, όταν n ă 0,

αποδεικνύεται (κατ’ αναλογίαν προς το λήμμα D.3.20, βλ. [84], σελ. 218) ότι

Wn(XA;R) – R(t ePX∖X1| dim(e)=nu).

Ορίζοντας (και σε αυτήν την περίπτωση) τον

dCW
n :Wn(XA;R) ÝÑ Wn´1(XA;R)

όπως πριν, με μόνη διαφορά την αντικατάσταση τωνX(n) με ταXn
A, αποδεικνύεται

εύκολα ότι και το
W‚(XA;R) = (Wn(XA;R), d

CW
n )nPZ

είναι ένα αλυσωτό σύμπλοκο.

D.3.23 Ορισμός. Ως n-οστός (σχετικός) μόδιος κυτταρικής ομολογίας τού CW-
ζεύγους (X,A) με συντελεστές ειλημμένους από τον R ορίζεται ο R-μόδιος

HCW
n (X,A;R) := Hn(W‚(XA;R)),

ήτοι ο n-οστός μόδιος ομολογίας τού αλυσωτού συμπλόκου W‚(XA;R).

D.3.24 Θεώρημα. Εάν (X,X) είναι ένας CW-χώρος καιA ένας CW-υπόχωρός του,
τότε

HCW
n (X;R) – H

sing.
n (X;R), @n P Z,

και
HCW
n (X,A;R) – H

sing.
n (X,A;R), @n P Z.

Αποδειξη. Βλ. Rotman [84], Corollary 8.37 & Theorem 8.38, σελ. 216.

D.3.25 Σημείωση. (i) Σύμφωνα με το θεώρημα D.3.24, ο ορισμός των HCW
n (X;R)

και HCW
n (X,A;R) δεν εξαρτάται (μέχρις ισομορφισμού) από μια συγκεκριμένη ε-

πιλογή τής κυτταρικής διασπάσεως X.
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(ii) Μέσω τής βραχείας ακριβούς ακολουθίας αλυσωτών συμπλόκων

0‚
// W‚(X

1;R)
ι‚ // W‚(X;R)

p‚ // W‚(XA;R) // 0‚

επάγεται η μακρά ακριβής ακολουθία

¨ ¨ ¨ // HCW
n (A;R)

HCW
n (ι‚)

// HCW
n (X;R)

HCW
n (p‚)

// HCW
n (X,A;R)

BCW
n (X,A)

// HCW
n´1(A;R)

HCW
n´1(ι‚)

// HCW
n´1(X;R)

HCW
n´1(p‚)

// HCW
n´1(X,A;R) // ¨ ¨ ¨

με συνδετικούς ομομορφισμούς BCW
n , n P Z. (Βλ. θεώρημα 3.2.13.)

(iii) Δυνάμει των θεωρημάτων D.3.24 και D.2.27 (και τής ανωτέρω μακράς ακρι-
βούς ακολουθίας) μπορεί να αποδειχθεί ότι το ζεύγος (HCW

‚ , BCW
‚ ) αποτελεί μια

R-θεωρία ομολογίας (υπό την έννοια τού ορισμού C.1.6) επί τής (ομολογικώς ε-
πιτρεπτής) κατηγορίας Top[2]CW των CW-ζευγών. Αυτή ονομάζεται κυτταρική θεωρί-
α ομολογίας, είναι δε φυσικώς ισοδύναμη τού περιορισμού τής ιδιάζουσας επί τής
Top

[2]
CW.

§ Υπολογιστικά παραδείγματα. Στο σημείο αυτό θα παρατεθούν δύο παραδείγμα-
τα τοπολογικών χώρων, οι μόδιοι ομολογίας των οποίων είναι ευκολότερα προσ-
διορίσιμοι μέσω τής (HCW

‚ , BCW
‚ ). Αρχικώς, ο d-διάστατος πραγματικός προβολικός

χώρος PdR. Λόγω τής κυτταρικής διασπάσεως (D.10), έχουμε Wn(X;R) – R όταν
n P t0, 1, ..., du (και – t0u για οιαδήποτε άλλη τιμή τού n), οπότε η εύρεση των dCW

n

μας οδηγεί στο ακόλουθο57:

D.3.26 Θεώρημα. ΕάνR είναι ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος, τότε για
κάθε d P N και για κάθε n P Z έχουμε:

H sing.
n (PdR;R) – HCW

n (PdR;R) –

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

R, όταν

#

είτε n = 0

είτε n = d ” 1(mod 2)

R/2R, όταν

#

n ” 1(mod 2)

και 0 ă n ă d

t2(R), όταν

#

n ” 0(mod 2)

και 0 ă n ď d

t0u, αλλιώς,

(D.12)

όπου 2R := t2r| r P Ru και t2(R) := tr P R| 2r = 0Ru .

Αποδειξη. Βλ. Hu [72], §III.3, σελ. 130-138, Mayer [79], σελ. 217-219, Munkres [80],
σελ. 234-237, Vick [92], σελ. 60-63, ή Weintraub [94], σελ. 50-52.

Το δεύτερο παράδειγμα είναι αυτό τού χώρου φακού L(p, q). Λόγω τής κυτταρικής
διασπάσεως (D.11) λαμβάνουμε το ακόλουθο:

57Για έναν διαφορετικό (αλλά αρκετά περίπλοκο) τρόπο υπολογισμού (χωρίς τη χρήση CW-χώρων) βλ. Teleman [89],
§15, σελ. 179-189.
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D.3.27 Θεώρημα. Εάν p, q είναι ακέραιοι με 0 ď q ă p και μκδ(p, q) = 1, και R
τυχών μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος, τότε για κάθε n P Z έχουμε:

H
sing.
n (L(p, q);R) – HCW

n (L(p, q);R) –

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

R, όταν n P t0, 3u,

R/pR, όταν n = 1,

tp(R), όταν n = 2,

t0u, όταν n ě 3,

(D.13)

όπου pR := tpr| r P Ru και tp(R) := tr P R| pr = 0Ru .

Αποδειξη. Βλ. Hatcher [68], σελ. 144-146, και Hu [72], Chapter III, Theorem 5.7,
σελ. 148-149.

D.3.28 Σημείωση. Αξίζει να αναφερθεί ότι στη βιβλιογραφία συναντώνται και αρ-
κετά ειδικά τεχνάσματα που αποσκοπούν στον προσδιορισμό ομάδων ή μοδίων ι-
διάζουσας ομολογίας για τοπολογικούς χώρους που δεν είναι CW-χώροι. Επί πα-
ραδείγματι, για το ποιες είναι οι ομάδες ιδιάζουσας ομολογίας τού χαβανέζικου
σκουλαρικιού (των εδαφίων B.2.11 (iii) (c) και D.3.12 (ii)), βλ. το άρθρο των K.
Eda & K. Kawamura: The singular homology of Hawaiian earring, Journal of London
Mathematical Society (2) 62 (2000), 305-310.

§ Τύπος τού Euler. Αυτός εξακολουθεί να ισχύει και στην ευρύτερη κατηγορία
Topfin.CW.

D.3.29 Πρόταση («Τύπος τού Euler για πεπερασμένους CW-χώρους»). Έστω R

μια Π.Κ.Ι. και έστω X ένας πεπερασμένος CW-χώρος. Τότε ορίζεται η χ(X;R) και
για οιαδήποτε κυτταρική διάσπασή του X λαμβάνουμε

χ(X;R) =
ř

jě0

(´1)j cj ,

όπου cj := card(tj-κύτταρα τού Xu) .

Αποδειξη. Πανομοιότυπη εκείνης τής προτάσεως D.2.39.





Παράρτημα E

Τοπολογικά πολυπτύγματα

Η συλλογή όλων των τοπολογικών χώρων παραείναι «αχανής» για να μπορεί κανείς
να δουλέψει κατά τρόπο παραγωγικό εντός της χωρίς να υποχρεώνεται να εστιά-
ζει σε συγκεκριμένες επιλογές (βάσει κάποιων εύλογων κριτηρίων). Ανατρέχοντας,
π.χ., στον κατάλογο των διαφορετικών ορισμών και συνθηκών, μέσω των οποίων
γίνεται διάκριση ή κατάταξη των χώρων στο πλαίσιο τής Γενικής Τοπολογίας, δια-
πιστώνουμε ότι αναφύονται εκατοντάδες (αν όχι χιλιάδες) χώροι (απότοκοι συγκε-
κριμένων κατασκευών ή λύσεων προβλημάτων), άλλοτε «ευειδείς» άλλοτε «παρά-
ξενοι» και άλλοτε «ανεπαρκείς» ή και «εξοργιστικώς παθολογικοί1». Το ότι ένα
μεγάλο τμήμα τής μαθηματικής κοινότητας των τοπολόγων ασχολείται επί μακρόν
με χώρους «φιλικούς» και «οικείους», όπως τους τοπικώς ευκλείδειους, δεν οφείλε-
ται σε συμπτώσεις. Ίσως οι δημοφιλέστεροι μεταξύ αυτών των χώρων (ακόμη και
για όσους ασχολούνται με κλάδους τής Μαθηματικής Φυσικής) να είναι τα λεγό-
μενα τοπολογικά πολυπτύγματα (topological manifolds). Από αυτά αντλήθηκαν τα
περισσότερα παραδείγματα και οι περισσότερες κατασκευές που χρησιμοποιήθη-
καν στα κεφάλαια 7 και 8. Στο τελευταίο παράρτημα τής εργασίας παρατίθενται
ορισμένες βασικές ιδιότητες αυτών.

E.1 ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΙΣ ΟΡΙΣΜΟΙ
ΚΑΙ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

E.1.1 Ορισμός. Ας υποθέσουμε ότι d, d1 P N0 και ότι τα A Ď Rd, B Ď Rd1
είναι

ανοικτά υποσύνολα (ως προς τη συνήθη ευκλείδεια τοπολογία). Δοθέντος ενός
k P N0 Y t8u, μια απεικόνιση f : A ÝÑ B καλείται C k-απεικόνιση όταν η f
είναι συνεχής για k = 0, k φορές συνεχώς διαφορίσιμη2 για k P N, και απειράκις
διαφορίσιμη3 για k = 8.

1Π.χ., στο βιβλίο των J.A. Seebach & L.A. Steen: Counterexamples in Topology, second edition, Springer-Verlag, 1978,
εντοπίζεται μια μεγάλη ποικιλία «παράξενων» χώρων με κυμαινόμενου βαθμού χρησιμότητα και αξιακή τοποθέτηση.

2Αυτό σημαίνει ότι οι μερικές παράγωγοι όλων των συνιστωσών συναρτήσεών της μέχρι και τάξεως k υπάρχουν και
είναι συνεχείς επί τούA.

3Αυτό σημαίνει ότι οι συνιστώσες της συναρτήσεις έχουν συνεχείς μερικές παραγώγους κάθε τάξεως.
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E.1.2 Ορισμός. ΈστωX ένα μη κενό σύνολο και έστω d P N0.Ένας d-διάστατος
(τοπικός) χάρτης (d-dimensional (local) chart) (ή ένα d-διάστατο σύστημα συ-
ντεταγμένων) είναι ένα ζεύγος (U,Φ) αποτελούμενο από ένα υποσύνολο U Ď X

(που καλείται πεδίο ορισμού αυτού) και μια αμφίρριψη Φ : U ÝÑ U 1, όπου το4

U 1 είναι ανοικτό υποσύνολο τού Rd.

E.1.3 Ορισμός. Λέμε ότι δυο d-διάστατοι χάρτες (U,Φ) και (V,Ψ) ενός X ‰ ∅
είναι μεταξύ τους C k-συμβιβαστοί όταν είτε U X V = ∅ είτε U X V ‰ ∅ και
-ταυτοχρόνως- οι εικόνες Φ(U XV ) και Ψ(U XV ) είναι ανοικτά υποσύνολα τού
Rd και οι αμφιρρίψεις

Ψ ˝ (Φ´1
ˇ

ˇ

Φ(UXV )
) : Φ(U X V ) ÝÑ Ψ(U X V ),

Φ ˝ (Ψ´1
ˇ

ˇ

Ψ(UXV )
) : Ψ(U X V ) ÝÑ Φ(U X V ),

(καλούμενες ενίοτε απεικονίσεις μεταβάσεως (transition maps)) είναι C k-απει-
κονίσεις (ήτοι ομοιομορφισμοί για k = 0 και k-αμφιδιαφορίσεις για k P NYt8u).

E.1.4 Ορισμός. Μια οικογένεια A = (Ui,Φi)iPI d-διάστατων χαρτών ενός X
καθορίζει έναν d-διάστατο C k-άτλαντα τού X όταν

Ť

iPI Ui = X και ανά δύο οι
χάρτες οι ανήκοντες στην A είναι C k-συμβιβαστοί υπό την έννοια τού εδ. E.1.3.
Λέμε ότι δυο d-διάστατοι C k-άτλαντες A και B τού X είναι συμβιβαστοί όταν
η ένωσή τους A Y B αποτελεί έναν d-διάστατο C k-άτλαντα τού X.

4Εννοείται ότι το U 1 είναι ανοικτό ως προς τη συνήθη (ευκλείδεια) τοπολογία.
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E.1.5 Πρόταση. Η σχέση συμβιβαστότητας μεταξύ δυο d-διάστατων C k-ατλάντων
τού X ορίζει μια σχέση ισοδυναμίας “„d,k” επί τής κλάσεως όλων των d-διάστατων
C k-ατλάντων τού X.

Για δοθέντα d-διάστατον C k-άτλαντα A τούX συμβολίζουμε ως [A ]„d,k την κλάση
ισοδυναμίας αυτού ως προς την “„d,k” και θέτουμε

A max :=
Ť

␣

B| B P [A ]„d,k
(

.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι

A max =

#

d-διάστατοι χάρτες (U,Φ) τού X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(U,Φ) C k-συμβιβαστός

με κάθε χάρτη τού A

+

και ότι ο A max είναι ο μοναδικός μεγιστικός d-διάστατος C k-άτλας τού X που περιέχει τον
A . Είθισται να λέγεται ότι ο A καθορίζει μέσω τού A max μια C k-δομή επί τούX (και, ιδιαι-
τέρως, μια τοπολογική δομή όταν k = 0/ μια λεία δομή όταν k = 8.)

E.1.6 Πρόταση. Μέσω οιουδήποτε d-διάστατου C k-άτλαντα A = (Ui,Φi)iPI τού X ορίζε-
ται επί τού X μια τοπολογία

TA :=

#

W Ď X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Φi(Ui XW ) είναι ανοικτό

υποσύνολο τού Rd, @i P I

+

με τις εξής ιδιότητες:
(i) Ui P TA , η Φi : Ui ÝÑ U 1

i (:= Φi(Ui)) είναι ομοιομορφισμός για κάθε i P I και τα πεδία
ορισμού των χαρτών τού A max αποτελούν μια βάση τής TA .
(ii) A „d,k B ðñ TA = TB. Ιδιαιτέρως, TA =TA max .

(iii) Ο τοπολογικός χώρος (X,TA ) είναι τοπικώς συμπαγής και τοπικώς δρομοσυνεκτικός.
(iv) Ο τοπολογικός χώρος (X,TA ) είναι χώρος Hausdorff εάν και μόνον εάν για οιαδήποτε
x, y P X με x ‰ y υπάρχουν i, j P I και Zi, Zj P TA , ούτως ώστε

x P Zi Ď Ui, y P Zj Ď Uj και Zi X Zj = ∅.

E.1.7 Ορισμός. (i) Ένα μη κενό σύνολο X εφοδιασμένο με μια C k-δομή επαγόμενη α-
πό κάποιον d-διάστατο C k-άτλαντα A , ούτως ώστε ο (υποκείμενος) τοπολογικός χώ-
ρος (X,TA ) να είναι χώρος Hausdorff και 2ος αριθμήσιμος, καλείται d-διάστατο C k-
πολύπτυγμα (d-dimensional C k-manifold).
(ii) Ένα d-διάστατο C 0-πολύπτυγμα καλείται, ιδιαιτέρως, d-διάστατο τοπολογικό πολύ-
πτυγμα (d-dimensional topological manifold).
(iii) Ένα d-διάστατο C 8-πολύπτυγμα καλείται, ιδιαιτέρως, d-διάστατο λείο πολύπτυγμα
(d-dimensional smooth manifold).

E.1.8 Παρατήρηση. Εάν X είναι ένα d-διάστατο τοπολογικό πολύπτυγμα, τότε για κάθε
σημείο x P X υπάρχει d-διάστατος χάρτης (Ux,Φ) τούX, όπουUx είναι μια ανοικτή περιοχή
τού x εντός τούX και Φ : Ux ÝÑ U 1

x ομοιομορφισμός. Μάλιστα, ύστερα από μια ενδεχόμενη
μεταφορά, μπορούμε να υποθέσουμε ότι Φ(x) = 0.Εν τοιαύτη περιπτώσει, λέμε ότι ο (Ux,Φ)
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είναι ένας (τοπικός) χάρτης τού X με κέντρο το x. Εξάλλου, δοθέντος ενός χάρτη (Ux,Φ)

τού X με κέντρο το x, κανείς μπορεί να κατασκευάσει έναν άλλον χάρτη (Vx,Ψ) τού X με
κέντρο το x, ούτως ώστε να ισχύει Ψ(Vx) = Rd, επιλέγοντας έναν αρκούντως μικρόν θετικό
πραγματικό αριθμό r με B̊dr := rB̊d Ď Φ(Ux) και θέτοντας Vx := Φ´1(B̊dr) και Ψ := f ˝ Φ,

όπου η f συμβολίζει τον ομοιομορφισμό:

f : B̊dr
«

ÝÑ Rd, x ÞÝÑ f(x) :=
x

r2 ´ }x}
2.

E.1.9 Παραδείγματα. (i) Τα μηδενοδιάστατα τοπολογικά (ή, ισοδυνάμως, λεία) πολυπτύγ-
ματα είναι διακριτοί τοπολογικοί χώροι αποτελούμενοι από το πολύ αριθμήσιμα σύνολα ση-
μείων.
(ii) Μονοδιάστατα τοπολογικά (ή, ισοδυνάμως, λεία) πολυπτύγματα είναι τα R (μη συμπα-
γές) και S1 (συμπαγές).
(iii) Τα διδιάστατα τοπολογικά (ή, ισοδυνάμως, λεία) πολυπτύγματα καλούνται επιφάνειες.
(Περισσότερα επ’ αυτών στην ενότητα E.4.) Ορισμένοι συγγραφείς ονομάζουν τα τριδιάστα-
τα τοπολογικά πολυπτύγματα τριπτύγματα (threefolds). Σημειωτέον ότι σε διαστάσεις d ě 4

υπάρχουν τοπολογικά πολυπτύγματα τα οποία δεν μπορούν να εφοδιασθούν με καμία λεία
δομή. (Βλ. E.1.14 (i).)
(iv) Ο d-διάστατος ευκλείδειος χώρος Rd καθίσταται κατά τρόπο προφανή λείο πολύπτυγμα.

E.1.10 Παράδειγμα. Συνήθης λεία δομή επί τής Sd.Εάν για κ P t1, 2, ..., d+1u και j P t´1, 1u

ορίσουμε τα σύνολα

Uj,κ :=
!

x = (x1, ..., xd+1) P Sd
ˇ

ˇ

ˇ
j ¨ xκ ą 0

)

,

παρατηρούμε ότι οι απεικονίσεις

Φj,κ : Uj,κ ÝÑ B̊d, (x1, ..., xd+1) ÞÝÑ (x1, ..., xκ´1, xκ+1, ..., xd+1),

είναι αμφιρρίψεις έχουσες τις

B̊d ÝÑ Uj,κ, (y1, ..., yd) ÞÝÑ (y1, ..., yκ´1, j ¨

(
1 ´

d
ř

i=1

y2i

)1/2

, yκ, ..., yd),

ως αντιστρόφους τους και ότι η οικογένεια χαρτών

A := t(Uj,κ,Φj,κ) |j P t´1, 1u και κ P t1, 2, ..., d+ 1u u

είναι ένας d-διάστατος C 8-άτλας τής Sd, καθόσον αυτά τα σύνολα καλύπτουν ολόκληρη τη
σφαίρα και οι απεικονίσεις μεταβάσεως

Φj1,κ1 ˝ (Φ´1
j,κ

ˇ

ˇ

Φj,κ(Uj,κXUj1,κ1 )
) : Φj,κ(Uj,κ X Uj1,κ1) ÝÑ Φj1,κ1(Uj,κ X Uj1,κ1),

Φj,κ ˝ (Φ´1
j1,κ1

ˇ

ˇ

ˇ

Φj1,κ1 (Uj,κXUj1,κ1 )
) : Φj1,κ1(Uj,κ X Uj1,κ1) ÝÑ Φj,κ(Uj,κ X Uj1,κ1),

είναι C 8-απεικονίσεις όταν Uj,κ X Uj1,κ1 ‰ ∅.

E.1.11 Παραδείγματα. (i) Κάθε ανοικτό μη κενό υποσύνολο Y ενός d-διάστατου C k-
πολυπτύγματος X είναι αφ’ εαυτού ένα d-διάστατο C k-πολύπτυγμα (ανοικτό υποπολύπτυγ-
μα τού X). Πράγματι· εάν A = (Ui,Φi)iPI είναι ο άτλας που καθορίζει τη C k-δομή επί τού
X, τότε η οικογένεια A |Y = (Ui X Y, Φi|UiXY )iPI αποτελεί έναν άτλαντα τού Y, μέσω τού
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οποίου επάγεται η C k-δομή επί τού Y.
(ii) ΕάνX1 είναι ένα d1-διάστατο C k-πολύπτυγμα (μέσω ενός άτλαντα A1 = (Ui,Φi)iPI) και
X2 ένα d2-διάστατο C k-πολύπτυγμα (μέσω ενός άτλαντα A2 = (Vj ,Ψj)jPJ ), τότε το καρτε-
σιανό γινόμενο X1 ˆX2 καθίσταται (d1 + d2)-διάστατο C k-πολύπτυγμα μέσω τού άτλαντα

A1 ˆ A2 := (Ui ˆ Vj ,Φi ˆ Ψj)(i,j)PIˆJ .

Π.χ., ο τόρος Td (βλ. εδ. 7.4.3) αποτελεί ένα d-διάστατο λείο πολύπτυγμα.
(iii) O d-διάστατος προβολικός χώρος PdK υπεράνω τού K P tR,C,HRu (βλ. εδ. B.3.1) αποτε-
λεί ένα νd-διάστατο λείο πολύπτυγμα, όπου ν όπως στην (B.4), διότι ορίζοντας τα σύνολα

Uj :=
!

[x0 : x1 : ... : xd] P PdK
ˇ

ˇ

ˇ
xj ‰ 0K

)

,

παρατηρούμε ότι οι απεικονίσεις

Φj : Uj ÝÑ Kd, [x0 : x1 : ... : xd] ÞÝÑ (x0
xj
, ...,

xj´1

xj
,
xj+1

xj
, ..., xd

xj
),

είναι αμφιρρίψεις έχουσες τις

Kd ÝÑ Uj , (y1, ..., yd) ÞÝÑ [y0 : ... : yj´1 : 1K : yj+1 : ... : yd],

ως αντιστρόφους τους και ότι η οικογένεια χαρτών

A := t(Uj ,Φj) |j P t0, 1, ..., du u

είναι ένας νd-διάστατος C 8-άτλας τού PdK, καθόσον αυτά τα σύνολα καλύπτουν ολόκληρον
τον PdK και οι απεικονίσεις μεταβάσεως είναι C 8-απεικονίσεις.
(iv) Έστω U Ď C ένα ανοικτό υποσύνολο. Ως γνωστόν, μια συνεχής συνάρτηση f : U ÝÑ C
καλείται ολόμορφη συνάρτηση όταν ικανοποιείται μία (και, κατ’ επέκταση, και οι τρεις) εκ
των κάτωθι ισοδυνάμων συνθηκών:
(α) H f διαθέτει μιγαδική παράγωγο σε κάθε σημείο τού U.
(β) H f είναι αναλυτική, ήτοι είναι τοπικώς παραστάσιμη ως συγκλίνουσα δυναμοσειρά (μιας
μιγαδικής μεταβλητής), επί τού U.
(γ) Η U Q z = x+ iy ÞÝÑ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) διαθέτει συνεχείς μερικές παραγώγους
ως προς τα x και y σε κάθε σημείο5 z = x+ iy P U και ικανοποιεί τις εξισώσεις των Cauchy
και Riemann:

Bu(x, y)

Bx
=

Bv(x, y)

By
και Bu(x, y)

By
= ´

Bv(x, y)

Bx
.

Έστω τώρα d P N και έστω U Ď Cd ένα ανοικτό υποσύνολο (όπου o τοπολογικός χώρος
Cd ταυτίζεται με τον R2d). Μια συνάρτηση f : U ÝÑ C (d μιγαδικών μεταβλητών) καλείται
ολόμορφη όταν είτε d = 1 και η f είναι ολόμορφη (μιας μιγαδικής μεταβλητής) όπως στον
προηγηθέντα ορισμό, είτε d ě 2 και για κάθε j P t1, ..., du η

␣

w P C | (z01 , ..., z
0
j´1, w, z

0
j+1, ..., z

0
d) P U

(

Q zj ÞÝÑ f(z01 , ..., z
0
j´1, zj , z

0
j+1, ..., z

0
d) P C

είναι ολόμορφη (μιας μιγαδικής μεταβλητής zj) όπως στον προηγηθέντα ορισμό, όπου οι
z01 , ..., z

0
j´1, z

0
j+1, ..., z

0
d είναι σταθεροί μιγαδικοί αριθμοί. Μια απεικόνιση

f = (f1, ..., fd) : U ÝÑ U 1
Ď Cd

5Εδώ, το i συμβολίζει τη φανταστική μονάδα, u(x, y) = Re(f(z)) και v(x, y) = Im(f(z)).
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από ένα ανοικτό υποσύνολο U τού Cd στο Cd έχουσα ως εικόνα της ένα ανοικτό σύνολο
U 1 Ď Cd καλείται ολόμορφη όταν καθεμιά εκ των συνιστωσών συναρτήσεών της f1, ..., fd
είναι ολόμορφη υπό την ως άνω έννοια. Εάν μια τέτοια ολόμορφη απεικόνιση f : U ÝÑ U 1

τύχει να είναι αμφιρριπτική έχουσα ολόμορφη αντίστροφο f´1 : U 1 ÝÑ U, τότε η f καλείται
αμφιολόμορφη (biholomorphic). ΈστωX ένα μη κενό σύνολο εφοδιασμένο με μια λεία δομή
επαγόμενη από κάποιον 2d-διάστατο C 8-άτλαντα A .Όταν αυτή η λεία δομή είναι, επιπρο-
σθέτως, και μιγαδική δομή (complex structure), τότε αυτό το 2d-διάστατο λείο πολύπτυγμα
X καλείται d-διάστατο μιγαδικό πολύπτυγμα (d-dimensional complex manifold). Μέσω τού
όρου μιγαδική δομή δηλούται ότι ο θεωρούμενος άτλας A απαρτίζεται από τέτοιους χάρτες,
ώστε οι απεικονίσεις μεταβάσεως να είναι πάντοτε αμφιολόμορφες. Τα μονοδιάστατα συνε-
κτικά μιγαδικά πολυπτύγματα ονομάζονται, ιδιαιτέρως, (αφηρημένες) επιφάνειες Riemann
(ή ρημαννιανές επιφάνειες). Παράδειγμα6 συμπαγούς συνεκτικού d-διάστατου μιγαδικού
πολυπτύγματος αποτελεί ο προβολικός χώρος PdC.

E.1.12 Πρόταση. Εάν μια πεπερασμένη (διακριτή) ομάδαG δρα ελευθέρως επί ενός συμπα-
γούς d-διάστατου τοπολογικού πολυπτύγματοςX, τότε και ο τροχιακός χώροςX/G είναι ένα
d-διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα.

Αποδειξη. Κατά την πρόταση B.4.7 ο X/G είναι χώρος Hausdorff. Εξάλλου, επειδή ο X
είναι 2ος αριθμήσιμος τοπολογικός χώρος και η p : X ÝÑ X/G ανοικτή (καθώς το
p´1(p(U)) =

Ť

gPG g ¨U είναι ανοικτό υποσύνολο τούX/G για κάθε ανοικτό υποσύνολοU),
ο τροχιακός χώρος X/G είναι ωσαύτως 2ος αριθμήσιμος7. Επιπροσθέτως, o X/G (= p(X))

είναι συμπαγής ως εικόνα τού συμπαγούς X μέσω τής συνεχούς απεικονίσεως p. Αρκεί λοι-
πόν να δειχθεί ότι κάθε σημείο [x]„G P X/G (όπου x P X) διαθέτει μια περιοχή ομοιομορ-
φική τού Rd.

Έστω8 ότι G = tg0 = 1G, g1, g2, ..., gmu. Επειδή η ομάδα G δρα ελευθέρως επί τού X,
εάν gj ‚ x = x, για κάποιον j P t0, 1, ...,mu, θα έχουμε κατ’ ανάγκην j = 0. Ως εκ τούτου,
μέσω επαναλαμβανόμενης εφαρμογής τής ιδιότητας Hausdorff είναι δυνατή η κατασκευή
ανοικτών περιοχών U0, U1, ..., Um των

x = g0 ‚ x, g1 ‚ x, ..., gm ‚ x,

αντιστοίχως, με U0 X Uj = ∅, @j P t1, 2, ...,mu. H τομή U :=
Şm
j=0 g

´1
j Uj είναι προφανώς

μια ανοικτή περιοχή τού x.
Εξ υποθέσεως, για το σημείο x υπάρχει ανοικτή περιοχή Wx εντός τού X με Wx « Rd.

Δοθέντος ενός ομοιομορφισμού h : Wx
«

ÝÑ Rd, το Wx X U είναι ανοικτό υποσύνολο τού
Wx, οπότε το h(Wx X U) είναι ένα ανοικτό υποσύνολο τού Rd. Επειδή h(x) P h(Wx X U),

υπάρχει ε P Rą0 με9 B̊(h(x); ε) Ď h(Wx X U). Το

Vx := h´1(B̊(h(x); ε)) « B̊(h(x); ε) « Rd

είναι μια ανοικτή περιοχή τού x εντός τού U. Θα δειχθεί ότι η p|Vx : Vx ↠ p(Vx) εί-
ναι αμφιρριπτική. Προς τούτο αρκεί να δειχθεί ότι είναι ενριπτική. Πράγματι· εάν έχουμε

6Για περισσότερα παραδείγματα μιγαδικών πολυπτυγμάτων και μια υποδειγματική εισαγωγή στη θεωρία τους βλ.
K. Kodaira & J. Morrow: Complex Manifolds, Holt, Rinehart & Winston, Inc., 1971. (Reprinted in 2005 by A.M.S.)

7Βλ. [38], Theorem 6.2(1), σελ. 174.
8Δίχως βλάβη τής γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι η G δεν είναι τετριμμένη και έχει τάξη ίση με m + 1

για κάποιονm P N.
9Χρησιμοποιούμενος συμβολισμός: B̊(h(x); ε) :=

!

y P Rd : }h(x) ´ y} ă ε
)

, όπου }...} η συνήθης στάθμη επί

τού Rd.
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p|Vx(x1) = (p|Vx)(x2), τότε x1 = gj ‚ x2, για κάποιο gj P G. Επειδή

x1, x2 P Vx ùñ x1, x2 P U, έχουμε x1 P g´1
0 ‚ U0 = U0 και x2 P g1

j ‚ Uj ,

οπότε x1 = gj ‚ x2 P U0 X Uj . Κατά συνέπειαν,

U0 X Uj ‰ ∅ ùñ j = 0 και gj = g0 = 1G ùñ x1 = x2.

Επειδή η απεικόνιση p είναι ανοικτή, η p|Vx είναι ανοικτή (και συνεχής), οπότε από την πρό-
ταση B.1.2 συμπεραίνουμε ότι η p|Vx είναι ομοιομορφισμός. Επομένως, p(Vx) « Vx « Rd,
όπου p(Vx) μια ανοικτή περιοχή τού [x]„G .

E.1.13 Παράδειγμα. Ο χώρος φακού L(p, q) := S3/Zp (με παραμέτρους του τα p και q, όπως
ορίσθηκε στο εδ. B.4.8) αποτελεί ένα συνεκτικό συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα διαστά-
σεως 3 («τρίπτυγμα»).

E.1.14 Σημείωση. (i) Λείες δομές επί τοπολογικών πολυπτυγμάτων. Στην περίπτωση όπου
d ď 3, κάθε d-διάστατο τοπολογικό πολύπτυγμα διαθέτει μία λεία δομή, η οποία είναι μέχρις
αμφιδιαφορίσεως (ήτοι μέχρι διαφορομορφισμού) μονοσημάντως ορισμένη. Αντιθέτως, όταν
d ě 4, υπάρχουν d-διάστατα τοπολογικά πολυπτύγματα που δεν μπορούν να εφοδιασθούν
με καμία λεία δομή10.
(ii) Εξωτικές σφαίρες. Όταν d ď 6, τότε η Sd διαθέτει (μέχρις αμφιδιαφορίσεως) μία και
μόνον λεία δομή. (Αυτή που περιεγράφη στο παράδειγμα E.1.10.) Ωστόσο, επί τής S7 υπάρ-
χουν λείες δομές, με τις οποίες εφοδιασμένη η S7 είναι λείο πολύπτυγμα μη διαφορομορφικό
εκείνου που συναντήσαμε (ως προς τη συνήθη λεία δομή) στο παράδειγμα E.1.10 για11 d = 7.

Λεία πολυπτύγματα τα οποία είναι ομοιομορφικά τής Sd αλλά όχι και διαφορομορφικά τής
Sd (ως προς τη συνήθη λεία δομή) καλούνται εξωτικές σφαίρες12. Επί παραδείγματι, για δυο
περιττούς φυσικούς αριθμούς k, ν το13

W 2ν´1(k) :=

#

(z0, ..., zν) P Cν+1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk0 +
ν
ř

j=1

z2j = 0 και
ν
ř

l=0

zlzl = 1

+

είναι ένα (2ν ´ 1)-διάστατο συμπαγές λείο πολύπτυγμα το οποίο είναι ομοιομορφικό τής
S2ν´1. ΤοW 2ν´1(k) είναι λείο πολύπτυγμα διαφορομορφικό τής Sd (ως προς τη συνήθη λεία
δομή) εάν και μόνον εάν k ” ˘1(mod 8). (Τέτοιου είδους πολυπτύγματα ονομάζονται πολυ-
πτύγματα Brieskorn.)
(iii) Εξωτικοί ευκλείδειοι χώροι. Επί τού Rd ορίζεται (μέχρις αμφιδιαφορίσεως) μία και μό-
νον λεία δομή όταν d ‰ 4. Αντιθέτως, επί τού R4 μπορούν να ορισθούν υπεραριθμήσιμες το
πλήθος (ανά δύο διαφορετικές) λείες δομές14.

10Μεταξύ αυτών συγκαταλέγονται απλά συνεκτικά συμπαγή τοπολογικά πολυπτύγματα κατασκευασθέντα από τον
M. Freedman (στις αρχές τής δεκαετίας τού 1980). Το γνωστότερο εξ αυτών στη διάσταση 4 είναι το E8-πολύπτυγμα.
(Το ότι δεν μπορεί να εφοδιασθεί με καμία λεία δομή αποδεικνύεται μέσω θεωρημάτων οφειλομένων στους V.A.
Rokhlin και S. Donaldson.)

11Με άλλα λόγια, η λεία εκδοχή τής εικασίας τού Poincaré είναι εσφαλμένη.
12Οι πρώτες εξωτικές σφαίρες εμφανίζονται στο άρθρο τού J.W. Milnor: On manifolds homeomorphic to the 7-sphere,

Annals of Mathematics 64 (1956), 399-405.
13Βλ. E. Brieskorn: Beispiele zur Differentialtopologie von Singularitäten, Inventiones Mathematicae 2 (1966), 1-14, και

F. Hirzebruch: Singularities and exotic spheres. In Séminaire Bourbaki, Vol. 10, Exp. Nr. 314, pp. 13-32, Soc. Math. France,
1966.

14Βλ. C.H. Taubes: Exotic differentiable structures on Euclidean 4-space. In Asymptotic behaviour of mass and spacetime
geometry, Lecture Notes in Physics, Vol. 201, Springer-Verlag, 1984, pp. 41-43.
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(iv) Λόγω των ανωτέρω (i), (ii) και (iii), για τη μελέτη των ιδιοτήτων των (αμιγώς) τοπολογι-
κών πολυπτυγμάτων ακολουθούνται ως επί το πλείστον αλγεβροτοπολογικές προσεγγίσεις.
Αντιθέτως, η μελέτη των λείων πολυπτυγμάτων (ή, έστω, των C k-πολυπτυγμάτων με k αρ-
κούντως μεγάλον) γίνεται κατά κύριο λόγο στο πλαίσιο τής Διαφορικής Τοπολογίας και τής
Διαφορικής Γεωμετρίας (όπου τα βασικά διαθέσιμα τεχνικά μέσα προέρχονται από τη Μα-
θηματική Ανάλυση).

E.1.15 Θεώρημα. Έστω R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος. Για κάθε συμπαγές
τοπολογικό πολύπτυγμα X τόσον οι R-μόδιοι (ιδιάζουσας) ομολογίας H sing.

j (X;R) όσον και
οι R-μόδιοι (ιδιάζουσας) συνομολογίας Hj

sing.(X;R) είναι πεπερασμένως παραγόμενοι (για
κάθε j P Z).

Αποδειξη. Βλ. Bredon [57], Corollary E.5, σελ. 538-539, και Greenberg & Harper [67],
Corollary 26.17.9, σελ. 228.

E.1.16 Θεώρημα. Εάν X είναι ένα d-διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα, τότε για
κάθε ακέραιο αριθμό k ą d έχουμε H sing.

k (X;Z) – t0u.

Αποδειξη. Βλ. Dold [61], Corollary 1.4, σελ. 248, και §VIII.3, σελ. 259-266.

E.1.17 Παρατήρηση. Λόγω των θεωρημάτων E.1.15 και E.1.16, για τα συμπαγή τοπολογικά
πολυπτύγματα ορίζεται (καλώς) η χαρακτηριστική τού Euler.

§ Τοπολογικά πολυπτύγματα με σύνορο. Για να ενταχθούν πολύ «οικείοι» μας τοπολογικοί
χώροι, όπως ο κύλινδρος S1ˆI, η ταινία τού Möbius, οι μπάλες κ.ά. (που δεν είναι τοπολογικά
πολυπτύγματα υπό την έννοια τού ορισμού E.1.7) σε κάποιο «γενικευμένο είδος» πολυπτύγ-
ματος (που να επιτρέπει την ύπαρξη «συνόρου»), απαιτείται η τροποποίηση τού ορισμού
E.1.2 τού (τοπικού) χάρτη.

E.1.18 Ορισμός. Έστω X ένα μη κενό σύνολο και έστω d P N. Ένας d-διάστατος
(τοπικός) ημιχωρικός χάρτης (για το X) είναι ένα ζεύγος (U,Φ) αποτελούμενο από ένα
υποσύνολοU Ď X (που καλείται πεδίο ορισμού αυτού) και μια αμφίρριψη Φ : U ÝÑ U 1,

όπου το15 U 1 είναι ανοικτό υποσύνολο τού ημιχώρου

Hd :=
!

x = (x1, ..., xd) P Rd
ˇ

ˇ

ˇ
xd ě 0

)

.

Ένας τέτοιος ημιχωρικός χάρτης καλείται, ιδιαιτέρως, εσωτερικός χάρτης (και αντιστοί-
χως, συνοριακός χάρτης) όταν U 1 X BHd = ∅ (και αντιστοίχως, όταν U 1 X BHd ‰ ∅),
όπου

BHd :=
!

x = (x1, ..., xd) P Rd
ˇ

ˇ

ˇ
xd = 0

)

.

Ένα σημείοx P X καλείται εσωτερικό σημείο (και αντιστοίχως, συνοριακό σημείο) τούX
όταν το x ανήκει στο πεδίο ορισμού ενός εσωτερικού (και αντιστοίχως, ενός συνοριακού)
χάρτη και θέτουμε

int(X) := tx P X|x εσωτερικό σημείο τού Xu ,

BX := tx P X|x συνοριακό σημείο τού Xu ,

καλώντας τό int(X) εσωτερικό και το BX σύνορο τού X.

15Εννοείται ότι το U 1 είναι ανοικτό ως προς τη σχετική τοπολογία επί τού Hd την επαγόμενη από τη συνήθη (ευκλεί-
δεια) τοπολογία επί τού Rd.
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E.1.19 Ορισμός. Λέμε ότι δυο d-διάστατοι ημιχωρικοί χάρτες (U,Φ) και (V,Ψ) ενός
X ‰ ∅ είναι μεταξύ τους C k-συμβιβαστοί όταν είτε U X V = ∅ είτε ισχύει U X V ‰ ∅
και -ταυτοχρόνως- οι εικόνες Φ(U X V ) και Ψ(U X V ) είναι ανοικτά υποσύνολα τού Hd

και οι αμφιρρίψεις

Ψ ˝ (Φ´1
ˇ

ˇ

Φ(UXV )
) : Φ(U X V ) ÝÑ Ψ(U X V ),

Φ ˝ (Ψ´1
ˇ

ˇ

Ψ(UXV )
) : Ψ(U X V ) ÝÑ Φ(U X V ),

(που καλούνται ενίοτε απεικονίσεις μεταβάσεως) είναι C k-απεικονίσεις (ήτοι ομοιομορ-
φισμοί για k = 0 και k-αμφιδιαφορίσεις για k P N Y t8u).

E.1.20 Ορισμός. Μια οικογένεια A = (Ui,Φi)iPI d-διάστατων ημιχωρικών χαρτών ενός
X καθορίζει έναν d-διάστατο ημιχωρικό C k-άτλαντα τού X όταν

Ť

iPI Ui = X και ανά
δύο οι χάρτες οι ανήκοντες στην A είναι C k-συμβιβαστοί υπό την έννοια τού εδ. E.1.19.
Λέμε ότι δυο d-διάστατοι ημιχωρικοί C k-άτλαντες A και B τού X είναι συμβιβαστοί
όταν η ένωσή τους A Y B αποτελεί έναν d-διάστατο ημιχωρικό C k-άτλαντα τού X.

E.1.21 Πρόταση. Η σχέση συμβιβαστότητας μεταξύ δυο ημιχωρικών d-διάστατων C k-
ατλάντων τούX ορίζει μια σχέση ισοδυναμίας “„d,k” επί τής κλάσεως όλων των d-διάστατων
ημιχωρικών C k-ατλάντων τού X.

Για δοθέντα d-διάστατον ημιχωρικό C k-άτλαντα A = (Ui,Φi)iPI τού X συμβολίζουμε ως
[A ]„d,k την κλάση ισοδυναμίας αυτού ως προς την “„d,k” και θέτουμε

A max :=
Ť

␣

B| B P [A ]„d,k
(

.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι

A max =

#

d-διάστατοι ημιχωρικοί χάρτες (U,Φ) τού X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(U,Φ) C k-συμβιβαστός

με κάθε χάρτη τού A

+

και ότι ο A max είναι ο μοναδικός μεγιστικός d-διάστατος ημιχωρικός C k-άτλας τού X που
περιέχει τον A . Είθισται να λέγεται ότι ο A καθορίζει μέσω τού A max μια C k-δομή επί τού
X. Και σε αυτήν την περίπτωση ορίζεται κατά τρόπο φυσικό μια τοπολογία επί τού X:

TA :=
␣

W Ď X
ˇ

ˇ Φi(Ui XW ) είναι ανοικτό υποσύνολο τού Hd, @i P I
(

.

E.1.22 Ορισμός. (i) Έστω X ένα μη κενό σύνολο εφοδιασμένο με μια C k-δομή επαγό-
μενη από κάποιον d-διάστατον χωρικό C k-άτλαντα A , ούτως ώστε ο (υποκείμενος) το-
πολογικός χώρος (X,TA ) να είναι χώρος Hausdorff και 2ος αριθμήσιμος. Εάν BX ‰ ∅,
τότε το X καλείται d-διάστατο C k-πολύπτυγμα με σύνορο (d-dimensional C k-manifold
with boundary).
(ii) Ένα d-διάστατο C 0-πολύπτυγμα με σύνορο καλείται, ιδιαιτέρως, d-διάστατο τοπολο-
γικό πολύπτυγμα με σύνορο.
(iii) Ένα d-διάστατο C 8-πολύπτυγμα με σύνορο καλείται, ιδιαιτέρως, d-διάστατο λείο
πολύπτυγμα με σύνορο.
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E.1.23 Σημείωση. (i) Υπάρχει εδώ ένα γενικότερο πρόβλημα με τη χρήση τής ορολογίας και
γι’ αυτό κανείς οφείλει να είναι προσεκτικός. Όταν ομιλούμε για (τοπολογικό/C k-/λείο) πο-
λύπτυγμα (χωρίς την πρόσθεση οιουδήποτε άλλου χαρακτηρισμού), εννοούμε πάντοτε ό,τι
έχουμε ορίσει στο εδ. E.1.7 (ήτοι ένα πολύπτυγμα χωρίς σύνορο, χωρίς -ωστόσο- να απαιτεί-
ται να το τονίζουμε), ενώ όταν ομιλούμε για (τοπολογικό/C k-/λείο) πολύπτυγμα με σύνορο
εννοούμε πάντοτε ό,τι έχουμε ορίσει στο εδ. E.1.22. Από την άλλη, όμως, μεριά, όταν δια-
τυπώνουμε, π.χ., προτάσεις οι οποίες τυγχάνει να ισχύουν για αμφότερα τα είδη πολυπτυγ-
μάτων, τότε είμαστε υποχρεωμένοι να χρησιμοποιούμε τη φράση πολύπτυγμα με ή χωρίς
σύνορο.
(ii) Υιοθετείται (για διευκόλυνσή μας) ο όρος κλειστό πολύπτυγμα 16 για να εκφράζει (εν
συντομία) ένα συμπαγές πολύπτυγμα χωρίς σύνορο.
(iii) Η μπάλα Bd αποτελεί ένα d-διάστατο λείο συμπαγές πολύπτυγμα με σύνορο, όπου
BBd = Sd´1.

(iv) Όπως έχουμε ήδη υποσημειώσει στην αρχή τής ενότητας B.1, θα πρέπει να γίνεται διά-
κριση17 μεταξύ τής μεθορίου (ή «τοπολογικού συνόρου») και τού συνόρου όπως αυτό εισήχθη
στα εδάφια E.1.18 και E.1.22. Η μεθόριος εξαρτάται πάντοτε από τον «περιβάλλοντα χώρο».
Επί παραδείγματι, η μπάλα Bd ναι μεν είναι υπόχωρος τού Rd αλλά είναι υπόχωρος και τού
Rd+1 (ταυτιζόμενη με το

␣

(x1, ..., xd+1) P Rd+1
ˇ

ˇx21 + ¨ ¨ ¨ + x2d ď 1, xd+1 = 0
(

) και τού εαυ-
τού της. Έτσι,

BBd = Sd´1 = frntRd(B
d) ‰ ∅ = frntBd(B

d), BBd = Sd´1
Ř Bd = frntRd+1(Bd).

(v) Εάν τοX είναι ένα d-διάστατο C k-πολύπτυγμα με σύνορο (όπως στον ορισμό E.1.22), τό-
τε το int(X) είναι αφ’ ενός μεν ένα ανοικτό υποσύνολο τού X, αφ’ ετέρου δε ένα d-διάστατο
C k-πολύπτυγμα χωρίς σύνορο (εφοδιασμένο με την C k-δομή την επαγόμενη μέσω τού υπο-
άτλαντα τού A τού απαρτιζόμενου μόνον από τους εσωτερικούς χάρτες). Κατ’ αναλογίαν,
το BX είναι αφ’ ενός μεν ένα κλειστό υποσύνολο τού X, αφ’ ετέρου δε ένα (d´ 1)-διάστατο
C k-πολύπτυγμα χωρίς σύνορο (εφοδιασμένο με την C k-δομή την επαγόμενη μέσω τού υπο-
άτλαντα τού A τού απαρτιζόμενου μόνον από τους συνοριακούς χάρτες).
(vi) Εάν X1 είναι ένα d1-διάστατο C k-πολύπτυγμα με σύνορο και X2 ένα d2-διάστατο C k-
πολύπτυγμα με σύνορο, τότε το καρτεσιανό γινόμενοX1ˆX2 καθίσταται (d1+d2)-διάστατο
C k-πολύπτυγμα με σύνορό του το

B(X1 ˆX2) = (X1 ˆ BX2) Y (BX1 ˆX2).

Ένα τοπολογικό πολύπτυγμα με σύνορο.
16Επί παραδείγματι, μια κλειστή επιφάνεια είναι ένα διδιάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα χωρίς σύνορο.
17Κατ’ αναλογίαν, θα πρέπει να γίνεται διάκριση μεταξύ τού τοπολογικού εσωτερικού και τού εσωτερικού όπως

εισήχθη στο εδ. E.1.18.
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E.1.24 Θεώρημα («Θεώρημα αναλλοιώτου τού συνόρου»). Εάν X είναι ένα τοπολογικό
πολύπτυγμα με σύνορο, τότε κανένα σημείο τού X δεν μπορεί να είναι ταυτοχρόνως και
εσωτερικό και συνοριακό. Ως εκ τούτου, int(X) X BX = ∅ και X = int(X)

š

BX.

Σε αμφότερους τους ορισμούς E.1.7 και E.1.22 η έννοια τού πολυπτύγματος (χωρίς ή με σύ-
νορο) συνοδεύεται από τη διάστασή του. Το ακόλουθο θεώρημα μας πληροφορεί ότι αυτή
αποτελεί μια τοπολογική αναλλοίωτο.

E.1.25 Θεώρημα («Θεώρημα αναλλοιώτου τής διαστάσεως μέσω ομοιομορφισμών»). Έστω
ότι το X1 είναι ένα d1-διάστατο και το X2 ένα d2-διάστατο τοπολογικό πολύπτυγμα (χωρίς
ή με σύνορο). Τότε ισχύει η συνεπαγωγή: X1 « X2 ùñ d1 = d2.

Αποδειξη. Βλ. Bredon [57], Corollary 19.10, σελ. 235, και Stöcker & Zieschang [87], Satz
11.2.5, σελ. 276.

E.1.26 Πόρισμα. Εάν f : X
«

ÝÑ Y είναι ένας ομοιομορφισμός μεταξύ δυο d-διάστατων
τοπολογικών πολυπτυγμάτων με σύνορο, τότε ο f |BX απεικονίζει το BX ομοιομορφικώς επί
τού BY.

Αποδειξη. Βλ. Stöcker & Zieschang [87], Satz 11.2.5, σελ. 276.

E.2 H ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ

Δοθέντος ενός d P N, λέμε ότι δυο διατεταγμένες βάσεις (v1, ..., vd) και (w1, ...,wd) τού
R-διανυσματικού χώρου Rd καθορίζουν τον ίδιον προσανατολισμό όταν, θεωρηθείσες ως
(dˆ d)-πίνακες, οι ορίζουσές τους έχουν το ίδιο πρόσημο (ήτοι είναι είτε αμφότερες θετικές
είτε αμφότερες αρνητικές). Κατ’ αυτόν τον τρόπο ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας “„or.,d ”
(σχέση καθορισμού ίδιου προσανατολισμού) επί τού συνόλου όλων των διατεταγμένων βά-
σεων τού Rd. Προφανώς, ως προς την “„or.,d ” σχηματίζονται μόνον δύο (διαφορετικές)
κλάσεις ισοδυναμίας. Ένας προσανατολισμός επί τού Rd είναι η επιλογή μίας κλάσεως ισο-
δυναμίας ως προς την “„or.,d ” (ήτοι το σύνολο όλων των διατεταγμένων βάσεων (v1, ..., vd)
τού Rd με det(v1, ..., vd) έχουσες το ίδιο πρόσημο18.) Ο ορισμός αυτός γενικεύεται και για ο-
ποιονδήποτε d-διάστατο R-διανυσματικό χώρο V. Δυο διατεταγμένες βάσεις (v1, ..., vd) και
(w1, ...,wd) τού V καθορίζουν τον ίδιον προσανατολισμό όταν για τον πίνακα παραστάσεως
C = (ckl) P GLd(R) τού αυτομορφισμού f τού V με f(vj) = wj , για κάθε j P t1, ..., du, ως
προς αυτές, με

wl =
d
ř

k=1

cklvk, @l P t1, ..., du,

ισχύει19: det(C) ą 0. Και εδώ ορίζονται δύο προσανατολισμοί επί τού V. Δοθέντος, λοιπόν,
ενός d-διάστατου λείου πολυπτύγματος X, έχουμε τη δυνατότητα για κάθε σημείο x P X

να θεωρήσουμε τον εφαπτόμενο χώρο Τanx(X) τού x στο X ως έναν R-διανυσματικό χώρο
και να επιλέξουμε έναν προσανατολισμό για αυτόν (κατά τα προαναφερθέντα). Μια τέτοια
επιλογή προσανατολισμού για τον Τanx(X) καλείται τοπικός προσανατολισμός τούX στο x.

18Ως εκ τούτου, υπάρχουν ακριβώς δύο προσανατολισμοί επί τού Rd. Η κλάση ισοδυναμίας όλων των διατεταγμέ-
νων βάσεων (v1, ..., vd) τού Rd με det(v1, ..., vd) ą 0 και η κλάση ισοδυναμίας όλων των διατεταγμένων βάσεων
(v1, ..., vd) τού Rd με det(v1, ..., vd) ă 0.

19Όταν V = Rd, κανείς επανέρχεται στον προηγηθέντα ορισμό παρατηρώντας ότι B = AC, όπου οι A και B είναι
οι πίνακες οι σχηματιζόμενοι χρησιμοποιώντας τα στοιχεία τής πρώτης (και αντιστοίχως, τής δεύτερης) βάσεως ως
στηλοδιανύσματα. Προφανώς, det(C) ą 0 εάν και μόνον εάν det(A) det(B) ą 0.
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Εδώ ανακύπτει ένα πρόβλημα: Δεν είναι πάντα εφικτό να ορισθεί επί τού X ένας ολομερής
προσανατολισμός. (Π.χ., όταν ως X θεωρήσουμε το σταυρωτό διαπέτασμα ή τη φιάλη τού
Klein.) Για να συμβεί αυτό απαιτείται ο άτλαντας A μέσω τού οποίου επάγεται η C 8-δομή
επί τού X να έχει την εξής ιδιότητα: Εάν x P X και (Ux,Φ), (Vx,Ψ) είναι δυο χάρτες με
κέντρο x (βλ. E.1.8) ανήκοντες στον A , τότε ο ιακωβιανός (dˆd)-πίνακας τής απεικονίσεως
μεταβάσεως Ψ ˝ (Φ´1

ˇ

ˇ

Φ(UxXVx)
) στο 0 έχει ορίζουσα θετική20.

E.2.1 Παράδειγμα. Εάν X είναι ένα d-διάστατο μιγαδικό πολύπτυγμα (βλ. E.1.11 (iv)),
τότε το X είναι πάντοτε προσανατολίσιμο. Πράγματι· εάν υποθέσουμε ότι x P X και
(Ux,Φ), (Vx,Ψ) είναι δυο χάρτες με κέντρο x ανήκοντες στον A , τότε ο μιγαδικός ιακω-
βιανός (dˆ d)-πίνακας τής αμφιολόμορφης απεικονίσεως μεταβάσεως

f := Ψ ˝ (Φ´1
ˇ

ˇ

Φ(UxXVx)
) : Φ(Ux X Vx) ÝÑ Ψ(Ux X Vx)

(εάν f1, ..., fd συμβολίζουν τις συνιστώσες συναρτήσεις τής f) γράφεται ως εξής:

JacC(f) =


Bf1
Bz1

¨ ¨ ¨ Bf1
Bzd

...
. . .

...
Bfd
Bz1

¨ ¨ ¨
Bfd
Bzd

 P GLd(C).

Μεταβαίνοντας στις αντίστοιχες πραγματικές συναρτήσεις fj = uj + ivj , όπου uj , vj :

Φ(Ux X Vx) ÝÑ R είναι λείες, ο πραγματικός ιακωβιανός (2d ˆ 2d)-πίνακας τής f είναι
ο

JacR(f) =

(
(

Buj
Bxk

)1ďj,kďd (
Buj
Byk

)1ďj,kďd

(
Bvj
Bxk

)1ďj,kďd (
Bvj
Byk

)1ďj,kďd

)
.

Θέτοντας A := (
Buj
Bxk

)1ďj,kďd, B := (
Bvj
Bxk

)1ďj,kďd και παρατηρώντας ότι οι εξισώσεις των
Cauchy και Riemann δίδουν

Buj
Bxk

=
Bvj
Byk

και Buj
Byk

= ´
Bvj
Bxk

,

έχουμε

JacR(f) =

(
A ´B
B A

)
και

Bfj
Bzk

= 1
2

(
B

Bxk
´ i B

Byk

)
(uj + ivj)

= 1
2

(
Buj
Bxk

+
Bvj
Byk

+ i
(

Bvj
Bxk

´
Buj
Byk

))
=

Buj
Bxk

+ i
Bvj
Bxk

,

απ’ όπου έπεται ότι
JacC(f) = A + iB.

Εν συνεχεία θεωρούμε τον βοηθητικό αντιστρέψιμο πίνακα

Q :=

(
Id i ¨ Id
Id ´i ¨ Id

)
με Q´1 = 1

2

(
Id Id

´i ¨ Id i ¨ Id

)
20Η συνθήκη αυτή ισοδυναμεί με την προσανατολισιμότητα τής εφαπτόμενης δέσμης (tangent bundle) τούX.
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(όπου Id ο μοναδιαίος (dˆ d)-πίνακας). Προφανώς,

Q JacR(f)Q´1 = 1
2

(
Id i ¨ Id
Id ´i ¨ Id

)(
A ´B
B A

)(
Id Id

´i ¨ Id i ¨ Id

)
= 1

2

(
A + iB ´B + i A
A´iB ´B´i A

)(
Id Id

´i ¨ Id i ¨ Id

)
=

(
A + iB 0

0 A´iB

)
=

(
JacC(f) 0

0 JacC(f)

)
,

οπότε21

det(JacR(f)) = det(Q) det(Q´1) det(JacR(f)) = det(Q) det(JacR(f)) det(Q´1)

= det(Q JacR(f)Q´1) = det(JacC(f)) det(JacC(f)) = det(JacC(f)) det(JacC(f))

= |det(JacC(f))|2 ě 0.

Επειδή η f είναι αμφιολόμορφη, η ορίζουσα τού πραγματικού ιακωβιανού της πίνακα JacR(f)
στο 0 είναι ‰ 0, οπότε είναι κατ’ ανάγκην θετική.

Εάν το δοθένX είναι τοπολογικό πολύπτυγμα (χωρίς να είναι κατ’ ανάγκην εφοδιασμένο
με κάποια διαφορίσιμη δομή), τα πράγματα δυσκολεύουν ακόμη και για τη θέσπιση τοπικού
προσανατολισμού σε κάποιο σημείο x P X. Γι’ αυτόν τον λόγο καταφεύγουμε στην αντιμετώ-
πιση τόσον τού τοπικού όσον και τού ολομερούς προβλήματος μέσω των μοδίων (ιδιάζουσας)
ομολογίας τού X.

E.2.2 Λήμμα. ΕάνR είναι ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος καιX ένα d-διάστατο
τοπολογικό πολύπτυγμα, τότε για κάθε σημείο x P X ο R-μόδιος H sing.

d (X,X∖txu;R) είναι
ισόμορφος με τον R, ενώ H sing.

n (X,X∖txu;R) – t0u για κάθε ακέραιο αριθμό n ‰ d.

Αποδειξη. Έστω (Ux,Φ) ένας χάρτης τού X με κέντρο το x. Δίχως βλάβη τής γενικότητας
μπορούμε να υποθέσουμε ότι Φ(Ux) = Rd. (Βλ. εδ. E.1.8.) Επομένως υφίσταται ομοιομορ-
φισμός τοπολογικών ζευγών

h : (Rd,Rd∖t0u)
«

ÝÑ (Ux, Ux∖txu).

Εάν i : Ux ãÑ X και j : (Bd, Sd´1) ãÑ (Rd,Rd∖t0u) είναι οι συνήθεις ενθέσεις, τότε λόγω
τού αξιώματος τής εκτομής για την (H sing.

‚ , Bsing.
‚ ) επάγεται μέσω τής συνθέσεως

i ˝ h ˝ j : (Bd, Sd´1) ÝÑ (X,X∖txu) ισομορφισμός R-μοδίων

H sing.
n (i ˝ h ˝ j) : H sing.

n (Bd, Sd´1;R)
–

ÝÑ H sing.
n (X,X∖txu;R)

για κάθε n P Z.Αρκεί λοιπόν να ληφθεί υπ’ όψιν το θεώρημα C.4.3 για την (H sing.
‚ , Bsing.

‚ ).

E.2.3 Ορισμός. Έστω R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έστω X ένα
d-διάστατο τοπολογικό πολύπτυγμα.
(i) Ένας R-προσανατολισμός επί τού X είναι μια επιλογή

!

µx P H
sing.
d

(X,X∖txu;R)
ˇ

ˇ

ˇ
x P X

)

γεννητόρων22, ούτως ώστε να ικανοποιείται η εξής συνθήκη συνεχείας: Για κάθε x P X

υπάρχει μια περιοχή U τού x, καθώς και ένα στοιχείο µU P H sing.
d (X,X∖U ;R), ούτως

21Παύλα σε πίνακα (με μιγαδικές εγγραφές) σημαίνει συζυγής πίνακας (δηλαδή ότι κανείς τον δημιουργεί λαμβάνο-
ντας τον συζυγή καθεμιάς εγγραφής τού αρχικού).
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ώστε για κάθε y P U ο ομομορφισμός R-μοδίων

H sing.
d (iy) = H sing.

d (iy;R) : H
sing.
d (X,X∖U ;R) ÝÑ H sing.

d (X,X∖tyu;R)

ο επαγόμενος από την ένθεση iy : (X,X∖U) ãÑ (X,X∖tyu) να απεικονίζει το µU στον
(προεπιλεγμένο) γεννήτορα µy τού H sing.

d (X,X∖tyu;R) – R.

(ii) Το X καλείται R-προσανατολίσιμο όταν μπορεί να ορισθεί (τουλάχιστον) ένας
R-προσανατολισμός επ’ αυτού. Λέμε ότι το X είναι R-προσανατολισμένο όταν εί-
ναι R-προσανατολίσιμο και, ταυτοχρόνως, έχει παγιωθεί ένας (συγκεκριμένος) R-
προσανατολισμός επ’ αυτού.
(iii) Ένας προσανατολισμός επί τού X είναι ένας Z-προσανατολισμός επ’ αυτού. Το X
καλείται (απλώς) προσανατολίσιμο όταν είναι Z-προσανατολίσιμο. Το X καλείται (α-
πλώς) προσανατολισμένο όταν είναι Z-προσανατολισμένο.

E.2.4 Θεώρημα. Κάθε τοπολογικό πολύπτυγμα είναι πάντοτε Z2-προσανατολίσιμο.

Αποδειξη. Βλ. Greenberg & Harper [67], Proposition 22.12, σελ. 162.

E.2.5 Θεώρημα. Κάθε προσανατολίσιμο τοπολογικό πολύπτυγμα είναι και R-
προσανατολίσιμο, για κάθε μη τετριμμένο μεταθετικό δακτύλιο R.

E.2.6 Πρόταση. ΈστωR ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έστωX ένα τοπο-
λογικό πολύπτυγμα.
(i) Εάν το X είναι R-προσανατολίσιμο, τότε και κάθε ανοικτό υποπολύπτυγμά του είναι R-
προσανατολίσιμο.
(ii) ΤοX είναιR-προσανατολίσιμο εάν και μόνον εάν κάθε συνεκτική συνιστώσα αυτού είναι
R-προσανατολίσιμη.

Αποδειξη. Βλ. Greenberg & Harper [67], Proposition 22.7, σελ. 161.

E.2.7 Θεώρημα. ΕάνR είναι μια ακεραία περιοχή καιX ένα d-διάστατο συνεκτικό κλειστό
πολύπτυγμα, τότε

H sing.
d (X;R) –

$

’

&

’

%

R, όταν το X είναι
R-προσανατολίσιμο,

t0u, αλλιώς.

Αποδειξη. Βλ. Greenberg & Harper [67], Corollary 22.28, σελ. 167.

E.2.8 Σημείωση. Εάν R είναι ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και X ένα d-
διάστατο συνεκτικό τοπολογικό πολύπτυγμα εφοδιασμένο με έναν R-προσανατολισμό, τότε
η πολλαπλασιαστική ομάδα (Rˆ, ¨) των αντιστρεψίμων στοιχείων τού R (βλ. εδ. 1.2.11) δρα
ελευθέρως και μεταβατικώς επί τού συνόλου όλων τωνR-προσανατολισμών επί τούX.Π.χ.,
εάν R = Z, τότε Zˆ = t˘1u, οπότε ένα συνεκτικό τοπολογικό πολύπτυγμα είτε δεν διαθέτει
κανέναν (Z-)προσανατολισμό είτε διαθέτει ακριβώς δύο.

22Κάθε επιλογή γεννήτορα µx καλείται τοπικόςR-προσανατολισμός τούX στο x.
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E.2.9 Θεώρημα. Έστω R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έστω X ένα d-
διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα.

(a) Εάν
!

µx P H sing.
d (X,X∖txu;R)

ˇ

ˇ

ˇ
x P X

)

είναι ένας R-προσανατολισμός επί τού X, τότε
υπάρχει μία και μόνον κλάση ομολογίας

µX P H sing.
d (X;R)

με την εξής ιδιότητα: Για κάθε x P X ο ομομορφισμός

H sing.
d (ix) : H

sing.
d (X;R) ÝÑ H sing.

d (X,X∖txu;R)

o επαγόμενος από την ένθεση ix : X = (X,∅) ãÑ (X,X∖txu) είναι ισομορφισμός και
H sing.
d (ix)(µX) = µx. Επιπροσθέτως, εάν το X είναι συνεκτικό, η µX είναι ένας γεννήτορας

τού H sing.
d (X;R) – R.

(b) Εάν το X είναι συνεκτικό, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Το X είναι προσανατολίσιμο.
(ii) Η αβελιανή ομάδα H sing.

d (X;Z) (ως Z-μόδιος) είναι ισόμορφη τής (Z,+).

(iii) Η αβελιανή ομάδα H sing.
d (X;Z) (ως Z-μόδιος) δεν είναι τετριμμένη.

Αποδειξη. Βλ. Lück [76], Satz 8.13, σελ. 137-138.

E.2.10 Ορισμός. ΈστωR ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος και έστωX ένα d-
διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα με έναν R-προσανατολισμό επ’ αυτού. Τότε
η κλάση ομολογίας µX P H sing.

d (X;R) (όπως στο θεώρημα E.2.9) ονομάζεται θεμελιώδης
κλάση τούX και συμβολίζεται ως [X;R]f.cl. και στην ειδική περίπτωση όπουR = Zαπλώς
ως [X]f.cl..

E.2.11 Σημείωση. Έστω R ένας μη τετριμμένος μεταθετικός δακτύλιος. Εάν X είναι ένα
d-διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα με σύνορο, τότε ένας R-προσανατολισμός επί
τούX δεν είναι τίποτε άλλο από ένανR-προσανατολισμό (υπό την έννοια τού ορισμού E.2.3)
tµx|x P int(X)u επί τού τοπολογικού πολυπτύγματος int(X) (χωρίς σύνορο). Και σε αυτήν
την περίπτωση ορίζεται η θεμελιώδης κλάση

[X, BX;R]f.cl. P H sing.
d (X, BX;R)

(και αντιστοίχως, [X, BX]f.cl. P H sing.
d (X, BX;Z), όταν R = Z),

ως η μοναδική κλάση ομολογίας με την εξής ιδιότητα: Για κάθε x P X∖BX ο ομομορφισμός

H sing.
d (ix) : H

sing.
d (X, BX;R) ÝÑ H sing.

d (X,X∖txu;R)

o επαγόμενος από την ένθεση ix : (X, BX) ãÑ (X,X∖txu) είναι ισομορφισμός και

H sing.
d (ix)([X, BX;R]f.cl.) = µx.

Εν τοιαύτη περιπτώσει, η εικόνα τής θεμελιώδους κλάσεως [X, BX;R]f.cl. μέσω τού συνδετι-
κού ομομορφισμού

B
sing.
d : H sing.

d (X, BX;R) ÝÑ H sing.
d´1(BX;R)

είναι η θεμελιώδης κλάση [BX;R]f.cl. τού (d ´ 1)-διάστατου συμπαγούς τοπολογικού πολυ-
πτύγματος (χωρίς σύνορο) BX η καθοριζόμενη από τον επαγόμενο R-προσανατολισμό επί
τού BX.
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E.3 ΔΥΪΣΜΟΣ ΚΑΤΑ POINCARÉ ΚΑΙ LEFSCHETZ

Για ταR-προσανατολίσιμα συμπαγή τοπολογικά πολυπτύγματα υφίστανται συσχετισμοί των
μοδίων (ιδιάζουσας) ομολογίας και συνομολογίας παρεπόμενοι κάποιων φαινομένων «εσώ-
τερου δυϊσμού» (τα οποία είχαν γίνει αντιληπτά ήδη από τον Poincaré και τώρα πλέον μπο-
ρούν να παρουσιάζονται κατά τρόπο συστηματικό σε πιο «σύγχρονη γλώσσα»).

E.3.1 Θεώρημα («Δυϊσμός κατά Poincaré»). Έστω R τυχών μη τετριμμένος μεταθετικός
δακτύλιος. Εάν X είναι ένα d-διάστατο κλειστό τοπολογικό πολύπτυγμα εφοδιασμένο με
έναν R-προσανατολισμό

!

µx P H sing.
d (X,X∖txu;R)

ˇ

ˇ

ˇ
x P X

)

και [X;R]f.cl. η αντιστοιχιζό-
μενη θεμελιώδης κλάση, τότε η απεικόνιση δυϊσμού κατά Poincaré

PD : Hd´n
sing. (X;R) ÝÑ H sing.

n (X;R)

ξ ÞÝÑ PD(ξ) := ξ ⌢ [X;R]f.cl.

αποτελεί έναν ισομορφισμό R-μοδίων για κάθε n P t0, ..., du.

Αποδειξη. Βλ. Dold [61], Chapter VIII, §9, σελ. 303-304, Greenberg & Harper [67], Chapter
26, σελ. 215-229, Hatcher [68], §3.3, σελ. 241-248, Massey [77], Chapter XIV, §4-5, σελ. 360-
368, May [78], Chapter 20, §5, σελ. 158-160, Spanier [86], Chapter 6, §2, Theorem 18, σελ.
297, tom Dieck [91], Theorem 18.3.4, σελ. 446 και 451-455, και Vick [92], Theorem 6.18, σελ.
165-169.

E.3.2 Πόρισμα. ΈστωR μια Π.Κ.Ι. ΕάνX είναι ένα d-διάστατο κλειστόR-προσανατολίσιμο
τοπολογικό πολύπτυγμα, τότε για κάθε n P t0, ..., du,

H sing.
n (X;R) – frp(H sing.

d´n(X;R)) ‘ tors(H sing.
d´n´1(X;R)) (E.1)

και, ως εκ τούτου,

fr-rankR(H sing.
n (X;R)) = fr-rankR(H sing.

d´n(X;R)). (E.2)

Ιδιαιτέρως, για R = Z, η (E.2) δίδει για τους αριθμούς Betti τού X:

bn(X) = bd´n(X).

Σημειωτέον ότι, στην ειδική περίπτωση όπου tors(H sing.
n (X;R)) – t0u, έχουμε

tors(H sing.
d´n´1(X;R)) – t0u και H sing.

n (X;R) – H sing.
d´n(X;R). (E.3)

Αποδειξη. Κατά το θεώρημα E.1.15, οι H sing.
j (X;R) και Hj

sing.(X;R) είναι πεπερασμένως
παραγόμενοι R-μόδιοι. Έτσι, για κάθε n P t0, ..., du,

H sing.
n (X;R) –

E.3.1
Hd´n

sing. (X;R) –
(8.10), 8.1.7 (i)

HomR(H
sing.
d´n(X;R), R)‘ Ext1R(H

sing.
d´n´1(X;R), R),

όπου (βάσει τού θεωρήματος 2.6.6)

H sing.
d´n(X;R) = tors(H sing.

d´n(X;R)) ‘ frp(H sing.
d´n(X;R)),

H sing.
d´n´1(X;R) = tors(H sing.

d´n´1(X;R)) ‘ frp(H sing.
d´n´1(X;R)).
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Επομένως δημιουργείται η βραχεία ακριβής ακολουθία

t0u // Ext1R(tors(Hsing.
d´n´1(X;R)), R) ‘ Ext1R(frp(Hsing.

d´n´1(X;R)), R)
� � // Hd´n

sing. (X;R)

// //HomR(tors(Hsing.
d´n(X;R)), R) ‘ HomR(frp(Hsing.

d´n(X;R)), R) // t0u

Επειδή ο frp(H sing.
d´n´1(X;R)) είναι ελεύθερος (και, ως εκ τούτου, και προβολικός), έχουμε

(κατά το θεώρημα 5.2.11) Ext1R(frp(H sing.
d´n´1(X;R)), R) – t0u. Από την άλλη πλευρά,

HomR(frp(H sing.
d´n(X;R)), R) – HomR(R

fr-rankR(H
sing.
d´n(X;R)), R)

– HomR(R,R)
fr-rankR(H

sing.
d´n(X;R))

– Rfr-rankR(H
sing.
d´n(X;R))

– frp(H sing.
d´n(X;R))

και23 ισχύει HomR(tors(H sing.
d´n(X;R)), R) – t0u. Άρα υπολείπεται η εξέταση τού R-μοδίου

Ext1R(tors(H sing.
d´n´1(X;R)), R). Επειδή ο tors(H sing.

d´n´1(X;R)) είναι πεπερασμένως παραγό-
μενος (ως υπομόδιος πεπερασμένως παραγομένου R-μοδίου, βλ. πόρισμα 2.5.49), εάν δεν
είναι τετριμμένος, τότε θα εκφράζεται (μέχρις ισομορφισμού, σύμφωνα με το (iii) τού θεω-
ρήματος 2.6.30) υπό τη μορφή

tors(H sing.
d´n´1(X;R)) –

t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

(R/
A

p
ℓj,ϱ
j

E

)

ùñ Ext1R(tors(H sing.
d´n´1(X;R)), R) –

(5.12)

t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

Ext1R(R/
A

p
ℓj,ϱ
j

E

, R)

ùñ Ext1R(tors(H sing.
d´n´1(X;R)), R) –

5.2.15

t
À

j=1

kj
À

ϱ=1

(R/
A

p
ℓj,ϱ
j

E

) – tors(H sing.
d´n´1(X;R)),

οπότε24 καταλήγουμε στη βραχεία ακριβή ακολουθία

t0u Ñ tors(H sing.
d´n´1(X;R)) ãÑ Hd´n

sing. (X;R)↠ frp(H sing.
d´n(X;R)) Ñ t0u

η οποία (ούσα διασπώμενη, βλ. πόρισμα 3.1.31) δίδει (μέσω τού 3.1.29) τη σχέση (E.1).

E.3.3 Πόρισμα. Έστω X ένα d-διάστατο κλειστό τοπολογικό πολύπτυγμα. Τότε ισχύει η
συνεπαγωγή:

d ” 1(mod 2) ùñ χ (X) = 0.

Αποδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα E.2.4, το X είναι Z2-προσανατολίσιμο. Επειδή (κατά
τα θεωρήματα E.1.15 και E.1.16, και την πρόταση D.2.40) χ (X) = χ (X;Z2) (με το Z2 σώμα)
και η διάσταση d είναι εξ υποθέσεως τής μορφής d = 2ν + 1, για κάποιον ν P N0, έχουμε

χ (X) =
d
ř

j=0

(´1)j dimZ2(H
sing.
j (X;Z2))

=
ν
ř

j=0

(´1)j dimZ2(H
sing.
j (X;Z2)) +

2ν+1
ř

k=ν+1

(´1)k dimZ2(H
sing.
k (X;Z2)).

23Πράγματι· εάν f P HomR(tors(Hsing.
d´n(X;R)), R) και a P tors(Hsing.

d´n(X;R)), τότε υπάρχει r P R∖t0Ru με
ra = 0

H
sing.
d´n(X;R)

. (Βλ. εδ. 2.6.1.) Κατά συνέπειαν, επειδή οR είναι ακεραία περιοχή,

rf(a) = f(ra) = f(0
H

sing.
d´n(X;R)

) = 0R ñ f(a) = 0R ñ f = 0.

24Ακόμη και εάν ο tors(Hsing.
d´n´1(X;R)) είναι τετριμμένος, το συμπέρασμα παραμένει το ίδιο.
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Προφανώς, για k P tν + 1, ..., 2ν + 1u, ο δυϊσμός κατά Poincaré δίδει

dimZ2(H
sing.
k (X;Z2)) = dimZ2(H

2ν+1´k
sing. (X;Z2)) = dimZ2(H

sing.
2ν+1´k(X;Z2)),

οπότε
2ν+1
ř

k=ν+1

(´1)k dimZ2(H
sing.
k (X;Z2)) =

2ν+1
ř

k=ν+1

(´1)k dimZ2(H
sing.
2ν+1´k(X;Z2))

=
ν
ř

j=0

(´1)2ν+1´j dimZ2(H
sing.
j (X;Z2)),

όπου j = 2ν + 1 ´ k (και k = 2ν + 1 ´ j). Κατά συνέπειαν,

χ (X) =
ν
ř

j=0

((´1)j + (´1)2ν+1´j) dimZ2(H
sing.
j (X;Z2)). (E.4)

Όμως τα (´1)j και (´1)2ν+1´j έχουν πάντοτε αντίθετα πρόσημα. Άρα το άθροισμα στο
δεξιό μέλος τής (E.4) ισούται κατ’ ανάγκην με μηδέν.

E.3.4 Πόρισμα. ΈστωX ένα d-διάστατο προσανατολίσιμο κλειστό τοπολογικό πολύπτυγμα.
Τότε ισχύει η συνεπαγωγή:

d ı 0(mod 4) ùñ χ (X) ” 0(mod 2).

Αποδειξη. Βλ. Dold [61], Chapter VIII, Corollary 8.14, σελ. 300-301, ή Greenberg & Harper
[67], Corollary 26.11, σελ. 222.

Η ακόλουθη γενίκευση25 τού θεωρήματος E.3.1 για συμπαγή τοπολογικά πολυπτύγματα με
σύνορο οφείλεται στον S. Lefschetz26.

S. Lefschetz
25Βλ. S. Lefschetz: Transformations of manifolds with a boundary, Proceedings of the National Academy of Sciences of

the United States of America, 12 (1926), 737-739.
26Lefschetz, Solomon (3/9/1884-5/10/1972). Γεννήθηκε στη Μόσχα (γονείς εβραϊκής καταγωγής με τουρκική υπηκοό-

τητα), σπούδασε στο Παρίσι Μηχανολογία και κατόπιν μετέβη στις Ηνωμένες Πολιτείες, όπου και συνέχισε τις σπουδές
του στα Μαθηματικά. Η μαθηματική του σταδιοδρομία ξεκίνησε το 1910 από τα Πανεπιστήμια τού Worcester (PhD,
1911), τής Nebraska και τού Kansas. Από το 1925 έως και το 1953 διετέλεσε καθηγητής τού Πανεπιστημίου τού Princeton.
Ιδιαίτερη υπήρξε η συμβολή του στην Αλγεβρική Τοπολογία και Γεωμετρία. (Πολλές, μάλιστα, έννοιες τής σύγχρονης
ορολογίας εισήχθησαν από αυτόν). Δειγματοληπτικώς, για τα ερευνητικά αποτελέσματά του, πέραν των θεωρημάτων
του περί σταθερών σημείων (μεσω των οποίων έγινε περισσότερο γνωστός), αξίζει να αναφερθεί ο προσδιορισμός τού
αριθμού των ανεξαρτήτων μερομόρφων p-διαστάτων διαφορικών μορφών (διαφόρων ειδών) επί ενός μη ιδιάζοντος
αλγεβρικού πολυπτύγματος X και ο συσχετισμός αυτού τού αριθμού με τους αριθμούς Betti τού X, ο τύπος Picard-
Lefschetz στη μελέτη των μηδενιζόμενων κυκλημάτων (vanishing cycles) κ.ά. Ο Lefschetz έγραψε επίσης άρθρα επί των
Διαφορικών Εξισώσεων, με κάποια έμφαση στη Θεωρία των Μη Γραμμικών Ταλαντώσεων. (Βλ. Bull. Am. Math. Soc.
79, (1973), 663-680, και Bull. London Math. Soc. 6, (1974), 198-217.)
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E.3.5 Θεώρημα («Δυϊσμός κατά Lefschetz», 1926). Έστω R τυχών μη τετριμμένος μεταθε-
τικός δακτύλιος. Εάν X είναι ένα d-διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα με σύνορο,
εφοδιασμένο με έναν R-προσανατολισμό tµx|x P X∖BXu , και [X, BX;R]f.cl. η αντιστοιχι-
ζόμενη θεμελιώδης κλάση (βλ. εδ. E.2.11), τότε οι απεικονίσεις δυϊσμού κατά Lefschetz

LD : Hd´n
sing. (X, BX;R) ÝÑ H sing.

n (X;R)

ξ ÞÝÑ LD(ξ) := ξ ⌢ [X, BX;R]f.cl.

και
LD1 : Hd´n

sing. (X;R) ÝÑ H sing.
n (X, BX;R)

ξ ÞÝÑ LD1(ξ) := ξ ⌢ [X, BX;R]f.cl.

αποτελούν ισομορφισμούς R-μοδίων για κάθε n P t0, ..., du.

Αποδειξη. Βλ. Bredon [57], Chapter VI, §9, σελ. 355-359, Dold [61], Chapter VIII, §9, σελ.
303-304, Greenberg & Harper [67], Chapter 28, σελ. 237-245, Hatcher [68], Theorem 3.43,
σελ. 254, Massey [77], Chapter XIV, §7, σελ. 375-380, May [78], σελ. 168-169, Spanier [86],
Chapter 6, §2, Theorem 20, σελ. 298, tom Dieck [91], Theorem 18.6.1, σελ. 455-456, και Vick
[92], Theorem 6.25, σελ. 171-173.

E.3.6 Πόρισμα. Έστω Y ένα d-διάστατο κλειστό τοπολογικό πολύπτυγμα. Εάν υποτεθεί ότι
υπάρχει (d + 1)-διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα X με σύνορο BX = Y, τότε
έχουμε

χ (Y ) ” 0(mod 2).

Αποδειξη. Εάν υπάρχει (d + 1)-διάστατο συμπαγές τοπολογικό πολύπτυγμα X με σύνορο
BX = Y, τότε θεωρούμε την ακριβή ακολουθία τού τοπολογικού ζεύγους (X,Y ) με συντελε-
στές ειλημμένους από το σώμα Z2:

t0u ÝÑ H sing.
d+1(X;Z2) ÝÑ H sing.

d+1(X,Y ;Z2) ÝÑ H sing.
d (Y ;Z2) ÝÑ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

ÝÑ H sing.
0 (Y ;Z2) ÝÑ H sing.

0 (X;Z2) ÝÑ H sing.
0 (X,Y ;Z2) ÝÑ t0u.

Το εναλλάσσον άθροισμα των διαστάσεων των ομολογικών ομάδων (Z2-διανυσματικών χώ-
ρων) αυτής τής ακριβούς ακολουθίας ισούται με μηδέν. (Βλ. λήμμα 3.4.4.) Άρα το (σκέτο)
άθροισμα των διαστάσεων των εν λόγω ομάδων οφείλει να είναι άρτιο27. Επομένως,

d
ř

k=0

dimZ2(H
sing.
k (Y ;Z2)) +

d+1
ř

k=0

dimZ2(H
sing.
k (X;Z2))

+
d+1
ř

k=0

dimZ2(H
sing.
k (X,Y ;Z2)) ” 0(mod 2).

Από την άλλη μεριά, έχουμε αφ’ ενός μεν

χ (Y ) =
d
ř

k=0

(´1)k dimZ2(H
sing.
k (Y ;Z2)) ”

d
ř

k=0

dimZ2(H
sing.
k (Y ;Z2))(mod 2),

27Εάν προσθέσουμε το άθροισμα και το εναλλάσσον άθροισμα των διαστάσεων των εν λόγω ομάδων λαμβάνουμε το
διπλάσιο τού αθροίσματος των διαστάσεων που εμφανίζονται με θετικό πρόσημο στο εναλλάσσον άθροισμα.
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αφ’ ετέρου δε (ένεκα τού κατά Lefschetz δυϊσμού)

dimZ2(H
sing.
k (X;Z2)) = dimZ2(H

d+1´k
sing. (X,Y ;Z2)) = dimZ2(H

sing.
d+1´k(X,Y ;Z2))

για κάθε k P t0, ..., d+ 1u, οπότε

d+1
ř

k=0

dimZ2(H
sing.
k (X;Z2)) =

d+1
ř

k=0

dimZ2(H
sing.
k (X,Y ;Z2)).

Είναι πλέον πρόδηλο ότι χ (Y ) ” 0(mod 2).

E.3.7 Παραδείγματα. Για κάθε ν P N οι προβολικοί χώροι

P2ν
R , P2ν

C και P2ν
HR

είναι αδύνατον να αποτελούν σύνορα, καθόσον

χ(P2ν
R ;Z2) = 1

και
χ(P2ν

C ;Z2) = 2ν + 1 = χ(P2ν
HR ;Z2).

Ένα τεχνικώς δύσκολο αποτέλεσμα τού Rokhlin (από τη δεκαετία τού28 1950) μας πληροφο-
ρεί ότι όλα τα προσανατολίσιμα συμπαγή τριπτύγματα αποτελούν σύνορα (κάποιων τετρα-
διάστατων πολυπτυγμάτων με σύνορο).

E.4 ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΩΝ
ΠΟΛΥΠΤΥΓΜΑΤΩΝ ΔΙΑΣΤΑΣΕΩΣ ď 2

Παρότι τα γνωστά θεωρήματα που αφορούν σε τοπολογικά πολυπτύγματα «χαμηλών δια-
στάσεων» (π.χ., σε διαστάσεις ď 6) βρίσκονται εν αφθονία, τα μόνα θεωρήματα πλήρους
ταξινομήσεως (μέχρις ομοιομορφισμού) περιορίζονται στις διαστάσεις29 0, 1 και 2. (Πρβλ.
The Manifold Atlas Project, http://www.map.mpim-bonn.mpg.de/Main_Page.)

§ Ταξινόμηση των μονοδιάστατων τοπολογικών πολυπτυγμάτων. Αυτή είναι μια σχετικώς
εύκολη ταξινόμηση, στηριζόμενη σε απλές τοπολογικές ιδιότητες30.

E.4.1 Θεώρημα («Θεώρημα ταξινομήσεως μονοδιάστατων συνεκτικών τοπολογικών πολυ-
πτυγμάτων»). Κάθε μονοδιάστατο συνεκτικό τοπολογικό πολύπτυγμα X οφείλει να είναι
(αναλόγως με το κατά πόσον είναι ή δεν είναι συμπαγές και με το κατά πόσον έχει ή δεν έχει
σύνορο) ομοιομορφικό με ένα από εκείνα που δίδονται στον κάτωθι κατάλογο:

X χωρίς σύνορο με σύνορο

συμπαγή S1 [0, 1]

μη συμπαγή R [0,8)

28Βλ. V.A. Rokhlin: New results in the theory of 4-dimensional manifolds, Doklady 84 (1952), 221-224.
29Για τη διάσταση 0 βλ. E.1.9 (i). Εδώ θα αναλυθεί το τι συμβαίνει στις διαστάσεις 1 και 2.
30Βλ. D.B. Fuks & V.A. Rokhlin: Beginner’s Course in Topology, Universitext, Springer-Verlag, 1984, σελ. 139-141, και

D. Gale: The Classification of 1-Manifolds: A Take-Home Exam, American Math. Monthly 94 (1987), 170-175.

http://www.map.mpim-bonn.mpg.de/Main_Page
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§ Περί τής ταξινομήσεως των κλειστών επιφανειών. Έστω g P N και έστω

E4g := conv (tzn| 1 ď n ď 4gu) Ř B2
Ř C, zn := exp(2π

?
´1

4g
n) P S1,

το συμπαγές κανονικό 4g-γωνο31 έχον ως κορυφές του τα σημεία zn. Επί αυτού τού (κυρτού)
υποσυνόλου τού μιγαδικού επιπέδου ορίζεται, θέτοντας εν είδει συμβάσεως

z4g+1 := z1,

μια σχέση ισοδυναμίας R ως ακολούθως:

(ζ, η) P R ðñ
ορσ

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

είτε ζ = η,

είτε

$

’

’

&

’

’

%

ζ = (1 ´ t)z4j´3 + tz4j´2, όπου 0 ď t ď 1

και η = (1 ´ t)z4j + tz4j´1, και j P t1, ..., gu

είτε

$

’

’

&

’

’

%

ζ = (1 ´ t)z4j´2 + tz4j´1, όπου 0 ď t ď 1

και η = (1 ´ t)z4j+1 + tz4j , και j P t1, ..., gu

Θέτουμε
Xor.
g := E4g/R.

Αυτός ο πηλικόχωρος αποτελεί μια συνεκτική, κλειστή, προσανατολίσιμη επιφάνεια. Ας δού-
με τα αντίστοιχα σχήματα στην περίπτωση όπου g = 1 και g = 2.

H R ταυτίζει τις ακμές τού E4g ανά ζεύγη. Σύμβαση στα σχήματα: Ταυτιζόμενες ακμές συμ-
βολίζονται με το ίδιο γράμμα. Επιπροσθέτως, κάθε ακμή θεωρείται εφοδιασμένη με έναν
προσανατολισμό κατά τέτοιον τρόπο, ώστε σημεία αρχής να ταυτίζονται με σημεία αρχής
και ληκτικά σημεία με ληκτικά σημεία.

31Εννοείται ότι σε αυτό συμπεριλαμβάνεται και το εσωτερικό του, αφού το E4g είναι εξ ορισμού η κυρτή θήκη των
εν λόγω 4g σημείων τού μιγαδικού επιπέδου.
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E.4.2 Ορισμός. Θέτουμε Xor.
0 := S2 και ονομάζουμε το Xor.

g , g ě 0, θεμελιακή προσα-
νατολίσιμη επιφάνεια γένους g.

E.4.3 Σημείωση. Παρά το γεγονός ότι ο ανωτέρω τρόπος ορισμού των επιφανειών αυτού
τού είδους είναι κομψός και πολύ χρήσιμος (π.χ., για διάφορες υπολογιστικές διαδικασίες),
δεν είναι γεωμετρικώς αρκούντως εύληπτος (καθόσον οι ταυτίσεις μέσω τής R είναι παντα-
χού παρούσες). Γι’ αυτόν τον λόγο ανακαλείται το επόμενο θεώρημα E.4.4 που χαρακτηρίζει
(μέχρις ομοιομορφισμού) τιςXor.

g με τη βοήθεια τής «πράξεως» τού συνεκτικού αθροίσματος.
Εάν, δοθεισών δυο επιφανειών X,Y, απομακρύνουμε έναν δίσκο από καθεμιά εξ αυτών και
συνδέσουμε τους προκύπτοντες συνοριακούς κύκλους μέσω ενός κυλίνδρου, τότε η δημιουρ-
γούμενη επιφάνεια συμβολίζεται ως X#Y και καλείται32 συνεκτικό άθροισμα33 των X και
Y.

E.4.4 Θεώρημα. Για κάθε g ě 1 έχουμε

Xor.
g « T2#T2# ¨ ¨ ¨ #T2#T2

loooooooooooomoooooooooooon

g φορές
(E.5)

και, γενικότερα, για κάθε g ě 0,

Xor.
g « S2#T2#T2# ¨ ¨ ¨ #T2#T2

loooooooooooomoooooooooooon

g φορές

. (E.6)

E.4.5 Σημείωση. (i) Για την «οπτικοποίηση» τού (E.5) στην περίπτωση κατά την οποία g = 2,

δηλαδή για το πώς από τις πραγματοποιούμενες ταυτίσεις των ακμών τού E8 μέσω τής R

κανείς καταλήγει (διά καταλλήλου ομοιομορφισμού) στον διπλό τόρο T2#T2:

οι αναγνώστες παραπέμπονται στη σχετική πανέμορφη κινηματογραφική αναπαράσταση
τού Jos Leys34.

32Το συνεκτικό άθροισμα μπορεί να ιδωθεί (αυστηρότερα) ως μια κατάλληλη εξώθηση (με συγκόλληση κατά μήκος
των εν λόγω συνοριακών κύκλων). Πρβλ. 7.3.1 και 7.3.2 (ii).

33ΕάνX,Y, Z είναι επιφάνειες, τότεX#Y « Y #X και (X#Y )#Z « X#(Y #Z).

34Βλ. http://www.josleys.com/show_gallery.php?galid=368.

http://www.josleys.com/show_gallery.php?galid=368
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(ii) Ο ομοιομορφισμός (E.6) μπορεί να δεχθεί μια κατά τι διαφοροποιημένη γεωμετρική ερ-
μηνεία: Με τον όρο επικόλληση μιας χειρολαβής στη σφαίρα S2 εννοούμε ότι απομακρύνου-
με τα εσωτερικά δύο ξένων μεταξύ τους δίσκων και ότι μετά προσαρτούμε έναν κύλινδρο
μέσω συγκολλήσεως των συνοριακών του κύκλων και των περιγραμμάτων των δύο τρυπών
επί τής σφαίρας.

Με μια τέτοια «πράξη» (που αποδεικνύεται ότι είναι από πάσα άποψη «καλώς ορισμένη»)
αποκτούμε το συνεκτικό άθροισμα S2#T2. (Όταν εισάγουμε επιπρόσθετες χειρολαβές, τότε
όλη αυτή η διαδικασία λαμβάνει χώρα σε διαφορετικά μέρη τής σφαίρας.) Έτσι, η επιφάνεια
Xor.
g είναι ομοιομορφική με τη σφαίρα S2 στην οποία έχουμε επικολλήσει g χειρολαβές. Ιδού,

λοιπόν, μια τέτοια «οπτικοποίηση» τής Xor.
3 μέσω τού (E.5) (τριπλός τόρος):

και η αντίστοιχή της μέσω τού (E.6) (σφαίρα με τρεις χειρολαβές):
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(iii) Για το πώς από τις πραγματοποιούμενες ταυτίσεις των ακμών τού E16 μέσω τής R κανείς
καταλήγει (διά καταλλήλου ομοιομορφισμού) στη σφαίρα με 4 χειρολαβές, βλ. http://www.
josleys.com/show_gallery.php?galid=369.

Έστω τώρα g P N, g ě 2, και έστω

E2g := conv (tzn| 1 ď n ď 2gu) Ř B2
Ř C, zn := exp(2π

?
´1

2g
n) P S1,

το συμπαγές κανονικό 2g-γωνο έχον ως κορυφές του τα σημεία zn. Επί αυτού τού (κυρτού)
υποσυνόλου τού μιγαδικού επιπέδου ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας R1 ως ακολούθως35:

(ζ, η) P R1
ðñ

ορσ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

είτε ζ = η,

είτε

$

&

%

ζ = (1 ´ t)z2j´1 + tz2j , όπου 0 ď t ď 1

και η = (1 ´ t)z2j + tz2j+1, και j P t1, ..., gu

Θέτουμε
Xnonor.
g := E2g/R

1.

Αυτός ο πηλικόχωρος αποτελεί μια συνεκτική, κλειστή, μη προσανατολίσιμη επιφάνεια. Ας
δούμε τα αντίστοιχα σχήματα στην περίπτωση όπου g = 2 και g = 3.

35Σύμβαση: z2g+1 := z1.

http://www.josleys.com/show_gallery.php?galid=369
http://www.josleys.com/show_gallery.php?galid=369


§ E.4 ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΩΝ ΠΟΛΥΠΤΥΓΜΑΤΩΝ ΔΙΑΣΤΑΣΕΩΣ ď 2 797

E.4.6 Ορισμός. Θέτουμε Xnonor.
1 := P2

R και ονομάζουμε το Xnonor.
g , g ě 1, θεμελιακή μη

προσανατολίσιμη επιφάνεια γένους g.

Η Xnonor.
1 είναι ομοιομορφική με ένα σταυρωτό διαπέτασμα και η Xnonor.

2 με μια φιάλη τού
Klein. Επίσης, ακόμη και για τις θεμελιακές μη προσανατολίσιμες επιφάνειες υφίσταται ένα
θεώρημα ανάλογο τού E.4.4.

E.4.7 Θεώρημα. Για κάθε g ě 1 έχουμε

Xnonor.
g « P2

R#P2
R# ¨ ¨ ¨ #P2

R#P2
R

loooooooooooomoooooooooooon

g φορές

.

Το κύριο θεώρημα είναι το ακόλουθο:

E.4.8 Θεώρημα («Θεώρημα ταξινομήσεως κλειστών συνεκτικών επιφανειών»). Κάθε κλει-
στή συνεκτική36 επιφάνεια είναι ομοιομορφική με κάποια θεμελιακή (προσανατολίσιμη ή
μη) επιφάνεια37. Επιπροσθέτως, μεταξύ των μελών των οικογενειών

␣

Xor.
g

ˇ

ˇ g P N0

(

και
␣

Xnonor.
g

ˇ

ˇ g P N
(

δεν υπάρχουν δύο (διαφορετικές) επιφάνειες που να είναι ομοιομορφικές.

E.4.9 Σημείωση. (i) Στη διάσταση 2, η ανωτέρω ταξινόμηση «μέχρις ομοιομορφισμού» είναι
ισοδύναμη με την ταξινόμηση «μέχρις ομοτοπικής ισοδυναμίας» αλλά και με την ταξινόμηση
«μέχρις αμφιδιαφορίσεως (ή διαφορομορφισμού)» (αφού κάθε επιφάνεια μπορεί να ιδωθεί
και ως λείο πολύπτυγμα).
(ii) Οι πρώτες προσπάθειες για ένα είδος ταξινομήσεως επιφανειών ανήκουν στους A.F.
Möbius (1863) και C. Jordan (1866). To 1888, σε ένα πολυσέλιδο άρθρο38 του στο Mathema-
tische Annalen (συνοδευόμενο από εκτενή βιβλιογραφία), ο W. von Dyck39 εισήγαγε αναλ-
λοιώτους δικής του επινοήσεως προκειμένου να καταλήξει σε κριτήρια για το πότε δυο επι-
φάνειες είναι μεταξύ τους ομοιομορφικές. Ωστόσο, όπως δεν ήταν ασύνηθες για τα δεδομένα
εκείνης τής εποχής (όπου υπήρχε μια κάποια ρευστότητα ακόμη και για τους χρησιμοποιού-
μενους ορισμούς, εάν κανείς λάβει, π.χ., υπ’ όψιν ότι η τελικώς αποδεκτή εννοιοδότηση τού

36Στη μελέτη ταξινομήσεως πολυπτυγμάτων (δεδομένης διαστάσεως) μέχρις ομοιομορφισμού μπορούμε να περιορι-
ζόμαστε στα συνεκτικά πολυπτύγματα. Και αυτό διότι δύο (ισοδιάστατα) τοπολογικά πολυπτύγματα X και Y είναι
ομοιομορφικά εάν και μόνον εάν υπάρχει μια αμφίρριψη μεταξύ τής κλάσεως των συνεκτικών συνιστωσών τού X και
τής κλάσεως των συνεκτικών συνιστωσών τού Y, ούτως ώστε κάθε συνεκτική συνιστώσα τούX να είναι ομοιομορφική
με την εικόνα της μέσω αυτής.

37Η θεώρηση διαδοχικών συνεκτικών αθροισμάτων πεπερασμένου πλήθους σταυρωτών διαπετασμάτων και διδιά-
στατων τόρων (ακόμη και με ανάμιξη) δεν δίδει κάτι που να είναι μη ομοιομορφικό με κάποια θεμελιακή επιφάνεια.
Αυτό έγκειται στη μεταθετικότητα και στην προσεταιριστικότητα τής «πράξεως» τού συνεκτικού αθροίσματος, εν συν-
δυασμώ με τον ομοιομορφισμό

P2
R#T2

« P2
R#Xnonor.

2 .

(Για μια «οπτική απόδειξη» αυτού, βλ. στη διαδικτυακή διεύθυνση: http://www.josleys.com/show_gallery.php?
galid=377.)

38W. von Dyck: Beiträge zur Analysis Situs, Mathematische Annalen 32 (1888), 457-512.
39von Dyck, Walther Franz Anton (6/12/1856-5/11/1934). Γερμανός μαθηματικός. Σπούδασε στο Μόναχο, στο Βερολίνο

και στη Λειψία και ανεκηρύχθη διδάκτωρ το 1879 με μια διατριβή επί των επιφανειών Riemann (έχων ως επιβλέψαντα
καθηγητή τον F. Klein). Ακολούθησε υφηγεσία το 1882 στη Λειψία και καθηγεσία από το 1884 στο ίδρυμα που έπαιξε
τον ρόλο τού προδρόμου τού Πολυτεχνείου τού Μονάχου. Υπήρξε μέλος τής Βαυαρικής Ακαδημίας Επιστημών, καθώς
και δύο φορές πρόεδρος τής DMV (Deutsche Mathematiker Vereinigung). Οι ερευνητικές του εργασίες αφορούσαν
κυρίως σε προβλήματα τής Θεωρίας Ομάδων, τής Μιγαδικής Αναλύσεως και τής Διαφορικής Γεωμετρίας.

http://www.josleys.com/show_gallery.php?galid=377
http://www.josleys.com/show_gallery.php?galid=377
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όρου τοπολογικός χώρος μέσω σαφών αξιωμάτων επισυνέβη το 1914), οι αποδείξεις του δεν
ήταν αυστηρές, στηριζόμενες εν πολλοίς σε διαισθητικά επιχειρήματα. Εν συνεχεία, στις αρ-
χές τού 20ου αιώνα, ένα κοινό άρθρο40 των M. Dehn41 και P. Heegaard42 (δημοσιευθέν στην
τότε εκδιδόμενη από τον οίκο Teubner «Εγκυκλοπαίδεια των Μαθηματικών Επιστημών») ε-
πί τής «Αναλύσεως Situs» εντυπωσίασε την κοινότητα των γεωμετρών, καθώς περιείχε την
πρώτη αυστηρή προσέγγιση τού θεωρήματος ταξινομήσεως (τόσον για προσανατολίσιμες ό-
σον και για μη προσανατολίσιμες επιφάνειες). Παρά ταύτα, η «τελευταία πράξη τού έργου»
επρόκειτο να γραφεί από δύο συμμετέχοντες στα σεμινάρια τού O. Veblen στο Princeton:
Τον J.W. Alexander, ο οποίος, σε ένα ολιγοσέλιδο άρθρο43 του, αποσαφήνισε το πώς είναι
δυνατή η αναγωγή κάθε κλειστής επιφάνειας παγιωμένου γένους σε μία και μόνον διευθε-
τημένη μορφή (normal form) και τον H.R. Brahana44, ο οποίος το45 1921 συμπλήρωσε ό,τι
έλειπε από το παζλ και έδωσε την πρώτη πλήρη απόδειξη τού θεωρήματος ταξινομήσεως, η
οποία επέζησε μέχρι των ημερών μας.

40M. Dehn & P. Heegaard: Analysis Situs, Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften (mit Einschluss ihrer
Anwendungen), Band III (Geometrie), Teubner, 1907, σελ. 153-220.

41Dehn, Max Wilhelm (13/11/1878-27/6/1952). Γερμανός μαθηματικός εβραϊκής καταγωγής. Σπούδασε στο Freiburg
και στο Göttingen. Διδάκτωρ το 1900 (με επιβλέψαντα καθηγητή τον D. Hilbert). Υφηγεσία το 1901 στο Πανεπιστήμιο
τού Münster, όπου και δίδαξε μέχρι το 1911. (Στη υφηγεσία του έλυσε σε μεγάλο βαθμό το 3ο πρόβλημα τού Hilbert, αν
και οι μετέπειτα απλουστεύσεις και συμπληρώσεις των Kagan και Hadwiger εκρίθησαν απαραίτητες.) Αναπληρωτής
καθηγητής για μία διετία (από το 1911) στο Πανεπιστήμιο τού Κιέλου. Καθηγητής από το 1913 στο Πολυτεχνείο τού
Breslau και από το 1921 στο Πανεπιστήμιο τής Φρανκφούρτης, διαδεχόμενος τον L. Bieberbach (1886-1982). Παρά το
ότι είχε μετάσχει ως στρατιώτης τού γερμανικού στρατού στις μάχες τού A1 Παγκοσμίου Πολέμου, όταν οι ναζιστές βρέ-
θηκαν στην εξουσία τον κατεδίωξαν, τον έπαυσαν το 1935 από το ίδρυμά του και παρ’ ολίγον να τον είχαν δολοφονήσει
(εάν δεν τού είχε προσφέρει καταφύγιο τη «Νύχτα των Κρυστάλλων» ο ιστορικός W. Hartner). Το 1939 αναγκάστηκε
να εγκαταλείψει για πάντα τη Γερμανία. Ύστερα από περιπλανήσεις (στη Δανία και στη Νορβηγία) κατόρθωσε να
φθάσει το 1940 στις Η.Π.Α., όπου και διέμεινε μέχρι το θάνατό του. Δυστυχώς, οι καθηγητικές θέσεις που έλαβε εκεί
(από απόψεως διάρκειας ή ποιότητας ιδρυμάτων) δεν ήταν αντάξιες τού επιστημονικού του κύρους (κάτι που τότε είχε
υπογραμμισθεί και από τον S. Mac Lane). Η μαθηματική κοινότητα τον μνημονεύει τόσον για τις τοπολογικές του (χει-
ρουργική Dehn, αναλλοίωτος τού Dehn, συστροφή Dehn, λήμμα τού Dehn [διορθωθέν από τον Χ. Παπακυριακόπουλο]
κ.ά.) όσον και για τις ομαδοθεωρητικές του εργασίες (πεπερασμένως παριστώμενες ομάδες, word problems κ.ά.).

42Heegaard, Poul (2/11/1871-7/2/1948). Δανός μαθηματικός. Σπούδασε από το 1889 έως το 1893 στο Πανεπιστήμιο
τής Κοπεγχάγης υπό τον H. Zeuthen (1839-1920) και τον J. Petersen (1839-1910). Ύστερα από μια άκαρπη παραμονή
στο Παρίσι, μετέβη στο Πανεπιστήμιο τού Göttingen και ενετάχθη στην ερευνητική ομάδα τού F. Klein (1849-1925).
Μελέτησε τις τοπολογικές ιδιότητες των τετραδιάστατων πολυπτυγμάτων (σε μια προσπάθεια βαθύτερης κατανοήσεως
των μιγαδικών συναρτήσεων δύο μεταβλητών) και ξεκίνησε την ενασχόλησή του με τα τριδιάστατα πολυπτύγματα, τα
οποία έμελλε να καταστούν συν τω χρόνω το κύριο αντικείμενο τής έρευνάς του. Στη διατριβή του (το 1898) εισήγαγε
ό,τι αργότερα έγινε γνωστό ως διάγραμμα Heegaard και διάσπαση Heegaard. Επίσης, έδωσε ένα αντιπαράδειγμα για
την τότε επικρατούσα εκδοχή τού κατά Poincaré δυϊσμού, αναγκάζοντας το ίδιον τον Poincaré σε ριζική αναθεώρη-
σή της. Μετά την αποπεράτωση τού διδακτορικού του και μέχρι το 1910 δίδαξε σε σχολή δοκίμων αξιωματικών τού
ναυτικού. Το 1910 εξελέγη καθηγητής τού Πανεπιστημίου τής Κοπεγχάγης, όμως το 1918 υπέβαλε την παραίτησή του
(επικαλούμενος ως λόγους φόρτο εργασίας και αδυναμία συνεννοήσεως με κάποιους συναδέλφους του). Το ίδιο έτος
εξελέγη καθηγητής στο Πανεπιστήμιο τού Όσλο, στο οποίο και εθήτευσε μέχρι τη συνταξιοδότησή του το 1941. Υπήρξε
συνιδρυτής τής Νορβηγικής Μαθηματικής Εταιρείας. Παρά το γεγονός ότι είχε λίγες ερευνητικές δημοσιεύσεις, αυτές
είναι τόσο σημαντικές, ώστε τα αποτελέσματά τους να παραμένουν ακόμη και σήμερα απαραίτητα κατά την ανάπτυξη
τής σύγχρονης θεωρίας περί 3-διάστατων πολυπτυγμάτων.

43J.W. Alexander: Normal forms for one- and two-sided surfaces, Annals of Mathematics 16 (1915), 158-161.

44Brahana, Henry Roy (16/8/1895-9/10/1972). Αμερικανός μαθηματικός. Διδάκτωρ τού Πανεπιστημίου τού Princeton
το 1920 (με επιβλέψαντα καθηγητή τον O. Veblen). Μετέπειτα καθηγητής στο Πανεπιστήμιο τού Illinois (at Urbana-
Champaign) από το 1921 μέχρι τη συνταξιοδότησή του τo 1963. Πιθανολογείται ότι, υπό την επιρροή τού G.A. Miller
(1963-1951), η θεματική των ερευνητικών του εργασιών άλλαξε και από αμιγώς τοπολογική κατέστη με την πάροδο τού
χρόνου ομαδοθεωρητική. (Γεννήτορες απλών ομάδων, πεπερασμένες μετααβελιανές ομάδες κ.ά.) Διακρίθηκε τόσον
για τα διδακτικά του (27 διδακτορικές διατριβές υπό την επίβλεψή του) όσον και για τα διοικητικά του προσόντα
(πρόεδρος Τμήματος που μερίμνησε να προσληφθούν σε αυτό άτομα που εκ των υστέρων διακρίθηκαν κ.ά.).

45H.R. Brahana: Systems of circuits on two-dimensional manifolds, Annals of Mathematics 23 (1921), 144-168. [Πρό-
κειται για τη δημοσίευση ενός τμήματος τής διδακτορικής του διατριβής (τού 1920) στο Princeton.]
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(iii) Αξίζει να επισημανθεί ότι τα προαναφερθέντα αφορούσαν στην ταξινόμηση (μέχρις ο-
μοιομορφισμού) των συνδυαστικών επιφανειών (ήτοι των τριγωνίσιμων). Το ότι κάθε διδιά-
στατο τοπολογικό πολύπτυγμα είναι πάντοτε τριγωνίσιμο, απεδείχθη κάποια χρόνια αργότε-
ρα (και συγκεκριμένα το 1925 από τον Τ. Radó).
(iv) Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία περί τού θεωρήματος E.4.8 βλ. Scholz [125], Kap.
IV, σελ. 142-179, και Gallier & Xu [95]. Για ειδικότερη βιβλιογραφία, στην οποία κανείς
συναντά πολλά επεξεργασμένα παραδείγματα επιφανειών, τριγωνισμών αυτών, συνεκτικών
αθροισμάτων κ.ά., καθώς και διάφορες αποδεικτικές διαδικασίες για το E.4.8, βλ. Armstrong
[37], Chapters 6-7, Agoston [52], Chapter 3, Fulton [65], Chapter 17, σελ. 233-246, Giblin [96],
Kinsey [97], Massey [77], Chapter I, σελ. 1-34, Munkres [41], Chapter 12, σελ. 446-476, Shastri
[85], §5.3, σελ. 229-240, και Stillwell [127], §1.3, σελ. 69-80, και §8.1, σελ. 242.
(v) Φυσικά, άπαξ και κάποιος έχει στη διάθεσή του τις ομάδες ομολογίας (7.24), (7.26) και
(7.34) των οικογενειών των επιφανειών που παρατίθενται στο θεώρημα E.4.8, είναι άμεσο
το ότι μεταξύ των μελών τους δεν υπάρχουν δύο (διαφορετικές) επιφάνειες που να είναι
ομοιομορφικές, καθώς επίσης και το ποιες εξ αυτών είναι οι προσανατολίσιμες και οι μη
προσανατολίσιμες (μέσω τού θεωρήματος E.2.7).

§ Περί των λοιπών επιφανειών. Έστω Xor.
g,k (και αντιστοίχως, έστω Xnonor.

g,k ), k P N, το απο-
τέλεσμα τής αφαιρέσεως τού εσωτερικού k σαφώς διακεκριμένων δίσκων από την Xor.

g (και
αντιστοίχως, από την Xnonor.

g ). (Π.χ., το Xnonor.
1,1 είναι μια ταινία τού Möbius.46) Τότε έχου-

με τη δυνατότητα να διατυπώσουμε το αντίστοιχο τού θεωρήματος E.4.8 για τις συμπαγείς
συνεκτικές επιφάνειες με σύνορο.

E.4.10 Θεώρημα («Θεώρημα ταξινομήσεως συμπαγών συνεκτικών επιφανειών με σύνορο»).
Κάθε συμπαγής συνεκτική επιφάνεια με σύνορο είναι ομοιομορφική με κάποιο εκ των μελών
των οικογενειών

␣

Xor.
g,k

ˇ

ˇ (g, k) P N0 ˆ N
(

και
␣

Xnonor.
g,k

ˇ

ˇ (g, k) P N ˆ N
(

.

Επιπροσθέτως, μεταξύ των μελών των εν λόγω οικογενειών δεν υπάρχουν δύο (διαφορετικές)
επιφάνειες που να είναι ομοιομορφικές.

46Βλ. https://www.youtube.com/watch?v=yeaw3BnCs34.

https://www.youtube.com/watch?v=yeaw3BnCs34
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Οι ομάδες (ιδιάζουσας) ομολογίας των κλειστών επιφανειών τού θεωρήματος E.4.8 έχουν
υπολογισθεί μέσω των (7.24), (7.26) και (7.34). Με λίγο περισσότερο κόπο κανείς υπολογίζει
τις αντίστοιχες ομάδες ομολογίας και των επιφανειών τού θεωρήματος E.4.10. Το μάλλον
«μη αναμενόμενο» εδώ είναι ότι καμία εξ αυτών των ομάδων δεν διαθέτει στρέψη.

E.4.11 Θεώρημα. (i) Για κάθε (g, k) P N0 ˆ N και για κάθε n P Z έχουμε:

H sing.
n (Xor.

g,k;Z) –

$

’

’

&

’

’

%

Z, όταν n = 0,

Z2g+k´1, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

(ii) Για κάθε (g, k) P N ˆ N και για κάθε n P Z έχουμε:

H sing.
n (Xnonor.

g,k ;Z) –

$

’

’

&

’

’

%

Z, όταν n = 0,

Zg+k´1, όταν n = 1,

t0u, όταν n P Z∖t0, 1u.

Σε ό,τι αφορά στην ταξινόμηση των μη συμπαγών επιφανειών (με ή χωρίς σύνορο) οι ανα-
γνώστες παραπέμπονται στα ακόλουθα άρθρα:

I. Richards: On the classification of noncompact surfaces, Transactions of the American Mathe-
matical Society 106 (1963), 259-269.

M.E. Goldman: An algebraic classification of noncompact 2-manifolds, Transactions of the
American Mathematical Society 156 (1971), 241-258.

E.M. Brown & R. Messer: The classification of two-dimensional manifolds, Transactions of the
American Mathematical Society 255 (1979), 377-402.

A.O. Prishlyak & K.I. Mischenko: Classification of noncompact surfaces with boundary,
Methods of Functional Analysis and Topology 13 (2007), no. 1, 62-66.

§ Περί θεωρημάτων μερικών ή αδρομερών ταξινομήσεων τοπολογικών πολυπτυγμάτων σε υ-
ψηλότερες διαστάσεις. Στη διάσταση d = 3 το πρόβλημα είναι εξαιρετικά περίπλοκο. Για
μια πρώτη εισαγωγή σε διάφορες τεχνικές προσεγγίσεώς του (στο πνεύμα τής προ Thurston
και προ Perelman εποχής) υπάρχει το βιβλίο τού
J. Hempel: 3-Manifolds, Annals of Mathematics Studies, Vol. 86, Princeton University Press,
1976.

Από τα νεότερα βιβλία επί τής ίδιας θεματικής ξεχωρίζουν τα εξής:

W. Thurston: 3-Dimensional Geometry and Topology, Princeton Un. Press, 1997.
S. Matveev: Algorithmic Topology and Classification of 3-Manifolds, Algorithms and Computa-
tion in Mathematics, Vol. 9, second edition, Springer-Verlag, 2007.
N. Saveliev: Lectures on the Topology of 3-Manifolds, second ed., de Gruyter, 2012.
J. Schultens: Introduction to 3-Manifolds, Graduate Studies in Mathematics, Vol. 151,
American Mathematical Society, 2014.
M. Aschenbrenner, S. Friedl & H. Wilton: 3-Manifold Groups, E.M.S. Series of Lectures in
Mathematics, Vol. 20, European Mathematical Society, 2015.
K. Ohshika & A. Papadopoulos (ed.): In the Tradition of Thurston. Geometry and Topology,
Springer-Verlag, 2020.
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Πλήρης ταξινόμηση τοπολογικών πολυπτυγμάτων διαστάσεως d ě 4 είναι αδύνατη, ακό-
μη και μέχρις ομοτοπίας. Δοθείσας μιας πεπερασμένως παριστώμενης ομάδας G, μπορεί να
κατασκευασθεί ένα κλειστό πολύπτυγμα διαστάσεως 4 έχον την G ως θεμελιώδη του ομάδα.
Επειδή δεν υφίσταται αλγόριθμος που να αποφαίνεται για το πρόβλημα υπάρξεως ισομορ-
φισμού μεταξύ δυο πεπερασμένως παριστωμένων ομάδων, δεν υφίσταται αλγόριθμος που
να αποφαίνεται και για το πότε δύο τοπολογικά πολυπτύγματα διαστάσεως 4 έχουν την ίδια
θεμελιώδη ομάδα. (Επειδή τούτο οδηγεί σε μία κλάση τοπολογικών πολυπτυγμάτων διαστά-
σεως 4 που είναι ομοιομορφικά εάν και μόνον εάν οι αντίστοιχες ομάδες είναι ισόμορφες, το
πρόβλημα τής ταξινομήσεως τοπολογικών πολυπτυγμάτων διαστάσεως 4 είναι μη αποκρίσι-
μο.) Μολαταύτα, τα μέχρι στιγμής υπάρχοντα αποτελέσματα επί μερικών ταξινομήσεων είναι
πολλά και εντυπωσιακά. Για την «κομβικής σημασίας διάσταση 4» (τόσον για τοπολογικά ό-
σον και για λεία πολυπτύγματα) βλ.
R.C. Kirby: The Topology of 4-Manifolds, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 1374, Springer-
Verlag, 1989.
M.H. Freedman & F. Quinn: Topology of 4-Manifolds, Princeton Mathematical Series, Vol. 39,
Princeton University Press, 1990.
S. Donaldson & P.B. Kronheimer: The Geometry of Four-Manifolds, Oxford Un. Press, 1990.
R. Friedman & J.W. Morgan: Smooth 4-Manifolds and Complex Surfaces, Ergebnisse der Ma-
thematik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge, Band 27, Springer-Verlag, 1994.
R.E. Gompf & A.I. Stipsicz: 4-Manifolds and Kirby Calculus, Graduate Studies in Mathema-
tics, Vol. 20, American Mathematical Society, 1999.
A. Scorpan: The Wild World of 4-Manifolds, American Mathematical Society, 2005,
και S. Akbulut: 4-Manifolds, Oxford Graduate Texts in Mathematics, Vol. 25, Oxford Universi-
ty Press, 2016.
Τέλος, οι αναγνώστες που ενδιαφέρονται για πιο down-to-earth επισκοπήσεις τής προόδου
των ερευνών επί μερικών ταξινομήσεων (χωρίς πολλές τεχνικές λεπτομέρειες) παραπέμπο-
νται στο κεφάλαιο 20 (υπό τον τίτλο Prolongements) τού δεύτερου τόμου τού συγγράμματος
[74] των A. Jeanneret & D. Lines, και (ειδικώς για το τι συμβαίνει σε διαστάσεις ě 5 μέσω
των τεχνικών τής «χειρουργικής») στην πτυχιακή εργασία τού J. Kelner: The Surgery Theoretic
Classification of High-Dimensional Smooth and Piecewise Linear Simply Connected Manifolds,
Harvard University, 2002.
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(X,A,B), 371
σχετική, των Mayer και Vietoris

για τους A,B ως προς την

(H‚, B‚), 372
των Mayer και Vietoris

για μια εξώθηση ως προς την
(H‚, B‚), 381

για τους A,B ως προς την
(H‚, B‚), 370

άλγεβρα
διαβαθμισμένη, 758

αλγεβρικός κώνος
αλυσωτού μετασχηματισμού, 206
συναλυσωτού μετασχηματισμού,

208
αλληλοεμπλεκόμενες ακολουθίες, 166
αλυσίδα

n- (εντός ενός τ.χ.)
με συντελεστές ειλημμένους από

τον R, 738
αλυσωτή ισοδυναμία, 204
αλυσωτή ομοτοπία, 201
αλυσωτό σύμπλοκο, 172

ακυκληματικό, 172
ελεύθερο, 209
ιδιάζον (σχετικό) ενός τοπ. ζεύγους

με συντελεστές ειλημμένους από
τον R, 741

ισόπεδο, 344
μη αρνητικό, 619
πεπερασμένο, 199
πεπερασμένου τύπου, 228
προβολικό, 227
συνολικό, 484
συσταλτό, 201

αλυσωτός μετασχηματισμός
μεταξύ αλυσωτών συμπλόκων, 173

αλυσωτώς ομότοποι

811
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αλυσωτοί μετασχηματισμοί, 201
αμφίρριψη, xli
ανάγωγο στοιχείο

μεταθετικού δακτυλίου, 44
ανάρτηση ή διπλός κώνος

επί ενός τοπολογικού χώρου, 384
ανηγμένοι μόδιοι ομολογίας

ενός τοπολογικού χώρου, 686
ανηγμένοι μόδιοι συνομολογίας

ενός τοπολογικού χώρου, 704
ανοικτός δίσκος, 625

μοναδιαίος, 624
αντικείμενα κατηγορίας, 469
αντιστρέψιμο στοιχείο

εκ δεξιών, 9
εξ αριστερών, 9

αντίστροφο
αριστερό, 9
δεξιό, 9
στοιχείο, 9

αντίστροφος
ισομορφισμού σε κατηγορία, 470

αξίωμα
τής ακριβείας, 680, 702
τής διαστάσεως, 681, 703
τής εκτομής, 681, 703
τού αθροίσματος, 681, 703
τού ομοτοπικώς αναλλοιώτου, 681,

703
αξιώματα

διαχωριστικά, 623
των Eilenberg και Steenrod, xl, 680,

702
αξιωματικός χαρακτηρισμός

τού Ext, 515, 517
τού Tor, 519, 520
των παράγωγων συναρτητών, 512

απεικόνιση
C k-, 773
αμφιολόμορφη, 778
αμφιρριπτική, xli
αμφισυνεχής, 624
ανοικτή, 624
αφηρημένη μονοπλεκτική, 722
ενριπτική, xli
επικολλήσεως (ή προσαρτήσεως),

761
επιρριπτική, xli
κλειστή, 624

κυτταρική, 767
μεταξύ αλυσωτών συμπλόκων, 173
μεταξύ συναλυσωτών συμπλόκων,

187
μονοπλεκτική, 717
ολόμορφη, 778
ομοθετική, 70
R-διγραμμική, 235
συμπτύξεως, 658
συνεχής, 624
συσχετική, 625, 712
τανυστική, 240
ταυτισμική, 637
ταυτοτική, 70
φυσική, 320, 331
χαρακτηριστική, 761

απεικόνιση μεταβάσεως, 774
αποσυνδετή ένωση

μελών μιας οικογενείας τ.χ., 640
αποσύνθεση στοιχείου

σε γινόμενο πρώτων στοιχείων, 52
αριθμητικά (ή βαθμωτά)

μεγέθη, 57
αριθμητικός (ή βαθμωτός)

πολλαπλασιασμός, 57
αριθμοί Betti

ενός τοπολογικού χώρου, 753, 788
αριθμός αυτοδιατομής

ομαλής συμπαγούς μιγαδικής
επιφανείας, 449

αριστερός δορυφόρος
διπλού συναρτητή

ως προς την πρώτη μεταβλητή,
536

διπλού συναρτητή
ως προς τη δεύτερη μεταβλητή,

541
Α.Σ.Α.Α.Σ., 509
Α.Σ.Α.Σ.Σ., 507
ασθενής τοπολογία, 714, 721, 761, 769
αστρόμορφος υπόχωρος

ενός ευκλείδειου χώρου, 656
άτλαντες

ημιχωρικοί, C k-συμβιβαστοί
(ενός πολυπτύγματος με σύνορο),

781
συμβιβαστοί, 774

άτλας
C k-, d-διάστατος, 774
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αυτομορφισμός
R-μοδίου, 69

βαθμίδα
ελεύθερου μοδίου, 113

βαθμός συνεχούς απεικονίσεως
μεταξύ ισοδιάστατων σφαιρών, 696

βαρυκεντρικές συντεταγμένες, 711
βάσεις διανυσματικού χώρου

καθορίζουσες τον ίδιον
προσανατολισμό, 783

βάση
μοδίου, 101

βάση περιοχών
ενός σημείου, 623

βάση τοπολογίας, 623
βασικές περιοχές, 623
βασικό σημείο (ή σημείο αναφοράς)

ενός βρόχου εντός ενός
τοπολογικού χώρου, 667

ενός τοπολογικού χώρου, 675
βόρειος πόλος

σφαίρας, 625
βραχεία ακριβής ακολουθία, 142

αλυσωτών συμπλόκων, 176
διασπώμενη, 168
συναλυσωτών συμπλόκων, 189

βρόχος (ή κλειστός δρόμος)
εντός ενός τοπολογικού χώρου, 667

γεννήτορες
ιδεώδους, 15

γεωμετρική υλοποίηση
αφηρημένου μονοπλεκτικού

συμπλέγματος, 721
αφηρημένου μονοπλόκου, 721

γεωμετρικό γένος
ομαλής συμπαγούς μιγαδικής

επιφανείας, 449
γινόμενο

ιδεωδών, 16
μελών μιας οικογενείας

αντικειμένων κατηγορίας, 471
μελών μιας οικογενείας μοδίων, 88

γινόμενο δυο δρόμων
εντός ενός τοπολογικού χώρου, 663

με παράμετρο ξ, 664
γινόμενο επεκτάσεως

n-οστό, δυο μοδίων, xxxix, 285
n-οστό, δυο ομομορφισμών, 286

γινόμενο στρέψεως

m-οστό, δυο αλυσωτών συμπλόκων,
337

m-οστό, συναλυσωτών συμπλόκων,
360

n-οστό, δυο μοδίων, xxxix, 296
γνήσια εκλέπτυνση

πύργου υπομοδίων, 86
γνήσιος διαιρέτης

στοιχείου, 30
γραμμική απεικόνιση

μεταξύ R-μοδίων, 64
γραμμική επέκταση, 107
γραμμική θήκη (ή γραμμικό περίβλημα),

62
γραμμικός συνδυασμός

στοιχείων υποσυνόλου ενός μοδίου,
62

γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο
μοδίου, 101

γραμμικώς ισόμορφα
μονοπλεκτικά συμπλέγματα, 718

δακτύλιος, 1
ακεραίων τού Gauss (ή

γκαουσιανών ακεραίων), 5
διαβαθμισμένος, 756, 758
διαιρετικός, 11
επίτυπων δυναμοσειρών (ή τύποις

δυναμοσειρών), 4
κλάσεων υπολοίπων, 21
κληρονομικός, 226
κυρίων ιδεωδών (Δ.Κ.Ι.), 24
μεταθετικός, 2
ναιτεριανός (ή τής Noether), 23
πολυωνυμικός, 61
συνομολογικός

ενός τοπολογικού χώρου, 758
τετραγωνικών πινάκων, 3
τετριμμένος, 4

δείκτης
μηδενοδύναμου στοιχείου, 10

δέλτα
τού Kronecker, 100

διαγράμματα πλεξιδίων, 166
διαιρέτης

στοιχείου, 28
διαμελισμός

συνόλου, 633
διάσταση

Kodaira
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ομαλής συμπαγούς μιγαδικής
επιφανείας, 449

διανυσματικού χώρου, 113
ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος,

714
διάσχημα κορυφών

αφηρημένου μονοπλεκτικού
συμπλέγματος, 720

διάταξη
επί μονοπλεκτικού συμπλέγματος,

752
διαφορικά, 172
δίβαθμος, 698
διευθετημένη μορφή Smith, 409
διπλός συναρτητής

ανταλλοίωτος ως προς αμφότερες
τις μεταβλητές, 478

ανταλλοίωτος ως προς την πρώτη
και συναλλοίωτος ως προς τη
δεύτερη μεταβλητή, 478

εξ αριστερών παράγωγος ως προς
τη δεύτερη μεταβλητή, 539

εξ αριστερών παράγωγος ως προς
την πρώτη μεταβλητή, 534

συναλλοίωτος ως προς αμφότερες
τις μεταβλητές, 477

συναλλοίωτος ως προς την πρώτη
και ανταλλοίωτος ως προς τη
δεύτερη μεταβλητή, 478

δίσκος, 625
μοναδιαίος, 624

δομή
C k-, 775
λεία, 775
μιγαδική, 778
τοπολογική, 775

δράγμα, xxxii, xxxvii, xxxviii, liii, 809
συνενωτικό, xxxviii

δράση τοπολογικής ομάδας
επί ενός τοπολογικού χώρου, 648

δρόμος
εντός τοπολογικού χώρου, 630

δρομοσυνεκτική συνιστώσα
τοπολογικού χώρου, 631

δυϊσμός
κατά Lefschetz, xli, 791
κατά Poincaré, xli, 788

έδρα
i-οστή

τού θεμελιακού μονόπλοκου, 736
εικόνα

ομομορφισμού R-μοδίων, 64
εκλέπτυνση

πύργου υπομοδίων, 86
εκτμητική τοπολογική τριάδα, 369
εκτμητικό ζεύγος, 370
ελαχιστικοί τριγωνισμοί

συμπαγών επιφανειών, 716
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, 35
ελεύθερη βαθμίδα

πεπερασμένως παραγόμενου
μοδίου (υπεράνω Π.Κ.Ι.), 122

ελεύθερο μέρος
μοδίου (υπεράνω Π.Κ.Ι.), 122

ελεύθερος κερματισμός, 274
εμβολικός κερματισμός, 282
εμφύτευση, xli

τοπολογική, 629
ενδομορφισμός

R-μοδίου, 69
ένριψη (ή έρριψη), xli
εξισώσεις των Cauchy και Riemann, 777,

784
εξώθηση, 379
εξωτερικά σημεία

υποσυνόλου τ.χ., 623
εξωτερικό ευθύ άθροισμα

μελών μιας οικογενείας μοδίων, 92
εξωτικές σφαίρες, 779
επέκταση

σώματος, 12
επικόλληση χειρολαβής

στην S2, 795
επιμεριστική ιδιότητα

τανυστικού γινομένου, 248
επιμορφισμός

R-μοδίων, 69
επαγόμενος από ομομορφισμό, 70
κλάσεων υπολοίπων, 80

επίρριψη, xli
επιφάνεια, 776

θεμελιακή μη προσανατολίσιμη
γένους g, 396, 408, 410, 450, 464,

465, 797
θεμελιακή προσανατολίσιμη

γένους g, 392, 395, 402, 448, 450,
464, 465, 794

κλειστή, 782
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ομαλή συμπαγής μιγαδική, 449
επιφάνειες Riemann (ή ρημαννιανές

επιφάνειες), 449, 778
εσωτερικά σημεία

υποσυνόλου τ.χ., 623
εσωτερικό ευθύ άθροισμα

μελών μιας οικογενείας υπομοδίων
μοδίου, 94

ευθύ άθροισμα
μελών οικογενείας αλυσωτών

συμπλόκων, 175
μελών μιας οικογενείας

ομομορφισμών μοδίων, 97
μελών οικογενείας συναλυσωτών

συμπλόκων, 188
ευθύ γινόμενο

δακτυλίων, 3
μελών οικογενείας αλυσωτών

συμπλόκων, 175
μελών μιας οικογενείας μοδίων, 90
μελών μιας οικογενείας

ομομορφισμών μοδίων, 97
μελών οικογενείας συναλυσωτών

συμπλόκων, 188
ευθύς προσθετέος

μοδίου, 95
ζεύγος

CW-, 765
ημιακριβής ακολουθία

με ανιόν σύνολο δεικτών, 186
με κατιόν σύνολο δεικτών, 172

ημισφαίριο σφαίρας
βόρειο, 625
νότιο, 625

θεμελιώδης κλάση
R-προσανατολισμένου τοπολογικού

πολυπτύγματος, 787
R-προσανατολισμένου τοπολογικού

πολυπτύγματος με σύνορο, 787
θεμελιώδης ομάδα (ή πρώτη ομάδα

ομοτοπίας)
σε σημείο ενός τοπολογικού χώρου,

667, 668
θεώρημα

ακυκληματικών μοντέλων, 620
αναλλοιώτου τής διαστάσεως, 628

μέσω ομοιομορφισμών, 783
αναλλοιώτου τού συνόρου, 783
αναλλοιώτου των περιοχών, 628

αντιστοιχίσεως, 80
γενικευμένο, τού Schoenflies, 424
γραμμικής επεκτάσεως, 106
διαχωρισμού των Jordan και

Brouwer, xl, 412, 421
δομικό, περί πεπ. παρ. μοδίων

(υπεράνω Π.Κ.Ι.), 137
δυϊσμού

κατά Lefschetz, 791
κατά Poincaré, 788

εγκαθιδρύσεως θεωρίας ομολογίας
Ι, 733

εγκαθιδρύσεως θεωρίας ομολογίας
ΙΙ, 747

εγκαθιδρύσεως θεωρίας
συνομολογίας Ι, 735

εγκαθιδρύσεως θεωρίας
συνομολογίας ΙΙ, 755

ισομορφισμών (πρώτο), 82
ισομορφισμών (δεύτερο), 84
ισομορφισμών (τρίτο), 84
καθολικών συντελεστών

(κατηγορικό) για μοδίους
ομολογίας

ως προς τον συναρτητή F , 551
καθολικών συντελεστών για

μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας
(τοπολογικό), 426

καθολικών συντελεστών για
μοδίους ιδιάζουσας
συνομολογίας

(τοπολογικό, εκδοχή Ι), 427
(τοπολογικό, εκδοχή ΙΙ), 430

καθολικών συντελεστών για
μοδίους ομολογίας, 314

καθολικών συντελεστών για
μοδίους συνομολογίας, 324

κατασκευής μακράς ακριβούς
ακολουθίας ομολογίας, 177

κατασκευής μακράς ακριβούς
ακολουθίας συνομολογίας, 190

κλασικό, καμπυλών τού Jordan, 411
πρωτεύουσας αποσυνθέσεως, 127
σταθερού σημείου τού Brouwer, xli,

694
συγκρίσεως για εμβολικούς

κερματισμούς, 283
συγκρίσεως για προβολικούς

κερματισμούς, 276
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συμπληρώσεως, 109
τής Άλγεβρας

θεμελιώδες («Θ.Θ.Α.»), xli, 701
τής μοναδικότητας, 683
ταξινομήσεως

κλειστών συνεκτικών
επιφανειών, 797

μονοδιάστατων συνεκτικών
τοπολογικών πολυπτυγμάτων,
792

συμπαγών συνεκτικών
επιφανειών με σύνορο, 799

ταξινομήσεως χώρων φακού μέχρις
ομοιομορφισμού, 653

ταξινομήσεως χώρων φακού μέχρις
ομοτοπικής ισοδυναμίας, 660

ταξινομήσεως πεπ. παρ. αβελιανών
ομάδων, 139

τού Hopf
περί ομοτόπων συνεχών

απεικονίσεων μεταξύ
ισοδιάστατων σφαιρών, 697

τού Hurewicz
περί συγκρίσεως π1 και H sing.

1 ,
750

τού Künneth, vii, xxxiii–xxxv, xxxvii,
xxxix, xl

τού Künneth (κατηγορικό) για
μοδίους ομολογίας

ως προς τον συναρτητή F , 542
ως προς τον συναρτητή F

(υπεράνω Π.Κ.Ι.), 559
ως προς τον συναρτητή F

(υπεράνω κληρονομικών R),
594

τού Künneth (κατηγορικό) για
μοδίους συνομολογίας

ως προς τον συναρτητή F , 606
ως προς τον συναρτητή F

(υπεράνω κληρονομικών R),
608

τού Künneth (κατηγορικό, κλασικό)
για μοδίους ομολογίας

ως προς τον συναρτητή F , 552
τού Künneth (κατηγορικό, κλασικό)

για μοδίους συνομολογίας
ως προς τον συναρτητή F , 607

τού Künneth (τοπολογικό) για
μοδίους ιδιάζουσας ομολογίας

καρτεσιανού γινομένου δύο τοπ.
ζευγών, 444

καρτεσιανού γινομένου δύο τοπ.
χώρων, 442

καρτεσιανού γινομένου με
τυχόντες συντελεστές, 445

τού Künneth (τοπολογικό) για
μοδίους ιδιάζουσας
συνομολογίας

καρτεσιανού γινομένου με
τυχόντες συντελεστές, 446

τού Künneth για μοδίους ομολογίας
(κλασική εκδοχή υπεράνω

Π.Κ.Ι.), 341
υπό προϋποθέσεις ισοπεδότητας,

340
τού Künneth για μοδίους ομολογίας

υπεράνω κληρονομικών R, 345
τού Künneth για μοδίους

συνομολογίας
(κλασική εκδοχή υπεράνω

Π.Κ.Ι.), 353
υπό προϋποθέσεις

προβολικότητας, 352
τού Künneth για μοδίους

συνομολογίας με χρήση b και
Tor (υπεράνω κληρονομικών
R), 361

τού Künneth για μοδίους
συνομολογίας υπεράνω
κληρονομικών R, 359

τού O. Schreier, 86
τού Schoenflies, 422
τού Wall (περί

αλληλοεμπλεκόμενων
ακολουθιών), 166

τού αναλλοιώτου τής διαστάσεως
σφαιρών, 692

των Eilenberg και Zilber, xl, 433
των Mayer και Vietoris, vii,

xxviii–xxxiii, xxxix, xl
των Mayer και Vietoris (1η

αλγεβρική εκδοχή), 163
των Mayer και Vietoris (2η

αλγεβρική εκδοχή), 193
των Schröder και Bernstein, 110
των Seifert και van Kampen, xxviii,

376
υπάρξεως συμπληρώματος, 115
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υπολογισμού θεμελιώδους ομάδας
τού κύκλου, 672

υπολογισμού μοδίων ομολογίας των
σφαιρών, 690

θεωρία δραγμάτων, xxxii, xxxvii
θεωρία ομολογίας

επί μιας ομολογικώς επιτρεπτής
κατηγορίας, 680

ιδιάζουσα, 747
κυτταρική, 770
μονοπλεκτική, 733
ομάδων, xxxii, xxxvi

θεωρία συνομολογίας
επί μιας ομολογικώς επιτρεπτής

κατηγορίας, 702
ιδιάζουσα, 755
μονοπλεκτική, 735
ομάδων, xxxi, xxxvi
τού de Rham, xxx, xxxiv

θεωρία συνομολογίας τροχιοπτυγμάτων,
xxxv

θεωρία συνομολογίας των Chen και
Ruan, xxxv

θεωρία τοπικής συνομολογίας, xxxii, xxxvi
ιακωβιανός πίνακας

μιγαδικός, 784
πραγματικός, 784

ιδεώδες
γνήσιο, 14
δακτυλίου, 13
κύριο, 15
μεγιστικό (ή μεγιστοτικό), 19
παραγόμενο από κάποιο σύνολο, 15
πεπερασμένως παραγόμενο, 15
πρώτο, 18
τετριμμένο (ή μηδενικό), 14

ιδιάζον μονόπλοκο, 738
ισοδύναμες κατηγορίες, 488
ισοδύναμοι πύργοι

υπομοδίων, 86
ισομορφισμοί

επαγόμενοι από ανάρτηση, 385
ισομορφισμός

R-μοδίων, 69
μεταξύ αλυσωτών συμπλόκων, 175

ισόμορφοι μόδιοι, 71
ισχυρή παραμορφωτική σύμπτυξη

ενός τοπολογικού χώρου, 661
Κ-θεωρία

ισομεταβλητή, xxxv
κλασική, xxx, xxxiv

καθολική ιδιότητα
πηλικομοδίου, 81

καθολική συνθήκη
γινομένου μελών οικογενείας

μοδίων, 88
συγκινομένου μελών οικογενείας

μοδίων, 91
καμπύλη

ελλειπτική, 449
ομαλή αλγεβρική-μιγαδική, 449
ρητή, 449
υπερελλειπτική, 449

κανονιστικός διαιρέτης
ομαλής συμπαγούς μιγαδικής

επιφανείας, 449
καρτεσιανό γινόμενο

τοπολογικών ζευγών, 674
κατηγορία, 469

αβελιανών ομάδων, 470
ακολουθιών R-μοδίων, 470, 680
αλυσωτών συμπλόκων, 470
ασθενώς προσθετική, 471
εστιγμένων τοπολογικών χώρων,

471
μοδίων, 470
ομάδων, 470
ομολογικώς επιτρεπτή, 679
προσθετική, 472
συναλυσωτών συμπλόκων, 470
συνόλων, 470
το πολύ πεπερασμένων συνόλων,

470
τοπολογικών ζευγών, 470
τοπολογικών χώρων, 470

κερασφόρος σφαίρα, 423
κερματισμός

ελεύθερος, 274
εμβολικός, 282
προβολικός, 273

κλάση ισομορφίας
R-μοδίων, 71

κλάση ομοτοπίας
συνεχούς απεικονίσεως, 654

σχετικώς προς έναν υπόχωρο,
657

κλειστή θήκη (ή κλειστό περίβλημα)
υποσυνόλου τ.χ., 623
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κριτήριο τού Baer, 235
κριτήριο προσανατολισιμότητας

καρτεσιανού γινομένου, 444
Κ.Σ.Α.Α.Σ., 501
Κ.Σ.Α.Σ.Σ., 499
κυαθώδες γινόμενο, xli, 757, 758
κύβος, 625

μοναδιαίος, 625
κυκλήματα

αλυσωτού συμπλόκου, 172
κύκλος

μοναδιαίος, 624
κύλινδρος, 634

υπεράνω ενός τοπολογικού
ζεύγους, 674

υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου,
384, 639

κυρτή θήκη
υποσυνόλου ενός ευκλειδείου

χώρου, 709
κυρτό υποσύνολο

ευκλειδείου χώρου, 709
κυρτός συνδυασμός

σημείων ενός ευκλειδείου χώρου,
709

κυρτός υπόχωρος
ενός ευκλείδειου χώρου, 656

κυτταρική διάσπαση
τοπολογικού χώρου, 760

κύτταρο, 625
μοναδιαίο, 624

κώνος
αφηρημένος, 720
υπεράνω ενός μονοπλεκτικού

συμπλέγματος, 714
υπεράνω ενός τοπολογικού χώρου,

384
λήμμα

βραχύ, των πέντε, 147
τής συγκολλήσεως, 631
τής πεταλούδας (τού Zassenhaus),

85
τού εξαγώνου, 160
τού φιδιού, 154
τού πετάλου για εμβολικούς

κερματισμούς, 284
τού πετάλου για προβολικούς

κερματισμούς, 278
των 3 ˆ 3, 147

των Barratt και Whitehead, 161
των δύο τετραγώνων (τού Lambek),

153
των πέντε, 146
των τεσσάρων, 145

λόγος εικόνων, 152
λόγος πυρήνων, 152
μακρά ακριβής

Ext-ακολουθία, δεύτερη, 287
Ext-ακολουθία, πρώτη, 287
Tor-ακολουθία, δεύτερη, 298
Tor-ακολουθία, πρώτη, 297

μακρά ακριβής ακολουθία
ομολογίας, 177
συνομολογίας, 190
τοπολογικής τριάδας, 368
τοπολογικού ζεύγους

ομολογίας (ανηγμένη), 687
συνομολογίας (ανηγμένη), 705
ως προς κάποια θεωρία

ομολογίας, 681
ως προς κάποια θεωρία

συνομολογίας, 703
μεγέθυνση τρύπας

μέσω ομοιομορφισμού, 627
μεγιστικό ιδεώδες, 19
μέγιστος κοινός διαιρέτης, 30
μεθόριος

υποσυνόλου τ.χ., 420, 422, 623, 782
μεταθετικό διάγραμμα, 78
μεταθετικότητα

γινομένου στρέψεως, 299
τανυστικού γινομένου, 245

μεταθέτρια υποομάδα
μιας ομάδας, 473, 750

μετασχηματισμός των Alexander και
Whitney, 440

μεταφορά ομομορφισμού
σε επίπεδο πηλικομοδίων, 83

μηδενικό αντικείμενο
κατηγορίας, 470

μηδενικό στοιχείο
δακτυλίου, 1

μηδενιστής στοιχείου
ενός μοδίου, 124

μηδενιστής υπομοδίου
ενός μοδίου, 124

μηδενοδιαιρέτης, 7
αμφίπλευρος, 7
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αριστερός, 7
δεξιός, 7

μηδενοδύναμο
στοιχείο, 10

μηδενοομοτοπική συνεχής απεικόνιση,
655

μόδιος
n-αλυσίδων (εντός ενός τ.χ.)

με συντελεστές ειλημμένους από
τον R, 738

p-πρωτεύων (υπεράνω Π.Κ.Ι.), 125
p-πρωτεύων τύπου (ℓ1, ℓ2, ..., ℓk),

137
(n-στός) ομολογίας ενός αλυσωτού

συμπλόκου, 172
(n-στός) συνομολογίας ενός

συναλυσωτού συμπλόκου, 186
απλός, 87
ελεύθερος, 100
ελεύθερος, επί ενός συνόλου, 98
εμβολικός, 230
ιδιαζόντων n-κυκλημάτων

ενός τοπολογικού ζεύγους, 744
ενός τοπολογικού χώρου, 743

ιδιαζόντων n-συνόρων
ενός τοπολογικού ζεύγους, 744
ενός τοπολογικού χώρου, 743

ισόπεδος, 259
κυκλικός, 63
μονοπλεκτικών n-κυκλημάτων

ενός τριγωνίσιμου τ.χ., 730
μονοπλεκτικών n-συνόρων

ενός τριγωνίσιμου τ.χ., 730
ομομορφισμών, xxxix, 213
ορισμένος υπεράνω ενός μη τετρ.

μεταθετικού R, 57
πεπερασμένως παραγόμενος, 63
περιοδικός (υπεράνω Π.Κ.Ι.), 125
προβολικός, 221
στρέψεως, 120
τετριμμένος, 71
χωρίς στρέψη (ή στερούμενος

στρέψεως), 120
μόδιος ιδιάζουσας ομολογίας

n-οστός (ενός τ. ζεύγους)
με συντελεστές ειλημμένους από

κάποιον M), 425, 759
n-οστός (ενός τ.χ.)

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον M), 425

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον R), 743

n-οστός (ενός τοπ. ζεύγους)
με συντελεστές ειλημμένους από

κάποιον R), 743
μόδιος ιδιάζουσας συνομολογίας

n-οστός (ενός τ. ζεύγους)
με συντελεστές ειλημμένους από

κάποιον M), 427, 759
n-οστός (ενός τ.χ.)

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον M), 427

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον R), 754

n-οστός (ενός τοπ. ζεύγους)
με συντελεστές ειλημμένους από

κάποιον R), 755
μόδιος κυτταρικής ομολογίας

n-οστός (ενός τ.χ.)
με συντελεστές ειλημμένους από

κάποιον R), 769
n-οστός (ενός τοπ. ζεύγους)

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον R), 769

μόδιος μονοπλεκτικής ομολογίας
n-οστός (ενός τριγωνίσιμου τ.χ.)

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον R), 730

μόδιος μονοπλεκτικής συνομολογίας
n-οστός (ενός τριγωνίσιμου τ.χ.)

με συντελεστές ειλημμένους από
κάποιον R), 735

μόδιος ομολογίας
n-οστός, ενός αλυσωτού συμπλόκου

με συντελεστές από κάποιον
M , 311

μόδιος συνομολογίας
n-οστός, ενός αλυσωτού συμπλόκου

με συντελεστές από κάποιον
M , 324

μοναδιαίο στοιχείο
δακτυλίου, 1

μονομορφισμός
R-μοδίων, 69

μονοπλεκτικό σύμπλεγμα
αφηρημένο, 719
m-διάστατο, 720
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αριθμήσιμο, 720
πεπερασμένο, 720
τοπικώς αριθμήσιμο, 720
τοπικώς πεπερασμένο, 720

ευκλείδειο, 713
πεπερασμένο, 714

μονόπλοκο
m-διάστατο, 711
ανοικτό, 712
αφηρημένο, 719
θεμελιακό, 736
ιδιάζον

(εντός κάποιου τ.χ.), 738
κλειστό, 711
προσανατολισμένο, 723

μονοσημειακή ένωση
των μελών μιας οικογενείας τ.χ., 640

μορφισμοί κατηγορίας, 469
μορφισμός

επιτρεπτός, 680
μπάλα, 625

μοναδιαία, 624
μπουκέτο

r κύκλων, 398
νόμοι

γενικευμένοι επιμεριστικοί, 57
διαγραφής, 8

νόμος
γενικευμένος προσεταιριστικός, 57

νότιος πόλος
σφαίρας, 625

ομάδα
p-σχεδόν κυκλική ((Z(p8),+)), 73
(n-στή) ομολογίας ενός αλυσωτού

συμπλόκου, 172
(n-στή) συνομολογίας ενός

συναλυσωτού συμπλόκου, 186
(μιγαδική) γενική γραμμική, 647
γενική γραμμική, 647
ειδική μοναδιακή, 647
ειδική ορθογώνια, 647
θεμελιώδης

σε σημείο ενός τοπολογικού
χώρου, 667

μοναδιακή γραμμική, 647
ορθογώνια, 647
συμπλεκτική, 650
τοπολογική, 647
των αντιστρεψίμων στοιχείων, 10

ομάδες ομοτοπίας, 455, 463, 751
ομογενείς συντεταγμένες

προβολικού χώρου, 646
ομοιομορφισμός

μεταξύ τοπολογικών ζευγών, 673
μεταξύ τοπολογικών χώρων, 624
σχετικός, 674

ομολογική θεωρία τομών, xxx
ομολογικό σταυρωτό γινόμενο, 346
ομομορφισμοί τού Bockstein, xl, 429
ομομορφισμός

R-μοδίων, 64
δακτυλίων, 13
μηδενικός, 70
συνδετικός, 177
τού Hurewicz, 400, 407, 750
τού Künneth, 526

ομοτοπία
αλυσωτή, 201
μεταξύ συνεχών απεικονίσεων, 653

σχετικώς προς έναν υπόχωρο,
657

τοπολογικών ζευγών, 674
συναλυσωτή, 202
συστέλλουσα, 201
των ευθυγράμμων τμημάτων, 655

ομοτοπική ισοδυναμία
μεταξύ δυο τοπολογικών ζευγών,

675
μεταξύ δυο τοπολογικών χώρων,

659
ομοτοπικό αντίστροφο, 204
ομοτοπικώς ισοδύναμα

αλυσωτά σύμπλοκα, 204
ορθογώνια προβολή, 625

παράγον υποσύνολο
υπομοδίου, 63

παραμορφωτική σύμπτυξη
ενός τοπολογικού χώρου, 661

παράσταση
πεπερασμένως παραγόμενου

μοδίου (υπεράνω Π.Κ.Ι.), 194
παράσταση στοιχείου

ως γινομένου πρώτων στοιχείων, 52
πεδίο ορισμού

ενός χάρτη, 774
ημιχωρικού χάρτη, 780

περίγραμμα τού αριθμού οκτώ, 661
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περιοχή
ακεραία, 11
κυρίων ιδεωδών (Π.Κ.Ι.), 24
με μέγιστο κοινό διαιρέτη (με

μ.κ.δ.), 43
με παραγοντοποίηση, 48
μονοσήμαντης παραγοντοποιήσεως

(Π.Μ.Π.), 48
ναιτεριανή, 23
τού Dedekind, 228

περιοχή σημείου, 623
περιοχική παραμορφωτική σύμπτυξη,

380
πηλικοδακτύλιος, 21
πηλικομόδιος, 80
πηλικοσύμπλοκο, 182
πηλικοτοπολογία, 632
πηλικόχωρος, 632

δημιουργούμενος μέσω μιας
απεικονίσεως επικολλήσεως,
642

δημιουργούμενος ύστερα από την
ταύτιση όλων των σημείων τού
A, 638

πλευρά
ενός αφηρημένου μονοπλόκου, 720

γνήσια, 720
ενός μονοπλόκου, 713

γνήσια, 713
ποικιλότητα, lii

αλγεβρική, xxxviii
μιγαδική, xxxviii

πολύπτυγμα, xxi, lii
C k-
d-διάστατο, 775

κλειστό, 782
λείο, xxx, xxxiv, 775
μιγαδικό, 778
τοπολογικό, 775

προσανατολίσιμο, 786
προσανατολισμένο, 786
R-προσανατολίσιμο, 786
R-προσανατολισμένο, 786

πολύπτυγμα με σύνορο
C k-
d-διάστατο, 781

λείο, 781
τοπολογικό, 781

πολυπτύγματα τού Brieskorn, 779

προβολική ανύψωση, 221
προβολικό επίπεδο

μιγαδικό, 646
πραγματικό, 403–405, 646, 716, 719

προβολικοί χώροι, 389, 645
προβολικός κερματισμός, 273
προβολικός χώρος

d-διάστατος, 646
μιγαδικός, 391, 455, 464, 465, 645,

778
πραγματικός, 392, 458, 459, 464,

465, 645, 764, 770
υπεράνω τού στρεβλού σώματος

των τετρανίων, 391, 456, 464,
465, 645

προσανατολισμός
επί τοπολογικού πολυπτύγματος,

786
επαγόμενος επί πλευράς

μονοπλόκου, 724
μονοπλόκου, 723
ολομερής

επί λείου πολυπτύγματος, 784
R-

επί τοπολογικού πολυπτύγματος,
785

προσεταιριστική ιδιότητα
τανυστικού γινομένου, 246

πρώτο ιδεώδες, 18
πρώτο στοιχείο

μεταθετικού δακτυλίου, 44
πύργος

των Jordan και Hölder, 87
υπομοδίων, 86

πυρήνας
ομομορφισμού R-μοδίων, 64

ροζέτα, 641
με r φύλλα, 398

σημείο
εσωτερικό

(ενός πολυπτύγματος με σύνορο),
780

συνοριακό
(ενός πολυπτύγματος με σύνορο),

780
σημείο απολήξεως

δρόμου, 630
σημείο αρχής

δρόμου, 630
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σκελετός
n-διάστατος

ενός τ.χ. με κυτταρική διάσπαση,
760

σκεπώδες γινόμενο, xli, 758
σταθερός δρόμος

εντός ενός τοπολογικού χώρου, 666
στάθμες (ή νόρμες) προβολικών χώρων,

645
σταυρωτό διαπέτασμα, 403, 639, 646, 651,

784, 797
στερεογραφική προβολή, 626
στοιχεία

συντροφικά (ή εταιρικά), 28
σχετικώς πρώτα (ή πρώτα μεταξύ

τους), 33
στοιχειώδεις διαιρέτες

πεπ. παρ. μοδίου (υπεράνω Π.Κ.Ι.),
137

στοιχείο στρέψεως
μοδίου (υπεράνω ακεραίας

περιοχής), 120
στοιχειώδεις κυκλικοί προσθετέοι

πεπ. παρ. μοδίου (υπεράνω Π.Κ.Ι.),
137

συγκινόμενο
μελών μιας οικογενείας μοδίων, 91

συγκυκλήματα
συναλυσωτού συμπλόκου, 186

συμπαγής τοπολογικός χώρος, 624
σύμπλεγμα

CW-, 761
συμπλήρωμα

υπομοδίου, 95
συμπληρωματικοί υπομόδιοι, 95
συμπληρώσεις

τριγώνων, 71
σύμπλοκο ομομορφισμών, 284, 293

από ένα αλυσωτό
σε ένα συναλυσωτό σύμπλοκο,

349
σύμπτυξη

ενός τοπολογικού χώρου, 658
ισχυρή παραμορφωτική, 661
παραμορφωτική, 661

περιοχική παραμορφωτική, 380
συμπυρήνας

ομομορφισμού R-μοδίων, 142
συναλυσωτό σύμπλοκο, 186

ακυκληματικό, 186
ελεύθερο, 209
πεπερασμένου τύπου, 228
προβολικό, 227
συσταλτό, 202

συναλυσωτός μετασχηματισμός
μεταξύ συναλυσωτών συμπλόκων,

187
συναλυσωτώς ομότοποι

συναλυσωτοί μετασχηματισμοί, 201
συναρμογή

δυο αφηρημένων μονοπλεκτικών
συμπλεγμάτων, 720

συνάρτηση
ολόμορφη, 777

συναρτητής
Hom´, 473
αβελιανοποιήσεως, 473
ακριβής, 476
ακυκληματικός, 619
ανταλλοίωτος, 472
δημιουργούμενος μέσω γινομένων

επεκτάσεως, 475
δημιουργούμενος μέσω γινομένων

στρέψεως, 475
δημιουργούμενος μέσω τανυστικού

γινομένου μοδίων, 474
διπλός, 477
εκ δεξιών ακριβής, 476
εκ δεξιών παράγωγος, 495, 496
ελεύθερος, 619
ενθετικός, 473
εξ αριστερών ακριβής, 476
εξ αριστερών παράγωγος, 494, 497
επιλήσμων, 473
μη αρνητικός, 619
ομολογίας, 474
προσθετικός, 473
R-γραμμικός, 474
R-διγραμμικός, 479
συναλλοίωτος, 472
συνομολογίας, 474
ταυτοτικός, 473
τού δυναμοσυνόλου, 489

σύνδεσμος
τοπολογικού ζεύγους, 679

συνδετικός ομομορφισμός, 177, 190, 681,
703

συνδιαφορικά, 186
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συνεικόνα
ομομορφισμού R-μοδίων, 142

συνεκτική συνιστώσα
τοπολογικού χώρου, 629

συνεκτικό άθροισμα
δύο επιφανειών, 794

συνεχείς απεικονίσεις
μεταξύ τοπ. ζευγών

ομότοπες, 674
ομότοπες, 653

σχετικώς προς έναν υπόχωρο,
657

συνεχής απεικόνιση
μεταξύ τοπολογικών ζευγών, 673
μηδενοομοτοπική, 655

συνήθης ένθεση, 70
σύνθεση συναρτητών, 472
συνθήκες αριθμησιμότητας

σε τοπολογικούς χώρους, 623
συνθήκη αλυσίδων

γνήσιων διαιρετών, 50
συνιστώσα

p-πρωτεύουσα, ενός μοδίου
(υπεράνω Π.Κ.Ι.), 125

ενός μοδίου (υπεράνω Π.Κ.Ι.), 125
σύνολο

ανοικτό, 623
κλειστό, 623
σε ανηγμένη μορφή, 2
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