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12.1 (ÕÐÏ)ÏÑÈÏÈÅÔÅÓ & ÓÕÍÈÅÔÉÊÅÓ ÓÅÉÑÅÓ

12.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù v Áò õðïèÝóïõìå üôé õöß-

óôáôáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá õðïïìÜäùí ()0≤≤ ôÞò  ôÝôïéá þóôå

 = 0 v 1 v · · · v −1 v  =  (12.1)

(i) ËÝìå üôé ç (12.1) åßíáé ìéá óåéñÜ áðü ôçí óôçí  Ïé ìåôÝ·ïõóåò õðïïìÜäåò

01 êáëïýíôáé üñïé ôÞò óåéñÜò (12.1). Ç (12.1) ïíïìÜæåôáé ãíÞóéá óåéñÜ

(Þ óåéñÜ ·ùñßò åðáíáëÞøåéò) ìÞêïõò  áðü ôçí  óôçí  üôáí1

 = 0 @ 1 @ · · · @ −1 @  =  (12.2)

(ii) ¼ôáí ·ñçóéìïðïéïýìå ôç öñÜóç óåéñÜ ôÞò  (êáé áíôéóôïß·ùò, ãíÞóéá óåéñÜ

ìÞêïõò  ôÞò) åííïïýìå ìéá óåéñÜ (12.1) (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá óåéñÜ (12.2)) áðü

ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá {} óôçí 
(iii) Ç (12.1) êáëåßôáé õðïïñèüèåôç óåéñÜ áðü ôçí óôçí êáé óõìâïëßæåôáé ùò

 = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.3)

üôáí−1 E  ãéá êÜèå  ∈ {1 }Ïé−1  ∈ {1 } êáëïýíôáé ðçëé-
êïïìÜäåò ôÞò óåéñÜò (12.3). H (12.3) êáëåßôáé ãíÞóéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ (ìÞêïõò

) áðü ôçí óôçí  óçìåéïýìåíç ùò

 = 0 C 1 C · · · C −1 C  =  (12.4)

üôáí åßíáé ãíÞóéá óåéñÜ áðü ôçí  óôçí  õðü ôçí Ýííïéá ôïý (i). Åðßóçò, üôáí

·ñçóéìïðïéïýìå ôç öñÜóç õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôÞò  (êáé áíôéóôïß·ùò, ãíÞóéá

õðïïñèüèåôç óåéñÜ (ìÞêïõò) ôÞò) åííïïýìå ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ (12.3) (êáé

áíôéóôïß·ùò, ìéá ãíÞóéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ (12.4)) áðü ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá

{} óôçí 
(iv) Ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ (12.3) ôÞò  êáëåßôáé ïñèüèåôç2 óåéñÜ ôÞò  üôáí

 E  ãéá êÜèå  ∈ {0 1 }

12.1.2 ÐáñáôÞñçóç. Ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.20 êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.2 ç ôÜîç

ìéáò ïìÜäáò  ðïõ äéáèÝôåé ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ

{} = 0 C 1 C · · · C −1 C  = 

äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

|| =
Q
=1
| : −1| =

Q
=1
|−1| 

1Óýìâáóç : ¼ôáí ç ßäéá ç åßíáé ôåôñéììÝíç, äåí èá êÜíïõìå äéÜêñéóç ìåôáîý ôùí åííïéþí óåéñÜ êáé ãíÞóéá óåéñÜ
ôÞò (êáèüóïí ç ìïíáäéêÞ óåéñÜ ôÞò åßíáé åêåßíç ðïõ áðáñôßæåôáé áðü ôçí ßäéá ôçí).

2Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò, áíôß ôïý üñïõ õðïïñèüèåôç óåéñÜ (subnormal series), ·ñçóéìïðïéïýí ôïí üñï

ïñèüèåôç óåéñÜ (normal series) êáé áíôß ôïý üñïõ ïñèüèåôç óåéñÜ ôïí üñï áíáëëïßùôç óåéñÜ (invariant series).
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12.1.3 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù

 = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.5)

ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ áðü ôçí óôçí Ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ

 = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.6)

áðü ôçí  óôçí  êáëåßôáé åêëÝðôõíóç ôÞò (12.5) üôáí  ≤  êáé üôáí (ôáõôï-

·ñüíùò)

∃0 1 ∈ N0 : 0  1  · · ·   ≤  ìå  =  ∀ ∈ {0 1 }
Þ, ìå Üëëá ëüãéá, üôáí áðïêôïýìå ôçí (12.6) áðü ôçí (12.5) ýóôåñá áðü ðáñåì-

âïëÞ−  åðéðñüóèåôùí üñùí ìåôáîý êÜðïéùí åê ôùí üñùí ôÞò (12.5). Ç (12.6)

êáëåßôáé ãíÞóéá åêëÝðôõíóç ôÞò (12.5) üôáí

∃ ∈ {1} :  6=   ∀ ∈ {0 1 }
Þôïé üôáí ôïðëÞèïò ôùí üñùí ôÞò (12.6) õðåñâáßíåé ôï ðëÞèïò ôùí üñùí ôÞò (12.5).

12.1.4 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ìéá ãíÞóéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ (êáé

áíôéóôïß·ùò, ìéá ãíÞóéá ïñèüèåôç óåéñÜ)

{} = 0 C 1 C · · · C −1 C  = 

ôÞò êáëåßôáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò (êáé áíôéóôïß·ùò, åðéêåöáëÞò óåéñÜÞ êýñéá

óåéñÜ ôÞò ) üôáí äåí äéáèÝôåé ãíÞóéåò åêëåðôýíóåéò.

12.1.5 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù
{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.7)

ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôÞò  Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) H (12.7) åßíáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò 

(ii) Ïé ðçëéêïïìÜäåò−1  ∈ {1 } ôÞò (12.7) åßíáé áðëÝò ïìÜäåò.
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÕðïèÝôïõìå üôé ç (12.7) åßíáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞòÇ (12.7)

åßíáé åî ïñéóìïý ãíÞóéá óåéñÜ (ìÞêïõò  ≥ 1) ôÞò  ïðüôå ïé ðçëéêïïìÜäåò

−1  ∈ {1 } åßíáé ìç ôåôñéììÝíåò. ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéïò 0 ∈ {1 }
ôÝôïéïò þóôå ç ðçëéêïïìÜäá 00−1 íá åßíáé ìç áðëÞ, ôüôå èá õðÞñ·å êÜðïéá

ãíÞóéá, ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá  v 00−1 ç ïðïßá, ëüãù ôùí ðïñéóìÜôùí

4.4.15 êáé 4.5.20, èá Ýðñåðå íá åßíáé ôÞò ìïñöÞò  = 0−1 ãéá êÜðïéá @ 

ìå0−1 C  C 0  ïðüôå ç

{} = 0 C · · · C 0−1 C  C 0 C 0+1 C · · · C −1 C  = 

èá Þôáí ãíÞóéá åêëÝðôõíóç ôÞò (12.7), êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôïí ïñéóìü

ôÞò óõíèåôéêÞò óåéñÜò. ¢ñá ïé ðçëéêïïìÜäåò −1  ∈ {1 } ôÞò (12.7)
åßíáé êáô' áíÜãêçí áðëÝò ïìÜäåò.
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(ii)⇒(i) ¸óôù üôé ïé ðçëéêïïìÜäåò −1  ∈ {1 } ôÞò (12.7) åßíáé áðëÝò
ïìÜäåò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç (12.7) äåí åßíáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò Ôüôå ç óåéñÜ

(12.7) åßíáé åßôå ìç ãíÞóéá åßôå ãíÞóéá Ý·ïõóá êÜðïéá ãíÞóéá åêëÝðôõíóç. Óôçí

ðñþôç ðåñßðôùóç êÜðïéá ðçëéêïïìÜäá ôçò åßíáé ôåôñéììÝíç êáé, ùò åê ôïýôïõ, ìç

áðëÞ. ¢ôïðï! Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç èåùñïýìå ìéá ãíÞóéá åêëÝðôõíóÞ ôçò

{} = 0 = 0 C 1 C · · · C −1 C  =  (12.8)

ÅÜí ï  åßíáé ï ìÝãéóôïò èåôéêüò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßïí ç  åßíáé äéáöïñåôéêÞ

áðü ïéïíäÞðïôå üñï ôÞò (12.7), ôüôå 0     êáé+1 =  ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï

 ìå 0   ≤ Áðü ôïí ôñüðï åðéëïãÞò ôïý  êáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç (12.8) åßíáé

ìéá ãíÞóéá åêëÝðôõíóç ôÞò (12.7) Ýðåôáé üôé

−1 C  C +1 = 

ÅðïìÝíùò, âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 4.5.20 ç ðçëéêïïìÜäá −1 åßíáé ìéá ãíÞ-

óéá, ìç ôåôñéììÝíç, ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò ðçëéêïïìÜäáò −1 ïðüôå ç

−1 äåí åßíáé áðëÞ. ¢ôïðï! ¢ñá ôåëéêþò ç (12.7) åßíáé üíôùò óõíèåôéêÞ

óåéñÜ ôÞò ïìÜäáò  ¤

12.1.6 Èåþñçìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá äéáèÝôåé (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá óõíèåôéêÞ
óåéñÜ.

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá. Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç äåý-

ôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôçí ôÜîç || ôÞò  ÅÜí || = 1
ôüôå ç åßíáé ôåôñéììÝíç, ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. Ãéá || ≥ 2
õðïèÝôïõìå üôé åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá Ý·ïõóá ôÜîç  || 
Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí ç  åßíáé áðëÞ, ôüôå (ðñïöáíþò) ç {} C  åßíáé ìéá

óõíèåôéêÞ óåéñÜ.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí ç  äåí åßíáé áðëÞ, ôüôå ðåñéÝ·åé êÜðïéá ãíÞóéá, ìç

ôåôñéììÝíç, ïñèüèåôç õðïïìÜäá, áò ôçí ðïýìå  ÅðåéäÞ 1  ||  ||  ç åðá-

ãùãéêÞ õðüèåóç åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ìéáò óõíèåôéêÞò óåéñÜò

{} = 0 C 1 C · · · C −1 C  = 

ôÞò  ìÞêïõò  ≥ 1 ÓçìåéùôÝïí üôé (ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò (i)⇒(ii) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 12.1.5) ïé ðçëéêïïìÜäåò −1  ∈ {1 } åßíáé áðëÝò ïìÜäåò. Ðáñï-

ìïßùò, åðåéäÞ 1  ||  ||  ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ìéáò

óõíèåôéêÞò óåéñÜò

{} =  = 0 C 1 C · · · C −1 C  = 

ôÞò ìÞêïõò ≥ 1ÊáôÜ ôá ðïñßóìáôá 4.4.15 êáé 4.5.20 êÜèå   1 ≤  ≤ 

ïöåßëåé íá åßíáé ìéá ðçëéêïïìÜäá ôÞò ìïñöÞò  =  üðïõ

 C  ( = ) êáé −1 C   ∀ ∈ {1}
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Ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò (i)⇒(ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 12.1.5 êáé ôïý 3ïõ èåùñÞìáôïò

éóïìïñöéóìþí 4.5.21 ïé ðçëéêïïìÜäåò

−1 = ()  (−1) ∼= −1  ∈ {1}
åßíáé áðëÝò ïìÜäåò. Åí óõíå·åßá, èåùñïýìå ôç ãíÞóéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ

{} = 0 C 1 C · · · C  =  C 1 C 2 C · · · C −1 C  = 

ôÞò  (ìÞêïõò  + ). ÁõôÞ (ëüãù ôÞò áíôßóôñïöçò óõíåðáãùãÞò (ii)⇒(i) ôÞò

ðñïôÜóåùò 12.1.5) åßíáé ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò  äéüôé (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñ-

èÝíôùí) üëåò ïé ðçëéêïïìÜäåò ôçò åßíáé áðëÝò ïìÜäåò. ¤

12.1.7 ÐáñÜäåéãìá. ÂÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôá åäÜöéá 4.1.43 êáé 4.2.18 ïé

ìüíåò õðïïñèüèåôåò (êáô' áíÜãêçí ïñèüèåôåò) óõíèåôéêÝò (êáô' áíÜãêçí åðéêåöá-

ëÞò) óåéñÝò ôÞò ïìÜäáòQ ôùí ôåôñáíßùí åßíáé ïé åîÞò:

{I2} C h−I2i C hii C Q
{I2} C h−I2i C hji C Q
{I2} C h−I2i C hki C Q

12.1.8 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí Üðåéñåò ïìÜäåò, üðùò ç (Z+) ïé ïðïßåò äåí äéáèÝ-

ôïõí êáìßá óõíèåôéêÞ óåéñÜ.

I Èåþñçìá ôùí C. Jordan êáé Ï. H−lder. Åí óõíå·åßá, èá áðïäåßîïõìå ôï èå-

ìåëéþäåò èåþñçìá 12.1.14 ðïõ ·áñáêôçñßæåé ôéò óõíèåôéêÝò óåéñÝò. Áõôü áðåäåß-

·èç ìåñéêþò áðü ôïí C. Jordan (1838-1922) ôï Ýôïò3 1869 êáé ðëÞñùò áðü ôïí Ï.

H­lder (1859-1937) ôï4 1895 áëëÜ ìüíïí ãéá ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò. Ìéá áðüäåéîÞ

ôïõ éó·ýïõóá ãéá ïéåóäÞðïôå ïìÜäåò (Ý·ïõóåò óõíèåôéêÝò óåéñÝò) äçìïóéåýèçêå

ôï5 1928 áðü ôïí O. Schreier (1901-1929) êáé ·ñçóéìïðïéåß ôï èåþñçìá 12.1.11. Ç

áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 12.1.11 ôïý Schreier Ýôõ·å áéóèçôÞò áðëïõóôåýóåùò (ôï

Ýôïò6 1934) áðü ôïí H.J. Zassenhaus (1912-1991) ìÝóù ôïý áêüëïõèïõ ëÞììáôïò:

12.1.9 ËÞììá. («ËÞììá ôÞò ðåôáëïýäáò», H.J. Zassenhaus 1934) ¸óôù üôé ïé
1 2 1 2 åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ôÝôïéåò þóôå1 E 2 êáé1 E 2

ÅÜí

 :=  ∩    ∈ {1 2}

ôüôå 121 E 122 112 E 122 êáé

122121 ∼= 122112

3C. Jordan: Commentaire sur Galois, Math. Ann. 1 (1869) 141-160
4Ï. H­lder: Zurückführung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen,
Math. Ann., Bd. 34 (1895) 321-422
5O. Schreier: Über den Jordan-Hölderschen Satz, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, Bd. 6 (1928) 300-302
6H.J. Zassenhaus: Zum Satz von Jordan-Hölder-Schreier, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, Bd. 10 (1934)
106-108
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Áðïäåéîç. Ãéá åíïñáôéêÞ äéåõêüëõíóÞ ìáò ·ñçóéìïðïéïýìå ôï äéÜãñáììá ôïý

Hasse (ðïõ ïìïéÜæåé ìå ðåôáëïýäá) ãéá ôéò ïìÜäåò ôéò ìåôÝ·ïõóåò óôç äéáôýðùóç

ôïý ëÞììáôïò.

ÅðåéäÞ 1 E 2 Ý·ïõìå ðñïöáíþò

21 := 2 ∩1 E 2 ∩2 =: 22
Êé åðåéäÞ 1 E 2 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá åöáñìïãÞò ôïý ðïñßóìáôïò 4.5.23 (ìå

ôéò1 2 21 êáé22 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèåéóþí ïìÜäùí1 êáé2).

Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôé 121 E 122 êáèþò êáé ôçí ýðáñîç åíüò éóïìïñöé-

óìïý

122121 ∼= 22(21(22 ∩1)) = 222112 (12.9)

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï üôé

1 ⊆ 2 ⇒ 22 ∩1 = (2 ∩2) ∩1 = (2 ∩1) ∩2 = 1 ∩2 =: 12

Êáô' áíáëïãßáí, åðåéäÞ 1 E 2 Ý·ïõìå ðñïöáíþò

12 := 1 ∩2 E 2 ∩2 =: 22
Êé åðåéäÞ 1 E 2 åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôï ðüñéóìá 4.5.23 (ìå ôéò 1 2 12
êáé 22 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèåéóþí ïìÜäùí 1 êáé 2) ëáìâÜíïõìå
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112 E 122 êáé

122112 ∼= 22(12(22 ∩1)) = 221221 (12.10)

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï üôé

1 ⊆ 2 ⇒ 22 ∩1 = (2 ∩2) ∩1 = 2 ∩ (2 ∩1) = 2 ∩1 =: 21

ËáìâáíïìÝíïõ õð' üøéí ôïý üôé 2112 = 1221 (êáèüóïí áìöüôåñåò ïé 12
êáé 21 åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò 22) ïé (12.9) êáé (12.10) äßäïõí Ýíáí éóï-

ìïñöéóìü

122121 ∼= 122112

(âë. 2.4.21 (ii) êáé (iii)). ¤

12.1.10 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé äõï õðïïñèüèåôåò óåéñÝò

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

êáé

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

ìéáò ïìÜäáò  åßíáé éóüìïñöåò («óå åðßðåäï ðçëéêïïìÜäùí») üôáí  =  êáé

üôáí (ôáõôï·ñüíùò)

∃ ∈ S : −1 ∼= ()()−1 ∀ ∈ {1 }

(Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç ó·Ýóç éóïìïñößáò áðïôåëåß ó·Ýóç éóïäõíáìßáò

åðß ïéïõäÞðïôå óõíüëïõ áðáñôéæïìÝíïõ áðü õðïïñèüèåôåò óåéñÝò ôÞò )

12.1.11 Èåþñçìá. (O. Schreier 1928) Äõï õðïïñèüèåôåò (êáé áíôéóôïß·ùò, äõï
ïñèüèåôåò) óåéñÝò ìéáò ïìÜäáò  äéáèÝôïõí ðÜíôïôå éóüìïñöåò åêëåðôýíóåéò.

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.11)

êáé

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.12)

åßíáé äõï õðïïñèüèåôåò óåéñÝò ìéáò ïìÜäáò  Èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá åêëÝ-

ðôõíóç ôÞò (12.11) ðáñåìâÜëëïíôáò− 1 ïìÜäåò   ∈ {1− 1} ìåôáîý
ôùí üñùí−1 êáé ãéá êÜèå  ∈ {1 }Êáô' áíáëïãßáí, èá êáôáóêåõÜóïõìå

ìéá åêëÝðôõíóç ôÞò (12.12) ðáñåìâÜëëïíôáò − 1 ïìÜäåò   ∈ {1− 1}
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ìåôáîý ôùí üñùí −1 êáé  ãéá êÜèå  ∈ {1} Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï, êá-

èåìéÜ åê ôùí äýï äçìéïõñãïýìåíùí åêëåðôýíóåùí

{} = 0 E 11 E 12 E · · · E 1−1 E 1

E 21 E 22 E · · · E 2−1 E 2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
E 1 E 2 E · · · E −1 E  = 

(12.13)

êáé

{} = 0 E 11 E 21 E · · · E −11 E 1

E 12 E 22 E · · · E −12 E 2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
E 1 E 2 E · · · E −1 E  = 

(12.14)

èá Ý·åé  üñïõò. Ðñïò ôïýôï ïñßæïõìå ãéá êÜèå äåßêôç  ∈ {1 } êáé êÜèå

äåßêôç  ∈ {1}

 := −1 ( ∩) êáé  := −1 ( ∩)

êáé ðáñáôçñïýìå üôé  v  (êáèüóïí7  ∩ v  êáé −1 E ) êáé, êáô'

áíáëïãßáí, üôé v  (êáèüóïí ∩ v  êáé−1 E ). ÅðéðñïóèÝôùò,

ãéá êÜèå  ∈ {1 } êáé êÜèå  ∈ {1} Ý·ïõìå
−1 v 1 v 2 v · · · v  = 

êáé

−1 v 1 v 2 v · · · v  =  

ÔÝëïò, ùò ïìÜäåò áöåôçñßáò ôÞò äéðëÞò áñéèìÞóåùò èåùñïýìå ôéò

0 := −1 = −1 ( ∩0) êáé 0 := −1 = −1 ( ∩0) 

Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá ôÞò ðåôáëïýäáò 12.1.9 (ìå ôá −1−1 êáé  óôç

èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèåéóþí ïìÜäùí 1 2 1 êáé 2) ëáìâÜíïõìå

−1 E   −1 E  êáé −1 ∼= −1  (12.15)

Ùò åê ôïýôïõ, ïé ðñïçãçèÝíôåò ïñéóìïß ïäçãïýí ðñÜãìáôé óôç äçìéïõñãßá äýï

åêëåðôýíóåùí (12.13) êáé (12.14) ôÞò  (êáèåìéÜ ôùí ïðïßùí Ý·åé  üñïõò).

Ëüãù ôÞò õðÜñîåùò ôùí éóïìïñöéóìþí (12.15) ìåôáîý ôùí ðçëéêïïìÜäùí ôïõò

ïé (12.13) êáé (12.14) åßíáé éóüìïñöåò õðïïñèüèåôåò óåéñÝò ôÞò  õðü ôçí Ýííïéá

ôïý ïñéóìïý 12.1.10. (Ç áíùôÝñù áðüäåéîç ðáñáìÝíåé åí éó·ý áêüìç êáé üôáí

ïé (12.11) êáé (12.12) åßíáé äõï ïñèüèåôåò óåéñÝò ôÞò  Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç,

áðïäåéêíýïõìå ìÝóù ôùí ðñïôÜóåùí 4.2.8 êáé 4.2.24 üôé ïé ïñéóèåßóåò ïìÜäåò

êáé åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò ) ¤
7Âë. ðñüôáóç 4.2.24.
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12.1.12 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.16)

ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôçò ÅÜí ç (12.16) åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ
ôÞò  ôüôå ç (12.16) åßíáé áö' åáõôÞò óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò 

Áðïäåéîç. ÅÜí ç  åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. ÅÜí ç

 äåí åßíáé ôåôñéììÝíç êáé åÜí ç (12.16) åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ

{} = 0 C 1 C · · · C −1 C  =  (12.17)

ôÞò  ôüôå =  ≥ 1 êáé (ôáõôï·ñüíùò)

∃ ∈ S : −1 ∼= ()()−1 ∀ ∈ {1 }

ÅðåéäÞ ç (12.17) åßíáé ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò  êáìßá åê ôùí ðçëéêïïìÜäùí

()()−1 äåí èá åßíáé ôåôñéììÝíç. ¢ñá êáé ç (12.16) ïöåßëåé íá åßíáé ãíÞóéá
õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôÞò ïìÜäáòËüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò (i)⇒(ii) ôÞò ðñïôÜóåùò

12.1.5 ïé ðçëéêïïìÜäåò()()−1 åßíáé áðëÝò ïìÜäåò. ¢ñá êáé ïé ðçëéêïïìÜ-

äåò−1 åßíáé áðëÝò ïìÜäåò. Áõôü óçìáßíåé üôé êáé ç (12.16) åßíáé áö' åáõôÞò

óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò  (âÜóåé ôÞò áíôßóôñïöçò óõíåðáãùãÞò (ii)⇒(i) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 12.1.5). ¤

12.1.13 Ðñüôáóç. ÅÜí ìéá ïìÜäá  äéáèÝôåé óõíèåôéêÝò óåéñÝò, ôüôå êÜèå ãíÞóéá
õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôçò Ý·åé ìéá åêëÝðôõíóç ç ïðïßá åßíáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ áõôÞò.

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç ()0≤≤ åßíáé ìéá ãíÞóéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ

ôÞò  êáé ç ()0≤≤ ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò  ÊáôÜ ôï èåþñçìá 12.1.11 ôïý

Schreier õößóôáíôáé åêëåðôýíóåéò áõôþí, áò ôéò ðïýìå (åí óõíôïìßá) (̌)0≤≤ êáé
(̌)0≤≤ áíôéóôïß·ùò (üðïõ  = ), ïé ïðïßåò åßíáé éóüìïñöåò (õðü ôçí Ýííïéá

ôïý ïñéóìïý 12.1.10). ÅÜí õðÜñ·ïõí åðáíáëáìâáíüìåíïé üñïé óå áõôÝò, ôüôå, êá-

ôüðéí áðáëïéöÞò (Þôïé êáôüðéí áöáéñÝóåùò  − 1 üñùí, åÜí õðÜñ·ïõí üñïé ðïõ

åðáíáëáìâÜíïíôáé  öïñÝò ãéá êÜðïéïí  ≥ 2) êáôáëÞãïõìå óôïí ó·çìáôéóìü

äýï éóïìüñöùí ãíçóßùí õðïïñèüèåôùí óåéñþí ôÞò  áò ðïýìå ôùí (̃)0≤≤
êáé (̃)0≤≤ áíôéóôïß·ùò. ÅðåéäÞ ïé ()0≤≤ êáé ()0≤≤ åßíáé åî õðïèÝ-

óåùò ãíÞóéåò õðïïñèüèåôåò óåéñÝò ôÞò  ïé (̃)0≤≤ êáé (̃)0≤≤ áðïôåëïýí

åêëåðôýíóåéò ôùí ()0≤≤ êáé ()0≤≤ áíôéóôïß·ùò. ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ
ç (̃)0≤≤ åßíáé ìéá ãíÞóéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôÞò  êáé ç ()0≤≤ (ïýóá

óõíèåôéêÞ óåéñÜ) äåí äéáèÝôåé ãíÞóéåò åêëåðôýíóåéò, ïé (̃)0≤≤ êáé ()0≤≤
ïöåßëïõí íá óõìðßðôïõí ! (¢ñá  =  êáé  = ̃ ãéá êÜèå  ∈ {1 }) Áõôü

óçìáßíåé üôé ç (̃)0≤≤ åßíáé éóüìïñöç ìå ôç óõíèåôéêÞ óåéñÜ ()0≤≤ ôÞò 

ïðüôå (âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 12.1.12) ç (̃)0≤≤ åßíáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò  ¤

12.1.14 Èåþñçìá. (“Èåþñçìá ôùí C. Jordan êáé Ï. H−lder”) ÅÜí ìéá ïìÜäá
 äéáèÝôåé óõíèåôéêÝò óåéñÝò, ôüôå äýï ïéåóäÞðïôå óõíèåôéêÝò óåéñÝò áõôÞò åßíáé
éóüìïñöåò.
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Áðïäåéîç. ÅÜí ïé ()0≤≤ êáé ()0≤≤ åßíáé äõï óõíèåôéêÝò óåéñÝò ôÞò

 ôüôå êáôÜ ôï èåþñçìá 12.1.11 ôïý Schreier õößóôáíôáé åêëåðôýíóåéò áõôþí

ðïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò. Ùóôüóï, åðåéäÞ (åî ïñéóìïý) ïé ()0≤≤ êáé

()0≤≤ äåí äéáèÝôïõí ãíÞóéåò åêëåðôýíóåéò, èá ðñÝðåé áõôÝò íá åßíáé åîáñ·Þò

ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò. ¤

12.2 ÅÐÉËÕÓÉÌÅÓ ÏÌÁÄÅÓ

12.2.1 Ïñéóìüò. Ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

ìéáò ïìÜäáò  êáëåßôáé åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò  üôáí åßôå  = 0 åßôå  ≥ 1 êáé
üëåò ïé ðçëéêïïìÜäåò ôçò−1  ∈ {1 } åßíáé áâåëéáíÝò ïìÜäåò. Ç ïìÜäá

 êáëåßôáé åðéëýóéìç ïìÜäá üôáí äéáèÝôåé (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá åðéëýóéìç óåéñÜ.

(Ðñïöáíþò, ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá åßíáé åî ïñéóìïý åðéëýóéìç. Åðßóçò, êÜèå áâå-

ëéáíÞ ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá  åßíáé åðéëýóéìç, äéüôé ç {} = 0 C 1 =  åßíáé

ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôçò.)

12.2.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç ïìÜäá Q ôùí ôåôñáíßùí åßíáé åðéëýóéìç. Åí ðñïêåé-

ìÝíù, ïéáäÞðïôå åê ôùí (ôñéþí) åðéêåöáëÞò óåéñþí ôÞòQ (âë. 12.1.7) åßíáé åðéëý-

óéìç. Ð.·. ç

{I2} C h−I2i C hii C Q
åßíáé åðéëýóéìç, äéüôé h−I2i/{I2} ∼= hii/h−I2i ∼= Q/hii ∼= Z2
(ii) ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 êáé Ýóôù D = h i ç -ïóôÞ äéåäñéêÞ ïìÜäá (âë.

åäÜöéï 3.4.4). Ç êõêëéêÞ ïìÜäá hi Ý·åé ôÜîç  ïðüôå áðü ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý

Lagrange óõíÜãïõìå üôé |D : hi| = 2 ¢ñá hi C D (âë. ðñüôáóç 4.2.13). Ç

(ãíÞóéá) ïñèüèåôç óåéñÜ

{idE}C hiCD

ôÞòD åßíáé åðéëýóéìç, äéüôé hi  {idE} ∼= Z êáéD hi ∼= Z2
(iii) Ç Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäáD∞ = h −1i (âë. åäÜöéá 3.4.14 êáé 3.4.15) áðï-

ôåëåß Ýíá ðáñÜäåéãìá Üðåéñçò åðéëýóéìçò ïìÜäáò, äéüôé ç

{idR}C h−1iCD∞
åßíáé åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞòD∞ (êáèüóïí h−1i/{idR} ∼= Z êáé8 D∞/h−1i ∼= Z2).
(iv) ÊÜèå ìç áâåëéáíÞ áðëÞ ïìÜäá  åßíáé ìç åðéëýóéìç, äéüôé ç {} C  åßíáé

ç ìüíç õðïïñèüèåôç (êáé, ìÜëéóôá, ç ìüíç óõíèåôéêÞ) óåéñÜ ôÞò  Ð.·., ïé A

 ≥ 5 êáé ç A∞ åßíáé ìç åðéëýóéìåò (âë. 4.3.6 êáé 4.3.8).

8ÓçìåéùôÝïí üôé D∞ =
n
 ◦ −1 | ∈ {0 1}   ∈ Z

o
êáé üôé ôï óôïé·åßï −1 ðáñÜãåé ìéá Üðåéñç êõêëéêÞ

ïìÜäá. Ï äåßêôçò |D∞ : h−1i| ôÞò h−1i åíôüò ôÞò D∞ éóïýôáé ìå 2 êáèüôé D∞ = h−1i
`
( ◦ h−1i)

Áõôü, ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.13, óçìáßíåé üôé h−1iCD∞ÅðéðñïóèÝôùò, |D∞ h−1i| = |D∞ : h−1i| = 2
(âë. ðñüôáóç 4.4.2), ïðüôåD∞/h−1i ∼= Z2 (âë. 2.3.19 êáé 2.4.23 (ii)).
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12.2.3 Ðñüôáóç. Ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ ìéáò ïìÜäáò  ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç
ìå ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò  åßíáé áö' åáõôÞò åðéëýóéìç.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôïõò ïñéóìïýò 12.1.10 êáé 12.2.1. ¤

12.2.4 Ðñüôáóç. ÊÜèå åêëÝðôõíóçìéáò åðéëýóéìçò óåéñÜò ìéáò ïìÜäáò åßíáé åðé-
ëýóéìç.

Áðïäåéîç. ¸óôù

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.18)

ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ìéáò ïìÜäáò  êáé Ýóôù

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  E  E · · · E −1 E  =  (12.19)

ìéá åêëÝðôõíóç áõôÞò êáôáóêåõáæüìåíç ìÝóù ðáñåìâïëÞò ìßáò êáé ìüíïí õðïï-
ìÜäáò  Ç ðçëéêïïìÜäá −1 åßíáé õðïïìÜäá ôÞò −1 (âë. 4.4.15).

ÅðåéäÞ ç −1 åßíáé áâåëéáíÞ, ç −1 åßíáé ùóáýôùò áâåëéáíÞ. Åðéðñï-

óèÝôùò, ëüãù ôïý 3ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 4.5.21, êáé ç ðçëéêïïìÜäá

 ∼= (−1)  (−1)

åßíáé êáô' áíÜãêçí áâåëéáíÞ. ¢ñá ç (12.19) åßíáé åðéëýóéìç. Åí óõíå·åßá, ðáñá-

ôçñïýìå üôé êÜèå åêëÝðôõíóç

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

ôÞò (12.18), ãéá ôçí ïðïßá  ≤  êáé

∃0 1 ∈ N0 : 0  1  · · ·   ≤  ìå  =  ∀ ∈ {0 1 }

ìðïñåß íá éäùèåß ùò ôï áðïôÝëåóìá (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) äéáäï·éêþí åêëå-
ðôýíóåùí ôïý ‘‘ôýðïõ'' (12.19) (Þôïé åêëåðôýíóåùí, êáèåìéÜ ôùí ïðïßùíðñïêýðôåé

áðü ôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíÞ ôçò ýóôåñá áðü ðáñåìâïëÞ ìßáò êáé ìüíïí õðïïìÜ-
äáò ). Äéáäï·éêÞ ·ñÞóç ôÞò ßäéáò åðé·åéñçìáôïëïãßáò (Þ, áêñéâÝóôåñá, óõíÞèçò

ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞùòðñïò ôï ðëÞèïò ôùíðáñåìâáëëïìÝíùí õðïïìÜäùí) áðï-

ðåñáôþíåé ôçí áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò. ¤

12.2.5 Ðñüôáóç. ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò åðéëýóéìçò ïìÜäáò åßíáé åðéëýóéìç.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ìéá åðéëýóéìç ïìÜäá êáé Ýóôù  v  ÅÜí  =  ôüôå ï

éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. ÅÜí @  êáé åÜí ç

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.20)

åßíáé ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò ïìÜäáò  (êáô' áíÜãêçí ìå  ≥ 1), ôüôå èÝôïíôáò
 :=  ∩ ãéá êÜèå  ∈ {0 1 } ðáñáôçñïýìå üôé

−1 E   v  =⇒
4.2.24

−1 v 
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ãéá êÜèå  ∈ {1 } Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá ôÞò ðåôáëïýäáò 12.1.9 ãéá ôéò ïìÜ-

äåò {}−1 (óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèåéóþí ïìÜäùí1 2 1 êáé2)

ëáìâÜíïõìå

−1 E  −1 E −1 êáé −1−1 ∼= −1

ãéá êÜèå  ∈ {1 } ÅðïìÝíùò ç
{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.21)

åßíáé ìéá õðïïñèüèåôç óåéñÜ ôÞò  ïé ðçëéêïïìÜäåò ôÞò ïðïßáò åßíáé éóüìïñöåò

ìå ôéò ðçëéêïïìÜäåò−1−1 ÅðåéäÞ−1 E −1 v  ç ðçëéêïïìÜäá

−1−1 åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò ðçëéêïïìÜäáò −1 (âë. ôï (i) ôïý ðï-

ñßóìáôïò 4.4.15). Ç −1, ïýóá ðçëéêïïìÜäá ôÞò áñ·éêþò èåùñçèåßóáò åðé-

ëýóéìçò óåéñÜò (12.20) ôÞò  åßíáé áâåëéáíÞ. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé ç õðïïìÜäá

ôçò −1−1 åßíáé áâåëéáíÞ (ãéá êÜèå  ∈ {1 }). Ùò åê ôïýôïõ, üëåò ïé

ðçëéêïïìÜäåò ôÞò (12.21) åßíáé áâåëéáíÝò. Ôïýôï óçìáßíåé üôé ç (12.21) åßíáé ìéá

åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò ¤

12.2.6 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá åðéëýóéìç ïìÜäá êáé Ýóôù  E  Ôüôå ç ðçëéêï-
ïìÜäá  åßíáé åðéëýóéìç.

Áðïäåéîç. ÅÜí  = {} Þ  =  ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. ÅÜí

{} @  @  êáé åÜí ç

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  =  (12.22)

åßíáé ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò  (êáô' áíÜãêçí ìå  ≥ 1), ôüôå èåùñïýìå ôç (ãíÞ-

óéá) ïñèüèåôç óåéñÜ

{} C  C  (12.23)

ôÞò Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 12.1.11 ôïý Schreier õößóôáíôáé åêëåðôýíóåéò ôùí

(12.22) êáé (12.23) ðïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç

{} = 0 E 1 E · · · E −2

E −1 E  =  E +1 E · · · E −1 E  = 
(12.24)

åßíáé ìéá åêëÝðôõíóç ôÞò (12.23) ðïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá åêëÝðôõíóç ôÞò

(12.22), ãéá êÜðïéïõò öõóéêïýò áñéèìïýò  ìå+ 1 ≤ . ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí

ðñïôÜóåùí 12.2.3 êáé 12.2.4 óõíÜãïõìå üôé ç (12.24) åßíáé ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò

 ÉäéáéôÝñùò, ïé ðçëéêïïìÜäåò−1  ∈ {+ 1 } åßíáé áâåëéáíÝò. ¸óôù

 :  −→  ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò. ÅðåéäÞ

 v −1 E  =⇒ (−1) = −1 E  = ()

(âë. 4.4.15 êáé 4.5.20) ãéá êÜèå  ∈ { + 1 } Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ó·çìáôé-

óìïý ôÞò õðïïñèüèåôçò óåéñÜò

{} ∼= {} ∼=  =  E +1 E · · ·
· · · E −2 E −1 E  = 

(12.25)



§ 12.2 åðéëõóéìåò ïìáäåò 675

ôÞò ðçëéêïïìÜäáòËüãù ôïý 3ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 4.5.21 ïé ðçëé-

êïïìÜäåò

()  (−1) ∼= −1  ∈ {+ 1 }
åßíáé áâåëéáíÝò. ¢ñá ç (12.25) åßíáé ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò  ¤

12.2.7 Èåþñçìá. ¸óôù  ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  E  Ôüôå ç  åßíáé åðéëýóéìç
åÜí êáé ìüíïí åÜí áìöüôåñåò ïé êáé  åßíáé åðéëýóéìåò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ç  åßíáé åðéëýóéìç, ôüôå, óýìöùíá ìå ôéò ðñïôÜóåéò 12.2.5 êáé

12.2.6, áìöüôåñåò ïé êáé  åßíáé åðéëýóéìåò. Áíôéóôñüöùò ôþñá° åÜí õðïèÝ-

óïõìå üôé áìöüôåñåò ïé  êáé  åßíáé åðéëýóéìåò, ôüôå õößóôáíôáé åðéëýóéìåò

óåéñÝò

{} = 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

êáé

{} = {} = 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

áõôþí ôùí ïìÜäùí. Ùò åê ôïýôïõ, ïé ðçëéêïïìÜäåò

−1  ∈ {1 } −1  ∈ {1}
åßíáé áâåëéáíÝò. ÊáôÜ ôá ðïñßóìáôá 4.4.15 êáé 4.5.20 êÜèå   1 ≤  ≤  ïöåßëåé

íá åßíáé ìéá ðçëéêïïìÜäá ôÞò ìïñöÞò  =  üðïõ

 C  ( = ) êáé −1 C   ∀ ∈ {2}
Ëüãù ôïý 3ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 4.5.21 ïé ðçëéêïïìÜäåò

−1 ∼= ()  (−1) = −1

åßíáé áâåëéáíÝò ãéá êÜèå  ∈ {2}ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç

{} = 0 E · · · E  =  =: 0 E 1 E · · · E −1 E  = 

åßíáé ìéá åðéëýóéìç óåéñÜ ôÞò  ¤

12.2.8 ÅöáñìïãÞ. ¸óôù  ∈ N Ôüôå ç óõììåôñéêÞ ïìÜäáS åßíáé åðéëýóéìç üôáí
 ≤ 4 êáé ìç åðéëýóéìç üôáí  ≥ 5
Áðïäåéîç. Ãéá  ≤ 2 ç S åßíáé áâåëéáíÞ êáé, êáô' åðÝêôáóç, åðéëýóéìç. Ç S3
åßíáé åðéëýóéìç, äéüôé ç {id} C A3 C S3 åßíáé åðéëýóéìç óåéñÜ áõôÞò (êáèüóïí

A3/{id} ∼= Z3 êáéS3/A3 ∼= Z2). ÇS4 åßíáé ùóáýôùò åðéëýóéìç, äéüôé ç

{id} C V C A4 C S4
åßíáé åðéëýóéìç óåéñÜ áõôÞò (êáèüóïí ïé ðçëéêïïìÜäåò V/{id} ∼= V A4/V ∼= Z3
êáé S4/A4 ∼= Z2 åßíáé áâåëéáíÝò). Ãéá  ≥ 5 ç A åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò

S Ðáñüôé ç S/A ∼= Z2 åßíáé åðéëýóéìç (ùò áâåëéáíÞ), ç ßäéá ç A äåí åßíáé

åðéëýóéìç (âë. 12.2.2 (iv)), ïðüôå (âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 12.2.7) ç S äåí åßíáé

åðéëýóéìç. ¤



676 åðéëõóéìåò êáé ìçäåíïäõíáìåò ïìáäåò

12.2.9 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå êÜèå ðåðåñáóìÝíç -ïìÜäá
åßíáé åðéëýóéìç.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíç -ïìÜäá. Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 5.7.3

∃ ∈ N0 : || =   ¼ôáí  = 0 ç  åßíáé ôåôñéììÝíç êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé

áëçèÞò. ¼ôáí  = 1 ç  åßíáé êõêëéêÞ (âë. ðüñéóìá 4.1.33) êáé, ùò åê ôïýôïõ,

åðéëýóéìç. Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò

ùò ðñïò ôïí  Ãéá  ≥ 2 õðïèÝôïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå ðåðå-
ñáóìÝíç -ïìÜäá ôÜîåùò  üðïõ  ∈ N0 êáé    Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþ-

óåéò:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí ç  åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå áõôÞ åßíáé ðñïäÞëùò åðéëýóéìç.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí ç  åßíáé ìç áâåëéáíÞ, ôüôå

() C  êáé 1  |()|  || =  

êáé ôï êÝíôñï ôçò () åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç -ïìÜäá ôÜîåùò  üðïõ  ∈ N êáé

   (âë. 5.4.2, 5.6.3 êáé 5.6.4). ÅðïìÝíùò,

1  |()| = −  || =  

ÊáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç áìöüôåñåò ïé ïìÜäåò () êáé () åßíáé

åðéëýóéìåò. ÂÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 12.2.7 ç  åßíáé ùóáýôùò åðéëýóéìç. ¤

12.2.10 Ðñüôáóç. Ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá åßíáé åðéëýóéìç åÜí êáé
ìüíïí åÜí äéáèÝôåé (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá óõíèåôéêÞ óåéñÜ, üëåò ïé ðçëéêïïìÜäåò ôÞò
ïðïßáò åßíáé êõêëéêÝò ïìÜäåò Ý·ïõóåò ùò ôÜîåéò ôïõò êÜðïéïõò ðñþôïõò áñéèìïýò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ êÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá Ý·åé óõíèåôéêÝò óåéñÝò (âë. èåþñçìá

12.1.6), êÜèå åðéëýóéìç óåéñÜ ìéáò ðåðåñáóìÝíçò åðéëýóéìçò ïìÜäáò ìðïñåß íá

åêëåðôõíèåß êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá ðñïêýøåé ìéá óõíèåôéêÞ óåéñÜ, ç ïðïßá

èá åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéëýóéìç (âë. ðñüôáóç 12.2.4). ¼ôáí ç ïìÜäá áíáöïñÜò

åßíáé ìç ôåôñéììÝíç, ïé ðçëéêïïìÜäåò áõôÞò ôÞò óõíèåôéêÞò óåéñÜò èá åßíáé ôáõ-

ôï·ñüíùò áâåëéáíÝò êáé áðëÝò (âë. ðñüôáóç 12.1.5). ¼ìùò êÜèå áâåëéáíÞ áðëÞ

ïìÜäá åßíáé êõêëéêÞ êáé Ý·åé ùò ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï áñéèìü (âë. ðñüôáóç 4.3.2).

Ôï áíôßóôñïöï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü 12.2.1. ¤

12.2.11 Èåþñçìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  60 åßíáé åðéëýóéìç.

Êëåßíïõìå ôçíðáñïýóá åíüôçôá ìå ôç äéáôýðùóç ôùí äýïðëÝïíðåñéþíõìùí èåù-

ñçìÜôùí ôïý êëÜäïõ ôÞòÈåùñßáòÐåðåñáóìÝíùíÏìÜäùí ðïõ áöïñÜ óôçí åðéëõ-

óéìüôçôá, Þôïé ôùí èåùñçìÜôùí ôïý W. Burnside (1852-1927), W. Feit (1930-2004)

êáé J.G. Thomson9 (ãåí. 1932):

12.2.12 Èåþñçìá. (“--Èåþñçìá ôïý Burnside” 1904)

ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  üðïõ   äõï ðñþôïé áñéèìïß êáé   ∈ N0
åßíáé åðéëýóéìç.
9Fields Medalist, 1970



§ 12.2 ìçäåíïäõíáìåò ïìáäåò 677

Áðïäåéîç. Âë. G. James, M. Liebeck: Representations and Characters of Groups,
Second Ed., Cambridge University Press, 2001 óåë. 363-365. ¤

12.2.13 Èåþñçìá. (W. Feit êáé J.G. Thomson, 1963.) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá
ðåñéôôÞò ôÜîåùò åßíáé åðéëýóéìç. (Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ðåðåñáóìÝíç ìç áâåëéáíÞ
áðëÞ ïìÜäá Ý·åé ùò ôÜîç ôçò Ýíáí Üñôéï áñéèìü.)

Áðïäåéîç. Âë. W. Feit, J.G. Thomson: Solvability of groups of odd order, Pacific
J. of Math. 13 (1963), 775-1029 ¤


