
ÐáñÜñôçìá C

Äáêôýëéïé êáé óþìáôá

ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ïé óçìåéþóåéò åóôéÜæïíôáé óôç ìåëÝôç ôùí ïìÜäùí, óôï Ýíá Þ

óôï Üëëï óçìåßï óõíáíôïýìå ïñéóìÝíåò áâåëéáíÝò (ðñïóèåôéêÝò) ïìÜäåò, ôá õðï-

êåßìåíá óýíïëá ôùí ïðïßùí åöïäéÜæïíôáé êáôÜ ôñüðï öõóéêü êáé ìå ìßá äåýôåñç

(ðïëëáðëáóéáóôéêþò óõìâïëéæüìåíç) åóùôåñéêÞ (ðñïóåôáéñéóôéêÞ) ðñÜîç, ìÝóù

ôÞò ïðïßáò áõôÝò êáèßóôáíôáé äáêôýëéïé. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ðáñáèÝôïõìå åäþ ôéò

ðëÝïí âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ áöïñïýí óôç äïìÞ ôïý äáêôõëßïõ.

C.1 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ

C.1.1 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò (+ ·) åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï åöïäéáóìÝíï

ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·''ðïõ êáëïýíôáé (êáé óõìâïëßæïíôáé ùò)ðñü-
óèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò, áíôéóôïß·ùò, ïýôùò þóôå

(i) ôï æåýãïò (+) íá åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá (âë. 2.1.1),

(ii) ôï æåýãïò ( ·) íá åßíáé ìéá çìéïìÜäá (âë. 1.3.2 (i)) êáé

(iii) ç ‘‘·'' íá åßíáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò

ôçí ‘‘+'' äçëáäÞ ãéá êÜèå   êáé  ∈  íá éó·ýåé

(+ ) = +  êáé (+ ) = + 

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò (+) êáëåßôáé ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý (+ ·)
êáé óçìåéþíåôáé ìå ôï 0ÅÜí ç çìéïìÜäá ( ·) äéáèÝôåé ìïíáäéáßï (= ðïëëáðëá-

óéáóôéêþò ïõäÝôåñï) óôïé·åßï (óçìåéïýìåíï ùò 1), äçëáäÞ åÜí ç ( ·) åßíáé Ýíá
ìïíïåéäÝò, ôüôå êáé ï (+ ·) êáëåßôáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ç

çìéïìÜäá ( ·) åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå ëÝìå üôé ï (+ ·) åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôý-
ëéïò.
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C.1.2 Óçìåßùóç. Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, áíôß ôïý  · èá ãñÜöïõìå ùò åðß ôï ðëåß-

óôïí  åíþ üôáí èá ïìéëïýìå ãéá êÜðïéïí «äáêôýëéï », èá õðïíïïýìå ôç èåþ-

ñçóç ìéáò ôñéÜäáò (+ ·) üðùò óôïí ïñéóìü C.1.1 ·ùñßò üìùò êáé íá ôç óçìåéþ-

íïõìå. Åðßóçò, åÜí  ∈ N êáé åÜí ôá 1  åßíáé óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ 

ôüôå ·ñçóéìïðïéïýìå åíßïôå ôéò âñá·õãñáößåò

P
=1

 := 1 + · · ·+  êáé
Q
=1

 := 1 · · · · · · 

C.1.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò ‘‘+'' êáé ðïë-
ëáðëáóéáóìïý ‘‘·'', ïé ôñéÜäåò (Z+ ·)  (Q+ ·)  (R+ ·) êáé (C+ ·) êáèßóôáíôáé
ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(ii) Ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò ‘‘+'' êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ‘‘·'' ôéò åéóá·èåßóåò
óôçí åíüôçôá B.4 (âë. (B.51) êáé B.4.44), ç ôñéÜäá (Z+ ·) êáèßóôáôáé ãéá êÜèå

 ∈ N ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. (Åí ðñïêåéìÝíù, 0Z = [0]
êáé 1Z = [1]).

(iii) Ôï óýíïëï 2Z ôùí áñôßùí áêåñáßùí áñéèìþí, åöïäéáæüìåíï ìå ôéò óõíÞèåéò
ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, áðïôåëåß ìåôáèåôéêü äáêôýëéï ·ùñßò
ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(iv) Åêêéíþíôáò áðü ôïí (Z+ ·) ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí Üëëï ìåôá-

èåôéêü äáêôýëéï ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï (Z¢¡) ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

¢  := + − 1 ¡  := + −  

Tï áîéïðåñßåñãï åäþ åßíáé üôé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï áõôïý ôïý äáêôõëßïõ ùò ðñïò

ôçí ðñüóèåóç ¢ åßíáé ôï 1 åíþ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéá-

óìü ¡ åßíáé ôï 0

(v) ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ôï óýíïëï ôùí

áðåéêïíßóåùí  := {áðåéêïíßóåéò  :  −→ } êáèßóôáôáé äáêôýëéïò ìÝóù

ôùí «óçìåéáêþí» ðñÜîåùí

 +  :  −→   7−→ () + ()

 ·  :  −→   7−→ () · ()
ÉäéáéôÝñùò, åÜí = {1 } ⊂ N ôüôå ìðïñïýìå íá ôáõôßæïõìå ôï ìå ôï êáñ-
ôåóéáíü ãéíüìåíï ×× · · · ××| {z }

 öïñÝò

, ôï ïðïßï áðïêôÜ ôç äïìÞ ôïý äáêôõëßïõ

ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

(1 2 ) + (1 2 ) := (1 + 1 2 + 2  + ) 

(1 2 ) · (1 2 ) := (1 · 1 2 · 2  · ) 
ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç ôï (0 0) ÅîÜëëïõ, äïèÝíôùí 

áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíùí äáêôõëßùí 1 2  ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç äïìÞ

åíüò äáêôõëßïõ åðß ôïý êáñôåóéáíïý Þ (åîùôåñéêïý ) åõèÝïò ãéíïìÝíïõ ôïõò

Q
=1

 := 1 × · · · × (C.1)
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ìå ôéò áíÜëïãåò ðñÜîåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò. Ï äáêôýëéïò (C.1) åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí

êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ åßíáé ìåôáèåôéêüò. ÅðéðñïóèÝôùò,

ï (C.1) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ

Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. (ÌÜëéóôá, üôáí ï (C.1) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå áõôü

åßíáé ôï (11  1).) Êáô' áíáëïãßáí, åÜí ç ()∈ åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá

äáêôõëßùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç äïìÞ äáêôõëßïõ åðß ôïý
Q
∈

 ìÝóù ôùí

ðñÜîåùí

()∈ + ()∈ := ( + )∈  ()∈ · ()∈ := ( · )∈ 

(vi) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï, ôüôå ìðïñåß íá èåùñçèåß êáôÜ ôñüðï ôåôñéì-

ìÝíï ùò äáêôýëéïò êáé ãé' áõôü ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. Óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç Ý·ïõìå ðñïöáíþò 0 = 1

C.1.4 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Tüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) 0  =  0 = 0 ãéá üëá ôá  ∈ 

(ii) (−)  =  (−) = −( ) ãéá üëá ôá   ∈ 

(iii) (−) (−) =   ãéá üëá ôá   ∈ 

(iv) Ãéá ∈ N êáé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá 1  1  ôïý  Ý·ïõìåÃ
P
=1



! µ
P

=1



¶
=

P
=1

P
=1

  

(v) ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈ Z ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç âñá·õãñáößá

 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+ + · · ·+ + | {z }
-öïñÝò

 üôáí   0

(−) + (−) + · · ·+ (−) + (−)| {z }
(−)-öïñÝò

 üôáí   0

0  üôáí  = 0

áðü ôç èåùñßá ôùí ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí, ôüôå

()  =  () = ( )

ãéá üëá ôá  ∈ Z êáé üëá ôá   ∈ 

(vi) ÅÜí ï äáêôýëéïò  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò
óôïé·åßá, ôüôå 1 6= 0
Áðïäåéîç. (i) 0  = (0 + 0)  = 0  + 0  =⇒ 0  = 0 Ïìïßùò äåß·íåé

êáíåßò üôé  0 = 0

(ii) Ðñïöáíþò,   +  (−) =  ( + (−)) =  0 = 0 =⇒  (−) = −( ) Ç
äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï.
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(iii) Ðñïöáíþò, (−) (−) = −(−)  = −(−( )) =   [ýóôåñá áðü äéðëÞ åöáñ-

ìïãÞ ôÞò (ii)].

(iv) Èåùñïýìå ôï  ùò ðáãéùìÝíï êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò

ðñïò ôïí  Ãéá  = 1 ç áíùôÝñù éóüôçôá ãñÜöåôáé ùò

(1 + · · ·+ ) 1 = 11 + · · ·+ 1

êáé åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïý 

ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé, ãéá äïèÝíôåò éó·ýåé ç éóüôçôáÃ
P
=1



! µ
P

=1



¶
=

P
=1

P
=1

 

Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôçí åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá, óå óõíäõáóìü ìå ôçí åðáãùãéêÞ

ìáò õðüèåóç, ëáìâÜíïõìåÃ
P
=1



! µ
+1P
=1



¶
=

Ã
P
=1



! µ
P

=1

 + +1

¶

=

Ã
P
=1



! µ
P

=1



¶
+

Ã
P
=1



!
+1

=
P
=1

P
=1

  +
P
=1

 +1 =
P
=1

+1P
=1

 

(v) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (iv).

(vi) Åðß ôç âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò, r{0} 6= ∅. ¢ñá ãéá êÜèå  ∈ r{0}
Ý·ïõìå 1 =  ïðüôå 1 6= 0 ¤

C.1.5 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå óôïé·åßï  åíüò äáêôõëßïõ  êáé Ýíáí  ∈ N èÝôïõìå

 :=  ·  · · · · ·  · | {z }
 öïñÝò

êáé 0 := 1 üôáí ï  äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ðñïöáíþò  = + êáé

() =  ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò

C.1.6 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé   ∈  ìå  = 

ôüôå ãéá êÜèå  ∈ N åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß (åðáãùãéêþò) ï áêüëïõèïò (ãåíé-

êåõìÝíïò) äéùíõìéêüò ôýðïò :

(+ )

=

P
=0

¡



¢
 − (C.2)

üðïõ
¡



¢
:= !

!(−)! 
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C.1.7 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï  (ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ) åíüò äá-

êôõëßïõ (+ ·) êáëåßôáé õðïäáêôýëéïò ôïý (+ ·) üôáí ôï  åßíáé êëåéóôü ùò

ðñïò áìöüôåñåò ôéò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'' êáé êáèßóôáôáé áö' åáõôïý äáêôýëéïò (ùò

ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü ôùí åí ëüãù ðñÜîåùí åð' áõôïý).

C.1.8 Ðñüôáóç. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï  åíüò äáêôõëßïõ  åßíáé õðïäáêôýëéïò
ôïý  åÜí êáé ìüíïí åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) −  := + (−) ∈  ãéá êÜèå ( ) ∈  × 

(ii)  ∈  ãéá êÜèå ( ) ∈  × 

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý ôüôå− ∈  ãéá êÜèå  ∈  (êáèþò

ç (+) åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (+)). ÅðïìÝíùò, −  := + (−) ∈  êáé  ∈ 

∀ ( ) ∈  ×  (ëüãù ôïý üôé ôï óýíïëï  åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò áìöüôåñåò ôéò

ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·''). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõíèÞêåò,

ôüôå  + (−) = 0 ∈  ãéá êÜèå  ∈  (ëüãù ôÞò (i)), ïðüôå ç (+) åßíáé

õðïïìÜäá ôÞò (+) (âë. ðñüôáóç 2.1.16). Ôï üôé ôï æåýãïò ( ·) åßíáé çìéïìÜäá
êáé ôï üôé ç ‘‘·'' åßíáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò

ôçí ‘‘+'' åíôüò ôïý  Ýðåôáé áðü ôçí (ii). ¤

C.1.9 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïòZ åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïýQ ïQ õðïäáêôý-

ëéïò ôïýR êáé ïR åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïýCÅðßóçò, o 2Z åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý

Z êáé ôï {[0]10 [2]10 [4]10 [6]10 [8]10} õðïäáêôýëéïò ôïý Z10
(ii) Ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (Þ «ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí»)

Z[] := {+  |   ∈ Z} $ C

ìå ðñÜîåéò ôéò (óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôïý C):

(+ ) + (+ ) := (+ ) + (+ )

(+ ) · (+ ) := (− ) + (+ )

üðïõ  ç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá, åßíáé (ìåôáèåôéêüò) õðïäáêôýëéïò ôïý äáêôõëßïõ

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, åíþ ðåñéÝ·åé ôïí Z ùò õðïäáêôýëéü ôïõ. Ãåíéêüôåñá, ôï

Z[
√
] :=

©
+ 

√
 |   ∈ Zª $ C

üðïõ ôï ∈ Z äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï (äçëáäÞ
√
 ∈ Q), êáèßóôáôáé õðïäá-

êôýëéïò ôïý R üôáí ∈ N êáé õðïäáêôýëéïò ôïý C üôáí ∈ ZrN0 êáèüôé ãéá
ïéïõóäÞðïôå + 

√
 0 + 0

√
 ∈ Z[√] Ý·ïõìå⎧⎨⎩

(+ 
√
)− (0 + 0

√
) = (− 0) + (− 0)

√
 ∈ Z[√]

(+ 
√
) (0 + 0

√
) = (0 + 0) + (0 + 0)

√
 ∈ Z[√]

(iii) ÊÜèå äáêôýëéïò  Ý·åé ðÜíôïôå ùò õðïäáêôõëßïõò ôïí åáõôü ôïõ êáé ôïí ôå-

ôñéììÝíï õðïäáêôýëéï {0} ¸íáò õðïäáêôýëéïò  åíüò äáêôõëßïõ  ìå  $ 

ëÝãåôáé ãíÞóéïò õðïäáêôýëéïò ôïý 
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C.1.10 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí õðïäáêôýëéïé  äáêôõëßùí ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé

áñêåôÜ ðáñÜîåíá üóïí áöïñÜ óôçí ýðáñîç Þ ìç ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ.

(i) Ï  åßíáé äõíáôüí íá ìçí Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï  íá Ý·åé, üðùò ð.·.

óõìâáßíåé óôïõò  = 2Z  = Z
(ii) Åðßóçò, ï  ìðïñåß íá Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï  íá ìçí Ý·åé, üðùò ð.·.

óõìâáßíåé óôïõò  = {0} ×R  = 2Z×R
(iii) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1 êáé 1 ∈  ôüôå 1 = 1 

(iv) ÔÝëïò, åíäÝ·åôáé êáé ïé äõï ôïõò íá Ý·ïõí ìïíáäéáßá óôïé·åßá 1 êáé 1 áíôé-

óôïß·ùò, ·ùñßò áõôÜ íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò. Ð.·., ï = Z× Z Ý·åé ùò ìïíáäéáßï

ôïõ óôïé·åßï ôï (1 1) åíþ ï õðïäáêôýëéüò ôïõ  = Z× {0} ôï (1 0)

C.1.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ()∈ åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá õðïäáêôõëßùí åíüò
äáêôõëßïõ  ôüôå ç ôïìÞ

T
∈

 áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0 ∈  ãéá êÜèå  ∈  , Ý·ïõìå 0 ∈
T
∈

 , ïðüôå ç ôïìÞ áõôÞ

äåí åßíáé êåíÞ. ÅÜí   ∈ T
∈

 , ôüôå

[  ∈   ∀ ∈  ] =⇒ [−  ∈   ∀ ∈  ] =⇒ −  ∈ T
∈



êáé [  ∈  ∀ ∈  ] =⇒ [ ∈  ∀ ∈  ] =⇒  ∈ T
∈

  ¢ñá ç
T
∈

 åßíáé

üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý  (âë. ðñüôáóç C.1.8). ¤

C.1.12 Ïñéóìüò. ¸óôù (+ ·) Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-

·åßï. ¸íá óôïé·åßï ôïý êáëåßôáé áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï üôáí äéáèÝôåé (êáô' áíÜ-

ãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï1) áíôßóôñïöï óôïé·åßï (= óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò

ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý). ÌÝóù ôïý ìïíïåéäïýò ( ·) ïñßæåôáé ç
(ðïëëáðëáóéáóôéêÞ) ïìÜäá (× ·) ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý  (Âë.
ðñüôáóç 2.1.6.)

C.1.13 Óçìåßùóç. (i) Ðñïöáíþò, {±1} ⊆ ×

(ii) H × åßíáé äõíáôüí íá åßíáé áâåëéáíÞ áêüìç êáé üôáí ï  äåí åßíáé ìåôáèåôé-

êüò.

(iii) ¢ëëïôå ç × Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, üðùò óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò ôïý

äáêôõëßïõ  = Z  ≥ 2 ìå
Z× = {[] ∈ Z | 1 ≤  ≤ − 1 ìêä () = 1}

êáé |Z×| =  ()  üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler (âë. B.4.43, B.4.15), êáé

Üëëïôå Üðåéñç. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç

Z[
√
2]× =

n
±(1 +

√
2) |  ∈ Z

o
1Âë. ðñüôáóç 1.2.13.
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åßíáé Üðåéñç áñéèìÞóéìç. (Ãéá Ýíá Üëëï ðáñÜäåéãìá äáêôõëßïõ ìå Üðåéñç õðåñá-
ñéèìÞóéìç ïìÜäá áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí âë. åäÜöéï D.2.20 (ii).)

(iv) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé   ∈ 

ôüôå [ ∈ × êáé  ∈ ×] ⇐⇒  ∈ × ÐñÜãìáôé° ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇒'' åßíáé

ðñïöáíÞò (ëüãù ôÞò êëåéóôüôçôáò ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜîåùò ôÞò ïìÜäáò

(× ·)). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ × ôüôå õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï

óôïé·åßï  ∈ × ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () = 1 ÅðåéäÞ () = () = ()

ôá  êáé  åßíáé áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý (ìå ôï  Ý·ïí ùò áíôßóôñïöü ôïõ ôï 

êáé ìå ôï  Ý·ïí áíôßóôñïöü ôïõ ôï ). ¢ñá êáé ç ‘‘⇐'' åßíáé áëçèÞò. Ãåíéêüôåñá,

ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü  ≥ 2 êáé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá 1   ôïý 

Ý·ïõìå [ ∈ ×∀ ∈ {1  }]⇐⇒
Q
=1

 ∈ ×

(v) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1)

åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 = 1  ôüôå 
× ⊆ × ∩  ·ùñßò íá

áðïêëåßåôáé ï åãêëåéóìüò íá åßíáé áõóôçñüò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí  = R êáé

 = Z ôüôå 2 ∈ × = Rr{0} áëëÜ 2 ∈ × = {±1}

I Ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí. Ðñüêåéôáé ãéá áðåéêïíßóåéò ìåôáîý äáêôõëßùí ðïõ

åßíáé ïìïìïñöéóìïß ïìÜäùí (ùò ðñïò ôéò ðñïóèåôéêÝò ôïõò ðñÜîåéò) êáé ôáõôï·ñü-
íùò ìåôáöÝñïõí êáôÜ «äïìïèåùñçôéêþò åðéôñåðôü» ôñüðï êáé ôéò ðïëëáðëáóéá-
óôéêÝò ôïõò ðñÜîåéò.

C.1.14 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé (1+1 ·1) êáé (2+2 ·2) åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé

 : 1 −→ 2

ìéá áðåéêüíéóç, ôüôå ç  êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò (äáêôõëßùí) üôáí2

 (+1 ) =  () +2  () êáé  ( ·1 ) =  () ·2  ()

ãéá üëá ôá   ∈  (Ðñïöáíþò, (01
) = 02

)

¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí  : 1 −→ 2 ïíïìÜæåôáé ìïíïìïñöéóìüò êáé,

áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìüò/éóïìïñöéóìüò (äáêôõëßùí) üôáí ç áðåéêüíéóç  åßíáé

åíñéðôéêÞ êáé, áíôéóôïß·ùò, åðéññéðôéêÞ/áìöéññéðôéêÞ.

C.1.15 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêü-

íéóç  : Z −→ Z  7−→ []  Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé ç  åßíáé Ýíáò

åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) Ç áðåéêüíéóç  : Z −→ 2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ  () := 2 äåí åß-
íáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ðáñüôé åßíáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí áíôéóôïß·ùí
ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí!

2Áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìïý: ÊáôÜ êáíüíá (ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò) ïé äåßêôåò 1 2 ðáñáëåßðïíôáé óôïí óõìâïëéóìü
ôùí ðñÜîåùí.
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(iii) ¸óôù (2Z+ ∗) ï äáêôýëéïò ï áðïôåëïýìåíïò áðü ôïõò áñôßïõò áêåñáßïõò ìå
ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôïí áêüëïõèï «ôñïðïðïéçìÝíï» ðïëëáðëáóéáóìü:

 ∗  :=  · 
2



Ôüôå ç  : Z −→ 2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ  () := 2 (üðùò óôï (ii)) áðï-

ôåëåß éóïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

(iv) Ç ìçäåíéêÞ áðåéêüíéóç  : 1 −→ 2 ìåôáîý äõï äáêôõëßùí 1 êáé 2 üðïõ

() = 02 ãéá êÜèå  ∈ 1 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ï ëåãüìåíïò

ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò ). ÓçìåéùôÝïí üôé üôáí êáíåßò åê ôùí  äåí åßíáé ôå-

ôñéììÝíïò, ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò äåí åßíáé ïýôå åíñéðôéêüò ïýôå åðéññéðôéêüò.

C.1.16 Ðñüôáóç. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí  : 1 −→ 2 Ý·åé ôéò åîÞò éäéü-
ôçôåò :

(i) ÅÜí o 1 åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 1 ôüôå ç åéêüíá ôïõ  (1) ìÝóù ôÞò 
åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 2

(ii)ÅÜí ï2 åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý2 ôüôå ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá −1 (2)
ìÝóù ôÞò  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 1

(iii) ÅÜí ï 1 åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï (1) åßíáé
äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êáé ìÜëéóôá éó·ýåé ç éóüôçôá  (11) = 1(1)

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí 1 2 ∈ (1) ôüôå õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ 1 ôÝôïéá þóôå íá

éó·ýåé (1) = 1 êáé (2) = 2. ÅðåéäÞ ï 1 åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 1

1 − 2 ∈ 1

12 ∈ 1

¾
=⇒

½
1 − 2 = (1)− (2) = (1 − 2) ∈ (1)

12 = (1)(2) = (12) ∈ (1)

ïðüôå ç åéêüíá (1) ôïý 1 ìÝóù ôÞò  åßíáé üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 2.

(ii) ÅÜí 1 2 ∈ −1(2) ôüôå (1) ∈ 2 êáé (2) ∈ 2 Êé åðåéäÞ ï 2 åßíáé

õðïäáêôýëéïò ôïý 2

(1 − 2) = (1)− (2) ∈ 2

(12) = (1)(2) ∈ 2

¾
=⇒

½
1 − 2 ∈ −1(2)
12 ∈ −1(2)

Þôïé êáé ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá −1 (2) ìÝóù ôÞò  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò

ôïý äáêôõëßïõ 1.

(iii) ¸óôù  ôõ·üí óôïé·åßï ôïý (1). Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá  ∈ 1, ôÝôïéï þóôå íá

éó·ýåé ç éóüôçôá () =  ¢ñá

(11)() = (11) = () ()(11) = (11) = ()

ïðüôå ï (1) åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé  (11) = 1(1) ¤

I Ðïëõùíõìéêïß äáêôýëéïé. ÄïèÝíôïò åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï

èåùñïýìå ôï óýíïëï N0 ôùí áêïëïõèéþí (0 1 2) ìå  ∈   = 0 1 2,

êáèþò êáé ôï óýíïëï(N0) ôùí áêïëïõèéþí (0 1 2) ìå  ∈   = 0 1 2,
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ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ·ïõí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò  ðïõ åßíáé äéÜöïñá ôïý

0 ÊÜèå óôïé·åßï  ôïý (N0) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = (0 1 2  0 0)

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü  ≥ 0. Ðñïöáíþò, äõï óôïé·åßá

 = (0 1 2 )  = (0 1 2 )

ôïý N0 åßíáé ßóá ( = ) üôáí  = ∀ ∈ N0 Åðß ôïý N0 ïñßæïõìå ðñÜîåéò

ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:¯̄̄̄
¯̄ (0 1 2) + (0 1 2) := (0 + 0 1 + 1 2 + 2)

(0 1 2) · (0 1 2) := (0 1 2)

üðïõ

 :=
X

+=

 = 0 + 1−1 + · · ·+ 0 ∀ ∈ N0 (C.3)

Ç ôñéÜäá (N0 + ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï

(0 0) êáé ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1 0 0) êáé ç ôñéÜäá ((N0)+ ·)
Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý (N0 + ·) (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï (1 0 0)).

Åðßóçò, ôáõôßæïíôáò êÜèå  ∈  ìå ôï ( 0 0) Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá èåùñÞ-

óåùò ôïý  ùò Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý ((N0)+ ·) ÅéóÜãïíôáò Ýíá íÝï óýìâïëï

X := (0 1 0 0)

ðáñáôçñïýìå üôé, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí,

X2 = (0 0 1 0 0)  X
3 = (0 0 0 1 0 0)

êáé, ãåíéêüôåñá, X = (0 0 0 1|{z}
+1 èÝóç

 0 0) ∀ ∈ N0 Åðßóçò, ëüãù

ôÞò áíùôÝñù ôáõôßóåùò, ãéá êÜèå  ∈  ëáìâÜíïõìå

X = (0 0 0 |{z}
+1 èÝóç

 0 0) ∀ ∈ N0

ÅÜí ôï (0 1 2) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõ (N0) üðïõ  = 0, ãéá

êÜèå  ≥ , ãéá êÜðïéïí ðáãéùìÝíï  ∈ N0, ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

(0 1 2  0 0) = 0 + 1X+ 2X+ · · ·+ X
 =:

X
=0

X


C.1.17 Ïñéóìüò. Ï äáêôýëéïò (N0) óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò  [X] êáé êáëåßôáé

äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí (Þ ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò) ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ X ìå

óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí Ôá óôïé·åßá ôïõ ïíïìÜæïíôáé ðïëõþíõìá êáé

óçìåéþíïíôáé ùò (X) (X)  ê.ëð., åíþ ôá åêÜóôïôå áíáãñáöüìåíá 0 1 2

ïíïìÜæïíôáé óõíôåëåóôÝò ôùí ðïëõùíýìùí.
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C.1.18 ÐáñáôÞñçóç. ÂÜóåé ôïý ïñéóìïý ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõùíýìùí åß-

íáé óáöÝò üôé ï äáêôýëéïò [X] åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ßäéïò ï 

åßíáé ìåôáèåôéêüò.

C.1.19 Óçìåßùóç. Åê ôùí áíùôÝñù óõìðåñáßíïõìå üôé äõï ðïëõþíõìá

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]  (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]

åßíáé ßóá ((X) = (X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí åßôå áìöüôåñá åßíáé ßóá ìå ôï 0[X] åßôå

max {  ∈ {0 }|  6= 0} = max { ∈ {0}|  6= 0} (=: )

êáé  =  ∀ ∈ {0 }

C.1.20 Ïñéóìüò. ÅÜí (X) =
P

=0 X
 ∈ [X]r{0[X]} êáé  6= 0 ôüôå ëÝìå

üôé ï áñéèìüò deg ((X)) :=  åßíáé ï âáèìüò ôïý ðïëõùíýìïõ (X) ôï 0 ï óôá-

èåñüò üñïò ôïý (X) êáé ï lc((X)) :=  ï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞò (Þ ï ìåãé-

óôïâÜèìéïò óõíôåëåóôÞò) ôïý (X). Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ (X) åßíáé ôï ìçäåíéêü

ðïëõþíõìï 0[X] èÝôïõìå åî ïñéóìïý deg((X)) := −∞, õðü ôïí üñï üôé èåóðß-

æïõìå ôç óýìâáóç3: −∞   ∀ ∈ N0 Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ï âáèìüò ôùí

ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåéêüíéóç

deg : [X] −→ N0 ∪ {−∞} 

¸íá ðïëõþíõìï (X) ∈ [X] ëÝãåôáé óôáèåñü ðïëõþíõìï üôáí deg((X)) ≤ 0

C.1.21 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ãéá ïéáäÞðïôå
ðïëõþíõìá (X) (X) ∈ [X] éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) deg ((X) + (X)) ≤ max{deg ((X)) deg((X))}
(ii) deg ((X) · (X)) ≤ deg ((X)) + deg((X))
(iii) ÅÜí deg ((X)) 6= deg((X)) ôüôå

deg ((X) + (X)) = max{deg ((X))  deg((X))}

(iv) ÅÜí lc((X))· lc((X)) 6= 0 ôüôå

deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X))

Áðïäåéîç. ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí (X) (X) åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï,

ôüôå ôá (i)-(iii) åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]   6= 0 (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]  6= 0

3Åðßóçò, óôï N0 ∪ {−∞} èÝôïõìå (−∞) + (−∞) := −∞ (−∞) · (−∞) := −∞ êáé (−∞) +  := 
(−∞) ·  := −∞ ∀ ∈ N0
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êáé áò ïñßóïõìå  := 0 ãéá êÜèå    êáé  := 0 ãéá êÜèå   .

(i) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé  ≥ . Ôüôå

(X) + (X) =
X
=0

( + )X
 (C.4)

ïðüôå deg ((X) + (X)) ≤  = max{deg ((X)) deg((X))}
(ii) ÂÜóåé ôÞò (C.3) ôï ãéíüìåíï ôùí äýï ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

(X) · (X) =
X
≥0

Ã
X
=0

−

!
X

üðïõ

X
=0

− =

⎧⎨⎩
 üôáí  = +
P
=0

− +
P

=+1
− = 0 üôáí  ≥ ++ 1

(C.5)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, deg ((X) · (X)) ≤ + = deg ((X)) + deg((X)).

(iii) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé   . Ôüôå

Ý·ïõìå  +  =  6= 0 êáé áðü ôçí (C.4) Ýðåôáé üôé

deg ((X) + (X)) =  = max{deg ((X))  deg((X))}
(iv) ÅðåéäÞ  = lc((X))· lc((X)) 6= 0, áðü ôçí éóüôçôá (C.5) ëáìâÜíïõìå

deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X)) ¤

C.1.22 Ðáñáäåßãìáôá. ÓçìåéùôÝïí üôé ïé áíùôÝñù áíéóïúóüôçôåò ìðïñïýí ðñÜã-

ìáôé íá éó·ýïõí êáé ùò áõóôçñÝò áíéóüôçôåò.

(i) ÅÜí (X) = 2X+ 1 (X) = −2X+ 1 ∈ Z [X]  ôüôå
0 = deg ((X) + (X))  max{deg ((X)) deg((X))} = 1

(ii) ÅÜí (X) = [2]4 X+ [1]4  (X) = [−2]4 X+ [1]4 ∈ Z4 [X]  ôüôå
(X) · (X) = [−4]4 X2 + [1]4 = [1]4 

ðïõ óçìáßíåé üôé 0 = deg ((X) · (X))  deg ((X)) + deg((X)) = 2

C.2 ÁÊÅÑÁÉÅÓ ÐÅÑÉÏμÅÓ ÊÁÉ ÓÙÌÁÔÁ

C.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. ¸íá óôïé-

·åßï  ∈ r{0} êáëåßôáé ìçäåíïäéáéñÝôçò üôáí õðÜñ·åé Ýíá  ∈ r {0}  ôÝôïéï
þóôå  = 0

C.2.2 ÐáñÜäåéãìá. Ôá óôïé·åßá [2]6 [3]6 ôïý äáêôõëßïõ Z6 åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôåò,
äéüôé [2]6 · [3]6 = [3]6 · [2]6 = [0]6 = 0Z6 
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C.2.3 Ïñéóìüò. ÊÜèå ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-

·åßï, ï ïðïßïò äåí äéáèÝôåé êáíÝíáí ìçäåíïäéáéñÝôç, êáëåßôáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

C.2.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ,

äéüôé åÜí ôï ãéíüìåíï äýï áêåñáßùí áñéèìþí éóïýôáé ìå 0 ôüôå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò

åî áõôþí ïöåßëåé íá åßíáé ôï 0

(ii) Ï äáêôýëéïòZ6 åßíáé ìåôáèåôéêüò, ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï, áëëÜ äåí åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. (Âë. ðáñÜäåéãìá C.2.2).

C.2.5 Ðñüôáóç. ¸óôù  : 1 −→ 2 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(i) ÅÜí o 1 åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå êáé ï (1) åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(ii) ÅÜí ï1 åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ï  ìç ìçäåíéêüò ïìïìïñ-
öéóìüò êáé ï 2 áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå  (11) = 12 

(iii) ÅÜí ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï1 áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå êáé ï (1) åßíáé
áêåñáßá ðåñéï·Þ

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå   ∈ 1 Ý·ïõìå

()() = () = () = ()()

(ii) ÅðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- ï  äåí åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, èá õðÜñ·åé

Ýíá  ∈ 1 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () 6= 02  Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

() · 12 = () = ( · 11) = ()(11) =⇒ () ( (11)− 12) = 02 

ÅðåéäÞ ï 2 áêåñáßá ðåñéï·Þ, ëáìâÜíïõìå  (11) = 12 

(iii) ¸óôù üôé ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï 1 áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ðñïöáíþò,

åðåéäÞ 11 6= 01  ôï (11) = 1(1) åßíáé äéÜöïñï ôïý (01) = 01  ÅÜí õðï-

èÝóïõìå üôé () () ∈ (1), ãéá êÜðïéá   ∈ 1 ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

()() = 0(1) ⇐⇒ () = 0(1) =  (01) 

ôüôå  = 01  ïðüôå åßôå  = 01 åßôå  = 01  Óõíåðþò, åßôå () = 0(1) åßôå

() = 0(1). ¢ñá êáé ï (1) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¤

C.2.6 Ïñéóìüò. (i)¸íáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò (+ ·) ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êá-
ëåßôáé óþìá üôáí êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý  (Þôïé êÜèå óôïé·åßï áíÞêïí óôï

r{0 }) äéáèÝôåé áíôßóôñïöï (= «óõììåôñéêü» ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëá-

ðëáóéáóìïý). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, × = r{0 } (ÓçìåéùôÝïí üôé ôï õðïêåß-

ìåíï óýíïëï åíüò óþìáôïò äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò óôïé·åßá.)

(ii) ÅÜí ôï (+ ·) åßíáé Ýíá óþìá êáé ôï  0 Ýíáò õðïäáêôýëéïò áõôïý ìå ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï 1 0 = 1  ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé óþìá ùò ðñïò ôéò ßäéåò

ðñÜîåéò, ôüôå ôï  0 êáëåßôáé õðüóùìá ôïý 
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C.2.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí äåí åßíáé óþìá (ðáñüôé åß-

íáé áêåñáßá ðåñéï·Þ), äéüôé ïé áêÝñáéïé  ∈ Zr{0±1} äåí äéáèÝôïõí áíôßóôñïöá
óôïé·åßá.

(ii) Ïé äáêôýëéïéQR êáéC ôùí ñçôþí, ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéè-

ìþí (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý) åßíáé óþ-

ìáôá, êáé ìÜëéóôá ôï Q åßíáé õðüóùìá ôïý R êáé ôï R õðüóùìá ôïý C

C.2.8 Ðñüôáóç. (i) ÊÜèå óþìá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù  Ýíá óþìá. ÅÜí  ∈ r{0 } êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé

õößóôáôáé êÜðïéï  ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  = 0  ôüôå

−1() = −1 · 0 = 0 ⇒ 0 = −1() = (−1) = 1 ·  = 

ïðüôå ôï  äåí äéáèÝôåé êáíÝíáí ìçäåíïäéáéñÝôç êáé åßíáé, ùò åê ôïýôïõ, áêåñáßá

ðåñéï·Þ.

(ii) ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò óôïé·åßùí êáé Ýóôù ôõ-

·üí  ∈ r{0} Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ôï  äéáèÝôåé áíôßóôñïöï óôïé·åßï.

ÅÜí  = 1 ôüôå áõôü åßíáé ðñïöáíÝò (äéüôé ôï  èá Ý·åé ôïí åáõôü ôïõ ùò áíôß-

óôñïöï óôïé·åßï). ÅÜí  6= 1 ôüôå èåùñïýìå ôçí áêïëïõèßá óôïé·åßùí ôïý :

 2 3  +1

ÅðåéäÞ ôï óýíïëï åßíáé ðåðåñáóìÝíï, èá õðÜñ·ïõí êáô' áíÜãêçí   ∈ N   

ìå  =   Áðü ôïí ïñéóìü ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Ýðåôáé üôé

− −  =
¡
− − 1

¢
 = 0

 6= 0 ⇒  6= 0

¾
=⇒ − = 1

ÅðåéäÞ, åî õðïèÝóåùò,  6= 1 Ý·ïõìå −  ≥ 2 ïðüôå ôï −−1 åßíáé áíôßóôñïöï
óôïé·åßï ôïý  ¤

C.2.9 Ðüñéóìá. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò ãéá ôïí äáêôýëéï Z  ≥ 2 åßíáé éóïäý-
íáìåò:

(i) Ï åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.

(ii) Ï Z åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.
(iii) Ï Z áðïôåëåß Ýíá óþìá.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii): ÅÜí ï  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò,  ∈ Z ìå  -  (Þ, éóïäõíÜ-

ìùò, [] 6= [0]) êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé õößóôáôáé êÜðïéïò  ∈ Z ôÝôïéïò þóôå
íá éó·ýåé [] [] = [0]  ôüôå

[] = [0] ⇒  | 
 -   ðñþôïò áñéèìüò

¾
=⇒
B.3.5

 |  =⇒ [] = [0] 
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ïðüôå ï äáêôýëéïò Z äåí äéáèÝôåé êáíÝíáí ìçäåíïäéáéñÝôç êáé åßíáé, ùò åê ôïý-

ôïõ, áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii)⇒(i): Aò õðïèÝóïõìå üôé ï åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò, äçëáäÞ üôé ãñÜöåôáé ùò

ãéíüìåíï  =  äýï Üëëùí áêåñáßùí   üðïõ 1     . Áõôü èá óÞìáéíå

üôé [] = [0] = [] [] ìå  6= 0 êáé  6= 0 ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé óôçí (ii).

(ii)⇔(iii): Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç C.2.8. ¤

C.2.10 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá óþìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé (ôïõëÜ·éóôïí)

Ýíáò ∈ N ìå ôçí éäéüôçôá

( · 1 =) 1 + · · ·+ 1| {z }
 öïñÝò

= 0 

ÅÜí ï  ∈ N åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, ôüôå ï 

ëÝãåôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý  ÅÜí äåí õðÜñ·åé êáíÝíáò  ∈ N ìå ôçí áíùôÝñù

éäéüôçôá, ôüôå ëÝìå üôé ôï  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ 0Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ åíüò óþìá-

ôïò  óõìâïëßæåôáé ùò ·áñ( )

C.2.11 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí Ýíá óþìá  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ 6= 0 ôüôå ·áñ( )  1
(äéüôé 1 6= 0 ).

C.2.12 Ðñüôáóç. Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ åíüò óþìáôïò åßíáé åßôå 0 åßôå Ýíáò ðñþôïò
áñéèìüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·üí óþìá. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ·áñ( ) =  6= 0 ôüôå
 ≥ 2 ïðüôå õößóôáôáé êÜðïéïò ðñþôïò äéáéñÝôçò  ôïý  (âë. B.3.2). ¢ñá
∃ ∈ N :  =  Ðñïöáíþò, 1 ≤    êáé

0 =  · 1 = 1 + · · ·+ 1| {z }
 öïñÝò

= (1 + · · ·+ 1| {z }
 öïñÝò

)(1 + · · ·+ 1| {z }
 öïñÝò

) = ( · 1 )( · 1 )

Áõôü óçìáßíåé üôé åßôå  · 1 = 0 åßôå  · 1 = 0  Áðü ôïí ïñéóìü C.2.10 ôïý

 (ùò ôïý åëá·ßóôïõ öõóéêïý áñéèìïý ìå ôçí áíùôÝñù éäéüôçôá) Ýðåôáé üôé  = 

êáé  = 1 ¤

C.2.13 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ·áñ(Q) = ·áñ(R) = ·áñ(C) = 0
(ii) ·áñ(Z) =  ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü 

C.2.14 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé Ýíá óþìá ìå ·áñáêôçñéóôéêÞ êÜðïéïí ðñþôï áñéèìü
 ôüôå

(+ ) =  +  ∀( ) ∈  ×  (C.6)

Áðïäåéîç. Ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò ( ) ∈  ×  ï äéùíõìéêüò ôýðïò (C.2) äßäåé

(+ ) =  +
−1P
=1

¡



¢
− + 
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ÅðåéäÞ  | ¡¢ Þôïé ∃ ∈ N : ¡¢ =  (âë. B.4.10), Ý·ïõìå¡



¢
− = () 

− = (() · 1 ) −
= (( · 1| {z }

=0

)( · 1 ))− = 0 (C.7)

ãéá êÜèå  ∈ {1  − 1} ¢ñá ç (C.6) ðñïêýðôåé áðü ôéò éóüôçôåò (C.7). ¤

C.2.15 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ðåðåñáóìÝíùí óùìÜôùí «ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý».)

(i)ÅÜí åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óþìá, ôüôå éó·ýåé êáô' áíÜãêçí card( ) =  üðïõ
 =    êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N
(ii) Ãéá êÜèå áñéèìü  áõôÞò ôÞò ìïñöÞò õößóôáôáé êÜðïéï óþìá 4 ìå ðëçèéêü
áñéèìü 

(iii)Äõï óþìáôá 1 êáé 2 ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé card(1) = card(2) =  åßíáé êáô'
áíÜãêçí éóüìïñöá.

C.2.16 Óçìåßùóç. (i) Ôï ìïíáäéêü (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý óùìÜôùí) óþìá ìå ðëç-

èéêü áñéèìü  =  óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò F (Þ ùò GF()).

(ii) Ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü  ôï óþìá F (êáé êÜèå Üëëï óþìá ìå ðëçèéêü áñéèìü

) åßíáé éóüìïñöï ìå ôï óþìá Z
(iii) ÏìáäïèåùñçôéêÝò áðïäåßîåéò ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò C.2.15 êáé ôùí (i) êáé (ii)

ôïý èåùñÞìáôïò C.2.17 (ðïõ áêïëïõèåß) äßäïíôáé óôá ðïñßóìáôá 5.7.6, 9.1.15 êáé

9.1.35, áíôéóôïß·ùò. Ïé áðïäåßîåéò ôùí (ii) êáé (iii) ôïý èåùñÞìáôïò C.2.15, êáèþò

êáé ôùí (iii) êáé (iv) ôïý èåùñÞìáôïò C.2.17, ðáñïõóéÜæïíôáé óôá ìáèÞìáôá «Å-

öáñìïóìÝíç ¢ëãåâñá» êáé «Èåùñßá ÓùìÜôùí».

(iv) Ôï F (êáé êÜèå Üëëï óþìá ìå ðëçèéêü áñéèìü  = ) Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ

 ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí êáé áðåéñïðëçèÞ óþìáôá Ý·ïíôá ùò ·áñáêôçñéóôéêÞ

ôïõò Ýíáí ðñþôï áñéèìü  üðùò, ð.·., åßíáé ôï óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí

Z(X) :=
½
(X)

(X)

¯̄̄̄
(X) ∈ Z[X] (X) ∈ Z[X]r{0Z[X]}

¾
õðåñÜíù ôïý óþìáôïò Z (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò5).

C.2.17 Èåþñçìá. (i) Ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (F+)  =   åßíáé éóüìïñöç ôÞò

Z ⊕ Z ⊕ · · ·⊕ Z| {z }
 öïñÝò



(ii) Ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (F×  ·)  =   åßíáé êõêëéêÞ ôÜîåùò  − 1
4Ðñüêåéôáé ãéá ôï «óþìá äéáóðÜóåùò» ôïý ðïëõùíýìïõ X − X õðåñÜíù ôïý óþìáôïò Z (üðïõ  = ), ãíùóôü
êáé ùò óþìá Galois ôÜîåùò  Bë. ð.·. J.J. Rotman: Èåùñßá Galois, (óå ìåôÜöñáóç Í. Ìáñìáñßäç), åêäüóåéò Leader

Âooks, ÁèÞíá 2000, èåþñçìá 33 óåë. 42 êáé ðüñéóìá 53 óåë. 67

5 1(X)
1(X)

+
2(X)
2(X)

:=
1(X)2(X)+2(X)1(X)

1(X)2(X)

1(X)
1(X)

· 2(X)2(X)
:=

1(X)2(X)
1(X)2(X)
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(iii) Ç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí Aut(F× ) ôÞò (F×  ·)  =   åßíáé êõêëéêÞ ïìÜäá
ôÜîåùò  ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïí ëåãüìåíï «áõôïìïñöéóìü ôïý Frobenius» :

F× −→ F×   7−→ 

(iv) Ôï óþìá (F1 + ·) üðïõ 1 = 11  áðïôåëåß õðüóùìá ôïý (F2 + ·) üðïõ
2 = 22  åÜí êáé ìüíïí åÜí 1 = 2 êáé 1 | 2
I Ðïëõþíõìá ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü óþìá. ¸óôù  ôõ·üí óþìá.

C.2.18 Ðñüôáóç. Ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò  [X] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ÅÜí (X) (X) ∈  [X]r{0 [X]} üðïõ

(X) =
X
=0

X
 ∈  [X]   6= 0  (X) =

X
=0

X
 ∈  [X]  6= 0 

( ∈ N0), ôüôå  6= 0  äéüôé ôï  (óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò C.2.8)

äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò. Áðü ôï (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò C.1.21 ëáìâÜíïõìå

deg ((X)(X)) = deg ((X)) + deg((X)) ∈ N0
êáé, ùò åê ôïýôïõ, (X)(X) 6= 0 [X] ¢ñá êáé ï äáêôýëéïò  [X] äåí Ý·åé ìçäåíï-

äéáéñÝôåò. ¤
Ç ôáõôüôçôá äéáéñÝóåùò ç éó·ýïõóá óôïí äáêôýëéï Z ôùí áêåñáßùí (âë. B.1.6)

ãåíéêåýåôáé êáé ãéá ôá óôïé·åßá ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  [X]

C.2.19 Èåþñçìá. (Ôáõôüôçôá äéáéñÝóåùò) ÄïèÝíôùí äõï ðïëõùíýìùí

(X) ∈  [X] (X) ∈  [X]r{0 [X]}
õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí ðïëõùíýìùí (X) (X) ∈  [X] ïý-
ôùò þóôå íá éó·ýåé6

(X) = (X)(X) + (X) deg ((X))  deg ((X))  (C.8)

Áðïäåéîç. ÂÞìá 1ï. ¾ðáñîç ôùí (X) (X) ÅÜí deg((X))  deg((X)) ôüôå
èÝôïõìå

(X) := 0 [X] (X) := (X)

Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ deg((X)) =:  ≥  := deg((X)) ≥ 0 êáé

(X) =
X
=0

X
 (X) =

X
=0

X
 ( 6= 0   6= 0 )

·ñçóéìïðïéïýìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí âáèìü  ôïý (X) ÅÜí  = 0

ôüôå = 0 êáé

(X) = 0 (X) = 0 6= 0 
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ïðüôå áñêåß íá èÝóïõìå(X) := 0
−1
0 êáé (X) := 0 [X]Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé

 ≥ 1 êáé üôé ï éó·õñéóìüò (ðïõ áöïñÜ ìüíïí óôçí ýðáñîç ôïý åí ëüãù æåýãïõò
ðïëõùíýìùí) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå ðïëõþíõìï áíÞêïí óôïí [X] êáé Ý·ïí âáèìü
  Ôï ðïëõþíõìï

e(X) := (X)− (−1 )X−(X) =
−1P
=0

X
 −

−1P
=0

(
−1
 )X

−+ ∈  [X]

Ý·åé âáèìü≤ −1ÊáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá e(X)e(X) ∈  [X] ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

e(X) = e(X)(X) + e(X) deg (e(X))  deg ((X)) 
ÅðåéäÞ (X) =

¡
(

−1
 )X− + e(X)¢(X) + e(X) áñêåß íá èÝóïõìå

(X) := (
−1
 )X− + e(X) (X) := e(X)

ÂÞìá 2ï. Ìïíáäéêüôçôá ôùí (X) (X)¸óôù üôé ç óõíèÞêç (C.8) éêáíïðïéåßôáé

áðü äýï æåýãç ðïëõùíýìùí 1(X) 1(X) êáé 2(X) 2(X):

(X) = 1(X)(X) + 1(X) deg (1(X))  deg ((X)) 

(X) = 2(X)(X) + 2(X) deg (2(X))  deg ((X)) 

Ôüôå 0 [X] = (X)− (X) = (1(X)−2(X))(X) + (1(X)− 2(X))  ïðüôå

(1(X)−2(X))(X) = 1(X)− 2(X)

ÅÜí ßó·õå1(X) 6= 2(X) ôüôå èá åß·áìå

deg((X)) ≤ deg((1(X)−2(X))(X)) = deg(1(X)− 2(X))  deg((X))

¢ôïðï! Óõíåðþò,1(X) = 2(X) êáé, ùò åê ôïýôïõ, 1(X) = 2(X) ¤

C.2.20 Ïñéóìüò. Ôï ðïëõþíõìï (X) óôçí (C.8) ïíïìÜæåôáé ðçëßêï êáé ôï

(X) õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý (X) äéÜ ôïý (X). ¼ôáí (X) = 0 [X] ëÝìå

üôé ôï (X) äéáéñåß (åðáêñéâþò) ôï (X) Þ üôé ôï (X) åßíáé äéáéñÝôçò ôïý (X) Þ

üôé ôï (X) åßíáé (ðïëõùíõìéêü) ðïëëáðëÜóéï ôïý (X) (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé

·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò: (X) | (X)).

C.2.21 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí (X) | (X) êáé (X) 6= 0 [X] ôüôå ðñïöáíþò

deg((X)) ≤ deg((X))

C.2.22 Ïñéóìüò. Ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈  ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç y ðïëõù-

íõìéêÞò áðïôéìÞóåùò óôï  ùò åîÞò:

 [X] 3
X
=0

X
 = (X)

y7−→ y((X)) := () :=
X
=0


 ∈ 
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C.2.23 Óçìåßùóç. Óôï ó·ïëåßï åßèéóôáé íá áíôéìåôùðßæïõìå ôá ðïëõþíõìáùò óõ-

íÞèåéò «óõíáñôÞóåéò» (åðåéäÞ åêåß ãßíåôáé êõñßùò ·ñÞóç ôùí óùìÜôùí Q êáé R).
Ùóôüóï, üôáí êáíåßò èåùñåß ôõ·üíôá óþìáôáðñÝðåé íá ãíùñßæåé üôé êÜôé ôÝôïéï

äåí áëçèåýåé åí ãÝíåé. ÅÜí

(X) =
X
=0

X
 ∈  [X]

ôüôå ç óõíÜñôçóç ç åðáãïìÝíç áðü ôï (X) åßíáé ç

v(X) :  −→   7−→ v(X)() := y((X)) = () =
X
=0




ÌÝóù áõôÞò ïñßæåôáé ï ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

 [X] −→   (X) 7−→ v(X)

ðïõ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí! Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí

 = Z3 êáé  (X) = X+X3 (X) = [2]3 X ôüôå ôá  (X) êáé (X) -ùò ðïëõþíõìá-

åßíáé äéáöïñåôéêÜ, åíþ

v(X)([0]3) = [0]3 = v(X)([0]3)

v(X)([1]3) = [2]3 = v(X)([1]3)

v(X)([2]3) = [1]3 = v(X)([2]3)

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé v(X) = v(X) (Ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ï ùò Üíù

ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìïíïìïñöéóìüò äßäåôáé óôï ðüñéóìá C.2.29.)

C.2.24 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá óþìá êáé Ýóôù (X) ∈  [X] ¸íá óôïé·åßï  ∈ 

ïíïìÜæåôáé èÝóç ìçäåíéóìïý7 (Þ óçìåßï ìçäåíéóìïý) ôïý ðïëõùíýìïõ (X) üôáí

y((X))) := () = 0  äçëáäÞ üôáí ç ôéìÞ ôïý (X) ãéá X =  åßíáé ôï ìçäåíéêü

óôïé·åßï.

C.2.25 Ðñüôáóç. ÅÜí  ∈  êáé  (X) ∈  [X] ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý (X) äéÜ ôïý X−  éóïýôáé ìå ôï ()

(ii) Ôï  åßíáé ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý (X) åíôüò ôïý  åÜí êáé ìüíïí åÜí

X−  | (X)

Áðïäåéîç. (i) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìáC.2.19 õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá

ðïëõþíõìá(X) êáé (X) ∈  [X] ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

(X) = (X− )(X) + (X) deg((X))  deg(X− ) = 1

7Åäþ, ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí üñï èÝóç ìçäåíéóìïý áêïëïõèþíôáò ôÞ ãåñìáíéêÞ ïñïëïãßá, ç ïðïßá, åí ðñïêåéìÝíù,

åßíáé ðåñéóóüôåñï áêñéâÞò áð' ü,ôé ç áããëéêÞ° ï äéá·ùñéóìüò ôïý üñïõ Nullstelle áðü ôïí üñïWurzel (áããë. root, åëë.
ñßæá ) åßíáé åðéâåâëçìÝíç, êáèüôé Ýíá ìéãáäéêü ðïëõþíõìï (X) ∈ C[X] ìðïñåß íá ìçäåíßæåôáé üôáí X =  ∈ C,
·ùñßò, ùóôüóï, ôï íá ðñïêýðôåé áðü åðßëõóç ôÞò åîéóþóåùò(X) = 0 ìÝóùáðïêëåéóôéêÞò ·ñÞóåùò ñéæéêþí. (Áðü

ôçí Üëëç üìùò ìåñéÜ, ïíïìÜæïõìå, ð.·., ôéò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôÞò åîéóþóåùò X = 1 -ïóôÝò ñßæåò ôÞò ìïíÜäáò.)
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ÅðïìÝíùò, (X) =  ∈  ïðüôå

 = (X)− (X− )(X) =⇒  = ()

(ii) To  åßíáé ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý (X) (åíôüò ôïý  ) åÜí êáé ìüíïí åÜí

ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý (X) äéÜ ôïý X −  åßíáé ôï 0 [X], ðñÜãìá ðïõ

óçìáßíåé üôé X−  | (X) ¤

C.2.26 Ðüñéóìá. ÅÜí ôá óôïé·åßá 1  ∈  ( ∈ N) åßíáé  óáöþò äéáêåêñé-
ìÝíåò èÝóåéò ìçäåíéóìïý åíüò ðïëõùíýìïõ  (X) ∈  [X] ôüôå

(X− 1) (X− 2) · · · (X− ) | (X)

Áðïäåéîç. ¼ôáí  = 1 áõôü åßíáé áëçèÝò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò C.2.25. Èá åñãá-

óèïýìå ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ÕðïèÝôïõìå üôé ï éó·õñéóìüò

åßíáé áëçèÞò ãéá  − 1 èÝóåéò ìçäåíéóìïý, ïðüôå

(X) = (X− 1) (X− 2) · · · (X− −1)(X)

ãéá êÜðïéï (X) ∈  [X]. Êáôüðéí áðïôéìÞóåùò ôùí äýï ìåëþí ôÞò áíùôÝñù éóü-

ôçôáò ãéá X =  ëáìâÜíïõìå

0 = () = ( − 1) ( − 2) · · · ( − −1)()

áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé () = 0 (ëüãù ôÞò áñ·éêÞò õðïèÝóåþò ìáò). ¢ñá ôï

X−  äéáéñåß ôï ðïëõþíõìï (X) ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé åìöáíþò áëçèÞò êáé

ãéá  èÝóåéò ìçäåíéóìïý. ¤

C.2.27 Ðüñéóìá. ÊÜèå ðïëõþíõìï  (X) ∈  [X]r{0 [X]} äéáèÝôåé (óõíïëéêþò) ôï
ðïëý deg((X)) èÝóåéò ìçäåíéóìïý åíôüò ôïý 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé áðü ôï ðüñéóìá C.2.26 êáé ôçí ðáñáôÞñçóç C.2.21. ¤

C.2.28 Ðüñéóìá. ÅÜí Ýíá ðïëõþíõìï (X) ∈  [X] äéáèÝôåé åíôüò ôïý  èÝóåéò
ìçäåíéóìïý, ôï ðëÞèïò ôùí ïðïßùí õðåñâáßíåé ôïí âáèìü ôïõ, ôüôå ôï (X) åßíáé ôï
ìçäåíéêü ðïëõþíõìï.

C.2.29 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï (õðïêåßìåíï óýíïëï åíüò óþìáôïò) åßíáé áðåéñïóýíïëï,
ôüôå ç

 [X] −→   (X) 7−→ v(X)

(âë. C.2.23) áðïôåëåß Ýíáí ìïíïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôá ðïëõþíõìá (X) (X) ∈  [X] êáé ôéò áíôßóôïé·åò

óõíáñôÞóåéò v(X) êáé v(X)ÅÜí éó·ýåé v(X) = v(X), ôüôå ç äéáöïñÜ (X)−(X)
Ý·åé ùò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôçò üëá ôá óôïé·åßá ôïý (õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôïý)

 . Óõíåðþò, äõíÜìåé ôïý ðïñßóìáôïò C.2.28 Ý·ïõìå (X) − (X) = 0 [X] Þôïé

(X) = (X) ¤
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I -áäéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Çðáñïýóá åíüôçôá èá êëåßóåé ìå ôçí ðáñÜèåóç åíüò

áêüìç ðáñáäåßãìáôïò ìéáò ïéêïãåíåßáò áêåñáßùí ðåñéï·þí ðïõ äéáäñáìáôßæïõí

óçìáíôéêü ñüëï ôüóïóôçíÁëãåâñéêÞ üóïí êáé óôçíÁíáëõôéêÞÈåùñßáÁñéèìþí.

C.2.30 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Ç õðïïìÜäá

Z-adic :=

(
([])∈N ∈

M
∈N

Z
¯̄̄̄
 ∈ Z êáé

+1 ≡ (mod 
)∀ ∈ N

)

ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò
L

∈N Z êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï üôáí ùò ðñÜîç ðïëëáðëáóéáóìïý ïñßóïõìå ôïí (åõíüçôï) «ðïë-

ëáðëáóéáóìü êáôÜ óõíôåôáãìÝíåò». (Åí ðñïêåéìÝíù, 0Z-adic = ([0])∈N) êáé
1Z-adic = ([1])∈N).) Ï (Z-adic+ ·) êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí -áäéêþí áêåñáßùí
áñéèìþí.

C.2.31 Óçìåßùóç. KÜèå óôïé·åßï k = ([])∈N ∈ Z-adic ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç

ìïñöÞ k = ([])∈N üðïõ ôï  ∈ {0 1   − 1} ðñïêýðôåé áðü ôï  ýóôåñá

áðü áíáãùãÞ8 ôïõmod  ÈÝôïíôáò ëïéðüí

0 := 0 êáé  :=
+1 − 


∈ Z ∀ ∈ N0

óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈ {0 1  − 1} êáé üôé
1 = 0 + 0 · 1 = 0

2 = 1 + 1
...

 = −1 + −1−1

...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒  = 0 + 1+ · · ·+ −1

−1 (C.9)

ïðüôå ç (C.9) åßíáé ç ðáñÜóôáóç (B.3) ôÞò -ïóôÞò óõíôåôáãìÝíçò ôïý k óôçí êëß-

ìáêá ôïý  ãéá êÜèå  ∈ N¸ôóé, êÜèå -áäéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò

k =

Ã
−1P
=0




!
∈N
∈ Z-adic

êáèïñßæåôáé áðü ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç áêïëïõèßá «øçößùí»

()∈N0 ìå  ∈ {0 1  − 1} ∀ ∈ N0

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

Z-adic =

(Ã
−1P
=0




!
∈N

¯̄̄̄
¯  ∈ {0 1  − 1} ∀ ∈ N0

)


8Ôï  åßíáé ôï õðüëïéðï ðïõ áöÞíåé ôï  äéáéñïýìåíï äéÜ ôïý 
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ÅêëáìâÜíïíôáò ôá áíùôÝñù (ðåðåñáóìÝíá) áèñïßóìáôá ùò ôá ìåñéêÜ áèñïß-

óìáôá ìéáò åðßôõðçò (Þ ôýðïéò ) äõíáìïóåéñÜò, åßèéóôáé íá ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí

óõìâïëéóìü ‘‘
P∞

=0 
 '' (-áäéêü áíÜðôõãìá ), íá ãñÜöïõìå áðëþò

Z-adic =

(
∞P
=0




¯̄̄̄
¯  ∈ {0 1  − 1} ∀ ∈ N0

)
êáé íá ðñïóèÝôïõìå êáé íá ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôïõò -áäéêïýò áêåñáßïõò áñéè-

ìïýò9 ‘‘(· · · −1 · · · 10)'' ùóÜí áõôïß íá Þóáí äõíáìïóåéñÝò, õðü ôçí ðñïûðü-

èåóç üôé äéáéñïýìå ôïõò ðñïêýðôïíôåò óõíôåëåóôÝò ôïõò äéÜ ôïý  êñáôïýìå (óôç

èÝóç ôïõò) ôá õðüëïéðá êáé ìåôáöÝñïõìå ôá ðçëßêá óôïõò áìÝóùò åðüìåíïõò.

¸íá áðëü ðáñÜäåéãìá ãéá  = 7: Ðïéïé åßíáé ïé åðôáäéêïß áñéèìïß³P∞
=0 7


´
+
³P∞

=0 
0
7


´

êáé
³P∞

=0 7

´³P∞

=0 
0
7


´

üôáí 0 = 3 1 = 4 2 = 2  = 0 ãéá  ≥ 3 êáé 00 = 5 01 = 3 êáé 0 = 0 ãéá  ≥ 2;
ÐñïóèÝôïõìå¡

3 · 70 + 4 · 71 + 2 · 72¢+ ¡5 · 70 + 3 · 71¢
= (3 + 5)70 + (4 + 3)71 + 2 · 72 = (7 + 1)70 + 7 · 71 + 2 · 72

= 1 · 70 + (7 + 1)71 + 2 · 72 = 1 · 70 + 1 · 71 + (2 + 1)72

= 1 · 70 + 1 · 71 + 3 · 72 = (· · · 00 · · · 0311)7
êáé ðïëëáðëáóéÜæïõìå¡

3 · 70 + 4 · 71 + 2 · 72¢ ¡5 · 70 + 3 · 71¢
= (3 · 5) 70 + (3 · 3 + 4 · 5)71 + (4 · 3 + 2 · 5)72 + (2 · 3)73

= 15 · 70 + 29 · 71 + 22 · 72 + 6 · 73

= (2 · 7 + 1) 70 + (4 · 7 + 1)71 + (3 · 7 + 1)72 + 6 · 73

= 1 · 70 + (1 + 2) 71 + (1 + 4) 72 + (6 + 3)73

= 1 · 70 + 3 · 71 + 5 · 72 + (1 · 7 + 2)73

= 1 · 70 + 3 · 71 + 5 · 72 + 2 · 73 + 1 · 74 = (· · · 00 · · · 012531)7

C.2.32 Ðñüôáóç. Ï äáêôýëéïò (Z-adic+ ·) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé k =
³P−1

=0 

´
∈N

 k0 =
³P−1

=0 
0



´
∈N
∈ Z-adic åßíáé

ôÝôïéïé, þóôå íá éó·ýåé kk0 = 0Z-adic êáé k
0 6= 0Z-adic  Ôüôå ïñßæåôáé êáëþò ï (ìç

áñíçôéêüò) áêÝñáéïò áñéèìüò  := min{ ∈ N0| 0 6= 0} Åî õðïèÝóåùò,Ã
−1P
=0




!Ã
−1P
=0

0


!
≡ 0(mod ) ∀ ∈ N (C.10)

9Ïé óõìâïëéóìïß åíôüò åéóáãùãéêþí åßíáé óõíïðôéêïß êáé äåí èá ðñÝðåé íá ðñïêáëïýí óýã·õóç. Åîõðïíïåßôáé üôé

åíóùìáôþíïõí ôçíáðáéôïýìåíç ðëçñïöïñßá ãéá êÜèå óõíôåôáãìÝíç ôïý k Ýóôùêé áí áõôü äåíáíáöÝñåôáé ñçôþò. (Ï
öõóéêüò áñéèìüò

P −1
=0 

 = (−1 · · · 10) êáëåßôáé åíßïôå êáéðñïóÝããéóç ôÜîåùò  ôïý “k =
P∞

=0 
”.)



768 äáêôõëéïé êáé óùìáôá

ÉäéáéôÝñùò, ãéá  =  + 1

0 ≡
Ã

P
=0




!
0

 ≡ 0
0


(mod +1)⇒ 0
0
 ≡ 0(mod )

ÅðåéäÞ 0 
0
 ∈ {0 1   − 1} êáé 0 6= 0 Ý·ïõìå 0 = 0 ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé

éó·ýåé 0 = · · · = −1 = 0 ãéá êÜðïéïí  ∈ N ôüôå ç (C.10) ãéá  =  + + 1
äßäåé

0 ≡
Ã
+P
=




!Ã
+P
=

0


!
≡ 

0
(mod ++1)⇒ 

0
 ≡ 0(mod )

ÅðåéäÞ  
0
 ∈ {0 1  − 1} êáé 0 6= 0 Ý·ïõìå  = 0 ¢ñá  = 0∀ ∈ N0

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé k = 0Z-adic . ¤

C.2.33 ÐáñáôÞñçóç. Ç ïìÜäá (Z×-adic ·) ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôÞò áêå-

ñáßáò ðåñéï·Þò (Z-adic+ ·) áðïôåëåßôáé áðü åêåßíïõò ôïõò -áäéêïýò áêåñáßïõò

áñéèìïýò
P∞

=0 
 ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé 0 6= 0 Tï áíôßóôñïöï ôïý

P∞
=0 



åßíáé ôï
P∞

=0 
  üðïõ 0 åßíáé ï ìïíáäéêüò áêÝñáéïò 0 ∈ {1  − 1} ãéá ôïí

ïðïßï éó·ýåé 00 ≡ 1(mod ) (Þ, éóïäõíÜìùò, [0] [0] = [1]  ðñâë. áðüäåéîç

ôÞò ðñïôÜóåùò B.4.43) êáé  := −0(−11 + · · ·+ 0) ãéá êÜèå  ∈ N üðïõ ç

(åêôåôáìÝíç) ðáýëá õðïäçëïß ôçí áíáãùãÞmod  


