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10.4 ÊÁÔÁÌÅÔÑÇÓÇ ÔÑÏμÉÙÍ

10.4.1 ËÞììá. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé  Ýíá -óýíïëï, ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) Ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ ×

 • Fix () = Fix−1 () 

üðïõ • Fix () := { • | ∈ Fix ()}
(ii) Åðßóçò, ãéá êÜèå  ∈  êáé ãéá êÜèå  ∈  éó·ýåé

Stab( • ) = Stab()
−1

Þôïé ïé óôáèåñïðïéçôÝò Stab( • ) üëùí ôùí óçìåßùí ôÞò ôñï·éÜò Orb() ôïý 
åßíáé óõæõãåßò.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  ∈ Fix ()  ôüôå  •  =  êáé¡
−1

¢ • ( • ) = ¡−1¢ •  = () • 
=  • ( • ) =  • ⇒  •  ∈ Fix−1 () 

ðïõ óçìáßíåé üôé • Fix () ⊆ Fix−1 ()  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí èåùñÞóïõìå

ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ Fix−1 ()  ôüôå
¡
−1

¢ •  =  êáé

 • (−1 • ) = (−1) • (−1 • ) = ¡(−1) • −1¢ • 
= (−1(−1)) •  = −1 • ((−1) • ) = −1 • ⇒ −1 •  ∈ Fix ()

⇒  =  •  =
¡
−1

¢ •  =  • ¡−1 • ¢ ∈  • Fix () 

ïðüôå éó·ýåé êáé ç áíôßóôñïöç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Fix−1 () ⊆ • Fix ().
(ii) ÅðåéäÞ

 ∈ Stab( • )⇔  • ( • ) =  • ⇔ () •  =  • 
⇔ −1 • (() • ) = ⇔ (−1) •  = 

⇔ −1 ∈ Stab()⇔  ∈ Stab()
−1

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

10.4.2 Èåþñçìá. («Ôýðïò êáôáìåôñÞóåùò ôùí ôñï·éþí») ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðå-
ðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï -óýíïëï, ôüôå

card( ³) =
1

||
X
∈

card(Fix ()) (10.24)

Þôïé ôï ðëÞèïò ôùí -ôñï·éþí éóïýôáé ìå ôïí áñéèìçôéêü ìÝóï ôùí ðëçèéêþí áñéè-
ìþí ôùí óõíüëùí ôùí óôáèåñþí óçìåßùí Fix ()   ∈ 
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Áðïäåéîç. ¸óôù := {( ) ∈  × | •  = } ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé

pr1 :  × −→  ( ) 7−→  pr2 :  × −→  ( ) 7−→ 

åßíáé ïé öõóéêÝò ðñïâïëÝò, ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈  × Ý·ïõìå

(pr1| )−1() = Stab() (pr2| )−1() = Fix () 

ïðüôå X
∈

|Stab()| = card() =
X
∈

card(Fix ()) (10.25)

ÅðéëÝãïõìå Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí {1 } ôïý ùò ðñïò ôç ó·Ýóç

éóïäõíáìßáò ³  Ðñïöáíþò,  =
`

=1Orb() ìå  = card( ³) Áðü ôï

(ii) ôïý ëÞììáôïò 10.4.1 Ýðåôáé üôé

X
∈

|Stab()| =
X
=1

X
∈Orb()

|Stab()|

=
X
=1

card(Orb()) |Stab()| =  || 
(10.26)

äéüôé card(Orb()) |Stab()| = || ∀ ∈ {1  } (Âë. èåþñçìá 10.2.5.) Ï

ôýðïò (10.24) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôéò (10.25) êáé (10.26). ¤

10.4.3 ÅöáñìïãÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý·ïõìå ðñïìçèåõèåß ôñåéò Üóðñåò êáé ôñåéò
ìáýñåò ·Üíôñåò êáé üôé áõôÝò êåßíôáé åðß åíüò åðéðÝäïõ ó·çìáôßæïíôáò êïñõöÝò
êáíïíéêïý åîáãþíïõ ¸óôù ÐåñÓõìì( ) ∼= Z6 ç ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõì-
ìåôñéþí ôïý  êáé Ýóôù Óõìì( ) ∼= D6 ç ðëÞñçò ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý  ÅÜí ùò
 óõìâïëßóïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí äõíáôþí ó·çìáôéóìþí êáíïíéêþí åîáãþíùí
áõôïý ôïý åßäïõò (Þôïé ìå ôñåéò Üóðñåò êáé ôñåéò ìáýñåò ·Üíôñåò ùò êïñõöÝò ôïõò),
ôüôå ôï æçôïýìåíï åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôïý ðëÞèïõò ôùí ïõóéùäþò äéáöïñåôéêþí
ôñüðùí êáôáóêåõÞò åíüò «óõììåôñéêïý ðåñéäÝñáéïõ» êÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí 6 äéáèÝ-
óéìùí ·áíôñþí, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé äõï êáíïíéêÜ åîÜãùíá 0 áíÞêïíôá óôï
 ëïãßæïíôáé ùò «ôáõôéæüìåíá» üôáí õðÜñ·åé  ∈  ðïõ áðåéêïíßæåé ôï  åðß ôïý
 0 óôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò : (i)  = ÐåñÓõìì( ) êáé (ii)  = Óõìì( )

Ðñïóäéïñéóìïó ðëçèïõó. Ïé äïèåßóåò ·Üíôñåò êåßíôáé åðß åíüò åðéðÝäïõ ó·çìá-

ôßæïíôáò êïñõöÝò êáíïíéêïý åîáãþíïõ. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå

íá õðïèÝóïõìå üôé áõôü Ý·åé ùò êïñõöÝò ôïõ ôá óôïé·åßá ôïý

E6 := {1 6 26 36 46 56} üðïõ 6 := exp
¡
2
6

¢


¸óôù ôï óýíïëï üëùí ôùí äõíáôþí ó·çìáôéóìþí êáíïíéêþí åîáãþíùí áõôïý

ôïý åßäïõò. Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôá óôïé·åßá ôïý ìðïñïýìå íïåñÜ íá öáíôá-

óèïýìå üôé äéáèÝôïõìå 6 Üóðñåò ·Üíôñåò êáé üôé êáôáãñÜöïõìå üëïõò ôïõò äõíá-

ôïýò ôñüðïõò «ìáõñßóìáôïò» ôñéþí åî áõôþí. ÅðïìÝíùò, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý
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 éóïýôáé ìå ôïí óõíäõáóìü card() =
¡
6
3

¢
= 20 ôùí 6 êïñõöþí áíÜ 3 Ç «ïðôé-

êïðïßçóç» ôùí êïñõöþí ôùí 20 êáíïíéêþí åîáãþíùí óôï ·áñôß ìáò ìå Üóðñåò

êáé ìáýñåò ìðáëßôóåò (üðùò óôï Ó·Þìá 1) åßíáé áñêïýíôùò âïçèçôéêÞ. ÈÝôïíôáò

() :=   () := 6 ∀ ∈ E6
ãíùñßæïõìå üôé ÐåñÓõìì( ) ∼= hi ∼= Z6 êáé üôé Óõìì( ) ∼= D6 = h i @ SE6 
Ãéá íá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôïí ôýðï êáôáìåôñÞóåùò ôùí

ôñï·éþí ôùí öõóéêþí äñÜóåùí

hi × E6 −→ E6 (  6) 7−→  • 6 := (6) ∀( ) ∈ {0 1  5}2
êáé

D6 × E6 −→ E6 (  6) 7−→ ( ◦ ) • 6 := ( ◦ )(6)
∀(  ) ∈ {0 1} × {0 1  5} × {0 1  5} óôéò ðåñéðôþóåéò (i) êáé (ii), áíôéóôïß-
·ùò. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 10.4.2,

card({ôñï·éÝò ôÞò äñÜóåùò}) = 1

||
X
∈

card(Fix())

üðïõ  ∈ {hi D6}

Ó·Þìá 1

Ðñïöáíþò, ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç idE6 áöÞíåé üëá ôá óôïé·åßá ôïý E6 (êáé, êáô'
åðÝêôáóç, êáé ôïý ) óôáèåñÜ (= áíáëëïßùôá). Ôï ó·Þìá 2 äåß·íåé ôéò êïñõöÝò

ôùí ìüíùí åîáãþíùí ôïý ðïõ ìÝíïõí óôáèåñÜ êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò óôñïöÞò

2 (êáôÜ 120◦) Þ ôÞò óôñïöÞò 4 (êáôÜ 240◦).

Ó·Þìá 2
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Ôï ó·Þìá 3 äåß·íåé ôéò êïñõöÝò ôùí ôåóóÜñùí åîáãþíùí ôïý  ðïõ ìÝíïõí óôá-

èåñÜ êáôüðéí åöáñìïãÞò åíüò êáôïðôñéóìïý  ◦    ∈ {0 2 4} ùò ðñïò ìéá

äéáãþíéï.

Ó·Þìá 3

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ôá ëïéðÜ óôïé·åßá ôÞò äñþóáò ïìÜäáò äåí áöÞ-

íïõí êáíÝíá åîÜãùíï ôïý  óôáèåñü. Ùò åê ôïýôïõ, Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá êá-

ôáñôßóåùò ôùí êáôáëüãùí

Óôïé·åßá äñþóáò ïìÜäáò
ÐëÞèïò ôùí åîáãþíùí ôïý

ðïõ ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ

idE6 20

 0

2 2

3 0

4 2

5 0

êáé

Óôïé·åßá äñþóáò ïìÜäáò
ÐëÞèïò ôùí åîáãþíùí ôïý

ðïõ ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ

 4

 ◦  0

 ◦ 2 4

 ◦ 3 0

 ◦ 4 4

 ◦ 5 0

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, óôçí ðåñßðôùóç (i) Ý·ïõìå

1
6

5X
=0

card(Fix()) = 1
6 (1 · 20 + 2 · 2 + 3 · 0) = 24

6 = 4

êáé óôçí ðåñßðôùóç (ii)

1

12

X
()∈{01}×{015}

card(Fix( ◦ ))

=
1

12
(1 · 20 + 2 · 2 + 3 · 0 + 3 · 4 + 3 · 0) = 36

12
= 3
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ïõóéùäþò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò êáôáóêåõÞò åíüò «óõììåôñéêïý ðåñéäÝñáéïõ»

êÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí 6 äéáèÝóéìùí ·áíôñþí. ¤


