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ΚΑΝΟΝΕΣ  ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 16 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές. Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 7 θέματα, υπό τον όρο ότι τα προς απάντησιν επι-
λεγόμενα θέματα τα οποία ανήκουν αποκλειστικώς σε μία εκ των δύο κατηγοριών δεν 
υπερβαίνουν τα 4. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με ολοκληρωμένη αποδεικτική επι-
χειρηματολογία) βαθμολογείται με 5 μονάδες και η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην 
προκειμένη τελική εξέταση) επιτυγχάνεται με τη συγκέντρωση 35 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής ενδιαμέσου εξετάσεως αντιστοιχεί στο 35% τού τελικού (συνολι-
κού) βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï Íáäéáôõðùèåß êáé íááðïäåé·èåß (ëåðôïìåñþò) ï «ãåíéêåõìÝíïò ðñïóåôáéñéóôéêüò íüìïò» ï ïðïßïò
éó·ýåé ãéá çìéïìÜäåò.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Lagrange.

(ii) Íá áðïäåé·èåß (ìå ðëÞñç èåùñçôéêÞ áéôéïëüãçóç) üôé ôï áíôßóôñïöü ôïõ äåí åßíáé åí ãÝíåé
áëçèÝò.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Poincarª (ðåñß ôÞò áñéèìçôéêÞò óõìðåñéöïñÜò
ôïý äåßêôç õðïïìÜäùí åíôüò ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò).

ÈÅÌÁ 4ï (i) Íá ïñéóèåß ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò

sgn : (Sn, ◦) −→ ({±1} , ·) , n ∈ N,

ìÝóù «ðáñáâáôéêþí æåõãþí» êáé íá äïèåß êáé áðïäåé·èåß ï «êëåéóôüò» ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôçò. Êáôüðéí ôïýôïõ, êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý åí ëüãù ôýðïõ íá áðïäåé·èåß üôé åßíáé ç sgn áðïôåëåß
åðéìïñöéóìü ìåôáîý ôùí ùò Üíù áíáãñáöïìÝíùí ïìÜäùí.

(ii) Íá áðïäåé·èåß (êáôüðéí ·ñÞóåùò ôïý (i) êáé ëïéðÞò èåùñçôéêÞò áéôéïëïãÞóåùò) üôé ç åíáëëÜó-
óïõóá ïìÜäá An åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòSn.

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Cayley.

(ii) Ná åöáñìïóèåß ôï åí ëüãù èåþñçìá ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåé·èåß üôé ç ïìÜäá

Góê = {e, r, q1, q2}

ôùí åðéðÝäùí óõììåôñéþí ìéáò óêáêéÝñáò

(ç áðáñôéæüìåíç áðü ôçí ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç e, ôç óôñïöÞ r ðåñß ôï êÝíôñï ôçò êáôÜ π êáé ôïõò
êáôïðôñéóìïýò q1 êáé q2 ùò ðñïò ôéò äýï äéáãùíßïõò ôçò) åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò

V = {Id, [1 2] ◦ [3 4] , [1 3] ◦ [2 4] , [1 4] ◦ [2 3]} @ S4

ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein.

ÈÅÌÁ 6ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí.

(ii) Ná äïèïýí ôïõëÜ·éóôïí äýï ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôïõ.
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ÈÅÌÁ 7ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò.

ÈÅÌÁ 8ï ÅÜím,n ∈ N êáé ìêä(m,n) = 1, íá áðïäåé·èåß ï éóïìïñöéóìüò

Zmn
∼= Zm × Zn.

ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 9ï Èåùñïýìå ôï óýíïëï R åöïäéáóìÝíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘~'', üðïõ

x~ y := xy + x+ y, ∀ (x, y) ∈ R×R.

(i) ÄéáèÝôåé ôï ïìáäïåéäÝò (R,~) ïõäÝôåñï óôïé·åßï; Êáé áí íáé, ôüôå ðïéá x ∈ R åðéäÝ·ïíôáé
óõììåôñéêÜ óôïé·åßá ùò ðñïò ôçí ‘‘~'';
(ii) Ðïéåò èá åßíáé ïé áðáíôÞóåéò óôá ßäéá åñùôÞìáôá óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá, áíôß ôïý
ïìáäïåéäïýò (R,~), èåùñÞóïõìå ôï (Z, ~|Z);

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e. ÕðïèÝôïíôáò üôé

(a) (ab)2 = (ba)2 ,∀ (a, b) ∈ G×G, êáé

(b) (∀a ∈ G)
¡
a2 = e =⇒ a = e

¢
íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) x2 = yx2y−1, ∀ (x, y) ∈ G×G,

(ii) yxy−1 = y−1xy, ∀ (x, y) ∈ G×G,

(iii) ç (G, ·) åßíáé áâåëéáíÞ.

ÈÅÌÁ 11ï (i) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ (ðïëëáðëáóéáóôéêÞ) ïìÜäá ìå ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôï e, a, b
äõï óôïé·åßá ôÞò G,êáé r, s, t ∈ N, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé

ìêä (r, s) = ìêä (s, t) = ìêä (t, r) = 1,

íá áðïäåé·èåß ç óõíåðáãùãÞ h
ar = bs = (ab)

t
= e

i
=⇒ a = b = e.

(ii) ÐáñáìÝíåé áõôü ôï óõìðÝñáóìá åí éó·ý áêüìç êáé üôáí ç G åßíáé ìç áâåëéáíÞ;

ÈÅÌÁ 12ï (i) ÅÜí ï n åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýåé ç éóüôçôá

n =
X
d |n

ϕ (d)

üðïõϕçóõíÜñôçóç ôïýEuler êáé ôï Üèñïéóìá åßíáé åéëçììÝíï õðåñÜíùüëùí ôùí (äéáêåêñéìÝíùí)
äéáéñåôþí d ôïý n (1 ≤ d ≤ n).

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ìéá ïìÜäáG ôÜîåùò n ∈ N åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå äéáéñÝôç
d ôïý n õðÜñ·åé ôï ðïëý ìßá êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÞò G ôÜîåùò d.
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ÈÅÌÁ 13ï (i) Íá ïñéóèåß ç ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí Q ùò õðïïìÜäá ôÞò SL2(C) êáé íá êáôáãñáöïýí åðáêñéâþò
üëá ôá óôïé·åßá ôçò.

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ôÜîç êáèåíüò ôùí óôïé·åßùí ôÞò Q.

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëåò ïé õðïïìÜäåò ôÞòQ êáé íá áðïäåé·èåß ôï üôé üëåò ôïõò åßíáé ïñèüèå-
ôåò.

ÈÅÌÁ 14ï (i) Äßíïíôáé ïé ìåôáôÜîåéò

σ :=

"
1 2 3

5 8 9

4

2

5 6 7

1 4 3

8

6

9

7

#
∈ S9

êáé

τ :=

"
1 2 3

2 3 1

4

5

5 6 . . . 3n− 2
6 4 . . . 3n− 1

3n− 1
3n

3n

3n− 2

#
∈ S3n, n ∈ N.

Íá åêöñáóèïýí ïé σ êáé τ ùò óýíèåóç åðáëëÞëùí -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò- êýêëùí. Åí óõíå-
·åßá, íá åîåôáóèåß ôï åÜí ïé σ êáé τ åßíáé Üñôéåò Þ ðåñéôôÝò.

(ii) Íááðïäåé·èåß üôé êÜèå ìåôÜôáîç σ ∈ Sn, n ∈ N, n ≥ 2, ãñáöüìåíçùò ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá

σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τ s

sóõíôéèÝìåíùí -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò- êýêëùí τ1, . . . , τs ìå ìÞêç k1, . . . , ks≥ 2, áíôéóôïß·ùò,
Ý·åé ôÜîç

ord (σ) = åêð(k1, . . . , ks).

(iii) Ná ðñïóäéïñéóèåß ç

σ1000 = σ ◦ σ ◦ · · · ◦ σ| {z }
1000 öïñÝò

üôáí

σ :=

"
1 2 3

3 7 8

4

9

5 6 7

4 5 2

8

1

9

6

#
∈ S9.

ÈÅÌÁ 15ï (i) ÅÜí ïñßóïõìå ôç äéåäñéêÞ ïìÜäá Dn, n ∈ N, n ≥ 2, ùò ôçí õðïïìÜäá

Dn = ha, bi @ Sn

ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáòSn ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôéò ìåôáôÜîåéò

a := [1 2 . . . n] , b :=

"
1 2 3

1 n n− 1
. . .

. . .

n− 1
3

n

2

#
,

íá áðïäåé·èåß üôé

an = b2 = (ab)
2
= Id, ak 6= Id, ∀k ∈ {1, . . . , n− 1}.

(ii) ÌÝóù ôùí ó·Ýóåùí (i) íá áðïäåé·èåß üôé

Dn =
©
aibj

¯̄
0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ 1

ª
ìå ôÜîç |Dn| = 2n.
(iii) Íá õðïëïãéóèåß ôï êÝíôñï Z (Dn) ôÞò Dn.
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ÈÅÌÁ 16ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç ïìÜäá ðçëßêùí Q/Z åßíáé ðåñéïäéêÞ.

(ii) Ãéá êÜèå n ∈ N ç áðåéêüíéóç

fn : Q/Z −→ Q/Z, fn(x+ Z) := nx+ Z, ∀x ∈ Q,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìå ðõñÞíá

Ker (fn) ∼= Z/nZ ∼= Zn.

(iii) ÅÜí çH åßíáé ïéáäÞðïôå õðïïìÜäá ôÞò Q/Z ôÜîåùò n, ôüôå

H ∼= Ker (fn) .
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