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1 Tensorprodukt, duleres Produkt und direkter Limes

e Wir werden hauptsichlich innerhalb der Kategorie Modr der R-Moduln arbeiten. Der Einfachheit
halber werden wir von nun an voraussetzen, dafl R stets ein kommutativer Ring mit 1 ist.

Definition 1.1 (Universelle Bedingung) Seien L, M und N drei R-Moduln und ® : L x M — N
eine R-bilineare Abbildung. Das Paar (N, ®) geniigt der universellen Bedingung, wenn es fiir jedes
Paar (P, 7) bestehend aus einem R-Modul P und einer R-bilinearen Abbildung 7: L x M — P einen
eindeutig bestimmten R-Homomorphismus (R-lineare Abbildung) 7: N — P gibt, so dafl das folgende
Diagramm kommutativ ist.

LxM 2 N

T\ l?
P

(Mit anderen Worten: (N, ®) “linearisiert” alle R-bilinearen Abbildungen 7: L x M — P).

Proposition 1.2 (Konstruktion des Tensorprodukts) Seien L, M zwei R-Moduln. Dann gibt es
immer einen R-Modul N und eine R-bilineare Abbildung ® : L x M — N, so daf$ das Paar (N, ®) der
universellen Bedingung gentigt. Auferdem ist dieses Paar bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt.
(Das heifit, daff es fiir jedes weitere Paar (N',®'), das der universellen Bedingung geniigt, einen Modu-
lisomorphismus u : N — N’ gibt mit wo ® = ®'). N wird das Tensorprodukt von L und M genannt
und wird mit N = L @ g M bezeichnet. (I @ g m := ® (I, m)).

Beweisidee. Sei FR(L x M) = ®(l7m)€L><M Ra,m), (Rm) = R), der von L x M erzeugte freie R-Modul
und @ der Untermodul von FR(L x M), der von allen Elementen von FR(L x M) erzeugt wird, die die
Form

(I,m+m')—(I,m)—(,m') oder (I,rm)—r(l,m), r€R oder
(I+U,m)—(I,m)—(T";m) oder (rl,m)—r(,m), r€ R haben.

Definiere N := FR(L x M) /Q und als ® : L x M — FR(L x M) /@ die kanonische Projektion. Die
universelle Bedingung und die Eindeutigkeit fiir das Paar (IV, ®) sind dann leicht nachzuweisen. O

Proposition 1.3 (Wichtige Eigenschaften des Tensorproduktes) Man hat folgende Modulisomor-
phismen:

(i) MrR2M, MrM' 2M ®r M,
(i) (M@rM')RrM"=2Mer (M @z M"),
(iii) (M@M/)@)RN%(M®RN)EB(M'®RN).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Proposition 1.4 (Tensorprodukt von Homomorphismen) Sind f : M — M’ und g: N — N’
Modulhomomorphismen, so wird durch

M x N > (m,n) — f(m)®grg(n) e M @g N’
eine bilineare Abbildung definiert, die einen Modulhomomorphismus induziert:
fO®rg: M@r N — M @ N'.
(Er wird das Tensorprodukt von f und g genannt).

Beweis. Ubungsaufgabe. O



Definition 1.5 (Tensoralgebra) Sei R ein nicht trivialer Ring und M ein freier R-Modul. Sei

R, falls p=10

p o PN P —
Ten? (M) :=Ten? (M; R) := MogMog- - ®p Mg M, falls p € Zoyg

p-mal
Die direkte Summe

Ten* (M) := @ Ten? (M)

p=>0

ist mittels einer geeigneten Multiplikation
Ten? (M) x Ten (M) 3 (z,y) — (z ®@y) € Ten?+? (M)
eine R-Algebra, die sog. Tensoralgebra von M.

Definition 1.6 (AuBeres Produkt und #uflere Algebra) Seien R ein nicht trivialer Ring und M
ein endlich erzeugter R-Modul. Definiere den Untermodul Q? (M) C Ten? (M),

P
Modul erzeugt von allen Tensoren der Form ® x; € Ten? (M),
i=1
fiir welche gilt: x; = z;, flir gewisse 4,5 € {1,... ,p},i#j

Q" () =

und AP M :=Ten? (M) /QP (M). Ist @, : Ten? (M) - AP M die Restklassenabbildung, so bezeichnet

P
man das Bild von ) z; unter w, mit
i=1

Es gilt Ranggr (A" M) = (Rangi(M)), und

NM:= N'M

p=>0

ist eine R-Unteralgebra von Ten* (M), die sog. duflere Algebra oder Grassmannsche Algebra von M.

Proposition 1.7 (Eigenschaften des dufleren Produktes) Seien R ein nicht trivialer Ring, M ein
endlich erzeugter R-Modul, p > 1, und (m1,... ,mp) € MP. Dann gilt folgendes:

(i) Fir i € {1,... ,p},r € R,m) € M,

i A A lmak ) A Ay = i A Ams As Ay (m A A A Amy).

(ii) AL, m; =0, falls m; = m;, fiir gewisse i,j € {1,... ,p},i # j.
(iil) AP_; me(i) = sign(s) - AL_; m;, wobei s € &,,.
(iv) Ab_ymi=mi A A\ (mi + D rjmj) N Amy, falls r;’s € R.

(v) Ni_ym; =0, falls my, = > ik Tim; und 1;’s € R.



Definition 1.8 (Gerichtete Mengen) Eine Menge A heift teilweise geordnet, wenn fiir gewisse Paare
(c, B) ihrer Elemente eine Beziehung o < § erkléirt ist, so dafi gilt:

(i) Fiir alle « € A ist a < a.
(ii)) Aus a < S und 8 < v folgt o < .
Eine teilweise geordnete Menge A heifit gerichtet, wenn zu je zwei Elemente o, 5 € A ein v € A existiert

mit a < v und g < 7.

Definition 1.9 (Direktes System) FEin direktes System {Ga, gg}von abelschen Gruppen iiber einer
gerichteten Menge A besteht aus einer Familie {G,;a € A} von abelschen Gruppen und aus einer Funk-
tion & — G4, die jedem « eine abelsche Gruppe G, und jedem Paar («, 3) von Elementen aus A mit
a < 3 einen Homomorphismus o2 : G, — G zuordnet, so daf gilt:

(i) 0% = Idg,, fiir jedes a € A.

(if) Fir « < 8 < ist g} 0 0 = 0.

In dhnlicher Weise definiert man direkte Systeme {Ra, gg} von Ringen, {Ma, gg} von R, -Moduln etc.

Definition 1.10 (Direkter Limes) Sei {Ga, gg} ein direktes System von abelschen Gruppen. In der

Vereinigung |J G, erkliren wir eine Aquivalenzrelation “~": Gy 3 go ~ g5 € G genau dann, wenn
acA
es ein v € A gibt mit a <+, 8 <, und 90Y (go) = Qg (g3)- Ist ga € G, so bezeichne [g,] die zugehorige

Aquivalenzklasse. Sind [ga], [g5] zwei Aquivalenzklassen, so gibt es ein v € A mit o <+, 8 <. Durch

[9a] + 98] := [QZ (9a) + 04 (gﬁ)} o —19al = [—9al,

erhalt

G = limG, = ( U Ga> | ~ (1.1)

acA

die Struktur einer abelschen Gruppe. (Das Nullelement Og wird durch das Nullelement 0, einer jeden
abelschen Gruppe G,, reprisentiert). G heifit der direkte Limes des direkten Systems {Ga, Qg} Ordnet
man fiir ein festes a € A jedem g, € G, die Aquivalenzklasse [g,] € G zu, so erhilt man einen
Homomorphismus

Ga 3 ga ¥ 9a] € G (1.2)

Fiir a < 8 gilt offensichtlich gg o 02 =o,.
e Ist {Ma, Qg} das direkte System von R,-Moduln, so kann man M := lim M, in entsprechender Weise

mit der Struktur eines R-Moduls versehen, wobei R := limR,,.

o Morphismen 7Y : {Ma,gg} — {Na,rg} zwischen direkten Systemen von R,-Moduln iiber einer
gerichteten Menge A sind kanonisch definierbar: Sie bestehen aus Familien (Y, : M, — Na)a€ 4 von
Modulhomomorphismen, fiir welche die folgenden Diagramme (mit o < ) kommutativ sind.

T

M, — N,
2t O g
Ts
MB E— NB



Proposition 1.11 Seien {Ma, gg} , {Na, rg} zwei  direkte Systeme von R-Moduln tiber einer gerich-
teten Menge A. Dann gibt es Isomorphismen

i 4,55 (1) (1,
und
i (M @5, o) = (mM ) @ ., (1o )

Beweis. Ubungsaufgabe. O

2 Grundbegriffe aus der homologischen Algebra

Definition 2.1 Eine Sequenz von R-Moduln und Modulhomomorphismen

fi—2 fi1 fi fit1 fit2
== My — My = Mg = Mg = -+

heifit ezakt, wenn Bild(f;) = Kern(f;11), fiir alle i. Insbesondere gilt dann f;1; o f; = 0. Eine exakte
Sequenz der Form

0— M LM LM —0
heifit kurze exakte Sequenz. (Offensichtlich ist dann f injektiv und g surjektiv).
Beispiel. Ist f: M — N ein Modulhomomorphismus, so liefert
0 — Kern(f) — M LN Kokern (f) — 0

eine kurze exakte Sequenz.

Proposition 2.2 Es sei M’ T M MY 0 cine exakte Sequenz. Fiir jeden Modul N ist dann
folgende Sequenz exakt:

0 — Hom (M", N) 2 Hom (M, N) < Hom (M’, N)
(Fir & € Hom(M, N), ist f* (a) := o f).

Beweis. Ubungsaufgabe. |

Warnung. Betrachte die exakte Sequenz von Z-Moduln 0 — 27 <, 7. Dann ist
i*: Hom(Z,7Z) — Hom (2Z,Z), i"(«a)=alz ,

nicht surjektiv, denn fiir & € Hom(Z, Z) ist « (2) immer gerade. Hom(2Z,Z) enthilt aber z.B. den durch
@ (2) =1 definierten Homomorphismus. Also Hom(Z,Z) — Hom(2Z,Z) — 0 ist nicht exakt!

Proposition 2.3 Es sei 0 — M’ oM L M cine exakte Sequenz. Fiir jeden Modul N ist dann
folgende Sequenz exakt:

0 — Hom (N, M’) -2 Hom (N, M) -2 Hom (N, M")
(Fiir « € Hom(N, M), ist fi (@) := foa).

Beweis. Ubungsaufgabe. (|



Proposition 2.4 Es sei M’ T M M7 0 cine exakte Sequenz. Fir jeden R-Modul N ist dann
folgende Sequenz exakt:

M or NS Mop NS M 9p N — 0

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Proposition 2.5 Es sei 0 — M’ T M L M 0 eine kurze exakte Sequenz. Fiir jeden freien

Modul N ist dann auch die ganze Sequenz 0 — M’ Qg N 1919 ap Qr N 99N ®r N — 0 exakt.

Beweis. Ubungsaufgabe. o

Proposition 2.6 Sind {Ma, Qg} N {Na,rg} L {Qa,eﬁ} Morphismen von direkten Systemen von
R -Moduln iiber einer gerichteten Menge A derart, dafs

O%MQE’Na&}QaHO
eine exakte Sequenz fiir alle o € A ist, so ist
. T .. U
0 — limM, — limN, — lim@, — 0
ebenfalls exakt.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 2.7 Sei M ein R-Modul, wobei R einen nullteilerfreien Hauptidealring bezeichnet. Eine
kurze exakte Sequenz der Form

0—N-SF-2M-—0 (2.1)
heifit freie Auflosung von M, wenn F' ein freier R-Modul ist.

Definition 2.8 (Torsionsprodukt) Zu jedem solchen R-Modul M existieren immer freie Auflosungen
(2.1). (Betrachte z.B. als F' = {¢: M — R | ¢ (m) # 0, nur fiir endlich viele m € M} den freien, von
M erzeugten Modul iiber R, und p(¢) = >, ¢ (m)m, N = Kern(p)). Zu einer freien Auflésung (2.1)
und zu einem weiteren M’ betrachte die exakte Sequenz

NogM 8 pop M P8 Moy M — 0

Man definiert das Torsionsprodukt von M und M’ als den Kern

Tor (M, M") :=Kern(i®Ild: N@r M’ — F ®r M)

Es kann gezeigt werden, daf3 bis auf Modulisomorphismus diese Definition nicht von einer bestimmten
Wahl von (2.1) abhéngt.

Beispiele. (i) Ist M ein freier R-Modul, so gilt Tor(M, M’) = 0 nach Prop. 2.5. (Das gleiche gilt wenn
M torsionsfrei ist).
(ii) Tor(Zn, Zp) 22 Zagr (n,m)- (Betrachte 0 — Z —— Z > Z,, — 0, i (z) = na).

(iii) Tor(M & Q, M) = Tor(M, M") ® Tor(Q, M’) .

e Nun werden gewisse Standard-Tricks der homologischen Algebra erwidhnt, die mit exakten Sequenzen
zu tun haben, und die mit Hilfe von “Diagramm-Jagden” zu realisieren sind.



Proposition 2.9 In folgendem kommutativen Diagramm seien die beiden Zeilen exakt. Es seien zwei
der senkrechten Pfeile Isomorphismen. Dann gilt das auch fiir den dritten.
O — M1 & M2 % M3 i 0

lfl lfz lfs
00— Ny — Ny — N3 — 0
ﬂl 52

Beweis. Ubungsaufgabe. (|
Proposition 2.10 (Fiinfer Lemma) Das folgende Diagramm von R-Moduln und Modulhomomorphis-

men set kommutativ, und die beiden Zeilen seien exakt.
M, 25 M, 2 My 2B My 25 M

lfl sz lf3 lf4 lf4
N — No — N3 — Ny — Nj
B1 B B3 By

Dann gqilt:

(i) Ist f1 surjektiv und sind fo und f4 injektiv, so ist f3 injektiv.

(ii) Ist f5 injektiv und sind fo und f4 injektiv, so ist fs surjektiv.

(iii) Sind f1, f2, fa, f5 Isomorphismen, so ist auch f3 ein Isomorphismus.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Proposition 2.11 (Schlangenlemma) Das folgende Diagramm von R-Moduln und Modulhomomor-
phismen sei kommutativ, und die beiden Zeilen seien exakt.

B1 — BQ — B3 — 0
ll)él l«az lOé3
0 — Cl —_— Cg —_— 03
Y1 Y2

Es sei A; := Kern(a;) und D; = Kokern(w;) = C;/Bild(w;), @ = 1,2. Dann existiert ein kanonischer
Homomorphismus

0 A3 — Dl,
so daf$ folgende Sequenz

Al — A2 — A3—>D1T>D2T>D3
/31|A1 /62‘A2 g 71 72

exakt ist. (Hierbei wird 7, durch ~y,; induziert).

Beweis. Wir haben also folgende Situation

0 0 0

1 1 !

Al A2 A3 S —————————

¥ "2 '

By Be

Bl e Bz — Bg — O

lal laz la;;
0 — & 5 6 &5 ¢

lﬂ'l . lﬂ'z . lﬂ'g
—-—) D1 —ZL) Dg ﬁ) D3

! ! 1

0 0 0




wobei der Homomorphismus § noch zu konstruieren ist. Wir erledigen zunéchst die einfachen Teile des
Beweises. Fiir z € A; gilt as (81 (z)) =7 (e (z)) = 0, also 5, (x) € As. Folglich ist 5, |4, : A1 — Aa
definiert. In der selben Weise sieht man, dafl 85 |4, : A2 — Az definiert ist. Offensichtlich ist

A1—>A2—>A3

B1la, B2 a,

ein Komplex. Wir miissen die Exaktheit an der Stelle Ay zeigen. Es sei x € Ay und 5, (z) = 0. Dann
gibt es ein y € By mit 5, (y) =z, d.h,,

7 (e (y)) = a2 (B (y)) = az (z) =0 (wegen x € Ay = Kern (a3))

= oy (y) =0, da 7, injektiv =y € Ay,
womit die Exaktheit gezeigt ist. Nun in dem Kern der zusammengesetzten Abbildung
C1 =% Cy = Dy

liegt vy (B1). Also induziert diese Abbildung einen Homomorphismus 77 : D1 — Ds. Analog erhélt
man 7, : Dy — D3. Aus 7, oy, = 0 folgt unmittelbar 75 047 = 0, also Bild(77) C Kern(73).

Wir zeigen jetzt die Exaktheit an der Stelle Dy. Sei z € Do und 75 (z) = 0. Sei y € Cy mit 7 (y) = x.
Dann ist

T3 (72 (¥)) =72 (M2 (¥)) =72 (2) =0 =3Iz € Bz : a3(2) =12 (y) =
= 3Ju€ By:fy(u) =2 (da By surjektiv) = v, (a2 (1)) = a3 (B (v)) = as (2) = v, (y) =

= Firvi=y—ao(u) gilt me(v)=ma(y)=2z und v, (v) =0=FwelCi:v (v)=v=

=7 (m1 (w)) = m2 (7; (W) =72 (V) =72 (y) =2 = 2 € Bild(7;), d.h., daB

Dy =% Dy % Dy
in der Tat exakt ist.

Konstruktion des Verbindungshomomorphismus J. Wir konstruieren nun §. Sei x € A3. Dann
gibt es ein

Yy € By mit B, (y) =z (da B, surjektiv) = v, (a2 (y)) = a3 (B2 (y)) = as (z) =0 (da = € A3) =

= es gibt genau ein z € Cq mit v, (2) = a2 (y), da Kern (v,) = Bild (y;) und 7, injektiv.

Definiere

0 (x) :=m1(2)

Wir miissen zeigen, daf} diese Definition verniinftig, d.h. unabhingig von der Wahl von y ist: y kann
durch ein beliebiges Element der Form y+ 8, (u) ,u € By, ersetzt werden. Dann wird z durch z + ag (u)
ersetzt, und

T (2 + a1 (u)) =m (2) =0 (z)



bleibt unverédndert. Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus: Wéihlt man zu z,2’ € As, r € R,
Elemente y,y’ wie oben, so kann man zu x + z’ bzw. rz die Elemente y + 3’ bzw. ry und z + 2z’ bzw.
rz wihlen, also gilt

S+ )=mGz+2)=m () +m (&)=50@)+5@&), d(rz)=m(rz) =rm (2) =7d(z).

Die zusammengesetzte Abbildung Ay — Aj LN D ist die Nullabbildung, denn berechnet man § (x)
fiir x = B, (u), u € Ag, so kann man y = u wihlen und hat as (u) =0, also z = 0. Sei jetzt ¢ (x) = 0 fiir
ein z € A3. Dann ist

m(z)=0=3JueB:a(u)=2=7,(2) =7 (a1 () = a2 (B (v)) =

= Firy =y—03,(u) gt By(¥)=2, ax(y)=0= ¢y €Ay und B, () ==z

Damit ist die Exaktheit an der Stelle A3 bewiesen. Es bleibt die Exaktheit an der Stelle Dy zu zeigen.
Zunichst ist Bild(6) C Kern(7;), denn fiir jedes z € Az gilt

71 (0 (2)) =71 (11 (2)) = 72 (11 (2)) = 72 (a2 (y)) = 0.

Sei nun w € C; mit 77 (w1 (w)) = 72 (77 (w)) = 0. Dann gibt es ein v € By mit as (v) = v, (w). Sei
x := Py (v). Dann ist

az (z) =75 (@2 (v)) =72 (11 (w)) = 0= =z € 4.

Zu x kann man y = v und z = w wihlen und erhélt § (z) = m1 (w), also Kern(7;) C Bild(d). Somit ist
der Beweis beendet. 0

Definition 2.12 (Ketten- und Kokettenkomplexe) Eine nach links bzw. nach rechts Mod g-Sequenz

Mo ={M;, fiticq: - P VARELS VAR E VAR C VAPEC I
bzw.
. . i—2 i i—1 . i . i+1 . i+2
M= {0y e T e T T e T e T

heifit Links-R-Komplex (oder Kettenkomplex iber R) bzw. Rechts-R-Komplex (oder Kokettenkomplex
dber R), wenn fiir alle ¢ € Z gilt:

fiofis1 =0 (<= Bild(fi;1) C Kern(f;)) bazw. fiofi"t =0 (< Bild (fi_l) C Kern (f’)) .

(Jedes Element von M; bzw. von M*® heiit eine i-Kette bzw. eine i-Kokette. Die f;’s bzw. f'’s nennet
man Randoperatoren bzw. Korandoperatoren.)

Ein Morphismus ®4 : My — M, von Kettenkomplexen (bzw. ein Morphismus ®°*: M®* — M’*® von
Kokettenkomplexen) besteht aus einer Familie von R-Modulhomomorphismen ®; : M; — M/ (bzw.
i M' — M'?), fiir welche gilt:

le (@) (Di = (I>i—1 o fi (bZW (I>i+1 o fl = f/i o (I)Z)

Analog definiert man das Bild, den Kern, den Kokern von solchen Morphismen sowie exakte Sequenzen
von Komplexen.

Definition 2.13 (Homologie bzw. Kohomologiemoduln) Ist M, ein Kettenkomplex (bzw. M?®*
ein Kokettenkomplex) {iber R, so nennt man

H; (M,) := H; (Me; R) :=Kern (f;) /Bild (fi+1)




bzw.

H' (M®) :== H' (M*; R) := Kern (f%) /Bild (f'!)

den i-ten Homologiemodul von M, bzw. den i-ten Kohomologiemodul von M® (mit Koeffizienten aus
R). Offensichtlich induzieren Morphismen ®, : M, — M, von Kettenkomplexen (bzw. Morphismen
®: M* — M’* von Kokettenkomplexen) R-Modulhomomorphismen

O, H; (M) — H;(M,) bzw. &% :H (M®*) — H" (M) .

Theorem 2.14 (Lange Homologiesequenz) Zu jedem i € Z und zu jedem kurzen exakten Sequenz
von Kettenkomplexen

O—>M1&>M.&>M’:—>O

gibt es einen R-Homomorphismus (Verbindungshomomorphismus)

so daf$ die folgende “lange” Sequenz

D Wy Ox,i

c— Hy (M) — H; (Ma) — H; (M) = Hi—y (M) — -+ (2.2)

exakt ist.

Beweis. Seien Moy = {M;, fi};cp, My = {M], fi},c;, und M{ = {M/], f'},., die gegebenen Ketten-

K3
komplexe. Man kann die obige kurze exakte Sequenz folgendermaflen schreiben:

0 — Kem(f.) — Kem(fs) — Kern(fl)

~ ~ ~

0 — M, e M, Lo, MY — 0
L s by

0 — M, 2., M, Lo, MY — 0
! ! !

Kokern (f;) — Kokern(f,) — Kokern(f)) — 0

Nach der Definition von ®,, ¥,, und dem Schlangenlemma, 2.11 ist dieses Diagramm kommutativ und hat
exakte Zeilen und Spalten. Die Abbildungen f; (und genauso die f/’s und f/"’s) induzieren Abbildungen
My, M; = M, B2
lProj. U
O — Hi (M.) — Mz/ Blld (fi-i—l) — Mz/ Kern (fz) = Blld (fz) — Kern (fi—l)



weil Bild(fi+1) C Kern(f;) und Bild(f;) C Kern(f;_1). Daraus ergibt sich das kommmutative Diagramm

0 0 0
! ! !
Hi(M) 25 H (M) T H(MY)
l ! 1
0 — Kokern(f/,;) — Kokern(fiy1) — Kokern(ft;) — 0
1 l
0 — Kem(ff;) — Kem(fi.y) —  Kem(f’,)
LProj. IProj. IProj.
Pui1 *yi—1
> H_i (M) 5 H o (M) S H (M)
l 1 !
0 0 0
a*"i

3

mit exakten Zeilen und Spalten. 0, ; wird durch die erneute Anwendung des Schlangenlemmas 2.11
gewonnen. 0

Analog kann man folgendes nachweisen.

Theorem 2.15 (Lange Kohomologiesequenz) Zu jedem i € Z und zu jedem kurzen exakten Sequenz
von Kokettenkomplexen

O%MIQE)MQL.MIIQ%O
gibt es einen R-Homomorphismus (Verbindungshomomorphismus)
0" s HY (M) — H' (M),

so daf$ die folgende “lange” Sequenz

s H (M) S5 (M) S5 (M) S (M) — (2:3)

exakt ist.

Bemerkung. Von einem Kettenkomplex M, = {M;, f;},., ausgehend kann man direkt einen natiirli-
chen Kokettenkomplex Q° folgendermaflen konstruieren:

[1]

Q° = {Ei,ﬁi}iez, wobei Z':=Hompg (M;,R), 6" :=(f;)":2" — =1 (vgl. 2.2).

(Aus Vertréiglichkeitsgriinden benutzt man manchmal (—1)" 6° statt 6°).

3 Die singuliren (Ko-) Homologiemoduln

e Eine Teilmenge A von R™ heifit konvez, wenn mit a,b € A auch die Strecke {(1 —t)a+tb | t € [0,1]} in
A enthalten ist. Die konvezre Hiille conv(B) einer Teilmenge B des R™ ist die kleinste konvexe Teilmenge
des R", die B enthiilt.

10



e Das Standard-q-Simplex A,, g > 0, ist die Teilmenge des RI+!

q
Aq = {(to,tl,... ,tq)GRq+l ‘ to,t1,. .. 7tq€R20 und Z tlzl}
=0

Es gilt: A, =conv({eg,e1,...,€4}), wobeieg = (1,0,...,0),e1 = (0,1,0,...,0),... ,e =(0,0,...,0,1).
Die Punkte eg, €1, ... , e, sind die Ecken von A,. Fir i € {0,1,...,¢} heifit

A; = {(to,tl,... ,tq) € Aq | t; :0} = CODV({E(),... y€i—1,€i41, - - ,eq}) C Aq

die i-te Facette oder Seite von A,. (Al liegt der Ecke e; gegeniiber). Fiir jedes i € {0,1,... ,q}, ¢ > 1,
wird eine Seitenabbildung definiert:

d; : Aq,1 — Aq7 dfl ((to,t1, . 7tq,1)) = (to, . 7ti,1707ti,ﬁi+1, ce ,tq,1)

(Dies ist so zu verstehen, daf im Falle ¢ = 1 gelten soll: df (to) = (0,%0) ,di (to) = (to,0)). A} ist selbst
ein (¢ — 1)-Simplex. dfz ist also eine Abbildung, durch die man A,_; bijektiv auf Afl C A, abbilden
kann. Auflerdem ist dfl die Beschrinkung der linearen Abbildung R? — R?™! auf A,_;, die bestimmt
ist durch die folgende Zuordnung derkanonischen Basisvektoren:
dfl = { €, fur] < Z:’

ej+1, furj>id.

d
" /—Z \
d3 €1
—_ T ﬂ
dj

Lemma 3.1 Fir allei,j € {0,1,...,q} mitj <i ist

i J i i—1
dyod, y =djod, 3

Beweis. Es gentigt, diese Gleichheit auf den Basisvektoren eg, e, ... , e,—2 nachzurechnen, da die Abbil-
dungen Einschréinkungen linearer Abbildungen sind.

(i) Fiir v < j ist d}, Ode'_1 (ev) = di (ey) = ey, und wegen i —1 > j ist auch dJ oclg__l1 (ev) = d (e)) = €.
(i) Fir j < v <i—2ist df ocig_1 (ev) = di (ey41) = €yq1, und wegen i — 1 > v ist auch d Odfl__l1 (ev) =
d) (ey) = evt1-

(iii) Fiir v > i — 2 ist ¥ > i — 1 > j und daher d, o d‘g_l (ev) = di (eys1) = €pqp und dJ o df;_ll (ey) =
d{z (eu+1) = €u+2. O

Definition 3.2 (“Singuléire” Simplizes) Sei X ein topologischer Raum. Fiir alle ¢ € Z>( ist ein
singuldres q-Simplex in X eine stetige Abbildung o = 0, : A; — X. (“Singuldr” in dem Sinne, daf ein
solches o keine Einbettung sein mufl, wenn z.B. X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist). Definiere

Sq(X)=FA({o | 0: 4, — X})

11



die freie abelsche Gruppe (Z-Modul), die von allen singuléiren Simplizes in X erzeugt wird. Weiterhin
definiere den Operator

0=0y:59(X)— S;1(X), do:=)_ (-1) (cod)

1=0

falls ¢ > 1, und setze 9, = 0 fiir ¢ < 0. (Es geniigt ihn nur fiir die Erzeugenden von S, (X) zu definieren).

Proposition 3.3 (Singulirer Kettenkomplex von X) Das System So (X) := (Sq (X), {&,}qez)
bildet einen Kettenkomplex iiber Z.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl 0y 0 95+1 = 0. Ist ¢ < 0, so ist die Aussage trivial. Es sei also
¢ > 1. Dann geniigt es, die Behauptung auf den Erzeugenden nachzurechnen. Es sei also 0 = 0441 €in
singuldres (¢ + 1)-Simplex in X. Dann ist

q+1 ) 4 q - fatl ) ' 4
8y 0 0g41 (0) = 0, (Z (-1)’ <aodz+1)> => (-1 (Z (-1’ (aodzﬂ)) o dj =

=0 =0

= — Z (—1)i+j (a o del o dg) + Z (_1)i+j (J o df1+1 o dé') —0,

0<i<j<q 0<i<j<q

woraus die Behauptung folgt. (Beim Ubergang vom drittletzten zum voletzten Ausdruck in dieser Reihe
von Gleichungen wurde in der ersten Summe j in ¢ und ¢ — 1 durch j ersetzt). O

Definition 3.4 (Singuliire Homologiemoduln von X) | Hi"8 (X;Z) := H, (S, (X);Z) | heiit die g-

te singuldre Homologiegruppe oder der q-te singuldre Homologie-Z-Modul von X.

Beispiele. Falls X={z} ein einpunktiger Raum ist, hat man H3"* (X;Z) & Z und H"e (X;7Z) = 0 fiir
q # 0. Ist X ein wegweise zusammenhiingender Raum, so gilt Hsing (X;Z) 2 Z. Im allgemeinen, wenn
(Xa)nea die Familie der Wegzusammenhangskomponenten von X ist, dann gilt

o (X;n =@ z.
acA

12



Beispiele. In der folgenden Liste tragen wir die nicht-trivialen singuliren Homologiegruppen weiterer
Beispiele ein. Beweise findet man in den Biichern der algebraischen Topologie.

| Nr. | Raum X || Nicht triviale Homologiegruppen H;ing (X;2), ¢>1
1L | R ( Hyve — 0)
2. B" (Hiing — O)
3. | S» Hime = 7,
4| PE Hyp® =0, Hyp# =75 0<k<n-—1
5. | Bt Hys =7, 0<k<n-—1
6. | P¢ e =7, 1<k<n
7. | P (H ~ Quaternionen) HM®~7,1<k<n
8. | Kleinsche Flasche H™8 > 7.8 7y, HY™® =0
9. | Orientierbare g-Flichen Hy"® > 7% Hy"® 7
10. | Nicht or. g-Fliachen H™ =797 07y, Hy™ =0

Bemerkungen. (i) In der algebraischen Topologie definiert man zu jedem topologischen Raum X, der
triangulierbar ist, d.h. der zu dem Zugrundeliegenden Raum eines Simplizialkomplexres homomorph ist,
die sogenannten simplizialen Homologiegruppen H. Zlmpl‘ (X;Z). Man zeigt dann, daB fiir triangulierbare

topologische Riume gilt H{™P! (X;Z) = Hi"8 (X; Z), fiir alle ¢ € Z. Siehe z.B. R.Stocker, H.Zieschang:
Algebraische Topologie, Teubner, 2te Aufl. 1994, §9.7., S. 241-245.

(i) Ist X triangulierbar, so ist Rang(H:™8 (X;Z)) =: by (X) eine nicht negative ganze Zahl. Sie heifit
insbesondere die g-te Betti-Zahl von X. Die alternierende Summe x (X) := > -, (—1)7by (X) ist die
sog. Fuler-Poincaré Charakteristik von X.

(iii) Ist A C X ein topologischer Teilraum von X, so lassen sich die sog. relativen Homologiegruppen
von X beziiglich A durch

H"™ (X, A 2) 1= Hq (S0 (X) /S0 (A);2)
definieren. Zu jedem Raumpaar A — X = (X, @) kanop. (X, A) existiert nach (2.2) eine lange exakte
Homologiesequenz

o HYME (A Z) — HE8 (X3 Z) — Hi™8 (X, A Z) — HM (A Z) — -
(iv) Sei 71 (X, z0) die Fundamentalgruppe eines wegweise zusammenhingenden topologischen Raumes
X. Dann gilt
HY™ (X;2) = i (X,mo) [/ w1 (X m0), ™1 (X, m0)],

wobei wir mit [.,.] den Kommutator zweier Gruppen bezeichnen. In dem Seminar wurde schon ange-
deutet, dal wenn X eine orientierbare Fliche vom Geschlecht g > 1 ist, dann ist

H[a“bl] = 1>

([ai, bi] = aibiai_lbi_ 1), wobei diese 2g Gruppenerzeugenden durch die entsprechenden zu X assoziierten
“Polygone” beschrieben werden konnen.

1 (X) = <a1,b1,... ,(J,g7bg

Definition 3.5 (Singulire Homologiemoduln von X iiber R) Die Homologiemoduln von X diber
R werden durch

H;ing (X;R) := Hy(Se (X) ®z R; R)

definiert.
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Definition 3.6 (Singulire Kohomologiemoduln von X iiber R) Die Kohomologiemoduln von X

iber R werden durch

HY (X;R):=H9(S*(X;R)), S*(X;R):=Hom/(S.(X)®zR,R)

sing

definiert. (Vgl. mit der Bemerkung am Ende des vorigen Abschnittes).
Definition 3.7 Definiere eine Abbildung
“ o 7 SP(X5R) x S1(X;R) — SPTU(X;R)

wie folgt: Jedem singuléren (p + ¢)-Simplex o : A,1, — X und Koketten ¢ und ¢? ordne

P+4q ptq—1°" p+1

P~ (o) = (Pl o) =(—1)" <cp ocodtlodt! od”+1> <cp codlodl

pt+q p+q 19

e dq+1>

zu. Dies ist das sog. cup-Produkt.

Proposition 3.8 Das cup-Produkt hat folgende Eigenschaften:
i) Distributivitét: (a +a')vb=a-wb+da b, a~- (b+V)=a-b+a-l,
ii) Homogenitét: (ra) «b=r(a —b) =a — (rb),

(

(

(iii) £-Kommutativitit: a —« b= (=1)""b < a,
(iv) Neutrales Element: 1y wa=a- 1x = a.
(

v) Korandformel: d (c? — ¢?) = 0P — ¢+ (—=1)" P — (0c?).

Proposition 3.9 (Kohomologiering von X) Das cup-Produkt induziert die Struktur eines graduier-

ten Ringes auf

Hq*lng (X7 R) = @P>0Hbmg (X’ R)

durch: (ao+a1+a2+"')(b0+b1+b2+"'):aovb0+(aovb1+a1\—/bo)‘i’

Theorem 3.10 (Kiinnethsches Theorem) Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring.

Zu den R-Kohomologiemoduln des Kreuzproduktes X XY zweier Riume X und Y existiert eine kurze

exakte Sequenz:

0— @ H(X;R)@r HI(Y;R) — H™ (X xY;R) — P Tor(H”(X;R),H'(Y;R)) —

ptg=n p+g=n+1

Wenn insbesondere R ein Kérper ist, erhdlt man einen Isomorphismus

H"(X xY;R)= € H”(X;R)®r H'(Y;R)

ptg=n

Proposition 3.11 Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und sei X eine kompakte, zusammenhdn-
gende, R-orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gibt es einen “Dualitdtshomomorphismus”

Dx :HY(X;R) — H,_,(X;R)
derart, daf
(b, Dx (a)) = (a ~ b,[X]) € R,

wobei [X]| die entsprehende “Grundklasse” von X bzgl. der R-Orientierung bezeichnet.
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Theorem 3.12 (Poincaré Dualitéitssatz) Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und sei X eine
kompakte, zusammenhdngende, R-orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist

| Dx : HY(X;R) — H, 4 (X;R)|

ein Modulisomorphismus fiir alle q, q € Z.

Zum Beweis siehe z.B. M.J.Greenberg, J.R.Harper: Algebraic Topology. A First Course, Benjamin Pub.
Co., (1981), Kapitel 26, S. 215-229. O

Corollary 3.13 Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und sei X eine kompakte, zusammenhdngende,
R-orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gilt fir die Betti-Zahlen by (X)) = Rangr (H, (X; R))
von X:

by (X) =bny(X), Vg, 0<q<n|

Auferdem ist der Torsionsuntermodul von H, (X; R) isomorph zu dem Torsionsuntermodul des Moduls
anqfl (Xa R) :

Corollary 3.14 (Perfekte Paarung) Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und sei X eine kom-
pakte, zusammenhdngende, R-orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die durch das cup-Produkt
induzierte Paarung

I9: HY(X;R) x H"9(X;R) > (a,b) —> (a— b,[X]) = (b, Dx (a)) € R

ist perfekt in dem Sinne, daff wenn 19 (a,b) =0 fir alle a € H1 (X; R), dann ist b eine Torsionsklasse;
und umgekehrt, wenn 19 (a,b) = 0 fir alle b€ H" 9 (X; R), dann ist a eine Torsionsklasse.

4 Vektorbiindel iiber differenzierbaren
bzw. komplexen Mannigfaltigkeiten.

In diesem Abschnitt betrachten wir nur differenzierbare und komplexe Mannigfaltigkeiten X; die Defini-
tionen sind wie iiblich mit Hilfe von Karten, Ubergangsfunktionen und maximalen Atlanten zu verstehen.
Die Ubergangsabbildungen sowie ihre Umkehrungen sind in dem ersten Fall C*-differenzierbar; in dem
zweiten Fall holomorph. Zur Erinnerung: Ist f : U C C" — C™ eine Abbildung von n komplexen
Variablen

21:x1+\/71y17'-'7Zn:$n+\/71yn7

und

Loty (vl

8,2]‘ - 5 8—.737 B 8yj 8Ej N 5 833]‘ 8yj
die iiblichen Wirtinger-Operatoren mit
de =d$j+\/—1dyj7 dzj ZdZCj —v—1dy

und
df—; 5 dzﬁg oz P

of of
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so ist f = u+ +/—1v holomorph, wenn eine (und somit alle) der folgenden #quivalenten Bedingunen
erfiillt sind:

(i) Cauchy-Riemannsche Bedingungen:

ou ou ou ou
—=7-— und —=-—F—.
aibj Byj 8yj 8a:j
(ii) Of = 0 auf ganz U.
(iii) f 148t sich als eine absolut konvergente Potenzreihe (bzgl. z1,...,z,) in einer Umgebung jedes

Punktes von U entwickeln.

Definition 4.1 (Vektorbiindel) Sei X eine differenzierbare (bzw. komplexe) K-Mannigfaltigkeit (K &

{R,C}) der Dimension n = dimg (X). Das Paar <E =U E;, 7: FE— X> heifit ein differenzierbares
zeX
(bzw. komplexes) K-Vektorbindel mit Rang r iiber X, wenn

E 5 X
U U
E,=7n"Y(2) — =z

eine C*°-differenzierbare (falls K = R) bzw. holomorphe (falls K = C) Abbildung ist, jedes E, = 71 (z)
mit der Struktur eines r-dimensionalen K-Vektorraumes versehen ist, und zwar so, dafl gilt:

Axiom der lokalen Trivialitit: Es existiert eine offene Uberdeckung $f = (Us) ;¢ von X mit diffeomorphen
(bzw. biholomorphen), fasertreuen und faserweise K-linearen Abbildungen

7 (Us) L Uy x KT E, +— w(E) C {z}xK"
l lProj. IV:R J,Proj.
U; = U K" == K"

Durch
pio@; (UinUj) x K" — (U;NU;) x K
wird eine nirgends verschwindende diffeomorphe (bzw. biholomorphe) Abbildung
piow; ! (x,t) = (,95 () - 1)
definiert, wobei
UinU; 32— gij(x) :=¢; 0 <pj_1 l{z}xxr € GL(r,K) C K. (4.1)

(Wenn man die vorgegebene extra Struktur vergifit von den ¢,’s nur Homsomorphismen zu sein verlangt,
dann spricht man von einem topologischen Biindel iiber X ). Die Ubergangsfunktionen erfiillen die
“Kozykelbedingungen”:

9i = 1d, 9ij © 9jk © gri = Id . (4.2)

Sind umgekehrt nur X und Funktionen (4.1) vorgegeben, die den Bedingungen (4.2) geniigen, so lift
sich 7 : E — X durch das Verkleben

E= (U U; x K’“) / ~, mit (z,t)~ (@ t') <=2’ =2 und t' = g;; (z) - ]
il

zuriickgewinnen.
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Definition 4.2 (Teilbiindel) Ist (E = U Es, 7 E— X) ein r-Biindel und E”’ eine derartige Teil-
reX
menge von F, dafl (E', 7|g : B/ — X) in kanonischer Weise ein k-Biindel ist, & < r, so nennt man es

ein k-Teiliindel des urspriinglichen.
Beispiele. (i) Ist (E, g;;) ein Biindel, so heifit (EV7 (gi;l)T> sein duales Biindel.

(ii) Sind (E, gi;) , (F, hi;) zwei vorgegebene Biindel iiber X, so kann man kanonisch neue Biindel kon-
struieren, wie z.B.

die direkte Summe (E @ F, < géj hq» >> , das Tensorprodukt E®x F, (9:5) @ (hij) |,
ij —_——

Kronecker-Produkt

das Quotientenbiindel E/F (falls F ein Teilbiindel von E ist), das Hom-Biindel Homg (F, F), das
Biindel der p-fachen duperen Potenzen AP E von E, 0 < p < Rang(E), u.a.

(iii) Die m-getwisteten Biindel Opy (m), m € Z, iiber Pg: Sind [z : 21 : ... : 2] die homogenen Koordi-
naten von Pg, so sind (O[Pg (m), gi;) holomorphe Linienbiindel (d.h., vom Rang 1), mit g;; (z) := (%)
auf U; NU;, wobei U; :={z € P : z; # 0}, 0 < i < n.

(iv) Das Tangentialbiindel einer differenzierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X

0] 0]
Tx = Tx X, bei Tx,2R{—,..., — 7.
x= Y T = %, wobdh oo SR{go 5}
(v) Das reelle Tangentialbiindel einer komplexen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X
0 o 0 0
™™ yr® L x bei Ty, =Ry — .  — 2 . 2
x0T Y e A ebel e ER G B

und seine Komplexifizierung

T -1 epe= Y TE X
zeX

wobei bzgl. eines lokalen Koordinatensystems z = (21,... ,2y), 2; = 2; + V—1y;, ¥j, 1 <j <mn,

©) ~ 0 o 0 a1\ 0 o 0 0
T = T g s e e e T e - = T g e e 4 T~ ae s - .
x:=C { Ox1’ 0z, Oy Oy C 0z’ 0z, 0z1 T Oz,

Spaltung:
” o o "o o 0
¢ =191, 9, 7.0=cy . —1 T, O=cCc{— ... —}.
X x T D217 0z, [T TN oz, 0z,
holomorpher Anteil anti-holomorpher Anteil

(vi) Das Kotangentialbiindel Ty einer differenzierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X.

v
(vii) Das kompleze Kotangentialbiindel (T)(CC)) einer komplexen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X
mit der Spaltung:

(1) = (1) = (1L ©)

(viii) Das Normalbiindel Ny/ x einer Untermanigfaltigkeit Y einer differenzierbaren Mannigfaltigjkeit X
ist definiert als das Quotientenbiindel

Ny/X = (TX |Y) /Ty .
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In dem Fall der komplexen Untermannigfaltigkeiten Y einer komplexen Mannigfaltigkeit X definiert
man

Ny x = (T;{(c) |Y) /T{/(C) )

Bemerkungen. (i) Ein Vektorbindelhomomorphismus f : (E,n: E — X) — (E',7n': B/ — X)
zwischen zwei Vektorraumbiindeln iiber einer differenzierbaren bzw. komplexen Mannigfaltigkeit X ist
eine C*°-differenzierbare bzw. holomorphe Abbildung f : E — E’,;sodafi m = 7’0 f fasertreu und f |g,
ist K-linear ist. (f ist Isomorphismus falls f diffeomorph bzw. biholomorph ist). Der Kern Kern(f) :=

U Kern(f |g, ) bzw. das Bild Bild(f) := |J Bild(f|g, )eines Vektorbiindelhomomorphismus f sind
zeX zeX
wieder Vektorraumbiindel.

(ii) Eine Sequenz E’ 4 E % E” von Vektorbiindelhomomorphismus heifit exakt, wenn Kern(g) =

Bild(f).

5 Grundbegriffe aus der Garbentheorie

Definition 5.1 (Prigarben) Sei X ein topologischer Raum und ¥ das System seiner offenen Mengen.
Unter einer Prigarbe § von abelschen Gruppen iiber X versteht man eine Vorschrift

To2U~F(U)

welche jedem U eine abelsche Gruppe und welche jedem Paar (U,V € ¥, V C U) einen Gruppenhomo-
morphismus (“Beschrankungshomomorphismus”)

oV 3 (U) — (V)
zuordnet, so dafl folgende Axiome gelten:
M) §@) = {0},
(i) off =Idzw), VU, U € <.
(iii) oy o 0¥ = olf,, VU,V,W €T mit WcCV CU.

Die Elemente f von § (U) nennet man insbesondere Schnitte von § tiber U und oY (f) die Einschrinkung
des Schnittes f auf V C U.

Bemerkungen. (i) Ist §(U) jeweils ein Ring (oder eine C-Algebra), so sind ¢¥’s jeweils Homomor-
phismen von Ringen (bzw. von C-Algebren) und sind die Axiome (i)-(iii) erfullt. (Hierbei wird {0}
ausnahmsweise als Ring betrachtet).

(ii) Sei R eine Prigarbe von Ringen tiber X. Ist §(U) ein R (U)-Modul und % : §(U) — F (V)
jeweils ein Homomorphismus von R (U)-Moduln, so nennt man die U +— § (U) definierten Zuordnung
eine Priigarbe von R-Moduln.

Definition 5.2 (“Halme” und “Keime”) Seien § eine Prigarbe iiber X, z € X, und
T, ={UeT |zecU} .

Offensichtlich ist {F (U), oV} ves. €in direktes System in dem Sinne von 1.9 und zwar definiert iiber
der gerichteten Menge A := T, wobei “<”:= D die gewohnliche mengentheoretische Inklusionsrelation
ist (aber andersrum!). Der zugehorige direkte Limes (1.1)

UeT,

heifit der Halm von § im Punkt z. Fiir U € T, sei nun
o =0 :F(U)3fr—0,(f)=[fl1€F
die kanonisch induzierte Abbildung (1.2). g, (f) wird der Keim von f in = genannt.
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Definition 5.3 (Der einer Prigarbe zugeordnete I"Jberlagerungsraum) Sei § eine Priigarbe iiber
einem topologischen Raum X. Definiere

81:=(J & und die Abbildung p:|§DF. 29— zeX .
zeX

Proposition 5.4 Fiir jedes U € ¥ und f € §(U) definiere U, f] := {0, (f) : ® € U} C |§|. Dann bildet
{U,11:U ez} 3]

die Basis einer Topologie auf [§| und p : |§| — X st lokal topologisch, d.h. eine unverzweigte
Uberlagerung. Ist weiterhin X ein lokal zusammenhdngender Hausdorffraum und § derart, daf

(VY Gebiet ¢ X und f,geF(Y):(0,(f)=0,(g) firein 2 € X = f=yg)),
so ist |§| mit der obigen Topologie Hausdor(fsch.
Beweis. Siehe z.B. O.Forster: Riemannsche Flichen, Springer-Verlag, (1977), 6.8-6.10, S. 39-40. O

Definition 5.5 (Prigarbe der Schnitten von Keimen) Sei § eine Préigarbe iiber einem topologi-
schen Raum (X,%) und U € . Unter einem Schnitt von Keimen von § iber U versteht man eine
Abbildung

v:U— [3]

derart, dal v (z) € §u, Vo, © € U, und daB zu jedem Punkt x € U ein V C U, V € T, und einen
Schnitt g € § (V') gibt mit der Eigenschaft: v (y) = o, (9), Yy, y € V. Bezeichnung:

‘F (U,%):={y:U — |F| | ~ Schnitte von Keimen von § iiber U} |

Durch die Zuordnung
T3U—T(U,5),
und durch die Abbildungen
D (U8) 37— ylv €T (V)

definiert man eine neue Prigarbe

Iz :={T(U,3),r{}

(von abelschen Gruppen, Moduln usw. je nachdem, was § (U)’s fiir eine Struktur haben). Auflerdem
gibt es fiir jedes U € ¥ einen kanonischen Homomorphismus ey : § (U) — I' (U, §) ,

15(U)> f—ev(f) (@) =0, (f) €T (U,3)] (5.1)

Definition 5.6 (Garben) Eine Prigarbe § iiber X nennen wir eine Garbe, wenn sie zusétzlich die

sogenannten “Verklebungseigenschaften” hat, d.h., wenn fiir jede U € T und jede Familie (U;),.; C U

von offenen Teilmengen von U mit U = |J U; folgende Bedingungen (“Garbenaxiome”) erfiillt sind:
i€l

(i) Sind f,g € § (U) Elemente mit of (f) = ggj (9), fiir alle 4 € I, so gilt f=g.

(ii) Seien f; € F(U;), ¢ € I, vorgegebene Elemente mit

. U, . ..
0U nw, (£i) = eptaw, (£), fiir alle i, j € I. (5.2)
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Dann existiert ein f € § (U), fiir welches gilt:

oy (f) = fi, firalleiel. (5.3)

(Dieses f ist zwar eindeutig bestimmt wegen (i)).

Proposition 5.7 Sei § eine Prigarbe iber einem topologischen Raum (X,%).

(i) Tz ist eine Garbe. (Man sagt Tz sei die zur § assoziierten Garbe).

(ii) § selbst ist genau dann eine Garbe tiber X, wenn fir alle U € ¥ , die Homomorphismen
ev:§(U) —T(U,3)

(definiert durch (5.1)) Isomorphismen sind, d.h., genau dann, wenn

(Die Injektivitéit von ep’s ist eigentlich dquivalent zur Bedingung (5.2); die Surjektivitéit zu (5.3)).

Beweis. Siehe z.B. M.Broadmann: Algebraische Geometrie, Birkhéuser, (1989), S. 360-361. O

&, Halm

\ 4 / Graph (), y € I'(U, ).
A\

X Basisraum

Definition 5.8 Seien § und §’ zwei Garben iiber (X, %). Ein Garbenhomomorphismus f : § — § ist
eine Familie von Homomorphismen {fy : §(U) — §' (U)}y¢cs, die mit den Beschrénkungshomomor-
phismen vertriglich sind, d.h. fiir jedes Paar offener Mengen U,V von X mit V C U ist das Diagramm

s 1% oy )
! !
) L 3w

kommutativ. Ist f : § — §’ ein Garbenhomomorphismus, so ist
%5 U Kern (S(U) Ju, & (U))

eine Garbe, der Kern von f. Ein Garbenhomomorphismus f : § — § induziert fiir jedes x € X
Homomorphismen der Halme f, : §, — .. Eine Sequenz von Garbenhomomorphismen

fi—1 fit1

fi
= Sim1 — S — Sig1 — -
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heiflt exakt, wenn fiir jedes z € X

(fi-1), (fi)y (fit1),
s (Fin1), T (F), T (Birr), B

exakt ist, d.h. Bild(f;), = Kern(fi1), fiir alle q.

Definition 5.9 (Lokal freie Garben) Sei R eine Garbe von (kommutativen) Ringen und § eine Gar-
be von R-Moduln iiber X. § heif3t frei, wenn

T2 ROPRE---PRBR =RP

p-mal

fiir ein p > 0. (Fiir p = 0 soll § trivial sein). § heit lokal frei, wenn jeder Punkt z € X eine derartige
Umgebung besitzt, dafl § |y frei ist.

Proposition 5.10 Sei X eine zusammenhdngende differenzierbare oder komplexe Mannigfaltigkeit. Dann
gibt es eine Bijektion

Isomorphieklassen von differenzierbaren 1:1 Isomorphieklassen von lokal freien
(bzw. holomorphen) Vektorbiindeln iber X Garben von £ - (bzw. O-) Moduln iiber X

Beweis. Zuerst ordnet man jedem differenzierbaren (bzw. holomorphen) Biindel 7 : E — X iiber X
die Garbe

U+ Ex (F) (U) := {diffenzierbare Abbildungen v : U — E mit movy = Idy}
bzw.
U+— Ox (E) (U) := {holomorphe Abbildungen v : U — E mit 7oy = Idy}
(fiir alle offenen Teimengen U von X). Fiir jedes x € X gibt es eine Umgebung von U von z, so dafl
Ex (B)(U)2Ex (U xR falls K=R
Ely 2U xK" (r= Rang(F)) =
Ox (E)(U)=20x (UxC") falsK=C
D.h.
Ex (UxR) = (Ex|p) fals K =R
Ox (UxCr)=(Ox|y)" fallsK=C.

Ist umgekehrt § eine lokal freie (0BdA nicht triviale) Garbe, so kann man immer eine offene Uberdeckung
(Ui);er von X ein r > 0 finden, so daB fiir alle i € I, Isomorphismen

9i o, — & v, (baw. O% |v,).

existieren. (r h#ingt nicht von i ab, denn X ist zusammenhéngend). Definiere

=, P
vinu; — Oy

= cop P
U;NU; — 5X ’Ui,ﬂUj (bZW. OX

gij i=giog; ' E% UinU; )

und ordne § das differenzierbare (bzw. holomorphe) Biindel (E, g;;) zu. O

21



6 Garbenkohomologie

Ist 0 — § S, § -4 5 — 0 eine exakte kurze Sequenz von Garben iiber X, so ist

0—rx3) Yrxsn“rxz)

auf dem Nieveau von globalen Schnitten exakt, aber I' (¢) im allgemeinen nicht surjektiv.

Definition 6.1 (Welke Garben) Eine Garbeg iiber X heifit welk, wenn fiir jede offene Menge U C X
der Beschrinkungshomomorphismus I' (X, §) — I' (U, §) surjektiv ist

Lemma 6.2 Ist0 — § 4, F -1 § — 0 eine exakte kurze Sequenz von Garben iber X und § welk,
so st T'(g) surjektiv und deswegen ist die folgende Sequenz ebenfalls exakt

0—T(X,5) =% (X) U1 (x5 =5 "2 (X,5§)=5§(X) —0

Definition 6.3 (Kanonische Welke Auflosung) Sei § eine Garbe iiber einem topologischen Raum
X. Man definiert eine welke Garbe € (§) durch

(U — (%) (U) := H Sz, gewohliche Beschr'ankungshomomorphismen) .
zeU

(Mit anderen Worten: Man betrachtet alle nicht unbedingt stetigen Schnitte iiber allen U’s!). Durch

S(U) 27— (Va)zev € €@) (U)

wird ein Garbenmonomorphismus § < € (§) induziert. Definiere

¢ (3) /3 g=1
@) =¢(F), &3 :=
¢ (F) /61 (F) q>2

und

[©® = © @), v a>1]

Man erhélt die folgenden kanonischen kurzen exakten Sequenzen:
0 —F—@F) —6(F)—0
00— &(F) — €1 (F) — &7 (F) — 0.
Setzt man sie zusammen, so erhilt man die sog. kanonische welke Auflosung von §
0—5—CF) —F) — T F) - F) G (6)

Definition 6.4 (Kohomologiegruppen) Sei X ein topologischer Raum und § eine Garbe iiber X.
Die g-te Kohomologiegruppe (bzw. der g-ter Kohomologiemodul) von X mit Koeffizienten in § wird
definiert durch (6.1):

H?(X;5) := H? (€ (3))
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7 Cechsche Kohomologiegruppen

Sei X ein topologischer Raum, 4 = (U;);.; eine offene Uberdekung von X und § eine Priigarbe von
abelschen Gruppen (oder von Moduln) iiber X. Fiir ¢ > 0 definiere:

CO (13 =[5 W)

icl
w3 = J[ swWinuy
i,j€1,1<]
C7(8;F) = 11 (Ui, NU;,N---NT;,) .

(10,315 5iq)ETTTT
i0<iy<-<igq

Die Elemente von C? (i; §) werden durch f = (fml1 ﬂ-q) , wobei fig i, ... g €8 (Ul-o NU;N---N Uiq)

mit (ig,?1,...,14) € It Gy <ip < -0 < 14, bezeichnet. Weiterhin definiere den Gruppenhomomor-
phismus (bzw. Modulhomomorphismus):

8% 1 C1(F) — CTTH (U F)

atd U;,NU;, N---NU,
(6% f)imihm,iq+1 = Z (1) 0NV at1
k=0

Qu,,n-NUs,_ NUs, U (fimm RTSEE P 7iq+l)

fiir alle f = (fi,i1,....5,) € C1 ().

Proposition 7.1 Die folgende Sequenz ist ein Kokettenkomplex:

0 1 2 3 4
C 00— 0 (1:F) 25 01 (11:8) 25 02 (11:8) 25 0% (1,3) 25 0 (13) 2 - (7.1)

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf} fiir alle ¢ > 0 gilt: 5&“ od¢ = 0. In der Tat,

q+2
q+1 q o ) _ 2 : 1\ UigNUsy 0--NUs 4 o q ) ) ) ) _
(61,[ © 51,[) (f20>11>---7'bq+2) - ( 1) QUiOm"'mUil—lmUi1,+1"'mUiq+2 (511 (f’L(],...,1k_1,lk+1...,1q+2)) -
v=0
2 2
_ ‘Ii’: (—1)" QU,'OﬁUi1F‘|~~ﬂUlyq+2 qi‘: (_1)k QUiOrwmeriv_lmU¢,/+1m~»mU¢q+2 (oo
=5 Uioﬁ---ﬁUil_lﬁUil+1---ﬁUiq+2 = Uiom"'mUik_lmUik+1ﬂ"'ﬂUiV71ﬂUiV+1"'mUiq+2
k<v
e fi()a“' k=150 k41 50 sty —1,0u4 1. 7iq+2) +
+2 CNe-nU; ) NU;
" ‘ZZ (_1)k}—1 Uz,oﬁ ﬁUzV710U1V+1ﬁ ﬁUzq+2 (f . . . . . ) _
=6 QU¢Oﬁ~~~ﬂUiU71ﬁU,iu+1ﬂ~~~ﬂUik71ﬂUik+1---ﬁU,qurQ 2050+ sty —15%u 4150 32k —152k41-+- 2g+2
k>v
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Uiommei

q+2

= 5 e (i s s ireniass) —
L UsgN+NUsy (U, O MUy U WUy 805y Tkm 1t B = 15801 g2

k<v
+2 ) )

B qz (_1)k+u UigN---NUi o (f ) . ) . ) )—O
L OU;yn-NUsy_ Uy Ui, U0y S0 sttt itk sigrz ) = Y
k<v

woraus die Behauptung folgt. 0

Definition 7.2 Die zum Kettenkomplex (7.1) assoziierte Kohomologiegruppe

HI(8,F) .= HI(C* (5 F))

heiBt die g-te Cech-Kohomologiegruppe der Uberdeckung 81 mit Koeffizienten in §. (Ist § eine Garbe von
Moduln, so sind auch C? (4;§) und H? (4; §) Moduln).

Definition 7.3 (Verfeinerungen) Sei X ein topologischer Raum, { = (U;),.; eine offene Uberdekung
von X und § eine Prégarbe von abelschen Gruppen (oder von Moduln) iiber X. Eine weitere offene
Uberdekung 0 = (Vj)jeJ von X heifit Verfeinerung von U = (U;),.; , wenn es eine Abbildung 7 : J — I
gibt, sodafl V; C U (;, fiir alle j € J. (Ist U eine Verfeinerung von 4, so bezeichnen wir dies mit 0 < 4[).
Eine solche Abbildung 7 induziert Homomorphismen

79: C1(U; F) — CI(T;F)

wie folgt:

U,-(j )ﬁUT(' )mme .
q L i e 0 J1 T(Jq) ) ) )
T (fiosis, ia) = Ov, NV, NNV, (o) () 7)) -

Proposition 7.4 7° : C* (4, F) — C® (B;F) ist ein Morphismus von Kokettenkomplexen, d.h. alle
Diagramme

CreF) D oot (i 3)
J/Tq O T‘Hll
CUB:F) L oot (9:3)

sind kommutativ.
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Theorem 7.5 Nach Prop. 7.4 induzieren 74’s Homomorphismen t? % =754

1 H(F) — HI(T;F).

Diese Homomorphismen sind unabhdngig von der Wahl von 7 : J — I, d.h. tq% hdngen (bis auf
Isomorphie) nur von den offenen Uberdeckungen 3k und U ab.

Beweis. Siehe z.B. C.A.Cazacu: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verinderlicher, Birkhduser,
(1975), Kap. 7, §2, S. 133-137. O

Proposition 7.6 Die Homomorphismen t7 % haben folgende Eigenschaften:

(i)t § = Id.

ii) Fiir drei offene Uberdeckungen mit 90 <0 < 84 gilt t1 3 ot & =41 3 .
2 by D
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Definition 7.7 (Cech-Kohomologiegruppen) Die Menge der offenen Uberdeckungen von X ist ge-
richtet und zwar bzgl. “<”= “>". Deshalb kann man nach 1.10 den direkten Limes

HY(X;§) = lim H9(4F)

u

bilden. Er heifit die g-te Cech-Kohomologiegruppe (bzw. der q-ter Kohomologiemodul) von X mit
Koeffizienten in §.

Definition 7.8 Ein topologischer Raum X heifit parakompakt, wenn er Hausdorffsch ist und jede seiner
offenen Uberdeckungen eine lokal-endliche Verfeinerung zul:ifit. Regulire topologische Riume (d.h. T3+
T; Réume), die eine abzihlbare Basis besitzten, sind parakompakt.

Theorem 7.9 (Isomorphie zwischen Kohomologietheorien) SeiF eine Garbe von abelschen Grup-
pen (oder von Moduln) iber einem parakompakten topologischen Raum X, so gilt:

H(X;3) =2 HI(X;3)

Beweis. Siehe G.E.Bredon: Sheaf Theory, Second Ed., Graduate Texts in Math., Vol. 170, Springer-
Verlag, (1997), Cor. 4.12, S. 192. O

Theorem 7.10 (Leray’s Theorem) Sei§ eine Garbe von abelschen Gruppen (oder von Moduln) diber
einem parakompakten topologischen Raum X und U = {U;},.; eine offene Uberdeckung von X. Gilt

H" (UiyNU;; NN U;5F) =0

fir alle n > 1 und alle (p + 1)-Tupel (ig,%1,- .. ,ip), so gibt es fir alle ¢ > 0 Isomorphismen:

H(:F) = H(X;3) (2 H(X;F))

Beweis. Siehe G.E.Bredon: Sheaf Theory, Thm. 4.13, S. 193, oder R.C.Gunning: Introduction to
Holomorphic Functions of Several Variables, Vol. II1, Wadsworth & Brooks/Cole Math. Series, (1990),
S. 56-57. 0

8 Theoreme von De Rham und Dolbeault

e Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und &£ )(? ) die Garbe der Keime der -
Differentialformen, die durch

U ED(U) =T (U, TY)

definiert sind. Ist ¢ eine p-Differentialform, die bzgl. eines lokalen Koordinatensystems (x1,... ,x,) als
Y= Z Pit iy ip (2) dxiy Ndxiy A--- Ndag,
i1 <ip<-<ip —

reellwertig und differenzierbar

geschrieben werden kann, so definiert man das Differential dp von ¢:

dp = Z [d‘Pil,i2,~-- i (CE)] Adxiy Ndxi, A -+ Nda;,

11 <ig<--<ip

und somit einen Garbenhomomorphismus d = dP : 8§f) — 5§f+1) fiir alle p > 0. (SQ) :=R). Nach dem
Satz von Poincaré ist dPt! o dP = 0, d.h. (5;), d') ist ein Kokettenkomplex.
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Definition 8.1 (De Rham Kohomologie) Die g-te De Rham Kohomologiegruppe von X ist

Hip (XiR) = H ((£0,d%) 5 R)

Theorem 8.2 (Theorem von De Rham) Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so existieren
fiir alle g € Z Isomorphismen

Hi, (X;R) = HY

sing

(X5R)

die durch

X (U) 3 [¢] — [k, (9)] € S (X;R) = Hom (S, (X;R);R)

S (XR) 3 [o] — [, ()] (0) := / o R

g

Insbesondere sind in dem Fall, in dem X kompakt, zusammenhingend und orientiert ist, (Hjyr (X;R), A)

und (anlg (X;R) ,v) als graduierte Ringe isomorph durch:
P . n—p . Lt
Hsing (Xa R) X Hsing (X7 R) -

= ~| [
HEL (X;R) x HPRP (X;R) 228 R

wobet

p(a,b) = (b, Dx (a)) = (a = b,[X]),  ppg (a,) = /X “he

(vgl. Prop. 3.11)

Beweis. Siehe R.O. Wells: Differential Analysis on Complex Manifolds, GTM, Vol. 65, 2nd. Ed.,
Springer-Verlag, 1980, Thm. 3.15. S. 60-61. O

e Sei nun X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und Eg?’Q) die Garbe der Keime von diffe-

renzierbaren Differentialformen vom Bigrad (p,q), die durch

U ePO(U) =T (U, A (T)’((‘C))V o N (Tx (‘C>)V)

definiert sind. Ist w eine (p, ¢)-Differentialform, die bzgl. eines lokalen Koordinatensystems (z1, ... , z,)
als

w= > Wiy i, it sdaredq (2) @iy Noo+ Ndziy, NdZj N NdZj,
i1 <ip<--<ip
J1<j2<-<Jq

geschrieben werden kann, so definiert man das Differential 0w von w:

o= > [irinsigiiar o ()] Adziy Ao Nz, NdZj N - N dZ,

i1 <in<-<ip
J1<j2<-<Jq
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und somit einen Garbenhomomorphismus
=" ggo,q) . 5)(?"”1)

fiir alle p,q > 0. (5)(?’0) := Q% ist die Garbe der Keime der holomorphen (p,0)-Differentialformen). Nach
einem Satz von Dolbeault ist 8¢ 0 8 = 0, d.h. (ng”),gp’.) ist ein Kokettenkomplex.

Definition 8.3 (Dolbeault Kohomologie) Die g-te Dolbeault p-Kohomologiegruppe von X ist

HE (X) = HY ((£0°,57°)R)

Theorem 8.4 (Theorem von Dolbeault) Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann gilt fir alle
q €l

H? (X; Q%) = HL (X)

Beweis. Siehe R.O. Wells: Differential Analysis on Complex Manifolds, GTM, Vol. 65, 2nd. Ed.,
Springer-Verlag, 1980, Thm. 3.17. S. 61. |
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