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Êáô' áñ·Üò èá óáò ðáñïõóéÜóù Ýíá áðïôÝëåóìá áðü ôç äéäáêôïñéêÞ ìïõ äéáôñéâÞ. Áõôü áíáöÝñåôáé
óå Ýíá áëãåâñïôïðïëïãéêü ðñüâëçìá óôç ìéãáäéêÞ äéÜóôáóç 3. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï èá ðñïôéìïýóá íá
îåêéíÞóù ìå ìéá óýíôïìç áíáóêüðçóç êÜðïéùí ãíùóôþí èåùñçìÜôùí êáé ·ñçóßìùí åííïéþí áðü ôçí
ôïðïëïãßá ôùí ìéãáäéêþí ðïëõðôõãìÜôùí äéÜóôáóçò 1 êáé 2.

1. ÄéóäéÜóôáôá ÊëåéóôÜ ÔïðïëïãéêÜ Ðïëõðôýãìáôá

Ç ðëÞñçò ôïðïëïãéêÞ ôáîéíüìçóç ôùí êëåéóôþí åðéöáíåéþí (Þôïé ôùí äéóäéáóôÜôùí óõìðáãþí, óõ-
íåêôéêþí ôïðïëïãéêþí ðïëõðôõãìÜôùí ·ùñßò óýíïñï), êé åðïìÝíùò êáé ôùí óõìðáãþí åðéöáíåéþí
Riemann (ïé ïðïßåò åìðåñéÝ·ïíôáé óôçí êëÜóç ôùí ðñïóáíáôïëßóéìùí), åßíáé áðïëýôùò åöéêôÞ.

1. Èåþñçìá Ôáîéíüìçóçò. (M. Dehn, P. Heegaard, 1907, êáé F. Levi, 1929)
Ìéá ïðïéáäÞðïôå êëåéóôÞ åðéöÜíåéá åßíáé ïìïéïìïñöéêÞ Þ ìå ôç äéóäéÜóôáôç óöáßñá S2, Þ ìå ìéá åðéöÜíåéá
Mg ó·çìáôéæüìåíç áðü ôç óöáßñá S2 óôçí ïðïßá Ý·ïõìå ðñïóèÝóåé g ≥ 1 ·åñïýëéá, Þ ìå ìéá åðéöÜíåéá
Np ó·çìáôéæüìåíç áðü ôç óöáßñá S2 áðü ôçí ïðïßá Ý·ïõìå áðïìáêñýíåé p ≥ 1 äßóêoõò êáé ôïõò Ý·ïõìå
áíôéêáôáóôÞóåé ìå p ôáéíßåò ôïý Mbius. Ìåôáîý ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí áõôþí åðéöáíåéþí äåí õðÜñ·ïõí
äýï åðéöÜíåéåò ðïõ íá åßíáé ïìïéïìïñöéêÝò. Ïé åðéöÜíåéåò S2 êáéMg åßíáé ðñïóáíáôïëßóéìåò, åíþ ïé Np

äåí åßíáé. ÇMg åßíáé ïìïéïìïñöéêÞ ìå ôï óõíåêôéêü Üèñïéóìá ôÞò S2 êáé g ôüñùí, åíþ çNp åßíáé ïìïéïìïñ-
öéêÞ ìå ôï óõíåêôéêü Üèñïéóìá ôÞò S2 êáé p äéóäéÜóôáôùí ðñáãìáôéêþí ðñïâïëéêþí ·þñùí P2R. Åðßóçò
õößóôáíôáé ïé åîÞò éóïìïñöéóìïß ïìÜäùí :

π1(S2) ∼= {1} , π1(Mg) ∼=
(
a1, b1, . . . , ag, bg

¯̄̄̄
¯

gY
i=1

ai bi a
−1
i b−1i = 1

)
,

êáé

π1(Np) ∼=
(
a1, a2, . . . , aq

¯̄̄̄
¯

qY
i=1

a2i = 1

)
,

êáé áíôéóôïß·ùò ⎧⎪⎨⎪⎩
H0(S2,Z) ∼= H0(Mg,Z) ∼= H0(Np,Z) ∼= Z,
H1(S2,Z) ∼= {1} , H1(Mg,Z) ∼= Z2g, H1(Np,Z) ∼= Zp−1 ⊕ Z2,
H2(S2,Z) ∼= Z, H2(Mg,Z) ∼= Z, H2(Np,Z) ∼= {1} ,

åíþ ç ·áñáêôçñéóôéêÞ Euler äßíåôáé ðñïöáíþò áðü ôïõò ôýðïõò

e
¡
S2
¢
= 2, e (Mg) = 2− 2g, e (Np) = 2− p.

Ôï g (êé áíôéóôïß·ùò, ôï q) êáëåßôáé ôï ãÝíïò ôÞò Mg (êé áíôéóôïß·ùò, ôÞò Np) êáé åßíáé ç ìïíáäéêÞ
ôïðïëïãéêÞ áíáëëïßùôïò ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ôçí ôïðïëïãéêÞ ôáîéíüìçóç. Ìéá ðëÞñçò ôáîéíüìçóç üëùí
ôùí ôïðïëïãéêþí, êëåéóôþí ðïëõðôõãìÜôùí ùò ðñïò ïìïéïìïñöéóìü óå ìåãáëýôåñåò äéáóôÜóåéò åßíáé
áäýíáôç. (Ôï 1958 o Á. Á. Markov áðÝäåéîå üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñéóôþìåíç ïìÜäá ìðïñåß íá
êáôáóôåß èåìåëéþäçò ïìÜäá åíüò ôåôñáäéÜóôáôïõ, êëåéóôïý ðïëõðôýãìáôïò, êáé üôé ôï ãåíéêü ðñüâëçìá
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ôáîéíüìçóçò åßíáé áëãïñéèìéêþò ìç åðéëýóéìï ). Åíôïýôïéò ôá ðñÜãìáôá åßíáé åíôåëþò äéáöïñåôéêÜ üôáí
ðåñéïñéæüìáóôå óôçí êáôçãïñßá ôùí áðëÜ óõíåêôéêþí, êëåéóôþí, ëåßùí ðïëõðôõãìÜôùí.

2. ÔåôñáäéÜóôáôá ÁðëÜ ÓõíåêôéêÜ, ÊëåéóôÜ

ÔïðïëïãéêÜ Ðïëõðôýãìáôá

¸óôù M Ýíá êëåéóôü, ðñïóáíáôïëéóìÝíï, áðëÜ óõíåêôéêü ôïðïëïãéêü 4-äéÜóôáôï ðïëýðôõãìá. ÂÜóåé
ôïý äõúóìïý ôïý Poincarª Ý·ïõìåH4 (M,Z) ∼= H0 (M,Z) ∼= Z. Ç åðéëïãÞ åíüò ãåííÞôïñá ôÞòH4 (M,Z)
êáèïñßæåé ôçí åðéëïãÞ åíüò ðñïóáíáôïëéóìïý ãéá ôï M. ÌåôÜ ôçí ðáãßùóç áõôÞò ôÞò åðéëïãÞò, ï ãåí-
íÞôïñáò ôÞò H4 (M,Z) ëÝãåôáé èåìåëéþäçò êëÜóç ôïý M êáé óõìâïëßæåôáé ùò [M ] . ÅðåéäÞ ôï M åßíáé
áðëÜ óõíåêôéêü, Ý·ïõìå H1 (M,Z) = H3 (M,Z) = 0. ÅðïìÝíùò ïé ðëçñïöïñßåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãýñù
áðü ôïí ·áñáêôçñéóìü ôïý M óå åðßðåäï ïìïëïãßáò åðéêåíôñþíïíôáé óôçí H2 (M,Z). ÓçìåéùôÝïí üôé
ïé (ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò, áâåëéáíÝò) ïìÜäåòH2 (M,Z) êáéH2 (M,Z) äåí Ý·ïõí óôñÝøç, êáèüôé

H2 (M,Z) ∼= Hom (H2 (M,Z) ,Z)⊕ Ext(H1 (M,Z)| {z }
=0

,Z),

êáéH2 (M,Z) ∼= H2 (M,Z) (äõúóìüò ôïý Poincarª).

• ÊÜðïéåò õðåíèõìßóåéò áðü ôç èåùñßá ôùí óõììåôñéêþí äéãñáììéêþí Z-ìïñöþí: ¸óôù L Ýíá êé-
ãêëßäùìá (lattice, Þôïé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíç, åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá), ç ïðïßá Ý·åé âáèìßäá
(rank) ßóç ìå r = rankZ (L) = dimR (L⊗Z R). Ìéá óõíÜñôçóç Q : L × L → Z êáëåßôáé óõììåôñéêÞ äé-
ãñáììéêÞ ìïñöÞ üôáí åßíáé Z-ãñáììéêÞ êáé ùò ðñïò ôéò äýï ìåôáâëçôÝò êáé éó·ýåé Q (a, b) = Q (b, a) ,

ãéá êÜèå (a, b) ∈ L×L. ÅÜí ìåôáâïýìå óôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï L⊗Z R, ôüôå ìðïñïýìå íá ó·çìáôßóïõìå
ìéá ðñáãìáôéêÞ äéãñáììéêÞ ìïñöÞ

QR : (L⊗Z R)2 −→ R,

êáé íá åðéëÝîïõìå ìéá êáôÜëëçëç äéáôåôáãìÝíç R-âÜóç {e1, . . . , er} ôïý ä.·. (L⊗Z R) , ç ïðïßá äéáãù-
íïðïéåß ôçí QR:

¡
QR (ei, ej)

¢
1≤i,j≤r =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2
. . .

λr−1
λr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ïñßæïõìå ùò b+ ôïí áñéèìü ôùí èåôéêþí λi êáé ùò b− ôïí áñéèìü ôùí áñíçôéêþí λi. (Ôá λi ìðïñïýí íá
åðéëåãïýí Ýôóé, þóôå íá ðáßñíïõí ìüíïí ôéò ôéìÝò {0,±1}). Ôï ðñüóçìï (Þ ôï «óçìåßï» Þ ç «õðïãñáöÞ»,
sign, signature) ôÞò Q åßíáé åî ïñéóìïý ßóï ìå ôç äéáöïñÜ

sign(Q) := b+ − b−
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ÇQ ïíïìÜæåôáé ïñéóìÝíç ìïñöÞ üôáí rank(Q) = sign(Q) Þ rank(Q) =− sign(Q) (Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç
ëÝìåðùòçQ åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç, êáé óôç äåýôåñçðùò åßíáé áñíçôéêþò ïñéóìÝíç). ¼ôáí rank(Q) 6= ±
sign(Q), ôüôå ç Q åßíáé áüñéóôç (indefinite). Ç Q ïíïìÜæåôáé Üñôéá üôáí Q (a, a) ≡ 0 (mod 2) , ãéá êÜèå
a ∈ L, êáé ðåñéôôÞ óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç. ¸óôù ôþñá {l1, . . . , lr} ìéá Z-âÜóç ôïý L. Ç äéáêñßíïõóá
ôÞò Q åßíáé ç ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá Q (li, lj) (êáé âåâáßùò äåí åîáñôÜôáé áðü ôç óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ
ôÞò âÜóçò). Ç Q ëÝãåôáé ìç åêöõëéóìÝíç (non-degenerate) üôáí ç äéáêñßíïõóÜ ôçò äåí éóïýôáé ìå ôï
ìçäÝí. (Ãéá ôéò ìç åêöõëéóìÝíåò Q êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù ïñéóèÝíôá λi äåí ìðïñïýí íá åßíáé ßóá ìå
ôï ìçäÝí). Ç Q ëÝãåôáé ìïíïìïäéáêÞ (unimodular) üôáí ç äéáêñßíïõóÜ ôçò éóïýôáé ìå ±1. (Ç Q åßíáé
ìïíïìïäéáêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ïìïìïñöéóìüò L 3 a 7→ θ (a) ∈HomZ (L,Z) , üðïõ θ (a) (b) := Q(a, b),

åßíáé éóïìïñöéóìüò).

ÄõoQ1 : L1×L1 → Z êáéQ2 : L2×L2 → Z ëÝìå ðùò åßíáé éóüìïñöåò (·ñçóéìïðïéþíôáò ôïí óõìâïëéóìü
Q1 ∼= Q2) üôáí õðÜñ·åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò êéãêëéäùìÜôùí ϕ : L1 → L2, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé Q2 ◦
(ϕ× ϕ) = Q1. (Áíôéóôïß·ùò ïñßæåôáé êáé ç éóïìïñößá ãéá ìïñöÝò õðåñÜíù ôïý R).

2. Ðñüôáóç. (Íüìïò áäñáíåßáò ôïý Sylvester) Ç âáèìßäá êáé ôï ðñüóçìï êáèïñßæïõí üëåò ôéò ðñáãìá-
ôéêÝò óõììåôñéêÝò, äéãñáììéêÝò (åíäå·ïìÝíùò êáé åêöõëéóìÝíåò) ìïñöÝò ùò ðñïò R-éóïìïñöéóìü.

3. Ðñüôáóç. (Åðß ôùí ìïíïìïäéáêþí áñôßùí óõììåôñéêþí ä.ì.) Ïé ìïíïìïäéáêÝò, Üñôéåò óõììåôñéêÝò
äéãñáììéêÝò Z-ìïñöÝò Q Ý·ïõí ðñüóçìï

sign (Q) ≡ 0 (mod 8) .

4. Ðñüôáóç. (Åðß ôùí ìïíïìïäéáêþí, ïñéóìÝíùí óõììåôñéêþí ä. ì.) Ãéá äïèÝíôá öõóéêü áñéèìü r,
õðÜñ·ïõí ìüíïí ðåðåñáóìÝíåò êëÜóåéò Z-éóïìïñößáò ìïíïìïäéáêþí, ïñéóìÝíùí óõììåôñéêþí äéãñáììé-
êþí Z-ìïñöþí âáèìßäáò r. (ÁõôÝò üìùò åßíáé ðÜñá ðïëëÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, õðÜñ·ïõí ðåñéóóüôåñåò áðü
1051 üôáí r = 40).

5. Ðñüôáóç. (Ôáîéíüìçóç ìïíïìïäéáêþí, áïñßóôùí óõììåôñéêþí ä. ì.) Ïé ìïíïìïäéáêÝò, áüñéóôåò
óõììåôñéêÝò äéãñáììéêÝò Z-ìïñöÝò Q ôáîéíïìïýíôáé ðëÞñùò ìå ôç âïÞèåéá ôÞò âáèìßäáò ôïõò, ôùí b+, b−,
êáé ôïý ôýðïõ ôïõò (äçëáäÞ ôïý åÜí áõôÝò åßíáé Üñôéåò Þ ðåñéôôÝò ).

(i) ÅÜí ç Q åßíáé ðåñéôôÞ, ôüôå

Q ∼= b+ (1)⊕ b− (−1)

(ii) ÅÜí ç Q åßíáé Üñôéá, ôüôå⎧⎪⎨⎪⎩
Q ∼= −sign(Q)8 (−E8)⊕ sign(Q)+rank(Q)

2 H, åÜí sign (Q) ≤ 0,

Q ∼= sign(Q)
8 E8 ⊕ sign(Q)−rank(Q)

2 H, åÜí sign (Q) ≥ 0.

üðïõ

H =

Ã
0 1

1 0

!
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åßíáé ï ëåãïìÝíïò ðßíáêáò ôïý õðåñâïëéêïý åðéðÝäïõ (ìå rank(H) = 2, sign(H) = 0) êáé

E8 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 −1 0 0 0 0 0

0 2 0 −1 0 0 0 0

−1 0 2 −1 0 0 0 0

0 −1 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ìå rank(±E8) = 8, sign(±E8) = ±8.

• ÌïñöÝò ôïìþí. ÅÜí ôï M åßíáé, üðùò ðéï ðÜíù, Ýíá êëåéóôü, ðñïóáíáôïëéóìÝíï, óõíåêôéêü, áðëÜ
óõíåêôéêü ôïðïëïãéêü 4-äéÜóôáôï ðïëýðôõãìá, ôüôå ôï êõáèþäåò ãéíüìåíï (cup product) åðÜãåé ìéá ìï-
íïìïäéáêÞ, ìç åêöõëéóìÝíç, óõììåôñéêÞ äéãñáììéêÞ ìïñöÞ

QM : H2 (M,Z)×H2 (M,Z)→ H4 (M,Z) ∼= Z,
(a, b) 7−→ QM (a, b) := ha ` b, [M ]i ∈ Z,

ç ïðïßá êáëåßôáé ìïñöÞ ôïìþí (intersection form) ôïýM. (Ôï h., .i : Hi (M,Z)×Hi (M,Z)→ Z óõìâï-
ëßæåé ôï ãéíüìåíï Kronecker, ìå hμ, νi = θ (μ) (ν) , üðïõ θ : Hi (M,Z) → Hom(Hi (M,Z) ,Z) ï öõóéêüò
ìïíïìïñöéóìüò. Åäþ ãéá üëá ôá i = 0, 1, 2, 3, 4 ï θ åßíáé ðñïöáíþò éóïìïñöéóìüò.)

6. ÐáñÜäåéãìá. H H2
¡
S2 × S2,Z

¢ ∼= H2

¡
S2 × S2,Z

¢ ∼= Z ⊕ Z ðáñÜãåôáé (óå åðßðåäï ïìïëïãßáò) áðü
ôá α = S2 × {p} êáé β = {q} × S2, üðïõ ôï p åßíáé Ýíá óçìåßï ôïý ðñþôïõ áíôéôýðïõ ôÞò S2 êáé ôï q

Ýíá óçìåßï ôïý äåõôÝñïõ. ÅðåéäÞ α · β = 1, α · α = β · β = 0, ç ìïñöÞ ôïìþí QS2×S2 äßíåôáé ìÝóù ôïý
õðåñâïëéêïý ðßíáêá H.

7. ÐáñÜäåéãìá. Ç ìïñöÞ ôïìþí ôïý P2C åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (1) , åíþ ç ìïñöÞ ôïìþí ôïý P2C åßíáé
éóüìïñöç ìå ôçí (−1) (üðïõ óôï P2C Ý·ïõìå ðñïóäþóåé ðñïóáíáôïëéóìü áíôßèåôï ôïý ðñïóáíáôïëéóìïý
ôïý P2C).

8. ÐáñÜäåéãìá. Ç ìéãáäéêÞ õðåñåðéöÜíåéá ôïý Fermat

Sd =

(
[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ P3C

¯̄̄̄
¯

3X
i=0

zdi = 0

)

åßíáé áðëÜ óõíåêôéêÞ (Lefschetz Hyperplane Theorem), êáé Ý·ïõìå⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
QSd

∼= d3−6d2+11d−3
3 (1)⊕ (d−1)(2d2−4d+3)

3 (−1) , åÜí d ≡ 1 (mod 2) ,

QSd
∼= d(d2−4)

24 (−E8)⊕ d3−6d2+11d−3
3 H, åÜí d ≡ 0 (mod 2) .
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9. ÐáñÜäåéãìá. Ãéá ôï óõíåêôéêü Üèñïéóìá M#N äõï ôÝôïéùí ðïëõðôõãìÜôùí M,N Ý·ïõìå
H2 (M#N,Z) ∼= H2 (M,Z) ⊕ H2 (N,Z) , áð' üðïõ Ýðåôáé üôé QM#N

∼= QM ⊕ QN . Ãéá ðáñÜäåéãìá,
ç ìïñöÞ ôïìþí ôïý P2C#P2C äßíåôáé áðü ôïí ðßíáêáÃ

1 0

0 −1

!

10. Èåþñçìá. (J. H. C. Whitehead, 1949) ÅÜí ôá M êáé N åßíáé áðëÜ óõíåêôéêÜ, êëåéóôÜ, ðñïóáíá-
ôïëéóìÝíá 4-äéÜóôáôá ôïðïëïãéêÜ ðïëõðôýãìáôá, ôüôå ôá M êáé N åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá åÜí êáé
ìüíïí åÜí ïé ìïñöÝò ôïìþí ôïõò åßíáé éóüìïñöåò (äçë. QM

∼= QN ).

11. ÐáñÜäåéãìá. Ïé ìïñöÝò ôïìþí ôùí S2 × S2 êáé P2C#P2C åßíáé ìç éóüìïñöåò, êé åðïìÝíùò áõôÜ ôá
ðïëõðôýãìáôá åßíáé ïìïôïðéêþò ìç éóïäýíáìá. (ÓçìåéùôÝïí üôé ïé ìïñöÝò áõôÝò, åéëçììÝíåò õðåñÜíù
ôïý R, åßíáé éóüìïñöåò!)

12. Èåþñçìá. (V. A. Rohlin, 1952) ÅÜí ôïM åßíáé Ýíá êëåéóôü, áðëÜ óõíåêôéêü, ðñïóáíáôïëéóìÝíï ôå-
ôñáäéÜóôáôï ëåßï ðïëýðôõãìá, ôï ïðïßï äéáèÝôåé Üñôéá ìïñöÞ ôïìþí QM , ôüôå

sign (QM ) ≡ 0 (mod 16)

13. Èåþñçìá. (C. T. C. Wall, 1964) ¸óôù üôé ôáM êáé N åßíáé äõï êëåéóôÜ, áðëÜ óõíåêôéêÜ, ëåßá (=
C∞-äéáöïñßóéìá) ðïëõðôýãìáôá äéÜóôáóçò 4. ÅÜí ïé ìïñöÝò ôïìþí ôïõò åßíáé éóüìïñöåò, ôüôå õðÜñ·åé
Ýíáò k ≥ 0, ïýôùò þóôå ôïM#k

¡
S2 × S2

¢
íá åßíáé äéáöïñïìïñöéêü ìå ôï N#k

¡
S2 × S2

¢
.

14. ÐáñáôÞñçóç. ÕðÜñ·ïõí êëåéóôÜ, áðëÜ óõíåêôéêÜ, ëåßá ðïëõðôýãìáôá äéÜóôáóçò 4, ôá ïðïßá åßíáé
ìåôáîý ôïõò ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá, áëëÜ ìç äéáöïñïìïñöéêÜ! Ôï Ýíá ðáñÜäåéãìá ðïõ ãíùñßæù åßíáé
áõôü ôïý æåýãïõòM = S4#P2C êáéN = #3P2C#20P2C, ìåQM

∼= QN
∼= 2 (−E8)⊕3H, áëëÜ ç áðüäåéîç ôÞò

ìç ýðáñîçò äéáöïñïìïñöéóìïý Ýðåôáé áðü ôïí õðïëïãéóìü ôùí ëåãïìÝíùíðïëõùíýìùí ôïý Donaldson,
ôá ïðïßá áðïôåëïýí äéáöïñïìïñöéêÝò áíáëëïéþôïõò, áëëÜ ïñßæïíôáé ó·åôéêÜ äýóêïëá. Ôï Üëëï ðáñÜ-
äåéãìá (âë. ðáñ. 17.) ìðïñåß íá ðáñïõóéáóôåß ðïëý ðéï åýêïëá, êÜíïíôáò ·ñÞóç áëãåâñïãåùìåôñéêþí
áíáëëïéþôùí êáé ôïý ðåñßöçìïõ èåùñÞìáôïò ôïý Freedman.

15. Èåþñçìá. (M. Freedman, 1982) (i) Äïèåßóáò ìéáò ìïíïìïäéáêÞò, áñôßáò óõììåôñéêÞò äéãñáììéêÞò
Z-ìïñöÞò, õðÜñ·åé (ùò ðñïò ïìïéïìïñöéóìü ) áêñéâþò Ýíá áðëÜ óõíåêôéêü, êëåéóôü 4-äéÜóôáôï ôïðïëï-
ãéêü ðïëýðôõãìá, ôï ïðïßï ôçí åêðñïóùðåß.

(ii) Äïèåßóáò ìéáò ìïíïìïäéáêÞò, ðåñéôôÞò óõììåôñéêÞò äéãñáììéêÞò Z-ìïñöÞò, õðÜñ·ïõí (ùò ðñïò
ïìïéïìïñöéóìü ) áêñéâþò äýï áðëÜ óõíåêôéêÜ, êëåéóôÜ 4-äéÜóôáôá ôïðïëïãéêÜ ðïëýðôõãìáôá, ôá ïðïßá
ôçí åêðñïóùðïýí . Ôï Ýíá ìÜëéóôá åî áõôþí äåí ìðïñåß íá åßíáé ðïôÝ ëåßï.

ÅðïìÝíùò ôá áðëÜ óõíåêôéêÜ, êëåéóôÜ 4-äéÜóôáôá ëåßá ðïëýðôõãìáôá ðñïóäéïñßæïíôáé (ùò ðñïò ïìïéïìïñöéóìü)
ìÝóù ôùí ìïñöþí ôïìþí ôïõò. ÅÜí, ãéá ðáñÜäåéãìá, ôáM êáéN åßíáé äõï áðëÜ óõíåêôéêÜ, êëåéóôÜ 4-äéÜóôáôá
ëåßá ðïëýðôõãìáôá ìå QM

∼= QN , ôüôå ôáM êáé N ïöåßëïõí íá åßíáé ü·é ìüíïí ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá (êáôÜ
ôï Èåþñçìá ôïý Whitehead), áëëÜ êáé ïìïéïìïñöéêÜ!
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16. Ðüñéóìá. (Ç Åéêáóßá ôïý Poincarª åßíáé áëçèÞò óôç äéÜóôáóç 4) ÅÜí Ýíá áðëÜ óõíåêôéêü, êëåé-
óôü, ðñïóáíáôïëéóìÝíï 4-äéÜóôáôï ôïðïëïãéêü ðïëýðôõãìáM åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìï ìå ôç óöáßñá
S4, ôüôå ôïM ïöåßëåé íá åßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå ôçí S4.

17. ÐáñÜäåéãìá. (Ebeling, 1990) Ïé ðëÞñåéò äéáôïìÝò

M(3,3,6,7,7,10) ⊂ P8C , M(2,2,3,3,3,3,3,5,9) ⊂ P11C

åßíáé ìåôáîý ôïõò ïìïéïìïñöéêÝò, áëëÜ ü·é êáé äéáöïñïìïñöéêÝò.

18. Èåþñçìá. (S. K. Donaldson, 1982) ÅÜí ìéá ïñéóìÝíç, ìïíïìïäéáêÞ, óõììåôñéêÞ äéãñáììéêÞ ìïñöÞ
ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ùò ìïñöÞ ôïìþí åíüò ëåßïõ, áðëÜ óõíåêôéêïý, êëåéóôïý, ôåôñáäéÜóôáôïõ ðïëõðôýã-
ìáôïò, ôüôå áõôÞ èá åßíáé éóüìïñöç ìå k (1) Þ k (−1), ãéá êÜðïéïí k ≥ 1.

19. ÐáñáôÞñçóç. Ðáñüôé ïé ìïíïìïäéáêÝò, ïñéóìÝíåò óõììåôñéêÝò äéãñáììéêÝò Z-ìïñöÝò åßíáé, üðùò
ðñïáíáöÝñáìå, ðÜìðïëëåò, ôï èåþñçìá ôïý Donaldson ìÜò ðëçñïöïñåß üôé ìüíïí ïé äéáãùíïðïéÞóéìåò
ìå Üóóïõò ìðïñïýí íá áðïôåëÝóïõí ìïñöÝò ôïìþí ëåßùí, áðëÜ óõíåêôéêþí, êëåéóôþí, ôåôñáäéÜóôáôùí
ðïëõðôõãìÜôùí.

20. Èåþñçìá. (M. Furuta, 1995) ÅÜí ìéá Üñôéá ìïñöÞ Q ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ùò ìïñöÞ ôïìþí åíüò
ëåßïõ, áðëÜ óõíåêôéêïý, êëåéóôïý, ôåôñáäéÜóôáôïõ ôïðïëïãéêïý ðïëõðôýãìáôïò, ôüôå

rank (Q) >
10

8
|sign (Q)|

21. Åéêáóßá. (Kas-Kirby) ÕðÜñ·åé ç áêüëïõèç êáëõôÝñåõóç ôÞò ðáñáðÜíù áíéóüôçôáò :

rank (Q) ≥ 11
8
|sign (Q)|
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3. Åðß ôùí äéáöüñùí áíáëëïéþôùí ôùí óõìðáãþí, óõíåêôéêþí

C-äéóäéáóôÜôùí ìéãáäéêþí ðïëõðôõãìÜôùí.
¸óôù X Ýíá ôÝôïéï ðïëýðôõãìá (= óõìðáãÞò, óõíåêôéêÞ ìéãáäéêÞ åðéöÜíåéá). Ôüôå õðÜñ·ïõí ïé åîÞò
áíáëëïßùôïé:

Áíáëëïßùôïé ÅéäéêÜ Ïíüìáôá êáé Óõìâïëéóìïß

ÔïðïëïãéêÝò
(i) Ç Èåìåëéþäçò ÏìÜäá π1(X)

(ii) Ïé Áñéèìïß ôïý Betti bi = dimQH
i (X,Q)

(iii) b+ (X) , b− (X) , τ (X) = sign (QX) = b+ (X)− b− (X)

ÁíáëõôéêÝò
(i) Ï Áñéèìüò ôïý Picard ρ (X) = rank NS (X)
(ii) Ïé Áñéèìïß ôïý Hodge hp,q (X) = dimCH

q (X,ΩpX)

(iii) Ç ÄéÜóôáóç ôïý Kodaira kod (X)

ÌéêôÝò
(i) Ï 1ïò Áñéèìüò ôïý Chern c21 (TX) [X] = K2

X

(ii) Ï 2ïò Áñéèìüò ôïý Chern c2 (TX) [X] = e (X)

Ó·üëéá: (a) Óçìáíôéêü ñüëï óå äéÜöïñá åñùôÞìáôá, ðïõ áöïñïýí óå ôáîéíïìÞóåéò, äéáäñáìáôßæïõí êáé
ïé åîÞò áñéèìïß:

q (X) := h1 (X,OX) = h0,1 (X) = h2,1 (X) [áññçôüôçôá ôïýX]

pg (X) := h0 (X,OX (KX)) = h2,0 (X) = h0,2 (X) [ãåùìåôñéêü ãÝíïò ôïýX]

Pn(X) := h0 (X,OX (nKX)) [n-ïóôü ðïëõãÝíïò ôïýX]

(b) Åêêéíþíôáò áðü ôçí «åêèåôéêÞ» óýíôïìç áêñéâÞ áêïëïõèßá äñáãìÜôùí

0 −→ Z −→ OX −→ O∗X −→ 0

h
f 7−→ e2π

√
−1 f

i
ðáßñíïõìå ôç ìáêñÜ áêñéâÞ áêïëïõèßá ïìÜäùí óõíïìïëïãßáò

0 −→ H0 (X,Z)| {z }
∼=Z

−→ H0 (X,OX)| {z }
∼=C

−→ H0 (X,O∗X)| {z }
∼=C

−−

H1 (X,Z) −→ H1 (X,OX) −→ H1 (X,O∗X)
δ−→ H2 (X,Z) −→ H2 (X,OX)→ · · ·

åðß ↓ k ∪
0 −→ Pic0 (X)| {z }

=Ker(δ)

→ Pic (X) ³ NS (X) −→ 0
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Pic(X) = ïìÜäá ôïý Picard = {üëåò ïé ïëüìïñöåò äÝóìåò åõèåéþí õðåñÜíù ôïý X} ,
NS(X)= Pic(X) /Pic0 (X) = ïìÜäá ôùí Neron êáé Severi.

(c) Ç äéÜóôáóç ôïý Kodaira ïñßæåôáé ùò åîÞò

kod (X) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∞, üôáí Pn (X) = 0, ∀n, n ≥ 1

min

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩a ∈ N0

¯̄̄̄
¯̄̄̄ ôï êëÜóìá

Pn (X)

na

åßíáé öñáãìÝíï
ùò óõíÜñôçóç ôïý n

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , áëëéþò

êáé ðáßñíåé ôéìÝò kod (X) ∈ {−∞, 0, 1, 2}. (Ç kod (X) ïñßæåôáé ðáñïìïßùò êáé ãéá êÜèå ìéãáäéêü ðïëý-
ðôõãìá Þ ðïéêéëüôçôáX ïéáóäÞðïôå äéÜóôáóçò, êáé ðáßñíåé ôéìÝò kod (X) ∈ {−∞, 0, 1, 2, ..., dimCX} .)

(d) Éó·ýïõí ïé åîÞò ôýðïé

μáñáêôçñéóôéêÞ ôïý Euler:

e (X) = 2− b1 (X) + b2 (X)

μáñáêôçñéóôéêÞ ôùí Euler êáé Poincarª ãéá ôï äñÜãìá äïìÞò

χ (OX) = 1− q (X) + pg (X)

üðïõ

χ (OX) =
K2
X + e (X)

12
=

c21 (TX) [X] + c2 (TX) [X]

12
(1)

âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò Riemann-Roch.

Ôýðïò ôïý Hirzebruch ãéá ôï ðñüóçìï ôÞò QX :

τ (X) = sign(QX) =
K2
X − 2e (X)

3
=

c21 (TX) [X]− 2c2 (TX) [X]
3

(2)

(e) Ôüóï ç èåìåëéþäçò ïìÜäá π1(X), üóï êáé ïé áñéèìïß

hp,0 (X) , q (X) , pg (X) , Pn (X) , kod (X) , χ (OX)

áðïôåëïýí áìößññçôåò áíáëëïéþôïõò.

(f) Ïé áñéèìïß c21 (TX) [X] = K2
X , c2 (TX) [X] = e (X) åßíáé áíáëëïßùôïé ôïý ïìïôïðéêïý ôýðïõ (ãéá ôïí

ðñþôï âë. (2)). Ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïõò áñéèìïýò Hodge, äéüôé⎧⎪⎨⎪⎩
b1(X) = h1,0(X) + h0,1(X)

b1(X) ≡ 0(mod 2) =⇒ h1,0(X) = h0,1(X), b+(X) = 2h
2,0(X) + 1

b1(X) ≡ 1(mod 2) =⇒ h1,0(X) = h0,1(X)− 1, b+(X) = 2h
2,0(X)
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(g) ÃåíéêÜ ðåñß ôùí áñéèìþí ôïý Hodge.

ÅÜíX åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå ìéãáäéêü ðïëýðôõãìá (ìéãáäéêÞò) äéÜóôáóçò d,

T
(R)
X =

[
x∈X

T
(R)
X,x −→ X, T

(R)
X,x
∼=
½

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xd
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yd

¾
ç ðñáãìáôéêÞ åöáðôüìåíÞ ôïõ äÝóìç êáé

T
(C)
X = T

(R)
X ⊗R C =

[
z∈X

T
(C)
X,z −→ X

ç ìéãáäïðïßçóÞ ôçò (complexification), üðïõ

T
(C)
X,z
∼= C

½
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xd
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yd

¾
∼= C

½
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zd
,
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zd

¾
ùò ðñïò Ýíá ôïðéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí z = (z1, . . . , zd) , zj = xj +

√
−1yj , ∀j, 1 ≤ j ≤ d, ôüôå

Ý·ïõìå ìéá äéÜóðáóç

T
(C)
X = T

0(C)
X ⊕ T

00(C)
X , T

0(C)
X = C

½
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zd

¾
| {z }

ïëüìïñöï ôìÞìá

, T
00(C)
X = C

½
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zd

¾
| {z }

áíôéïëüìïñöï ôìÞìá

.

¸óôù E(p,q)X ôï äñÜãìá ôùí öýôñùí ôùí (äéáöïñßóéìùí) äéáöïñéêþí ìïñöþí äéâáèìïý (p, q), ïñéæüìåío
ùò åîÞò:

{áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïýX} 3 U 7−→ E(p,q)X (U) = Γ

µ
U,
^p ³

T
0(C)
X

´∨
⊗
^q ³

T
00(C)
X

´∨¶
.

ÊÜèå (p, q)-äéáöïñéêÞ ìïñöÞ ω ãñÜöåôáé, ùò ðñïò Ýíá ôïðéêü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí (z1, . . . , zd), ùò

ω =
X

i1<i2<···<ip
j1<j2<···<jq

ωi1,i2,..,ip,j1,j2,..,jq (z) dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq .

Ãéá êÜèå ω ïñßæåôáé ôï äéáöïñéêü ∂ω

∂ω =
X

i1<i2<···<ip
j1<j2<···<jq

£
∂ωi1,i2,..,ip,j1,j2,..,jq (z)

¤
∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq

êáé ìÝóù áõôïý Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äñáãìÜôùí

∂ = ∂
p,q
: E(p,q)X −→ E(p,q+1)X , ãéá êÜèå p, q ≥ 0.

Ôï äñÜãìáΩpX :=Ker
³
E(p,0)X −→ E(p,1)X

´
êáëåßôáé äñÜãìá ôùí öýôñùí ôùí ïëüìïñöùí (p, 0)-äéáöïñéêþí

ìïñöþí. (ÉäéáéôÝñùò ãéá p = d, ΩdX = OX (KX) , üðïõ KX :=
Vd
³
T
0(C)
X

´∨
åßíáé ç ëåãïìÝíç êáíï-

íéóôéêÞ äÝóìç Þ ï êáíïíéóôéêüò äéáéñÝôçò ôïý X). ÅðåéäÞ ∂
p,q+1 ◦ ∂p,q = 0, ôï

³
E(p,•)X , ∂

p,•´
áðïôå-

ëåß Ýíá áëõóùôü óýìðëåãìá, êáé ç (p, q)-ïìÜäá óõíïìïëïãßáò ôïý Dolbeault ïñßæåôáé ùò ç Hp,q

∂
(X) :=
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Hq
³³
E(p,•)X , ∂

p,•´
,R
´
.

Èåþñçìá ôïý Dolbeault:

Hq (X,ΩpX)
∼= Hp,q

∂
(X)

Ãéá óõìðáãÞX, ôï êåíôñéêü èåþñçìá ðïõ áöïñÜ óôá åëëåéðôéêÜ óýìðëïêá ìÜò äßíåé:

hp,q(X) = dimCH
q (X,ΩpX) < +∞

Åðßóçò: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
h0,0(X) = hd,d(X) = 1 [ëüãù óõíåêôéêüôçôáò]
hp,q(X) = hd−p,d−q (X) [äõúóìüò Kodaira-Serre]
hμ,ν(X × Y ) =

X
p+r=μ
q+s=ν

hp,q(X)hr,s (Y ) [éäéüôçôá ãéíïìÝíïõ]

Èåþñçìá áðïóýíèåóçò óõíïìïëïãéáêþí ïìÜäùí (Èåþñçìá ôïý Hodge)

¸óôù X Ýíá ìéãáäéêü ðïëýðôõãìá äéÜóôáóçò d, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå óçìåßï z ∈ X íá õðÜñ·åé Ýíá
åóùôåñéêü ãéíüìåíï Hermite hz (Þôïé ìéá ìéãáäéêÞ, èåôéêþò ïñéóìÝíç 1/2-ãñáììéêÞ ìïñöÞ, ç ïðïßá åßíáé
óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïí ó·çìáôéóìü óõæõãþí)

T
(C)
X,z × T

(C)
X,z −→ C

ãéá êÜèå ßíá ôÞò T (C)X . Ìå ôç âïÞèåéá åíüò ôïðéêïý óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí ôï hz áíáðáñßóôáôáé
(ôïðéêþò) ùò

hz =
X

1≤i,j≤d
hij zi ⊗ zj ,

üðïõ ï (hij) åßíáé Ýíáò èåôéêþò ïñéóìÝíïò, åñìéôéáíüò, óõììåôñéêüò ðßíáêáò. Ïñßæïõìå ôç (èåìåëéþäç)
äéáöïñéêÞ (1, 1)-ìïñöÞ ôïý hz ùò åîÞò

Φz :=

√
−1
2

X
1≤i,j≤d

hij zi ∧ zj .

ÅÜí áõôÞ åßíáé êëåéóôÞ, äçë. ∂Φz = 0, ãéá üëá ôá z ∈ X, ôüôå ëÝìå ðùò ôï X åßíáé Ýíá ðïëýðôõãìá
Kähler. Ãéá üëá ôá óõìðáãÞ ìéãáäéêÜ ðïëõðôýãìáôá X, ôá ïðïßá åßíáé Kähler, éó·ýåé:

Hi (X,C) ∼=
M
p+q=i

Hq (X,ΩpX)
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áð' üðïõ ðáßñíïõìå

bi (X) =
X
p+q=i

hp,q(X), hp,q(X) = hq,p(X)

êáé

b2q+1(X) = 2

"
qX

p=0

hp,2q+1−p (X)

#
≡ 0 (mod 2) .

22. ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí ôïX åßíáé ðñïâïëéêþò áëãåâéêü, äçëáäÞ üôáí åðéäÝ·åôáé ìéá åìöýôåõóçùò Ýíá
áëãåâñéêü õðïóýíïëï åíôüò åíüò ðñïâïëéêïý ·þñïõ PNC , ôüôå ôï X åßíáé ðïëýðôõãìá Kähler.

Áëë' áò åðáíÝëèïõìå óôéò óõìðáãåßò ìéãáäéêÝò åðéöÜíåéåò.

23. Èåþñçìá. (ÁëãåâñïãåùìåôñéêÞ Ôáîéíüìçóç Enriques-Kodaira) ÊÜèå óõìðáãÞò, óõíåêôéêÞ ìéãá-
äéêÞ åðéöÜíåéá, ç ïðïßá åßíáé ðñïâïëéêþò áëãåâñéêÞ, äéáèÝôåé Ýíá åëá·éóôïôéêü ìïíôÝëï (minimal model),
ôï ïðïßï åßíáé êáôá·ùñçìÝíï óôïí êáôÜëïãï ðïõ áêïëïõèåß. Ôï ìïíôÝëï áõôü åßíáé ìïíáäéêü, ìå ìüíç
åîáßñåóç ôéò åðéöÜíåéåòX ìå kod (X) = −∞.
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24. ÐáñáôÞñçóç. Ôï èåþñçìá ãåíéêåýåôáé êáé ãéá ôá X , ôá ïðïßá äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ðñïâïëéêþò
áëãåâñéêÜ, áëëÜ ï áíôßóôïé·ïò êáôÜëïãïò åßíáé ðïëý åõñýôåñïò.

25. ÐáñáôÞñçóç. Ãéá íá äéåõêïëõíèïýìå óôç óõíÝ·éóç ôÞò ðñïçãïýìåíçò óõæÞôçóÞò ìáò, áò ðåñéïñé-
óôïýìå óôçí åîÝôáóç ìüíïí ôùí åðéöáíåéþí X ìå kod (X) ≤ 0, ïé ïðïßåò åßíáé áðëÜ óõíåêôéêÝò. Ôï
ßäéï ôï P2C äåí ðñïêáëåß êáíÝíá éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí. Ïé Σn äéá·ùñßæïíôáé ðñïöáíþò óå äýï êëÜóåéò
ïìïéïìïñößáò, Þôïé óå åêåßíç ãéá n Üñôéïõò êáé óå åêåßíç ãéá n ðåñéôôïýò. (Åöáñìüóôå ôï Èåþñçìá ôïý
Freedman.) ¼ðùò üìùò áðÝäåéîå ï Brieskorn ôï 1965, áõôÞ ç ôáîéíüìçóç óõìðßðôåé êáé ìå ôç äéáöï-
ñïìïñöéêÞ ôáîéíüìçóç. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ôéò åðéöÜíåéåò ìå kod (X) = 0 éó·ýåé ôï åîÞò éó·õñü
èåþñçìá:

26. Èåþñçìá. (Ì. Artin, 1960, K. Kodaira, 1966, etal.) Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò ãéá
äõï ôõ·ïýóåò óõìðáãåßò, óõíåêôéêÝò, ìéãáäéêÝò åðéöÜíåéåò X êáéX 0 ìå kod (X) = kod (X 0) = 0.

(i) ÏéX êáéX 0 åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìåò.

(ii)ÇX ìðïñåß íá ðáñáìïñöùèåß äßíïíôÜò ìáò ôçíX 0, äçëáäÞ õðÜñ·ïõí óõíåêôéêïß, áíçãìÝíïé áíáëõôéêïß
·þñïéX êáé T, êáèþò êáé ìéá ëåßá, ãíÞóéá ïëüìïñöç áðåéêüíéóçΦ : X → T, ìå äýï óçìåßá t, t0 ∈ T, ôÝôïéá
þóôå íá éó·ýåé X ∼= Φ−1 (t) êáé X 0 ∼= Φ−1 (t0) . (¼ôáí áõôÞ ç óõíèÞêç éêáíïðïéåßôáé, ôüôå ïé åðéöÜíåéåò
X êáéX 0 åßíáé éäéáéôÝñùò äéáöïñïìïñöéêÝò.)

(iii) π1(X) ∼= π1(X
0) êáé b2 (X) = b2 (X

0) .

27. ÐáñáôÞñçóç. ÇóõíèÞêç (iii) åßíáé åîáéñåôéêÜ áðëÞ êáé åëÝã·åôáé åýêïëá. ¼ðùò âëÝðåé êáíåßò áðü
ôïí êáôÜëïãï ôÞò ôáîéíüìçóçò ðïõ äþóáìå, ïé 4 êëÜóåéò ìéãáäéêþí åðéöáíåéþí ìå äéÜóôáóç Kodaira
= 0 åßíáé ôïðïëïãéêþò äéá·ùñéóìÝíåò. Åî áõôþí, ïé åðéöÜíåéåò Ê 3 (ïíïìáóèåßóåò Ýôóé ðñïò ôéìÞí
ôùí Kummer, Kähler êáé Kodaira), ïñéæüìåíåò ìÝóù ôùí óõíèçêþí KX

∼= OX êáé q (X) = 0, åßíáé ïé
ìüíåò åðéöÜíåéåò ðïõ åßíáé áðëÜ óõíåêôéêÝò êáé ðñïöáíþò Ý·ïõí üëåò ôïí ßäéï äéáöïñïìïñöéêü ôýðï.
(Áêüìç êáé ôá ìÝëç ôùí Üëëùí ôñéþí êëÜóåùí, ôá ïðïßá äéáèÝôïõí éóüìïñöåò èåìåëéþäåéò ïìÜäåò, Ý·ïõí
ôïí ßäéï äéáöïñïìïñöéêü ôýðï.)
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4. ÅîáäéÜóôáôá ëåßá, êëåéóôÜ, áðëÜ óõíåêôéêÜ ðïëõðôýãìáôá

êáé ìéãáäéêÜ ôñéðôýãìáôá Calabi-Yau.
Ç ðåñéãñáöÞ ôùí ôïðïëïãéêþí 6-äéÜóôáôùí, êëåéóôþí, ëåßùí ðïëõðôõãìÜôùí åßíáé áñêåôÜ ðåñßðëïêç,
êáèüôé áðáéôåßôáé ìéá ðëçèþñá ·áñáêôçñéóôéêþí êëÜóåùí êáé Üëëùí âïçèçôéêþí åííïéþí ãéá ôç äéáôý-
ðùóç áêüìç êáé ôùí ðéï óôïé·åéùäþí áðïôåëåóìÜôùí. Ãéá åõíüçôïõò ëïéðüí ëüãïõò èá ðåñéïñéóôïýìå
óôçí êëÜóç åêåßíùí ôùí 6-äéÜóôáôùí êëåéóôþí, ðñïóáíáôïëéóìÝíùí, ëåßùí ðïëõðôõãìÜôùí M ìå ôéò
áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(I) π1(M) ∼= {1}
(II) Ç äåýôåñç ·áñáêôçñéóôéêÞ êëÜóç w2 (M) ∈ H2(M,Z2) ôùí Stiefel êáé Whitney åßíáé ìçäÝí.

Óå ôÝôïéáM áíôéóôïé·ïýìå ìéá ôåôñÜäá áíáëëïéþôùí (H2(M,Z), b3(M), QM , [p1]M ), üðïõ

(i)H2(M,Z) åßíáé ç äåýôåñç ïìÜäá óõíïìïëïãßáò ôïýM,

(ii) b3(M) åßíáé ï ôñßôïò áñéèìüò ôïý Betti ãéá ôïM,

(iii) QM åßíáé ç óõììåôñéêÞ, ôñéãñáììéêÞ Z-ìïñöÞ

QM : H2(M,Z)×H2(M,Z)×H2(M,Z) −→ H6(M,Z) ∼= Z
(a, b, c) 7−→ QM (a, b, c) := ha ` b ` c, [M ]i

ç åðáãïìÝíç áðü ôï êõáèþäåò ãéíüìåíï, êáé

(iv) [p1]M åßíáé ç ãñáììéêÞ Z-ìïñöÞ

[p1]M : H4(M,Z) −→ H6(M,Z) ∼= Z, a 7−→ [p1]M (a) := hp1 (M) ` a, [M ]i

ç åðáãïìÝíç áðü ôçí ðñþôç ·áñáêôçñéóôéêÞ êëÜóç ôïý Pontrjagin p1 (M) ∈ H4(M,Z) ôïýM.

28. Èåþñçìá. (C. T. C. Wall, 1966) Áò õðïèÝóïõìå üôé

A =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
üëåò ïé ôåôñÜäåò (H, b,Q, [p])

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

H ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíç, åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá,
b Ýíáò Üñôéïò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò,
Q ìéá óõììåôñéêÞ ôñéãñáììéêÞ Z-ìïñöÞ
Q : H ×H ×H → Z,
[p] ìéá ãñáììéêÞ Z-ìïñöÞ [p] : H → Z, ìå
Q (a, a, b) ≡ Q (a, b, b) (mod 2) ,∀a, b ∈ H,

[p] (a) ≡ 4Q (a, a, a) (mod 24) ,∀a ∈ H.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

êáé

B =
(

6-äéÜóôáôá êëåéóôÜ, ðñïóáíáôïëéóìÝíá, ëåßá
ðïëõðôýãìáôáMôá ïðïßá ðëçñïýí ôéò éäéüôçôåò (É) êáé (ÉÉ)

)
,
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C = {M ∈ B | ïé ïìÜäåò óõíïìïëïãßáò ôïýMäåí Ý·ïõí óôñÝøç}

Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜíM ∈ B, ôüôå (H2(M,Z), b3(M), QM , [p1]M ) ∈ A.
(ii) ÅÜí ôáM,N ∈ B åßíáé äéáöïñïìïñöéêÜ, ôüôå

(H2(M,Z), b3(M), QM , [p1]M ) “
∼= ” (H2(N,Z), b3(N),QN , [p1]N ).

(iii) Ãéá êÜèå ôåôñÜäá (H, b,Q, [p]) ∈ A õðÜñ·ïõí ìüíïí ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïòM ∈ B ìå äéáöïñåôéêïýò
äéáöïñïìïñöéêïýò ôýðïõò (áëëÜ ìüíïí ÝíáM ∈ C), ïýôùò þóôå

(H, b,Q, [p]) “ ∼= ” (H2(M,Z), b3(M), QM , [p1]M ).

29. ÐáñáôÞñçóç. (i) ÕðÜñ·ïõí êáé êÜðïéá áíÜëïãá èåùñÞìáôá, ïöåéëüìåíá óôïõò Jupp (1973) êáé
Zupr (1975), ðïõ áöïñïýí óå ôáîéíïìÞóåéò ùò ðñïò ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá, áëëÜ ç äéáôýðùóÞ ôïõò
áðáéôåß ðïëëÝò ôå·íéêÝò ëåðôïìÝñåéåò.

(ii) Ç ðñþôç ñçôÞ êëÜóç ôïý Pontrjagin pQ1 (M) ∈ H4(M,Q) áíáëëïßùôïò ôïý ïìïôïðéêïý ôýðïõ (Zupr).

Áðü åäþ êáé óôï åîÞò èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí åîÝôáóç ôùí Calabi-Yau ôñéðôõãìÜôùí, ôï õðïêåßìåíï
ôïðïëïãéêü 6-äéÜóôáôï ðïëýðôõãìá ôùí ïðïßùí ðëçñïß ôéò ðñïáíáöåñèåßóåò óõíèÞêåò.

30. Ïñéóìüò. ¸íá ðñïâïëéêþò áëãåâñéêü, ìéãáäéêü ðïëýðôõãìá (ìéãáäéêÞò) äéÜóôáóçò d êáëåßôáé ðï-
ëýðôõãìá Calabi-Yau, üôáí Ý·åé ôåôñéììÝíç êáíïíéóôéêÞ äÝóìç (Þ, éóïäõíÜìùò, ôåôñéììÝíï êáíïíéóôéêü
äéáéñÝôç, trivial canonical divisor), äçë. KX

∼= OX , êáé üôáí ôáõôï·ñüíùò éó·ýåé:

Hi (X,OX) = 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ d− 1.

31. ÐáñáôÞñçóç. (i) Ôá ðïëõðôýãìáôá Calabi-Yau áðïôåëïýí ôçí Üìåóç ãåíßêåõóç ôùí åðéöáíåéþí
Ê3 óå õøçëüôåñåò äéáóôÜóåéò êáé Ý·ïõí ·ñçóéìïðïéçèåß åõñÝùò ôá ôåëåõôáßá 15 ·ñüíéá óôç ìáèçìáôéêÞ
öõóéêÞ, êáé åéäéêüôåñá óôç èåùñßá ôùí õðåñ·ïñäþí.

(ii) H ðñþôç ·áñáêôçñéóôéêÞ êëÜóç ôïý Chern c1(X) ∈ H2(X,Z) ôÝôïéùíX åßíáé ìçäÝí, êáèüôé

c1(X) := c1

³
T
0(C)
X

´
= −c1

³
T
0(C)
X

´∨
= −c1(

^d ³
T
0(C)
X

´∨
) = −c1 (KX) ,

åíþ ç äåýôåñç ·áñáêôçñéóôéêÞ êëÜóç w2 (X) ∈ H2(M,Z2) ôùí Stiefel êáé Whitney åßíáé ìçäÝí, äéüôé
áðïôåëåß ôçí åéêüíá ôÞò c1(X) ìÝóù ôÞò H2(X,Z) → H2(X,Z2). ÅîÜëëïõ ç ðñþôç ·áñáêôçñéóôéêÞ
êëÜóç ôïý Pontrjagin p1 (X) ∈ H4(M,Z) éóïýôáé ìå p1 (X) = c21(X)− 2c2(X) = −2c2(X).
(iii) Ãéá ôá ôñéðôýãìáôá Calabi-YauX (d = 3) éó·ýåé éäéáéôÝñùò

e (X) = 2(h1,1(X)− h1,2(X)) = 2 (b2 (X) + 1)− b3(X),

åíþ áðü ôçí åêèåôéêÞ áêñéâÞ áêïëïõèßá ðáßñíïõìå Pic(X) ∼= H2(X,Z), ïðüôå

ρ (X) = rankZ (Pic (X)) = b2(X) = h1,1(X), h1,2(X) =
1

2
b3(X)− 1.
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Âáóéêü Åñþôçìá: Åßíáé äõíáôüí íá ãåíéêåõèåß ôï Èåþñçìá 26.
ôïý Kodaira óå õøçëüôåñåò äéáóôÜóåéò;

Ç áðÜíôçóç åßíáé áñíçôéêÞ.

32. Èåþñçìá. (Ä. ÍôáÞò, 1994) Åßíáé áäýíáôç ç ýðáñîç åíüò Üìåóïõ áíáëüãïõ ôïý èåùñÞìáôïò 26. ôïý
Kodaira ãéá óõìðáãÞ ìéãáäéêÜ ðïëõðôýãìáôá X ìå kod (X) = 0 Þäç áðü ôç (ìéãáäéêÞ) äéÜóôáóç 3. Óõ-
ãêåêñéìÝíá, õðÜñ·åé Ýíáò áëãüñéèìïò ðáñáãùãÞò ôñéðôõãìÜôùíCalabi-Yau, ôá ïðïßá åßíáé áðëÜ óõíåêôéêÜ,
äéáèÝôïõí ôïõò ßäéïõò áñéèìïýò Betti, åßíáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìá, áëëÜ äåí åßíáé ïýôå äéáöïñïìïñöéêÜ, ïýôå
êáí ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá.

Ç ðáñáãùãÞ ôÝôïéùí ôñéðôõãìÜôùí âáóßæåôáé óôçí åîÞò áëãåâñïãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ: Åêêéíþíôáò
áðü óõóôÞìáôá «âáñþí» (w1, . . . , wm) ∈ Nm êáé (d1, d2, . . . , dk) ∈ (N≥2)k, èåùñïýìå âåâáñçìÝíåò ðëÞ-
ñåéò äéáôïìÝò

X =
©
[z1 : z2 : . . . : zm] ∈ Pm−1C (w1, . . . , wm) | f1 (z1 : z2 : . . . : zm) = · · · = fk (z1 : z2 : . . . : zm) = 0

ª
ðïëõâáèìïý (d1, d2, . . . , dk), ìåm− k = 4, êáé

kX
j=1

dj −
mX
i=1

wi = 0.

ÕðïèÝôïíôáò üôé áõôÝò åßíáé «ó·åäüí ëåßåò» (quasi-smooth), «êáëïäéáìïñöùìÝíåò» (well-formed) êáé
«êáëïäéáóôñùìáôùìÝíåò» (well-stratified) [áðïöåýãù åäþ ôïõò ôå·íéêßóôéêïõò áõôïýò ïñéóìïýò], ôéò
åîáíáãêÜæïõìå íá Ý·ïõí éäéþìáôá ðñïåñ·üìåíá ìüíïí áðü ôïí ðåñéâÜëëïíôá âåâáñçìÝíï ðñïâïëéêü
·þñï Pm−1C (w1, . . . , wm) êáé íá Ý·ïõí ôåôñéììÝíï äõúêü äñÜãìá ωX ∼= OX . (Ôï ωX áðïôåëåß ôï áíÜëïãï
ôïýKX ãéá ôÝôïéáò ëïãÞò éäéÜæïõóåò ðïéêéëüôçôåò).

• H ïìÜäá ôïý Picard Pic(X). ÁõôÞ åßíáé Üðåéñç êõêëéêÞ, Ý·ïíôáò ùò ãåííÞôïñá Ýíá óõóôñåðôü
äñÜãìá ôÞò ìïñöÞò OX ( ) , ìå ôï ðñïóäéïñßóéìï ùò ìéá (ó·åôéêþò áðëÞ) Ýêöñáóç åîáñôþìåíç ìüíïí
áðü ôá âÜñç.

• Ôï éäéÜæïí ·ùñßï ôïõò

Sing (X) = X ∩ Sing
¡
Pm−1C (w1, . . . , wm)

¢
Ý·åé äéÜóôáóç ≤ 1 êáé áðïôåëåßôáé áðü óçìåßá Þ/ êáé ìéãáäéêÝò êáìðýëåò. ¼ìùò üëá ôá éäéþìáôÜ ôïõ
åßíáé êõêëéêÜ ðçëéêïúäéþìáôá, ðáñéóôþìåíá ôïðéêþò ùò

(X,x) ∼=
¡
C3/G, [0]

¢
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üðïõ ç G åßíáé ìéá êõêëéêÞ ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôïý SL(3,C) , ï ãåííÞôïñáò ôÞò ïðïßáò äñá ãñáì-
ìéêþò åðß ôïý C3 ùò åîÞò:⎛⎜⎝

⎛⎜⎝ e
2π
√
−1

n λ1 0 0

0 e
2π
√
−1

n λ2 0

0 0 e
2π
√
−1

n λ3

⎞⎟⎠ , (z1, z2, z3)

⎞⎟⎠ 7−→
³
e
2π
√
−1

n λ1z1, e
2π
√
−1

n λ2z2, e
2π
√
−1

n λ3z3

´

(üðïõ λ1, λ2, λ3 ∈ [0, n− 1] ∩ Z, λ1 + λ2 + λ3 ≡ 0 (mod n)).

• Ôé êáôïñèþíïõìå ìå ôç ·ñÞóç ôÞò ôïñéêÞò ãåùìåôñßáò; Íá êáôáóêåõÜóïõìå «áðôÝò» äéáëýóåéò
ϕ : Y −→ X üëùí ôùí éäéùìÜôùí ôùíX, ïýôùò þóôå:

(É) KY
∼= OY (äçë. ïé ϕ íá åßíáé ìç áðïêëßíïõóåò, non-discrepant or crepant), ïðüôå ôá Y íá åßíáé

Calabi-Yau (êáé ìÜëéóôá áðëÜ óõíåêôéêÜ).

(II) Íá åßìáóôå óå èÝóç íá âñïýìå êáôáóêåõáóôéêÜ ìéá Q-âÜóç ôÞò ñçôÞò ïìÜäáò ôïý Picard

PicQ (Y ) := Pic (Y )⊗Z Q

ìÝóù óõíäõáóôéêÞò ðåñéãñáöÞò ôùí åêÜóôïôå ðñïêõðôüíôùí åîáéñåôÝùí äéáéñåôþí (exceptional
divisors).

(IÉÉ) Íá ðñïóäéïñßóïõìå äéåîïäéêÜ ôýðïõò ãéá ôïõò (ìç ôåôñéììÝíïõò) áñéèìïýò ôïý Betti

b2 (Y ) = b2 (X) + #(åîáéñåôÝïé äéáéñÝôåò)

b3 (Y ) = b3 (X) +
X

C∈Sing(X)
C êáìðýëç

(nC − 1) b1 (C)

åîáñôþìåíïõò (óôçí ôåëéêÞ ôïõò ìïñöÞ) ìüíïí áðü ôá âÜñç êáé ôïõò ðïëõâáèìïýò.

(IV) Ná åöáñìüóïõìå èåùñßá ôïìþí (intersection theory) ãéá ôá ìÝëç ôÞò ðñïóäéïñéóèåßóáò Q-âÜóçò
ôÞò PicQ (Y ), óå óõíäõáóìü ôüóï ìå êëáóéêÜ áëãåâñïãåùìåôñéêÜ ìÝóá (Riemann-Roch, Grauert-
Riemenschneider and Kawamata-Vieweg vanishing theorems, Zariski fibration lemma, Castelnuovo-
Enriques fibration, Mumford's version of moving lemma, ampelness criteria etc.), üóï êáé ìå ìÝóá ðñïåñ-
·üìåíá áðü ôç äéáêñéôÞ ãåùìåôñßá (ôñéãùíÜêéá!), êáé ôÝëïò

(V) áðåéêïíßæïíôáò ôåôñÜäåò

(Pic (Y ))4 3 (a, b, c, d) 7−→ QY (a, b, c) · [c2] (d) +QY (d, a, b) · [c2] (c) +
+QY (c, d, a) · [c2] (b) +QY (b, c, d) · [c2] (a) ,

üðïõ QY åßíáé ç óõíÞèçò ôñéãñáììéêÞ ìïñöÞ êáé ç [c2] ç ãñáììéêÞ ìïñöÞ 1
2 [p1] , íá êáôáóêåõÜóïõìå

âïçèçôéêÝò äéãñáììéêÝò Z-ìïñöÝò

ΨY : Sym2 (Pic (Y ))× Sym2 (Pic (Y )) −→ Z
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(ìå Sym2 (Pic (Y )) ôïí äåýôåñï óõììåôñéêïðïéçôÞ ôÞò ïìÜäáò Picard), êáé íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò Q-
ìïñöÝò ΨQY = ΨY ⊗Z Q ðñïêåéìÝíïõ íá öôÜóïõìå óôçí åðéèõìçôÞ äéáöïñïðïßçóç ùò ðñïò ôçí ïìïôï-
ðéêÞ éóïäõíáìßá (ìÝóù ôïý ÈåùñÞìáôïò 28. ôïý Wall êáé ôÞò ðáñ. 17. (ii).)

33. ÐáñÜäåéãìá. H õðåñåðéöÜíåéá Fermat

X =
©
[z1 : z2 : z3 : z4 : z5] ∈ P4C (1, 2, 3, 12, 18)

¯̄
z361 + z182 + z123 + z34 + z25 = 0

ª
âáèìïý 36 Ý·åé ïìÜäá Picard Pic(X) = hLXi ,LX = OX (6) , b2 (X) = 1, b3 (X) = 182, åíþ ôï éäéÜæïí
ôçò ·ùñßï áðïôåëåßôáé áðü äýï åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò C1, C2 (Þôïé êáìðýëåò ãÝíïõò 1), ïé ïðïßåò ôÝ-
ìíïíôáé óå Ýíá åéäéêü óçìåßï P. ÊïíôÜ óôï P ôï X åßíáé ôÞò ìïñöÞò

¡
C3/Z6, [0]

¢
, óå êÜèå óçìåßï ôÞò

C1r{P} åßíáé ôÞò ìïñöÞò
¡
C3/Z2, [0]

¢
, åíþ óå êÜèå óçìåßï ôÞò C2r{P} åßíáé ôÞò ìïñöÞò

¡
C3/Z3, [0]

¢
.

Áíáëýïíôáò ôá äåäïìÝíá ôùí ïìÜäùí ðïõ äñïýí äéáðéóôþíïõìå üôé êÜèå ìç áðïêëßíïõóá äéÜëõóç ôïý
X èá äéáèÝôåé 4 åîáéñåôÝïõò äéáéñÝôåò (Ýíáí ðñïåñ·üìåíï áðü ôçí C1r{P}, äýï ðñïåñ·üìåíïõò áðü
ôçí C2r{P} êáé Ýíáí áêüìá ïöåéëüìåíï óôï P ). Áò èåùñÞóïõìå ôéò 5 «ôïñïåéäåßò» áðïúäéùìáôïðïéÞ-
óåéò ϕi : Yi → X, i = 1, 2, ..., 5 ðïõ åêöñÜæïíôáé ìÝóù ôùí 5 äõíáôþí êéãêëéäùìáôéêþí ôñéãùíïðïéÞ-
óåùí ôïý ôñéãþíïõ e1, e2, e3 (âë. ó·Þìá) êé áò óõìâïëßóïõìå ôïõò áíôßóôïé·ïõò åîáéñåôÝïõò äéáéñÝôåò
ùò
n
D
(i)
1 ,D

(i)
2 ,D

(i)
3 ,D

(i)
4

o
. Ãéá êÜèå i = 1, 2, ..., 5 Ý·ïõìå(

b2 (Yi) = b2 (X) + 4 = 1 + 4 = 5 = rankZPic (Yi)
b3 (Y ) = b3 (X) + (2− 1) · 1 + (3− 1) · 1 = 182 + 3 = 185

Ôþñá èÝôïíôáò LYi = ϕ∗i (LX) , ðáßñíïõìå

PicQ (Yi) ∼= (Q c1 (LYi))⊕
4M

j=1

³
Q c1

³
OYi

³
D
(i)
j

´´´
.

Óôç óõíÝ·åéá õðïëïãßæïõìå ãéá êÜèå i = 1, 2, ..., 5 ôïõò
¡
6
2

¢
×
¡
6
2

¢
= (15× 15)-ðßíáêåò ôïìþí ôÞò äéãñáì-

ìéêÞò Q-ìïñöÞò

ΨQYi : Sym
2 (PicQ (Yi))× Sym2 (PicQ (Yi)) −→ Q

ùò ðñïò áõôÞí ôç âÜóç, êáé ôïõò óõìâïëßæïõìå ìåM1, ...,M5. ÅÜí äýï áðü ôá Y1, ..., Y5 Þóáí äéáöï-
ñïìïñöéêÜ (Þ áêüìá êáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá) ôüôå èá Ýðñåðå ïé áíôßóôïé·åò Q-ìïñöÝò ΨQ íá åßíáé
éóüìïñöåò. Ôþñá ïéM1, ...,M5 åßíáé üëåò ôïõò åêöõëéóìÝíåò ìå

rank (M1) = rank (M3) = 14, rank (M2) = 10, rank (M4) = rank (M5) = 13.

Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá áäñáíåßáò ôïý Sylvester, ìáò õðïëåßðåôáé ç óýãêñéóç ôùí ΨQY1 ,Ψ
Q
Y3

êáé
ΨQY4 ,Ψ

Q
Y5
, áíôéóôïß·ùò, áí âåâáßùò ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíïí ôç âáèìßäá. ¼ìùò ìéá ðéï ðñïóåêôéêÞ ìå-

ëÝôç ìÜò äåß·íåé üôé ïé ΨQY4 ,Ψ
Q
Y5

Ý·ïõí äéáöïñåôéêÜ ðñüóçìá. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, Ýùò åäþ åñãáóôÞ-
êáìå ìüíïí õðåñÜíù ôïý R.Ïé ΨQY1 ,Ψ

Q
Y3

åßíáé üìùò «åðßìïíåò», êáèüôé õðåñÜíù ôïý R åßíáé éóüìïñöåò.
(¸·ïõí ßóåò âáèìßäåò êáé ßóá ðñüóçìá). Ôïýôï üìùò äåí éó·ýåé êáé õðåñÜíù ôïý Q. ÅÜí èåùñÞóïõìå
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ôéò ìç åêöõëéóìÝíåò ôåôñáãùíéêÝòQ-ìïñöÝò bΨQY1 , bΨQY3 ôùíΨQY1 ,ΨQY3 (áöïý áðáëëáãïýìå áðü ôïõò ðõñÞ-
íåò ôùí ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí ðïõ áíôéóôïé·ïýí óôéòM1,M3, êáé êÜíïõìå ôéò áðáñáßôçôåò áëëáãÝò
âÜóåùí), ðáßñíïõìå äýï íÝïõò ðßíáêåò[M1,[M3 ðïõ áíôéóôïé·ïýí óôéò bΨQY1 , bΨQY3 . ÅÜí ïé bΨQY1 , bΨQY3 Þóáí
éóüìïñöåò ùò ôåôñáãùíéêÝò Q-ìïñöÝò, ôüôå èá Ýðñåðå íá Ý·ïõìå

det
³
[M1

´
det

³
[M3

´ = r2, ãéá êÜðïéïí r ∈ Q

(êé áõôü, ãéáôß áí õðÞñ·å N ∈ GL (14,Q) :[M1 = N[M3N t, ôüôå èá åß·áìå: det
³
[M1

´
= det

³
[M3

´
·

(det (N ))2). ¼ìùò óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóçµ
det

³
[M1

´
det

³
[M3

´ ¶ 1
2

=
25

788768

√
2119
√
49298 /∈ Q.

ÓõìðÝñáóìá: Ôá ôñéðôýãìáôá Calabi-Yau Y1, ..., Y5 åßíáé áíÜ æåýãç ìç ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá.






