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Der Weg, der zu den teuflischen Triangulierungen
fiihrt.

1 Sekundires Polytop

Sei A = {aq,.....,a;} eine endliche Teilmenge von R", k > r, die eine affine Hyperebene bestimmt.
Eine Triangulierung von A ist eine Triangulierung des (r — 1)—dimensionalen (”priméren”) Polytops
P :=conv(A) mit Eckpunkten aus A. Man definiert das sekunddre Polytop @ von A (vgl. [1], S. 158,
[3], S. 220) durch

Q@ = conv{¢; : T Triangulierung von A},

wobei
k

QZST Z:Z Z{VOI(Tj):CLi GTj} - e

i=1 |j=1

die ”charakteristische Funktion von 7 ” bezeichnet.

In dieser Formel ist < e¢; := | 0,..., \1/ ,...,0]]1<i<k ) die gewshnliche Vektorraumbasis von
RF, 70=1) = {71,... ,7,} eine Numlé:trciesl:fllrlfg der (r — 1)—dimensionalen Simplices von 7 mit
Tj ::conv({bgj), .. ,bs»j)}) ,1<j<v,und
A=Ur { b} bU)}
die entsprechende Numerierung der Punkte ay, .....,ar von A (k < rv).

Definition 1.1 Eine Funktion h : P — R heiffit T —stiickweise linear falls sie affin-linear auf jedem
Simplex T von T ist. Fine solche Funktion heifit stark konkav, wenn fiir alle x,y € P, 0<t<,
htz+(1—t)y)>th(@)+(1—1t) h(y),und h|+# h |z fir (mazimale) Simplices 7,7 von T . Eine
Triangulierung T von A heifit kohdrent oder kombinatorisch requlir, wenn auf P mindestens eine

T —stiickweise lineare stark konkave Funktion definiert werden kann.

Theorem 1.2 ([1], S. 160, [3], S.221) (i) @ hat Dimension k — r.
(ii) Es existiert eine Bijektion der Eckpunktmenge wvon Q auf die Menge aller kohdrenten
Triangulierungen von A.

Corollary 1.3 ([1], S. 161, [3], S.221) Sind T und T' zwei Triangulierungen von A mit ¢+ = ¢ und
T #£T', so sind beide nicht kohdrent.

Beweis. Wire z.B 7 kohérent, so wire 7' ebenfalls kohérent, denn ¢y = ¢ . Nach 1.2 hiitten wir
dann 7 =T7". O

Corollary 1.4 Wenn wir annehmen, daf$ die Simplices, die in irgendeiner Triangulierung von A
enthalten sein kénnen , alle gleiches Volumen besitzen, dann besteht jedes ”sternerhaltende”

Paar (T,T"),T #7T', aus zwei nicht kohirenten Triangulierungen.

(Ich nenne ein Paar (7,7'),7T # 7', genau dann sternerhaltend , wenn

# {Simplices des Sternes des Punktes a; bzgl. 7} = # {Simplices des Sternes des Punktes a; bzgl. 7'},
fiir alle 4,1 < i <k, gilt.)




2 Anwendung des letzten Korollars zur Konstruktion nicht pro-
jektiver Auflésungen einer Klasse von drei-dimensionalen abel-
schen Gorensteinschen Quotientensingularititen

Sei X (N, A) eine r—dimensionale glatte (nicht unbedingt kompakte) torische Varietéit (bzgl. des Fichers
A und des Gitters N). Wir definieren die additiven Gruppen der linearen, bzw. stark konkaven linearen
A—Trigerfunktionen:

LSF(N,A) : ={h:|A| =R, h(NNJ|A]) C Z, h linear auf ¢,Vo € A}, bzw.
SCLSF (N,A) : ={h€LSF(N,A)| h stark konkav bzgl. A }.

(Bemerkung: (i) h €eLSF(N,A) <= Vo € A, 3l, € M, so daB8 h(n) = (l,,n),Vn € o, und {I,,n) =
(Ir,n)y<=ner<o.

(ii) h eLSF(N, A) heifit stark konkav bzgl. A:<=fiir alle o0 € A (r) und alle n € Ny ist h(n) < (l,,n),
mit ”=" genau dann, wenn n€ o. )

Theorem 2.1 FEs bestehen folgende Bijektionen:

h € LSF (N, A) » SCLSF (N, A)
! ] 11 ] 1:1
D, € TyDiv(X (N,A) = @QEA(U ZV () D {ample Divisoren auf X (N,A)},
wobei
Dy = ==Y hn() Vi), V(e):=orb(o) ,
0€A(1)

und n(o) € NN primitiv  (mit o =R>en (o) ).

Beweis. Man findet den Beweis fiir die erste Bijektion bei Oda [5], Prop. 2.1, S. 68-69. Fiir die zweite
Bijektion, falls X (N, A) kompakt ist, siehe [5], Cor. 2.14, S. 83. Der allgemeine Fall wird in [4], Chap.
I, 83, Th. 9, S. 42 und Th. 13, S. 48, behandelt. ([

Corollary 2.2 FEine torische (bzw. eine kompakte torische) Varietit X (N, A) ist quasiprojektiv (bzw.
projektiv)<=SCLSF(N, A) # 0.

Sei nun
X (NG»AG (T)) — X (Na,Ay)

eine T, —#quivariante nicht-diskrepante Auflésung einer 3-dimensionalen Gorensteinschen abelschen
Quotientensingularitit X (Ng,Ag) = C3 / G, die mittels einer Triangulierung 7 des ”priméren Poly-
tops” ,d.h. des Dreiecks sy = (e1, ea,e3) ( mit Eckpunkten genau die Punkte von sy N Ng ), bestimmt
wird.

Es bestehen offensichtlich folgende Bijektionen:

{Féacher AL (T)} D AL(T) (i) >0 «— (i —1) —dim. Simplices s (o) € { Triang. 7T}
Viii e {1,2,3}, mit

s(o) —{yGNR

falls o = Rzonl + -4 Rzoni,
T — stiickweise lineare stark konkave Funktionen
h «—— ~
h:conv{n|n € sy NNg}(=s9) = R
mit h (o) : =h(s(0)),Yoe A)(T)(i).

y:ZAﬂnﬂ mit Z)\# =1und Aq,..., N\ GRZO},
p=1 p=1

SCLSF (Ng, A (T)) >



Da die Vorausetzungen von 1.4 von A = sy N Ng und all seinen Triangulierungen 7 erfiillt
werden,kann man nicht projektive (nicht-diskrepante) Desingularisierungen

X (Ng,Ap) — X (Ng, Ap)

auf ”natiirliche Weise” konstruieren, indem man derartige operierende Gruppen G wihlt,
daf3 conv(A) sternerhaltende Paare besitzt.

In [2] wurde die folgende unendliche Familie (i}, von abelschen auf C* operierenden Gruppen mit der
obigen Eigenschaft definiert. (Jede der Triangulierungen, die als ein Element eines sternerhaltenden
Paares in dieser Konstruktion auftritt, wird teuflisch genannt. Diese Triangulierungen sind in der Tat
teuflisch, denn sie zerstoren die Projektivitéit des entsprechenden Auflssungsmorphismus, obwohl sie
typisch-gottliche Symmetrien aufweisen.)

Fiir k > 2 definieren wir

Gy = {diag (CZ,CZ,CZ) ta+b+c=0 (mod k)} mit ¢}, := exp (277\/__1> .

k

Es ist Gy = <diag (ck,c’;—l, 1) , diag (1,gk, ’,3—1)> und |G| = k2.

Sei X (Ng,,Ay) — X (Ng,, Ay) eine beliebige nicht-diskrepante Desingularisierung von X (Ng,, Ag) =
C?/G. Dann gilt:

k—1)(k—2
#(Int (S(]) nNGk) = %
#(0(s0) N Ng,) = 3k
k—1)(k+4
#((so\ fer,enes)) NG,y = E=DELD
E+1)(k+2
Anzahl der 0 — Simplices einer beliebigen Triangulierung 7 = LQ(H
E(k+1
Anzahl der 1 — Simplices einer beliebigen Triangulierung 7 = %

Anzahl der 2 — Simplices einer beliebigen Triangulierung 7 = k2



Theorem 2.3 ([2]) Sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Dann existieren fiir jedes k,

3n+1<k<3n+3,

mindestens i, nicht kohdrente Triangulierungen T wvon sy , d.h. mindestens £} nicht projektive Auflo-

sungen
X (Ng,., AL (T)) — X (Ng,,, Ay),
wobei
27 falls n —= 17 k c {475}
4, falls n =1, k=6
Zk = n—1 n—1
Hp:(] (Ep + 2) - Hp:[] €ps falls n Z 27 ke {377, + 173n + 2}
n—1 n—1
2<Hp_0(5p+2)_1_[_05p>, falls n > 2, k=3n+3
mit

Esp 9 oder £ # 0 (mod 2) und p #0 (mod 2)

<k —3p— 4) falls { entweder k =0 (mod 2) und p =0 (mod 2)
2

5 k—3p—4 fall entweder £k =0 (mod 2) und p #Z 0 (mod 2)
k;é&lfg ) A58 oder £k # 0 (mod 2) und p =0 (mod 2)

Vo,p € {0,...,n—1}.

Bemerkung: Die Zahl ¢;, wiichst rapide....

| 456 7 8

M 2 2 4 20 32 104 864 2352 15088

o
—_
[a]
—_
—_
—_
[N}
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