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ΔΟΜΗΣΗΔΟΜΗΣΗ ΔΙΑΛΕΞΕΩΣΔΙΑΛΕΞΕΩΣ

Βασικές έννοιες από τη Βασικές έννοιες από τη ΜεταθετικήΜεταθετική Άλγεβρα Άλγεβρα 
((ιεράρχηση τοπικών ιεράρχηση τοπικών ναιτεριανώνναιτεριανών δακτυλίωνδακτυλίων))

Βασικές έννοιες από την Αλγεβρική ΓεωμετρίαΒασικές έννοιες από την Αλγεβρική Γεωμετρία
((συσχετικές ποικιλότητες, διογκώσεις και διαλύσεις ιδιωμάτων,συσχετικές ποικιλότητες, διογκώσεις και διαλύσεις ιδιωμάτων,
ταξινόμηση ήπιων ιδιωμάτων που εμφανίζονται στο ΜΜΡ,ταξινόμηση ήπιων ιδιωμάτων που εμφανίζονται στο ΜΜΡ,
«στρατηγική τού «στρατηγική τού M. ReidM. Reid»» για τη διάλυση 3για τη διάλυση 3--διάστατων κανονιστικώνδιάστατων κανονιστικών
Ιδιωμάτων μέσω μη αποκλινόντων Ιδιωμάτων μέσω μη αποκλινόντων αμφιρρήτωναμφιρρήτων μορφισμώνμορφισμών))

ΤορικέςΤορικές ποικιλότητες και ποικιλότητες και τορικάτορικά ιδιώματαιδιώματα
((κυρτοί πολυεδρικοί κώνοι, αντιστοιχούσες κυρτοί πολυεδρικοί κώνοι, αντιστοιχούσες ημιομάδεςημιομάδες καικαι
ημιομαδοδακτύλιοιημιομαδοδακτύλιοι συντεταγμένων, ταξινόμηση συντεταγμένων, ταξινόμηση τορικώντορικών ιδιωμάτωνιδιωμάτων))

Μελέτη 2Μελέτη 2--διάστατων κώνων και διάστατων κώνων και τορικώντορικών ιδιωμάτων μέσω «πεπερασμένων συνεχών ιδιωμάτων μέσω «πεπερασμένων συνεχών 
κλασμάτων»κλασμάτων»

((εμφάνιση εμφάνιση πηλικοϊδιωμάτωνπηλικοϊδιωμάτων, διαλύσεις μέσω μιας σαφώς προδιαγεγραμμένης , διαλύσεις μέσω μιας σαφώς προδιαγεγραμμένης 
διαδικασίας εισαγωγής διαδικασίας εισαγωγής ακτίνωνακτίνων))

Αναγωγή τής μελέτης 3Αναγωγή τής μελέτης 3--διάστατων διάστατων τορικώντορικών ιδιωμάτων στη μελέτη κανονιστικών ιδιωμάτων στη μελέτη κανονιστικών 
ιδιωμάτων και συνδυαστικά αποτελέσματα κατόπιν εφαρμογής τής «στιδιωμάτων και συνδυαστικά αποτελέσματα κατόπιν εφαρμογής τής «στρατηγικής τού ρατηγικής τού 
Μ. Μ. ReidReid»»

((συνδυαστικές συνδυαστικές τορικέςτορικές διογκώσεις με διογκώσεις με ανηγμένηανηγμένη διασχηματικήδιασχηματική δομή μέσω δομή μέσω 
εισαγωγής εγκιβωτισμένων εισαγωγής εγκιβωτισμένων κιγκλιδωματικώνκιγκλιδωματικών πολυγώνων, ελάττωση τής πολυγώνων, ελάττωση τής 
αναλλοιώτουαναλλοιώτου των των LauferLaufer και και ReidReid, εξαιρέσιμοι διαιρέτες κ.ά., εξαιρέσιμοι διαιρέτες κ.ά.))
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ÕðÜñ·ïõí ïñéóìÝíá ãåíéêÜ ðïéïôéêÜ êñéôÞñéá, ôá ïðïßá ·ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ìéá áäñÞ
ôáîéíüìçóç ôùí éäéùìÜôùí ìéãáäéêþí ðïéêéëïôÞôùí. ÁõôÜ ðñïÝñ·ïíôáé:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

• áðü ôç ìåëÝôç ôÞò êáôÜ óçìåßï
áëãåâñéêÞò óõìðåñéöïñÜò áõôþí ôùí ðïéêéëïôÞôùí
(ùò ðñïò ôïõò ôïðéêïýò äáêôõëßïõò ðïõ áíôéóôïé·ïýí óôá éäéþìáôÜ ôïõò)
[ÁëãåâñéêÞ ôáîéíüìçóç ]

• áðü Ýíáí åóþôåñï ·áñáêôçñéóìü
ôÞò öýóåùò ôùí åìöáíéæïìÝíùí åîáéñåôéêþí ôüðùí (exceptional loci)
ùò ðñïò ïéáäÞðïôå áðïúäéùìáôïðïßçóç (= äéÜëõóç éäéùìÜôùí, desingularization)
[éäéþìáôá ñçôÜ, åëåéðôéêÜ, ìç åëëåéðôéêÜ êëð.]

• áðü ôç óõìðåñéöïñÜ ôùí ëåãïìÝíùí «áðïêëßóåùí» («discrepancies»)
(óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò ïñèüèåôùí Q-Gorenstein ìéãáäéêþí ðïéêéëïôÞôùí)
[adjunction-theoretic classification, ôáîéíüìçóç ìÝóù óõíèçêþí ðñïóáñôÞóåùò ]
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• ÉåñÜñ·çóç ôïðéêþí íáéôåñéáíþí äáêôõëßùí.Áò áíáêáëÝóïõìå óôç ìíÞìç ìáò ïñéóìÝíåò
Ýííïéåò áðü ôç ÌåôáèåôéêÞ ¢ëãåâñá. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï. Ôï ýøïò ht(p) åíüò ðñþôïõ éäåþäïõò p ôïý R åßíáé ôï supremum (=åëÜ·éóôï Üíù
öñÜãìá) ôùí ìçêþí üëùí ôùí áëõóßäùí ðñþôùí éäåùäþí, ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïíôáé åíôüò ôïý
p, êáé ç äéÜóôáóç ôïý R ïñßæåôáé ùò åîÞò:

dim (R) := sup {ht (p) |p ðñþôá éäåþäç ôïý R} .

Ï R êáëåßôáé äáêôýëéïò ôÞò Noether Þ íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò üôáí êÜèå éäåþäåò ôïõ åß-
íáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï. Ï R åßíáé Ýíáò ôïðéêüò äáêôýëéïò üôáí äéáèÝôåé Ýíá êáé
ìüíïí ìåãéóôïôéêü éäåþäåò m. ¸íáò ôïðéêüò äáêôýëéïò R åßíáé êáíïíéêüò (regular) üôáí
dim(R) = dim

¡
m/m2

¢
, åíþ êáëåßôáé ïñèüèåôïò (normal) üôáí åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ç

ïðïßá åßíáé áêåñáßùò êëåéóôÞ åíôüò ôïý óþìáôïò ôùí êëáóìÜôùí ôçò. Ìéá ðåðåñáóìÝíç
áêïëïõèßá a1, . . . , aν áðü óôïé·åßá åíüò ìåôáèåôéêïý 1-äáêôõëßïõ R ïíïìÜæåôáé êáíïíéêÞ
áêïëïõèßá (regular sequence) üôáí ôï a1 äåí åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôçò ôïý R êáé, ôáõôï·ñü-
íùò, ôï ai äåí åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôçò ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/ ha1, . . . , ai−1i ãéá êáíÝíá i,
i = 2, . . . , ν. ¸íáò íáéôåñéáíüò ôïðéêüò äáêôýëéïò R (ìå ôï m ùò ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþ-
äåò) êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí Cohen êáé Macaulay üôáí depth(R) =dim(R) , üðïõ ôï âÜèïò
(depth) ôïý R ïñßæåôáé ùò ôï ìÝãéóôï äõíáôü ìÞêïò üëùí ôùí êáíïíéêþí áêïëïõèéþí, ôá
óôïé·åßá ôùí ïðïßùí áíÞêïõí óôï m. ¸íáò ôïðéêüò äáêôýëéïò R ôùí Cohen êáé Macaulay
êáëåßôáé äáêôýëéïò ôïý Gorenstein üôáí

Extdim(R)R (R/m, R) ∼= R/m.

ËÝìå üôé Ýíáò íáéôåñéáíüò ôïðéêüò äáêôýëéïò R åßíáé ðëÞñçò äéáôïìÞ (complete
intersection) üôáí õðÜñ·åé Ýíáò êáíïíéêüò ôïðéêüò äáêôýëéïò R0, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé
R ∼= R0/ hf1, . . . , fqi ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï {f1, . . . , fq} ⊂ R0 ìå ðëçèéêü áñéèìü ßóï
ìå q = dim(R0)− dim(R). Ç (ùò ðñïò óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü) éåñÜñ·çóç ôùí áíù-
ôÝñù êëÜóåùí íáéôåñéáíþí ôïðéêþí äáêôõëßùí ðåñéãñÜöåôáé óôï áêüëïõèï äéÜãñáììá:

{Íáéôåñéáíïß ôïðéêïß äáêôýëéïé} ⊃ {ïñèüèåôïé ôïðéêïß äáêôýëéïé}
∪ ∪

{ôïðéêïß äáêôýëéïé ôùí Cohen êáé Macaulay} {êáíïíéêïß ôïðéêïß äáêôýëéïé}
∪ ∩

{ôïðéêïß äáêôýëéïé ôïý Gorenstein} ⊃ {ðëÞñåéò äéáôïìÝò}

ÓçìåéùôÝïí üôé, åÜí ï R åßíáé ïéïóäÞðïôå íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò, ôüôå ôüóï ï R üóï
êáé ôï áíôéóôïé·ïýìåíï óõó·åôéêü äéÜó·çìá (affine scheme) Spec(R) ïíïìÜæïíôáé Cohen-
Macaulay, êáé, áíôéóôïß·ùò, Gorenstein, ïñèüèåôïé, êáíïíéêïß Þ ðëÞñåéò äéáôïìÝò, üôáí üëåò
ïé ôïðéêïðïéÞóåéò (localizations) Rm ôïý R (ùò ðñïò üëá ôá ìÝëç m ∈Max-Spec(R) ôïý ìå-
ãéóôïôéêïý öÜóìáôüò ôïõ) åßíáé ôïý éäßïõ ôýðïõ.
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•ÂáóéêÝò Ýííïéåò áðü ôçí ÁëãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá.¸íáò äáêôõëéáêüò ·þñïò (ringed space)
åßíáé Ýíá æåýãïò (X,OX) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ·þñïX êáé Ýíá äñÜãìá äá-
êôõëßùí (sheaf of rings)OX (ôï ëåãüìåíï «äñÜãìá äïìÞò» ôïýX). Ôá äéáó·Þìáôá (schemes)
åßíáé äáêôõëéáêïß ·þñïé (X,OX) ãéá ôïõò ïðïßïõò ôï æåýãïò (U, OX |U ) åßíáé éóüìïñöï ìå
êÜðïéï óõó·åôéêü äéÜó·çìá (affine scheme), ãéá êÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïýX .

• ¸íá óõó·åôéêü äéÜó·çìá (affine scheme) åßíáé Ýíáò äáêôõëéáêüò ·þñïò ôÞò ìïñöÞò
(Spec(R), eR), üðïõ ïR åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôï Spec(R)
åßíáé ôï öÜóìá ôïý R (Þôïé ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïõ) åöïäéáóìÝíï ìå ôçí êáôÜ
Zariski ôïðïëïãßá (ìå âÜóç ôçò ôá óýíïëá D(g) := {q ∈ Spec(R)| g /∈ q}, g ∈ R ) êáé ôï
äñÜãìáR ïñßæåôáé ìÝóù äåäïìÝíùí áðïêëåéóôéêþò åîáñôùìÝíùí áðü ôïí ßäéï ôïí äáêôýëéï
R :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ìç êåíÜ
áíïéêôÜ

õðïóýíïëá
ôïý Spec(R)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 3 U 7−→ eR (U) :=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩(rp)p∈U ∈

Q
p∈U

Rp

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

(∀p ∈ U)

(∃g ∈ Rrp : D (g) ⊆ U)

êáé (∃f ∈ R : rq =
f
g ,

∀q ∈ D (g))

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Ôï eR Ý·åé ùò áðåéêïíßóåéò ðåñéïñéóìïý ôéò (UU 0 : eR (U) −→ eR (U 0) (U 0 ⊆ U áíïéêôü), ïé
ïðïßåò êáèïñßæïíôáé êáôÜ ôñüðï öõóéêü áðü ôçí áðåéêüíéóçQ

p∈U
Rp −→

Q
p∈U 0

Rp,

ôçí ó·çìáôéæüìåíç êáôüðéí ðáñáëåßøåùò ôùí óõíéóôùóþí ôïý óõìðëçñþìáôïò UrU 0.
• Ìéá åéäéêÞ êëÜóç óõó·åôéêþí äéáó·çìÜôùí åßíáé áõôÞ ôùí óõó·åôéêþí ìéãáäéêþí ðïé-
êéëïôÞôùí. Ìéá óõó·åôéêÞ ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôá (affine complex variety) V áðïôåëåß ôïí
·þñï ëýóåùí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðïëõùíõìéêþí åîéóþóåùí n ≥ 1 ìéãáäéêþí ìåôáâëç-
ôþí:

V = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn | f1 (z) = f2(z) = · · · = fq(z) = 0} .

Ïñßæïíôáò ôéò áðåéêïíßóåéò

⎧⎨⎩
éäåþäç ôïý

ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ
C[z1, . . . , zn]

⎫⎬⎭
V−→
←−
I

½
óõó·åôéêÝò ìéãáäéêÝò

ðïéêéëüôçôåò V

¾

ùò áêïëïýèùò:

I 7−→ V(I) := {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn | f (z) = 0, ∀f ∈ I} ,

V 7−→ I(V ) := {f ∈ C[z1, . . . , zn] | f (z) = 0, ∀z = (z1, . . . , zn) ∈ V } ,
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ëáìâÜíïõìå áëãåâñïãåùìåôñéêÝò áìöéññßøåéò :

(
ñéæéêÜ éäåþäç ôïý
C[z1, . . . , zn]

)
←→

⎧⎪⎨⎪⎩
óõó·åôéêÝò ìéãáäéêÝò

ðïéêéëüôçôåò V
åíôüò ôïý Cn

⎫⎪⎬⎪⎭ (HNS: I(V(J)) =
√
J)

∪ ∪

Spec(C[z]) ←→

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
áíÜãùãåò

óõó·åôéêÝò ìéãáäéêÝò
ðïéêéëüôçôåò V
åíôüò ôïý Cn

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
∪ ∪

Max-Spec(C[z]) ←→ {óçìåßá ôïý Cn}

Ï äáêôýëéïò

C [V ] := {ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò ϕ : V −→ C}

êáëåßôáé äáêôýëéïò óõíôåôáãìÝíùí ôÞò V. ÓçìåéùôÝïí üôé ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

C[z1, . . . , zn] 3 f 7−→ ϕ (f) ∈ C [V ] , ϕ (f) (z) = f(z),

Ý·åé ôï I(V ) ùò ðõñÞíá ôïõ, ïðüôå âÜóåé ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí ëáìâÜíïõìå

C[z1, . . . , zn] / I(V ) ∼= C [V ]

êáé ìðïñïýìå, ùò åê ôïýôïõ, íá åðåêôåßíïõìå ôéò ùò Üíù áëãåâñïãåùìåôñéêÝò áìöéññßøåéò
ùò áêïëïýèùò:

⎧⎪⎨⎪⎩
ñéæéêÜ éäåþäç

ôïý C[z]
ðåñéÝ·ïíôá ôï I(V )

⎫⎪⎬⎪⎭ ←→
(

ñéæéêÜ éäåþäç
ôïý C [V ]

)
←→

(
óõó·åôéêÜ áëãåâñéêÜ
õðïóýíïëáW ⊆ V

)
∪ ∪ ∪⎧⎪⎨⎪⎩

ðñþôá éäåþäç
ôïý C[z]

ðåñéÝ·ïíôá ôï I(V )

⎫⎪⎬⎪⎭ ←→ Spec(C [V ]) ←→
(

áíÜãùãá áëãåâñéêÜ
õðïóýíïëáW ⊆ V

)
∪ ∪ ∪⎧⎪⎨⎪⎩

ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç
ôïý C[z]

ðåñéÝ·ïíôá ôï I(V )

⎫⎪⎬⎪⎭ ←→ Max-Spec(C [V ]) ←→ {óçìåßá ôÞò V }



vi

(üðïõ W 7−→ I(W ), C [V ] ⊇ éä. J 7−→ V(J)). Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ìðïñïýìå åöåîÞò íá
ôáõôßæïõìå ôçíV ìå ôïöÜóìáSpec(C [V ]) ôïý äáêôõëßïõóõíôåôáãìÝíùí ôçò (êáé ôáóçìåßá
ôçò ìå ôï Max-Spec(C [V ])). Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá õößóôáôáé ìéá éóïäõíáìßá êáôçãïñéþí

V Ã C [V ]

ìåôáîý ôÞò êáôçãïñßáò ôùíóõó·åôéêþíáíáãþãùí ìéãáäéêþíðïéêéëïôÞôùí êáé ôÞò êáôçãï-
ñßáò ôùí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí, áíçãìÝíùí C-áëãåâñþí. (ÅÜí ç A åßíáé ìéá ôÝôïéá
Üëãåâñá êáé ôá a1, . . . , as ãåííÞôïñÝò ôçò, ôüôå áíôéóôïé·ßæïõìå óå áõôÞí ôç óõó·åôéêÞ ðïé-
êéëüôçôá V(I), üðïõ I = Ker(ϕ) êáé ϕ : C[z1, . . . , zs] −→ A ï åðéìïñöéóìüò C-áëãåâñþí
ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýåé ϕ(zj) = aj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , s}).
• Ï ôïðéêüò äáêôýëéïò OV,P óôï óçìåßï P ∈ V (V áíÜãùãç):

C (V ) = Fr (C [V ]) =
©
a
b
| a, b ∈ C [V ] , b 6= 0C[V ]

ª
(óþìá êëáóìÜôùí ôÞò áê. ð. C [V ] )

∪
OV,P =

©
f ∈ C (V ) | f = a

b
, b (P ) 6= 0

ª
(êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò óôï óçìåßï P )

∪
mV,P = {f ∈ OV,P | f (P ) = 0} (ôï ìïíáäéêü ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïýOV,P )

Ç V ïíïìÜæåôáé Cohen-Macaulay, êáé, áíôéóôïß·ùò, Gorenstein, ïñèüèåôç Þ ðëÞñçò äéá-
ôïìÞ üôáí üëïé ïé ôïðéêïß äáêôýëéïé OV,P åßíáé áõôïý ôïý ôýðïõ ãéá êÜèå P ∈ V. ÅÜí ïé
OV,P åßíáé êáíïíéêïß ôïðéêïß äáêôýëéïé ãéá êÜèå P ∈ V, ôüôå ëÝìå ðùò ç V åßíáé ìéá ëåßá
ðïéêéëüôçôá.

• H Ýííïéá ôïý éäéþìáôïò. ÅÜí ç V ⊆ Cn åßíáé ìéá áíÜãùãç óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé
P = (p1, . . . , pn) ∈ V, ôüôå ï åöáðôüìåíïò ·þñïò ôÞò V óôï óçìåßï P åßíáé ï

TP (V ) :=
\

f∈I(V )
V

⎛⎝ nX
j=1

∂f

∂zj
(P ) (zj − pj)

⎞⎠ .

Ùò C-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ï TP (V ) åßíáé äõúêüò ôïý mV,P /m2V,P êáé

dimC TP (V ) = dimCmV,P /m
2
V,P ≤ dimP V := dim (OV,P ) .

Ôï óçìåßï P ∈ V êáëåßôáé⎧⎨⎩ éäéÜæïí óçìåßï Þ éäßùìá (singularity) ⇐⇒
ïñó

dimC TP (V ) < dimP V

ìç éäéÜæïí Þ ïìáëü óçìåßï ⇐⇒
ïñó

dimC TP (V ) = dimP V ⇐⇒ OV,P êáíïíéêüò ô.ä.

ÅÜí, åðß ðáñáäåßãìáôé, I(V ) = hf1, . . . , fqi , ôüôå ôï éáêùâéáíü êñéôÞñéï ìáò ðëçñïöïñåß
üôé

Ôï P ∈ V åßíáé ïìáëü óçìåßï ⇐⇒ dimP V = rank
µ
∂fj
∂zi

(P )

¶
1≤i≤n,1≤j≤q

.
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Ùò

Sing (V ) = {P ∈ V | OV,P ìç êáíïíéêüò ôïðéêüò äáêôýëéïò}

êáé Reg(V ) = VrSing(V ) óõìâïëßæïõìå ôïí éäéÜæïíôá ôüðï (singular locus) êáé, áíôéóôïß-
·ùò, ôïí ôüðï ôùí ïìáëþí óçìåßùí (regular locus) ôÞò V.

• Óçìåßùóç : Ïé ùò Üíù Ýííïéåò ïñßæïíôáé êáôáëëÞëùò áêüìç êáé üôáí êáíåßò åñãÜæåôáé
ìå ãåíéêÝò ðïéêéëüôçôåò (X,OX) (Þôïé ìå áíÜãùãá, áíçãìÝíá, äéá·ùñéóìÝíá äéáó·Þìáôá
ðåðåñáóìÝíïõ ôýðïõ ïñéóìÝíá õðåñÜíù ïéïõäÞðïôå óþìáôïò k).
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• Äéüãêùóç Þ ìåãÝèõíóç (blow-up) óçìåßïõ ôïý Cn: Ð.·. ãéá ôï P = (0, .., 0),

BlP (Cn) =
©
((z1, . . . , zn) , [w1, . . . , wn]) ∈ Cn × Pn−1C | ziwj − zjwi = 0, 1 ≤ i < j ≤ n

ª
↓ π = ðñïâïëÞ
Cn

ìå áñ·Ýôõðá

π−1 ((z1, . . . , zn)) =

½
{P} × Pn−1C , üôáí (z1, . . . , zn) = P,

((z1, . . . , zn) , [z1, . . . , zn]) , åéäÜëëùò,

ïðüôå BlP (Cn)r{π−1 (P ) } ∼= Cnr{P} (π−1 (P ) } ∼= Pn−1C = åîáéñåôéêü óýíïëï
(exceptional set), õðü ôçí Ýííïéá áõôïý ðïõ îåöåýãåé áðü ôá ðëáßóéá ôïý óõíçèéóìÝíïõ, ðïõ
áðïôåëåß åîáßñåóç óôïí êáíüíá.)

• Äéüãêùóç åíüò óõó·åôéêïý íáéôåñéáíïý äéáó·Þìáôïò U = Spec(R) êáôÜ ìÞêïò åíüò
Üëëïõ äéáó·Þìáôïò Z = Spec(R/I) :

BlIZ (U) := Proj (S(R, I)) −→ U

üðïõ ôï Proj(S(R, I)) åßíáé ôï ëåãüìåíï ïìïãåíÝò öÜóìá ôïý S(R, I) :=
L

d≥0 I
d. ÅÜí ôï

{h0, ..., hμ} åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý I, ôüôå

BlIZ (U) =

μ[
j=0

Spec
³
R
h
h0
hj
, . . . ,

hμ
hj

i´
,

ìå ôï R
h
h0
hj
, . . . ,

hμ
hj

i
èåùñïýìåíï ùò R-õðïÜëãåâñá ôÞò ôïðéêïðïéÞóåùò Rhj .

• Äéüãêùóç ôõ·ïýóáò ìéãáäéêÞò ðïéêéëüôçôáò (X,OX) êáôÜ ìÞêïò åíüò äéáó·Þìáôïò Z:
ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ìç ìçäåíéêü, óõìöõÝò äñÜãìá (coherent sheaf) OX-éäåùäþí ïñéóìÝíï
õðåñÜíù ôÞòX êáé (Uj = Spec (Rj))j∈J Ýíá áíïéêôü êÜëõììá ôÞòX, ôüôå Ý·ïõìå I|Uj = eIj ,
üðïõ Ij Ýíá éäåþäåò ôïý Rj . Êáôüðéí åðéêïëëÞóåùò ôùí äéïãêþóåùín

Bl
Ij
Zj
(Uj) := Proj (S(Rj , Ij)) −→ Uj ⊆ X

¯̄̄
j ∈ J

o
,

êáôÜ ìÞêïò ôùí Zj ëáìâÜíïõìå Ýíáí áìößññçôï, ãíÞóéï, åðéññéðôéêü ìïñöéóìü

BlIZ (X) := Proj

⎛⎝M
d≥0

Id
⎞⎠ π−→ X,

ôç äéüãêùóç ôÞò X êáôÜ ìÞêïò ôÞò Z =supp(OX/I) = {x ∈ X| (OX/I) 6= 0} ìå åîáéñåôéêü
óýíïëü ôïõ ôï Exc(π) = π−1(Z), ôï ïðïßï éóïýôáé ìå

Exc(π) = Proj

⎛⎝M
d≥0

Symd
¡
I/I2

¢⎞⎠ ,
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üôáí çX åßíáé (ôïðéêþò) ðëÞñçò äéáôïìÞ. ÅÜí ôï

W = supp (OX/J ) = {x ∈ X| (OX/J ) 6= 0}

åßíáé Ýíá êëåéóôü õðïäéÜó·çìá ôïýX ìå Z ∩W = supp(OX/I + J ) 6= ∅, ôüôå

BlIZ (X)
π−→ X

∪ ∪

π−1 (Wr (Z ∩W )) ∼= BlI+JZ∩W (X)
π|ðåñ.−→ W

•Êýñéï èåþñçìá äéáëýóåùò éäéùìÜôùí ôïý H. Hironaka (1964): Ãéá ïéáäÞðïôå ìéãáäéêÞ
ðïéêéëüôçôá X õðÜñ·åé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá äéïãêþóåùín

π : Xj = Bl
Ij−1
Zj−1

(Xj−1) −→ Xj−1

¯̄̄
1 ≤ j ≤ l

o
,

ôÝôïéá þóôå X0 = X êáé Sing(Xl) = ∅, üðïõ ç Zj åßíáé ëåßá õðïðïéêéëüôçôá ôïý Sing(Xj)

ãéá êÜèå j ∈ {0, 1, . . . , l − 1}.



x

• ÑçôÜ êáé åëëåéðôéêÜ éäéþìáôá. Ëåìå ðùò ìéá ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôáX Ý·åé (ôï ðïëý) ñçôÜ
éäéþìáôá üôáí õðÜñ·åé ìéá äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ôçò f : Y → X , ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

f∗OY = OX

(Þ éóïäõíÜìùò, ç Y íá åßíáé ïñèüèåôç), êáé, ôáõôï·ñüíùò,

Rif∗OY = 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ dimCX − 1.

(Ôï i-ïóôü äñÜãìá ôÞò åõèåßáò åéêüíáò ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò

U 7−→ Rif∗OY (U) := Hi
¡
f−1 (U) ,OY

¯̄
f−1(U)

¢
).

Áõôüò ï ïñéóìüò åßíáé áíåîÜñôçôïò ôÞò åêÜóôïôå åðéëïãÞò ôÞò äéáëýóåùò ôùí éäéùìÜôùí
ôÞòX. (Óýíçèåò ðáñÜäåéãìá: ôá ðçëéêïúäéþìáôá åßíáé ñçôÜ éäéþìáôá).

Åðßóçò ëÝìå ðùò Ýíá éäßùìá Gorenstein x ôÞòX åßíáé Ýíá åëëåéðôéêü éäßùìá üôáí õðÜñ·åé
ìéá äéÜëõóç f : Y → X ôïý x ∈ X, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

Rif∗OY = 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ dimCX − 2, êáé

RdimCX−1f∗OY
∼= C.

(Êáé áõôüò ï ïñéóìüò åßíáé áíåîÜñôçôïò ôÞò åêÜóôïôå åðéëïãÞò ôÞò f .)
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• Éäéþìáôá ·ñÞóéìá ãéá ôï MMP. ÅÜí çX åßíáé ìéá ïñèüèåôç ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå ïé
êáôÜ Weil äéáéñÝôåò ôçò ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ìå ôç âïÞèåéá «äéáéñåôéêþí» äñáãìÜôùí
ùò åîÞò:

0.0.1 ËÞììá. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò ãéá ïéáäÞðïôå óõìöõÞ äñÜãìáôá F
OX-ìïäßùí :
(i) Ôï F åßíáé áíáêëáóôéêü (Þôïé F ∼= F∨∨, üðïõ F∨ := HomOX (F ,OX) ôï äõúêü ôïý F )
êáé ç âáèìßäá ôïõ éóïýôáé ìå 1.
(ii)ÅÜí çX0 åßíáé ìéá ìç éäéÜæïõóá áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞòX ìå codimX

¡
XrX0

¢
≥ 2,

ôüôå ôï F |X0 åßíáé áíáóôñÝøéìï êáé

F ∼= ι∗ (F |X0 ) ∼= ι∗ι
∗ (F) ,

üðïõ ι : X0 /→ X ç óõíÞèçò åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç.

Ôá äéáéñåôéêÜ äñÜãìáôá åßíáé áêñéâþò åêåßíá ôá ïðïßá ðëçñïýí ôéò áíùôÝñù óõíèÞêåò.
ÅðåéäÞ êÜèå äéáéñåôéêü äñÜãìá åßíáé åëåýèåñï óôñÝøåùò, õðÜñ·åé ìéá ìç ìçäåíéêÞ ôìÞóç
γ ∈ H0 (X,RatX ⊗OX F), ìå

H0 (X,RatX ⊗OX F) ∼= C (X) · γ,

êáé ôï F ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíá õðïäñÜãìá ôïý óôáèåñïý äñÜãìáôïòRatX ôùí ñçôþí
óõíáñôÞóåùí åðß ôïýX, Þôïé Ýíá åéäéêü äñÜãìá êëáóìáôéêþí éäåùäþí.

0.0.2 Ðñüôáóç. Ç áðåéêüíéóç

Cl (X) 3 {D} δ7−→ {OX (D)} ∈
½

äéáéñåôéêÜ óõìöõÞ
õðïäñÜãìáôá ôïý RatX

¾
/ H0 (X,O∗X) ,

üðïõ ôï OX (D) ïñßæåôáé óôÝëíïíôáò êÜèå ìç êåíü áíïéêôü óýíïëï U ôÞòX óôï

U 7−→ OX (D) (U) :=
©
ϕ ∈ C (X)∗ | (div (ϕ) +D) |U ≥ 0

ª
∪ {0},

åßíáé ìéá áìößññéøç.

¸óôù ΩReg(X)/C ôï äñÜãìá ôùí êáíïíéóôéêþí ìïñöþí åðß ôïý Reg(X) = XrSing(X) ι
/→

X, êáé ãéá i ≥ 1, Ýóôù

ΩiReg(X)/C :=
î

ΩReg(X)/C .

Ï (ìÝ·ñé ñçôÞò éóïäõíáìßáò) ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò êáôÜ Weil äéáéñÝôçòKX , ï ïðïßïò
áíôéóôïé·åß (ìÝóù ôÞò áíùôÝñù δ) óôï êáíïíéóôéêü äéáéñåôéêü äñÜãìá

ωX := ι∗
³
Ω
dimC(X)
Reg(X)/C

´
,

êáëåßôáé êáíïíéóôéêüò äéáéñÝôçò ôÞò X.
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0.0.3 Ðñüôáóç. Ìéá ïñèüèåôç ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôáX åßíáé ðïéêéëüôçôáGorenstein åÜí êáé
ìüíïí åÜí åßíáé Cohen-Macaulay êáé ôï äñÜãìá and ωX åßíáé áíáóôñÝøéìï.

0.0.4 Èåþñçìá. (Elkik, Flenner). ÅÜí çX åßíáé ìéá ïñèüèåôç ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôá äéáóôÜ-
óåùò ≥ 2, ôüôåµ

ÇX Ý·åé ôï ðïëý
ñçôÜ éäéþìáôá

¶
⇐⇒

µ
ÇX åßíáé Cohen-Macaulay

êáé ωX ∼= f∗ωY

¶
,

üðïõ ç f : Y → X õðïäçëïß ôõ·ïýóá äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ôÞòX.

0.0.5 Ïñéóìüò. Ìéá ïñèüèåôç ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôáX êáëåßôáé Q-Gorenstein üôáí

ωX = OX (KX)

üðïõ ïKX åßíáé Ýíáò Q-Cartier äéáéñÝôçò. (Ï åëÜ·éóôïò èåôéêüò áêÝñáéïò c, ãéá ôïí ïðïßï
ï cKX åßíáé äéáéñÝôçò Cartier, êáëåßôáé äåßêôçò ôÞòX.)

0.0.6 Ïñéóìüò. ¸óôù X ìéá éäéÜæïõóá ïñèüèåôç Q-Gorenstein ðïéêéëüôçôá äéáóôÜóåùò
≥ 2. Èåùñïýìå ìéá äéÜëõóç f : Y → X ôùí éäéùìÜôùí ôÞò X , ôÝôïéá þóôå ï åîáéñåôé-
êüò ôüðïò (exceptional locus) ôÞò f íá åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò

S
i
Di ìå áðëÝò äéåõèåôçìÝíåò

äéáóôáõñþóåéò (simple normal crossings), êáé ïñßæïõìå ùò áðüêëéóç (discrepancy) ôç äéá-
öïñÜ

KY − f∗ (KX) =
P

i aiDi .

ËÝìå üôé ç ðïéêéëüôçôáX äéáèÝôåé ôåñìáôéêÜ (êáé, áíôéóôïß·ùò, êáíïíéóôéêÜ, log-ôåñìáôéêÜ,
log-êáíïíéóôéêÜ) éäéþìáôá üôáí üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ai ôÞò áðïêëßóåùò åßíáé> 0 ( êáé, áíôé-
óôïß·ùò, ≥ 0 / > −1 / ≥ −1). Ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé áíåîÜñôçôïò ôÞò åðéëïãÞò ôÞò f .

0.0.7 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí üëïé ïé ai åßíáé = 0, ôüôå ç f : Y → X êáëåßôáé ìç áðïêëßíïõóá
(crepant) äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ôÞò X. ÓçìåéùôÝïí üôé ôï ðëÞèïò # {i | ai = 0} ôùí ìç
áðïêëéíüíôùí åîáéñåôéêþí äéáéñåôþí äéáôçñåßôáé óôáèåñü ùò ðñïò ïéáäÞðïôå f õðü ôïí
üñï üôé çX äéáèÝôåé (ôï ðïëý) êáíïíéóôéêÜ éäéþìáôá.

(ii) Ôá ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá óõíéóôïýí ôçí ìéêñüôåñç äõíáôÞ êëÜóç éäéùìÜôùí, ãéá ôçí
ïðïßá êáíåßò íá åöáñìüóåé ôïMMP (=minimal model program) ãéá ëåßåò ðïéêéëüôçôåò. Ôá
êáíïíéóôéêÜ éäéþìáôá åßíáé áêñéâþò åêåßíá ôá éäéþìáôá ðïõ êÜíïõí ôçí åìöÜíéóÞ ôïõò óôá
ëåãüìåíá êáíïíéóôéêÜ ìïíôÝëá (canonical models) ðïéêéëïôÞôùí ãåíéêïý ôýðïõ (of general
type). ÔÝëïò, ôá log-éäéþìáôá (éäéþìáôá ëïãáñéèìéêïý ôýðïõ) åßíáé ôá éäéþìáôá åêåßíá, ãéá
ôá ïðïßá ç áðüêëéóç åîáêïëïõèåß íá ìçí óôåñåßôáé íïÞìáôïò.

Áðü ôï èåþñçìá 0.0.4 êáé ôçí ðñüôáóç 0.0.3 óõìðåñáßíïõìå üôé:
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0.0.8 Èåþñçìá. Ôá log-ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá åßíáé ñçôÜ êáé Gorenstein.

0.0.9 Ðüñéóìá. ¸íá éäßùìá x ∈ X åßíáé êáíïíéóôéêü ìå äåßêôç ôïõ ôï 1 åÜí êáé ìüíïí åÜí
åßíáé ñçôü êáé Gorenstein.

0.0.10 Ïñéóìüò. ¸óôù (OX,x,mX,x) ï ôïðéêüò äáêôýëéïò åíüò óçìåßïõ x ôÞò X êáé Ýóôù
Vx Ýíáò ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò C-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ðïõ ðáñÜãåé ôï ìåãéóôïôéêü
éäåþäåò mX,x.Ìéá ãåíéêÞ ôïìÞ õðåñåðéðÝäïõ (general hyperplane section) äéåñ·üìåíç áðü
ôï x åßíáé Ýíá C-áëãåâñéêü õðïäéÜó·çìá H ⊂ Ux, ôï ïðïßï êáèïñßæåôáé óå ìéá êáôÜëëçëç
êáôÜZariski áíïéêôÞ ãåéôïíéÜUx ôïý x ìÝóù åíüò äñÜãìáôïò éäåùäþíOX ·v, üðïõ ôï v ∈ Vx
åßíáé áñêïýíôùò ãåíéêü (sufficiently general). Ôïýôï óçìÜéíåé üôé ôï v ìðïñåß íá èåùñçèåß
ùò Ýíá C-óçìåßï åíüò êáôÜ Zariski áíïéêôïý ðõêíïý õðïóõíüëïõ ôïý Vx.)

0.0.11 Èåþñçìá. (M. Reid). ¸óôù X ìéá ïñèüèåôç ïéïíåß ðñïâïëéêÞ ìéãáäéêÞ ðïéêéëüôçôá
äéáóôÜóåùò r ≥ 3 êáé x ∈Sing(X) . ÅÜí ôï (X,x) åßíáé Ýíá ñçôü éäßùìá Gorenstein, ôüôå, ãéá
ìéá ãåíéêÞ ôïìÞ õðåñåðéðÝäïõ H äéåñ·üìåíç áðü ôï x, ôï (H, x) åßíáé åßôå Ýíá ñçôü åßôå Ýíá
åëëåéðôéêü (r − 1)-äéÜóôáôï éäßùìá.
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• Ôé óõìâáßíåé óôéò ìéêñÝò äéáóôÜóåéò 2 êáé 3; Óôç äéÜóôáóç 2 ï ïñéóìüò ôùí ñçôþí êáé
åëëåéðôéêþí éäéùìÜôùí ðëçóéÜæåé ôçí åíüñáóÞ ìáò ãéá ôï ôé èá üöåéëå íá óçìáßíåé «ñçôüò»
êáé «åëëåéðôéêüò». Ôá «ôåñìáôéêÜ óçìåßá» áíôéóôïé·ïýí óôá ïìáëÜ óçìåßá êáé ôá êáíïíé-
óôéêÜ éäéþìáôá åßíáé ôá ïéêåßá ìáò ñçôÜ äéðëÜ óçìåßá (âë. èåþñçìá 0.0.16). ÅðéðñïóèÝôùò,
ôüóï ôá ôåñìáôéêÜ üóï êáé ôá êáíïíéóôéêÜ éäéþìáôá Ý·ïõí ðÜíôïôå äåßêôç ßóï ìå 1.Áðü ôçí
Üëëç ìåñéÜ, ç ýðáñîç ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíçò åëá·éóôïôéêÞò1 (êáé êáëÞò2 åëá·éóôïôéêÞò)
äéáëýóåùò éäéùìÜôùí, êáèéóôÜ ôç ìåëÝôç ôùí éäéùìÜôùí åðéöáíåéþí ðïëý ðéï åýêïëç áð'
ü,ôé óå áíþôåñåò äéáóôÜóåéò.

0.0.12 Ïñéóìüò. ¸óôùX ìéá ïñèüèåôç åðéöÜíåéá, x ∈ Sing(X), êáé Ýóôù ∪ki=1Ci ï öïñÝáò
ôïý åîáéñåôéêïý äéáéñÝôç ùò ðñïò Ýíáí ãíÞóéï áìößññçôï ìïñöéóìü f : X 0 → X, ï ïðïßïò
óõóôÝëëåé ôï x. Ï èåìåëéþäçò êýêëïò

Zfund =
kX
i=1

niCi, ni > 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ k,

ôÞò f åßíáé ï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò, åëÜ·éóôïò êýêëïò ãéá ôïí ïðïßï (Zfund ·Ci) ≤ 0, ãéá
êÜèå i, 1 ≤ i ≤ k.

0.0.13 Èåþñçìá. (Artin) Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) Ôï (X,x) åßíáé Ýíá ñçôü éäßùìá åðéöáíåßáò.
(ii) pa(Zfund) = 0. (üðïõ ôï pa óõìâïëßæåé åäþ ôï áñéèìçôéêü ãÝíïò ).

0.0.14 Ðüñéóìá. (Brieskorn) ÅÜí ôï (X,x) åßíáé Ýíá ñçôü éäßùìá åðéöáíåßáò, ôüôå ï öïñÝáò
∪ki=1Ci Ý·åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò :

(i) üëåò ïé êáìðýëåò Ci åßíáé ëåßåò êáé ñçôÝò.

(ii) Ci ∩ Cj ∩ Cl = ∅ ãéá áíÜ äýï äéÜöïñïõò i, j, l.
(iii) (Ci · Cj) ∈ {0, 1} , ãéá i 6= j.

(iv) Ôï ãñÜöçìá ôùí {Ci |1 ≤ i ≤ k } äåí äéáèÝôåé êëåéóôïýò êýêëïõò.

0.0.15 Ðüñéóìá. (Artin) ÅÜí ôï (X,x) åßíáé Ýíá ñçôü éäßùìá åðéöáíåßáò, ç

multx (X) = mult (OX,x)

ç ðïëëáðëüôçôá ôÞò X óôï x êáé ç

edim (X,x) = dimC
¡
mX,x/m

2
X,x

¢
1Ìéá äéÜëõóç f : X0 → X ôùí éäéùìÜôùí ìéáò ïñèüèåôçò åðéöÜíåéáòX åßíáé åëá·éóôïôéêÞ üôáí ôï Exc(f) äåí ðåñéÝ·åé êáìßá
êáìðýëç ìå áñéèìü áõôïäéáôïìÞò−1 Þ, éóïäõíÜìùò, üôáí ãéá ïéáäÞðïôå äéÜëõóç g : X00 → X ôùí éäéùìÜôùí ôÞòX, õðÜñ·åé
Ýíáò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìïñöéóìüò h : X00 → X0 ìå g = f ◦ h.
2Ìéá äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ìéáò ïñèüèåôçò åðéöÜíåéáò åßíáé êáëÞ üôáí (i) ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ôïý åîáéñåôéêïý óõíüëïõ
åßíáé ëåßåò êáìðýëåò, êáé (ii) ï öïñÝáò ôÞò áíôßóôñïöçò åéêüíáò êáèåíüò éäéþìáôïò åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ìå áðëÝò äéåõèåôçìÝíåò
äéáóôáõñþóåéò.
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ç åëá·ßóôç äéáóôáóç åìöõôåýóåþò ôïõ, ôüôå :

−Z2fund = multx (X) = edim (X,x)− 1.

0.0.16 Èåþñçìá. Ïé áêïëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò ãéá ñçôü éäßùìá åðéöáíåßáò
(X,x):

(i) Ôï (X,x) åßíáé Ýíá êáíïíéóôéêü éäßùìá.

(ii) Ôï (X,x) åßíáé Ýíá ñçôü éäßùìá Gorenstein.

(iii) Ôï (X,x) åßíáé Ýíá ñçôü äéðëü óçìåßï (RDP) Þ Ýíá éäßùìá ôïý Klein Þ ôïý Du Val, Þôïé
áíáëõôéêþò éóïäýíáìï ðñïò Ýíá éäßùìá õðåñåðéöáíåßáò

(
©
(z1, z2, z3) ∈ C3 | ϕ (z1, z2, z3) = 0

ª
, (0, 0, 0))

êáèïñéæüìåíï áðü Ýíá åê ôùí ïéïíåß ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí ôïý ôýðïõ A-D-E ôùí êáôá·ù-
ñçèÝíôùí óôïí áêüëïõèï êáôÜëïãï :

Ôýðïò ϕ (z1, z2, z3)

An (n ≥ 1) zn+11 + z22 + z23

Dn (n ≥ 4) zn−11 + z1z
2
2 + z23

E6 z31 + z42 + z23

E7 z31 + z42 + z23

E8 z31 + z52 + z23

(iv) Ôï (X,x) áíáëõôéêþò éóïäýíáìï ðñïò Ýíá ðçëéêïúäßùìá
¡
C2/G, [0]

¢
, üðïõ çG óõìâïëß-

æåé ìßá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SL(2,C) . Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôçí
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ôáîéíüìçóç áõôþí ôùí ïìÜäùí (ìÝ·ñéò óõæõãßáò), åéóðñÜôôïõìå ôçí áíôéóôïé·ßá :

Ôýðïò éäéþìáôïò An Dn E6 E7 E8

Ôýðïò ôÞò äñþóáò ïìÜäáò G Cn Dn T O I

(ÇCn åßíáé êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò n êáé ïéDn,T,O êáé I ïé äõáäéêÝò äéåäñéêÝò, ôåôñáåäñé-
êÝò, ïêôáåäñéêÝò êáé åéêïóáåäñéêÝò õðïïìÜäåò ôÞò SL(2,C), ìå ôÜîåéò 4(n − 2), 24, 48 êáé
120, áíôéóôïß·ùò ).

(v) [Åðáãùãéêü êñéôÞñéï] Ôï (X,x) åßíáé Ýíá áðïëýôùò ìåìïíùìÝíï äéðëü óçìåßï, õðü ôçí
Ýííïéá ôïý üôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá

{πj−1 : Xj = Bl
red
{xj−1} −→ Xj−1 | 1 ≤ j ≤ l}

äéïãêþóåùí ìå êëåéóôÜ (áíçãìÝíá ) óçìåßá ùò êÝíôñá ôïõò êáé X0 = X, ôá ìüíá éäéÜæïíôá
óçìåßá ôÞòXl åßíáé ìåìïíùìÝíá äéðëÜ óçìåßá. (Åéäéêüôåñá, ôï (X,x) åßíáé Ýíá äéðëü óçìåßï
õðåñåðéöáíåßáò, ï ïñèüèåôïò êþíïò ôïý ïðïßïõ åßíáé åßôå ìéá (ü·é êáô' áíÜãêçí áíÜãùãç )
åðßðåäç êùíéêÞ åõèåéþí Þ ìéá äéðëÞ åõèåßá ).

0.0.17 Ïñéóìüò. ¸óôù (X,x) Ýíá ïñèüèåôï éäßùìá åðéöáíåßáò. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ôï
(X,x) åßíáé åëëåéðôéêü êáé Gorenstein. Ïñßæïõìå ôçí áíáëëïßùôï ôùí Laufer êáé Reid
LRI(X,x) ôïý x åíôüò ôÞò X ùò ôïí áíôßèåôï ôïý áñéèìïý áõôïäéáôïìÞò ôïý èåìåëéþäïõò
êýêëïõ ôïý Artin:

LRI (X,x) = −Z2fund.

0.0.18 Èåþñçìá. (Laufer, Reid )¸óôù (X,x) Ýíá ïñèüèåôï éäßùìá åðéöáíåßáò. ÅÜí ôï (X,x)

åßíáé åëëåéðôéêü êáé Gorenstein, ôüôå LRI(X,x) ≥ 1 ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò :

(i) ÅÜí LRI(X,x) = 1, ôüôå

(X,x) ∼= (
©
(z1, z2, z3) ∈ C3

¯̄
z21 + z32 + ϕ (z2, z3) = 0

ª
, (0, 0, 0)),

üðïõ ôï ϕ (z2, z3) åßíáé Ýíá Üèñïéóìá ìïíùíýìùí ôÞò ìïñöÞò z2zκ3 , κ ∈ Z≥4, êáé zκ3 , κ ∈ Z≥6.
Êáôüðéí äéïãêþóåùò

Bl
(z31 ,z22,z3)
{x} −→ X

ëáìâÜíïõìå ìéá ïñèüèåôç åðéöÜíåéá ðïõ Ý·åé ôï ðïëý Ýíá óçìåßï Du Val.
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(ii) ÅÜí LRI(X,x) = 2, ôüôå

(X,x) ∼= (
©
(z1, z2, z3) ∈ C3

¯̄
z21 + ϕ (z2, z3) = 0

ª
, (0, 0, 0)),

üðïõ ôï ϕ (z2, z3) åßíáé Ýíá Üèñïéóìá ìïíùíýìùí ôÞò ìïñöÞò zκ2 z
λ
3 , κ + λ ∈ Z≥4. Óå áõôÞí

ôçí ðåñßðôùóç ç ïñèïèåôçìÝíç äéüãêùóç ôÞòX óôï x

Norm
h
Blred{x}

i
= Bl

(z21,z2,z3)
{x} −→ X

Ý·åé ìüíï óçìåßá Du Val.

(iii) ÅÜí LRI(X,x) ≥ 2, ôüôå LRI (X,x) = multx (X) .

(iv) ÅÜí LRI(X,x) ≥ 3, ôüôå LRI (X,x) = edim(X,x) êáé ï õðåñêåßìåíïò ·þñïò ôÞò óõíÞ-
èïõò äéïãêþóåùò

Blred{x} = Bl
mX,x
{x} −→ X

ôïý x åßíáé ìéá ïñèüèåôç åðéöÜíåéá ðïõ Ý·åé (ôï ðïëý) éäéþìáôá Du Val.

0.0.19 Èåþñçìá. ¸óôù (X,x) Ýíá ïñèüèåôï éäßùìá åðéöáíåßáò. Ôüôå 3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(i) ôï x åßíáé ôåñìáôéêü ⇐⇒ x ∈ Reg (X)

(ii) ôï x åßíáé êáíïíéóôéêü ⇐⇒

⎛⎜⎝ (X,x) ∼=
¡
C2/G, [0]

¢
üðïõ

G ìéá ðåðåñáóìÝíç
õðïïìÜäá ôÞò SL(2,C)

⎞⎟⎠

(iii) ôï x åßíáé log-ôåñìáôéêü ⇐⇒

⎛⎜⎝ (X,x) ∼=
¡
C2/G, [0]

¢
üðïõ

G ìéá ðåðåñáóìÝíç
õðïïìÜäá ôÞò GL(2,C)

⎞⎟⎠

(iv) ôï x åßíáé log-êáíïíéóôéêü ⇐⇒

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ôï x åßíáé áðëü åëëåéðôéêü óçìåßï,

óçìåßï áíáêÜìøåùò
Þ ìç éäéÜæïí óçìåßï
Þ ðçëéêïúäßùìá

êáôáóêåõáæüìåíï ìÝóù áõôþí

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ô log-ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá åðéöáíåéþí åßíáé ñçôÜ (êáôÜ ôï èåþñçìá 0.0.8). Âåâáßùò, êÜôé
ôÝôïéï äåí éó·ýåé êáé ãéá log-êáíïíéóôéêÜ éäéþìáôá åðéöáíåéþí ðïõ äåí åßíáé log-ôåñìáôéêÜ.

3ÅðåîÞãçóç ïñïëïãßáò: ÅÜí ç f : X0 → X åßíáé ç êáëÞ åëá·éóôïôéêÞ äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ôÞò X, ôüôå ôï x êáëåßôáé
áðëü åëëåéðôéêü óçìåßï (êáé, áíôéóôïß·ùò, óçìåßï áíáêÜìøåùò (cusp)) óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï öïñÝáò ôïý åîáéñåôéêïý
äéáéñÝôçùò ðñïò ôçí f ï êåßìåíïò õðåñÜíù ôïýxóõíßóôáôáé áðü ìéá ëåßá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç (êáé, áíôéóôïß·ùò, áðü Ýíáí êëåéóôü
êýêëï ðñïâïëéêþí åõèåéþí∼= P1C).
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(Ðéï äéåîïäéêÞ ôáîéíüìçóç ôùí log-ôåñìáôéêþí êáé log-êáíïíéóôéêþí éäéùìÜôùí åðéöá-
íåéþí åíôïðßæåé êáíåßò óå äéÜöïñåò åñãáóßåò ôùí Brieskorn, Iliev, Kawamata, Alexeev êáé
Blache).

• Åí óõíå·åßá õðåíèõìßæïõìå ïñéóìÝíá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôÞò èåùñßáò ôñéóäéáóôÜôùí
ôåñìáôéêþí êáé êáíïíéóôéêþí éäéùìÜôùí.

0.0.20 Ïñéóìüò. ¸íá ïñèüèåôï ôñéóäéÜóôáôï éäßùìá (X,x) êáëåßôáé óýììéêôï éäßùìá
(ôïý) Du Val (cDV sungularity ) üôáí ãéá êÜðïéá ãåíéêÞ ôïìÞ õðåñåðéðÝäïõ H äéåñ·üìåíç
áðü ôï x, ôï (H, x) åßíáé Ýíá (óýíçèåò) éäßùìá (ôïý) Du Val, Þ, éóïäõíÜìùò, üôáí

(X,x) ∼= ({(z1, z2, z3, z4) ∈ C4 |ϕ (z1, z2, z3) + z4 · g (z1, z2, z3, z4) = 0}, (0, 0, 0, 0)),

üðïõ ôï ϕ (z1, z2, z3) åßíáé Ýíá åê ôùí ïéïíåß ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí ôïý êáôáëü-
ãïõ ðïõ ðáñáôßèåôáé óôï èåþñçìá 0.0.16 (iii) êáé ôï g (z1, z2, z3, z4) ôõ·üí ðïëõþ-
íõìï ôïý C[z1, z2, z3, z4]. Áíáëüãùò ôïý ôýðïõ ôïý ϕ (z1, z2, z3) , ôï (X,x) êáëåßôáé
cAn, cDn, cE6, cE7 êáé cE8-óçìåßï, áíôéóôïß·ùò. (Ðñïóï·Þ! Ô á óýììéêôá éäéþìáôá Du
Val äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåìïíùìÝíá.)

0.0.21 Èåþñçìá. (Reid ) ¸óôù (X,x) Ýíá ôñéóäéÜóôáôï ïñèüèåôï éäßùìá. Ôüôå

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(i) ôï x åßíáé ôåñìáôéêü =⇒ ôï x åßíáé ìåìïíùìÝíï

(ii) ôï x åßíáé ôåñìáôéêü ìå äåßêôç= 1 ⇐⇒ ôï x åßíáé ìåìïíùìÝíï cDV-óçìåßï

(iii) ôï x åßíáé ôåñìáôéêü ìå äåßêôç ≥ 1 ⇐⇒

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ôï x åßíáé ðçëßêï åíüò

ìåìïíùìÝíïõ cDV-óçìåßïõ
äçìéïõñãïýìåíïõ ìÝóù ôÞò
äñÜóåùò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò

êõêëéêÞò ïìÜäáò

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(iv) ôï x åßíáé åßíáé óýììéêôï éäßùìá Du Val =⇒ ôï x åßíáé êáíïíéóôéêü

ÅêôåôáìÝíïé êáôÜëïãïé ôáîéíïìÞóåùò 3-äéáóôÜôùí ôåñìáôéêþí éäéùìÜôùí (ïéïõäÞðïôå äåß-
êôç) ðåñéÝ·ïíôáé óå åñãáóßåò ôùíMori, Reid êáé Kollar & Shepherd-Barron. Ïé äéåõèåôçìÝ-
íåò ìïñöÝò ôùíïñéæïõóþí åîéóþóåùí cDV-óçìåßùí å·ïõí ìåëåôçèåß áðü ôïíMarkushevich.
Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ôáîéíüìçóç ôùí 3-äéáóôÜôùí ôåñìáôéêþí êõêëéêþí ðçëéêïúäéùìÜ-
ôùí, ôá ïðïßá ðáßæïõí Ýíáí óçìáíôéêü ñüëï óôéò ðñïáíáöåñüìåíåò åñãáóßåò, åßíáé ó·åôé-
êþò áðëÞ.
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0.0.22 Èåþñçìá. (Danilov, Morrison-Stevens) ¸óôù (X,x) Ýíá ôåñìáôéêü ôñéóäéÜóôáôï
éäßùìá. Ôüôå ⎛⎝ (X,x) ∼=

¡
C3/G, [0]

¢
üðïõ ç G åßíáé ìéá

ãñáììéêþò äñþóá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ
õðïïìÜäá ôÞò GL(3,C) ·ùñßò øåõäïêáôïðôñéóìïýò

⎞⎠
m

⎛⎜⎜⎝
ç äñÜóç ôÞò G äßíåôáé (ìÝ·ñéò áíáäéáôÜîåùò ôùí

(z1, z2, z3) êáé ïìáäïèåùñçôéêþí óõììåôñéþí) áðü ôçí
(z1, z2, z3) 7−→ (ζλμ z1, ζ

−λ
μ z2, ζμ z3), üðïõ μ := |G| ,

gcd (λ, μ) = 1, êáé ζμ ìéá μ-ïóôÞ ñßæá ôÞò ìïíÜäáò

⎞⎟⎟⎠

• ÁíáãùãÞ ôùí 3-äéáóôÜôùí êáíïíéóôéêþí éäéùìÜôùí. Ôá éäéþìáôá ìéáò ïéïíåß ðñïâïëé-
êÞò ôñéóäéÜóôáôçò ìéãáäéêÞò ðïéêéëüôçôáò X åßíáé äõíáôüí íá áíá·èïýí óå áðëïýóôåñá
ìÝóù ìéáò «êáíïíéóôéêÞò ìåôáôñïðÞò» ôçò Xcan g→ X, ïýôùò þóôå ï KXcan íá êáèßóôáôáé
g-åõñýò. ÁëëÜ êáé ç Xcan ìðïñåß íá ìåôáëëá·èåß êÜíïíôáò ·ñÞóç ìéáò «ôåñìáôéêÞò ìåôá-

ôñïðÞò» X ter f→ Xcan, ïýôùò þóôå ç X ter íá Ý·åé (ôï ðïëý) ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá, üðïõ ç
f åßíáé ðñïâïëéêÞ êáé ìç áðïêëßíïõóá. ÔÝëïò, ç X ter ìðïñåß íá ìåôáëëá·èåß Ýôé ðåñáé-
ôÝñù ìÝóù ìéáò «Q-ôåñìáôéêÞò ìåôáôñïðÞò»XQ-ter h→ X ter, ïýôùò þóôå çXQ-ter íá Ý·åé (ôï
ðïëý) Q-ðáñáãïíôéêÜ ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá êáé ç h íá åßíáé ðñïâïëéêÞ êáé éóïìïñöéóìüò
óôç óõíäéÜóôáóç 1. Ôá êýñéá âÞìáôá áõôÞò ôÞò «åóþôåñçò» äéáäéêáóßáò êáôáóêåõÞò ôÞò
f , ôá ïðïßá ïöåßëïíôáé óôïí Miles Reid, èá ðáñïõóéáóèïýí ðïëý óõíïðôéêÜ êáé êáôüðéí
èá åöáñìïóèïýí åíôüò ôùí ðëáéóßùí ôÞò ÔïñéêÞò Ãåùìåôñßáò.

ÂÞìá 1. ÁíáãùãÞ óå êáíïíéóôéêÜ éäéþìáôá äåßêôç 1 ìÝóù åðéêáëõðôéêþí áðåéêïíßóåùí.
ÅÜí ôï x ∈ X := Xcan åßíáé Ýíá êáíïíéóôéêü éäßùìá ìå äåßêôç ßóï ìå c > 1, ôüôå êáíåßò
èåùñåß ôçí ðåðåñáóìÝíç åðéêáëõðôéêÞ áðåéêüíéóç

φ : Y = Spec

Ã
c−1M
i=0

OX (cKX)

!
−→ X.

Ç ßíá φ−1 (x) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï, áò ôï ðïýìå y, êáé åÜí ôï y ∈ Y åßíáé
ôåñìáôéêü, ôüôå ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôï x ∈ X. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí ç ψ : Y 0 → Y åßíáé
ìéá ìç áðïêëßíïõóá (ìåñéêÞ Þ ðëÞñçò) äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ôÞò Y (üðùò áõôÝò ðïõ èá
êáôáóêåõáóèïýí óôá åðüìåíá âÞìáôá), ôüôå ëáìâÜíïõìå Ýíá ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

Y 0 ψ−→ Y

↓ φ0 φ ↓
Y 0/Zc

ψ0−→ X



xx

ôï ïðïßï åðåêôåßíåé ôç äñÜóç ôÞò Zc åðß ôïý (X,x) óå ìéá äñÜóç åðß ôçò Y 0, ïðïõ ç ψ0 åßíáé
ìç áðïêëßíïõóá ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åîáéñåôéêü (áíÜãùãï) äéáéñÝôç êáé ç φ0 åßíáé etale
(åðéêáëõðôéêÞ) óôç óõíäéÜóôáóç 1.

ÂÞìá 2. ÂåâáñçìÝíåò äéïãêþóåéò éäéùìÜôùí ðïõ äåí åßíáé cDv. ÅöåîÞò ìðïñïýìå íá
õðïèÝôïõìå üôé ç X ðåñéÝ·åé (ôï ðïëý) êáíïíéóôéêÜ éäéþìáôá ìå äåßêôç ßóï ìå 1 (äçëáäÞ
éäéþìáôá ñçôÜ êáé Gorenstein). ÅÜí ç X ðåñéÝ·åé éäéþìáôá x ∈ X ðïõ äåí åßíáé cDV, ôüôå,
ãéá ìéá ãåíéêÞ ôïìÞ õðåñåðéðÝäïõ H äéåñ·üìåíç áðü ôï x, ôï (H, x) åßíáé Ýíá åëëåéðôéêü
éäßùìá åðéöáíåßáò. ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò 0.0.18 äéáðéóôþíïõìå ôá áêüëïõèá:

0.0.23 Ðñüôáóç. (i) ÅÜí LRI(H, x) = 1, ôüôå

(X,x) ∼= (
©
(z1, z2, z3, z4) ∈ C4

¯̄
z21 + z32 + ϕ (z2, z3, z4) = 0

ª
, (0, 0, 0, 0)),

ìå ϕ (z2, z3, z4) = z2F1(z3, z4) + F2(z3, z4), üðïõ ôï F1 (êáé, áíôéóôïß·ùò, ôï F2) åßíáé Ýíá
Üèñïéóìá ìïíùíýìùí ôÞò ìïñöÞò zκ3 z

λ
4 âáèìïý κ+ λ ≥ 4 (êáé, áíôéóôïß·ùò, ≥ 6).

(ii) ÅÜí LRI(H, x) = 2, ôüôå

(X,x) ∼= (
©
(z1, z2, z3, z4) ∈ C4

¯̄
z21 + ϕ (z2, z3, z4) = 0

ª
, (0, 0, 0, 0)),

üðïõ ôï ϕ (z2, z3, z4) åßíéá Ýíá Üèñïéóìá ìïíùíýìùí âáèìïý ≥ 4.
(iii) ÅÜí LRI(H, x) ≥ 3, ôüôå LRI(H, x) = edim (H, x) = edim(X,x)− 1.

Äéïãêþíïíôáò ôï x ∈ X ùò ðñïò ôá âÜñç (2, 1, 1, 1) , (3, 2, 1, 1) êáé (1, 1, 1, 1) üôáí
LRI(H, x) = 1, 2 êáé ≥ 3, áíôéóôïß·ùò, ëáìâÜíïõìå ìéá ðñïâïëéêÞ ìç áðïêëßíïõóá (ìå-
ñéêÞ) äéÜëõóç ôùí éäéùìÜôùí ôÞò X. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞí ôç äéáäéêáóßá ãéá üëá ôá
éäéþìáôá ðïõ äåí åßíáé cDV, áðáëëáóóüìáóôå ðëÞñùò áðü áõôÜ.

ÂÞìá 3. Ôáõôü·ñïíç äéüãêùóç ìïíïäéÜóôáôùí éäéáæüíôùí ôüðùí. Áðü åäþ êáé óôï åîÞò
ìðïñïýìå íá õðïèÝôïõìå üôé çX ðåñéÝ·åé (ôï ðïëý) éäéþìáôá cDV.ÅÜí ï éäéÜæùí ôçò ôüðïò
Sing(X) Ý·åé ìïíïäéÜóôáôåò óõíéóôþóåò, ôüôå äéïãêþíïõìå ôçí ÝíùóÞ ôïõò (åöïäéáóìÝíç
ìå ôçí áíçãìÝíç äéáó·çìáôéêÞ äïìÞ). ÁõôÞ ç äéüãêùóç õëïðïéåßôáé ìÝóù åíüò «ìéêñïý»,
ìç áðïêëßíïíôïò áìöéññÞôïõ ìïñöéóìïý. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞ ôç äéáäéêáóßá ðåðå-
ñáóìÝíïõ ðëÞèïõò öïñÝò êáôáëÞãïõìå óôï íá Ý·ïõìå áíáãÜãåé ôá éäéþìáôÜ ìáò óå ìåìï-
íùìÝíá cDV-éäéþìáôá, Þôïé óå ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá ìå äåßêôç 1.

ÂÞìá 4 (ðñïáéñåôéêü) ÐëÞñåéò äéáëýóåéò éäéùìÜôùí. Åíßïôå åßíáé ·ñÞóéìï íá äéáëýïíôáé
ôá éäéþìáôá ôÞò ôñéóäéÜóôáôçò ðïéêéëüôçôáò áíáöïñÜò ìáò áð' Üêñïõ åéò Üêñïí, äéáëýï-
íôáò êáé ôá åíáðïìåßíáíôá ôåñìáôéêÜ éäéþìáôá (åé äõíáôüí) ìÝóù «ìéêñþí», ìç áðïêëéíü-
íôùí áìöéññÞôùí ìïñöéóìþí.
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ÌÉÁ ÐÑÙÔÇ ÔÁÎÉÍÏÌÇÓÇ ÔÏÑÉÊÙÍ ÉÄÉÙÌÁÔÙÍ

ÄéáêñéôÞ Ãåùìåôñßá AëãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá

éó·õñþò êõñôüò ñçôüò
ðïëõåäñéêüò êþíïò σ ⊂ Rr

Ç Uσ åßíáé ðÜíôïôå ïñèüèåôç,
êáé Cohen-Macaulay

orb (σ) ∈ Uσ, σÝÝíáò ìç âáóéêüò êþíïò
ôÞò ìåãßóôçò äõíáôÞò äéáóôÜóåùò r
(äéáôçñïýìå áõôÞí ôçí ðñïûðüèåóç óå ü,ôé áêïëïõèåß)

Ôï (Uσ, orb (σ)) åßíáé Ýíá
ñçôü éäßùìá

∃!mσ ∈MQ :
Gen (σ) ⊂ {y ∈ NR | hmσ, yi = 1}

Ç Uσ åßíáé Q-Gorenstein
êáé ôï (Uσ, orb (σ)) åßíáé Ýíá
log-ôåñìáôéêü éäßùìá ìå äåßêôç ßóï ìå ôï
min{κ ∈ Z≥1 |mσκ ∈ M}

⎧⎨⎩
∃!mσ ∈MQ :

Gen (σ) ⊂ {y ∈ NR | hmσ, yi = 1}
êáé N ∩ σ ∩ {y ∈ NR | hmσ, yi < 1} = {0}

Ôï (Uσ, orb (σ)) åßíáé Ýíá
êáíïíéóôéêü éäßùìá ìå äåßêôç ßóï ìå ôï
min{κ ∈ Z≥1 |mσκ ∈ M}

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∃!mσ ∈MQ :
Gen (σ) ⊂ {x ∈ NR | hmσ,xi = 1}
êáé N ∩ σ ∩ {x ∈ NR | hmσ,xi ≤ 1}
= {0} ∪ Gen (σ)

Ôï (Uσ, orb (σ)) åßíáé Ýíá
ôåñìáôéêü éäßùìá ìå äåßêôç ßóï ìå ôï
min{κ ∈ Z≥1 |mσκ ∈ M}

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∃!mσ ∈M :
Gen (σ) ⊂ {x ∈ NR | hmσ,xi = 1}
ìå ôïí σ íá óôçñßæåé ôï êéãêëéäùìáôéêü ðïëýôïðï
Pσ := σ ∩ {x ∈ NR | hmσ,xi = 1} êáé
N ∩ conv ({0} ∪ Pσ) = {0} ∪ (N ∩ Pσ)

Ôï (Uσ, orb (σ)) åßíáé Ýíá
éäßùìá Gorenstein
(Þôïé Ýíá êáíïíéóôéêü éäßùìá
ìå äåßêôç ßóï ìå ôï 1)

Ôï áíùôÝñù Pσ åßíáé êéãêëéäùìáôéêþò éóïäýíáìï
ìå êÜðïéo ðïëýôïðï ôïý Nakajima

Ôï (Uσ, orb (σ)) åßíáé ôïðéêþò Ýíá
éäßùìá ðëÞñïõò äéáôïìÞò
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ÐáñÜäåéãìá åíüò 2-äéÜóôáôïõ ôïñéêïý éäéþìáôïò (Uσ, orb (σ)). Áõôü åßíáé êáô' áíÜãêçí

êõêëéêü ðçëéêïúäßùìá. Ç åéêüíá Fig. 1 äåß·íåé ôçí åëá·éóôïôéêÞ äéÜëõóç Uσ
f←− X (N,∆0)

áõôïý ôïý éäéþìáôïò ôïý Uσ ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé êáôüðéí õðïäéáéñÝóåùò ôïý êþíïõ

σ = pos ({(1, 0) , (4, 5)}) ⊂ R2

óå äýï ìéêñüôåñïõò «âáóéêïýò» êþíïõò.

Fig. 1

¸·ïõìå Uσ = C2/G, üðïõ G ⊂ GL(2,C) ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò 5 ðáñá-
ãüìåíç áðü ôïí ðßíáêá Ã

e
2π
√
−1

5 0

0 e
2π
√
−1

5

!
.

Ôï (Uσ, orb (σ)) Ý·åé äéÜóôáóç åìöõôåýóåùò 6 êáé äåí åßíáé ðëÞñçò äéáôïìÞ, êáèüôé ìðïñåß
íá ðåñéãñáöåß ùò ï ·þñïò ëýóåùí

¡
5
2

¢
= 10 ìïíùíõìéêþí åîéóþóåùí. ÓõãêåêñéìÝíá,

Uσ ∼=
½
(z0, z1, z2, z3, z4, z5) ∈ C6

¯̄̄̄
rank

µ
z0 z1 z2 z3 z4
z1 z2 z3 z4 z5

¶
≤ 2

¾
.
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ÐñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôÞò óôñáôçãéêÞò äéáëýóåùò éäéùìÜôùí êáôÜ M. Reid ãéá Ýíá
ôñéóäéÜóôáôï ôïñéêü éäßùìá Gorenstein. Áò èåùñÞóïõìå ôïí êþíï σ = pos(P ) ⊂ R2 ×
{1} ⊂ R3 ï ïðïßïò óôçñßæåé ôï êéãêëéäùìáôéêü ôñßãùíï

P = conv {(−3, 3, 1) , (3, 1, 1) , (0,−3, 1)}

ôÞò Fig. 2 (ùò ðñïò ôï óýíçèåò ïñèïãþíéï êéãêëßäùìá Z3).

Fig. 2

Ôï éäßùìá (Uσ, orb (σ)) Ý·åé äéÜóôáóç åìöõôåýóåùò

edim (Uσ, orb (σ)) = #(Hlb(Z3)∨ (σ∨)) = 14.

ÅðïìÝíùò, êáôÜ ôï èåþñçìá 0.0.18 (iv) and ôçí ðñüôáóç 0.0.23 (iii), ç áíáëëïßùôïò ôùí
Laufer êáé Reid éóïýôáé ìå

LRI (H, orb (σ)) = edim (H, x) = edim (Uσ, orb (σ))− 1 = 13.

Ç Fig. 3 äåß·íåé ôï áðïôÝëåóìá ôÞò (óõíÞèïõò) äéïãêþóåùò ôïý orb(σ) ∈ Uσ.
Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ï «êåíôñéêüò» íÝïò êþíïò σ0 = pos(P 0) åíôüò ôïõ σ óôçñßæåé ôï
êéãêëéäùìáôéêü ðåíôÜãùíï

P 0 = conv ({(−2, 2, 1) , (−1, 2, 1) , (2, 1, 1) , (2, 0, 1) , (0,−2, 1)}) ,
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Fig. 3

ôï ïðïßï ïñßæåôáé ùò ôï êõñôü ðåñßâëçìá (êõñôÞ èÞêç) ôùí åóùôåñéêþí êéãêëéäùìáôéêþí
óçìåßùí ôïý P. Ìå ðïëëáðëÞ åöáñìïãÞ ôùí åíäéÜìåóùí âçìÜôùí êáôáëÞãïõìå óôçí ðï-
ëõãùíéêÞ õðïäéáßñåóç ôïý P ôÞò Fig. 4.

Fig. 4

Óôï ôåëåõôáßï âÞìá Ý·ïõìå 23 = 8 äõíáôÝò åðéëïãÝò (ãéá ôï ðþò öÝñïõìå ôéò äéáãùíßïõò
ãéá ôïí ó·çìáôéóìü ôñéãùíéóìïý).


