
ÊÅÖÁËÁÉÏ 10

Ãéíüìåíá ïìÜäùí

Ôï (åõèý) ãéíüìåíï  × äõï ïìÜäùí  êáé  êáôáóêåõÜæåôáé ùò áêïëïýèùò:

ôá óôïé·åßá ôïý× åßíáé äéáôåôáãìÝíá æåýãç ( ) üðïõ  ∈  êáé  ∈ , åíþ

ï ðïëëáðëáóéáóìüò åð' áõôïý ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò

( )(0 0) = (0 0)

Áìöüôåñá ôá  0 åßíáé óôïé·åßá ôÞò  êáé, ðïëëáðëáóéáæüìåíá åíôüò ôÞò , ìáò

äßíïõí ôçí ðñþôç «óõíôåôáãìÝíç» áõôïý ôïý ãéíïìÝíïõ. Ç äåýôåñç «óõíôåôáãìÝ-

íç» ðñïÝñ·åôáé áðü ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôïý  ìå ôï 0 åíôüò ôÞòÅðïìÝíùò, ôï

(0 0) åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ×. Ç ðñïóåôáéñéóôé-

êüôçôá Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôùí ðïëëáðëáóéáóôéêþí ðñÜ-

îåùí ôùí êáé Åðßóçò, ôï ( ) åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ôï (−1 −1)
åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý óôïé·åßïõ ( ) (Åëðßæïõìå íá ìçí ðñïîåíåßôáé óýã·õóç

áðü ôç ·ñÞóç ôïý éäßïõ óõìâüëïõ ãéá ôá ìïíáäéáßá óôïé·åßá ôùí  êáé)

ÄõíÜìåé ôÞò óõíÜñôçóçò

× −→  × ( ) 7−→ ( )

åßíáé ðñïöáíÝò üôé  × ∼=  ×  ÅÜí êÜðïéá áðü ôéò  êáé  ôý·åé íá åßíáé

Üðåéñç ïìÜäá, ôüôå ç  ×  åßíáé êáé áõôÞ Üðåéñç ïìÜäá° åéäÜëëùò, ç ôÜîç ôÞò

 × éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôÜîåùí ôùí  êáé  . ÅÜí áìöüôåñåò ïé  êáé

 åßíáé áâåëéáíÝò, ôüôå êáé ç × åßíáé áâåëéáíÞ. Êáé áíôéóôñüöùò° ç  åßíáé

éóüìïñöç ìå ôçí õðïïìÜäá { ( )|  ∈ } ôÞò  ×  (ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý

 7−→ ( )), åíþ ç åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí õðïïìÜäá { ( )| ∈ } ôÞò ×
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(ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý  7−→ ( )), ïðüôå, åÜí ç  ×  åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå

áìöüôåñåò ïé  êáé åßíáé áâåëéáíÝò. Ôï åõèý ãéíüìåíï 1 ×2 × · · · × ìéáò

ðåðåñáóìÝíçò óõëëïãÞò ïìÜäùí Ý·åé, êáô' áíáëïãßáí ðñïò ôçí× , ùò óôïé·åßá

ôïõ -Üäåò (1 2     ), üðïõ  ∈ , ∀, 1 ≤  ≤ , êáé ùò ðïëëáðëáóéáóìü

ôïõ ôïí

(1 2     )(
0
1 

0
2     

0
) = (1

0
1 2

0
2     

0
)

Êáé åäþ, ç åíáëëáãÞ ôÞò äéÜôáîçò ôùíóõíôåôáãìÝíùí ìÜò äßíåé éóüìïñöåò ïìÜäåò.

(10.1) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá Ýîé óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò Z2 × Z3 åßíáé ôá åîÞò:

(0 0) (1 0) (0 1) (1 1) (0 2) (1 2)

ÁõôÜ «óõíäõÜæïíôáé» ìåôáîý ôïõò ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

( ) + (0 0) = (+2 0  +3 0) 

ºóùò íá ìáò öáßíåôáé êÜðùò áîéïðåñßåñãï ôï üôé ·ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðñüóèåóç

ùò ðñÜîç ìáò, áëëÜ åíôïýôïéò èá ôçñïýìå ôçí ðñïêåéìÝíç óýìâáóç ïðïôåäÞðïôå

óõíáíôïýìå (åõèÝá) ãéíüìåíá êõêëéêþí ïìÜäùí. ÓçìåéùôÝïí üôé, åðáíáëáìâáíü-

ìåíç ç ðñüóèåóç ôïý óôïé·åßïõ (1 1) ìå ôïí åáõôü ôïõ ìðïñåß íá ìáò äþóåé üëá ôá

óôïé·åßá ôÞò Z2 × Z3. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç Z2 × Z3 åßíáé êõêëéêÞ êáé ïöåßëåé, ãé'

áõôüí ôïí ëüãï, íá åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z6. ¸íáò áðôüò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí

Z2 × Z3 êáé Z6 ðñïêýðôåé ìÝóù ôÞò áêüëïõèçò áðåéêüíéóçò óôïé·åßùí:

(0 0) 7−→ 0 (1 1) 7−→ 1 (0 2) 7−→ 2

(1 0) 7−→ 3 (0 1) 7−→ 4 (1 2) 7−→ 5

(ii) Êáô' áíáëïãßáí, ìðïñïýìå íá êáôáãñÜøïõìå ôá ôÝóóåñá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò

Z2 × Z2 ùò (0 0), (1 0), (0 1), (1 1), ·ñçóéìïðïéþíôáò, åí ðñïêåéìÝíù, ðñüóèåóç

êáôÜ ìüäéï 2 êáé óôéò äýï óõíôåôáãìÝíåò. ÊÜèå óôïé·åßï äéÜöïñï ôïý (0 0) Ý·åé

ôÜîç ßóç ìå 2, ïðüôå ç Z2 × Z2 äåí åßíáé êõêëéêÞ. Ç Z2 × Z2 åßíáé éóüìïñöç ìå

ôçí ïìÜäá ôùí åðéðÝäùí óõììåôñéþí ìéáò óêáêéÝñáò (âë. êåöÜëáéï 7), ìÝóù ôÞò

áêüëïõèçò áðåéêüíéóçò óôïé·åßùí:

(0 0) 7−→  (1 0) 7−→ 1

(0 1) 7−→ 2 (1 1) 7−→ 

êáé óõ·íÜ êáëåßôáé ïìÜäá ôïý Klein.

(iii) Óõìâïëßæïíôáò ìå ôï R ôï åõèý ãéíüìåíï  áíôéôýðùí ôÞò ïìÜäáò R ìðï-

ñïýìå, ùò óõíÞèùò, íá åêëáìâÜíïõìå ôá óôïé·åßá ôïý R ùò äéáíýóìáôá õðü ôç

ìïñöÞ x = (1     ) êáé ôç óõíÞèç ðñüóèåóç

x+ y = (1 + 1      + )

äéáíõóìÜôùí x = (1     ), y = (1     ) ùò ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò R.
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(10.2) Èåþñçìá. Ç ïìÜäá Z × Z åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí Ý·ïõìå
ìêä() = 1

Áðüäåéîç. ¸óôù  ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ (1 1) åíôüò ôÞò Z×Z. Áèñïßæïíôáò ôï

(1 1) ìå ôïí åáõôü ôïõ  öïñÝò ðáßñíïõìå ôï (0 0) ïðüôå Ý·ïõìå

((mod ) (mod )) = (0 0)

Áõôü óçìáßíåé üôé áìöüôåñïé ïé  êáé  áðïôåëïýí äéáéñÝôåò ôïý . ÅÜí

ìêä() = 1, ôüôå ôï  ïöåßëåé íá äéáéñåß ôïí , ïðüôå êáô' áíÜãêçí  = 

Ùò åê ôïýôïõ, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ç Z × Z åßíáé êõêëéêÞ ìå ôï (1 1) ùò

ãåííÞôïñÜ ôçò.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ï  åßíáé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí êáé  êáé

üôé   1 ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ç Z × Z, åí ðñïêåéìÝíù, äåí åßíáé êõêëéêÞ.

Ðñïò ôïýôï ïñßæïõìå ôïõò0 = 
 êáé 0 = 

  Ãéá êÜèå óôïé·åßï ( ) ôÞòZ×Z
Ý·ïõìå

00( ) = (00(mod )00(mod ))

= (0(mod )0(mod ))

= (0 0)

ïðüôå ç ôÜîç ôïý ( ) åßíáé ≤ 00 ÅðïìÝíùò ç ïìÜäá Z × Z äåí åßíáé êõ-

êëéêÞ, äéüôé äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá óôïé·åßï ôÜîçò ¤

(10.3) ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  ï ìïíáäéáßïò 3× 3 ðßíáêáò êáé Ýóôù  = − Ôüóï
ï  üóï êáé ï  ìåôáôßèåíôáé ìå êÜèå Üëëïí ðßíáêá ôÞò 3 åíþ áðü êïéíïý ó·ç-

ìáôßæïõí ìéá õðïïìÜäá ôÞò 3 ôÜîçò 2 Èá äåßîïõìå üôé ç 3 åßíáé éóüìïñöç ìå

ôï åõèý ãéíüìåíï ôÞò 3 êáé ôÞò åí ëüãù õðïïìÜäáò. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

 : 3 × { } −→ 3 () 7−→ 

Ç  äéáôçñåß ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôùí ìåôå·ïõóþí ïìÜäùí, êáèüôé éó·ýåé

 (() (  )) =  ( ) =  =  () (  )

ãéá ôõ·üíôåò  ∈ 3 êáé ôõ·üíôåò   ∈ { } ÅÜí  () =  ( ) 

ôüôå  =  äßíïíôÜò ìáò ôçí éóüôçôá det() = det( )¼ìùò

det() = det() det() = det()

ëüãù ôïý üôé  ∈ 3 êáé -ðáñïìïßùò- det( ) = det( ) ÅðïìÝíùò,  =  êáé

 =  áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé ç  åßíáé åíñéðôéêÞ. Õðïëåßðåôáé ï Ýëåã·ïò

ôïý üôé ç  åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ÄïèÝíôïò åíüò  ∈ 3, åßôå  ∈ 3 ïðüôå
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Ý·ïõìå  =  ( )  åßôå  ∈ 3 ïðüôå Ý·ïõìå  =  ( )  Ôïýôï ïëïêëç-

ñþíåé ôçí åðé·åéñçìáôïëïãßá ìáò.

Óçìåéþóôå üôé (äõíÜìåé ôÞò  7−→ 0,  7−→ 1) ç { } åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2¢ñá

3 × Z2 ∼= 3

Áíáëüãùò äåß·íåé êáíåßò üôé

 × Z2 ∼= 

ãéá êÜèå ðåñéôôü . ÁíôéèÝôùò, üôáí ï  åßíáé Üñôéïò, ôüôå äåí õðÜñ·åé éóïìïñöé-
óìüò ìåôáîý ôùí  × Z2 êáé  (âë. Üóêçóç 10.9).

Ôï áíùôÝñùðáñÜäåéãìá ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò: åÜí ôá êáé åßíáé äõï õðïóý-

íïëá ìéáò ïìÜäáò , ôüôå óõìâïëßæïõìå ùò  ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí ãéíïìÝíùí

 üðïõ  ∈  êáé  ∈ 

(10.4) Èåþñçìá. ÅÜí ïé êáé åßíáé äõï õðïïìÜäåò ôÞò ïìÜäáò ãéá ôéò ïðïßåò
éó·ýåé  =  êáé  ∩  = {} êáé åÜí -ôáõôï·ñüíùò- êÜèå óôïé·åßï ôÞò 
ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò ôüôå

 ∼=  ×

Áðüäåéîç. Èá ìéìçèïýìå ü,ôé êÜíáìå óôï ðáñÜäåéãìá (10.3). Ïñßæïõìå ôç óõíÜñ-

ôçóç

 :  × −→  ( ) 7−→ 

Ôüôå

 (( )(0 0)) =  (0 0)

= 00

= 00
µ

åðåéäÞ êÜèå óôïé·åßï ôÞò

ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò

¶
=  ( ) (0 0) 

ÅðïìÝíùò, ç  ìåôáöÝñåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò× óå åêåßíïí ôÞòÅîÜë-

ëïõ, åÜí  ( ) =  (0 0)  ôüôå

 = 00 =⇒ (0)−1  = 0−1

ÅðåéäÞ ôï áñéóôåñü ìÝëïò áõôÞò ôÞò ôåëåõôáßáò åîßóùóçò áíÞêåé óôçí  êáé ôï

äåîéü óôçí, êáé ôá äýï ìÝëç èá áíÞêïõí óôçí ôïìÞ ∩ = {}. ¢ñá

(0)−1  =  = 0−1 =⇒  = 0  = 0



10. ãéíïìåíá ïìáäùí 77

ïðüôå ç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ. Ç  åßíáé üìùò êáé åðéññéðôéêÞ, êáèüôé ç éóüôçôá

 =  óçìáßíåé üôé êÜèå óôïé·åßï ôÞò  ãñÜöåôáé ùò Ýíá ãéíüìåíï  üðïõ

 ∈  êáé  ∈  ¢ñá ç  åßíáé üíôùò Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤

(10.5) Óçìåßùóç. Ï ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò

 : R3 −→ R3 x 7−→− x
êáëåßôáé êåíôñéêÞ áíôéóôñïöÞ. Ôïðïèåôþíôáò åíôüò ôïý R3 Ýíá êáíïíéêü óôåñåü,

ôï ïðïßï åßíáé äéÜöïñï ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ôï

âáñýêåíôñü ôïõ íá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí, äéáðéóôþíïõìå üôé ç êå-

íôñéêÞ áíôéóôñïöÞ óõãêáôáëÝãåôáé ðÜíôïôå óôéò óõììåôñßåò ôïõ. ÅÜí ç  åßíáé

ç ðëÞñçò ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý èåùñïõìÝíïõ óôåñåïý êáé åÜí ç åßíáé ç õðïï-

ìÜäá ôçò ç áðïôåëïýìåíç áðü ôéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïõ (ïðüôå ôá óôïé-

·åßá ôçò áíôéóôïé·ïýí óå ðßíáêåò áíÞêïíôåò óôçí 3), ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôï

èåþñçìá (10.4), ðáßñíïõìå ôïõò éóïìïñöéóìïýò

 ∼=  × hi ∼=  × Z2
Áðü áõôïýò óõíÜãåôáé ç áêüëïõèç:

(10.6) Ðñüôáóç. Ïé ðëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñéþí ôïý êýâïõ êáé ôïý ïêôáÝäñïõ åß-
íáé éóüìïñöåò ôÞò 4 × Z2 åíþ ïé ðëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñéþí ôïý äùäåêáÝäñïõ
êáé ôïý åéêïóáÝäñïõ åßíáé éóüìïñöåò ôÞò 4 × Z2

ÁóêÞóåéò

10.1 ¸óôù üôé ïé  êáé  åßíáé äõï ïìÜäåò. ÅÜí ôï åõèý ãéíüìåíü ôïõò  × 

åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá, äåßîôå üôé áìöüôåñåò ïé  êáé åßíáé êõêëéêÝò.

10.2 Äåßîôå üôé ç Z× Z äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z

10.3 Áðïäåßîôå üôé çC åßíáé éóüìïñöç ôÞòR×R êáé üôé çCr{0} åßíáé éóüìïñöç
ôÞò R0 × 

10.4 Ðïëý óõ·íÜ óôç âéâëéïãñáößá, ùò óõíþíõìï ôÞò ïìÜäáò ôïý Klein, ·ñçóé-
ìïéåßôáé ç ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí (Vierergruppe) ðïõ óõìâïëßæåôáé

ìå ôï ãñÜììá  . Äåßîôå üôé ç Z3 ×  åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z6
10.5 Äåßîôå üôé ç «äéáãþíéïò» { ( ) |  ∈ } ìéáò ïìÜäáò åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ôÞò × ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ßäéá ôçí 
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10.6 ¸óôùüôé ïé êáé åßíáé äõï ïìÜäåò. ÅÜí ç åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò êáé

ç ìéá õðïïìÜäá ôÞò, âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ç× åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ôÞò×Âñåßôå ìéá õðïïìÜäá ôÞòZ×Z, ç ïðïßá äåí åßíáé êáôáóêåõáóìÝíç

êáô' áõôüí ôïí ôñüðï (Þôïé äåí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ôï åõèý ãéíüìåíï äýï

õðïïìÜäùí ôÞò Z).

10.7 Ðïéåò áðü ôéò áêüëïõèåò ïìÜäåò åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò;

Z24 4 × Z3 12 4 × Z2

Z2 ×6 4 Z12 × Z2

10.8 Ôï óôïé·åßï ( 1) ôÞò  × Z2 ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò  × Z2.
μñçóéìïðïéÞóôå áõôÞí ôçí éäéüôçôá ãéá íá áðïäåßîåôå üôé ç  × Z2 äåí

åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí  üôáí  ≥ 3
10.9 Ãéá ðïéïí ëüãï ç êáôáóêåõÞ ôïý ðáñáäåßãìáôïò (10.3) äåí ïäçãåß óôç èÝ-

óðéóç åíüò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ïìÜäùí  × Z2 êáé  üôáí ï 

åßíáé Üñôéïò; Ðïéá óôïé·åßá ôÞò  ìåôáôßèåíôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò ;

Äåßîôå üôé üíôùò (üôáí ï  åßíáé Üñôéïò) ïé ×Z2 êáé äåí åßíáé ìåôáîý

ôïõò éóüìïñöåò.

10.10 ¸óôù  ôï óýíïëï, ôá óôïé·åßá ôïý ïðïßïõ åßíáé Üðåéñåò áêïëïõèßåò

(1 2    ) áêåñáßùí áñéèìþí. Áõôü êáèßóôáôáé (üðùò äéáðéóôþíåôáé åý-

êïëá) ìéá ïìÜäá ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

(1 2    )(1 2    ) = (1 + 1 2 + 2    )

Áðïäåßîôå üôé × Z ∼= × ∼= 

10.11 Äåßîôå üôé, üôáí ï  åßíáé ðåñéôôüò, ç2 åßíáé éóüìïñöç ôÞò  × Z2.
10.12 ÅÜí ç  åßíáé ìéá ìç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 4, äåßîôå üôé ç  ïöåßëåé íá åßíáé

éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôïý Klein.

10.13 ¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá óôçí ïðïßá êÜèå óôïé·åßï, ðïõ åßíáé äéÜ-

öïñï ôïý ìïíáäéáßïõ, Ý·åé ôÜîç ßóç ìå 2 Áðïäåßîôå üôé ç  åßíáé éóüìïñöç

ìå ôï åõèý ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíôéôýðùí ôÞò Z2.


