
ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

Ôï ðñþôï êåöÜëáéï åßíáé åéóáãùãéêü. Óå áõôü ðáãéþíïíôáé ïñéóìÝíïé âáóéêïß

óõìâïëéóìïß, ðåñéãñÜöïíôáé êÜðïéåò óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò åóùôåñéêþí ðñÜîåùí

êáé äßäïíôáé ·áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßãìáôá ïìáäïåéäþí, çìéïìÜäùí êáé ìïíïåé-
äþí (ðïõ áðïôåëïýí ôïõò «ðñïðïìðïýò» ôùí ïìÜäùí ).

1.1 ÓÕÌÂÏËÉÓÌÏÉ ÊÁÉ ÐÑÏÁÐÁÉÔÏÕÌÅÍÁ

I Óýìâïëá áðü ôç Èåùñßá Óõíüëùí. ÓõíÞèç óýìâïëá áðü ôïí ðñïôáóéáêü

êáé ôïí óõíïëïèåùñçôéêü ëïãéóìü, üðùò ð.·. ôá óýìâïëá «∈», «∀», «∃», «=⇒»,

«⇐⇒», «=», ôïý «áíÞêåéí», ôïý «ãéá êÜèå», ôïý «õðÜñ·åéí», ôÞò áðëÞò êáé áìöß-

ðëåõñçò óõíåðáãùãÞò, êáé ôïý «ßóïí», áíôéóôïß·ùò, êáèþò êáé ôá óýìâïëá «∪»,
«∩», «⊆», «$», «×», «∅», ôÞò «åíþóåùò», ôÞò «ôïìÞò», ôïý (óõíïëïèåùñçôéêïý)

«ðåñéÝ·åóèáé» êáé «ãíçóßùò ðåñéÝ·åóèáé», ôïý «êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ» êáé ôïý

êåíïý óõíüëïõ, ·ñçóéìïðïéïýíôáé åëåõèÝñùò åíôüò ôïý êõñßùò êåéìÝíïõ.

I Óýíïëá áñéèìþí. Ôçñïýìå ôïõò «óõíÞèåéò» óõìâïëéóìïýò: Z ãéá ôï óýíïëï

ôùí áêåñáßùí áñéèìþí, N := { ∈ Z|   0} ãéá ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí
(Þôïé ôùí èåôéêþí áêåñáßùí), N0 := { ∈ Z|  ≥ 0} ãéá ôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôé-
êþí áêåñáßùí áñéèìþí, QRC ãéá ôá óýíïëá ôùí ñçôþí, ôùí ðñáãìáôéêþí êáé
ìéãáäéêþí áñéèìþí, êáé Q0R0 ãéá ôá óýíïëá ôùí èåôéêþí ñçôþí êáé èåôéêþí
ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò.

I Ôï óýíïëï Z Ç äéìåëÞò ó·Ýóç éóïôéìßáò (êáôÜ ðáãéùìÝíï ìüäéï ∈ N):
 ∼ ⇐⇒

ïñó
 ≡ (mod)

áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõZ ôùí áêåñáßùí. Ãéá íá äþóïõìå

Ýìöáóç óôçí åîÜñôçóç áðü ôï óõìâïëßæïõìå ùò

 [−2] [−1]  [0] [1] [2]
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ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç “ ∼ ”) êáé
ùò Z := Z ∼ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí (Þ êëÜóåùí éóïôéìßáò) ôùí
áêåñáßùí êáôÜ ìüäéï  (Þmodulo ). Ôï áíùôÝñù óýíïëï ãñÜöåôáé (âÜóåé ôÞò

ðñïôÜóåùò B.4.37) óå «áíçãìÝíç» ìïñöÞ1 ùò áêïëïýèùò:

Z = {[0] [1] [− 1]} (1.1)

I Ðñïáðáéôïýìåíåò ãíþóåéò Õðïôßèåôáé üôé ïé áíáãíþóôåò åßíáé åîïéêåéùìÝíïé

ìå ôéò Ýííïéåò ôÞò áðåéêïíßóåùò, ôÞò óõíèÝóåùò áðåéêïíßóåùí, ôïý ìåôáèåôéêïý

äéáãñÜììáôïò, ôÞò åíñéðôéêÞò (= 1-1), åðéññéðôéêÞò (= åðß-) êáé áìöéññéðôéêÞò

(= Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðß) áðåéêïíßóåùò2 (êáé ôÞò áíôéóôñüöïõ ìéáò áìöéññéðôéêÞò

áðåéêïíßóåùò), ôÞò ó·Ýóåùò éóïäõíáìßáò êáé ôÞò ó·Ýóåùò äéáôÜîåùò (âë. ðáñÜñ-

ôçìá A), ôïý ëïãéóìïý ìå ðëçèéêïýò áñéèìïýò óõíüëùí3, êáèþò êáé ìå ôéò âáóéêÝò

Ýííïéåò áðü ôç Óôïé·åéþäç Èåùñßá Áñéèìþí (äéáéñåôüôçôá áêåñáßùí, ìêä, åêð,

ðñþôïé áñéèìïß, éóïôéìßåò ê.ëð.) êáé ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá (ðïõ óõíïøßæïíôáé

óôá ðáñáñôÞìáôá Â, D êáé E), êáé ìå ôéò áðïäåéêôéêÝò ìåèüäïõò ôÞò «åéò Üôïðïí

áðáãùãÞò» êáé ôÞò «ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò» (ðñþôçò4 êáé äåýôåñçò5 ìïñöÞò).

1.2 ÅÓÙÔÅÑÉÊÅÓ ÐÑÁÎÅÉÓ

1.2.1 Ïñéóìüò. ÄïèÝíôùí äýï ìç êåíþí óõíüëùí  êáé  êÜèå áðåéêüíéóç

 :  × −→ 

ïñßæåé ìéá ðñÜîç åðß ôïý  ¼ôáí  =  ïé ðñÜîåéò ·áñáêôçñßæïíôáé ùò åóùôå-

ñéêÝò° åéäÜëëùò ïíïìÜæïíôáé åîùôåñéêÝò. Ùò áëãåâñéêÝò äïìÝò íïïýíôáé óýíïëá

1Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôá åíôüò ôùí áãêßóôñùí áíáãñáöüìåíá óôïé·åßá åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá (Þôïé áíÜ äýï äéá-

öïñåôéêÜ, áðïêëåßïíôáò ôçí åðáíÜëçøç êÜðïéïõ åî áõôþí).

2Åíßïôå, áíôß ôùí üñùí åíñéðôéêÞ /åðéññéðôéêÞ /áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ·ñçóéìïðïéïýíôáé ïé (óõíôïìüôåñïé) üñïé
Ýíñéøç /åðßññéøç /áìößññéøç.
3Ï ðëçèéêüò áñéèìüò åíüò óõíüëïõΩ èá óõìâïëßæåôáé ùò card(Ω)

4Ðñþôç ìïñöÞ ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ¸óôù 0 ∈ N0 ÅÜí ï ÐÑ() åßíáé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò ìå óýíïëï
áíáöïñÜò ôïõ ôï { ∈ N0 | ≥ 0}  ôÝôïéïò þóôå
(i) ç ðñüôáóç ÐÑ(0) íá åßíáé áëçèÞò êáé

(ii) ç óõíåðáãùãÞ ÐÑ()⇒ ÐÑ( + 1) íá éó·ýåé ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü  ≥ 0

ôüôå ç ðñüôáóç ÐÑ() åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü  ≥ 0

5Äåýôåñç ìïñöÞ ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ¸óôù 0 ∈ N0 ÅÜí ï ÐÑ() åßíáé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò ìå óýíïëï
áíáöïñÜò ôïõ ôï { ∈ N0 | ≥ 0}  ôÝôïéïò þóôå
(i) ç ðñüôáóç ÐÑ(0) íá åßíáé áëçèÞò êáé

(ii) ç óõíåðáãùãÞ

ÐÑ(0)

ÐÑ(0 + 1)

.

.

.
êáé ÐÑ()

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=⇒ ÐÑ( + 1)

íá éó·ýåé ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü  ≥ 0 ôüôå ç ðñüôáóç ÐÑ() åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü  ≥ 0
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äéÜöïñá ôïý êåíïý, ôá ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíá ìå ìßá ôïõëÜ·éóôïí (åóùôåñéêÞ Þ

åîùôåñéêÞ) ðñÜîç6.

Ðñüêåéôáé íá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï·Þ ìáò óôéò êýñéåò éäéüôçôåò ïñéóìÝíùí áë-

ãåâñéêþí äïìþí ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü ìç êåíÜ óýíïëá åöïäéáóìÝíá ìå ìßá êáé
ìüíïí åóùôåñéêÞ ðñÜîç (ïìáäïåéäÞ, çìéïìÜäåò, ìïíïåéäÞ êáé ïìÜäåò), áí êáé äåí

èá ðáñáëåßøïõìå íá áíáöåñüìáóôå åí óõíôïìßá êáé óå êÜðïéåò Üëëåò äïìÝò üôáí

áõôü êñßíåôáé áðáñáßôçôï ùò óõìðëçñùìáôéêÞ ðëçñïöïñßá. (Ðñâë. ðáñáñôÞ-

ìáôáCD êáé E)

1.2.2 Óçìåßùóç. ¸óôù  :  ×  −→  ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç åðß åíüò óõíüëïõ

 6= ∅ Èåùñïýìå ôõ·üí õðïóýíïëï  6= ∅ ôïý  Ðñïöáíþò, ï ðåñéïñéóìüò

|× : × −→  ôÞò áðåéêïíßóåùò  óôï óýíïëï × ïñßæåé ìéá åóùôåñéêÞ

ðñÜîç åðß ôïý  (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 1.2.1) åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá ôçí åéêüíá

Im(|×) := ( × ) ôïý  ×  ìÝóù ôÞò  ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç

Im(|×) ⊆  (1.2)

Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éó·ýåé ï åãêëåéóìüò (1.2) ëÝìå üôé ôï  åßíáé êëåé-

óôü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç  (ÁõôÞ ç «óõíèÞêç ôÞò êëåéóôüôçôáò» ìç êåíþí õðïóõ-

íüëùí ùò ðñïò åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ðñïáðáéôåßôáé ãéá ôïí ïñéóìü õðïäïìþí ôùí
èåùñïýìåíùí áëãåâñéêþí äïìþí.)

1.2.3 Ïñéóìüò. ¸óôù  : × −→  ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç åðß åíüò  6= ∅
(i) ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá    ∈  éó·ýåé ç éóüôçôá

(( ) ) = (( ))

ôüôå ëÝìå üôé ç  åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç (Þ üôé ç  Ý·åé ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ
éäéüôçôá).

(ii) ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ∈  éó·ýåé ç éóüôçôá

( ) = ( )

ôüôå ëÝìå üôé ç  åßíáé ìåôáèåôéêÞ ðñÜîç (Þ üôé ç  Ý·åé ôç ìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá).

1.2.4 Óçìåßùóç. Ç  : ×  −→  åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï
áêüëïõèï äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü:

××

id×

²²

×id // ×



²²
×


// 

6Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï áíáãíþóôçò ðïõ Ý·åé ðáñáêïëïõèÞóåé ðáñáäüóåéò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò åßíáé óßãïõñá åîïé-

êåéùìÝíïò ìå ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ. Ïé äéáíõóìáôéêïß ·þñïé åßíáé ìç êåíÜ óýíïëá åöï-

äéáóìÝíá ìå ìßá åóùôåñéêÞ êáé ìßá -åí ãÝíåé- åîùôåñéêÞ ðñÜîç (Þôïé ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí áñéèìçôéêü Þ âáèìùôü
ðïëëáðëáóéáóìü ). Âë. ðáñÜñôçìá Å.
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Åí ðñïêåéìÝíù, õðïíïåßôáé ç ôáýôéóç ôùí ( × ) ×  êáé  × ( × ) ìå ôï7

×× (üðïõ ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò (( ) ) êáé ( ( )) ôáõôßæïíôáé ìå ôï

(  )).

1.2.5 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù Ω Ýíá óýíïëï. ÅÜí ùò P (Ω) óõìâïëßóïõìå ôï äõíá-

ìïóýíïëü ôïõ8, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) Ç áðåéêüíéóç

 : P (Ω)×P (Ω) −→ P (Ω)  () 7−→ () :=  ∪

áðïôåëåß ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç åðß ôïý P (Ω)  ç ïðïßá åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé

ìåôáèåôéêÞ.

(ii) Ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôçí áðåéêüíéóç

 : P (Ω)×P (Ω) −→ P (Ω)  () 7−→ () :=  ∩

(iii) Ç áðåéêüíéóç

 : P (Ω)×P (Ω) −→ P (Ω)  () 7−→ () := 4

(üðïõ9  4  := (r) ∪ (r) ç óõììåôñéêÞ äéáöïñÜ ôùí  êáé ) åßíáé

ùóáýôùò ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ.

(iv) Ç áðåéêüíéóç

 : P (Ω)×P (Ω) −→ P (Ω)  () 7−→ () := r

äåí åßíáé (åí ãÝíåé) ïýôå ðñïóåôáéñéóôéêÞ ïýôå ìåôáèåôéêÞ.

1.2.6 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù  : × −→  ìéá åóùôå-

ñéêÞ ðñÜîç åðß ôïý 

(i) ¸íá óôïé·åßï  ôïý  êáëåßôáé åî áñéóôåñþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò

ôçí ðñÜîç  üôáí

( ) =  ∀ ∈ 

(ii) ¸íá óôïé·åßï  ôïý êáëåßôáé åê äåîéþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý ùò ðñïò ôçí

ðñÜîç  üôáí

( ) =  ∀ ∈ 

7Ôï  ×  ×  áðïôåëåßôáé áðü äéáôåôáãìÝíåò ôñéÜäåò (  ) Ý·ïõóåò óôïé·åßá ôïý  ùò ìÝëç ôïõò. Êáô'
áíáëïãßáí ðñïò ü,ôé óõìâáßíåé ìå ôá äéáôåôáãìÝíá æåýãç, äõï äéáôåôáãìÝíåò ôñéÜäåò (  ) êáé (0 0 0) åßíáé
ßóåò åÜí êáé ìüíïí åÜí  = 0  = 0 êáé  = 0
8Ôï äõíáìïóýíïëïP (Ω) ôïýΩ åßíáé ôï óýíïëï ðïõ Ý·åé ùò óôïé·åßá ôïõ üëá ôá õðïóýíïëá ôïýΩ. ÓçìåéùôÝïí üôé
ôï P (Ω) åßíáé ðÜíôïôå ìç êåíü. (ÅÜí Ω = ∅  ôüôå ôï P (Ω) áðáñôßæåôáé áðü ôï ìç êåíü óýíïëï {∅} ðïõ Ý·åé ôï

∅ ùò ìïíáäéêü ôïõ óôïé·åßï!)

9r := { ∈ | ∈ } 
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(iii) ¸íá óôïé·åßï  ôïý  êáëåßôáé áìöéðëåýñùò ïõäÝôåñï Þ áðëþò ïõäÝôåñï

óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò ôçí ðñÜîç  üôáí

( ) =  = ( ) ∀ ∈ 

1.2.7 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí åðß ôïý óõíüëïõ  = {♠♣♥} ïñßóïõìå ôçí åóùôåñéêÞ

ðñÜîç

× −→  ( ) 7−→ ( ) := 

ôüôå ç  åßíáé (ðñïöáíþò) ìç ìåôáèåôéêÞ áëëÜ åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, äéüôé

((♠♣)♥) = (♣♥) = ♥ = (♠♥) = (♠ (♣♥))
((♠♥)♣) = (♥♣) = ♣ = (♠♣) = (♠ (♥♣))

êáé, êáô' áíáëïãßáí,

((♣♠)♥) = (♣ (♠♥)) ((♣♥)♠) = (♣ (♥♠))

((♥♠)♣) = (♥ (♠♣)) ((♥♣)♠) = (♥ (♣♠))
ÅðéðñïóèÝôùò, êÜèå óôïé·åßï ôïý  åßíáé åî áñéóôåñþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ ùò

ðñïò áõôÞí. Ùóôüóï, ôï  äåí äéáèÝôåé êáíÝíá åê äåîéþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò

ðñïò áõôÞí!

1.2.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù  :  ×  −→  ìéá åóù-
ôåñéêÞ ðñÜîç åðß ôïý  ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá åî áñéóôåñþí êáé ôï 0 Ýíá åê äåîéþí
ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò ôçí ðñÜîç  ôüôå  = 0 (êáé, ùò åê ôïýôïõ, ôï
 åßíáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êÜèå ìç
êåíü óýíïëï åöïäéáóìÝíï ìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç äéáèÝôåé ôï ðïëý Ýíá ïõäÝôåñï
óôïé·åßï ùò ðñïò áõôÞí.

Áðïäåéîç. ¸·ïõìå ( 0) = 0, åðåéäÞ ôï  åßíáé Ýíá åî áñéóôåñþí ïõäÝôåñï,

êáé ( 0) = 0 åðåéäÞ ôï 0 åßíáé Ýíá åê äåîéþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï. ¢ñá ôåëéêþò

 = 0 Ùò åê ôïýôïõ, üôáí ôï  äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí  ôüôå

áõôü, üíôáò ïõäÝôåñï ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí, åßíáé êáô' áíÜãêçí

ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï. ¤

1.2.9 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí ç  : × −→  åßíáé ìéá ìåôáèåôéêÞ ðñÜîç ïñéóìÝíç

åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ  ôüôå ïé Ýííïéåò «åî áñéóôåñþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï»,

«åê äåîéþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï» êáé «ïõäÝôåñï óôïé·åßï» ôïý  ùò ðñïò ôçí  óõ-

ìðßðôïõí.

1.2.10 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù Ω Ýíá óýíïëï. Ôï äõíáìïóýíïëï P (Ω) ôïý Ω äéá-

èÝôåé ðÜíôïôå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôéò åóùôåñéêÝò (ìåôáèåôéêÝò) ðñÜîåéò ôéò

ïñéóèåßóåò åð' áõôïý óôá (i), (ii) êáé (iii) ôïý åäáößïõ 1.2.5. ÓõãêåêñéìÝíá, ôï ïõ-

äÝôåñï óôïé·åßï ôïõ ùò ðñïò ôçí ðñÜîç 1.2.5 (i) åßíáé ôï ∅ ùò ðñïò ôçí 1.2.5 (ii)

ôï Ω êáé ùò ðñïò ôçí ðñÜîç 1.2.5 (iii) ôï ∅
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1.2.11 Ïñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï  åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ôï  Ýíá óôïé-

·åßï ôïý  ç  :  ×  −→  ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç åðß ôïý  êáé ôï  ïõäÝôåñï

óôïé·åßï10 ôïý  ùò ðñïò ôçí 

(i) ¸íá óôïé·åßï  ôïý  êáëåßôáé åî áñéóôåñþí óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý  ùò

ðñïò ôçí ðñÜîç  üôáí

( ) = 

(ii) ¸íá óôïé·åßï  ôïý  êáëåßôáé åê äåîéþí óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò

ôçí ðñÜîç  üôáí

( ) = 

(iii) ¸íá óôïé·åßï 0 ôïý  êáëåßôáé áìöéðëåýñùò óõììåôñéêü óôïé·åßï Þ áðëþò

óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò ôçí ðñÜîç  üôáí

(0 ) =  = ( 0)

1.2.12 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù  = áð() ôï
óýíïëï ôùí áðåéêïíßóåùí11 áðü ôï  óôï  Åð' áõôïý ïñßæïõìå ôçí åóùôåñéêÞ

ðñÜîç

 :  × −→  ( ) 7−→ ( ) :=  ◦ 

Ç ðñÜîç áõôÞ åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ áëë' ü·é êáô' áíÜãêçí êáé ìåôáèåôéêÞ. Ðñï-

öáíþò, ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç 12 id áðïôåëåß ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý  ùò

ðñïò ôçí  Åðßóçò, ùò ãíùóôüí, ïé ìüíåò áðåéêïíßóåéò ôïý  ïé ïðïßåò äéáèÝ-

ôïõí åî áñéóôåñþí óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí  åßíáé ïé åíñéðôéêÝò, ïé ìüíåò
áðåéêïíßóåéò ôïý  ïé ïðïßåò äéáèÝôïõí åê äåîéþí óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò

ôçí  åßíáé ïé åðéññéðôéêÝò, åíþ ïé ìüíåò áðåéêïíßóåéò ôïý  ïé ïðïßåò äéáèÝôïõí

óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí  åßíáé ïé áìöéññéðôéêÝò.

1.2.13 Ðñüôáóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï  åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ôï  Ýíá óôïé-
·åßï ôïý  ç  :  ×  −→  ìéá ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç åðß ôïý  êáé ôï 
ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý  ùò ðñïò ôçí  ÅÜí ôï  äéáèÝôåé ôï 0 ùò åî áñéóôåñþí
óõììåôñéêü ôïõ êáé ôï 00 ùò åê äåîéþí óõììåôñéêü ôïõ óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí 
ôüôå 0 = 00 ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êÜèå óôïé·åßï åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ åöïäéáóìÝíïõ
ìå ìéá ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç äéáèÝôåé ôï ðïëý Ýíá óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý  ùò
ðñïò áõôÞí.

10ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.2.8 ôï  åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï.

11Ãåíéêüôåñá, åÜí ôá åßíáé äõï ìç êåíÜ óýíïëá, ôüôå ôï óýíïëï ôùí áðåéêïíßóåùí áðü ôï óôï óõìâïëßæåôáé

ùò áð() Þ ùò  (ÓçìåéùôÝïí üôé ôï óýìâïëï  ôï ïðïßï öáíôÜæåé êáôÜ ôé «ðáñÜîåíï» åê ðñþôçò üøåùò,

ðéèáíþò íá åßíáé ôï ðëÝïí êáôÜëëçëï ãéá íá åêöñÜóåé áõôÝò ôéò áðåéêïíßóåéò, ôïõëÜ·éóôïí óôï ðëáßóéï ôÞò Èåùñßáò

Óõíüëùí, êáèþò éó·ýåé ç éóüôçôá card() = card()card().)

12Ðñüêåéôáé ãéá ôçí áðåéêüíéóç id :  −→  ìå id() :=  ∀ ∈ 
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Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,

00 = ( 00) (äéüôé ôï  åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï)

= ((
0
 )) 00) (åðåéäÞ ôï 0 åßíáé åî áñéóôåñþí óõììåôñéêü ôïý )

= (0 ( 00)) (äéüôé ç ðñÜîç } åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ)

= (0 ) (åðåéäÞ ôï 00 åßíáé åê äåîéþí óõììåôñéêü ôïý )

= 00 (äéüôé ôï  åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï)

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí ôï  äéáèÝôåé óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ

ðñÜîç  ôüôå áõôü, üíôáò óõììåôñéêü ôïõ ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí,

åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï. ¤

1.2.14 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí ç  : × −→  åßíáé ìéá ìåôáèåôéêÞ ðñÜîç ïñéóìÝíç

åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ  êáé  ∈  ôüôå ïé Ýííïéåò «åî áñéóôåñþí óõììåôñéêü

óôïé·åßï», «åê äåîéþí óõììåôñéêü óôïé·åßï» êáé «óõììåôñéêü óôïé·åßï» ôïý  ùò

ðñïò ôçí  óõìðßðôïõí.

1.2.15 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù Ω Ýíá óýíïëï. Óôï åäÜöéï 1.2.10 ðáñáèÝóáìå ôá

ïõäÝôåñá óôïé·åßá ôïý äõíáìïóõíüëïõ ôïõ P (Ω) ùò ðñïò ôñåéò åóùôåñéêÝò (ðñï-

óåôáéñéóôéêÝò êáé ìåôáèåôéêÝò) ðñÜîåéò ïñéóèåßóåò åð' áõôïý óôá (i), (ii) êáé (iii)

ôïý åäáößïõ 1.2.5. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé äåí õößóôáôáé óõììåôñéêü

óôïé·åßï ïéïõäÞðïôå ìç êåíïý óõíüëïõ  ∈ P (Ω) ùò ðñïò ôçí 1.2.5 (i), üôé äåí

õößóôáôáé óõììåôñéêü óôïé·åßï ïéïõäÞðïôå ãíçóßïõ õðïóõíüëïõ  ôïý óõíüëïõ

Ω ùò ðñïò ôçí 1.2.5 (ii) êáé üôé êÜèå  ∈ P (Ω) Ý·åé ùò (ìïíáäéêü ôïõ) óõììåôñéêü

óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí 1.2.5 (iii) ôï ßäéï ôï 

1.2.16 Ðñüôáóç. (ÅóùôåñéêÝò ðñÜîåéò åðß êáñôåóéáíþí ãéíïìÝíùí)

¸óôù üôé ôá  êáé  åßíáé äõï ìç êåíÜ óýíïëá, êáé üôé ïé

 : × −→   :  × −→ 

åßíáé åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò åð' áõôþí. Èåùñïýìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç

() : (×)× (×) −→ ×

(( ) ( )) 7−→ () (( ) ( )) := ( ( )   ( ))

ôçí ïñéæüìåíç åðß ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ 13 × Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÝò, ôüôå êáé ç () åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ.

(ii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé ìåôáèåôéêÝò, ôüôå êáé ç () åßíáé ìåôáèåôéêÞ.

(iii) ÅÜí ôá   åßíáé (åî áñéóôåñþí/åê äåîéþí/áìöéðëåýñùò) ïõäÝôåñá óôïé·åßá

13ÓçìåéùôÝïí üôé ( ) = (× ) ◦  üðïõ

×  : (×)× ( ×) −→ × (( ) ( )) 7−→ (( )  ( ))

ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôùí êáé êáé : (×)×(×) −→ (×)×(×) ç áìößññéøç ç ïñéæüìåíç

áðü ôïí ôýðï  (( ) ( )) := (( ) ( ))
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ôïý  êáé  ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò  êáé  áíôéóôïß·ùò, ôüôå ôï ( ) åßíáé (åî
áñéóôåñþí/åê äåîéþí/áìöéðëåýñùò) ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý× ùòðñïò ôçí ðñÜîç
() 

(iv) ÅÜí ôá   åßíáé ïõäÝôåñá óôïé·åßá ôïý  êáé  ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò  êáé
 áíôéóôïß·ùò, êáé ôá 0 êáé 0 (åî áñéóôåñþí/åê äåîéþí/áìöéðëåýñùò) óõììåôñéêÜ
óôïé·åßá ôùí  ∈  êáé  ∈  ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò  êáé  áíôéóôïß·ùò, ôüôå ôï
(0 0) åßíáé (åî áñéóôåñþí/åê äåîéþí/áìöéðëåýñùò) óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý ( )
ùò ðñïò ôçí ðñÜîç () 

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÝò, ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå äéáôå-

ôáãìÝíá æåýãç ( ) ( ) ( ) ∈ × éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

() (() (( ) ( ))  ( )) = () (( ( )   ( ))  ( ))

= ( ( ( )  )   ( ( )  )) = (( ( ))  (  ( )))

= () (( )  (( )  ( ))) = () (( ) () (( ) ( ))) 

(ii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé ìåôáèåôéêÝò, ôüôå ∀ (( ) ( )) ∈ (×)× (×) :

() (( ) ( )) = ( ( )   ( )) = ( ( )   ( )) = () (( ) ( )) 

(iii) ÅÜí ôá   åßíáé åî áñéóôåñþí ïõäÝôåñá óôïé·åßá ôïý  êáé  ùò ðñïò ôéò

ðñÜîåéò  êáé  áíôéóôïß·ùò, ôüôå ãéá êÜèå ( ) ∈ × Ý·ïõìå

() (( ) ( )) = ( ( )   (  )) = ( )

ïðüôå ôï ( ) åßíáé åî áñéóôåñþí ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý  ×  ùò ðñïò ôçí

ðñÜîç () Ïé ëïéðÝò ðåñéðôþóåéò áíôéìåôùðßæïíôáé ðáñïìïßùò.

(iv) ÅÜí ôá 0 êáé 0 åßíáé åî áñéóôåñþí óõììåôñéêÜ óôïé·åßá ôùí  ∈  êáé  ∈ 

ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò  êáé  áíôéóôïß·ùò, ôüôå

() ((0 0) ( )) = ( (0 )   (0 )) = ( )

Ïé ëïéðÝò ðåñéðôþóåéò áíôéìåôùðßæïíôáé ðáñïìïßùò. ¤

1.2.17 Óçìåßùóç. (Áðëïõóôåýóåéò óõìâïëéóìþí) ¼ôáí ç  : ×  −→  åßíáé

ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ  êáé ( ) ôõ·üí óôïé·åßï ôïý

× ôüôå ãéá ìéá åîáðëïõóôåõìÝíçáíáãñáöÞ ôÞò åéêüíáò ( ) ôïý ( ) ìÝóù

ôÞò ·ñçóéìïðïéïýíôáé óõíÞèùò äéÜöïñïé óýíôïìïé óõìâïëéóìïß, üðùò ð.·. 

~  }  ê.Ü. Ìéá êáô' áõôüí ôïí ôñüðï åêöñáæüìåíç åóùôåñéêÞ ðñÜîç, áò ôçí

ðïýìå ‘‘}”,

× −→  ( ) 7−→ }  (1.3)

åðß ôïý  åßíáé ð.·. ðñïóåôáéñéóôéêÞ üôáí

(} )}  = } ( } ) (1.4)
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ãéá ïéáäÞðïôå    ∈  ìåôáèåôéêÞ üôáí14

}  =  }  (1.5)

ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ê.ï.ê.

1.2.18 ÐáñáôÞñçóç. Äïèåßóáò ìéáò ðñïóåôáéñéóôéêÞò ðñÜîåùò (1.3), ç éóüôçôá

(1.4) ìáò ðëçñïöïñåß üôé ç äéðëÞ åêôÝëåóç ôÞò ‘‘}” ìåôáîý ôñéþí óôïé·åßùí  

êáé  (äéáôçñþíôáò ôÞ óåéñÜ ðáñáèÝóåùò ôùí    áìåôÜâëçôç) äåí åðçñåÜæåôáé
áðü ôç ìåôáêßíçóç ôùí ðáñåíèÝóåùí 15. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáè' ïéïíäÞðïôå ôñüðï

êáé áí åöáñìüóïõìå ôçí ðñÜîç ‘‘}” óôá    (õðü ôïí üñï ôÞò ôçñÞóåùò ôÞò

óåéñÜò ðáñáèÝóåùò áõôþí), äçëáäÞ êáè' ïéïíäÞðïôå ôñüðï êáé áí ó·çìáôßóïõìå

ôï óôïé·åßï ‘‘ }  } '' ëáìâÜíïõìå ðÜíôïôå ôï ßäéï áðïôÝëåóìá. Åäþ ôßèåôáé

ôï åîÞò åñþôçìá: ÅÜí áíôß ôñéþí (óáöþò äéáôåôáãìÝíùí) óôïé·åßùí ôïý  ìáò

äïèïýí ôÝóóåñá, áò ðïýìå ôá    ôüôå õðÜñ·ïõí êáé ðÜëé äéáöïñåôéêïß ôñüðïé

ó·çìáôéóìïý ôïý ‘‘}  }  } '' ð.·.

} ( }  } )  (} )} ( } )  (}  } )}  

ËáìâÜíïõìå, åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, åê íÝïõ ôï ßäéï áðïôÝëåóìá; ¼ðùò äåß·íåé

ç åðüìåíç ðñüôáóç, ç áðÜíôçóç åßíáé üíôùò êáôáöáôéêÞ, êáé ìÜëéóôá óå ðëÞñç

ãåíéêüôçôá.

1.2.19 Ðñüôáóç. (ÃåíéêåõìÝíç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá) ¸óôù üôé ôï  åßíáé
Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ç

× −→  ( ) 7−→ } 

ìéá ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç ïñéóìÝíç åð' áõôïý êáé (1 2 ) ∈  ìéá äéáôå-
ôáãìÝíç -Üäá óôïé·åßùí ôïý  (üðïõ  ∈ N). Ôüôå, êáè' ïéïíäÞðïôå ôñüðï êáé áí
åöáñìüóïõìå ôçí ðñÜîç ``}” óôá ùò Üíù óôïé·åßá 1 2  äçëáäÞ êáè' ïéïí-
äÞðïôå ôñüðï êáé áí ó·çìáôßóïõìå ôï

“1 } 2 } · · ·} ”

õðü ôïí üñï -üìùò- ôÞò ôçñÞóåùò ôÞò ðñïêåéìÝíçò óåéñÜò ðáñáèÝóåþò ôïõò, ëáìâÜ-
íïõìå ðÜíôïôå ôï ßäéï áðïôÝëåóìá. (Áðëïýóôåñç äéáôýðùóç : Ãéá ôïí ó·çìáôéóìü
ôïý ``1}2} · · ·}” äåí Ý·ïõìå ·ñåßá ðáñåìâïëÞò ïéùíäÞðïôå «ðáñåíèÝóåùí».)

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå  ∈ N  ≤  ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç

 : 
 −→ P ()

14¼ôáí éó·ýåé ç (1.5), ôüôå ëÝìå üôé ôá  êáé  ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôÞò ðñÜîåùò ‘‘} ''.

15Ï óõìâïëéóìüò ( } )}  óçìáßíåé üôé åêôåëïýìå ôçí ðñÜîç ‘‘}” ìåôáîý ôùí  êáé  êáé êáôüðéí ôçí ðñÜîç ‘‘}”
ìåôáîý ôïý (áðïôåëÝóìáôïò ôÞò ðñþôçò) êáé ôïý  (åê äåîéþí). Ï óõìâïëéóìüò  } ( } ) óçìáßíåé üôé åêôåëïýìå
ôçí ðñÜîç ‘‘}” ìåôáîý ôùí  êáé  êáé êáôüðéí ôçí ðñÜîç ‘‘}” ìåôáîý ôïý (áðïôåëÝóìáôïò ôÞò ðñþôçò) êáé ôïý 

(åî áñéóôåñþí).
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ìÝóù ôïý áíáäñïìéêïý ôýðïõ 1 := id êáé

 (1 2 ) :=

½
} 

¯̄̄̄
 ∈  (1 )   ∈ 

¡
+1 

¢
ãéá êÜðïéá  ∈ N :  + = 

¾


Ôá óôïé·åßá ôïý õðïóõíüëïõ  (1 2 ) ⊆  åßíáé ïõóéáóôéêþò üëïé ïé äõ-

íáôïß ó·çìáôéóìïß ôïý

“1 } · · ·} ”

(ìå ðáãéùìÝíç ôç óåéñÜ ðáñáèÝóåùò ôùí 1 ) êáôüðéí ðáñåìâïëÞò ïéùíäÞ-

ðïôå (äõíáôþí) «ðáñåíèÝóåùí», üðùò ð.·. åßíáé ï ó·çìáôéóìüò

((1 } 2)} (3 } 4))} (5 } (6 } 7))

ãéá  = 7 Éó·õñéæüìáóôå üôé éó·ýåé ç éóüôçôá

 (1 2 ) = {(· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} } ∀ ∈ N (1.6)

Þôïé üôé ôï óýíïëï  (1 2 ) áðïôåëåßôáé áðü ôï Ýíá êáé ìüíïí óôïé·åßï ðïõ
áðïêôÜôáé ýóôåñá áðü ôçí «ðëÝïí óõíÞèç» (Þôïé äéáäï·éêÞ, áíÜ äýï üñïõò åêôå-

ëïýìåíç) áíáãñáöÞ ðáñåíèÝóåùí. (ÅÜí ëïéðüí áðïäåé·èåß ç (1.6), ôüôå áðïäåé-

êíýåôáé áõôïìÜôùò êáé ç ðñüôáóç 1.2.19). ¼ôáí  ≤ 3 ç (1.6) åßíáé ðñïöáíÞò.

Ãéá  ≥ 4 åöáñìüæïõìå ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôï

 åêêéíþíôáò áðü ôï 0 = 3 Ç åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç åßíáé ç åîÞò:

(1 2 ) = {(· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} }

ãéá ïéáäÞðïôå (1 2 ) ∈   üðïõ   ∈ N êáé 3 ≤  ≤  Èåùñïýìå ôï

óýíïëï

+1 (1 +1) ⊆ 

Åî ïñéóìïý, ïéïäÞðïôå óôïé·åßï ôïõ  ∈ +1 (1 2 +N1) ãñÜöåôáé õðü ôç

ìïñöÞ

 = }   ∈  (1 )   ∈  (+1 +1) 

üðïõ  ∈ N ôÝôïéïé þóôå  + =  + 1 ÅîåôÜæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ·ùñéóôÜ:

(a) ÅÜí = 1 Þôïé  = +1 ôüôå, êáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç,

 = (· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} 

ïðüôå

 = ((· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} )} +1

(b) ÅÜí  1 êáé  = − 1 ôüôå êáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç

 =  } +1 ãéá êÜðïéï  ∈  (+1 ) 
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êáé  = (· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )}  Ôïýôï óçìáßíåé üôé

 = [(· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} ]} [ } +1]

= [(· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )}  } ]} +1

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôç (óõíÞèç) ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá.

ÅðåéäÞ ç Ýêöñáóç

(· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )}  } 

ðåñéÝ·åé ôá  (ôï ðëÞèïò) óôïé·åßá 1  åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôÞò åðáãùãéêÞò

õðïèÝóåþò ìáò ìÜò äßäåé

(· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )}  }  = (· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} 

ïðüôå ôåëéêþò

 = ((· · · ((1 } 2)} 3)} · · · ) · · · )} )} +1

Áðü ôá (a) êáé (b) óõìðåñáßíïõìå üôé ç (1.6) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå  ∈ N ¤

1.3 ÏÌÁÄÏÅÉÄÇ, ÇÌÉÏÌÁÄÅÓ ÊÁÉ ÌÏÍÏÅÉÄÇ

1.3.1 Ïñéóìüò. ÊÜèå æåýãïò (}) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé

ìßá åóùôåñéêÞ ðñÜîç

× −→  ( ) 7−→ } 

åðß ôïý  ïíïìÜæåôáé ïìáäïåéäÝò16. (Ôï  êáëåßôáé õðïêåßìåíï óýíïëï ôïý ïìá-

äïåéäïýò (}).)

1.3.2 Ïñéóìüò. ¸óôù (}) Ýíá ïìáäïåéäÝò. To (}) êáëåßôáé
(i) ðñïóåôáéñéóôéêü ïìáäïåéäÝò Þ çìéïìÜäá üôáí ç ðñÜîç ‘‘}'' åßíáé ðñïóåôáéñé-
óôéêÞ (âë. 1.2.3 (i)),

(ii) ìåôáèåôéêü ïìáäïåéäÝò Þ áâåëéáíü ïìáäïåéäÝò üôáí ç ðñÜîç ‘‘}'' åßíáé ìåôá-
èåôéêÞ (âë. 1.2.3 (ii)), êáé

(iii) áâåëéáíÞ çìéïìÜäá üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò ðñïóåôáéñéóôéêü êáé áâå-

ëéáíü ïìáäïåéäÝò.

1.3.3 Ïñéóìüò. ÊÜèå çìéïìÜäá (êáé áíôéóôïß·ùò, êÜèå áâåëéáíÞ çìéïìÜäá) ç

ïðïßá äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôçí ïñéóèåßóá åð' áõôÞò (âë.

1.2.6 (iii)) ïíïìÜæåôáé ìïíïåéäÝò (êáé áíôéóôïß·ùò, áâåëéáíü ìïíïåéäÝò).

1.3.4 Óçìåßùóç. ÅÜí ìéá çìéïìÜäá (Þ, ãåíéêüôåñá, Ýíá ïìáäïåéäÝò) äéáèÝôåé ïõ-

äÝôåñï óôïé·åßï, ôüôå áõôü, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.2.8, åßíáé ìïíïóçìÜíôùò

ïñéóìÝíï.

16Áíô' áõôïý ·ñçóéìïðïéåßôáé åíßïôå êáé ï üñïò ìÜãìá.
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1.3.5 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí  ∈ {ZQRC} ôüôå ôï æåýãïò (−) üðïõ ‘‘−'' ç
ðñÜîç ôÞò áöáéñÝóåùò, åßíáé Ýíá ìç ðñïóåôáéñéóôéêü, ìç ìåôáèåôéêü ïìáäïåéäÝò.

(ii) Ðáñïìïßùò, åÜí ôï Ω åßíáé Ýíá óýíïëï, ôüôå ôï æåýãïò (P (Ω) r) åßíáé (åí
ãÝíåé) Ýíá ìç ðñïóåôáéñéóôéêü, ìç ìåôáèåôéêü ïìáäïåéäÝò (âë. 1.2.5(iv)).

(iii) Ôï æåýãïò (Z}) üðïõ

Z× Z −→ Z ( ) 7−→ }  := 

áðïôåëåß ìéá ìç áâåëéáíÞ çìéïìÜäá, äéüôé  }  6=  }  üôáí  6=  åíþ ãéá

ïéáäÞðïôå    ∈ Z éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(} )}  = }  =  = }  = } (} ) 

ÅðéðñïóèÝôùò, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï (Z}) äåí åßíáé ìïíïåéäÝò.
(iv) Ôï æåýãïò (Z~) üðïõ

Z× Z −→ Z ( ) 7−→ ~  := 2 + 2

áðïôåëåß Ýíá áâåëéáíü ïìáäïåéäÝò ðïõ äåí åßíáé çìéïìÜäá, äéüôé

~  = ~ 

ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ Z êáé

(2~ 1)~ 1 = 26 6= 8 = 2~ (1~ 1) 
(v) ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ôï óýíïëï  = áð() ôùí áðåéêïíßóåùí

áðü ôï  óôï  åöïäéáóìÝíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç

 × −→  ( ) 7−→  ◦ 
åßíáé Ýíá (åí ãÝíåé ìç áâåëéáíü ) ìïíïåéäÝò ìå ôçí ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç id ùò ïõ-

äÝôåñï óôïé·åßï ôïõ (âë. 1.2.12).

(vi) Ôï æåýãïò (N+) üðïõ ‘‘+'' ç óõíÞèçò ðñüóèåóç öõóéêþí áñéèìþí, åßíáé ìéá

áâåëéáíÞ çìéïìÜäá ðïõ äåí åßíáé ìïíïåéäÝò.

(vii) ÅÜí ∈ {N0ZQRC} êáé ∈ {NN0ZQRC} ôüôå ôá æåýãç (+) êáé

( ·) (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý) áðïôå-
ëïýí áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ ìå ïõäÝôåñÜ ôïõò óôïé·åßá ôá 0 êáé 1 áíôéóôïß·ùò.

(viii) Åðß ôïý Z  ∈ N ïñßæïíôáé äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò17 ‘‘+'' êáé ‘‘·'':
([] []) 7−→ [] + [] ([] []) 7−→ [] · [] (1.7)

Ôá æåýãç (Z+) êáé (Z ·)  ∈ N ùò ðñïò ôéò áíùôÝñù ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò

êáé ðïëëáðëáóéáóìïý åßíáé áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ ìå ïõäÝôåñÜ ôïõò óôïé·åßá ôá [0]
êáé [1]  áíôéóôïß·ùò. (Âë. ðñïôÜóåéò B.4.41 êáé B.4.42.)

(ix) ÅÜí ôïΩ åßíáé Ýíá óýíïëï, ôüôå ôá æåýãç (P (Ω) ∪) (P (Ω) ∩) êáé (P (Ω) 4)
åßíáé áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ ìå ïõäÝôåñÜ ôïõò óôïé·åßá ôá ∅Ω êáé ∅ áíôéóôïß·ùò.
(Âë. 1.2.5 (i), (ii) êáé (iii), êáé 1.2.10.)

17ÅðåéäÞ êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôùí ïñéóìþí (B.51) ïé áêÝñáéïé +  êáé  åíäÝ·åôáé íá åßíáé≥  (áêüìç êáé üôáí

ïé  êáé  åßíáé åéëçììÝíïé áðü ôï óýíïëï {0 1 −1}), åÜí åðéèõìïýìå íá ðáñáìåßíïõìå óôçí ðåñéãñáöÞ (1.1)
ôïý Z åðéëÝãïõìå ùò åêðñïóþðïõò ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìéþí ôïõò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼'' ôá õðüëïéðá ðïõ áöÞíïõí

áöïý äéáéñåèïýí äéÜ ôïý
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1.3.6 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ïé êáé  åßíáé äõï öõóéêïß áñéèìïß êáé ôï Ýíá ìç êåíü

óýíïëï, ôüôå êÜèå áðåéêüíéóç

 : {1 2} × {1 2 } −→  (1.8)

ïíïìÜæåôáé (× )-ðßíáêáò ìå ôéò «åããñáöÝò18» ôïõ åéëçììÝíåò áðü ôï  Áíôß

ôïý ó·åôéêþò äýó·ñçóôïõ óõìâïëéóìïý (1.8) ãñÜöïõìå áðëþò⎛⎜⎜⎝
11 12 · · · 1−1 1
21 22 · · · 2−1 2

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

−1 1 −1 2 · · · −1−1 −1
 1  2 · · · −1 

⎞⎟⎟⎠
Þ ()1≤≤1≤≤, üðïõ

 :=  ( )  ∀ ( ) ∈ {1 2} × {1 2 }

Åðßóçò, ùòMat×() óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí (× )-ðéíÜêùí (Þôïé

ðéíÜêùí ìå  ãñáììÝò êáé  óôÞëåò ) ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôï 

ÅÜí åðß ôïý  ïñßóïõìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç

× −→  ( ) 7−→ } 

ôüôå ôï ïìáäïåéäÝò (}) êáèïñßæåé Ýíá ïìáäïåéäÝò

(Mat×() b} )
üðïõ

()1≤≤1≤≤ b} ()1≤≤1≤≤ := ( } )1≤≤1≤≤

ãéá êÜèå æåýãïò

(()1≤≤1≤≤ ()1≤≤1≤≤) ∈Mat×()×Mat×()

ÅÜí ôï (}) åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, áâåëéáíü), ôüôå êáé ôï

(Mat×() b} ) åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, áâåëéáíü). Åðéðñï-

óèÝôùò, åÜí ôï (}) åßíáé ìïíïåéäÝò Ý·ïí ôï  ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ, ôüôå

êáé ôï (Mat×() b} ) åßíáé ìïíïåéäÝò ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ ôïí (× )-

ðßíáêá, üëåò ïé åããñáöÝò ôïý ïðïßïõ åßíáé ßóåò ìå ôï Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí ôï

 ∈ {N0ZQRCZ} (üðïõ  ∈ N) åöïäéáóèåß ìå ôçí ðñÜîç ôÞò ðñïóèÝóåùò

‘‘+'', ôüôå åßèéóôáé íá ãñÜöïõìå áðëþò ‘‘+'' áíôß ôïý ‘‘b+'' ãéá ôïí óõìâïëéóìü ôÞò

åðáãïìÝíçò ðñÜîåùò åðß ôïýMat×() êáé íá ôçí êáëïýìåðñüóèåóç ðéíÜêùí19.

Åí ðñïêåéìÝíù, ôï (Mat×()+) åßíáé áâåëéáíü ìïíïåéäÝò.

18Ïé åããñáöÝò (áããë. entries) åíüò ðßíáêá (1.8) åßíáé ïé×  åéêüíåò ôÞò  .

19Ôï ßäéï óýìâïëï ‘‘+'' ·ñçóéìïðïéåßôáé êáé ãéá ôç óçìåßùóç ôÞò ðñïóèÝóåùò ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçì-

ìÝíåò áðü ôõ·üíôåò äáêôõëßïõò (+ ·) Âë. (D.4).
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ÁóêÞóåéò

1-1. Åðß ôïý N ïñßæïíôáé ïé åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò () 7−→  ∗1  := 

() 7−→  ∗2  := ìêä() êáé () 7−→  ∗3  := åêð()

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) H ‘‘∗1'' äåí åßíáé ïýôå ðñïóåôáéñéóôéêÞ ïýôå ìåôáèåôéêÞ, ôï äå 1 åßíáé ïõäÝ-

ôåñï óôïé·åßï ìüíïí åê äåîéþí (ùò ðñïò áõôÞí).

(ii) H ‘‘∗2'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, ôï äå 1 åßíáé ïõäÝôåñï óôïé-

·åßï.

(iii) H ‘‘∗3'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, áëëÜ äåí õößóôáôáé ïõäÝ-

ôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò áõôÞí.

1-2. Åðß ôïý óõíüëïõ Rr{0} ïñßæïíôáé ïé åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò
( ) 7−→  1  := |− | êáé ( ) 7−→  2  := max{ }

Íá åîåôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí ç ‘‘1''(êáé áíôéóôïß·ùò, ç ‘‘2'') åßíáé (Þ äåí åßíáé)

ðñïóåôáéñéóôéêÞ Þ/êáé ìåôáèåôéêÞ.

1-3. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ïìáäïåéäÝò (R¡), üðïõ

( ) 7−→ ¡  := 3
p
3 + 3

åßíáé áâåëéáíü ìïíïåéäÝò.

1-4. Íá áðïäåé·èåß üôé ôïQr{0}, åöïäéáæüìåíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò äéáé-

ñÝóåùò, åßíáé Ýíá ïìáäïåéäÝò. Åí óõíå·åßá, íá åîåôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí áõôü

åßíáé (Þ äåí åßíáé) (i) ðñïóåôáéñéóôéêü êáé (ii) áâåëéáíü.

1-5. Èåùñïýìå Ýíá ìç êåíü óýíïëï  åöïäéáóìÝíï ìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘}'',
ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí áêüëïõèç óõíèÞêç:

(} )} (} ) = (} )} (} ) ∀ (   ) ∈ 4

ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ïìáäïåéäÝò (}) äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï, íá áðï-

äåé·èåß üôé åßíáé êáé ðñïóåôáéñéóôéêü êáé áâåëéáíü.

1-6. Íá åîåôáóèåß ç ýðáñîç åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí ïõäåôÝñùí óôïé·åßùí ôïý

ïìáäïåéäïýò (R ), üðïõ

   := ||  ∀ ( ) ∈ R×R

1-7. Èåùñïýìå ôï óýíïëï R åöïäéáóìÝíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘~'', üðïõ

~  :=  + +  ∀ ( ) ∈ R×R
ÄéáèÝôåé ôï ïìáäïåéäÝò (R~) ïõäÝôåñï óôïé·åßï; Êáé áí íáé, ôüôå ðïéá ∈ R
åðéäÝ·ïíôáé óõììåôñéêÜ óôïé·åßá ùò ðñïò ôçí ‘‘~''; Ðïéåò èá åßíáé ïé áðáíôÞ-

óåéò óôá ßäéá åñùôÞìáôá óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá, áíôß ôïý ïìáäïåé-

äïýò (R~), èåùñÞóïõìå ôï (Z ~|Z);
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1-8. Åðß ôïý óõíüëïõ R ïñßæïõìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘¯'' ùò áêïëïýèùò:

¯  := +  +  +  ∀ ( ) ∈ R× R

üðïõ    ∈ R. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ïìáäïåéäÝò (R¯) Ý·åé ôï  ∈ R ùò

ïõäÝôåñü ôïõ óôïé·åßï êáé üôé êÜèå  ∈ Rr{} äéáèÝôåé óõììåôñéêü óôïé·åßï

ùò ðñïò ôçí ‘‘¯'', üðïõ  åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò äéÜöïñïò ôïý , íá
ðñïóäéïñéóèïýí ôá    óõíáñôÞóåé ôùí  êáé 

1-9. ¸óôù (R ∗) ôï ïìáäïåéäÝò ôï ïñéæüìåíï ìÝóù ôÞò åóùôåñéêÞò ðñÜîåùò:

 ∗  := +  + 22 ∀ ( ) ∈ R×R

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï (R ∗) åßíáé Ýíá áâåëéáíü, ìç ðñïóåôáéñéóôéêü ïìáäïåé-

äÝò ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï, êáèþò êáé ôï üôé õðÜñ·ïõí óôïé·åßá ôïýR ôá ïðïßá

äéáèÝôïõí äýï óõììåôñéêÜ óôïé·åßá, Ýíá óõììåôñéêü óôïé·åßï Þ êáé êáíÝíá

óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ‘‘∗”.
1-10. Ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïý  ∈ N åßíáé ôï ïìáäïåéäÝò (Q¡) üðïõ

( ) 7−→  ¡  :=
 + 




çìéïìÜäá;





ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÏìÜäåò êáé õðïïìÜäåò

Ïé ïìÜäåò åßíáé óýíïëá (äéÜöïñá ôïý êåíïý) åöïäéáóìÝíá ìå ìßá êáé ìüíïí åóù-

ôåñéêÞ ðñÜîç êáé ôñåéò óõíïäåõôéêÝò ·áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò: ôçí ðñïóåôáéñé-

óôéêüôçôá, ôçí ýðáñîç ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ êáé ôçí ýðáñîç óõììåôñéêïý («áíôé-

óôñüöïõ») ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ ôïõò.

2.1 ÈÅÌÅËÉÙÄÅÉÓ ÏÑÉÓÌÏÉ ÊÁÉ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ

2.1.1 Ïñéóìüò. ¸íá ìïíïåéäÝò (}) (ìå ôï  ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôïõ) êáëåß-

ôáé ïìÜäá1 üôáí ãéá êÜèå óôïé·åßï ôïý õðÜñ·åé ôï óõììåôñéêü ôïõ ùò ðñïò ôçí}
(ðñâë. ðñüôáóç 1.2.8). Ç ôÜîç || ìéáò ïìÜäáò (}) åßíáé åî ïñéóìïý ï ðëçèé-

êüò áñéèìüò card() ôïý óõíüëïõ ÅÜí ç || åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå ëÝìå üôé ç
 Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç Þ áðëþò üôé ç åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé ãñÜ-

öïõìå ||  ∞ (ÅéäÜëëùò ëÝìå üôé ç  åßíáé ìéá Üðåéñç ïìÜäá êáé ãñÜöïõìå2

|| =∞). Ìéá ïìÜäá ëÝãåôáé ìåôáèåôéêÞ Þ áâåëéáíÞ (Þ ïìÜäá ôïý Abel3) üôáí

ç ðñÜîç, ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç, åßíáé ìåôáèåôéêÞ.

2.1.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá æåýãç (Z+)  (Q+)  (R+)  (C+) ôùí áêåñáßùí,

ôùí ñçôþí, ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò, ìáæß ìå

ôç óõíÞèç ðñüóèåóç, áðïôåëïýí ôá ðéï ïéêåßá ðáñáäåßãìáôá áâåëéáíþí ïìÜäùí.

Ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (N0+) äåí åßíáé ïìÜäá, äéüôé êáíÝíáò  ∈ N äåí äéáèÝôåé

áíôßèåôï (= óõììåôñéêü) óôïé·åßï åíôüò ôïý óõíüëïõ N0.
(ii) Ôï ìïíïåéäÝò (Z+)  ∈ N (âë. 1.3.5 (viii)) áðïôåëåß (óýìöùíá ìå ôçí ðñü-

ôáóç B.4.41) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôï [0] êáé áíôßèåôï

1Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò üðïõ äåí õößóôáôáé êßíäõíïò óõã·ýóåùò (ãéá ôï ðïéá ðñÜîç õðïíïåßôáé) óõìâïëßæïõìå ôéò
ïìÜäåò ìüíïí ìå êåöáëáßá (ëáôéíéêÜ) ãñÜììáôá.
2Åí êáíåßò ·ñçóéìïðïéÞóåé ôïí óõíÞèç ôñüðï óõãêñßóåùò ðëçèéêþí áñéèìþí (óôï ðëáßóéï ôÞò Èåùñßáò Óõíüëùí),

ç óõíèÞêç || =∞ éóïäõíáìåß ìå ôçí || ≥ ℵ0 := card(N) üðïõ ℵ0 åßíáé ôï «Üëåö ìçäÝí».
3Ðñïò ôéìÞí ôïý Íïñâçãïý ìáèçìáôéêïý Niels Henrik Abel (1802-1829).
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óôïé·åßï êáèåíüò [] ∈ Z ôï [−] 

(iii) Ôá æåýãç (Qr{0} ·)  (Rr{0} ·)  (Q0 ·) (R0 ·), (Cr{0} ·) ôùí ìç ìçäå-

íéêþí ñçôþí, ôùí ìç ìçäåíéêþí ðñáãìáôéêþí, ôùí èåôéêþí ñçôþí, ôùí èåôéêþí

ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìç ìçäåíéêþí ìéãáäéêþí áñéèìþí, ìáæß ìå ôïí óõíÞèç ðïë-

ëáðëáóéáóìü, åßíáé áâåëéáíÝò ïìÜäåò (ìå ôï 1ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõò). ÁíôéèÝ-

ôùò, ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (Zr{0} ·) äåí åßíáé ïìÜäá, äéüôé ìüíïí ïé±1 äéáèÝôïõí
áíôßóôñïöï (= óõììåôñéêü) óôïé·åßï åíôüò ôïý Zr{0}
(iv) Ôï æåýãïò (Q0 ∗) üðïõ  ∗ := 

2  ∀ ( ) ∈ Q0×Q0 åßíáé ìéá áâåëéáíÞ

ïìÜäá ç ïðïßá Ý·åé ôï 2 (!) ùò ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï êáé ôï 4

ùò óõììåôñéêü óôïé-

·åßï ïéïõäÞðïôå  ∈ Q0

(v) Ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (Z ·)  ∈ N (âë. 1.3.5 (viii)), ìå ïõäÝôåñü ôïõ óôïé-

·åßï ôï [1]  äåí åßíáé ïìÜäá üôáí ≥ 2 äéüôé (ôïõëÜ·éóôïí) ôï [0] äåí äéáèÝôåé

áíôßóôñïöï.

(vi) ÅÜí ôï Ω åßíáé Ýíá óýíïëï, ôüôå ôï æåýãïò (P (Ω) 4) áðïôåëåß ìéá áâåëéáíÞ

ïìÜäá. ÁíôéèÝôùò, ãéá ïéïäÞðïôå Ω 6= ∅ ôá áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ (P (Ω) ∪) êáé
(P (Ω) ∩) äåí åßíáé ïìÜäåò. (Âë. 1.2.15 êáé 1.3.5 (ix).)
(vii) ÅÜí ∈ N êáé åÜí ôï  ∈ {ZQRCZ} (üðïõ  ∈ N) åöïäéáóèåß ìå ôçí
ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò, ôüôå ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (Mat×()+) ôï
ïñéóèÝí óôï åäÜöéï 1.3.6 áðïôåëåß ìéá ïìÜäá, êáèüôé êÜèå

()1≤≤1≤≤ ∈Mat×()

Ý·åé ôïí ðßíáêá (−)1≤≤1≤≤ ùò óõììåôñéêü ôïõ óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘+''.

2.1.3 Óçìåßùóç. ÏñéóìÝíåò öïñÝò, üôáí ìåëåôïýìå ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá

(}) ðïõ Ý·åé åßôå ìéêñÞ ôÜîç åßôå óôïé·åßá äéáóõíäåüìåíá ìÝóù åéäéêþí ó·Ý-

óåùí, åßíáé ·ñÞóéìï íá åñãáæüìáóôå ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôÞò

(}) (ðïõ ïíïìÜæåôáé, åíáëëáêôéêþò, êáé êáôÜëïãïò ôÞò ðñÜîåùò ‘‘}'' Þ êá-
ôÜëïãïò ôïý Cayley ãéá ôçí (})). ÅÜí  = {1 }  ∈ N ôüôå áõôüò åßíáé
ï åîÞò:

} 1 2 · · · · · · 

1 1 } 1 1 } 2 · · · · · · 1 } 
2 2 } 1 2 } 2 · · · · · · 2 } 
...

...
...

...
...

...
...

...

  } 1  } 2 · · · · · ·  } 

Óôçí -ïóôÞ ãñáììÞ êáé óôçí -ïóôÞ óôÞëç ôïý êáôáëüãïõ ôïðïèåôåßôáé ôï óôïé-

·åßï  }  1 ≤   ≤  ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò åìöáíßæåôáé ìüíïí ìßá öïñÜ
óå êÜèå ãñáììÞ êáé óå êÜèå óôÞëç.

2.1.4 Óçìåßùóç. Ç éåñÜñ·çóç ôùí (NÂG-) êëÜóåùí ôùí äïìþí ðïõ Ý·ïõìå óõíá-

íôÞóåé ìÝ·ñé óôéãìÞò Ý·åé ùò åîÞò:

{ïìÜäåò} $ {ìïíïåéäÞ} $ {çìéïìÜäåò} $ {ïìáäïåéäÞ}
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Áðü ôá ðñïçãçèÝíôá ðáñáäåßãìáôá 1.3.5 êáé 2.4.2 êáèßóôáôáé óáöÝò üôé ïé áíù-

ôÝñù åãêëåéóìïß åßíáé ãíÞóéïé. Åðéóçìáßíåôáé -éäéáéôÝñùò- üôé, äïèÝíôïò åíüò ìï-
íïåéäïýò, õðÜñ·åé ðÜíôïôå ç äõíáôüôçôá ó·çìáôéóìïý ìéáò ïìÜäáò, üðùò ðåñé-

ãñÜöåôáé óôçí ðñüôáóç 2.1.6.

2.1.5 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) Ýíá ìïíïåéäÝò Ý·ïí ôï  ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ.

Ôüôå óõìâïëßæïõìå ùò

× := { ∈ |∃ ∈ :  =  = }

ôï óýíïëï üëùí ôùí  ∈ ðïõ äéáèÝôïõí óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘·''.

2.1.6 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) Ýíá ìïíïåéäÝò. Ôüôå ôï æåýãïò (× ·) áðïôåëåß ìéá
ïìÜäá.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò, åðåéäÞ  =   Ý·ïõìå  ∈ × ÅÜí  0 ∈ ×
ôüôå [∃ ∈ :  =  = ] êáé [∃0 ∈ : 00 =  = 00] ïðüôå

(0)(0) = 0()0 = 00 = 00 =  

êáé, êáô' áíáëïãßáí, (0)(0) =   Ôïýôï óçìáßíåé üôé éó·ýåé 0 ∈ × äç-
ëáäÞ üôé ôï × åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ‘‘·'' (âë. 1.2.2). ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí ôï

 åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý × êáé ôï  óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïõ, ôüôå ôï  (ëüãù

ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.13) åßíáé ôï ìüíï óôïé·åßï ôïý ìå áõôÞí éäéüôçôá êáé (åî ïñé-

óìïý)  ∈ × (äéüôé ôï  åßíáé, ìå ôç óåéñÜ ôïõ, ôï óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý ).

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï æåýãïò (× ·) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá. ¤

2.1.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÌÝóù ôùí áâåëéáíþí ìïíïåéäþí (Q ·) (R ·) êáé (C ·)
(üðïõ ‘‘·'' ï óõíÞèçò ðïëëáðëáóéáóìüò) äçìéïõñãïýíôáé ïé ðïëëáðëáóéáóôéêÝò

ïìÜäåò (Qr{0} ·) (Rr{0} ·) êáé (Cr{0} ·) áíôéóôïß·ùò.
(ii) ÌÝóù ôïý áâåëéáíïý ìïíïåéäïýò (Z ·) (üðïõ ‘‘·'' ï óõíÞèçò ðïëëáðëáóéá-

óìüò) äçìéïõñãåßôáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ìå õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò ôï

Z× = {1−1}
(iii) ÌÝóù ôïý áâåëéáíïý ìïíïåéäïýò (Z ·)  ∈ N äçìéïõñãåßôáé ç ðïëëáðëá-

óéáóôéêÞ ïìÜäá ðïõ Ý·åé ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò ôï4

Z× = {[] ∈ Z |  ∈ N  ≤  ìêä () = 1}

êáé ôÜîç  ()  üðïõ  : N −→ N ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler

 7−→  () := card{ ∈ N |  ≤  êáé ìêä () = 1} (2.1)

(Ðñâë. B.4.15 êáé B.4.43.) Ç (Z× ·) êáëåßôáé ïìÜäá ôùí áíôéóôñÝøéìùí êëÜóåùí
õðïëïßðùí êáôÜ ôï ìüäéï  (ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü  Ý·ïõìå

Z× = Zr{[0]})
4ÅðåéäÞ [0] = []  éó·ýåé êáé ç éóüôçôá Z× =

©
[] ∈ Z |  ∈ Z 0 ≤  ≤ − 1 ìêä () = 1

ª


(ÓçìåéùôÝïí üôé ïñéóìÝíïé óõããñáöåßò óõìâïëßæïõí ôçí ïìÜäá Z× ùò(Z) Þ áðëþò ùò üðïõ ôï ‘‘ '' ðñïÝñ-
·åôáé áðü ôï ðñþôï ãñÜììá ôÞò ëÝîåùò unit (= áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï).)
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(iv) ¸óôù (+ ·) Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï (ðïë-

ëáðëáóéáóôéêü) óôïé·åßï 1 êáé Ýóôù  ∈ NÁò óõìâïëßóïõìå ùò 0 ôï ïõäÝôåñï

óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò (+) Ôï óýíïëïMat× () ôùí (×)-ðéíÜêùí êáèßóôá-

ôáé äáêôýëéïò ìÝóù ôÞò ôùí (óõíÞèùí) ðñÜîåùí ôÞò ðñïóèÝóåùò êáé ôïý ðïëëá-
ðëáóéáóìïý ðéíÜêùí :

A+B := ( + )1≤≤  AB := ( 11  +  22  + · · ·+  )1≤≤ 

ãéá ïéïõóäÞðïôåA = ()1≤≤,B = ()1≤≤ ∈Mat× ()  ìå ìïíáäéáßï
ôïõ óôïé·åßï ôïí ìïíáäéáßï (× )-ðßíáêá

I :=

⎛⎜⎜⎝
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎠

ÌÝóù ôïý ìïíïåéäïýò (Mat× ()  ·) ïñßæåôáé ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá

GL () := (Mat×())× = {A ∈Mat×() | det (A) ∈ × } 

(âáèìïý  õðåñÜíù ôïý), üðïõ det(A) äçëïß ôçí ïñßæïõóá ôïýA. (Âë. èåþñçìá

D.2.18).

2.1.8 Óçìåßùóç. (μñçóôéêüò ôñüðïò óõìâïëéóìïý ïìÜäùí) Áðü åäþ êáé óôï

åîÞò, üôáí áíáöåñüìáóôå óå ôõ·ïýóåò ïìÜäåò, èá õéïèåôïýìå ùò åðß ôï ðëåßóôïí

ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáé (êÜðùò óðáíéüôåñá) ôïí ðñïóèåôéêü óõìâïëéóìü ãéá

ôéò åêÜóôïôå èåùñïýìåíåò ðñÜîåéò (ãñÜöïíôáò ð.·. 12 1 · 2 Þ 1 ∗ 2 êáé, áíôé-
óôïß·ùò, 1+2, áíôß ôïý 1}2, ãéá äõï óôïé·åßá 1 2 ìéáò ïìÜäáò áêüìç êáé

üôáí ïé ðñÜîåéò äåí õðïíïïýí êÜðïéïõò «ïéêåßïõò» ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé ðñï-

óèÝóåéò, áíôéóôïß·ùò) êáé èá óõìâïëßæïõìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáò 

ùò  êáé ôï óõììåôñéêü óôïé·åßï åíüò  ∈  ùò −1 («áíôßóôñïöï» ôïý ) êáé,

áíôéóôïß·ùò, − («áíôßèåôï» ôïý ).

2.1.9 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) Ãéá êÜèå    ∈  Ý·ïõìå

 =  =⇒  = 

 =  =⇒  = 

¾
(Íüìïé äéáãñáöÞò)

(ii)
¡
−1

¢−1
= , ãéá êÜèå  ∈ 

(iii) ÅÜí  ∈ N êáé 1  ∈ , ôüôå (12 · · · )−1 = −1 · · · −12 −11 

(iv) Ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ïé åîéóþóåéò  =  êáé  =  åðéäÝ·ïíôáé ôéò  = −1
êáé  = −1, áíôéóôïß·ùò, ùò ìïíáäéêÝò ôïõò ëýóåéò.

Áðïäåéîç. (i) ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí ðñþôç åîßóùóç (åê äåîéþí) ìå ôï áíôß-

óôñïöï (= óõììåôñéêü) óôïé·åßï −1 ôïý , ëáìâÜíïõìå

() −1 = () −1 =⇒ 
¡
−1

¢
= 

¡
−1

¢
=⇒  =  =⇒  = 
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Êáô' áíáëïãßáí (êáôüðéí ðïëëáðëáóéáóìïý ìå −1 åî áñéóôåñþí) áðïäåéêíýïõìå
êáé ôïí äåýôåñï íüìï ôÞò äéáãñáöÞò.

(ii) ÅðåéäÞ
¡
−1

¢−1
−1 =  = −1

¡
−1

¢−1
êáé −1 =  = −1 Ý·ïõìå¡

−1
¢−1

= , ãéá êÜèå  ∈ , ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý óõììåôñéêïý óôïé·åßïõ

(âë. ðñüôáóç 1.2.8).

(iii) ¸óôù  = 2. Áñêåß (êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý óõììåôñéêïý

óôïé·åßïõ) íá äåßîïõìå üôé (12)
¡
−12 −11

¢
=  =

¡
−12 −11

¢
(12)  ÈÝôïíôáò

óå åöáñìïãÞ ôïí ãåíéêåõìÝíï ðñïóåôáéñéóôéêü íüìï 1.2.19 ëáìâÜíïõìå

(12)
¡
−12 −11

¢
=
¡
1
¡
2
−1
2

¢¢
−11 = (1) 

−1
1 = 1

−1
1 = 

Áíáëüãùò äåß·íïõìå üôé
¡
−12 −11

¢
(12) =  Ãéá  ≥ 3 ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé

ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

(iv) Êáô' áñ·Üò, 
¡
−1

¢
=
¡
−1

¢
 =  = , ïðüôå ôï −1 åßíáé üíôùò ìéá

ëýóç ôÞò åîéóþóåùò  = . ¸óôù  ∈  ìéá ôõ·ïýóá ëýóç ôçò. Ôüôå

−1 () = −1 =⇒ ¡
−1

¢
 = −1 =⇒  =  = −1

Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôÞò ëýóåùò ôÞò 2çò åîéóþóåùò. ¤

2.1.10 Ïñéóìüò. («ÄõíÜìåéò» óôïé·åßùí) ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ãéá êÜèå  ∈ Z
åéóÜãïõìå ôç âñá·õãñáößá

 :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
  · · · | {z }
 öïñÝò

 üôáí   0

(−)−1  üôáí   0

  üôáí  = 0

åí åßäåé5 «äõíÜìåùò».

2.1.11 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈  êáé êÜèå
() ∈ Z× Z éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i)  = + = 

(ii) ()

= 

(iii) − =
¡
−1

¢
= ()

−1
 (Ôï − åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý .)

Áðïäåéîç. (i) Êáô' áñ·Üò õðïèÝôïõìå üôé áìöüôåñïé ïé åßíáé èåôéêïß. Äéáôç-

ñþíôáò ôüí  ðáãéùìÝíï, èá åöáñìüóïõìå êëáóéêÞ ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò

5¼ôáí ·ñçóéìïðïéåßôáé ðñïóèåôéêüò óõìâïëéóìüò ãéá ôçí ôüôå ãéá êÜèå  ∈ Z ïñßæïõìå êáô' áíáëïãßáí

 :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
 +  + · · ·+ | {z }

 öïñÝò

 üôáí   0

−((−)) üôáí   0
  üôáí  = 0

åí åßäåé «ðïëëáðëáóßïõ».
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ôïí . (Áíáëüãùò åðé·åéñçìáôïëïãåß êáíåßò êáé ìå ôïí ). ÅÜí  = 1, ôüôå -åî

ïñéóìïý-  = 1+. ÕðïèÝôïíôáò üôé  = +, ëáìâÜíïõìå

+1 = ()  =  () = + = ++1

Ôþñá õðïèÝôïõìå üôé Ýíáò åê ôùí åßíáé = 0. ÅÜí = 0, ôüôå

0 = 
 =  = 0+

(Áíáëüãùò, 0 =  =  = +0, üôáí  = 0). Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå
üôé áìöüôåñïé ïé åßíáé áñíçôéêïß. Óýìöùíá ìå ôá 2.1.9 (ii) êáé (iii),

 =
¡
−

¢−1 ¡
−

¢−1
=
¡
−−

¢−1
=
³
−(+)

´−1
=
³
−(+)

´−1
= +

ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ+ = +, Ý·ïõìå  = . Ùò åê ôïýôïõ, õðïëåßðåôáé

ìüíïí ç åîÝôáóç ôÞò ðåñéðôþóåùò êáôÜ ôçí ïðïßá ï Ýíáò åê ôùí åßíáé áñíçôé-

êüò êáé ï Üëëïò èåôéêüò. ÅðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò åßíáé ðáíïìïéüôõðåò, èá åîåôÜóïõìå

ôé óõìâáßíåé ìüíïí üôáí  0 êáé   0. Äéáêñßíïõìå ôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò ðå-

ñéðôþóåéò:

(á)  +   0 ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí üóùí éó·ýïõí óôçí ðåñßðôùóç üðïõ áìöü-

ôåñïé åßíáé èåôéêïß, ëáìâÜíïõìå

+− = (+)− = 

ÅðåéäÞ ôï − åßíáé -åî ïñéóìïý- ôï áíôßóôñïöï ôïý , ìðïñïýìå íá ðïëëáðëá-

óéÜóïõìå áìöüôåñåò ôéò ðëåõñÝò (åê äåîéþí) ìå ôï  êáé íá êáôáëÞîïõìå óôï æç-

ôïýìåíï: + = 

(â)  +  = 0 Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç,  = −, ïðüôå ôï  åßíáé -åî ïñéóìïý-

ôï áíôßóôñïöï ôïý  êáé  = 0 = 

(ã)+   0ÊÜíïíôáò åê íÝïõ ·ñÞóç ôùí üóùí éó·ýïõí óôçí ðåñßðôùóç üðïõ

áìöüôåñïé åßíáé èåôéêïß, ëáìâÜíïõìå −(+) = −−+ = − ÅðåéäÞ ôï

− åßíáé -åî ïñéóìïý- ôï áíôßóôñïöï ôïý , ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå

áìöüôåñåò ôéò ðëåõñÝò (åê äåîéþí) ìå ôï − êáé íá êáôáëÞîïõìå óôï æçôïýìåíï:

−(+) = −− = −−

(ii) Ç áðüäåéîç åßíáé ðáñüìïéá êáé ãé' áõôü áöÞíåôáé ùò Üóêçóç.

(iii) ÅÜí  0, ôüôå -åî ïñéóìïý- − = ()
−1

. μñçóéìïðïéþíôáò êëáóéêÞ ìá-

èçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí  äåß·íïõìå åýêïëá üôé ôï
¡
−1

¢
åßíáé ôï áíôß-

óôñïöï ôïý . ÅÜí = 0 ôüôå

− =
¡
−1

¢
= ()

−1
= 

ÔÝëïò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá   0, ·ñçóéìïðïéïýìå åê íÝïõ ìáèçìá-

ôéêÞ åðáãùãÞ, áëë' áõôÞí ôç öïñÜ ìå ïðéóèïðïñåßá ùò ðñïò ôïí  ìå óýíïëï

áíáöïñÜò ìáò ôï { ∈ Z | ≤ −1}  åêêéíþíôáò áðü ôïí  = −1 ¼ôáí  = −1,
ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò ëüãù ôïý 2.1.9 (ii). ¸·ïíôáò ôéò

− =
¡
−1

¢
= ()−1
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ùò åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç, ìÝóù ôïý (i) êáé ôùí 2.1.9 (ii), (iii) ëáìâÜíïõìå

−(−1) = − =
¡
−1

¢
(−1)−1 =

¡
−1

¢−1
êáé

−(−1) = − = ()−1 (−1)−1 = (−1)−1 =
¡
−1

¢−1


Ôïýôï ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç. ¤

2.1.12 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí Ýíá óôïé·åßï  ∈  ãñÜöåôáé ùò «ãéíüìåíï»  = 

äõï óôïé·åßùí   ôÞò  ôï «ôåôñÜãùíü ôïõ» 2 = ()2 = ()() äåí éóïýôáé
êáô' áíÜãêçí ìå ôï 22! Ùóôüóï, åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß (åðáãùãéêþò) üôé

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

() =  ∀ ∈ Z êáé  =  ∀() ∈ Z× Z
ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ôÞò  ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôá  = 

I ÕðïïìÜäåò. Ç õðïäïìÞ ðïõ áíôéóôïé·åß óôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôÞò ïìÜäáò åßíáé

ç õðïïìÜäá.

2.1.13 Ïñéóìüò. ¸íáìçêåíü õðïóýíïëï ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ìéáò ïìÜ-

äáò ( ·) êáëåßôáé õðïïìÜäá ôÞò üôáí ôï åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò

 (âë. 1.2.2) êáé êáèßóôáôáé áö' åáõôïý ìéá ïìÜäá (ùò ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò

·|×). Ãéá íá äçëïýìå åí óõíôïìßá üôé ôï æåýãïò ( ·|×) áðïôåëåß ìéá õðïï-

ìÜäá ôÞò ( ·) èá ·ñçóéìïðïéïýìå óõ·íÜ êáé ôïí óõìâïëéóìü6  v 

2.1.14 Ïñéóìüò. ¼ôáí  v  êáé  6= , ôüôå ç  ëÝãåôáé, éäéáéôÝñùò, ãíÞóéá

õðïïìÜäá ôÞòμñçóéìïðïéïýìåíïò óõìâïëéóìüò (üôáí åðéèõìïýìå íá äþóïõìå

Ýìöáóç óôï üôé ç åßíáé ãíÞóéá):  @ 

2.1.15 ÐáñáôÞñçóç. (i)ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáòðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ( ·) åßíáé
ðåðåñáóìÝíç, äéüôé || ≤ || ∞ (ÖõóéêÜ, ìéá Üðåéñç ïìÜäá äéáèÝôåé ðÜíôïôå7

ôüóïí ðåðåñáóìÝíåò üóïí êáé Üðåéñåò õðïïìÜäåò.)

(ii) ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò ( ·) åßíáé áâåëéáíÞ, äéüôé ãéá êÜèå

æåýãïò ( ) ∈  × Ý·ïõìå áõôïìÜôùò ( ) ∈ × ïðüôå  =  (ÖõóéêÜ,

ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá äéáèÝôåé ðÜíôïôå8 ôüóïí áâåëéáíÝò üóïí êáé ìç áâåëéáíÝò

õðïïìÜäåò.)

(iii) Ãéá ôïí Ýëåã·ï ôïý êáôÜ ðüóïí Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï  ôïý õðïêåéìÝ-

íïõ óõíüëïõ  ìéáò ïìÜäáò ( ·) êáèßóôáôáé õðïïìÜäá ôÞò ( ·) äåí áðáéôåß-

ôáé ï Ýëåã·ïò ôÞò éó·ýïò ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò, äéüôé ãéá êÜèå ôñéÜäá

6Êáô' áíôéóôïé·ßáí, ï óõìâïëéóìüò “ 6v ” èá óçìáßíåé üôé ôï õðïóýíïëï  ôïý  äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞò

ïìÜäáò ( ·) (ùò ðñïò ôçí ·|× ).

7ÅðåéäÞ ôï ìïíïóýíïëï {} áðïôåëåß ðÜíôïôå õðïïìÜäá ïéáóäÞðïôå ïìÜäáò ( ·) (ðñâë. 2.1.21 (i)) êáé v 

åÜí õðïèÝóïõìå üôé || =∞ ôüôå ôï {} Ý·åé ðëçèéêü áñéèìü 1 åíþ ôï õðïêåßìåíï óýíïëï ôÞò ïìÜäáò áíáöïñÜò

ìáò åßíáé áðåéñïðëçèÝò.

8ÅÜí ç ( ·) åßíáé ìç áâåëéáíÞ, ôüôå ç {} åßíáé ðñïöáíþò áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôçò.
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(  ) ∈ ×× Ý·ïõìå áõôïìÜôùò (  ) ∈ ×× ïðüôå () = ()
Ç åðoìÝíç ðñüôáóç ìáò ðëçñïöïñåß ãéá ôï ðïéåò (éêáíÝò êáé áíáãêáßåò) óõíèÞ-

êåò ïöåßëïõí íá ðëçñïýíôáé, ïýôùòþóôå Ýíá äåäïìÝíï õðïóýíïëï ⊆  íá åßíáé

õðïïìÜäá ôÞò ( ·) 

2.1.16 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù ⊆  Ôüôå ôá (i), (ii) êáé (iii)
åßíáé éóïäýíáìá :

(i) v 

(ii) Ôï ðëçñïß ôéò åîÞò óõíèÞêåò :

(a) Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò  áíÞêåé óôï.

(b)  ∈  ∀( ) ∈  ×

(c) −1 ∈  ∀ ∈  .

(iii) Ôï ðëçñïß ôéò åîÞò óõíèÞêåò :

(a) Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò  áíÞêåé óôï.

(b) −1 ∈  ∀( ) ∈  ×

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii). ÅÜí  v  ôüôå  6= ∅ êáé ïé (b) êáé (c) éêáíïðïéïýíôáé.

ÅîÜëëïõ, ç äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

 =  =  ∀ ∈ 

ÅðåéäÞ êÜèå  ∈  áíÞêåé êáé óôçí , Ý·ïõìå  = , ïðüôå ôï ìïíïóÞìáíôï

ôÞò åðéëýóåùò ôùí ðñïêåéìÝíùí åîéóþóåùí (âë. 2.1.9 (iv)) äßäåé  =  

(ii)⇒(iii). Áñêåß íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôÞò (b) ôïý (iii). ÅÜí ( ) ∈  ×, ôüôå

(êáôÜ ôçí (ii) (c)) −1 ∈ , ïðüôå −1 ∈  (äõíÜìåé ôÞò (ii) (b)).

(iii)⇒(i). ¼ðùò ðñïåßðáìå, ï Ýëåã·ïò ôÞò éó·ýïò ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò

ðåñéôôåýåé. ÅîÜëëïõ, 6= ∅ ëüãù ôÞò (iii) (a). ÕðïèÝôïíôáò ëïéðüí üôé −1 ∈ 

ãéá êÜèå ( ) ∈  × , åðé·åéñçìáôïëïãïýìå ùò åîÞò: åÜí  ∈ , ôüôå Ý·ïõìå

 = −1 ∈  êáé −1 = 
−1 ∈  Ôïýôï óçìáßíåé üôé ç ýðáñîç áíôéóôñüöïõ

åíôüò ôÞò  åßíáé äéáóöáëéóìÝíç. ÁðïìÝíåé ï Ýëåã·ïò ôÞò «êëåéóôüôçôáò» ôÞò

ðñÜîåùò, Þôïé üôé

 ∈  ∀( ) ∈  ×

ÈÝôïíôáò  =  ∈  êáé  = −1 (ôï ïðïßï áíÞêåé, üðùò äéáðéóôþóáìå, óôï ),

ëáìâÜíïõìå ìÝóù åöáñìïãÞò ôÞò (iii) (b): 
¡
−1

¢−1
=  ∈  Þôïé ôï æçôïýìåíï.

¢ñá v  ¤

2.1.17 ÐáñáôÞñçóç. Ïé óõíèÞêåò (ii) (a) êáé (iii) (a) óõìðåñéåëÞöèçóáí óôçí

ðñüôáóç 2.1.16 ìüíïí ãéá íá ìáò åããõçèïýí üôé ôï èåùñïýìåíï óýíïëï äåí åßíáé

êåíü. ÅÜí ðñïûðïèÝóïõìå üôé ôï äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá óôïé·åßï, ôüôå, åöáñ-

ìüæïíôáò ôç óõíèÞêç (ii) (c) ãéá êÜðïéï óôïé·åßï, áò ðïýìå 0 ôïý ëáìâÜíïõìå

−10 ∈  ïðüôå ìÝóù ôÞò (ii) (b) óõíÜãåôáé üôé 0
−1
0 =  ∈ Êáô' áíáëïãßáí,

åöáñìüæïíôáò ôç óõíèÞêç (iii) (b) ãéá  =  ëáìâÜíïõìå åê íÝïõ  ∈ .
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2.1.18 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå ãéá êÜèå v  Ý·ïõìå  = 

2.1.19 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù ∅ 6=  ⊆  ÅÜí ôï  åßíáé
ðåðåñáóìÝíï óýíïëï 9, ôüôå ôá (i) êáé (ii) åßíáé éóïäýíáìá :

(i) v 

(ii)  ∈  ∀( ) ∈  ×

Áðïäåéîç. Ç óõíåðáãùãÞ (i)⇒(ii) åßíáé ðñïöáíÞò (ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò

(i)⇒(ii) (b) óôçí ðñüôáóç 2.1.16). ÅðåéäÞ  6= ∅ ãéá íá éó·ýåé ç áíôßóôñïöç

óõíåðáãùãÞ (ii)⇒(i) áñêåß íá åëåã·èåß üôé −1 ∈  ∀ ∈  (âë. 2.1.17). Ðñïò

ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ ÅÜí  =  ôüôå ðñïöáíþò 
−1
 =  ∈ 

ÅÜí  6=  ôüôå 
2 ∈  (ëüãù ôÞò (ii)). ÊÜíïíôáò ·ñÞóç êëáóéêÞò ìáèçìáôéêÞò

åðáãùãÞò áðïäåéêíýïõìå (ìÝóù ôÞò (ii)) üôé  =
¡
−1

¢
 ∈  ãéá êÜèå  ∈ N

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

{ |  ∈ N} ⊆ 

card() ∞ (åî õðïèÝóåùò)

¾
⇒ ∃  ∈ N    :  =  

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

− =   6=  ⇒ −   1

− = (−−1) = 

¾
⇒ −1 = −−1 ∈ 

ïðüôå éó·ýåé ðñÜãìáôé üôé −1 ∈  ¤

2.1.20 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí v  êáé ∅ 6=  ⊆  ôüôå

 v ⇐⇒  v 

Áðïäåéîç. ÅÜí  v  êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá óôïé·åßá 1 2 ∈  ôüôå

1
−1
2 ∈  ⊆  ïðüôå  v  (åðß ôç âÜóåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16 êáé

ôÞò ðáñáôçñÞóåùò 2.1.17). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí v  êáé åÜí 1 2 ∈  ôüôå

1
−1
2 ∈  ⊆  ïðüôå v  (ãéá ôïí ßäéï ëüãï). ¤

2.1.21 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå ïìÜäá ( ·) Ý·åé ðÜíôïôå äýï ðñïöáíåßò õðïïìÜ-

äåò, Þôïé ôïí åáõôü ôçò êáé ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá {} ðïõ áðïôåëåßôáé -åî

ïñéóìïý- ìüíïí áðü ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò.

(ii) Ç ïìÜäá (Z× = {1−1} ·) åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (Qr{0} ·) (üðùò Ýðåôáé Üìåóá
áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.16).

(iii) ¸óôù  ∈ Z êáé Ýóôù Z := { |  ∈ Z} ôï óýíïëï üëùí ôùí áêåñáßùí

ðïëëáðëáóßùí ôïõ. Ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóç 2.1.16, äéáðéóôþíïõìå üôé

ôï (Z+) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Z+).
(iv) Ïé åãêëåéóìïß Z $ Q Z $ R Z $ C Q $ R Q $ C êáé R $ C êáèéóôïýí

9Ç óõíåðáãùãÞ (ii)⇒(i) åíäÝ·åôáé íá ìçí éó·ýåé üôáí ôï äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï. Ð.·., ãéá ôçí (Z+) êáé
ãéá := N Ý·ïõìå+  ∈  ∀() ∈  × áëëÜ 6v  (äéüôé− ∈  ∀ ∈ ).
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áõôÜ ôá õðïóýíïëá õðïïìÜäåò ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò.

(v) Ïé åãêëåéóìïß Qr{0} $ Rr{0} Qr{0} $ Cr{0} êáé Rr{0} $ Cr{0} êá-

èéóôïýí áõôÜ ôá õðïóýíïëá õðïïìÜäåò ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý óõíÞèïõò ðïëëá-

ðëáóéáóìïý.

(vi) Ï ìïíáäéáßïò êýêëïò

S1 := { ∈ C | || = 1} 

åöïäéáóìÝíïò ìå ôïí óõíÞèç ðïëëáðëáóéáóìü ìéãáäéêþí áñéèìþí, áðïôåëåß

õðïïìÜäá ôÞò (Cr{0} ·)  Åðßóçò, ôï óýíïëï ôùí -ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò10

E := { ∈ C |  = 1}   ∈ N

åßíáé ìéá (ãíÞóéá) õðïïìÜäá ôÞò (S1 ·) êáèüôé 1 ∈ E êáé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá

1 2 ∈ E Ý·ïõìå ¡
1
−1
2

¢
= 1 

−
2 = 1⇒ 1

−1
2 ∈ E

ÈÝôïíôáò  := exp
¡
2


¢
 ëáìâÜíïõìå11 E =

n
 |  ∈ {0 1  − 1}

o
¼ôáí

 ≥ 3 ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò E (éäùìÝíá ùò óçìåßá ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ

C) áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý -ãþíïõ12  (åããåãñáììÝíïõ åíôüò

ôïý ìïíáäéáßïõ êýêëïõ S1). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï 3 êáé ôï

êáíïíéêü ïêôÜãùíï 8 åéêïíïãñáöïýíôáé ùò åîÞò:

(vii) ¸óôù (+ ·) Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-

·åßï 1 êáé Ýóôù  ∈ N Ôï óýíïëï

SL () := {A ∈ GL () | det (A) = 1 } 
10Ôï óýìâïëï ‘‘E '' ðñïÝñ·åôáé áðü ôï ðñþôï ãñÜììá ôÞò (ãåñìáíéêÞò) ëÝîåùò Einheitswurzel (= ñßæá ôÞò ìïíÜäáò).

11ÅÜí  =   ∈ R0 0 ≤   2 åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôÞò E ôüôå


 = 1⇔ 

 = 
 = 1⇔  = 1  ∈

½
2



¯̄̄̄
 ∈ {0 1  − 1}

¾


12¸óôù ∈ N  ≥ 3¸íá êõñôü ðïëýãùíï êáëåßôáé êáíïíéêü-ãùíï üôáí äéáèÝôåé éóïìÞêåéò ðëåõñÝò (êáé, êáô'

åðÝêôáóç,  ßóåò ãùíßåò).
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åöïäéáóìÝíï ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ( × )-ðéíÜêùí, áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá

ôÞò (GL ()  ·) ðïõ åßíáé, ìÜëéóôá, ãíÞóéá õðïïìÜäá óôçí ðåñßðôùóç üðïõ

1 6= −1 (âë. 2.1.7 (iv) êáé ðñüôáóç D.2.22). Ç (SL ()  ·) êáëåßôáé åéäéêÞ
ãñáììéêÞ ïìÜäá (âáèìïý  õðåñÜíù ôïý )

(viii) ¸óôù  ∈ N Áðü ôç èåùñßá ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü

ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ðñïêýðôåé ï áêüëïõèïò «ðýñãïò» ðïëëáðëáóéáóôé-

êþí õðïïìÜäùí

GL (R) = {A ∈Mat×(R) | det (A) 6= 0} A SL (R)F
O (R) :=

©
A ∈ GL (R)

¯̄
A| = A−1

ªF
SO (R) := O (R) ∩ SL (R) 

üðïõA| ï áíÜóôñïöïò13 åíüòA ∈GL (R)  (Ãéá  = 1 Ý·ïõìåGL1 (R) = Rr{0}
Ï1 (R) = {1−1} êáé SL1 (R) = SO1 (R) = {1}) Ç ïìÜäá O (R) êáëåßôáé ïñèï-
ãþíéá êáé ç SO (R) åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá.
(ix) Êáô' áíáëïãßáí, áðü ôç èåùñßá ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü

ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ðñïêýðôåé ï áêüëïõèïò «ðýñãïò» ðïëëáðëáóéáóôéêþí

õðïïìÜäùí

GL (C) = {A ∈Mat×(C) | det (A) 6= 0} A SL (C)F
U (C) :=

n
A ∈ GL (C)

¯̄̄
A
|
= A−1

o
F

SU (C) := U (C) ∩ SL (C) 

üðïõA
|
ï áíáóôñïöïóõæõãÞò åíüòA ∈ GL (C)  (¼ôáí  = 1 ôüôå Ý·ïõìå

GL1 (C) = Cr{0} U1 (C) = S1 êáé SL1 (C) = SU1 (C) = {1})

Ç ïìÜäá U (C) êáëåßôáé ìïíáäéáêÞ êáé ç SU (C) åéäéêÞ ìïíáäéáêÞ ïìÜäá.

2.1.22 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ç ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé ïé123 õðïïìÜäåò
ôçò. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) v 

(ii) ÅÜí1 v 2 êáé2 v 1 ôüôå 1 = 2

(iii) ÅÜí1 v 2 êáé2 v 3 ôüôå1 v 3

Áðïäåéîç. Ôï (i) åßíáé ðñïöáíÝò. Ôá (ii)-(iii) Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôéò áíôßóôïé·åò

éäéüôçôåò ôïý óõíïëïèåùñçôéêïý åãêëåéóìïý “ ⊆ ” ôçí ðñüôáóç 2.1.16 êáé ôï

ðüñéóìá 2.1.20. ¤
13Ï áíÜóôñïöïò åíüò ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá åßíáé áõôüò ðïõ ðñïêýðôåé üôáí êáèéóôïýìå ôéò ãñáììÝò ôïõ óôÞëåò (êáé

ôéò óôÞëåò ôïõ ãñáììÝò).
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2.1.23 Ðñüôáóç. Ç ôïìÞ
T
∈

 ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå ïéêïãåíåßáò õðïïìÜäùí

() ∈ ìéáò ïìÜäáò ( ·) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò 
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  ∈  ãéá êÜèå  ∈  , Ý·ïõìå  ∈

T
∈

 , ïðüôå ç ôïìÞ

áõôÞ äåí åßíáé êåíÞ. ÅÜí 1 2 ∈
T
∈

 , ôüôå

[1 2 ∈   ∀ ∈  ] =⇒ £
1
−1
2 ∈   ∀ ∈ 

¤
=⇒ 1

−1
2 ∈

T
∈

 

¢ñá
T
∈

 v  (âë. 2.1.16 (iii)). ¤

2.1.24 Óçìåßùóç. ÅÜí v  ôüôå ç Ýíùóç∪ äåí åßíáé ðÜíôïôå õðïïìÜäá

ôÞò . Åðß ðáñáäåßãìáôé, óôçí ïìÜäá (Z+) Ý·ïõìå

2Z v Z 3Z v Z 2 ∈ 2Z 3 ∈ 3Z
áëëÜ 5 = 2 + 3 ∈ 2Z ∪ 3Z ïðüôå 2Z ∪ 3Z 6v Z

2.1.25 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·)  ôüôå éó·ýåé
ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ :

 ∪ v ⇔ åßôå  v  åßôå  v 

Áðïäåéîç. ‘‘⇒'' Áò õðïèÝóïõìå üôé  6v  êáé 6v  Ôüôå

∃ ∈ r êáé ∃ ∈ r

Ðñïöáíþò,  ∈  ∪ êáé  ∈  ∪ ÅÜí ç Ýíùóç ∪ Þôáí õðïïìÜäá ôÞò

èá Ýðñåðå (ëüãù ôÞò êëåéóôüôçôáò ôÞò ðñÜîåùò) íá éó·ýåé  ∈  ∪  äçëáäÞ

åßôå  ∈  åßôå  ∈  ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé ôüôå èá åß·áìå åßôå

 ∈ 

 ∈  ⇒ −1 ∈ 

¾
⇒ −1 () =  ∈ 

åßôå

 ∈ 

 ∈  ⇒ −1 ∈ 

¾
⇒ ()−1 =  ∈ 

¢ñá∪ 6v Çáíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇐'' åßíáé ðñïöáíÞò, äéüôé åí ôïéáýôç

ðåñéðôþóåé åßôå ∪ =  åßôå ∪ =  ¤
I ÄéáãñÜììáôá ôïý Hasse ãéá óýíïëá õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò. ÏéïäÞðïôå õðï-

óýíïëï ôïý óõíüëïõ ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò åßíáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï ùò

ðñïò ôçí “ v ”. (ÌÜëéóôá, ôï óýíïëï üëùí ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò êáèßóôá-
ôáé óýíäåóìïò ùò ðñïò áõôÞí.) Ùò åê ôïýôïõ, ôá äéáãñÜììáôá ôïý Hasse (âë. A.

2.4) åßíáé õðïâïçèçôéêÜ óôç ìåëÝôç åíüò ðåðåñáóìÝíïõ õðïóõíüëïõ õðïïìÜäùí

äïèåßóáò ïìÜäáò (êáé, åéäéêüôåñá, ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí õðïïìÜäùí äïèåßóáò

ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò).
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2.1.26 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå ôï æåýãïò (Subg()v) üðïõ14

Subg() := { ∈ P () | v } 

êáé, ãåíéêüôåñá, ôï æåýãïò (Xv) üðïõ ∅ 6= X ⊆ Subg() áðïôåëåß ìåñéêþò
äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (âë. A.2.1).

Áðïäåéîç. ÁõôÞ Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.22. ¤

2.1.27 Ðáñáäåßãìáôá. Ôá äéáãñÜììáôá ôïý Hasse ãéá ôá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá
óýíïëá (Subg(Z2)v) êáé (Subg(Z4)v) ôùí ïìÜäùí (Z2+) êáé (Z4+) åßíáé ôá
åîÞò:

Z2 Z4

{[0]4  [2]4}

{[0]2} {[0]4}

(¸íáò ãåíéêüôåñïò ·áñáêôçñéóìüò ôùí (Subg(Z)v) ãéá ïéïõóäÞðïôå  ∈ N
èá äïèåß áñãüôåñá óôï åäÜöéï 2.4.26 (ii).)

2.1.28 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 Ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôï ìåñéêþò

äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (Xv) üðïõ

X := {{I} SL(Z)SL(Q) SL(R)GL(Q)GL(R)} $ Subg(GL(R))

åßíáé ôï

GL (R)

GL (Q)

ssssssssss
SL (R)

KKKKKKKKKK

SL (Q)

KKKKKKKKKK

ssssssssss

SL (Z)

{I}
14Ðñïóï·Þ! Óôçí êáôáãñáöÞ Þóôçí áðáñßèìçóç ôùí ìåëþí ôïý óõíüëïõSubg() ðåñéëáìâÜíïíôáé üëåò ïé óáöþò
äéáêåêñéìÝíåò (Þôïé ïéáíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ) õðïïìÜäåò ôÞò (áó·Ýôùò ìå ôï áí êÜðïéåò åî áõôþí åíäÝ·åôáé íá åßíáé

éóüìïñöåò õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.4.10).
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2.1.29 Óçìåßùóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï

(Subg()⊆) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí õðïóýíäåóìïò ôïý óõíäÝóìïõ (P()⊆)
(âë. A.2.2 (i), A.2.22, A.2.23 (i) êáé A.2.25), äéüôé (üðùò Ý·ïõìå Þäç ðñïáíáöÝ-

ñåé óôï åäÜöéï 2.1.24) ç Ýíùóç äõï õðïïìÜäùí ôÞò ( ·) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí

õðïïìÜäá ôçò. Ãéá íá êáôáóôÞóïõìå ôï óýíïëï Subg() óýíäåóìï (âë. A.2.22)

ïöåßëïõìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý “ ⊆ ” ìå ôç ó·Ýóç “ v ”

2.1.30 Ðñüôáóç. Ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (Subg()v) åßíáé óýíäåóìïò
ãéá êÜèå ïìÜäá ( ·) (âë. A.2.22). ÌÜëéóôá, ãéá ïéåóäÞðïôå  ∈ Subg()
Ý·ïõìå

 ∧ =  ∩  ∨ =
T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } 

Áðïäåéîç. ÅÜí ∈ Subg() ôüôå
2.1.23⇒  ∩ ∈ Subg()
 ∩ ⊆  êáé  ∩ ⊆ 

¾
=⇒
2.1.20

 ∩ v  êáé  ∩ v 

¢ñá ç  ∩ ∈ Subg() åßíáé Ýíá êÜôù öñÜãìá ôïý {} ùò ðñïò ôçí “ v ”
¸óôù  ∈ Subg() ôõ·üí êÜôù öñÜãìá ôïý {} ùò ðñïò ôçí “ v ” Ôüôå

 ∈ Subg()
 ⊆  êáé  ⊆  ⇒  ∩ =  ⊆  ∩

)
=⇒
2.1.20

 v  ∩

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ôïìÞ ∩ åßíáé ôï (êáô' áíÜãêçí ìïíáäéêü, ëüãù ôÞò ðñïôÜ-

óåùò A.2.16) ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá ôïý {}ùò ðñïò ôçí “ v ”ÅðéðñïóèÝôùò,
áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.23 Ýðåôáé üôéT { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } ∈ Subg()

ÅðåéäÞ ôüóïí ôï óýíïëï  üóïí êáé ôï óýíïëï  åßíáé õðïóýíïëá ôïýT { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } Ý·ïõìå (ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.20)

 v T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } êáé v T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } 

¢ñá ç
T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } åßíáé Ýíá ÜíùöñÜãìá ôïý {}ùò ðñïò

ôçí “ v ”¸óôù Ξ ∈ Subg() ôõ·üí Üíù öñÜãìá ôïý {} ùò ðñïò ôçí “ v ”
Ôüôå

 ⊆ Ξ êáé  ⊆ Ξ⇒  ∪ ⊆ Ξ⇒ T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } ⊆ Ξ
ïðüôå

Ξ ∈ Subg()T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } ⊆ Ξ

)
=⇒
2.1.20

T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } v Ξ

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ôïìÞ
T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } åßíáé ôï (êáô' áíÜãêçí

ìïíáäéêü, ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.2.16) åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá ôïý {}ùò ðñïò
ôçí “ v ” ¤
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2.1.31 Óçìåßùóç. Ìå áíÜëïãï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé ï (Subg()v) åßíáé

ðëÞñçò óýíäåóìïò. (Âë. åäÜöéïA.2.24 (iii).) Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí () ∈ åßíáé

ôõ·ïýóá ïéêïãÝíåéá õðïïìÜäùí ôÞò  ôüôå

V
∈

 =
T
∈

 êáé
W
∈

 =
T (

 ∈ Subg()
¯̄̄̄
¯ S∈ ⊆ 

)


2.1.32 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  v  êáé

Subg(;) := { ∈ Subg() |  v  } 

ôüôå ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (Subg(;)v) åßíáé õðïóýíäåóìïò ôïý
(Subg()v)
Áðïäåéîç. Ãéá ïéåóäÞðïôå  ∈ Subg(;) Ý·ïõìå  ∧  ∈ Subg(;)
êáé ∨ ∈ Subg(;) ¤

2.1.33 Óçìåßùóç. Ãéá ïéáäÞðïôå ïìÜäá ( ·)  ôï Subg()ùò ðñïò ôçí “ v ” Ý·åé
ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá {}ùò åëÜ·éóôï êáé ôçí ßäéá ôçíùò ìÝãéóôï óôïé·åßï
ôïõ. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, ç ìåëÝôç éäéïôÞôùí äéáôÜîåùò õðïïìÜäùí åóôéÜæåôáé êõ-

ñßùò óôéò õðüëïéðåò, Þôïé óôéò ìç ôåôñéììÝíåò, áðü ôç ìéá ìåñéÜ, êáé óôéò ãíÞóéåò,

áðü ôçí Üëëç.

2.1.34 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ìå15 || ≥ 2
(i) ÊÜèå õðïïìÜäá ôçò áíÞêïõóá óôï

Min-Subg() :=

⎧⎨⎩

¯̄̄̄
¯̄  åëá·éóôéêü óôïé·åßï

ôïý Subg()r{{}}
ùò ðñïò ôçí “ v|Subg()r{{}} ”

⎫⎬⎭
êáëåßôáé åëá·éóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò  åíþ êÜèå õðïïìÜäá ôçò áíÞêïõóá óôï

Max-Subg() :=

⎧⎨⎩

¯̄̄̄
¯̄  ìåãéóôéêü óôïé·åßï

ôïý Subg()r{}
ùò ðñïò ôçí “ v|Subg()r{} ”

⎫⎬⎭
êáëåßôáé ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò  (Ðñâë. A.2.6 êáé A.2.10.)

(ii)¸óôù ÉÄ ìéá (åéäéêÞ) éäéüôçôá16 ðïõ áöïñÜ óå õðïïìÜäåò (Þ ðïõ ·áñáêôçñßæåé

ñçôþò êÜðïéåò õðïïìÜäåò) ôÞò  ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò  áíÞêïõóá óôï

Min-Subg() ∩ { ∈ Subg() | ç Ý·åé ôçí éäéüôçôá ÉÄ} (2.2)

15ÊÜèå ïìÜäá ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáëåßôáé ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá (Bë. åäÜöéï 2.4.24.)

16Ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí éäéïôÞôùí: Ôï íá åßíáé ìéá õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíç, ôï íá åßíáé áâåëéáíÞ (âë. 2.1.1), ôï íá

åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç (âë. 2.2.8), ôï íá åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.2.15), ôï íá åßíáé ðåñéïäéêÞ (âë. 2.3.1), ôï íá

åßíáé ïñèüèåôç (âë. 4.2.2) ê.Ü.
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êáëåßôáé åëá·éóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò  ìå ôçí éäéüôçôá ÉÄ êáé êÜèå õðïïìÜäá ôÞò

 áíÞêïõóá óôï

Max-Subg() ∩ { ∈ Subg() | ç Ý·åé ôçí éäéüôçôá ÉÄ} (2.3)

êáëåßôáé ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò  ìå ôçí éäéüôçôá ÉÄ. Ìéá  ∈ Subg()
áíÞêåé óôï (2.2) åÜí êáé ìüíïí åÜí éêáíïðïéåßôáé ç åîÞò óõíèÞêç: Ãéá ïéáäÞðïôå
 ∈ Subg() ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé {} @  v 

åßôå  =  åßôå ç  äåí Ý·åé ôçí éäéüôçôá ÉÄ.

Êáô' áíáëïãßáí, ìéá ∈ Subg() áíÞêåé óôï (2.3) åÜí êáé ìüíïí åÜí éêáíïðïéåß-
ôáé ç åîÞò óõíèÞêç: Ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Subg() ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé  v  @ 

åßôå  =  åßôå ç  äåí Ý·åé ôçí éäéüôçôá ÉÄ.

(iii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï óýíïëï (2.2) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï óýíïëï (2.3)) åßíáé

ìïíïóýíïëï, Þôïé ðåñéÝ·åé ìßá êáé ìüíïí õðïïìÜäá, ëÝìå üôé ç åí ëüãù õðïïìÜäá

åßíáé ç åëÜ·éóôç ìç ôåôñéììÝíç (êáé áíôéóôïß·ùò, ç ìÝãéóôç ãíÞóéá) õðïïìÜäá

ôÞò  ìå ôçí éäéüôçôá ÉÄ.

2.1.35 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç (Z12+) äéáèÝôåé äýï åëá·éóôéêÝò õðïïìÜäåò (óõãêå-

êñéìÝíá, ôéò {[0]12  [4]12  [8]12} êáé {[0]12  [6]12}) êáé äýï ìåãéóôéêÝò õðïïìÜäåò (ôéò
{[0]12  [2]12  [4]12  [6]12  [8]12  [10]12} êáé {[0]12  [3]12  [6]12  [9]12}). Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, ãéá ôçí (Z4+) Ý·ïõìå

Min-Subg(Z4) = {[0]4  [2]4} =Max-Subg(Z4)
êáé ãéá ôçí (Z2+)Min-Subg(Z2) = Z2 êáéMax-Subg(Z2) = {[0]2} (!) (Ðñâë.

2.4.27 (ii) êáé 2.1.27.) Ôá åí ëüãù óýíïëá õðïïìÜäùí ãéá ôçí (Z+) üðïõ 

ïéïóäÞðïôå öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 ðåñéãñÜöïíôáé óôï åäÜöéï 2.4.26 (ii).

(ii) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé, ãéá ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò  áìöüôåñá ôáMin-Subg()

êáé Max-Subg() åßíáé óýíïëá ìç êåíÜ. Ùóôüóï, õðÜñ·ïõí Üðåéñåò ïìÜäåò,

üðùò, ð.·., ç (Z+) Þ ç (Q+) (Þ ïðïéáäÞðïôå Üëëç Üðåéñç ïìÜäá ðïõ «óôåñåßôáé

óôñÝøåùò», âë. 2.3.1 (ii)), ïé ïðïßåò, ðáñÜ ôï ãåãïíüò üôé Ý·ïõí Üðåéñïõ ðëÞèïõò

õðïïìÜäåò, äåí äéáèÝôïõí êáìßá åëá·éóôéêÞ õðïïìÜäá. Êáô' áíáëïãßáí, õðÜñ-

·ïõí Üðåéñåò ïìÜäåò, üðùò, ð.·., ç ∞-ïìÜäá (E∞  ·) (üðïõ  ôõ·þí ðñþôïò áñéè-
ìüò, âë. 2.3.6 (ii)) Þ ç (Q+) ïé ïðïßåò, ðáñÜ ôï ãåãïíüò üôé Ý·ïõí Üðåéñïõ ðëÞ-

èïõò õðïïìÜäåò, äåí äéáèÝôïõí êáìßá ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá.

(iii) ¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá ìå card() ≥ 2 ÅÜí ãéá ìéá ∈ Subg() ùò ÉÄ
ëÜâïõìå, ð.·., «ôï íá åßíáé ç  áâåëéáíÞ», ôüôå êÜèå õðïïìÜäá ôÞò  áíÞêïõóá

óôï (2.3), Þôïé êÜèå õðïïìÜäá ôÞò  «ðïõ äåí ðåñéÝ·åôáé ãíçóßùò óå êÜðïéá áâå-

ëéáíÞ õðïïìÜäá ôÞò » ïíïìÜæåôáé (åí óõíôïìßá) ìåãéóôéêÞ áâåëéáíÞ õðïïìÜäá
ôÞò 

2.1.36 Óçìåßùóç. Åíßïôå, åðéâÜëëåôáé ç (ìåñéêÞ, áëëÜ óáöþò õðïäçëïýìåíç)

«·áëÜñùóç» ôùí áîéþóåùí ôïý ïñéóìïý 2.1.34. ¸ôóé, ï üñïò «åëÜ·éóôç (êáé áíôé-

óôïß·ùò, ìÝãéóôç) õðïïìÜäá ôÞò ìå ôçí éäéüôçôá ÉÄ» (·ùñßò ôçí ðñïóèÞêç ôïý
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óõíïäåõôéêïý «ìç ôåôñéììÝíç» êáé, áíôéóôïß·ùò, «ãíÞóéá») èá ·ñçóéìïðïéåßôáé

ãéá íá õðïäçëïß (üôáí åßíáé ãíùóôü üôé áõôü õößóôáôáé) ôï åëÜ·éóôï (êáé áíôé-

óôïß·ùò, ôï ìÝãéóôï ) óôïé·åßï ôïý õðïóõíüëïõ ïëïêëÞñïõ ôïý Subg() ùò ðñïò
ôçí “ v ” ôï ïðïßï áðáñôßæåôáé áðü åêåßíåò ôéò õðïïìÜäåò ôÞò  ðïõ Ý·ïõí ôçí

éäéüôçôá ÉÄ. Åðß ðáñáäåßãìáôé, óôï áìÝóùò åðüìåíï åäÜöéï 2.2.1 èá ïñßóïõìå, ãéá

ïéïäÞðïôå õðïóýíïëï ⊆  ùò hi ôçí åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò  ôçí ðáñáãü-

ìåíç áðü ôï  Þôïé ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï ôïý õðïóõíüëïõ ôïý Subg() ùò ðñïò

ôçí “ v ” ôï ïðïßï áðáñôßæåôáé áðü åêåßíåò ôéò õðïïìÜäåò ôÞò  ðïõ Ý·ïõí ôçí

éäéüôçôá ôïý íá ðåñéÝ·ïõí ôï  ·ùñßò íá áðïêëåßïõìå ôï åíäå·üìåíï íá éó·ýåé

hi = {} Þ hi =  (Ç ðñþôç åî áõôþí ôùí éóïôÞôùí éó·ýåé åÜí êáé ìüíïí

åÜí  = ∅) ÁõôÞ ç «ëåðôÞ» äéáöïñïðïßçóç èá ôçñåßôáé áðáñåãêëßôùò óå ü,ôé

èá áêïëïõèÞóåé óå êáôïðéíÜ åäÜöéá17.

2.2 ÕÐÏÏÌÁÄÅÓ ÐÁÑÁÃÏÌÅÍÅÓ ÁÐÏ ÓÕÍÏËÁ

Ìéá ìÝèïäïò ðáñáãùãÞò õðïïìÜäùí ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò ( ·) åßíáé áõôÞ ôÞò

èåùñÞóåùò ôõ·üíôùí õðïóõíüëùí  ⊆  êáé ôïý ó·çìáôéóìïý ôÞò ôïìÞò üëùí

ôùí õðïïìÜäùí ðïõ ôá ðåñéÝ·ïõí.

2.2.1 Ïñéóìüò. Ãéá ôõ·üí õðïóýíïëï  ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ  ìéáò ïìÜäáò

( ·)  ·áñáêôçñßæïõìå ôçí ôïìÞ18

hi := T { ∈ Subg() | ⊆  }  (2.4)

ç ïðïßá åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò ( ·) ðïõ ðåñéÝ·åé ôï ùò ôçí õðïïìÜäá

ôÞò ( ·) ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôï 

2.2.2 Óõìâïëéóìüò. (i) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·) 
èá óõìâïëßæïõìå åöåîÞò ùò

hi := h ∪i = T { ∈ Subg() | ∪ ⊆ } (=  ∨)

ôçí õðïïìÜäá ôçò ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôï óýíïëï = ∪ (ç ïðïßá, óýìöùíá

ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.30, áðïôåëåß ôï åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá  ∨ ôïý {} ùò
ðñïò ôçí “ v ”).
(ii) Ãåíéêüôåñá, åÜí ()∈ åßíáé ôõ·ïýóá ïéêïãÝíåéá õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò

17Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï «ïñèïèÝôçò» Í() åíüò ∅ 6=  ⊆  åßíáé ç ìÝãéóôç õðïïìÜäá ôÞò  åíôüò ôÞò ïðïßáò
ôï  åßíáé ïñèüèåôï (âë. 5.2.7 (i)), ç «ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá»0 ôÞò åßíáé ç åëÜ·éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò 
ïýôùò þóôå ç 0 íá åßíáé áâåëéáíÞ (âë. 5.5.12), ê.ëð.

18ÅÜí ôï åßíáé ðåðåñáóìÝíï, áò ðïýìå  = {1  }, ôüôå (ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò) ãñÜöïõìå h1  i
áíôß ôïý h{1  }i.
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( ·) èá óõìâïëßæïõìå ùò

h{ |  ∈ }i :=
* S
∈



+

ôçí õðïïìÜäá ôçò ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôçí Ýíùóç ôùí ìåëþí ôçò. (Ðñüêåéôáé ãéá

ôï åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá
W

∈  ôùí ìåëþí ôçò ùò ðñïò ôçí “ v ”. Âë. 2.1.31.)

2.2.3 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí 19 ∅ 6=  ⊆  ôüôå ç õðïïìÜäá (2.4),
ãéá ôçí ïðïßá ëÝìå üôé Ý·åé ôï ùò ôï óýíïëï Þ ôï óýóôçìá ãåííçôüñùí ôçò (Þ ùò ôï
ðáñÜãïí õðïóýíïëü ôçò ), éóïýôáé ìå

hi = ©11 · · · 
¯̄
(1  ) ∈  êáé  ∈ Z ∀ ∈ {1  }  ∈ N

ª
 (2.5)

Áðïäåéîç. Ôï óýíïëï

 :=
©
11 · · · 

¯̄
(1  ) ∈  êáé  ∈ Z ∀ ∈ {1  }  ∈ N

ª
åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò. ÐñÜãìáôé° ôï ðåñéÝ·åé (ðñïöáíþò) ôï ïõäÝôåñï óôïé-

·åßï ôÞò  êáé ãéá êÜèå æåýãïò
¡
11 22 · · ·   

1
1 

2
2 · · · 

¢ ∈  × Ý·ïõìå

(11 22 · · ·  )
¡

1
1 

2
2 · · · 

¢−1
= 11 22 · · ·  − · · · −22 

−1
1 ∈ 

(ðñâë. 2.1.9 (iii) êáé 2.1.16 (iii)). ÅðåéäÞ  = 1 ∈  ãéá êÜèå  ∈  ëáìâÜíïõìå

 ⊆  Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò 

ðïõ ðåñéÝ·åé ôï . Ðñïò ôïýôï õðïèÝôïõìå üôé ç  åßíáé ïéáäÞðïôå õðïïìÜäá

ôÞò  ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé  ⊆  Ôüôå, ãéá êÜèå óôïé·åßï 11 22 · · ·  ôÞò 

Ý·ïõìå [ ∈  êáé  ∈ Z ∀ ∈ {1  }] =⇒ [

 ∈  ∀ ∈ {1  }] ïðüôå

11 22 · · ·  ∈  ÅðïìÝíùò, v  êáé hi =  ¤

2.2.4 ÐáñáôÞñçóç. (i) Ìå áíÜëïãï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé

hi = ©11 · · · 
¯̄
(1  ) ∈  êáé  ∈ {±1}∀ ∈ {1  }  ∈ N

ª
 (2.6)

Åíßïôå, ç ðáñÜóôáóç (2.6) ôïý hi åßíáé ðéï åý·ñçóôç áðü ôçí (2.5). Åðßóçò,
ëüãù ôÞò (2.6), áíôß ôÞò (2.5) ìðïñåß, åíáëëáêôéêþò, íá ·ñçóéìïðïéçèåß (ýóôåñá
áðü êáôÜëëçëç åöáñìïãÞ ôïý 2.1.11 (i)) ç

hi :=
½
11 · · · 

¯̄̄̄
 ∈   ∈ Z  6=  

∀( ) ∈ {1  }2 ìå  6=   ∈ N
¾
 (2.7)

(ii) Ãéá ìéá äéåõêïëõíôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôùí óôïé·åßùí äïèåßóáò ïìÜäáò ( ·) (ìÝóù
ôÞò (2.7)) åßíáé åìöáíþò óçìáíôéêÞ ç åýñåóç ðáñáãüíôùí óõíüëùí ôÞò ßäéáò ôÞò
( ·) (Þôïé õðïóõíüëùí ∅ 6=  ⊆  ìå hi = ).

19ÅÜí = ∅  ôüôå h∅i = h{}i = {} åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò
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2.2.5 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç (Z+) ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï1 = {1}, êáèþò êáé
áðü ôï óýíïëï2 = {−1} Þ áêüìç êáé áðü ïëüêëçñï ôï óýíïëï3 = N
(ii) Ôï óýíïëá

©
1


¯̄
 ∈ Nª êáé

©
1
!

¯̄
 ∈ Nª áðïôåëïýí ðáñÜãïíôá óýíïëá20 ôÞò

ïìÜäáò (Q+) 
(iii) Ôï óýíïëï {−1} ∪ { | ðñþôïò áñéèìüò} åßíáé Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò

ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò (Qr{0} ·) (Bë. B.3.10 êáé B.3.3).
(iv) Ôüóïí ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéèìþí üóïí êáé ôï óýíïëï21n
1


¯̄̄
 ðñþôïò áñéèìüò

o
ðáñÜãïõí ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (Q0 ·)

2.2.6 Ðüñéóìá. ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò ( ·)
ôüôå

h{ |  ∈ }i =
½
 ∈ 

¯̄̄̄
 = 12 · · ·   üðïõ

 ∈   ∀ ∈ {1  }  ∈ N
¾


Áðïäåéîç. ¸óôù ôï óýíïëï ôïý äåîéïý ìÝëïõò ôÞò áðïäåéêôÝáò éóüôçôáò. Ôï

áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ÐñÜãìáôé° ôï  ðåñéÝ·åé (ðñïöáíþò) ôï ïõäÝôåñï

óôïé·åßï ôÞò  êáé ãéá êÜèå æåýãïò
¡
12 · · ·   0102 · · · 0

¢ ∈  × (üðïõ

  ∈ N) Ý·ïõìå

(12 · · · )
¡
01

0
2
· · · 0

¢−1
= 12 · · · 0−1

· · ·0−12
0−11

∈ 

(ðñâë. 2.1.9 (iii) êáé 2.1.16 (iii)). ÅðåéäÞ22  ∈  ãéá êÜèå  ∈ S∈   ëáìâÜ-

íïõìå
S
∈  ⊆  Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç  åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïï-

ìÜäá ôÞò ðïõ ðåñéÝ·åé ôçí Ýíùóç
S
∈  Ðñïò ôïýôï õðïèÝôïõìå üôé ç åßíáé

ïéáäÞðïôå õðïïìÜäá ôÞò  ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé
S
∈  ⊆  Ôüôå, ãéá êÜèå

óôïé·åßï 12 · · ·  ôÞò Ý·ïõìå

[ ∈   ∀ ∈ {1  }] =⇒ [ ∈  ∀ ∈ {1  }]
ïðüôå 12 · · ·  ∈  ¢ñá v  êáé h{ |  ∈ }i =  ¤

2.2.7 Óçìåßùóç. ÅðåéäÞ ìéá ïìÜäá ìðïñåß íá ðáñÜãåôáé áðü äéÜöïñá õðïóý-

íïëá ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôçò, ãßíåôáé áíôéëçðôü üôé ç ðåñéãñáöÞ (2.5) êáèß-

óôáôáé áñêïýíôùò âïçèçôéêÞ ìüíïí üôáí êáíåßò ðåñéïñßæåôáé óôç èåþñçóç åêåß-

íùí ðïõ Ý·ïõí ôïí ìéêñüôåñï äõíáôü ðëçèéêü áñéèìü23. Ùóôüóï, èá ðñÝðåé íá

20Êáèå ñçôüò áñéèìüò 
 ∈ Q0 ( ∈ Z  ∈ Zr{0}) ãñÜöåôáé ùò 

 = (sign()) 1
|| = (sign()(||− 1)!) 1

||! 

21¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï 
 ∈ Q0 ( ∈ Z  ∈ Zr{0}   0). ÅÜí  =  ôüôå 

 = 1 =
³
1


´0
ãéá

êÜèå ðñþôï áñéèìü  ÅÜí  6=  êáé || ≥ 2 || ≥ 2 ôüôå èåùñþíôáò ôéò êáíïíéêÝò ðáñáóôÜóåéò (B.19) ôùí

èåôéêþí áêåñáßùí || = 
1
1 

2
2 · · ·    ∈ N êáé || = 

1
1 

2
2 · · ·    ∈ N ùò ãéíïìÝíùí (äõíÜìåùí)

óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí, ðáñáôçñïýìå üôé  =
||
|| =

µ
Q
=1

³
1


´−¶ Ã Q
=1

³
1


´!
 (Óôçí

ðåñßðôùóç üðïõ åßôå [|| = 1 êáé || ≥ 2] åßôå [|| ≥ 2 êáé || = 1] ·ñçóéìïðïéïýìå ìüíïí ìßá ðáñÜóôáóç áõôïý

ôïý åßäïõò.) ¢ñá Q0 ⊆
Dn

1


¯̄̄
 ðñþôïò áñéèìüò

oE
Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò.

22ÅÜí  ∈ S∈   ôüôå ∃ ∈  :  ∈   ïðüôå  ∈  (ëüãù ôïý ïñéóìïý ôïý).

23Áêüìç êáé ãéá ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá (ìå || ≥ 2) ôá ãíùóôÜ Þ ðéèáíÜ Üíù öñÜãìáôá ôïý áñéèìïý

min.gen() := min { card()| ∈ P()r{∅} : hi = }
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åðéóçìáíèåß üôé ôá ðñïâëÞìáôá ôá ó·åôéæüìåíá ìå ôïí áêñéâÞ ðñïóäéïñéóìü «ìé-

êñþí» óõíüëùí ãåííçôüñùí ôõ·ïýóáò ïìÜäáò (áêüìç êáé üôáí áð' áõôÜ ôá óý-

íïëááðáéôåßôáé íáðëçñïýí ïñéóìÝíåò åðéðñüóèåôåò óõíèÞêåò) åßíáé Üëëïôå äõóå-

ðßëõôá êáé Üëëïôå (áëãïñéèìéêþò) ìç åðéëýóéìá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, õößóôáíôáé

åéäéêÝò ïìÜäåò, ìå ðñïäéáãåãñáììÝíï ðëÞèïò ãåííçôüñùí, ç ìåëÝôç ôùí ïðïßùí

åßíáé åöéêôÞ ìÝóù óôïé·åéùäþí ôå·íéêþí åñãáëåßùí.

2.2.8 Ïñéóìüò. ÌéáïìÜäá êáëåßôáéðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç üôáí äéáèÝôåé Ýíá

ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí.

2.2.9 ÐáñÜäåéãìá. (ÏìÜäá ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss) Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôùí
áêåñáßùí ôïý Gauss

Z[] := {+  |   ∈ Z} $ C

üðïõ  ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá. ÌÝóù ôïý 2.1.16 (iii) áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé

ôï Z[] (åöïäéáóìÝíï ìå ôç óõíÞèç ðñüóèåóç ìéãáäéêþí áñéèìþí) áðïôåëåß ìéá

Üðåéñç ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò áâåëéáíÞò ïìÜäáò (C+) Ç (Z[]+) åßíáé ðåðåñá-
óìÝíùò ðáñáãüìåíç, êáèüôé

Z[] = h1 i 
êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ïìÜäá ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss.

2.2.10 ÐáñÜäåéãìá. Ç Üðåéñç ãíÞóéá õðïïìÜäá

 :=
n³

 

0 1

´¯̄̄
 ∈ {±1}  ∈ Z

o
ôÞò (GL2(Z) ·) åßíáé ìç áâåëéáíÞ, äéüôé ð.·.³

1 2
0 1

´³ −1 3
0 1

´
=
³ −1 5

0 1

´
6=
³ −1 1

0 1

´
=
³ −1 3

0 1

´³
1 2
0 1

´


êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç. ÐñÜãìáôé° êÜèå óôïé·åßï ôçò ãñÜöåôáé õðü ôç

ìïñöÞ ³
 

0 1

´
=
³

1 

0 1

´³
 0
0 1

´
=
³

1 1
0 1

´³
 0
0 1

´
êáé åðåéäÞ  ∈ {±1} Ý·ïõìå

 =
D³

1 1
0 1

´

³ −1 0

0 1

´E


åîáñôþíôáé áðü ôçí åóþôåñç äüìçóç ôÞò  êáé, ùò åê ôïýôïõ, áðü ðñïâëÞìáôá ôáîéíïìÞóåùí. Åðßóçò, ç áðåé-

êüíéóç  7→ min.gen() äåí åðéäåéêíýåé «êáëÞ óõìðåñéöïñÜ» ùò ðñïò ôéò õðïïìÜäåò ôùí ïìÜäùí áíáöïñÜò.

(Åðß ðáñáäåßãìáôé, üðùò èá äïýìå óôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.2.13, ãéá ôç óõììåôñéêÞ ïìÜäá S  ≥ 3 Ý·ïõìå
min.gen(S) = 2¼ìùò ãéá ôçí õðïïìÜäá ôçò := h[1 2] [3 4]  [2− 1 2] i éó·ýåé min.gen() =

¥

2

¦
)

Ãéá äéÜöïñåò éäéüôçôåò ôïý min.gen() âë.

A. Lucchini: A bound on the number of generators of a finite group, Arch. Math. 53 (1989) 313-317

A. Lucchini: Some questions on the number of generators of a finite group, Rend. Mat. Un.Padova83 (1990) 201-222

A. Lucchini: A bound on the presentation rank of a finite group, Bull. London Math. Soc. 29 (1997) 389-394

F. Menegazzo: The Number of Generators of a Finite Group, Irish Math. Soc. Bulletin 50 (2003) 117-128
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2.2.11 ÐáñÜäåéãìá. (ÏìÜäá ôåôñáíßùí) ÅÜí èÝóïõìå

i :=
³

0 

 0

´
 j :=

³
 0
0 −

´
 k :=

³
0 1
−1 0

´


üðïõ  ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, ôüôå ç õðïïìÜäá

Q := hjki @ SU2 (C) 

ç ðáñáãüìåíç áðü ôïõò ðßíáêåò j êáé k êáëåßôáé ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí. ¸óôù

ôõ·üí  ∈ QÅÜí áõôü ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = j1k2  ãéá êÜðïéïõò 1 2 ∈ Z
êáé äéáéñÝóïõìå ôïõò 1 2 äéÜ 4 ëáìâÜíïõìå 1 = 41 + 1 2 = 42 + 2 ãéá

êÜðïéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá æåýãç (1 1) (2 2) ∈ Z×Z üðïõ ôá 1 2 åßíáé
óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ {0 1 2 3} (Bë. B.1.6). ÅðåéäÞ j4 = k4 = I2 (= Q) êáé

j2 = k2 = i2 = −I2 j3 = −j k3 = −k jk = i kj = −jk = −i
Ý·ïõìå  = j1k2 = ((j4)1j1)((k4)2k2) = j1k2  üðïõ

 üôáí ôï (1 2) åßíáé ôï

I2 (0 0) Þ ôï (2 2)

−I2 (0 2) Þ ôï (2 0)

i (1 1) Þ ôï (3 3)

−i (1 3) Þ ôï (3 1)

 üôáí ôï (1 2) åßíáé ôï

j (1 0) Þ ôï (3 2)

−j (1 2) Þ ôï (3 0)

k (0 1) Þ ôï (2 3)

−k (0 3) Þ ôï (2 1)

ÁëëÜ áêüìç êáé åÜí ôï  ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = k1j2  ãéá êÜðïéïõò

1 2 ∈ Z ïöåßëåé (ðáñïìïßùò, ëüãù ôùí ó·Ýóåùí ôùí ãåííçôüñùí) íá óõìðå-

ñéëáìâÜíåôáé óôïí êáôÜëïãï ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí 8 óôïé·åßùí. ÅðïìÝíùò, ç

Q = {I2−I2 i−i j−jk−k}

Ý·åé ôÜîç 8 äåí åßíáé áâåëéáíÞ (áöïý kj 6= jk) êáé ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò ôçò êá-

ôÜëïãïò (üðïõ I := I2) åßíáé ï åîÞò:

· I −I i −i j −j k −k
I I −I i −i j −j k −k

− I − I I −i i −j j −k k

i i −i − I I k −k −j j

−i −i i I − I −k k j −j
j j −j −k k − I I i −i
−j −j j k −k I − I −i i

k k −k j −j −i i − I I

−k −k k −j j i −i I − I

(ÓçìåéùôÝïí üôé i−1 = −i j−1 = −j k−1 = −k)

2.2.12 Óçìåßùóç. (i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá åßíáé ðñïäÞëùò ðåðåñáóìÝíùò

ðáñáãüìåíç.
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(ii) Ôï õðïêåßìåíï óýíïëï ïéáóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíçò ïìÜäáò åßíáé

ôï ðïëýáñéèìÞóéìï24. ÊáôÜóõíÝðåéáí, êÜèå ïìÜäá ( ·) ìå ||  ℵ0 (Þôïé ìå õðå-
ñáñéèìÞóéìï õðïêåßìåíï óýíïëï ) åßíáé ìç ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç. ÁëëÜ

áêüìç êáé üôáí || = ℵ0 ç ( ·) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-

ìåíç, üðùò äåß·íåé ôï ðáñÜäåéãìá ðïõ áêïëïõèåß.

2.2.13 ÐáñÜäåéãìá. Ç (Q+) äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, êáèüôé ïé

õðïïìÜäåò ïé ðáñáãüìåíåò áðü ðåðåñáóìÝíá õðïóýíïëá ôïý Qr{0} åßíáé ãíÞ-
óéåò õðïïìÜäåò ôÞò (Q+) ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝôáìå üôé

Q = h1  i = {11 + · · ·+ |1   ∈ Z}   ∈ N

üðïõ  =


   ∈ Zr{0} ãéá êÜèå  ∈ {1  } ôüôå êÜèå ñçôüò áñéèìüò  èá

üöåéëå íá ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = 1
1
1
+ · · ·+ 



=

P
=1



Ã Q
∈{1}r {}



!
1···

ãéá êÜðïéïõò 1   ∈ Z Ð.·., èÝôïíôáò  := 

Ã Q
∈{1}r{}



!
ãéá êÜèå

 ∈ {1  } ãéá ôïí  := 1
21··· èá ßó·õå

1
21··· =

P

=1


1··· ⇒ 2

µ
P
=1



¶
= 1 (2.8)

ðñÜãìá Üôïðï, êáèüôé äåí õößóôáíôáé 1   ∈ Z éêáíïðïéïýíôåò ôçí åîßóùóç

(2.8). (Ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôÞò (2.8) åßíáé Ýíáò Üñôéïò êáé ôï äåîéü ôçò Ýíáò ðåñéôôüò

áêÝñáéïò áñéèìüò.)

2.2.14 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí õðïïìÜäåò áðåßñùí áëëÜ ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãï-

ìÝíùí ïìÜäùí ðïõ äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò. (Âë. Üóêçóç 2-31.) Éêá-
íÝò óõíèÞêåò, ãéá íá åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíçò ïìÜäáò

áö' åáõôÞò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, äßäïíôáé óôéò ðñïôÜóåéò 4.1.56 êáé 9.6.9.

2.2.15 Ïñéóìüò. Ìéá ïìÜäá êáëåßôáé êõêëéêÞ (Þ ìïíïãåíÞò) üôáí ìðïñåß íá ðá-

ñá·èåß (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 2.2.1) áðü Ýíá ìïíïóýíïëï 25. (Ãéá êÜèå ïìÜäá  åé-

óÜãïõìå ôïí óõìâïëéóìüCSubg() := { ∈ Subg()| êõêëéêÞ}.)

2.2.16 Ðáñáäåßãìáôá. (i) H (Z+) (üðùò ðñïáíáöÝñáìå óôï 2.2.5 (i)) åßíáé êõ-

êëéêÞ. Ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôçí (Z+)  ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ Z
24ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá ìå  = hi  üðïõ  = {1  }  ∈ N êáé −1 := {−11   −1 }
 :=  ∪−1 ôüôå card( ) ≤ 2 êáé êÜèå óôïé·åßï ôÞò ãñÜöåôáé (ëüãù ôÞò (2.6)) õðü ôç ìïñöÞ 12 · · · 
üðïõ (1  ) ∈   ãéá êÜðïéïí  ∈ N ïðüôå || ≤ card(

S
∈N 

) ≤ ℵ0 äéüôé ç Ýíùóç ìéáò áñéèìÞóéìçò

ïéêïãåíåßáò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí åßíáé ôï ðïëý áñéèìÞóéìç.

25¼ôáí áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò èá áíáöåñüìáóôå óå êÜðïéïí ãåííÞôïñá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò  èá åííïïýìå Ýíá
óôïé·åßï  ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé = hi 
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(ii) Ç ïìÜäá (Z+)  ∈ N åßíáé êõêëéêÞ, áöïý ðáñÜãåôáé áðü ôçí êëÜóç éóï-

ôéìßáò [1]

(iii) Ôï óýíïëï Z[] := {+  |   ∈ Z} ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (âë. 2.2.9),

åöïäéáæüìåíï ìå ôïí óõíÞèç ðïëëáðëáóéáóìü ìéãáäéêþí áñéèìþí, êáèßóôáôáé

áâåëéáíü ìïíïåéäÝò. ÌÝóù ôïý (Z[] ·) äçìéïõñãåßôáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá

ðïõ Ý·åé ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò ôï Z[]× = {±1±} (âë. ðñüôáóç 2.1.6). Ç

(Z[]× ·) åßíáé êõêëéêÞ, äéüôé26

Z[]× = hi = h−i 

(iv) Ç ïìÜäá (E ·)  ∈ N ôùí -ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò (âë. 2.1.21 (vi)) åßíáé

êõêëéêÞ, äéüôé E = hi  üðïõ  := exp
¡
2


¢
 ÓçìåéùôÝïí üôé E4 = Z[]×

(v) Ç (Q+) (ùò ìç ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, âë. 2.2.13) äåí åßíáé êõêëéêÞ

(vi) Ç (R+) äåí åßíáé êõêëéêÞ. ÐñÜãìáôé° åÜí ç (R+) ðáñÞãåôï áðü êÜðïéïí

 ∈ Rr{0} ôüôå ôï 1 ∈ R èá üöåéëå íá ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ 1 =  ãéá êÜðïéïí

 ∈ Zr{0} Ôï ßäéï èá ßó·õå êáé ãéá ôïí Üññçôï áñéèìü
√
2 ∈ RrQ äçëáäÞ èá

õðÞñ·å êÜðïéïò  ∈ Zr{0} ìå √2 =  ðñÜãìá Üôïðï, êáèüôé  = 

∈ Q

(Åíáëëáêôéêþò, ç (R+) äåí åßíáé êõêëéêÞ, äéüôé äåí åßíáé ïýôå êáí ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíç, áöïý |R| = c  ℵ0 âë. 2.2.12 (ii).)

2.2.17 Ðñüôáóç. ÊÜèå êõêëéêÞ ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.

Áðïäåéîç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  = hi (ãéá êÜðïéï  ∈ ), êáé åÜí

  ∈  ôüôå  =  êáé  = , ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò  êáé  Ùò

åê ôïýôïõ, âÜóåé ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.11 ëáìâÜíïõìå

 =  = + = + =  = 

ïðüôå ç  åßíáé üíôùò áâåëéáíÞ. ¤

2.2.18 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  ∈ . Ôüôå ãéá ôçí êõêëéêÞ
ïìÜäá hiðïõðáñÜãåôáé áðü ôï  õðÜñ·ïõí äýï åíäå·üìåíá° åßôå üëåò ïé «äõíÜìåéò»
  = 0±1±2 åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò, åßôå õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé  ìå
   ôÝôïéïé þóôå  =  Þôïé − =  Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ç hi Ý·åé
Üðåéñç ôÜîç (êáé ëÝãåôáé Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá ). Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç,

hi = ©  2 −1ª 
üðïõ  := min{ ∈ N |  = }
Áðïäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå ôï üôé ï éó·õñéóìüò óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç åßíáé

áëçèÞò. Êáô' áñ·Üò, åðåéäÞ õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé  ìå    ôÝôïéïé þóôå

− = , ôï óýíïëï { ∈ N |  = } åßíáé ìç êåíü. ¸óôù ôþñá  ,  ∈ N,
Ýíá ôõ·üí óôïé·åßï ôÞò hi. ÄõíÜìåé ôÞò ôáõôüôçôáò ôÞò åõêëåßäåéáò äéáéñÝóåùò

26Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå  ∈ Z Ý·ïõìå 4 = 1 4+1 =  4+2 = −1 êáé 4+3 = − ïðüôå éó·ýïõí ïé éóüôçôåò
Z[]× = { |  ∈ Z} = hi  Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé Z[]× = h−i 
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õðÜñ·ïõí ìïíáäéêïß áêÝñáéïé   ìå 0 ≤    ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé  =  + 

(âë. B.1.6). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 = + =  =  =
¡

¢
 = 




 = 
 = 

ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ôá óôïé·åßá   
2 −1 åßíáé óáöþò äéá-

êåêñéìÝíá. ÅÜí õðïôåèåß üôé õðÜñ·ïõí ,  ∈ {0 1  − 1}, ãéá ôïõò ïðïßïõò

éó·ýåé    êáé  =   ôüôå − =  1 ≤  −  ≤  − 1, ðñÜãìá ðïõ

áíôßêåéôáé óôçí åðéëïãÞ ôïý  ùò ôÞò åëá·ßóôçò äõíÜìåùò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá.¤

2.2.19 Ðñüôáóç. (i)ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z+) åßíáé êõêëéêÞ, êáé ìÜëéóôá ôÞò ìïñ-
öÞò (Z+)  ãéá êÜðïéïí  ∈ N0.
(ii) ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò åßíáé êõêëéêÞ 27.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Z+)  ÅÜí ç  åßíáé ç ôå-

ôñéììÝíç, ôüôå åßíáé ðñïöáíþò êõêëéêÞ. ÅÜí ç äåí åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå ðåñéÝ-

·åé Ýíáí áêÝñáéï  äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò êáé, åðåéäÞ ç  åßíáé ìéá õðïïìÜäá, èá

Ý·ïõìå êáé − ∈  ¢ñá ç  ðåñéÝ·åé õðï·ñåùôéêþò Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï. ¸óôù

 ï åëÜ·éóôïò èåôéêüò áêÝñáéïò åíôüò ôÞò  Éó·õñéæüìáóôå üôé ï  ðáñÜãåé ôçí

 ÅÜí  ∈  äéáéñïýìå ôïí  äéÜ ôïý  êáé ëáìâÜíïõìå  =  +  üðïõ ïé 

êáé  åßíáé áêÝñáéïé êáé 0 ≤    Þôïé  ≡  (mod ) (âë. B.1.6). Ãíùñßæïõìå

üôé  ∈  êáé  ∈  ÅðåéäÞ ç  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Z+)  Ý·ïõìå  ∈ 

ïðüôå − ∈  áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

 = −  = + (−) ∈ 

Áõôü üìùò áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý  åêôüò êáé åÜí ï  éóïýôáé ìå ìçäÝí.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, Ý·ïõìå  = , ðñÜãìá ôï ïðïßï ìáò äåß·íåé üôé êÜèå óôïé·åßï

ôÞò åßíáé Ýíá áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôïý  Þôïé üôé = hi = Z.

(ii) ¸óôù ( ·) ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá êáé Ýóôù  ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò

. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞò  ôüôå êÜèå óôïé·åßï ôÞò  êáé åðïìÝíùò

êáé êÜèå óôïé·åßï ôÞò  åßíáé ìéá äýíáìç ôïý  ¸óôù  := { ∈ Z |  ∈ }
Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ôï óýíïëï åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò

(Z+)  ÊáôÜ ôï (i) ç  åßíáé êõêëéêÞ. ÅÜí ï  ðáñÜãåé ôçí , ôüôå ç äýíáìç 

ðáñÜãåé ôçí Ôïýôï ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîÞ ìáò. ¤

2.2.20 Ðüñéóìá. ÅÜí  ∈ N0 ôüôå ãéá ôéò õðïïìÜäåò (Z+) êáé (Z+) ôÞò
(Z+) éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i)Z w Z⇐⇒  | 
(ii)Z = Z⇐⇒  = 

(iii)Z ∩ Z = åêð()Z
(iv) hZ Zi = ìêä()Z
27ÅðïìÝíùò, Subg() = CSubg() ãéá êÜèå êõêëéêÞ ïìÜäá
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ôá áíùôÝñù åßíáé ðñïöáíÞ üôáí ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí

åßíáé = 0 èá õðïèÝóïõìå åöåîÞò üôé ∈ N
(i) Åí ðñþôïéò èá áðïäåßîïõìå üôé

Z ⊇ Z⇐⇒  | 
ÅÜí Z ⊇ Z ôüôå  =  · 1 ∈ Z ïðüôå ∃ ∈ Z :  =  (ÌÜëéóôá, åðåéäÞ

 ∈ N Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  ∈ N) ¢ñá  |  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  | 
ôüôå ∃ ∈ N :  = ¸óôù  ôõ·üí óôïé·åßï ôÞò Z Ôüôå

∃ ∈ Z :  =  = ()⇒  ∈ Z

¢ñáZ ⊇ Z Åí óõíå·åßá èá áðïäåßîïõìå üôé

Z w Z⇐⇒  | 
Ðñïöáíþò,Z w Z⇒ Z ⊇ Z⇒  |  (áðü ü,ôé ðñïåßðáìå). Êáé áíôéóôñü-

öùò° åÜí |  ôüôå
Z ⊇ Z (áðü ü,ôé ðñïåßðáìå)

Z w Z (âë. 2.1.21 (iii))

¾
=⇒
2.1.20

Z w Z

(ii) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï (i), êáèþò Ý·ïõìåZ = Z⇔  |  êáé  | ⇔  = .

(iii) Óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.19 ∃ ∈ N : Z ∩ Z = Z ÅðåéäÞ

Z v Z êáé Z v Z⇒  |  êáé  | 
o  åßíáé êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí  êáé  ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéïäÞðïôå êïéíü
ðïëëáðëÜóéï  ∈ Z ôùí êáé  Ý·ïõìå

 | || êáé  | ||⇒ ||Z v Z êáé ||Z v Z

ïðüôå

||Z v Z ∩ Z = Z⇒  | || =⇒
B.1.5 (i)

 |  =⇒
B.2.25

 = åêð () 

(iv) Óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.19 ∃ ∈ N : hZ Zi = Z ÅðåéäÞ

Z v Z êáé Z v Z⇒  |  êáé  | 
o  åßíáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí êáé  ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéïíäÞðïôå êïéíü äéáé-
ñÝôç  ∈ Z ôùí êáé  Ý·ïõìå

|| |  êáé || | ⇒ Z v ||Z êáé Z v ||Z
ÅðåéäÞ ç hZ Zi åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò (Z+) ðïõ ðåñéÝ·åé áìöüôåñåò

ôéòZ êáé Z ëáìâÜíïõìå

Z = hZ Zi v ||Z⇒ || |  =⇒
B.1.5 (i)

 |  =⇒
B.2.6

 = ìêä () 

êáé ç áðüäåéîç ëÞãåé åäþ. ¤
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2.3 ÔÁÎÇ ÓÔÏÉμÅÉÏÕ ÌÉÁÓ ÏÌÁÄÁÓ

2.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ç ôÜîç ord() ∈ N ∪ {∞} åíüò óôïé·åßïõ
 ∈  ïñßæåôáé ùò åîÞò:

ord() :=

½ ∞ üôáí  6=  ∀ ∈ N
min{ ∈ N |  = } óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç

¼ôáí ord() = ∞ ôüôå ëÝìå üôé ôï  Ý·åé Üðåéñç ôÜîç. (ÅéäÜëëùò, ëÝìå üôé Ý·åé

ðåðåñáóìÝíç ôÜîç). Ôï óýíïëï

tors() :=
©
 ∈ 

¯̄
 =  ãéá êÜðïéïí  ∈ Nª

ôï áðïôåëïýìåíï áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞòðïõ Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç êáëåßôáé

óýíïëï óôñÝøåùò28 ôÞò  ¼ôáí tors() =  ôüôå ëÝìå üôé ç  åßíáé ðåñéïäéêÞ

ïìÜäá (Þ ïìÜäá óôñÝøåùò)¼ôáí ç ßäéá ç  åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå

ç åßíáé ðåñéïäéêÞ.¼ôáí ç åßíáé ìéáÜðåéñç ïìÜäá, õðÜñ·ïõí ôñßá åíäå·üìåíá:

(i) Ç  åßíáé ðåñéïäéêÞ.

(ii) tors() = {} äçëáäÞ üëá ôá óôïé·åßá ôÞò , ìå åîáßñåóç29 ôï  Ý·ïõí

Üðåéñç ôÜîç° åí ðñïêåéìÝíù, ëÝìå üôé ç äåí äéáèÝôåé óôñÝøç Þ üôé ç óôåñåßôáé

óôñÝøåùò.

(iii) ¢ëëá óôïé·åßá ôÞò Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç êáé Üëëá Üðåéñç ôÜîç. (¹ôïé Ý·ïõìå

tors() 6= {} êáé -ôáõôï·ñüíùò- rtors() 6= {}). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ç

 êáëåßôáé ìéêôÞ ïìÜäá.

2.3.2 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí  ∈ , ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.2.18, Ý·ïõìå:

ord () = |hi|  (2.9)

2.3.3 ÐáñÜäåéãìá. Óôçí (Z4+) ôá óôïé·åßá [0]4 [1]4 [2]4 êáé [3]4 Ý·ïõí ôÜîç 1 4 2

êáé 4 áíôéóôïß·ùò.

2.3.4 ÐáñÜäåéãìá. Óôçí ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí Q (âë. 2.2.11) êáèÝíá ôùí óôïé-

·åßùí j êáé k Ý·åé ôÜîç 4.

2.3.5 Ðáñáäåßãìáôá. Óôéò (Z+)  (Q+)  (R+)  (C+)  (Q0 ·) (R0 ·) êÜèå

óôïé·åßï äéáöïñåôéêü ôïý ïõäåôÝñïõ Ý·åé Üðåéñç ôÜîç, ïðüôå áõôÝò ïé ïìÜäåò äåí

äéáèÝôïõí óôñÝøç.

28To tors() äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí õðïïìÜäá ôÞòÙóôüóï, üôáí ç åßíáé áâåëéáíÞ, ôï tors() åßíáé õðïïìÜäá
ôÞò  êáé êáëåßôáé õðïïìÜäá óôñÝøåùò ôÞò  (ÐñÜãìáôé°  ∈ tors() êáé ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 ∈ tors()
∃( ) ∈ N×N : 1 =  = 2ÅÜí ç åßíáé áâåëéáíÞ  ôüôå, óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôï åäÜöéï 2.1.12,

(1
−1
2 ) = 1 (

−1
2 ) = (1 )

(2)
− =  ·  =  ïðüôå 1

−1
2 ∈ êáé, ùò åê ôïýôïõ, tors() v 

åðß ôç âÜóåé ôïý êñéôçñßïõ 2.1.16 (i)⇔(iii).)

29Ðñïöáíþò, ord() = 1⇐⇒  = 
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2.3.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï (áñéèìÞóéìï) áðåéñïóýíïëï

E∞ :=
S
∈N

E = { ∈ C | = 1 ãéá êÜðïéïí  ∈ N} $ Cr{0}

üëùí ôùí -ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò (âë. 2.1.21 (vi)) áðïôåëåß ðåñéïäéêÞ õðïï-

ìÜäá30 ôÞò áâåëéáíÞò ïìÜäáò (Cr{0} ·) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç õðïïìÜäá (S1 ·)
ôÞò (Cr{0} ·) (âë. 2.1.21 (vi)) åßíáé ìéá ìéêôÞ ïìÜäá (ìå ôï õðïêåßìåíï óýíïëü

ôçò Üðåéñï êáé ìç áñéèìÞóéìï), êáèüôé ôá exp() ∈ S1 Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç

åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï  åßíáé Ýíá ñçôü ðïëëáðëÜóéï ôïý 2 (Þôïé  = 2


, ãéá êÜ-

ðïéïõò ∈ Z êáé  ∈ Zr{0}). Ùò åê ôïýôïõ, êáé ç ßäéá ç (Cr{0} ·) åßíáé ìéêôÞ.
(ii) ¢ëëç ìßá åíäéáöÝñïõóá ðåñéïäéêÞ ïìÜäá åßíáé ç ëåãüìåíç ∞-ïìÜäá, Þôïé ç

õðïïìÜäá

E∞ :=
S
∈N

E =
©
 ∈ C ¯̄ = 1 ãéá êÜðïéïí  ∈ Nª @ E∞ @ S1

ôÞò E∞ ç áðáñôéæüìåíç áðü ôéò -ïóôÝò ñßæåò ôÞò ìïíÜäáò, üðïõ  ôõ·þí ðñþôïò
áñéèìüò.

2.3.7 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá. Ôüôå ç  åßíáé êõêëéêÞ åÜí
êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ìå ord() = || 
Áðïäåéîç. ÅÜí ç  åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå ∃ ∈  :  = hi  ïðüôå -âÜóåé ôÞò (2.9)-

ord() = |hi| = || 
Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ìå ord() = ||  ôüôå

|hi| = || êáé hi ⊆  =⇒  = hi 
ïðüôå ç  åßíáé êõêëéêÞ. ¤

2.3.8 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  ∈  êáé ord() =  ∈ N ôüôå
( =  ãéá êÜðïéïí ∈ Z)⇐⇒  | 

Áðïäåéîç. ÅÜí  | , ôüôå ∃ ∈ Z :  =  ÅðïìÝíùò,

 =  = () = ()
 = 


 = 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  =  ãéá êÜðïéïí ∈ Z, ôüôå õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé  

ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé =  +  ìå 0 ≤    Ùò åê ôïýôïõ,

 = + = ()

 = ()


 = 




 = 
 = 

¼ìùò ï  åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  =  ¢ñá

Ý·ïõìå  = 0 êáé  |  ¤
30Ðñïöáíþò, 1 ∈ E∞ ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí 1 2 ∈ E∞ ôüôå ∃() ∈ N × N : 1 = 1 = 2  ÅðåéäÞ

(1
−1
2 ) = 

1 (−12 ) = (1 )
(2 )

− = 1 · 1 = 1 Ý·ïõìå 1
−1
2 ∈ E∞ ¢ñá E∞ @ Cr{0} (Âë.

êñéôÞñéï 2.1.16 (i)⇔(iii)).
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2.3.9 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) ord() = ord

¡
−1

¢
∀ ∈ 

(ii) ord
¡
21

−1
2

¢
= ord(1) ∀(1 2) ∈ ×

(iii) ord(12) = ord(21) ∀(1 2) ∈ ×

(iv) ÅÜí êÜèå óôïé·åßï ôÞò  Ý·åé ôÜîç ôï ðïëý 2 ôüôå ç  åßíáé áâåëéáíÞ.

(v) ÅÜí ôá   ∈  åßíáé ôÝôïéá, þóôå  =  êáé ord() =  ord() =  üðïõ
 ∈ N ìå ìêä() = 1 ôüôå ord() = 

Áðïäåéîç. (i) ÕðïèÝôïõìå åí ðñþôïéò üôé ord() =  ∈ N Ôüôå
 =  =⇒ ()

−1
= −1 =  =⇒

¡
−1

¢
= 

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ord
¡
−1

¢
=  áñêåß íá éó·ýåé ≥  ãéá êÜèå ∈ N ãéá

ôï ïðïßï
¡
−1

¢
= ¼ìùò¡

−1
¢
=  =⇒ − =  =⇒ (−)−1 = −1 = 

=⇒  =  =⇒
2.3.8

 | =⇒  ≤ 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord
¡
−1

¢
=  ∈ N ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôçí Þäç áðïäåé-

·èåßóá óõíåðáãùãÞ (ìå åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé −1), ëáìâÜíïõìå

ord
¡
−1

¢
=  =⇒ ord

³¡
−1

¢−1´
= ord () = 

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé ord() = ∞. ÅÜí ord
¡
−1

¢ 6= ∞, ôüôå èá õðÞñ·å

Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò  ìå  = ord
¡
−1

¢
, ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé óå áõôÞí ôçí ðå-

ñßðôùóç èá åß·áìå êáô' áíÜãêçí êáé ord() =  (âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord
¡
−1

¢
= ∞, ôüôå, ìå åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôÞò Þäç áðïäåé-

·èåßóáò óõíåðáãùãÞò (êáé åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé −1), ëáìâÜíïõìå

ord
¡
−1

¢
=∞ =⇒ ord

³¡
−1

¢−1´
= ord () =∞

(ii) ¸óôù (1 2) ∈  ×  ìå ord(1) =  ∈ N Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß

åðáãùãéêþò üôé éó·ýåé ç éóüôçôá
¡
21

−1
2

¢
= 2


1 
−1
2  ÅðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò-

1 =  Ý·ïõìå ¡
21

−1
2

¢
= 2

−1
2 = 2

−1
2 = 

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ord
¡
21

−1
2

¢
=  áñêåß íá éó·ýåé ≥ , ãéá êÜèå ∈ N

ãéá ôï ïðïßï
¡
21

−1
2

¢
= ¼ìùò¡

21
−1
2

¢
= 2


1 
−1
2 =  =⇒ −12 2


1 
−1
2 2 = −12 2 =⇒ 1 = 

ïðüôå  ≥ . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord
¡
21

−1
2

¢
=  ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôçí

Þäç áðïäåé·èåßóá óõíåðáãùãÞ (ìå åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí 1 êáé 21
−1
2  êá-

èþò êáé ôùí 2 êáé 
−1
2 ), ëáìâÜíïõìå

ord
¡
21

−1
2

¢
=  =⇒ ord

¡
−12

¡
21

−1
2

¢
2
¢
= ord (1) = 
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Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé ord(1) = ∞. ÅÜí ord
¡
21

−1
2

¢ 6= ∞, ôüôå èá

õðÞñ·å Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò  ìå  = ord
¡
21

−1
2

¢
, ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé åí

ôïéáýôç ðåñéðôþóåé èá åß·áìå êáô' áíÜãêçí êáé ord(1) =  (âÜóåé ôùí üóùí

ðñïáíáöÝñáìå). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord
¡
21

−1
2

¢
=∞, ôüôå, ìå åê íÝïõ åöáñ-

ìïãÞ ôÞò Þäç áðïäåé·èåßóáò óõíåðáãùãÞò (êáé åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí 1 êáé

21
−1
2 , êáèþò êáé ôùí 2 êáé 

−1
2 ) ëáìâÜíïõìå

ord
¡
21

−1
2

¢
=∞ =⇒ ord

¡
−12

¡
21

−1
2

¢
2
¢
= ord (1) =∞

(iii) ÅðåéäÞ 12 = 1 (21) 
−1
1 , ôá 21 êáé 12 Ý·ïõí ôçí ßäéá ôÜîç âÜóåé ôïý

(ii).

(iv) ÅÜí ( ) ∈ × ôüôå -åî õðïèÝóåùò- Ý·ïõìå

2 = 2 = ()2 =  =⇒  = −1  = −1 ()−1 = 

ïðüôå  = ()−1 = −1−1 = ¢ñá ç  åßíáé áâåëéáíÞ.

(v) ÅðåéäÞ () =
2.1.12

 = ()() = 

 =  ç ôÜîç ôïý 

åßíáé êáô' áíÜãêçí ðåðåñáóìÝíç êáé ord() ≤  ¸óôù  ∈ N ôÝôïéïò þóôå

() =  Ðñïöáíþò,

 = ()
 =

2.1.12
 = () = 

 = ()
 =

2.1.12
 = () = 

⎫⎬⎭ =⇒
2.3.8

⎧⎨⎩
 | 
êáé

 | 

⎫⎬⎭

=⇒
B.2.9

⎧⎨⎩
 | 
êáé

 | 

⎫⎬⎭ =⇒
B.2.10

 |  ⇒  ≤ ⇒  ≤ ord()

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ord() =  ¤

2.3.10 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ìå ôÜîç || =  ∈ N. ÅÜí ç  åßíáé
êõêëéêÞ, ðáñáãüìåíç áðü Ýíá óôïé·åßï  ∈  êáé  =   ∈ N ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) Ôï  ðáñÜãåé ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò || = 
ìêä() 

(ii) =

ìêä()

®


Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.2.19 ç  = hi åßíáé ìéá êõêëéêÞ õðïïìÜäá

ôÞò . Áñêåß ëïéðüí íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôÜîç ôçò. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç

2.3.8, åÜí  ∈ N ôüôå  =  ⇐⇒  =  ⇐⇒  |  ¢ñá

|| = min{ ∈ N |  |}
¸óôù  := ìêä(). BÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò B.2.5 õðÜñ·ïõí   ∈ Z, ôÝôïéïé
þóôå

 = +  =⇒ 1 = 
³


´
+ 

³


´
 (2.10)
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Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá óõíÜãåôáé üôé ïé 

êáé 


åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé (âë.

ðüñéóìáB.2.8). Ôï æçôïýìåíï åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôïý åëá·ßóôïõöõóéêïý áñéè-

ìïý  ãéá ôïí ïðïßï




=


¡



¢¡



¢ ∈ Z
ÅðåéäÞ ìêä(


 

) = 1, ç áíùôÝñù óõíèÞêç éóïäõíáìåß ìå ôçí: 



¯̄
 (âë. ðüñéóìá

B.2.9). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, min{ ∈ N :  |} = 

= || 

(ii) ÅðåéäÞ  =  = (

 ) =

¡

¢
 =⇒  ∈ ®  ç  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò


®
. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ëüãù ôÞò (2.10),

 = + = () () = 

 (

) =  (
) = () =⇒  ∈ hi 

ïðüôå êáé ç


®
åßíáé õðïïìÜäá ôÞò ¤

2.3.11 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù () ∈ N2. ÅÜí  ∈  ôüôå
éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

ord () =  =⇒ ord () =


ìêä ()


Áðïäåéîç. ÐñïöáíÞò âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.10 êáé ôïý (2.9). ¤

2.3.12 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù () ∈ N2. ÅÜí  ∈  ôüôå
éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[ord () =  êáé  | ] =⇒ ord () =





2.3.13 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá,  ∈  êáé ord() = 12,

ôüôå, åðß ðáñáäåßãìáôé,

ord
¡
9
¢
=

12

ìêä (12 9)
=
12

3
= 4 ord

¡
10
¢
=

12

ìêä (12 10)
=
12

2
= 6

(ii) Åíôüò ôÞò (Z48+) Ý·ïõìå ord([4]48) = 12, äéüôé⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2 [4]48 = [8]48  3 [4]48 = [12]48  4 [4]48 = [16]48  5 [4]48 = [20]48 

6 [4]48 = [24]48  7 [4]48 = [28]48  8 [4]48 = [32]48  9 [4]48 = [36]48 

10 [4]48 = [40]48  11 [4]48 = [44]48  12 [4]48 = [48]48 = [0]48 

ÅðïìÝíùò, ôá [12]48 êáé [20]48 Ý·ïõí ôÜîç

ord (3 [4]48) =
12

ìêä (12 3)
=
12

3
= 4 ord (5 [4]48) =

12

ìêä (12 5)
=
12

1
= 12

Ãåíéêüôåñá, éó·ýåé ôï áêüëïõèï:
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2.3.14 Ðüñéóìá. ¸óôù ∈ N  Ôüôå ãéá êÜèå  ∈ Z ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ [] ôÞò
ïìÜäáò (Z+) äßäåôáé áðü ôïí ôýðï :

ord ([]) =


ìêä ()


Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ |Z| =  Z = h[1]i =⇒ ord([1]) = |h[1]i| =  êáé

[] =  [1]  óõíÜãåôáé üôé ord([]) = ord( [1]) =


ìêä() ìÝóù åöáñìïãÞò

ôïý ðïñßóìáôïò 2.3.11. ¤

2.3.15 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  ∈  ìå ord() = 12 üðïõ
1 2 ∈ N êáé ìêä(1 2) = 1 Ôüôå õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ hi  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé
 = 12 ìå ord(1) = 1 êáé ord(2) = 2

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ìêä(1 2) = 1 õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ Z : 11 + 22 = 1 (Âë.

ðüñéóìá B.2.8.) ÅðïìÝíùò,

 = 1 = 11+22 = 22+11 = (22)(11)

ÈÝôïíôáò 1 := 22 ∈ hi êáé 2 := 11 ∈ hi  ðáñáôçñïýìå üôé

ìêä (12 22) = 2 ìêä (1 2) = 2

(âë. B.2.14 (i) êáé B.2.8), ïðüôå

ord(1) =
2.3.11

12

ìêä (12 22)
=

12

2
= 1

êáé, êáô' áíáëïãßáí, ord(2) =
12
1

= 2 ¤

2.3.16 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ç  = {  2 −1} = hi (üðïõ  = ) åßíáé ìéá
ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò ∈ N êáé üôé   ∈ {0− 1}. Ôüôå


®
=


®⇐⇒ ìêä () = ìêä () 

Áðïäåéîç. ÅÜí


®
=


®
 ôüôå

¯̄

®¯̄
=
¯̄

®¯̄

êáé áðü ôçí ðñüôáóç 2.3.10 (i)

Ýðåôáé üôé



ìêä ()
=



ìêä ()
=⇒ ìêä () = ìêä () 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ìêä() = ìêä() =:  ôüôå, âÜóåé ôÞò 2.3.10 (ii),

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò


®
=


®
=


®
 ¤

2.3.17 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ç  = {  2 −1} (üðïõ  = ) åßíáé ìéá ðå-
ðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò  ∈ N êáé üôé  ∈ {0 − 1}. Ôüôå ç ®
ðáñÜãåé ôçí  åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä() = 1 Ùò åê ôïýôïõ,

card ({ãåííÞôïñåò ôÞò }) =  () 

üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler (âë. B.4.15).



48 ïìáäåò êáé õðïïìáäåò

2.3.18 ÐáñÜäåéãìá. Ïé ìüíïé ãåííÞôïñåò ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò

Z8 = {[0]8  [1]8  [2]8  [3]8  [4]8  [5]8  [6]8  [7]8}

åßíáé ïé åîÞò: Z8 = h[1]8i = h[3]8i = h[5]8i = h[7]8i 

2.3.19 Ðñüôáóç. (ÐåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò ôÜîåùò ôï ðïëý 3) ¼ëåò ïé ïìÜäåò ôÜ-
îåùò ≤ 3 åßíáé êõêëéêÝò.

Áðïäåéîç. Ìéá ïìÜäá ìå ìüíïí Ýíá óôïé·åßï åßíáé ðñïöáíþò êõêëéêÞ. ¸óôù

( ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 2 Ôüôå  = { } üðïõ  =  êáé  6=  Èåùñïýìå

ôï óôïé·åßï 2 ∈  Áõôü äåí ìðïñåß íá éóïýôáé ìå ôï  (ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò

2 =  ⇒  =  ôÞò áðïññÝïõóáò áðü ôïí íüìï ôÞò äéáãñáöÞò 2.1.9 (i)). Ôïýôï

óçìáßíåé üôé 2 =  ïðüôå ord() = 2 Áðü ôçí ðñüôáóç 2.3.7 Ýðåôáé üôé ç ( ·)
åßíáé êõêëéêÞ Ý·ïõóá ôï  ùò (ìïíáäéêü) ãåííÞôïñÜ ôçò.

Åí óõíå·åßá, èåùñïýìå ôõ·ïýóá ïìÜäá ( ·) ôÜîåùò 3 Ôüôå  = {  }
üðïõ  =   6=   6=  êáé  6=  Ðáñáôçñïýìå üôé  =  (ÐñÜãìáôé° åÜí

ßó·õå  =  Þ  =  ôüôå èá êáôáëÞãáìå, åê íÝïõ ëüãù ôÞò åöáñìïãÞò ôïý

íüìïõ ôÞò äéáãñáöÞò, óå áíôßöáóç, äéüôé èá Ýðñåðå íá éó·ýåé  =  Þ  = )

μñçóéìïðïéþíôáò áõôü óõìðåñáßíïõìå üôé 2 =  (ÐñÜãìáôé° åÜí ßó·õå 2 6= 

ôüôå åßôå 2 =  åßôå 2 =  Ç ðñþôç éóüôçôá åßíáé áäýíáôç, äéüôé èá Ýðñåðå íá

Ý·ïõìå  =  Ç äåýôåñç åßíáé ùóáýôùò áäýíáôç, äéüôé åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé èá

êáôáëÞãáìå óôï üôé 2 =  =  Þôïé óôï üôé  = () = ) ¢ñá = {  2}
ìå ord() = 3 (äéüôé  6=  2 6=  êáé 3 =  = ). Áðü ôçí ðñüôáóç 2.3.7 êáé

ôï ðüñéóìá 2.3.16 Ýðåôáé üôé ç ( ·) åßíáé êõêëéêÞ ìå  = hi = 2®  ¤

2.3.20 Óçìåßùóç. Ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 4 äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí êõêëéêÞ° ùóôüóï,

ïöåßëåé íá åßíáé áâåëéáíÞ, üðùò èá äïýìå óôï èåþñçìá 3.5.6.

Ç åýñåóç ôùí õðïïìÜäùí ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò -üôáí åßíáé åöéêôÞ- ìáò åðéöõ-
ëÜóóåé ìéá ùò åðß ôï ðëåßóôïí åðßðïíç äéáäéêáóßá. Ùóôüóï, óôçí åéäéêÞ ðåñß-

ðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá èåùñïýìå ìüíïí êõêëéêÝò ïìÜäåò, ôï èåþñçìá 2.3.21 êáé

ôá óõíáêüëïõèá ðïñßóìáôá 2.3.23 êáé 2.4.25 ìáò ðáñÝ·ïõí ìéá ðëÞñç (êáé áñ-

êåôÜ åýêïëç) ðåñéãñáöÞ ôüóïí ôïý ôñüðïõ ó·çìáôéóìïý üóïí êáé ôïý ðëÞèïõò

ôùí äéáèÝóéìùí õðïïìÜäùí.

2.3.21 Èåþñçìá. ¸óôù  = {  2 −1} ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá
ôÜîåùò ∈ N (üðïõ  = ). Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ãéá äïèÝíôá  ∈ N ç äéáèÝôåé ìéá õðïïìÜäá ôÜîåùò  åÜí êáé ìüíïí åÜí  | .
(ii) ÅÜí  | , ôüôå ç  äéáèÝôåé ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç õðïïìÜäá ôÜîåùò .

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  |  ôüôå 

| , ïðüôå -êáôÜ ôï ðüñéóìá 2.3.12-

ord(

 ) =

¯̄




®¯̄
=




= 
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äçëáäÞ ç





®
Ý·åé ôÜîç ßóç ìå . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ç åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ôÞò  ôÜîåùò  êáé  =


®
, ãéá êÜðïéïí  ∈ {0 − 1} (ðñâë. 2.2.19 (ii)),

ôüôå (ëüãù ôÞò 2.3.10 (i)):

|| = 

ìêä ()
=⇒  =



ìêä ( )
=⇒  | 

(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé 1 êáé 2 åßíáé äõï õðïïìÜäåò ôÞò  ôÜîåùò  êáé üôé

∃1 2 ∈ {0− 1} : 1 =

1
®
 2 =


2
®
 Ôüôå

|1| = 

ìêä (1)
=  =



ìêä ( 2)
= |2| =⇒ ìêä ( 1) = ìêä ( 2) 

¼ìùò -êáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.3.10 (ii)- ôïýôï óçìáßíåé üôé 1 = 2. ¤

2.3.22 Ðüñéóìá. ¸óôù  = {  2 −1} ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá
ôÜîåùò ∈ N (üðïõ  = ). Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.3.21, ãéá êÜèå
èåôéêü áêÝñáéï äéáéñÝôç  ôïý õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí õðïïìÜäá ôÞò ôÜîåùò
 ÁõôÞ åßíáé ç 




®
= { ∈ | = }

Áðïäåéîç. Ôï üôé ç





®
åßíáé ç ìïíáäéêÞ õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò  Ý·åé Þäç

áðïäåé·èåß. Ðñïöáíþò31,




®
= {    2

  
(−1)

 }

êáé (

 ) = () =  = ∀ ∈ {0 1  − 1} ¢ñá






® ⊆ { ∈ | = }
Êáé áíôéóôñüöùò° ãéá êÜèå  ∈  ìå  =  õðÜñ·åé Ýíáò  ∈ {0 1  − 1}
ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  =  ïðüôå

 =  =⇒
2.3.8

ord() =  | ⇒ [∃ ∈ N :  = ]

ÅðåéäÞ 0 ≤  = 

≤ − 1⇒ 0 ≤  ≤ (−1)


≤ − 1 Ý·ïõìå

 =  = (

 ) ∈  ® 

ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò { ∈ | = } ⊆  ®  ¤

2.3.23 Ðüñéóìá. ¸óôùüôé ç = {  2 −1} åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ
ïìÜäá ôÜîåùò  ∈ N (üðïõ  = ) êáé üôé ïé 32 1 2  åßíáé ïé èåôéêïß áêÝ-
ñáéïé äéáéñÝôåò ôïý Ôüôå ïé


1
®


2
®




®
åßíáé üëåò ïé óáöþò äéáêåêñé-

ìÝíåò (Þôïé ïé áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ) õðïïìÜäåò ôÞò 
31¼ôáí ≥ 2 ôá áíáãñáöüìåíá óôïé·åßá (åíôüò ôùí áãêßóôñùí óôï äåîéü ìÝëïò) åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá. ÐñÜã-

ìáôé° åÜí õðÞñ·áí   ∈ {0 1  − 1}    ìå 

 = 


  ôüôå èá åß·áìå



 
−
 = 


 
−
 ⇒ 

 = 
 ⇒ 

− =  =⇒
2.3.8

ord() =  | −  ⇒  ≤ − 

êáé èá ïäçãïýìåèá óå êÜôé ðïõ åßíáé Üôïðï (äéüôé ≥   − 1 ≥ − ).

32Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïý  âë. ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò B.3.15.
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  |, ãéá êÜèå  ∈ {1 2 }, Ý·ïõìå ìêä( ) =  . ÅÜí

ëïéðüí ãéá êÜðïéïõò  0 ∈ {1 2 } éó·ýåé ® = 0 ®  ôüôå¯̄

®¯̄
=
¯̄
0

®¯̄
=⇒  = ìêä ( ) = ìêä (0 ) = 0 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  = 0 ¤

I ÏìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ åêèÝôç. Ç ðáñïýóá åíüôçôá êëåßíåé ìå ôïí ïñéóìü ôùí

ïìÜäùí ðåðåñáóìÝíïõ åêèÝôç êáé ôçí ðáñÜèåóç ôùí âáóéêþí éäéïôÞôùí ôïý åê-

èÝôç ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí.

2.3.24 Ïñéóìüò. (ÅêèÝôçò ðåñéïäéêÞò ïìÜäáò)

¸óôù ( ·) ìéá ðåñéïäéêÞ ïìÜäá. ÅÜí ôï óýíïëï

{ ∈ N|  =  ∀ ∈ } (2.11)

äåí åßíáé êåíü, ôüôå ëÝìå üôé ç åßíáé ìéá ïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ åêèÝôç. Åí ôïéáýôç

ðåñéðôþóåé ïñßæïõìå ùò åêèÝôç33 exp() ôÞò  ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï áõôïý ôïý

óõíüëïõ34. ÅÜí, áíôéèÝôùò, ôï (2.11) åßíáé êåíü, ôüôå åßèéóôáé íá ëÝìå üôé ç åßíáé

ìéá ïìÜäá ìç öñáóóüìåíïõ åêèÝôç35 (êáé íá ãñÜöïõìå exp() =∞).

2.3.25 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ( ·) éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:
(i) exp() = åêð({ord()|  ∈ }).
(ii)max {ord()|  ∈ } | exp()
(iii) ÅÜí v  ôüôå exp() | exp()
Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.3.8, ôï óýíïëï (2.11) ôáõôß-

æåôáé ìå ôï óýíïëï ôùí êïéíþí ðïëëáðëáóßùí ôùí ôÜîåùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò 

ï åêèÝôçò exp() ôÞò  åßíáé (åî ïñéóìïý) ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí

ôÜîåùí ôùí óôïé·åßùí ôçò.

(ii) Ëüãù ôïý (i), ord() | exp() ãéá êÜèå  ∈  ïðüôå

max {ord()|  ∈ } | exp()

(iii) ÅðåéäÞ ord() |åêð({ord()|  ∈ }) =
(i)
exp() ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

exp() = åêð({ord()| ∈ }) | exp()

(Âë. ðñüôáóç B.2.25.) ¤
33Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò ïíïìÜæïõí êÜèå óôïé·åßï ôïý (2.11) åêèÝôç ôÞò  êáé ãéá ôïí exp() ·ñçóéìï-
ðïéïýí ôïí üñï åëÜ·éóôïò åêèÝôçò. (Åäþ äåí áêïëïõèåßôáé áõôÞ ç ïñïëïãßá.)

34Áðü ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.25 Ýðåôáé üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá åßíáé ïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ åêèÝôç. Ùóôüóï,

õðÜñ·ïõí êáé ðåñéïäéêÝò ïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ åêèÝôç ðïõ Ý·ïõí Üðåéñç ôÜîç. (Âë. 7.1.95 (ii).)

35Ç E∞ (âë. 2.3.6 (i)) áðïôåëåß ðáñÜäåéãìá Üðåéñçò (ðåñéïäéêÞò áëëÜ ìç ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíçò) ïìÜäáò
ìç öñáóóüìåíïõ åêèÝôç. (ÊÜèå óôïé·åßï ôçò Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç áëëÜ ôï óýíïëï ôùí ôÜîåùí ôùí óôïé·åßùí

ôçò äåí åßíáé öñáãìÝíï åê ôùí Üíù!) Ôï ðñþôï ðáñÜäåéãìá Üðåéñçò ðåñéïäéêÞò êáé (ôáõôï·ñüíùò) ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíçò ïìÜäáò ìç öñáóóüìåíïõ åêèÝôç áíáêáëýöèçêå ôï Ýôïò 1964 áðü ôïí E.S. Godol óôï Üñèñï ôïõ õðü

ôïí ôßôëï: On nil-algebras and finitely residual groups, Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat. 28 (1964) 273-276
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2.3.26 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ 36 ïìÜäá ( ·) éó·ýåé ç éóüôçôá :
exp() = max {ord()|  ∈ } 

Áðïäåéîç. ÅÜí  := max {ord()|  ∈ }  ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò

2.3.25,  | exp() Èá áðïäåßîïõìå üôé exp() = åêð({ord()|  ∈ }) |  Ðñïò

ôïýôïáñêåß (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùòB.2.25) íá äåßîïõìå üôé ord() |  ãéá êÜèå  ∈ 

Èá åñãáóèïýìå ìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ 

ìå ord() -  Ôüôå ord() ≥ 2 êáé ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ìå ord() =  õðÜñ·ïõí

(âÜóåé ôïý ëÞììáôïò B.3.14) êÜðïéïé   ∈ N  ∈ N0 êáé êÜðïéïò ðñþôïò

áñéèìüò  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ord() =  =  êáé ord() =  üðïõ  -   -  êáé   

ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 2.3.11,

ord(


) =


ìêä( )
=




=  ord() =



ìêä( )
=




=  

ÅðåéäÞ  - ⇒ ìêä( ) = 1 =⇒
B.2.13

ìêä( ) = 1 êáé ç åßíáé áâåëéáíÞ, Ý·ïõìå

ord(


| {z }
∈

) ==
2.3.9 (v)

 = −  

êÜôé ðïõ áíôßêåéôáé óôïí ïñéóìü ôïý  ¢ñá exp() | ⇒ exp() =  ¤

2.4 ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ, ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ

ÊÁÉ ÁÕÔÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ ÏÌÁÄÙÍ

2.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé ( ·) êáé ( ∗) åßíáé äõï ïìÜäåò. Ìéá áðåéêüíéóç37

 :  −→  êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò (ïìÜäùí) üôáí ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé

ç éóüôçôá

( · ) = () ∗ () (2.12)

Þôïé üôáí ç åéêüíá ôïý «ãéíïìÝíïõ»  ·  ôùí  êáé  ìÝóù ôÞò  óõìðßðôåé ìå ôï

«ãéíüìåíï» () ∗ () ôùí åéêüíùí ôïõò (âë. ó·Þìá).

36ÕðÜñ·ïõí ðåðåñáóìÝíåò ìç áâåëéáíÝò ïìÜäåò ãéá ôéò ïðïßåò áõôÞ ç éóüôçôá äåí éó·ýåé. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç óõì-

ìåôñéêÞ ïìÜäáS3 (âë. åä. 3.2.2) Ý·åé Ýíá óôïé·åßï ôÜîåùò 1 3 óôïé·åßá ôÜîåùò 2 êáé 2 óôïé·åßá ôÜîåùò 3 ÅðïìÝíùò,
exp(S3) = åêð(1 2 3) = 6  3 = max { ord()| ∈ S3}.
37¼ôáí åðéèõìïýìå íá ôïíßóïõìå ôï ðïéåò åßíáé ïé ðñÜîåéò áíáöïñÜò ìáò, ãñÜöïõìå  : ( ·) −→ ( ∗)
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2.4.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé ç  ìéá õðïïìÜäá ôçò,

ôüôå ç óõíÞèçò åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò, äéüôé

 ( · ) =  ·  =  () ·  () ∀  ∈ 

(ii) ÅÜí èåùñÞóïõìå Ýíá  ∈ R êáé ïñßóïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : (R+) −→ (R+)   7−→ 

ôüôå ç  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò, äéüôé ãéá üëá ôá   ∈ R éó·ýåé

(+ ) = (+ ) = +  = () + ()

(iii) Ç áðåéêüíéóç (R+) −→ (Rr{0} ·)   7−→ exp() áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöé-

óìü ïìÜäùí.

2.4.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i)  () =  

(ii) ()−1 = 
¡
−1

¢
 ∀ ∈ 

(iii) () = () ∀ ∈  êáé ∀ ∈ Z
(iv) ÅÜí  ∈  êáé ord() =  ∈ N ôüôå ord(()) =  ∈ N êáé | 
Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ëüãù ôÞò (2.12),  () ∗  () =  ( · ) =  () 

Ý·ïõìå

 () ∗  () ∗  ()−1 =  () ∗  ()−1 =⇒  () =  () ∗  ()−1 =  

(ii) Ãéá êÜèå  ∈ 

 () ∗  ¡−1¢ = 
¡
−1

¢
=  () =  = 

¡
−1

¢
= 

¡
−1

¢ ∗  () 
ïðüôå üíôùò ç åéêüíá ôïý óõììåôñéêïý óôïé·åßïõ ôïý  ìÝóù ôÞò  éóïýôáé ìå ôï

óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý () åíôüò ôÞò

(iii) ¼ôáí  = 0 ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý (i) êáé üôáí  = 1

ç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá  ∈ N åñãáæüìáóôå ìå ôç âïÞèåéá ôÞò êëáóéêÞò

ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç åí ëüãù éóüôçôá éó·ýåé ãéá êÜðïéïí

öõóéêü áñéèìü  ≥ 1 Ôüôå
()+1 = () ∗ () = () ∗ () = ( · ) = (+1)

ÅÜí  ∈ ZrN0 ôüôå−  0 ïðüôå åöáñìüæïíôáò ôï áíùôÝñù áðïäåé·èÝí ãéá ôïí

− ôï (ii), êáèþò êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.11, ëáìâÜíïõìå

() = (()−1)− = (−1)− = ((−1)−) = ()

Ôåëéêþò ëïéðüí, () = () ∀ ∈  êáé ∀ ∈ Z
(iv) ¸óôù  ∈  ôÜîåùò ord() =  ∈ N Ôüôå  =  ïðüôå

() = () = () =  =⇒
2.3.8

ord(()) =  ∈ N êáé  | 

ìå ôéò ðñþôåò éóüôçôåò éó·ýïõóåò ëüãù ôùí (i) êáé (iii). ¤
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2.4.4 ËÞììá. ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ç åéêüíá Im() =  () ôÞò  ìÝóù ôÞò  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò.

(ii) Ôï óýíïëï

Ker () := −1 () = { ∈  | () = }

(ðïõ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ðõñÞíáò ôÞò ) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò 

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï 2.4.3 (i),  =  () ∈ () ÅîÜëëïõ, åÜí  0 ∈  (),

ôüôå õðÜñ·ïõí óôïé·åßá  0 ∈  ìå () =  êáé (0) = 0. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 ∗ 0−1 = () ∗ (0)−1 = () ∗ (−1) = (−1) ∈ ()

ïðüôå ç  () åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò äõíÜìåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16.

(ii) ÅðåéäÞ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï  ôÞò  áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò  óôï ïõäÝôåñï

óôïé·åßï  ôÞò  Ý·ïõìå  ∈ Ker() ÅîÜëëïõ, åÜí  0 ∈ Ker() ôüôå

(0−1) = () ∗ (0−1) = () ∗ ()−1 =  ∗ −1 =  

Óõíåðþò 0−1 ∈Ker() êáé áñêåß íá åöáñìüóïõìå åê íÝïõ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò

2.1.16. ¤

2.4.5 Óçìåßùóç. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ () =  ãéá êÜèå  ∈  (Þôïé

Im() = {}) ï  êáëåßôáé ôåôñéììÝíïò ïìïìïñöéóìüò38.

2.4.6 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí v  ôüôå ç åéêüíá ôçò  () ìÝóù ôÞò  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò  () 

(ii) ÅÜí  v Im() ôüôå ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôçò −1 () = { ∈  | () ∈ }
ìÝóù ôÞò  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò  Ý·ïõóá ôïí ðõñÞíá Ker() ôÞò  ùò õðïï-
ìÜäá ôçò.

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï (i) ôïý ëÞììáôïò 2.4.4 ç åéêüíá  () ôÞò  ìÝóù ôÞò 

áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò ÅðåéäÞ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï  ôÞò  áðåéêïíßæå-

ôáé ìÝóù ôÞò  óôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò  (ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôï ïõäÝôåñï óôïé-

·åßï ôÞò  ()), Ý·ïõìå  ∈  ()  ÅîÜëëïõ, åÜí   ∈  (), ôüôå õðÜñ·ïõí

óôïé·åßá   ∈  ìå () =  êáé () = . ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 ∗ −1 = () ∗ ()−1 = () ∗ (−1) = (−1) ∈ ()

ïðüôå ç  () åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò äõíÜìåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16.

38¼ôáí ãéá ôéò ðñÜîåéò ôùí êáé ·ñçóéìïðïéåßôáé ï ðñïóèåôéêüò óõìâïëéóìüò, åßèéóôáé áíôß ôïý üñïõ ôåôñéììÝíïò
ïìïìïñöéóìüò íá ·ñçóéìïðïéåßôáé ï üñïò ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò.
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(ii) ÅðåéäÞ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï  ôÞò  áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò  óôï ïõäÝôåñï

óôïé·åßï ôÞò Im() (ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò ), Ý·ïõìå

 ∈ −1 ()  ÅîÜëëïõ, åÜí   ∈ −1 ()  ôüôå éó·ýåé

(−1) = () ∗ (−1) = () ∗ ()−1

äéüôé ç  åßíáé õðïïìÜäá ôÞò . Óõíåðþò −1 ∈ −1 () êáé áñêåß íá åöáñìü-

óïõìå åê íÝïõ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16. ÔÝëïò, åðåéäÞ

{} ⊆ ⇒ Ker() = −1({}) ⊆ −1 () 

Ý·ïõìå Ker() v  Ker() ⊆ −1 () =⇒
2.1.20

Ker() v −1 ()  ¤

2.4.7 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò õðïïìÜäùí ìÝóù ïìïìïñöéóìþí.)

ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå ïñßæåôáé ç
áðåéêüíéóç

Subg(;Ker()) 3 
Ψ7−→ () ∈ Subg(Im())

áðü ôï óýíïëï Subg(;Ker()) ôùí õðïïìÜäùí ôÞò  ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí ðõñÞíá
ôÞò  óôï óýíïëïSubg(Im()) ôùí õðïïìÜäùí ôÞò åéêüíáò Im() ôÞò ÇΨ åßíáé
áìöéññéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí

Subg(Im()) 3 
Υ7−→ −1() ∈ Subg(;Ker())

ùò áíôßóôñïöü ôçò. (Åéäéêüôåñá, êÜèå õðïïìÜäá ôÞò Im() ïöåßëåé íá åßíáé ôÞò
ìïñöÞò () üðïõ  ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôÞò ) Åðé-
ðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá12 ∈ Subg(;Ker()) áëçèåýåé ç êÜôùèé áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

1 v 2 ⇐⇒ Ψ (1) v Ψ (2) 

(ii) Ç Ψ êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí

(Subg(;Ker())v) êáé (Subg(Im())v)

(âë. 2.1.30, 2.1.32, êáé A.2.26)

(iii) Ψ (1 ∩2) = Ψ (1) ∩Ψ (2)  ∀ (12) ∈ Subg(;Ker())2
(iv) Ψ (h12i) = hΨ (1) Ψ (2)i  ∀ (12) ∈ Subg(;Ker())2
Áðïäåéîç. Ôï üôé ïé

Ψ : Subg(;Ker()) −→ Subg(Im()) êáé Υ : Subg(Im()) −→ Subg(;Ker())

åßíáé «êáëþò ïñéóìÝíåò» Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 2.4.6. Áò èåùñÞóïõìå ôõ·ïýóá

 ∈ Subg(;Ker()) Ðñïöáíþò,

(Υ ◦Ψ ) () = Υ (Ψ ()) = −1(()) ⊇ 
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(ìå ôïí åãêëåéóìü áõôüí ãíùóôü áðü ôç Èåùñßá Óõíüëùí). ¸óôù  ∈ −1(())
Ôüôå () ∈ ()⇒ ∃ ∈  : () = () ïðüôå

(−1) = () ∗ (−1) = () ∗ ()−1 = () ∗ ()−1 =  

Ôïýôï óçìáßíåé üôé −1 ∈ Ker() ⊆  ⇒  =
¡
−1

¢
 ∈  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

−1(()) =  ⇒ Υ (Ψ ()) = 

ïðüôåΥ ◦Ψ = idSubg(;Ker())¸óôù ôþñá ôõ·ïýóá  ∈ Subg(Im())Ðñïöá-

íþò,

(Ψ ◦Υ ) () = Ψ (Υ ()) = (−1()) ⊆ 

(ìå ôïí åãêëåéóìü áõôüí ãíùóôü áðü ôç Èåùñßá Óõíüëùí). ¸óôù  ∈  ÅðåéäÞ

 v Im() = ()

(∃ ∈  :  = ()) =⇒
(∈)

¡∃ ∈ −1 () :  = ()
¢
=⇒  ∈ 

¡
−1 ()

¢


¢ñá  ⊆ 
¡
−1 ()

¢
êáé, ùò åê ôïýôïõ, 

¡
−1 ()

¢
=  =⇒ Ψ (Υ ()) = 

ïðüôå Ψ ◦ Υ = idSubg(Im()) Åê ôùí áíùôÝñù óõíÜãåôáé üôé ç Ψ åßíáé áìöéñ-

ñéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí Υ ùò áíôßóôñïöü ôçò.

(i) Ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç (12) ∈ Subg(;Ker())2 ìå1 v 2 Ý·ïõìå

1 ⊆ 2 ⇒ (1) = Ψ (1) ⊆ Ψ (2) = (2)

2 v ⇒ Ψ (2) = (2) v Im()
¾
=⇒
2.1.20

Ψ (1) v Ψ (2) 

Åðßóçò, ãéá ïéáäÞðïôå (12) ∈ Subg(;Ker())2 ìå Ψ (1) v Ψ (2)

Ý·ïõìå

Υ (Ψ (1)) = 1 ⊆ 2 = Υ (Ψ (2)) 

ïðüôå2 v  1 ⊆ 2 =⇒
2.1.20

1 v 2

(ii) Ëüãù ôïý (i) áìöüôåñåò ïéΨ êáéΥ åßíáé éóüôïíåò (Þôïé äéáôçñïýí ôç ìåñéêÞ

äéÜôáîç “ v ”), ïðüôå ç Ψ êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí

(Subg(;Ker())v) êáé (Subg(Im())v) (âë. A.2.26). ¢ðáî êáé Ý·ïõìå áðï-

äåßîåé üôé ôï (ii) áëçèåýåé, áëçèåýïõí êáé ôá (iii) êáé (iv), äéüôé êáèÝíá åî áõôþí

åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï (ii) åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò A.2.27. ¤

2.4.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí õðï-
èÝóïõìå üôé v  êáé  v  ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) ( ∩ −1()) = () ∩ 
(ii) (−1()) = Im() ∩ 
Áðïäåéîç. (i) Ãéá êÜèå  ∈ −1 () Ý·ïõìå () ∈  ïðüôå 

¡
−1 ()

¢ ⊆ 

ÅðåéäÞ ïé ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý ðáñáìÝíïõí åí éó·ý êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò áðåé-

êïíßóåùò  Ý·ïõìå


¡
 ∩ −1 ()¢ ⊆ ()


¡
 ∩ −1 ()¢ ⊆ 

¡
−1 ()

¢ ) =⇒ 
¡
 ∩ −1 ()¢ ⊆ () ∩ 
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¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈ () ∩  Ðñïöáíþò,  ∈  êáé  = () ãéá êÜðïéï

óôïé·åßï  ∈  ÅðåéäÞ () ∈  ⇒  ∈ −1() Ý·ïõìå  ∈ 
¡
 ∩ −1 ()¢ 

ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò () ∩  ⊆ 
¡
 ∩ −1 ()¢ 

(ii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (i) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ =  ¤

2.4.9 Ðñüôáóç. ¸óôù  6= ∅ Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ìéáò ïìÜäáò ( ·) (âë. ïñé-
óìü 2.2.1 êáé ðñüôáóç 2.2.3). Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ãéá êÜèå ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí  : ( ·) −→ ( ∗) Ý·ïõìå () = h()i 
(ii) Ãéá äõï ïìïìïñöéóìïýò ïìÜäùí 1 2 : ( ·) −→ ( ∗) áëçèåýåé ç áìößðëåõñç
óõíåðáãùãÞ : 1| = 2| ⇐⇒ 1 = 2

Áðüäåéîç. (i) ¸óôù  ∈ () Ôüôå ∃ ∈  :  = () ÅðåéäÞ  = hi  ç
ðñüôáóç 2.2.3 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

∃ ∈ N :  = 11 22 · · ·   ãéá êÜðïéá  ∈  êáé êÜðïéá  ∈ Z (2.13)

∀ 1 ≤  ≤ ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 = (11 ) ∗ (22 ) ∗ · · · ∗ ( )
= (1)

1 ∗ (2 )2 ∗ · · · ∗ () ∈ h()i⇒ () = h()i 
(ii) H ‘‘⇐'' åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò ‘‘⇒'' èåùñïýìå ôõ·üí óôïé·åßï
 ∈  ÅðåéäÞ  = hi  ôï  ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ (2.13). Áõôü óçìáßíåé üôé

1 () = 1(1)
1 ∗ · · · ∗ 1() = 2(1)

1 ∗ · · · ∗ 2() = 2()

üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôçí õðüèåóÞ ìáò. ¢ñá ôåëéêþò 1 = 2 ¤

2.4.10 Ïñéóìüò. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ï 

êáëåßôáé¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé åíñéðôéêÞ

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé åðéññéðôéêÞ

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ

åíäïìïñöéóìüò (ôÞò ) ⇐⇒
ïñó

 =  êáé “ · ” = “ ∗ ”
áõôïìïñöéóìüò (ôÞò ) ⇐⇒

ïñó
ç  åßíáé áìöéññéðôéêüò åíäïìïñöéóìüò ôÞò 

2.4.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç áðåéêüíéóç

(R+) −→ (R0 ·)   7−→ exp()

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ìå áíôßóôñïöü ôïõ ôïí  7−→ ln () (:= log())

(ii) Ï ïìïìïñöéóìüò  :  −→  ï ïñéóèåßò óôï 2.4.2 (i) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Ïé

ïìïìïñöéóìïß  ïé ïñéóèÝíôåò óôï 2.4.2 (ii) åßíáé áõôïìïñöéóìïß ôÞò (R+) ãéá
êÜèå  6= 0 (ìå ôïõò  1


ùò áíôéóôñüöïõò ôïõò). Ï 0 åßíáé ðñïöáíþò ï ìçäåíéêüò

åíäïìïñöéóìüò, Þôïé áõôüò ï åíäïìïñöéóìüò ðïõ óôÝëíåé üëá ôá óôïé·åßá ôïýR íá
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áðåéêïíéóèïýí óôï 0

(iii) ÅÜí  ∈ N ôüôå ç áðåéêüíéóç

(Z+) −→ (Z+)   7−→ 

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò (Z+) êáé ôÞò (Z+)  üðïõ ç (Z+) åßíáé
ãíÞóéá (!) õðïïìÜäá ôÞò (Z+) üôáí  ≥ 2
(iv) H áêüëïõèç áðåéêüíéóç åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò (Z4+) êáé ôÞò
(Z[]× ·) (âë. 2.2.16 (iii)):

[0]4 7→ 1 [1]4 7→  [2]4 7→ −1 [3]4 7→ −

(v) Ãéá êÜèå ∈ N õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

(Z+) −→ (E ·)  [] 7−→ exp(2

)

(vi) H áðåéêüíéóç

+  7−→
³

 

− 

´
 ∀ ( ) ∈ R2r{(0 0)}

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò (Cr{0} ·) êáé ôÞò õðïïìÜäáò  ôÞò ãåíéêÞò

ãñáììéêÞò ïìÜäáò GL2(R) (âë. 2.1.7 (iv)), üðïõ

 :=
n³

 

− 

´¯̄̄
( ) ∈ R2r{(0 0)}

o


(vii) H áêüëïõèç áðåéêüíéóç åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò (S1 ·) êáé ôÞò
åéäéêÞò ïñèïãþíéáò ïìÜäáò SO2 (R) (âë. 2.1.21 (viii)):

S1 3 exp() 7−→
³

cos  − sin 
sin  cos 

´
∈ SO2 (R) (0 ≤   2)

(viii) Äåí õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ïìÜäùí (Q+) êáé (Q0 ·) ÐñÜã-

ìáôé° åÜí õðÞñ·å éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí  : Q −→ Q0 ôüôå, åðåéäÞ 2 ∈ Q0

èá õðÞñ·å êÜðïéïò  ∈ Q ôÝôoéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá () = 2 ïðüôå èá

êáôáëÞãáìå óôçí áêüëïõèç áíôßöáóç:

2 = () = ( 2 +

2) = ( 2)(


2) = ( 2)

2 =⇒
(


2 )∈Q0

( 2) =
√
2 ∈ RrQ0

2.4.12 Ðñüôáóç. ÅÜí 1 : (1 ·1) −→ (2 ·2) êáé 2 : (2 ·2) −→ (3 ·3) åßíáé
äõï ïìïìïñöéóìïß ïìÜäùí, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ç óýíèåóç 2 ◦ 1 : 1 −→ 3 åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

(ii) ÅÜí ïé 1 êáé 2 åßíáé ìïíïìïñöéóìïß (êáé áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìïß/ éóïìïñ-
öéóìïß), ôüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò 2 ◦ 1 : 1 −→ 3 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (êáé
áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìüò/éóïìïñöéóìüò).



58 ïìáäåò êáé õðïïìáäåò

Áðïäåéîç. (i) Ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  Ý·ïõìå

(2 ◦ 1) ( ·1 ) = 2(1( ·1 )) = 2(1() ·2 1())
= 2(1()) ·3 2(1()) = (2 ◦ 1) () ·3 (2 ◦ 1) ()

(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï ãåãïíüò üôé ç óýíèåóç äõï åíñßøåùí (êáé áíôé-

óôïß·ùò, äõï åðéññßøåùí/áìöéññßøåùí) åßíáé Ýíñéøç (êáé áíôéóôïß·ùò, åðßñ-

ñéøç/áìößññéøç). ¤

2.4.13 Óçìåßùóç. (i) Ôï óýíïëï Hom() := { :  −→ |  ïìïìïñöéóìüò}
üëùí ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü ìéá ïìÜäá ( ·) óå ìéá ïìÜäá ( ∗) åöïäéáæüìåíï
ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò áðåéêïíßóåùí (âë. 2.4.12 (i)), êáèßóôáôáé

çìéïìÜäá. (Tï óýíïëï ôùí åíäïìïñöéóìþí êáé, áíôéóôïß·ùò, ôï óýíïëï ôùí áõ-

ôïìïñöéóìþí ìéáò ïìÜäáò ùò ðñïò áõôÞí ôçí ðñÜîç êáèßóôáôáé ìïíïåéäÝò êáé,

áíôéóôïß·ùò, ïìÜäá. Âë. ðñüôáóç 2.4.29.)

(ii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç ( ∗) åßíáé áâåëéáíÞ, ôï Hom() åöïäéáæüìåíï ìå

ìéá (Üëëç, åí åßäåé «ðñïóèÝóåùò» óõìâïëéæüìåíç) åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

+ : Hom()×Hom() −→ Hom() (1 2) 7−→ 1 + 2

(1 + 2) () := 1() ∗ 2() ∀ ∈ 

êáèßóôáôáé áâåëéáíÞ ïìÜäá. (ÁõôÞ ç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé ùóáýôùò ·ñÞóéìç ãéá

ôïí ·åéñéóìü êÜðïéùí èåùñçôéêþí ðñïâëçìÜôùí. Âë., ð.·., åäÜöéá 5.4.39, 7.1.20,

7.1.77 êáé 7.6.55.)

2.4.14 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé ( ·) êáé ( ∗) åßíáé äõï ïìÜäåò. ËÝìå üôé ç  åß-

íáé åìöõôåýóéìç óôçí  Þ üôé ç  åìöõôåýåôáé óôçí  üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò

ìïíïìïñöéóìüò ïìÜäùí  :  −→ 

2.4.15 Ðñüôáóç. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí  : ( ·) −→ ( ∗) áðïôåëåß ìï-
íïìïñöéóìü åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò ôïõ åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò 
(Þôïé óõíßóôáôáé ìüíïí áðü ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï  ôÞò ).

Áðïäåéîç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå ãéá êÜèå  ∈ Ker() Ý·ïõìå

() =  = () =⇒
 Ýíñéøç

 = 

ÅðïìÝíùò, Ker() = {} Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé Ker() = {}
êáé üôé (1) = (2) ãéá äõï óôïé·åßá 1 2 ôÞò , ôüôå


¡
−12 1

¢
= ((2))

−1 ∗ (1) = ((2))−1 ∗ (2) =  

ïðüôå −12 · 1 =  =⇒ 1 = 2 ¢ñá ï ïìïìïñöéóìüò  åßíáé üíôùò Ýíáò ìïíï-

ìïñöéóìüò. ¤
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2.4.16 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé äõï ïìÜäåò ( ·) êáé ( ∗) åßíáé (ìåôáîý ôïõò) éóüìïñ-

öåò Þ üôé ç  åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí  Þ, áðëïýóôåñá, üôé ç  åßíáé éóüìïñöç

ôÞò (êáé óçìåéþíïõìå: ( ·) ∼= ( ∗) Þ áðëþò39  ∼= ) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò

éóïìïñöéóìüò40 ïìÜäùí  :  −→ 

2.4.17 Ðñüôáóç. Ìéá ïìÜäá ( ·) åßíáé åìöõôåýóéìç óå ìéá ïìÜäá ( ∗) åÜí êáé
ìüíïí åÜí ç  åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò

Áðïäåéîç. ÅÜí ìéá ïìÜäá ( ·) åßíáé åìöõôåýóéìç óå ìéá ïìÜäá ( ∗) ôüôå õöß-
óôáôáé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò  :  −→  ÈÝôïíôáò  := () ãíùñßæïõìå

üôé  v  (âë. 2.4.4 (i)). Ðåñéïñßæïíôáò ôï ðåäßï ôéìþí ôÞò  óôçí åéêüíá ôçò

ëáìâÜíïõìå ôïí éóïìïñöéóìü

 3  7−→ () ∈ 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ç  åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá  ôÞò  ôüôå õöß-

óôáôáé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò  :  −→  Èåùñþíôáò (êáôüðéí åðåêôÜóåùò) ùò

ðåäßï ôéìþí ôÞò  ôo õðïêåßìåíï óýíïëï ôÞò ( ∗) ëáìâÜíïõìå ôïí ìïíïìïñöé-
óìü  3  7−→ () ∈  ¤

2.4.18 ÐáñÜäåéãìá. ¼ðùò åßäáìå óôï åäÜöéï 2.4.11 (vi), ç (Cr{0} ·) åìöõôåýåôáé
óôç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá GL2(R)

2.4.19 Ðñüôáóç. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) || = || 
(ii) H  åßíáé áâåëéáíÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ç åßíáé áâåëéáíÞ.

(iii) H  åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ç åßíáé êõêëéêÞ.

(iv) ord() = ord(())∀ ∈ 

(v) ÅÜí ç  åßíáé ðåñéïäéêÞ (äçëáäÞ åÜí êÜèå óôïé·åßï ôÞò  Ý·åé ðåðåñáóìÝíç
ôÜîç, âë. 2.3.1 (i)), ôüôå êáé ç åßíáé ðåñéïäéêÞ (êáé ôáíÜðáëéí).

Áðïäåéîç. (i) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò ëüãù ôÞò áìöéññéðôéêüôçôáò ôÞò 

(ii) ÅÜí ç  åßíáé áâåëéáíÞ êáé  0 ∈  ôüôå õðÜñ·ïõí  0 ∈  ôÝôïéá þóôå
 = () êáé 0 = (0) ÅðïìÝíùò,

 ∗ 0 = () ∗ (0) = (0) = (0) = (0) ∗ () = 0 ∗ 
êáé ç åßíáé, ùò åê ôïýôïõ, áâåëéáíÞ. Ôï áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.

(iii) ÅÜí ∃ ∈  :  = hi  ôüôå, ëüãù ôÞò åðéññéðôéêüôçôáò ôÞò  ãéá êÜèå  ∈ 

õðÜñ·åé  ∈ Z ìå  = () ïðüôå áðü ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3 óõìðåñáßíïõìå

üôé

 = () ⇒  ⊆ h()i
() ∈  ⇒ h()i ⊆ 

)
=⇒  = h()i 

39Êáô' áíáëïãßáí, ï óõìâïëéóìüò À  èá äçëïß üôé ç äåí åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí
40Åíßïôå, ãéá íá ôïíßóïõìå (ð.·., óå ìåôáèåôéêÜ äéáãñÜììáôáêáé áëëïý) üôé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí :  −→ 

åßíáé éóïìïñöéóìüò, ãñÜöïõìå  : 
∼=−→ 
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Ôï áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.

(iv) ¸óôù  ∈  ôÜîåùò ord() =  ∈ N Ôüôå ord(()) =  ∈ N êáé |  (Bë.
2.4.3 (iv).) ÅðåéäÞ

() = () =  =⇒
2.3.8

 ∈ Ker() = {}⇒  =  ⇒  | 

Ý·ïõìå ôåëéêþò  =  ÅÜí ord() = ∞ ôüôå  6=  ãéá êÜèå  ∈ N ïðüôå ç
åíñéðôéêüôçôá ôÞò  ìáò ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé (()) 6=  ãéá êÜèå  ∈ N
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ord(()) =∞

(v) ÅÜí êÜèå óôïé·åßï  ôÞò  Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, ôüôå ∃ ∈ N :  = 

Ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈  õðÜñ·åé  ∈  :  = () ïðüôå ìÝóù ôùí (i) êáé

(iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3 óõíÜãåôáé üôé

 = () = () = () =  ⇒ ord() ∞

Ôï áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò. ¤

2.4.20 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Åßíáé áäýíáôïí íá õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí

ïìÜäùí (Z+) êáé (Q+)  äéüôé ç ðñþôç åî áõôþí åßíáé êõêëéêÞ êáé ç äåýôåñç ìç

êõêëéêÞ (âë. 2.2.16 (i) êáé (v)).

(ii) Áìöüôåñåò ïé ïìÜäåò (Z×8  ·) êáé (Z×10 ·) Ý·ïõí ôÜîç 4 (Âë. 2.1.7 (ii).) Ùóôüóï,

Z×10 À Z
×
8 ÐñÜãìáôé° åÜí õðÞñ·å éóïìïñöéóìüò

{[1]10  [3]10  [7]10  [9]10} = Z×10
−→ Z×8 = {[1]8  [3]8  [5]8  [7]8} 

ôüôå, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ord([3]10) = 4 (äéüôé [3]
2
10 = [9]10  [3]

3
10 = [7]10  êáé

[3]410 = [1]10), èá Ýðñåðå (ëüãù ôïý 2.4.19 (iv)) íá éó·ýåé ord(([3]10)) = 4 êÜôé

áäýíáôïí, êáèüóïí

ord([1]8) = 1 ord([3]8) = ord([5]8) = ord([7]8) = 2

(¸íáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò áðïäåßîåùò ôïý áíùôÝñù éó·õñéóìïý åßíáé ï åîÞò:

Äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé Z×10 = h[3]10i = h[7]10i  Ç Z×8 äåí åßíáé êõêëéêÞ, äéüôé
h[1]8i = {[1]8} h[3]8i = {[1]8  [3]8} h[5]8i = {[1]8  [5]8} h[7]8i = {[1]8  [7]8}

ïðüôå êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï ìÝóù ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.19.)

(iii) Ç ïìÜäá (Cr{0} ·) äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò (Rr{0} ·)ÐñÜãìáôé° åÜí õðÞñ·å

éóïìïñöéóìüò  : Cr{0} −→ Rr{0} ôüôå, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ord() = 4

(üðïõ  ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá), èá Ýðñåðå (ëüãù ôïý (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.19)

íá éó·ýåé ord(()) = 4 êÜôé áäýíáôïí, êáèüóïí ç åîßóùóç 4 = 1 Ý·åé ìüíïí ôéò

ëýóåéò ±1 åíôüò ôïý R (ìå ord(1) = 1 ord(−1) = 2 óôçí (Rr{0} ·)).

2.4.21 Ðñüôáóç. Ãéá ïéåóäÞðïôå ïìÜäåò (1 ·1) (2 ·2) (3 ·3) éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) 1 ∼= 1

(ii) 1 ∼= 2 ⇒ 2 ∼= 1

(iii) [1 ∼= 2 êáé 2 ∼= 3]⇒ 1 ∼= 3
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Áðïäåéîç. (i) Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç id1 : 1 −→ 1 åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò

éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

(ii) ÅÜí ï  : 1 −→ 2 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå, ùò áìöéñ-

ñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, äéáèÝôåé ìéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, áìöéññéðôéêÞ) áíôß-

óôñïöï −1. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç −1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü ïìÜ-

äùí. ÅÜí   ∈ 2, ôüôå õðÜñ·ïõí   ∈ 1 ìå  = () êáé  = () ÅðïìÝíùò,

−1 ( ·2 ) = −1 (() ·2 ()) = −1 (( ·1 )) =  ·1  = −1 () ·1 −1 () 
(áöïý ïé  −1 åßíáé áìöéññéðôéêÝò) êáé ç −1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí.

(iii) ÅÜí ïé  : 1 −→ 2 êáé  : 2 −→ 3 åßíáé äõï éóïìïñöéóìïß ïìÜäùí,

ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.12, êáé ç óýíèåóÞ ôïõò  ◦ åßíáé Ýíáò

éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤

2.4.22 Óçìåßùóç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.4.21, ç äéìåëÞò ó·Ýóç ‘‘∼='' ïñßæåé
ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ïéïõäÞðïôå óõíüëïõ áðáñôéæïìÝíïõ áðü ïìÜäåò (Þ

åðß ôÞò NÂG-«êëÜóåùò» üëùí ôùí ïìÜäùí). Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí

‘‘∼='' ïíïìÜæïíôáé êëÜóåéò éóïìïñößáò. Äõï ïìÜäåò ëïãßæïíôáé ùò (ïìáäïèåùñçôé-

êþò) ôáõôéæüìåíåò üôáí åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò, Þôïé üôáí áíÞêïõí óôçí ßäéá
êëÜóç éóïìïñößáò. Ùò åê ôïýôïõ, ï ïìáäïèåùñçôéêüò ðñïóäéïñéóìüò ìéáò ïéêï-

ãåíåßáò ïìÜäùí, ôá ìÝëç ôÞò ïðïßáò Ý·ïõí ìéá åéäéêÞ éäéüôçôá, éóïäõíáìåß ìå ôçí

ôáîéíüìçóç ôùí ìåëþí ôçò ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý 41.

I Ôáîéíüìçóç ôùí êõêëéêþí ïìÜäùí êáé ôùí õðïïìÜäùí áõôþí. Ôï áêüëïõèï

èåþñçìá ìáò ðáñÝ·åé ôç äõíáôüôçôá ðëÞñïõò ôáîéíïìÞóåùò ôùí êõêëéêþí ïìÜ-

äùí ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý.

2.4.23 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç êõêëéêþí ïìÜäùí)

¸óôù ( ·) ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé Üðåéñç ïìÜäá, ôüôå åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (Z+) 
(ii) ÅÜí ç ( ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò ∈ N ôüôå ( ·) ∼= (Z+)
Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ç ( ·) Ý·åé êÜðïéï  ∈  ùò ãåííÞôïñÜ ôçò.

(i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé Üðåéñç êõêëéêÞ, ôüôå ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

(Z+) −→ ( ·)  7−→ 

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÐñÜãìáôé° ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé åíñéðôéêÞ,
äéüôé åÜí õðÞñ·áí  0 ∈ Z ìå  6= 0 êáé  = 

0
 ôüôå èá ðñïÝêõðôå ç éóüôçôá

max{
0}−min{0} = áð' üðïõ èá óõíÞãåôï üôé ç åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá

(âë. ðñüôáóç 2.2.18), êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò. ÅðéðñïóèÝ-

ôùò, ç åí ëüãù áðåéêüíéóç åßíáé êáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé (óýìöùíá ìå ôï

2.1.11 (i)) Ý·ïõìå

+
0
= 

0
 ∀( 0) ∈ Z× Z

41Ç öñÜóç «ôáîéíüìçóç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» Þ «ìå áêñßâåéá éóïìïñöéóìïý» (up to isomorphism) äçëïß ôç «äéÜ-

êñéóç (ïìÜäùí) ìå ìüíï êñéôÞñéï ôáõôßóåùò ôç äéáìåóïëÜâçóç êÜðïéïõ éóïìïñöéóìïý».
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(ii) ÅÜí ç ( ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  ôüôå  = {  2  −1}
(üðïõ  = ). Ç

(Z+) −→ ( ·) [] 7−→  ∀ ∈ {0 1 − 1}
åßíáé ìéá êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé èåùñþíôáò

 0 ∈ {0 1 − 1} : [] = [0] 

õðÜñ·åé  ∈ Z : − 0 =  ïðüôå

−
0
= () = ⇒  = 

0


Ç åí ëüãù (ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ) áðåéêüíéóç åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ ç åéêüíá ôïý [] + [
0] = [00] (üðïõ 00 ∈ {0 1  − 1}

ôï õðüëïéðï ðïõ áöÞíåé ôï + 0 äéáéñïýìåíï äéÜ ôïý) åßíáé ôï


00
= +

0
= 

0
 ∀( 0) ∈ {0 1 − 1} × {0 1 − 1}

(âë. 2.1.11 (i)), áõôÞ åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ° åðéðñïóèÝôùò, åßíáé êáé ìïíï-
ìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé ï ðõñÞíáò ôçò åßíáé (ðñïöáíþò) ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá

{[0]} ôÞò (Z+) (âë. ðñüôáóç 2.4.15). ¤

2.4.24 ÐáñáôÞñçóç. (Ç «ôåôñéììÝíç ïìÜäá») ¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá ôÜ-

îåùò || = 1 Ôüôå ôï õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò  áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí

óôïé·åßï, ôï ïðïßï åßíáé êáô' áíÜãêçí ôï áíôßóôñïöï ôïý åáõôïý ôïõ êáé, ôáõôï-

·ñüíùò, ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ( ·) Ùò åê ôïýôïõ, ç ( ·) åßíáé êõêëéêÞ êáé

(âÜóåé ôïý (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23) éóüìïñöç ìå ôçí ({[0]1}+)Êáô' áõôüí ôïí

ôñüðï ôáîéíïìïýíôáé ïìáäïèåùñçôéêþò üëåò ïé ïìÜäåò ôÜîåùò 1 (ðñâë. óçìåßùóç
2.4.22). Ç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò 1 ïíïìÜ-

æåôáé ôåôñéììÝíç ïìÜäá. Ï áíáãíþóôçò êáëåßôáé, åí ðñïêåéìÝíù, íá äéáêñßíåé

ôç ëåðôÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ôÞò «ôåôñéììÝíçò ïìÜäáò», üðùò åéóÞ·èç åäþ, êáé ôÞò

«ôåôñéììÝíçò õðïïìÜäáò äïèåßóáò ïìÜäáò», üðùò åß·å åéóá·èåß óôï 2.1.21 (i). Ç

ðñþôç åêöñÜæåé ìéá áðüëõôç Ýííïéá (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý), åíþ ç äåýôåñç åêöñÜ-

æåé ìéá ó·åôéêÞ Ýííïéá (ðáñüôé åßíáé óõíïëïèåùñçôéêþò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç),
áöïý åßíáé -åê ðáñáëëÞëïõ- áðáñáßôçôç ç áíáöïñÜ ôÞò ïìÜäáò åíôüò ôÞò ïðïßáò

ðåñéÝ·åôáé (ùò ôï ìïíïóýíïëï ôï ðåñéÝ·ïí ùò óôïé·åßï ôïõ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï

áõôÞò ôÞò ïìÜäáò).

2.4.25 Ðüñéóìá. (ÕðïïìÜäåò êõêëéêþí ïìÜäùí) ¸óôù ( ·) ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá.
Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ç  åßíáé Üðåéñç ïìÜäá êáé  = hi  ãéá êÜðïéï  ∈  ôüôå, óýìöùíá ìå
ôá 2.4.23 (i) êáé 2.2.19 (i), ïé õðïïìÜäåò ôçò åßíáé áêñéâþò ïé êõêëéêÝò ïìÜäåò 42

42ÓçìåéùôÝïí üôé ç N0 3  7−→
D

E
åßíáé ìéá áìößññéøç. (ÐñÜãìáôé° åÜí  6= 0 ôüôå

D

E
6=
D


0E
 áð' üðïõ

Ýðåôáé ç åíñéðôéêüôçôÜ ôçò, äéüôé áðü ôçí éóüôçôá
D

E
=
D


0E
èá êáôáëÞãáìå óôï üôé ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç,

ðñÜãìá Üôïðï. Ç åðéññéðôéêüôçôá åßíáé óáöÞò åðß ôç âÜóåé ôùí ðñïçãçèÝíôùí åðé·åéñçìÜôùí. Âë. áðüäåéîç ôÞò

ðñïôÜóåùò 2.2.18.)
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®
 üðïõ  ∈ N0

(ii) ÅÜí ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò ∈ N ôüôå ïé õðïïìÜäåò ôçò åßíáé
áêñéâþò áõôÝò ðïõ ðåñéåãñÜöçóáí óôï ðüñéóìá 2.3.23.

ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23, óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá áíôé-

óôïé·ßóåùò õðïïìÜäùí 2.4.7, êáôáëÞãïõìå óå ìéá óõóôçìáôéêüôåñç ôáîéíüìçóç
ôùí õðïïìÜäùí ôùí êõêëéêþí ïìÜäùí, ýóôåñá áðü áíáãùãÞ ôïý ðñïâëÞìáôïò

óôïí óôïé·åéþäç áñéèìïèåùñçôéêü ·áñáêôçñéóìü ôùí õðïïìÜäùí ôùí (Z+) êáé
(Z+)  ÓõãêåêñéìÝíá, ôï ðüñéóìá 2.4.25 éó·õñïðïéåßôáé ùò áêïëïýèùò:

2.4.26 Ðüñéóìá. (Ôáîéíüìçóç õðïïìÜäùí êõêëéêþí ïìÜäùí)

¸óôù ( ·) ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé Üðåéñç ïìÜäá êáé = hi  ãéá êÜðïéï  ∈  ôüôå õößóôáíôáé
äýï áìöéññßøåéò

N0 −→ Subg(Z) −→ Subg()  7−→ Z 7−→ 

®


Ç ðñþôç åî áõôþí êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí (N0 |) êáé
(Subg(Z)w) (Þôïé ôïí áíÜóôñïöï óýíäåóìï ôïý (Subg(Z)v)  âë. 2.1.26, A.2.23

(iv), êáé A.2.26). Ç äåýôåñç êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí
(Subg(Z)w) êáé (Subg()w)  êáé óôÝëíåé êÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z+) íá áðåéêï-
íéóèåß óå áêñéâþò ìßá õðïïìÜäá ôÞò ( ·) ðïõ åßíáé (ïìáäïèåùñçôéêþò) éóüìïñöç
ìå áõôÞí. ÅðéðñïóèÝôùò,

Min-Subg() = ∅ êáé Max-Subg() = {hi | ðñþôïò áñéèìüò} 

(ii)ÅÜí ç ( ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò ∈ ND ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí
áêåñáßùí äéáéñåôþí ôïý  (âë. B.2.34), êáé  = hi  ãéá êÜðïéï  ∈  ôüôå
õößóôáíôáé äýï áìöéññßøåéò

D −→ Subg(Z) −→ Subg()  7−→ £



¤


® 7−→ D




E


Ç ðñþôç åî áõôþí êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí (D |)
êáé (Subg(Z)v)  Ç äåýôåñç êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝ-
óìùí (Subg(Z)v) êáé (Subg()v)  êáé óôÝëíåé êÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z+)
íá áðåéêïíéóèåß óå áêñéâþò ìßá õðïïìÜäá ôÞò ( ·) ðïõ åßíáé (ïìáäïèåùñçôéêþò)
éóüìïñöç ìå áõôÞí. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí  ≥ 2 êáé  = 11 22 · · ·  åßíáé ç êá-
íïíéêÞ ðáñÜóôáóç (B.19) ôïý ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí, ôüôå ç äéáèÝôåé
 åëá·éóôéêÝò êáé  ìåãéóôéêÝò õðïïìÜäåò. ÓõãêåêñéìÝíá,

Min-Subg() =
½¿


(
1−1
1 

2
2 ···


)
À


¿

(
1
1 

2−1
2 ···


)
À
 

¿

(
1
1 

2
2 ···−1


)
À¾

êáéMax-Subg() = {h1i  h2i   hi} 
Áðïäåéîç. (i) Ôï üôé ç ðñþôç áðåéêüíéóç åßíáé áìößññéøç êáé üôé êáèïñßæåé Ýíáí

éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí (N0 |) êáé (Subg(Z)w) Ýðåôáé áðü ôï (i) ôÞò
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ðñïôÜóåùò 2.2.19 êáé ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.20. Ôï üôé ç äåýôåñç áðåéêüíéóç

åßíáé áìößññéøç êáé üôé êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí

(Subg(Z)w) êáé (Subg()w) 

(óôÝëíïíôáò êÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z+) íá áðåéêïíéóèåß óå áêñéâþò ìßá õðïïìÜäá

ôÞò ( ·) ðïõ åßíáé éóüìïñöç ìå áõôÞí) Ýðåôáé ýóôåñá áðü ôçí åöáñìïãÞ ôïý èåù-

ñÞìáôïò áíôéóôïé·ßóåùò õðïïìÜäùí 2.4.7 ãéá ôïí éóïìïñöéóìü

(Z+) −→ ( ·)  7−→ 

ôïí èåóðéóèÝíôá óôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23. ÓçìåéùôÝïí üôé ç (Z+) (êáé, êáô'
åðÝêôáóç, êáé ç ( ·)) äåí äéáèÝôåé êáìßá åëá·éóôéêÞ õðïïìÜäá. (ÅÜí  Þôáí

êÜðïéá åëá·éóôéêÞ õðïïìÜäá ôçò, ôüôå ç  äåí èá äéÝèåôå êáìßá ìç ôåôñéììÝíç

ãíÞóéá õðïïìÜäá. Áõôü, üðùò èá äïýìå óôï ðüñéóìá 4.1.34, èá óÞìáéíå üôé ç 

åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé êõêëéêÞ, Ý·ïõóá ùò ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï áñéèìü. ¢ôïðï,

êáèüóïí ç åßíáé êáô' áíÜãêçí Üðåéñç ïìÜäá!). ÅðéðñïóèÝôùò,

Max-Subg(Z) = {Z | ðñþôïò áñéèìüò} 

ÐñÜãìáôé° åÜí  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Z v  @ Z ôüôå  = hi = Z
ãéá êÜðïéïí  ∈ N  ≥ 2 êáé  |  (Âë. 2.2.19 (i) êáé 2.2.20 (i)). ¢ñá  = 

êáé ç hi = Z åßíáé ìéá ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (Z+). ÁëëÜ êáé êÜèå ìåãéóôéêÞ

õðïïìÜäá ôÞò (Z+) åßíáé áõôÞò ôÞò ìïñöÞò, äéüôé = Z ãéá êÜðïéïí ∈ N
 ≥ 2 (âë. 2.2.19 (i)). EÜí õðïèÝôáìå üôé o  äåí åßíáé ðñþôïò, ôüôå èá õðÞñ·å

êÜðïéïò ðñþôïò äéáéñÝôçò  áõôïý ìå @ Z @ Z (âë. B.3.2 êáé 2.2.20 (i)), ïðüôå

ç äåí èá Þôáí ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (Z+).
(ii) Ôï üôé ç ðñþôç áðåéêüíéóç åßíáé áìößññéøç êáé üôé êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöé-

óìü ìåôáîý ôùí (D |) êáé (Subg(Z)v) Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá43 2.3.21 êáé ôï

ðüñéóìá 2.3.23 (ðñâë. 2.3.14). Ôï üôé ç äåýôåñç áðåéêüíéóç åßíáé áìößññéøç êáé

üôé êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí

(Subg(Z)v) êáé (Subg()v) 

(óôÝëíïíôáò êÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z+) íá áðåéêïíéóèåß óå áêñéâþò ìßá õðïï-

ìÜäá ôÞò ( ·) ðïõ åßíáé éóüìïñöç ìå áõôÞí) Ýðåôáé ýóôåñá áðü ôçí åöáñìïãÞ

ôïý èåùñÞìáôïò áíôéóôïé·ßóåùò õðïïìÜäùí 2.4.7 ãéá ôïí éóïìïñöéóìü

(Z+) −→ ( ·) [] 7−→  ∀ ∈ {0 1 − 1}

ôïí èåóðéóèÝíôá óôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí  ≥ 2 êáé
 = 11 22 · · ·  åßíáé ç êáíïíéêÞ ðáñÜóôáóç (B.19) ôïý ùò ãéíïìÝíïõ ðñþ-

ôùí áñéèìþí (ìå 1   ∈ N), ôüôå ïé öõóéêïß áñéèìïß

1−11 22 · · ·   11 2−12 · · ·    11 22 · · · −1

43ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá ïéïõóäÞðïôå 1 2 ∈ D Ý·ïõìå 1 | 2 ⇔ 
2

| 
1
⇔
Dh


1

i


E
v
Dh


2

i


E
.
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áðïôåëïýí ôá ìåãéóôéêÜ óôïé·åßá ôïý (Dr{} |) êáé ïé ðñþôïé áñéèìïß
1 2  ôá åëá·éóôéêÜ óôïé·åßá ôïý (Dr{1} |) (âë. A.2.10 êáé B.3.14), ïðüôå

Min-Subg(Z) =
n£

1−11 22 · · · 
¤


®
 

Dh
11 22 · · · −1

i


Eo
êáéMax-Subg(Z) = {h[1]i  h[2]i   h[]i}  ¤

2.4.27 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé õðïïìÜäåò ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò

Z6 = {[0]6  [1]6  [2]6  [3]6  [4]6  [5]6}

åßíáé ç ôåôñéììÝíç {[0]6}, ïëüêëçñç ç Z6, êáèþò êáé ïé

h[3]6i = {[0]6  [3]6} h[2]6i = {[0]6  [2]6  [4]6}

Ç áìößññéøçD6 −→ Subg(Z6) åßíáé ç åîÞò:

1 7−→ {[0]6} 2 7−→ h[3]6i  3 7−→ h[2]6i  6 7−→ Z6 = h[1]6i

(ii) Êáô' áíáëïãßáí, ïé õðïïìÜäåò ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò

Z12 = {[0]12  [1]12  [2]12  [3]12  [4]12  [5]12  [6]12  [7]12  [8]12  [9]12  [10]12  [11]12}

åßíáé ç ôåôñéììÝíç {[0]12}, ïëüêëçñç ç Z12, êáèþò êáé ïé

h[6]12i = {[0]12  [6]12}
h[4]12i = {[0]12  [4]12  [8]12}

h[3]12i = {[0]12  [3]12  [6]12  [9]12}
h[2]12i = {[0]12  [2]12  [4]12  [6]12  [8]12  [10]12}

Ç áìößññéøçD12 −→ Subg(Z12) åßíáé ç åîÞò:

1 7−→ h[0]12i  2 7−→ h[6]12i  3 7−→ h[4]12i 
4 7−→ h[3]12i  6 7−→ h[2]12i  12 7−→ Z12

ÔáäéáãñÜììáôá ôïýHasse ãéá ôïõò óõíäÝóìïõò ôùí äéáéñåôþí óôá (i) êáé (ii) åßíáé

ôá
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åíþ ôá áíôßóôïé·á äéáãñÜììáôá ãéá ôïõò óõíäÝóìïõò ôùí õðïïìÜäùí åßíáé ôá

2.4.28 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N ôüôå ôï äéÜ-

ãñáììá ôïý Hasse êáé ç áìößññéøç D −→ Subg(Z) ãéá ôçí (Z +) åêöñÜ-
æïíôáé ùò áêïëïýèùò:


Â // Z

−1 Â //
D
[]

E

−2 Â //
D£
2
¤


E

...
...

 Â //
D£
−1

¤


E

1
Â // {[0]}

I Åíäïìïñöéóìïß êáé áõôïìïñöéóìïß ïìÜäùí. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ôï óý-

íïëï Hom() üëùí ôùí åíäïìïñöéóìþí (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï óýíïëï üëùí ôùí

áõôïìïñöéóìþí) ôÞò  óçìåéþíåôáé ùò End() (êáé áíôéóôïß·ùò, ùò Aut()).

2.4.29 Ðñüôáóç. Ôï æåýãïò (End() ◦) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï æåýãïò (Aut() ◦))
áðïôåëåß Ýíá ìïíïåéäÝò (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá ïìÜäá ).
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Áðüäåéîç. ÐñïöáíÞò åðß ôç âÜóåé ôùí ðñïôÜóåùí 2.4.12 êáé 2.4.21. (Ôï ïõäÝ-

ôåñï óôïé·åßï áõôþí åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç id) ¤

2.4.30 Óçìåßùóç. (i) Ðñïöáíþò, End()× = Aut() (Âë. 2.1.5.)

(ii) ¼ôáí ç ïìÜäá  åßíáé áâåëéáíÞ, ç ôñéÜäá (End()+ ◦) (üðïõ ‘‘+'' ç ðñÜîç

ç åéóá·èåßóá óôï åäÜöéï 2.4.13 (ii)) êáèßóôáôáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

2.4.31 Ðñüôáóç. ÅÜí 6= ∅ åßíáé Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ìéáò ïìÜäáò ( ·) ôüôå
h()i =  ãéá êÜèå  ∈ Aut()

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,  = () = (hi) = h()i ãéá êÜèå áõôïìïñöéóìü 

ôÞò  (âë. 2.4.9 (i)). ¤

Ãéá ïñéóìÝíåò åéäéêÝò ïìÜäåò ( ·) åßíáé äõíáôüò Ýíáò ëåðôïìåñÞò ·áñáêôçñéóìüò
ôÞò (Aut() ◦) Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôá èåùñÞìáôá 2.4.32 êáé 2.4.33 ìáò ðáñÝ·ïõí

ôçí ôáîéíüìçóç ôùí ïìÜäùí áõôïìïñöéóìþí ôùí êõêëéêþí ïìÜäùí êáé ôÞò (áâå-

ëéáíÞò, ìç êõêëéêÞò) ïìÜäáò (Q+) áíôéóôïß·ùò, ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý 44.

2.4.32 Èåþñçìá. (ÏìÜäá áõôïìïñöéóìþí êõêëéêþí ïìÜäùí) ¸óôù ( ·) ìéá
êõêëéêÞ ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé Üðåéñç ïìÜäá, ôüôå ç ïìÜäá (Aut() ◦) ôùí áõôïìïñöéóìþí
ôçò åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (Z2+) 
(ii) ÅÜí ç ( ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  ∈ N ôüôå ç (Aut() ◦) åßíáé
éóüìïñöç ìå ôçí (Z× ·) (âë. 2.1.7 (iii)).

Áðüäåéîç. (i) ¸óôù ìéá Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá êáé Ýóôù  êÜðïéïò ãåííÞôïñÜò

ôçò. Áðü ôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23 ãíùñßæïõìå üôé ç áðåéêüíéóç

 : (Z+) −→ ( ·)  7−→  () := 

åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ùò åê ôïýôïõ, åðÜãåôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò

Aut(Z) 3  7−→  ◦  ◦ −1 ∈ Aut()

ìåôáîý ôùí ïìÜäùí (Aut() ◦) êáé (Aut(Z) ◦) Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé õöß-
óôáôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí (Aut(Z) ◦) êáé (Z2+) ¸óôù  ∈ End(Z) Ôüôå
 () =  · (1) ãéá êÜèå  ∈ Z ÐñÜãìáôé°

 () =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 + · · ·+ 1| {z }
 öïñÝò

) =  (1) + · · ·+  (1)| {z }
 öïñÝò

=  · (1) üôáí   0

 (0) = 0 · (1) üôáí  = 0

((−1) + · · ·+ (−1)| {z }
− öïñÝò

) = (−) ·  (−1) =  · (1) üôáí   0

44ÓçìåéùôÝïí üôé, óõí ôïéò Üëëïéò, êáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ ðïñåßá ôùí èåùñçìÜôùí 2.4.32 êáé 2.4.33 ðåñéãñÜöïíôáé
äéåîïäéêþò ïé åí ëüãù áõôïìïñöéóìïß.
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ÊáôÜ óõíÝðåéáí45, End(Z) = { |  ∈ Z} üðïõ
 : Z −→ Z  7−→ () := 

ÓçìåéùôÝïí üôé ïé  åßíáé åíñéðôéêÝò ãéá êÜèå  ∈ Zr{0} ¸óôù  ∈ Zr{0}
ôÝôïéïò þóôå  ∈ Aut(Z) Ôüôå ç  åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ, êáé åðåéäÞ 1 ∈ Z
õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ Z ôÝôïéïò þóôå () =  = 1 Ôïýôï óçìáßíåé üôé

( ) ∈ {(1 1) (−1−1)}
¢ñá Aut(Z) = {−1 1} êáé (ðñïöáíþò) ç áêüëïõèç áðåéêüíéóç åßíáé éóïìïñöé-

óìüò ïìÜäùí:

 : (Z2+) −→ (Aut(Z) ◦) [0]2 7→ ([0]2) := 1 [1]2 7→ ([1]2) := −1

(ii) ¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò  Ý·ïõóá ôï  ∈  ùò (êÜ-

ðïéïí) ãåííÞôïñÜ ôçò êáé Ýóôù  ∈ Aut() Ëüãù ôùí (2.9) êáé 2.4.19 (iv) Ý·ïõìå

 = || = |hi| = ord() = ord(())

ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ () ∈  = hi  õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ Z : () = 

ÅðïìÝíùò,

hi =  = () =  (hi) = h()i = ® 
üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôçí åðéññéðôéêüôçôá ôÞò  êáé ç ôñßôç áðü ôçí

ðñüôáóç 2.4.9. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï ðüñéóìá 2.3.17 óõìðåñáßíïõìå üôé

hi =  =


®
=⇒ ìêä() = 1

ïðüôå õößóôáíôáé ôï ðïëý () áõôïìïñöéóìïß ôÞò  üðïõ  ç óõíÜñôçóç ôïý

Euler (âë. (2.1)). ¢ñá

|Aut()| ≤ () =
¯̄
Z×
¯̄
 (2.14)

Áðü ôç Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå  ∈ N ìå  ≤  êáé ìêä() = 1 ïé áðåéêïíßóåéò

 :  −→   7−→ () := 

åßíáé åíäïìïñöéóìïß ôÞò äéüôé (12) = (12)

= 1


2  ãéá ïéáäÞðïôå óôïé-

·åßá 1 2 ∈  (Ç ôåëåõôáßá éóüôçôá éó·ýåé, äéüôé ç  -ùò êõêëéêÞ- åßíáé áâå-

ëéáíÞ, âë. ðñüôáóç 2.2.17 êáé ðáñáôÞñçóç 2.1.12). ÅðåéäÞ  =


®
(êáé ðÜëé

ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.3.17) Ý·ïõìå

 =


®
= {¡¢ ¯̄̄  ∈ Z} = {¡¢ ¯̄̄  ∈ Z} = ()

ïðüôå ïé åíäïìïñöéóìïß  åßíáé åðéññéðôéêïß. ÅðåéäÞ êÜèå åðéññéðôéêÞ áðåéêü-

íéóç áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åðß ôïý åáõôïý ôïõ åßíáé êáô' áíÜãêçí åíñé-

ðôéêÞ (êáé, ùò åê ôïýôïõ, áìöéññéðôéêÞ), óõíÜãåôáé üôé  ∈ Aut() êáé

|Aut()| ≥ () =⇒
(2.14)

|Aut()| = ()

45Åí ðñïêåéìÝíù, ùò äáêôýëéïò (âë. 2.4.30 (ii)), ï End(Z) åßíáé éóüìïñöïò ôïý äáêôõëßïõ ôùí áêåñáßùí áñéèìþí.
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=⇒ Aut() = { |  ∈ N ìå  ≤  êáé ìêä() = 1}

Åí óõíå·åßá, ðáñáôçñïýìå üôé ç

 : Z× −→ Aut() [] 7−→ ([]) := 

åßíáé áö' åíüò ìåí ìéá êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç ([] = [
0] ⇒  = 0), áö'

åôÝñïõ äå Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí (êáèüóïí 0 =  ◦ 0) Åê êáôáóêåõÞò,

ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ. ÅðåéäÞ êÜèå åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï

óýíïëï åðß åíüò óõíüëïõ ðïõ Ý·åé ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü åßíáé êáô' áíÜãêçí

åíñéðôéêÞ (êáé, ùò åê ôïýôïõ, áìöéññéðôéêÞ), óõíÜãåôáé ôåëéêþò ç  åßíáé Ýíáò

éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤

2.4.33 Èåþñçìá. (ÏìÜäá áõôïìïñöéóìþí ôÞò (Q+)) H ïìÜäá (Aut(Q) ◦) ôùí
áõôïìïñöéóìþí ôÞò (Q+) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (ðïëëáðëáóéáóôéêÞ) ïìÜäá
(Qr{0} ·) 
Áðüäåéîç. ¸óôù  ∈ End(Q) Ôüôå  () =  · (1) ãéá êÜèå  ∈ Q ÐñÜãìáôé°
åðåéäÞ êÜèå  ∈ Q ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 


 üðïõ ∈ Z  ∈ N ëáìâÜíïõìå

 () =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1


+ · · ·+ 1

| {z }
 öïñÝò

) = 

µ
1



¶
+ · · ·+ 

µ
1



¶
| {z }

 öïñÝò

=  · (1) üôáí  0

 (0) = 0 · (1) üôáí = 0

((− 1

) + · · ·+ (− 1


)| {z }

− öïñÝò

) = (−) (−1) =  · (1) üôáí  0

äéüôé

 ·  ¡ 1


¢
= 

¡
1


¢
+ · · ·+ 

¡
1


¢| {z }
 öïñÝò

= ( 1

+ · · ·+ 1

| {z }
 öïñÝò

) =  (1)⇒ 
¡
1


¢
= 1


 (1) 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí46, End(Q) = { |  ∈ Q} üðïõ

 : Q −→ Q  7−→ () := 

ÓçìåéùôÝïí üôé ïé  åßíáé áìöéññéðôéêÝò ãéá êÜèå  ∈ Qr{0} ¢ñá

Aut(Q) = { |  ∈ Qr{0}}

êáé ç

 : (Qr{0} ·) −→ (Aut(Q) ◦)  7−→ () := 

åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤
46Ùò äáêôýëéïò (âë. 2.4.30 (ii)) ï End(Q) åßíáé éóüìïñöïò ôïý óþìáôïò ôùí ñçôþí áñéèìþí.
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2.4.34 Óçìåßùóç. (Ðåñß ôÞò Aut()) Ç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí Aut() äïèåß-

óáò ïìÜäáò  åîáñôÜôáé êáôÜ êáíüíá áðü ôá éäéáßôåñá ãíùñßóìáôá êáé ôéò

«åóþôåñåò» éäéüôçôåò ôÞò  Ùò åê ôïýôïõ, ïé ãåíéêÞò öýóåùò ðëçñïöïñßåò ãéá

ôçí Aut() åßíáé ðåñéïñéóìÝíåò:

(i) ÅÜí ç ïìÜäá áíáöïñÜò  åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå êáé ç Aut() åßíáé ðå-

ðåñáóìÝíç (ôÜîåùò47 |Aut()| ≤ (|| − 1)!). ÁíôéèÝôùò, åÜí ç  åßíáé Üðåéñç

ïìÜäá, ôüôå Üëëïôå ç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí ôçò åßíáé Üðåéñç (üðùò, ð.·., åßäáìå

óôï èåþñçìá 2.4.33 ãéá ôçí ïìÜäá ôùí áõôïìïñöéóìþí ôÞò (Q+)) êáé Üëëïôå
ðåðåñáóìÝíç48 (üðùò, ð.·., åßäáìå óôá 2.4.23 (i) êáé 2.4.32 (i) ãéá ôçí ïìÜäá ôùí

áõôïìïñöéóìþí ôÞò (Z+)). ÅîÜëëïõ, åßíáé ãíùóôü üôé êÜèå ïìÜäá ðïõ Ý·åé

ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí êáé äåí äéáèÝôåé óôñÝøç (âë. 2.3.1 (ii)) åßíáé

êáô' áíÜãêçí Üðåéñç áâåëéáíÞ.

(ii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç  åßíáé áâåëéáíÞ ìç êõêëéêÞ ïìÜäá, ç Aut() äåí

åßíáé áâåëéáíÞ üôáí || ∞ (âë. ðüñéóìá 9.3.10), åíþ ìðïñåß íá åßíáé áâåëéáíÞ

ìüíïí óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò49 üôáí || = ∞ Åðßóçò, äåí õðÜñ·åé êáìßá Üðåéñç

ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá Ý·ïõóá êõêëéêÞ ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

ç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí Aut() ìéáò ìç áâåëéáíÞò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò 

åßíáé, êáôÜ ðåñßðôùóç, Üëëïôå áâåëéáíÞ êáé Üëëïôå ìç áâåëéáíÞ (ðñâë. 5.4.37

(ii)).

(iii) Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ôï åîÞò ðñüâëçìá: Äïèåßóáò ìéáò ïìÜäáò

 ðïéåò (êáé ðüóåò, ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïìÜäåò  õðÜñ·ïõí, ïýôùò þóôå

íá éó·ýåé Aut() ∼= ; ÌåñéêÝò ëýóåéò ôïõ (êáé åêôåôáìÝíïé êáôÜëïãïé êáëý-

ðôïíôåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò) óõíáíôþíôáé óå áñêåôÜ Üñèñá50. ¼ôáí ç  åßíáé

ðåðåñáóìÝíç, ôüôå õößóôáíôáé ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò (ìç éóüìïñöåò)

47Ç (Aut() ◦) åßíáé õðïïìÜäá ôÞò ëåãïìÝíçò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò (S ◦) åðß ôÞò  ôÞò áðáñôéæüìåíçò áðü üëåò

ôéò áìöéññßøåéò  :  −→  ðïõ Ý·åé ôÜîç |S| = ||! (Âë. åäÜöéá 3.1.1 êáé 3.1.3.) ÅðåéäÞ  () =  ãéá

êÜèå  ∈ Aut() Ý·ïõìå |Aut()| ≤ (||− 1)!.
48Ãéá ðåñáéôÝñù ðáñáäåßãìáôá Üðåéñùí ïìÜäùí ìå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí âë. F. Fournelle: Finite
groups of automorhisms of infinite groups I, Journal of Algebra 70 (1981), 16-22

49¼ðùò áðïäåéêíýåôáé óôï Üñèñï ôïý F. Fournelle: Finite groups of automorhisms of infinite groups IÉ, Journal of
Algebra 80 (1983), 106-112 ìéá Üðåéñç áâåëéáíÞ ïìÜäá Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí åÜí êáé ìüíïí

åÜí ç Aut() Ý·åé Üñôéá ôÜîç êáé åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åõèý Üèñïéóìá ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò «áíôéôýðùí» ôùí

Z2Z3 êáé Z4 Ý·ïõóá Ýíá óôïé·åßï ôÜîåùò 12 êáé Ýíá óôïé·åßï ôÜîåùò 2 ôï ïðïßï äåí áðïôåëåß ôçí Ýêôç äýíáìç

Üëëïõ.

50G.A. Miller: Groups with the same group of isomorphisms, Trans. A.M.S. 1 (1900), 395-401

H. de Vries &A.B. deMiranda: Groups with a small number of automorphisms, Math. Zeitschrift 68 (1958), 450-464

J.L. Alperin: Groups with finitely many automorphisms, Pacific Jour. Math. 12 (1962), 1-5

J.T Hallett & K.A. Hirsch: Die Konstruktion von Gruppen mit vorgeschriebenen Automorphismen-Gruppen, Jour. reine
und ang. Math. 238/240 (1970), 32-46

D.J.S. Robinson: A contribution to the theory of groups with finitely many automorphisms, Proc. London Math. Soc.

35 (1977), 34-54

H.K. Iyer: On solving the equation Aut() =  Rocky Mountain Jour. Math. 9 (1979), 653-670

J. Flynn&D.MacHale: Determining all finite groups whose automorphism group is a -group. Math. Proc. of the Royal
Irish Academy 91 (1991), 259-264

D. MacHale & R. Sheehy: Finite groups with odd order automorphism groups, Math. Proc. of the Royal Irish Academy

95 (1995), 113-116

D.MacHale & R. Sheehy: Finite groups with few automorphisms, Math. Proc. of the Royal Irish Academy 104 (2004),
231-238
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ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò  ìå51 Aut() ∼=  Ôïýôï ðáýåé íá éó·ýåé üôáí óôçí 

åðéôñáðåß íá åßíáé Üðåéñç: Ð.·., ï D.J.S. Robinson52 Ý·åé êáôáóêåõÜóåé ãéá ôç

óõììåôñéêÞ ïìÜäá  = S4 (ôÜîåùò 24 âë. 3.1.3) ìéá õðåñáñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá

Üðåéñùí ìç áâåëéáíþí (áíÜ äýï ìç éóüìïñöùí) ïìÜäùí () ìå Aut() ∼= S4
(iv)ÕðÜñ·ïõí æåýãç ïìÜäùí (1 2)  ôÝôïéáþóôåAut(1) ∼=Aut(2)áëëÜ (ôáõ-

ôï·ñüíùò) 1 À 2 (Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôo (VS3) áðïôåëåß Ýíá ôÝôïéïõ åßäïõò

æåýãïò. Âë. åäÜöéá 3.5.6, 3.5.8 (ii) êáé 5.4.32 (ii).)

(v) ÕðÜñ·ïõí ãíÞóéåò õðïïìÜäåò  ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí  ôÝôïéåò þóôå íá

éó·ýåé |Aut()|  |Aut()|  (Âë. Üóêçóç ??).

(vi) ÔÝëïò, åßíáé áîéïðñüóåêôï ôï üôé õðÜñ·ïõí êáé êÜðïéåò åéäéêÝò ïìÜäåò  ãéá

ôéò ïðïßåò éó·ýåé |Aut()| = || (âë., ð.·., ðüñéóìá 9.3.3, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ

ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ) Þ áêüìç êáé Aut() ∼=  (Ãéá ôç óõììåôñéêÞ

ïìÜäáS  ≥ 3  6= 6 êáé ôéò äéåäñéêÝò ïìÜäåòD3D4 êáéD6 ðïõ Ý·ïõí áõôÞí

ôçí éäéüôçôá, âë. åäÜöéá 6.3.6 êáé 7.6.36.)

ÁóêÞóåéò

2-1. ¸óôù ( ·) ìéá çìéïìÜäá. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç ( ·) åßíáé ïìÜäá åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ∈  ïé

«åîéóþóåéò»  =  êáé  =  åßíáé åðéëýóéìåò (ùò ðñïò  êáé ).

(ii) ÅÜí ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé ìïíáäéêü óôïé·åßï e ∈  ìå e =  ôüôå ç

( ·) åßíáé ïìÜäá.
2-2. ¸óôù Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé := {0 1 −1}. Åðß ôïý ïñßæåôáé

ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

 ∗  :=
½

+  üôáí +   

 üôáí +  = +  0 ≤   

ãéá êÜèå   ∈ . Íá äåé·èåß üôé ôï æåýãïò ( ∗) áðïôåëåß ïìÜäá ôÜîåùò

2-3. ¸óôù := Z× Z× Z Åðß ôïý ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

(  ) ∗ (  ) :=
³
+ (−1)   + (−1)  (−1)  + 

´


Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò ( ∗) áðïôåëåß ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá.

2-4. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá Ý·ïõóá ôÜîç || =  ∈ N Ãéá ïéáäÞðïôå -Üäá

óôïé·åßùí (1 ) ∈  íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç öõóéêþí áñéèìþí 

ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé 1 ≤  ≤  ≤  êáé +1 · · · −1 = 

51Âë. H.K. Iyer, ü.ð., Thm. 31 óåë. 657-658

52D.J.S. Robinson: Groups with prescribed automorphism group, Proc. EdinburghMath. Soc. (2) 25 (1982), 217-227
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2-5. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí   ∈  ìå  =  íá äåé·èåß üôé

() =  ∀ ∈ Z êáé  =  ∀() ∈ Z× Z

2-6. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝôïíôáò üôé

(a) ()2 = ()2 ∀ ( ) ∈  × , êáé (b) (∀ ∈ )
¡
2 =  =⇒  = 

¢


íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) 2 = 2−1 ∀ ( ) ∈ ×

(ii) −1 = −1 ∀ ( ) ∈ ×

(iii) ç ( ·) åßíáé áâåëéáíÞ.
2-7. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ N ôÝôïéïò þóôå

íá éó·ýåé

()+ = ++  ∀( ) ∈ × êáé ∀ ∈ {0 1 2}

Íá áðïäåé·èåß üôé ç åí ëüãù ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.

2-8. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ãéá êÜèå  ∈ Z íá áðïäåé·èåß üôé¡
−1

¢
= −1 ∀ ( ) ∈ ×

2-9. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé   ∈  ôÝôïéá, þóôå íá éó·ýåé −1 =  ãéá

êÜðïéïí  ∈ Z íá áðïäåé·èåß üôé − = 


 ∀ () ∈ Z× Z
2-10.¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí   ∈  íá áðïäåé·èïýí ïé óõíåðáãùãÝò

(i) [2 = 3 êáé 3 = 2] =⇒  =  =  êáé

(ii) [2 =  êáé −12 = 3] =⇒ 5 = 

2-11. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí    ∈  íá áðïäåé·èåß ç óõíåðáãùãÞ

[−1 = 2 −1 = 2 êáé −1 = 2] =⇒  =  =  = 

2-12. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí () ∈ N2 ìå ìêä() = 1 åßíáé ôÝôïéïé, þóôå

íá éó·ýåé

 =  êáé  =  ∀( ) ∈ ×

íá áðïäåé·èåß ïôé ç ( ·) åßíáé êáô' áíÜãêçí áâåëéáíÞ.
2-13. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ÅÜí ç  :  −→ 

åßíáé ìéá áìößññéøç, íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (¯) åßíáé ìéá ïìÜäá üôáí

-åî ïñéóìïý- ¯  := −1 (() · ())  ∀ ( ) ∈  × 

2-14. Íá åîáêñéâùèåß üôé ôá  := {2 | ∈ Z} êáé  := { 1+21+2

¯̄̄
 ∈ Z}

áðïôåëïýí õðïïìÜäåò ôÞò ïìÜäáò (Qr{0} ·)
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2-15. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ôÞò (R+) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï := {2 |  ∈ }
åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (Rr{0} ·)

2-16. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï

 :=
n³

 

 

´
∈Mat2×2(Z)

¯̄̄
+ + +  = 0

o
áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Mat2×2(Z)+)

2-17. ¸óôù ( ·) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá óýíïëá  ∈ Z
üðïõ  := { ∈  |  = }  åßíáé õðïïìÜäåò ôÞò 

2-18.¸óôù ( ·) ìéáðåðåñáóìÝíç ïìÜäá. ÅÜí ⊆  ìå card()  ||
2 êáé  ∈ 

íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç óôïé·åßùí   ∈  ôÝôïéùí þóôå íá éó·ýåé  = 

2-19. Ãéá êáèåìéÜ åê ôùí êáôùôÝñù ïìÜäùí íá ðñïóäéïñéóèïýí äõï ìç ôåôñéììÝ-

íåò ãíÞóéåò õðïïìÜäåò:

(i) (Z+) (ii) (Q+) (iii) (Cr{0} ·)
(iv) (10Z+) (v) (Z×11 ·) (vi) (GL2(Q) ·)

2-20. Íá áðïäåé·èåß üôé ìéá ïìÜäá åßíáé ðåðåñáóìÝíç åÜí êáé ìüíïí åÜí äéáèÝôåé

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò õðïïìÜäåò. (ÉóïäõíÜìùò, ìéá ïìÜäá åßíáé Üðåéñç

åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôçò åßíáé Üðåéñï.)

2-21. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß üôé card(Subg()) = 3 ⇔ ç  åßíáé

êõêëéêÞ ôÜîåùò 2 üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò.

2-22. Íá ó·åäéáóèïýí ôá äéáãñÜììáôá ôïý Hasse ãéá ôïõò óõíäÝóìïõò õðïïìÜ-

äùí (Subg(Z36)v) êáé (Subg(Z)v) üðïõ   åßíáé äõï ðñþôïé áñéèìïß.

2-23. Íá áðïäåé·èåß üôé ç (Z×11 ·) åßíáé êõêëéêÞ êáé íá ó·åäéáóèåß ôï äéÜãñáììá

ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(Z×11)v)

2-24. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå ∈ N ôï

 :=
n³

 

 

´
∈ SL2(Z)

¯̄̄
 ≡  ≡ 1(mod) êáé  ≡  ≡ 0(mod)

o
áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò SL2(Z) Åí óõíå·åßá, íá ó·åäéáóèåß ôï äéÜ-

ãñáììá ôïý Hasse ãéá ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (v) üðïõ

X := { | 2 ≤  ≤ 12} $ Subg(SL2(Z))

2-25. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí @  êáé @  ôüôå ∃ ∈  ìå  ∈  êáé  ∈ 

(ii) ÅÜí @  ôüôå hri =  êáé hr{}i = 
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2-26. Ïé ãåííÞôïñåò ôÞò êõêëéêÞò ïìÜäáò (E ·)  ∈ N ôùí -ïóôþí ñéæþí

ôÞò ìïíÜäáò êáëïýíôáé ðñùôáñ·éêÝò -ïóôÝò ñßæåò ôÞò ìïíÜäáò. Íá äåé-

·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí ðñùôáñ·éêþí -ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò åßíáé ôïn


¯̄̄
1 ≤  ≤  êáé ìêä( ) = 1

o


2-27. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá äéáèÝôåé áêñéâþò äýï ãåííÞ-

ôïñåò.

2-28. ÅÜí {}∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò ( ·) üðïõ ôï

 = {1   +1 } ⊆ N0

åßíáé Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï äåéêôþí êáé éó·ýåé ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N
íá áðïäåé·èåß

(i) üôé ç Ýíùóç
S
∈N áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò  êáé

(ii) üôé åÜí ç  åßíáé áâåëéáíÞ ãéá êÜèå  ∈ N ôüôå êáé ç S∈N åßíáé

ùóáýôùò áâåëéáíÞ.

2-29. Ãéá ôçí ïìÜäá (Q+) íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç õðïïìÜäá ôÞò (Q+) åßíáé ãíÞóéá êáé

êõêëéêÞ.

(ii) Q =
S
∈N


1
!

®


(iii)Max-Subg(Q) = ∅ =Min-Subg(Q)

2-30. ÅÜí {}∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ãíçóßùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò ( ·)
ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé  ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N êáé  =

S
∈N  íá

áðïäåé·èåß üôé ç ( ·) äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç.

2-31. ¸óôù := h1 2i ç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Bij(RR) ◦) (ôùí áìöéññßøåùí
áðü ôï R åðß ôïý R ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò) ç ðáñáãüìåíç áðü

ôéò áìöéññßøåéò

R 3  7−→ 1() := + 1 ∈ R êáé R 3  7−→ 2() := 2 ∈ R

Íááðïäåé·èåß ç ýðáñîç ìéáò ãíÞóéáò ìçðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíçò õðïï-

ìÜäáò  ôÞò  [Õðüäåéîç : Áñêåß ãéá êÜèå  ∈ N íá èåùñçèåß ç êõêëéêÞ

õðïïìÜäá := hi ç ðáñáãüìåíç áðü ôçí áìößññéøç

 := 
−
2 ◦ 1 ◦  2 ìå ôýðï R 3  7−→ () := + 2− ∈ R

íá ôåèåß :=
S
∈N  íá áðïäåé·èåß üôé  @ +1 ãéá êÜèå  ∈ N êáé íá

åöáñìïóèåß êáôáëëÞëùò ç Üóêçóç 2-30.]
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2-32. Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ  ôÞò ïìÜäáò ( ∗) óôéò 10 ðåñéðôþ-
óåéò ôéò ðáñáôéèÝìåíåò óôïí êÜôùèé êáôÜëïãï:

A/A ( ∗)  A/A ( ∗) 

(i) (Cr{0} ·) − (vi) (Z18+) [2]18

(ii) (Cr{0} ·) −1 + 
√
3 (vii) (Z150+) [55]150

(iii) (Cr{0} ·) −1+√3
2

(viii) (Z150+) [60]150

(iv) (Cr{0} ·) exp(211 ) (ix) (Z×23 ·) [2]23

(v) (Cr{0} ·) exp(12) (x) (Z×21 ·) [4]21

2-33. Åðß ôïý óõíüëïõ  := (Rr{0})×R ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

× 3 (( ) ( )) 7−→ ( )¡ ( ) := ( + ) ∈ 

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (¡) åßíáé ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(ii) Ðïéá åê ôùí êÜôùèé õðïóõíüëùí áðïôåëïýí õðïïìÜäåò áõôÞò;

1 := { ( (− 1))|  6= 0}  2 := { ( 0)|   0} 
3 := { ( )|  6= 0}  4 := { (1 ))|  ∈ R} 

(Åí ðñïêåéìÝíù, ïé  ∈ R êáé  ∈ N0 åßíáé ðáãéùìÝíïé.)
(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí óôïé·åßùí ôÞò (¡) ðïõ Ý·ïõí ôÜîç

2 åßíáé Üðåéñï.

(iv) ÄéáèÝôåé ç (¡) óôïé·åßá ôÜîåùò 3;

2-34.¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 2 ãéá êÜðïéïí  ∈ N Íá áðïäåé·èåß üôé

(i) ∃ ∈ N : card¡{ ∈  | −1 = }¢ = 2

(ii) ∃ ∈  : ord() = 2

2-35. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé ( ) ∈  ×  ìå  =  ãéá

êÜðïéïí  ∈ N íá áðïäåé·èåß üôé  =  ãéá êÜðïéï  ∈  ìå ord() | 
2-36. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá, ( ) ∈ × ìå  =  êáé

ord () =  ∈ N ord () =  ∈ N
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íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç ôÜîç ord() ôïý  åßíáé ðåðåñáóìÝíç,

åêð ()

ìêä ()
| ord () êáé ord () | åêð () 

(ii) Åéäéêüôåñá, ìêä() = 1⇐⇒ ord() = 

(iii) ÅÜí ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü  ðïõ äéáéñåß ôï ãéíüìåíï  ç ìÝãéóôç

äýíáìç ôïý  ðïõ äéáéñåß ôïí äåí éóïýôáé ìå ôç ìÝãéóôç äýíáìç ôïý  ðïõ

äéáéñåß ôïí  ôüôå

ord () = åêð () 

Åí óõíå·åßá, íá äïèåß ðáñÜäåéãìá æåýãïõò óôïé·åßùí   ðåðåñáóìÝíçò ôÜ-

îåùò ìéáò ïìÜäáò ( ∗) ìå  ∗  =  ∗  6=  êáé

ord( ∗ )  åêð(ord() ord())

2-37. Åíôüò ôÞò SL2(Z) íá õðïëïãéóèïýí ïé ôÜîåéò ôùí óôïé·åßùí

A :=
³

0 −1
1 0

´
 B :=

³
0 1
−1 −1

´
êáé AB =

³
1 1
0 1

´


Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé SL2(Z) = hAABi 
2-38.¸óôù ôõ·þí  ∈ N  ≥ 3 Åíôüò ôÞò GL2(Z) íá õðïëïãéóèïýí ïé ôÜîåéò

ôùí

A :=
³

[−1] [1]
[0] [1]

´
 B :=

³
[−1] [0]
[0] [1]

´
êáé AB =

³
[1] [1]
[0] [1]

´


2-39. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé ( ) ∈ × ìå

ord () =  ∈ N ord () =  ∈ N

íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ∃ ∈  : ord() = åêð()

(ii) ÅÜí ord() ≤ ∀ ∈ r{} ôüôå ord ()| êáé  =  ∀ ∈ 

2-40. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  := {exp()|  ∈ Q} áðïôåëåß ìéá Üðåéñç, ðåñéï-

äéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (Cr{0} ·) êáèþò êáé üôé ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ N ç 

äéáèÝôåé êÜðïéï óôïé·åßï, ç ôÜîç ôïý ïðïßïõ éóïýôáé ìå 

2-41. ¸óôù (+ ·) Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï êáé Ýóôù

Heis() :=

½µ
1  

0 1 

0 0 1

¶¯̄̄̄
   ∈ 

¾
ç ïìÜäá ôïý Heisenberg õðåñÜíù áõôïý. (Âë. åä. D.2.24.)
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(i) Íá áðïäåé·èåß üôé |Heis()| = card()3

(ii) Ðïéïò åßíáé ï áíôßóôñïöïò ôõ·üíôïò ðßíáêáA ∈ Heis();
(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé çHeis() åßíáé ìç áâåëéáíÞ.

(iv) ¼ôáí  = Z2 íá õðïëïãéóèåß ç ôÜîç êáèåíüò åê ôùí 8 óôïé·åßùí ôÞò

ïìÜäáòHeis(Z2)
(v) ¼ôáí o  åßíáé ôï óþìá R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, íá áðïäåé·èåß üôé

çHeis(R) óôåñåßôáé óôñÝøåùò.

2-42. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé Ýóôù  :=
Q

∈  ôï

ãéíüìåíï üëùí ôùí óôïé·åßùí ôçò. Íá áðïäåé·èåß üôé:

(i) ÅÜí ç  äéáèÝôåé áêñéâþò Ýíá óôïé·åßï  ôÜîåùò 2 ôüôå  = 

(ii) ¸íáò öõóéêüò áñéèìüò  ≥ 2 åßíáé ðñþôïò åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé ç

éóïôéìßá

(− 1)! ≡ −1 (mod ) 

Ôïýôï åßíáé ãíùóôü óôç Óôïé·åéþäç Èåùñßá Áñéèìþí ùò èåþñçìá ôïý
Wilson. (Âë. B.4.52.) [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï (i) ãéá ôçí ïìÜäá

 = Z× ]

2-43. ¸óôù ôõ·þí  ∈ N  ≥ 3Íá äåé·èåß üôé ç ïìÜäá (Z×
2
 ·) äåí åßíáé êõêëéêÞ.

[Õðüäåéîç : Áñêåß íá äåé·èåß üôé ord([2− 1]2) = ord([2−1+1]2) = 2Ìéá

äéáöïñåôéêÞ áðüäåéîç äßäåôáé áñãüôåñá óôçí ðñüôáóç 7.3.12.]

2-44. Íá õðïëïãéóèïýí ïé åêèÝôåò ôùí ïìÜäùí (Z+)  ∈ N êáé (Q ·)
2-45. Íá åîåôáóèåß ðïéåò åê ôùí áêïëïýèùí áðåéêïíßóåùí åßíáé ïìïìïñöéóìïß

ïìÜäùí:

(i)  : (Z12+) −→ (Z12+), ([]12) := [+ 1]12,
(ii)  : ( ·) −→ ( ·), () := 3 üðïõ  ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò 12,

(iii)  : (Z8+) −→ (Z2+), ([]8) := []2 
(iv)  : (R+) −→ (Cr{0} ·), () := cos() +  sin

(v)  :

µ½µ
1 

0 1

¶¯̄̄̄
 ∈ Z

¾
 ·
¶
−→ (E4 ·)  

µ
1 

0 1

¶
:= 

Åí óõíå·åßá, íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ðõñÞíåò êáé ïé åéêüíåò üóùí åî áõôþí

åßíáé ïìïìïñöéóìïß.

2-46. ÅÜí ( ·) ( ∗) åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíåò êõêëéêÝò ïìÜäåò,  Ýíáò ãåííÞôï-

ñáò ôÞò  êáé  Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞò íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ∃ ∈Hom() : () = ⇐⇒ ord() |ord()
(ii) ÅÜí ord() |ord() ôüôå õðÜñ·åé ìïíáäéêüò  ∈ Hom() : () = 

ÅðéðñïóèÝôùò, ãé' áõôüí ôïí  éó·ýïõí ïé éóüôçôåò () = ∀ ∈ Z
2-47. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé ðñïóèåôéêÝò ïìÜäåò (Z+)  (Q+) êáé (R+) åßíáé áíÜ

äýï ìç éóüìïñöåò.
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2-48. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ïìÜäá Z[] := {+  | ( ) ∈ Z2} ôùí áêåñáßùí ôïý

Gauss åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá

 := {23 ¯̄ ( ) ∈ Z2}
2-49. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá óýíïëá 2× 2-ðéíÜêùí

1 :=
n³

1−  −
 1 + 

´¯̄̄
 ∈ Z

o
êáé 2 :=

n³
1− 2 

−4 1 + 2

´¯̄̄
 ∈ Z

o
áðïôåëïýí õðïêåßìåíá óýíïëá õðïïìÜäùí ôÞò åéäéêÞò ãñáììéêÞò ïìÜäáò

SL2(Z) êáèþò êáé üôé 1 ∼= Z ∼= 2

2-50. ÅÜí  :=
©
 ∈ R|2  1ª, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) +
1+ ∈  ∀ ( ) ∈ ×

(ii) To æåýãïò ( ∗) üðïõ  ×  3 ( ) 7→  ∗  := +
1+  áðïôåëåß ìéá

áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(iii) Ç áðåéêüíéóç  : ( ∗) −→ (R+)   7→ () := ln
³
1+
1−

´
 åßíáé éóï-

ìïñöéóìüò ïìÜäùí.

2-51. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (Z [X] +) ôïý ðïëõùíõìéêïý äá-

êôõëßïõ (Z [X] + ·) (âë. C.1.17) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ

ïìÜäá (Q0 ·)
2-52. Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñáãìáôéêü áñéèìü  ∈ R ïñßæåôáé ï ðßíáêáò

A[] :=

µ
0
−1

1
0

− sin()
cos()

− sin() cos() 0

¶
∈Mat3×3(R)

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i)A3
[] = 0Mat3×3(R)

(ii) ÅÜí ãéá êÜèå  ∈ R ôåèåß A[] := I3 + A[] +
1
2A

2
[] ôüôå ôï óý-

íïëï 3 × 3-ðéíÜêùí [] := {A[]

¯̄
 ∈ R} åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç

ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí, áðïôåëåß ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ïðïßá åß-

íáé éóüìïñöç ìå ôçí (R+)

2-53. (i) Áðü ôï óýíïëï ôùí áðåéêïíßóåùí  : Rr{0 1} −→ Rr{0 1} åðéëÝãïíôáé
ïé áêüëïõèåò Ýîé:

1() :=  2() :=
1

1− 
 3() :=

− 1




4() :=
1


 5() := 1−  6() :=



− 1 

∀ ∈ Rr{0 1} ÅÜí1 := {1 2 3 4 5 6} íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò
(1 ◦) áðïôåëåß ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå 1 = 1 êáé íá äïèåß ï ðïë-
ëáðëáóéáóôéêüò êáôÜëïãïò áõôÞò (üðïõ ùò «ðïëëáðëáóéáóìüò» íïåßôáé, åí
ðñïêåéìÝíù, ç óýíèåóç áðåéêïíßóåùí ‘‘◦'').



áóêçóåéò 79

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí Ýîé 2× 2-ðéíÜêùí

2 :=
n³

1 0
0 1

´

³

 0
0 2

´

³

2 0
0 

´

³
0 1
1 0

´

³

0 2

 0

´

³

0 

2 0

´o


üðïõ  ∈ Cr{1} 3 = 1 (Þôïé  ∈ {3 23}), áðïôåëåß ôç ìç áâåëéáíÞ

õðïïìÜäá ôÞò GL2(C) ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôïõò ðßíáêåò

A :=
³

 0
0 2

´
êáé B :=

³
0 1
1 0

´


(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé 1 ∼= 2

2-54. (i) ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá (Ý·ïõóá ôï  =  ùò

ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï) ç ïðïßá ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü ôï óýíïëï { }
äýï óôïé·åßùí ôçò  êáé  ÅÜí ord() = 4 êáé áõôïß ïé ãåííÞôïñåò ôÞò ( ·)
õðüêåéíôáé óôéò ó·Ýóåéò

2 = 2 êáé  = −1

íá áðïäåé·èåß üôé  = {  2 3   2 3} êáé ( ·) ∼= (Q ·)
(ii) Íá áðïäåé·èåß (ìÝóù ôïý (i)) üôé ç õðïïìÜäá

 :=
D³

[0]3 [−1]3
[1]3 [0]3

´

³

[1]3 [1]3
[1]3 [−1]3

´E
ôÞò SL2(Z3) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí.

2-55. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéáðåðåñáóìÝíçáâåëéáíÞ ïìÜäá, íááðïäåé·èåß üôé ç ïìÜäá

Hom(Z) üëùí ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü áõôÞí óôçí (Z+) (âë. åä. 2.4.13
(ii)) åßíáé ôåôñéììÝíç.

2-56. Ná áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå áâåëéáíÞ ïìÜäá ( ∗) õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

Hom(Z)
∼=−→ 

2-57. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá Üðåéñçò ôÜîåùò, íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåé-

êüíéóç  :  −→   () := 2∀ ∈  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, áëëÜ ü·é êáé

áõôïìïñöéóìüò.

2-58. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé ç  :  −→  Ýíáò ìïíïìïñöé-

óìüò, íá áðïäåé·èåß üôé ç  åßíáé êáô' áíÜãêçí áõôïìïñöéóìüò ôÞò .

2-59. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß üôé ç åßíáé áâåëéáíÞ åÜí êáé ìüíïí

åÜí ç  :  −→   () := −1 ∀ ∈  åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôÞò .

2-60. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅÜí õðÜñ·åé  ∈ Aut() ìå

2= id êáé åÜí ç ôÜîç || áõôÞò ôÞò ïìÜäáò åßíáé ðåñéôôÞ, íá áðïäåé·èåß

üôé êÜèå óôïé·åßï  ∈  ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï  =  äõï óôïé·åßùí   ∈ 

ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé () =  êáé () = −1





ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÏìÜäåò ìåôáôÜîåùí

Ç áíáäéåõèÝôçóç Þ ìåôÜôáîç ôùí óôïé·åßùí åíüò óõíüëïõ åßíáé ìéá ïéêåßá Ýííïéá°

åðß ðáñáäåßãìáôé, åíáëëÜóóïíôáò ôá 1 êáé 3, êáé áöÞíïíôáò ôï 2áìåôÜâëçôï, ëáì-

âÜíïõìå ìéá ìåôÜôáîç ôïý óõíüëïõ {1 2 3}. Óôï ðáñüí êåöÜëáéï åîçãåßôáé ôï ðþò
êÜèå ïìÜäá åßíáé äõíáôüí íá åêëçöèåß (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ùò ìéá ïìÜäá ìå-
ôáôÜîåùí. Åðßóçò, ðáñáôßèåíôáé ðïéêßëá ðáñáäåßãìáôá ïìÜäùí ìåôáôÜîåùí, ç

·ñçóéìüôçôá ôùí ïðïßùí èá áíáöáíåß Þäç óôï áìÝóùò åðüìåíï êåöÜëáéï.

3.1 Ç ÓÕÌÌÅÔÑÉÊÇ ÏÌÁÄÁ

3.1.1 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé

S := Bij () :=

½
 :  −→ 

¯̄̄̄
 áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

áðü ôï  åðß ôïý 

¾


Ôüôå ôï æåýãïò (S ◦) üðïõ ‘‘◦'' ç ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò áðåéêïíßóåùí, áðïôå-

ëåß ìéá ïìÜäá, ôç ëåãïìÝíç óõììåôñéêÞ ïìÜäá åðß ôïý óõíüëïõ  (ìå ôçí ôáõôï-

ôéêÞ áðåéêüíéóç id ùò ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï). Áðü «ïìáäïèåùñçôéêÞ» Üðïøç,

ç ïìÜäá S äåí åîáñôÜôáé áðü ôï ßäéï ôï óýíïëï , áëëÜ ìüíïí áðü ôïí ðëç-

èéêü ôïõ áñéèìü card(). (ÐñÜãìáôé° åÜí ôï  åßíáé Ýíá Üëëï óýíïëï ðïõ Ý·åé ôïí

ßäéï ðëçèéêü áñéèìü ìå ôï  ôüôå õðÜñ·åé ìéá áìößññéøç  :  −→ , ïðüôå ç

áðåéêüíéóç

S −→ S  7−→  ◦  ◦ −1
åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí ). Ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáòS ïíïìÜæïíôáé ìåôá-

ôÜîåéò1. ¼ôáí  ∈ Sr{id} ç  «ìåôáôÜóóåé» êõñéïëåêôéêþò ôïõëÜ·éóôïí Ýíá

1μñçóéìïðïéåßôáé ôï ðñïóÞêïí ïõóéáóôéêü ìåôÜôáîç áíôß ôïý ìåôÜèåóç ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôïý üñïõ permutation,

êáèüôé ç åðéëïãÞ ôïý äåõôÝñïõ èá ïäçãïýóå óå áôõ·Þ ïìïåéäÞ áðüäïóç ôùí ñçìÜôùí commute êáé permute. (Óçìåéù-
ôÝïí üôé üëåò ïé permutation groupsS ≥ 3 åßíáé ìç ìåôáèåôéêÝò ïìÜäåò! ÅîÜëëïõ, ôï ïõóéáóôéêü áíôéìåôÜèåóç
äåóìåýåôáé ãéá ôçí áðüäïóç ôïý üñïõ transposition.)
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åê ôùí óôïé·åßùí ôïý  äçëáäÞ ôï áðåéêïíßæåé óå Ýíá Üëëï (äéáöïñåôéêü) óôïé-

·åßï ôïý. ÅÜí ôï èåùñïýìåíï åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé  = card(),

ôüôå ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé  = {1  }. Åí
ôïéáýôç ðåñéðôþóåé çS óõìâïëßæåôáé ùòS êáé êáëåßôáé óõììåôñéêÞ ïìÜäá óå

 óýìâïëá.

(ii) ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå ôéò ìåôáôÜîåéò  ∈ S õðü ôç ìïñöÞ∙
1 2 · · · 

 (1)  (2) · · ·  ()

¸
Þ

∙
1 2 · · · 

 (1)  (2) · · ·  ()

¸
óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôá 1  áðïôåëïýí ìéá áíáäéÜôáîç ôùí áñéèìþí

1 2 . Áõôüò ï ôñüðïò ãñáöÞò ìÜò äéåõêïëýíåé êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôÞò óõí-

èÝóåùò äýï ìåôáôÜîåùí. Ð.·.,∙
1 2 3 4 5

3 2 5 1 4

¸
◦
∙
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

¸
=

∙
1 2 3 4 5

2 5 1 4 3

¸


Èá ðñÝðåé íá åðéóçìáíèåß üôé êáôÜ ôçí åêôÝëåóç ôÞò óõíèÝóåùò ðñïçãåßôáé ç
åöáñìïãÞ ôÞò äåîéÜò áðåéêïíßóåùò êáé áêïëïõèåß ç åöáñìïãÞ ôÞò áñéóôåñÜò. Ãå-
íéêüôåñá, ãéá ôõ·ïýóåò ìåôáôÜîåéò  êáé  ∈ S Ý·ïõìå∙

1 · · · 

 ( (1)) · · ·  ( ())

¸
=

∙
1 · · · 

 (1) · · ·  ()

¸
◦
∙

1 · · · 

 (1) · · ·  ()

¸


3.1.2 Óçìåßùóç. (i) Ç áíôßóôñïöïò −1 ìéáò ìåôáôÜîåùò  ∈ S (ðïõ åßíáé ôáõ-

ôüóçìç ìå ôï ïìáäïèåùñçôéêü áíôßóôñïöï óôïé·åßï ôÞò  åíôüò ôÞòS) Ý·åé ðïëý

áðëÞ ìïñöÞ. ÅÜí ãñÜøïõìå ôçí  ùò∙
1 2 · · · 

 (1)  (2) · · ·  ()

¸


ôüôå ç −1 åßíáé ç ∙
 (1)  (2) · · ·  (2)

1 2 · · · 

¸


(ii) Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, èá óõìâïëßæïõìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï id{1} ôÞòS

áðëþò ùò id.

(iii) ¼ôáí  ≥ 3, ç S äåí åßíáé áâåëéáíÞ. ÐñÜãìáôé° ïñßæïíôáò ôéò   ∈ S ùò

áêïëïýèùò:

 (1) = 1  (2) = 3  (3) = 2  () =  ∀ ∈ {4  }
 (1) = 2  (2) = 1  (3) = 3  () =  ∀ ∈ {4  }

ëáìâÜíïõìå ( ◦ ) (1) = 2 6= 3 = ( ◦ ) (1)  ÅðïìÝíùò,  ◦  6=  ◦  .

3.1.3 Ðñüôáóç. Ç ôÜîç ôÞò ïìÜäáòS éóïýôáé ìå

|S| = !
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Áðïäåéîç. Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò èááðïäåßîïõìå ãåíéêüôåñá

ôïí áêüëïõèï éó·õñéóìü:

Éó·õñéóìüò: ÅÜí ôá  = {1 } êáé  = {1 } åßíáé äõï óýíïëá ðïõ
ðåñéÝ·ïõí (áêñéâþò)  óôïé·åßá, ôüôå ôï óýíïëï

Bij () := { :  −→  |  áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç}

Ý·åé áêñéâþò ! óôïé·åßá.

¼ôáí  = 1, ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá êÜðïéïí   1

éó·ýåé card(Bij (0 0)) = (− 1)! ãéá ïéáäÞðïôå óýíïëá 0 0 ðïõ äéáèÝôïõí

(áêñéâþò)  − 1 óôïé·åßá. ¸óôù ôþñá üôé ôá  = {1 } êáé  = {1 }
åßíáé äõï óýíïëá ðïõ ðåñéÝ·ïõí (áêñéâþò)  óôïé·åßá. Ãéá êÜèå  ∈ {1 } ïñß-
æïõìå ôïBij () := { ∈ Bij () |  (1) =  } Ðñïöáíþò ç áðåéêüíéóç

Bij () −→ Bij (r{1} r{})   7−→  |r{1} 

åßíáé áìöéññéðôéêÞ. ÅðïìÝíùò, êáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç,

card
³
Bij ()

´
= (− 1)!

ÅðéðñïóèÝôùò, Bij () =
̀

=1
Bij ()  Åî áõôïý óõíÜãåôáé üôé

card (Bij ()) =
P
=1

card
³
Bij ()

´
=  · (− 1)! = !

¢ñá |S| = !. ¤

3.1.4 Ïñéóìüò. (i) ÅÜí  ∈ S ôüôå ôï óýíïëï

supp() := { ∈ {1  } | () 6=  }

åêåßíùí ôùí óôïé·åßùí ôïý {1  }ðïõ «ìåôáôÜóóïíôáé» êõñéïëåêôéêþò (äçëáäÞ
äåí ðáñáìÝíïõí áìåôÜâëçôá) ìÝóù ôÞò  êáëåßôáé öïñÝáò ôÞò 

(ii) ËÝìå üôé äõï ìåôáôÜîåéò   ∈ S åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò üôáí ãéá ïéïõóäÞ-

ðïôå öõóéêïýò áñéèìïýò   ∈ {1 } éó·ýïõí (ôáõôï·ñüíùò) ïé óõíåðáãùãÝò

 () 6=  ⇒ () =  êáé  () 6=  ⇒ () = 

3.1.5 Ðñüôáóç. Äõï ìåôáôÜîåéò   ∈ S åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò åÜí êáé ìüíïí
åÜí supp()∩ supp() = ∅

Áðïäåéîç. ÅÜí ïé   ∈ S åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò êáé  ∈ supp() ôüôå

() 6=  ⇒ () =  ⇒  ∈ supp()

¢ñá supp()∩ supp() = ∅ Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé öïñåßò

ôùí  êáé  äåí äéáèÝôïõí êáíÝíá êïéíü óôïé·åßï êáé èåùñÞóïõìå ïéïíäÞðïôå
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 ∈ {1  } ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé () 6=  ôüôå  ∈ supp() Åî õðïèÝóåùò,

 ∈supp()⇒ () =  Êáô' áíáëïãßáí, åÜí  ∈ {1  } ìå  () 6=  ôüôå

 ∈ supp()⇒  ∈ supp()⇒ () = 

Ùò åê ôïýôïõ, ïé   åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò. ¤

3.1.6 ÐáñÜäåéãìá. Åíôüò ôÞòS4 ïé ìåôáôÜîåéò

 :=

∙
1 2 3 4

1 3 2 4

¸
  :=

∙
1 2 3 4

4 2 3 1

¸
åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò, äéüôé ïé öõóéêïß 2 êáé 3 ìåôáôÜóóïíôáé ìÝóù ôÞò  êáé

ìÝíïõí áìåôÜâëçôïé ìÝóù ôÞò   åíþ ïé öõóéêïß 1 êáé 4 ìåôáôÜóóïíôáé ìÝóù ôÞò 

êáé ìÝíïõí áìåôÜâëçôïé ìÝóù ôÞò 

3.1.7 Ðñüôáóç. ÅÜí äõï ìåôáôÜîåéò   ∈ S åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò, ôüôå ìåôá-
ôßèåíôáé áìïéâáßùò, äçëáäÞ  ◦  =  ◦ 
Áðïäåéîç. ÅÜí ïé ìåôáôÜîåéò   åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò, áñêåß èá äåßîïõìå üôé

( ◦ ) () = ( ◦ ) ()  ∀ ∈ {1  } (3.1)

Ãéá êÜèå  ∈ {1  }r (supp() ∪ supp()) Ý·ïõìå

 ∈ supp() êáé  ∈ supp()⇒  () =  =  () 

ïðüôå ( ◦ ) () =  ( ()) = () =  êáé ( ◦ ) () =  ( ()) = () = 

AðïìÝíåé íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýåé ç (3.1) ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò ôïõò áíÞêïíôåò

óôçí Ýíùóç ôùí öïñÝùí ôùí  êáé   ¸óôù ôõ·þí  ∈ (supp() ∪ supp())  Ôüôå

åßôå  ∈ supp() åßôå  ∈ supp() ÅÜí  ∈ supp() ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ïé

  åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò óõìðåñáßíïõìå üôé

 ∈ supp()rsupp()⇒  () =  6=  ()⇒ ( ◦ ) () =  ( ()) =  () 6= 

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó·Ýóç Ýðåôáé üôé ( ()) 6= () (êáèüôé ç  åßíáé åíñéðôéêÞ).

Áõôü óçìáßíåé üôé  () ∈supp()⇒  ( ()) =  ()  ïðüôå

( ◦ ) () =  ( ()) =  () =  ( ()) = ( ◦ ) ()  ∀ ∈ supp()

Ìå áíÜëïãç åðé·åéñçìáôïëïãßá (ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé )

áðïäåéêíýåôáé üôé ç (3.1) åßíáé áëçèÞò áêüìç êáé ãéá ôïõò öõóéêïýò  ôïõò áíÞ-

êïíôåò óôïí öïñÝá ôÞò   ¤

3.1.8 ÐáñáôÞñçóç. Ôï áíôßóôñïöï ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.7 äåí åßíáé áëçèÝò. Åðß

ðáñáäåßãìáôé, åíôüò ôÞòS4 ïé ìåôáôÜîåéò

 :=

∙
1 2 3 4

2 1 4 3

¸
  :=

∙
1 2 3 4

3 4 1 2

¸
åßíáé áìïéâáßùò ìåôáôéèÝìåíåò ìå

 ◦  =  ◦  =
∙
1 2 3 4

4 3 2 1

¸


áëëÜ äåí åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò, äéüôé supp()∩ supp() = {1 2 3 4} 6= ∅
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3.2 ÊÕÊËÏÉ

3.2.1 Ïñéóìüò. Ìéá ìåôÜôáîç  ∈ S ëÝãåôáé êýêëïò ìÞêïõò  (üðïõ  ∈ N) Þ
-êýêëïò êáé ãñÜöåôáé ùò [1 2  ] üôáí õðÜñ·ïõí  óáöþò äéáêåêñéìÝíïé
áñéèìïß 1 2  áðü ôï óýíïëï {1 } ( ≤ ), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé⎧⎨⎩

 (1) = 2  (2) = 3  (−1) =   () = 1 (ãéá  ≥ 2)
( (1) = 1 ãéá  = 1) êáé  () =  ∀ ∈ {1  }r{1  }

(Ðñïöáíþò, supp([1 2  ]) = {1 2 } üôáí  ≥ 2 êáé êÜèå 1-êýêëïò
éóïýôáé ìå ôçí id) Ï óõìâïëéóìüò ãéá ôï «ãéíüìåíï» (= óýíèåóç) äõï êýêëùí

áêïëïõèåß ôç óõëëïãéóôéêÞ åêåßíïõ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå ãéá ôéò ìåôáôÜîåéò. ¸ôóé

ð.·. åíôüò ôÞòS  ≥ 3 Ý·ïõìå [2 3] ◦ [1 2] = [1 3 2] êáé åíôüò ôÞò S  ≥ 8∙
1 2 3 4 5 6 7 8

8 1 6 7 3 5 4 2

¸
= [1 8 2] ◦ [3 6 5] ◦ [4 7] 

Ïé 2-êýêëïé ïíïìÜæïíôáé, éäéáéôÝñùò, áíôéìåôáèÝóåéò.

3.2.2 ÐáñÜäåéãìá. Ôá óôïé·åßá ôÞò S3 åßíáé ôá

id [1 2]  [1 3]  [2 3]  [1 2 3]  [1 3 2] 

ìå [1 2 3] = [1 3] ◦ [1 2] êáé [1 3 2] = [2 3] ◦ [1 2]  åíþ ï êáôÜëïãïò ôÞò ðñÜîåùò ‘‘◦''
ôÞòS3 åßíáé ï åîÞò:

◦ id [1 2] [1 3] [2 3] [1 2 3] [1 3 2]

id id [1 2] [1 3] [2 3] [1 2 3] [1 3 2]

[1 2] [1 2] id [1 3 2] [1 2 3] [2 3] [1 3]

[1 3] [1 3] [1 2 3] id [1 3 2] [1 2] [2 3]

[2 3] [2 3] [1 3 2] [1 2 3] id [1 3] [1 2]

[1 2 3] [1 2 3] [1 3] [2 3] [1 2] [1 3 2] id

[1 3 2] [1 3 2] [2 3] [1 2] [1 3] id [1 2 3]

Ç åêôÝëåóç ðñÜîåùí ìå êýêëïõò äéåõêïëýíåôáé áéóèçôÜ åÜí êáíåßò ëÜâåé õð' üøéí

ïñéóìÝíåò ·áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò ðïõ äßäïíôáé óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.
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3.2.3 Ðñüôáóç. (Éäéüôçôåò êýêëùí) Ãéá ôïõò -êýêëïõò (åíôüò ôÞò S) éó·ýïõí
ôá åîÞò :

(i) [1 2  ] = [2 3   1] = · · · = [ 1  −1] Þôïé üëåò ïé «êõêëéêÝò
åíáëëáãÝò» ôùí  óôïé·åßùí åíüò -êýêëïõ åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.

(ii)¼ôáí  ≥ 3 ôüôå [1 2  ] = [1   ] ◦ [ +1  ] ∀ ∈ {2  − 1}
(iii)¼ôáí  ≥ 3 ôüôå

[1 2  ] = [1 2] ◦ [2 3] ◦ · · · ◦ [−1 ] (3.2)

êáé

[1 2  ] = [1 ] ◦ [1 −1] ◦ · · · ◦ [1 2] (3.3)

(iv) Ãéá êÜèå ∈ N éó·ýåé ç éóüôçôá

[1 2  ]
 =

∙
1 2 · · · 

+1 +2 · · · +

¸


üðïõ ïé (õðï)äåßêôåò ôÞò êÜôù ãñáììÞò ïöåßëïõí íá «äéáâÜæïíôáé êáôÜ ìüäéï »
Þôïé +1 = 1 +2 = 2 + =  üðïõ  ≡ (mod ) (  ∈ N)
(v) ord([1 2  ]) = 

(vi) [1 2  ]
−1 = [ −1  1]

(vii) Ãéá êÜèå  ∈ S éó·ýåé ç éóüôçôá

 ◦ [1 2  ] ◦ −1 = [(1) (2) ()] (3.4)

Áðïäåéîç. Ôï (i) åßíáé åî ïñéóìïý ðñïöáíÝò. Ôï (ii) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïý

õðïëïãéóìïý ôïý ãéíïìÝíïõ (= óõíèÝóåùò).

(iii) Ç éóüôçôá (3.2) Ýðåôáé áðü ôï (ii) (ãéá  = 2) êáé åöáñìïãÞ ôÞò ðñþôçò ìïñöÞò

ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí  åêêéíþíôáò áðü ôïí  = 3 Ç (3.3)

éó·ýåé ãéá  = 3 äéüôé ôï [1 3] ◦ [1 2] éóïýôáé ìå∙
1 · · · 2 · · · 3
3 · · · 2 · · · 1

¸
◦
∙
1 · · · 2 · · · 3
2 · · · 1 · · · 3

¸
= [1 2 3]

Ãéá  ≥ 4 áñêåß íá åöáñìüóïõìå åê íÝïõ ôçí ðñþôç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞ åðá-

ãùãÞò ùò ðñïò ôïí 

(iv) Åäþ åöáñìüæåôáé êëáóéêÞ ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí  Ãéá  = 1

ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé åßíáé áëçèÞò ãéá êÜ-

ðïéïí ≥ 1 ôüôå
[1 2  ]

+1 = [1 2  ]
 ◦ [1 2  ]

=

∙
1 2 · · · 

+1 +2 · · · +

¸
◦
∙
1 2 · · · 
2 3 · · · 1

¸
=

∙
1 2 · · · 

+2 +3 · · · +1+

¸
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üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç.

(v) ÅÜí  := [1 2  ] ôüôå áðü ôï (iv) ëáìâÜíïõìå

 = [1 2  ]


=

∙
1 2 · · · 
+1 +2 · · · +

¸
=

∙
1 2 · · · 
1 2 · · · 

¸
= id

ÅÜí  ∈ {1   − 1} ôüôå () = + ∀ ∈ {1  } ïðüôå

 +  6≡ (mod )∀ ∈ {1  } =⇒  6= id =⇒ ord ([1 2  ]) = 

(vi) Ãéá  = 1 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò. Ãéá  ≥ 2 Ý·ïõìå

[1 2  ]
−1 = [1 2  ]−1 =

∙
1 2 · · · 
 +1 · · · 2−1

¸
=

∙
1 2 · · · 
 1 · · · −1

¸
= [ −1  1]

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï (v), êáé ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç áðü ôï (iv),

êáèüóïí ôï 2 − 1 ãñÜöåôáé ùò ( − 1) + 

(vii) ¼ôáí Ý·ïõìå  = 1 ç éóüôçôá (3.4) åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ïéáäÞðïôå áíôéìåôÜ-

èåóç (= 2-êýêëï) [1 2] (åíôüò ôÞò S) êáé  ∈ S ç åéêüíá åíüò  ∈ {1  }
ìÝóù ôÞò óõíèÝóåùò  ◦ [1 2] ◦ −1 éóïýôáé ìå

( ◦ [1 2] ◦ −1)() =
⎧⎨⎩

 üôáí −1() ∈ {1  }r{1 2}
 (1)  üôáí −1() = 2 (⇔  =  (2))

 (2)  üôáí −1() = 1 (⇔  =  (1))

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  ◦ [1 2] ◦ −1 = [(1) (2)] ïðüôå ç éóüôçôá (3.4) åßíáé
áëçèÞò êáé ãéá êÜèå áíôéìåôÜèåóç (åíôüò ôÞò S). Óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò
-êýêëùí [1 2  ] üðïõ  ≥ 3 ·ñçóéìïðïéïýìå ôï (iii): Ãéá êÜèå  ∈ S

Ý·ïõìå

 ◦ [1 2  ] ◦ −1 =  ◦ [1 2] ◦ [2 3] ◦ · · · ◦ [−1 ] ◦ −1

=
¡
 ◦ [1 2] ◦ −1

¢ ◦ ¡ ◦ [2 3] ◦ −1¢ ◦ · · · ◦ ¡ ◦ [−1 ] ◦ −1¢
= [(1) (2)] ◦ [(2) (3)] ◦ · · · ◦ [(−1) ()] = [(1) (2) ()]

üðïõ ç ðñïôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ü,ôé åß·áìå áðïäåßîåé ðñïçãïõìÝíùò ãéá

ôéò áíôéìåôáèÝóåéò. Ùò åê ôïýôïõ, ç éóüôçôá (3.4) åßíáé áëçèÞò ãéá ïéïõóäÞðïôå
-êýêëïõò (åíôüò ôÞò S). ¤

3.2.4 ËÞììá. ÅÜí äõï êýêëïé   ∈ S åßíáé îÝíïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ìåôáôßèåíôáé
áìïéâáßùò, äçëáäÞ  ◦  =  ◦ 
Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.7. ¤
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3.2.5 ËÞììá. ÅÜí ìéá ìåôÜôáîç  ∈ S ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  ( ∈ N)
åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí 1 2  ∈ S êáé
åÜí õðÜñ·åé  ∈ {1  } ïýôùò þóôå  ∈ supp() ãéá êÜðïéïí  ∈ {1  } ôüôå

() =  () ∀ ∈ N
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ïé 1 2  åßíáé áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò êýêëïé, ôï ëÞììá

3.2.4 ìáò åðéôñÝðåé íá ãñÜøïõìå ôçí  ùò åîÞò:

 = ̌ ◦  üðïõ ̌ := 1 ◦ · · · ◦ −1 ◦ +1 ◦ · · · ◦  
Ðñïöáíþò, ïé ̌  åßíáé ìåôáîý ôïõò îÝíåò ìåôáôÜîåéò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ̌() = 

(ðñâë. ðñüôáóç 3.1.5) êáé

̌ ◦  =  ◦ ̌ (3.5)

(êáé ðÜëé ëüãù ôïý ëÞììáôïò 3.2.4). ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò êëáóéêÞò ìáèçìáôéêÞò

åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí  êáé ôÞò éóüôçôáò (3.5) áðïäåéêíýïõìå üôé

(̌ ◦ ) = ( ◦ ̌) =  ◦ ̌ ∀ ∈ N
ÅðïìÝíùò, () = ( ◦ ̌) () =  (̌

()) =  (̌
−1()) = · · · =  () ãéá êÜèå

 ∈ N ¤

3.2.6 ËÞììá. ÅÜí ïé   ∈ S åßíáé êýêëïé êáé åÜí õðÜñ·åé  ∈ {1  } ïýôùò
þóôå  ∈ supp()∩ supp() ôüôå éó·ýåé ç áêüëïõèç óõíåðáãùãÞ :

[() = () ∀ ∈ N] =⇒  =  

Áðïäåéîç. Ëüãù ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3 ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêü-

ôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé

 = [1 2   ]  = [1 2  ] üðïõ 1 = 1 = 

ÊáôÜ ôï 3.2.3 (iv), +1 = () ãéá êÜèå  1 ≤    êáé +1 = () ãéá êÜèå

 1 ≤    Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé  ≤ Ðñïöáíþò,

[() = () ∀ ∈ N] =⇒ 2 = 2   = 

êáé (ôáõôï·ñüíùò) +1 = () = () =  = 1 (äéüôé 
 = id, ëüãù ôïý 3.2.3

(v)), ïðüôå Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  =  êáé  =   ¤

3.2.7 Èåþñçìá. KÜèå ìç ôáõôïôéêÞ ìåôÜôáîç áíÞêïõóá óôçíS  ≥ 2 åßôå åßíáé
áö' åáõôÞò Ýíáò êýêëïò åßôå ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí
(ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò≥ 2 Åðéðñï-
óèÝôùò, ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá
áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ìåôå·üíôùí êýêëùí).
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Áðïäåéîç. 1) Åðáëçèåõóç ðñùôïõ éó·õñéóìïõ. ÅðåéäÞ  ∈ Sr{id} Ý·ïõìå
ðñïöáíþò ∅ 6= supp() ⊆ {1 2  } ÈÝôïõìå2

1 := min(supp()) êáé 1 := min{ ∈ N
¯̄
 (1) = 1 }

êáé ïñßæïõìå ôïí 1-êýêëï 1 := [1  (1) 
2 (1)  

1−1 (1)] üðïõ 1 ≥ 2 ÅÜí
supp() = supp(1) ôüôå  = 1 ÅéäÜëëùò, supp(1) $ supp() èÝôïõìå

2 := min(supp()rsupp(1)) êáé 2 := min{ ∈ N
¯̄
 (2) = 2 }

êáé ïñßæïõìå ôïí 2-êýêëï 2 := [2  (2) 
2 (2)  

2−1 (2)] üðïõ 2 ≥ 2 ÅÜí
supp() = supp(1)∪ supp(2) ôüôå ç  éóïýôáé ìå ôïí êýêëï 1 ◦ 2 ÅéäÜëëùò,
supp(1)∪ supp(2) $ supp() èÝôïõìå

3 := min(supp()r(supp(1) ∪ supp(2))) êáé 3 := min{ ∈ N
¯̄
 (3) = 3 }

ïñßæïõìå ôïí 3-êýêëï 3 := [3  (3) 2 (3)  
3−1 (3)] üðïõ 3 ≥ 2 êáé

óõíå·ßæïõìå ôçí êáôáóêåõÞ äéáäï·éêþí êýêëùí êáô' áõôüí ôïí ôñüðï. ÅðåéäÞ ôï

óýíïëï {1 2  } åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ç åí ëüãù äéáäéêáóßá ðåñáôïýôáé ýóôåñá

áðü  ≤ ¥2¦ âÞìáôá° óõãêåêñéìÝíá, üôáí
supp() =

S
=1

supp() =⇒  = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  

ÁðïìÝíåé íá áðïäåé·èåß üôé ïé áíùôÝñù êýêëïé åßíáé áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò.

Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé

() =  () ∀ ∈ {1  } êáé ∀ ∈ Z (3.6)

ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ {1  } ôüôå êÜèå ∈ Z ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ = +
ãéá êÜðïéï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï æåýãïò ( ) ∈ Z×Z üðïõ 0 ≤  ≤ − 1
(Bë. èåþñçìá B.1.6.) ÅðåéäÞ ord() =  Ý·ïõìå 


 =  êáé

  () = 1+−1() = () (áðü ôï 3.2.3 (iv))

() = +()

= (sign() ◦ · · · ◦ sign()| {z }
|| öïñÝò

()) = ()

¡
êáèüôé () = 

¢

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒ () =  ()

Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí  0 ∈ {1  }   0 ìå supp()∩ supp(0) 6= ∅
¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ supp()∩ supp(0)Ðñïöáíþò,

∃ (0) ∈ N0 ×N0 :  = () = 
0
(0)

2Ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ supp() ôï óýíïëï{ () | ∈ N} åßíáé ðñïäÞëùò ðåðåñáóìÝíï. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·ïõí

 0 ∈ N   0 ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  () = 
0
()  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé −

0
() =  Áõôü óçìáßíåé üôé

ôï { ∈ N
¯̄̄
 () =  } åßíáé Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïý N ðåñéÝ·ïí (óýìöùíá ìå ôçí áñ·Þ ôÞò êáëÞò äéáôÜîåùò

ôïý N) åëÜ·éóôï óôïé·åßï.
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H (3.6) äßäåé 0 = −
0
(()) = −

0
() = −

0
 () ⇒ 0 ∈ supp( )

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ

0 := min(supp()r(supp(1) ∪ · · · ∪ supp() ∪ · · · ∪ supp( 0−1)))

Ý·ïõìå 0 ∈ supp() ¢ñá ïé 1   åßíáé üíôùò áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò.

2) Åðáëçèåõóç äåõôåñïõ éó·õñéóìïõ. ¸óôù  ∈ Sr{id} ÕðïèÝôïõìå üôé ç

 ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ 0   0 ∈ N

üðïõ ïé 1 2  (êáé, áíôéóôïß·ùò, ïé 1 2 0) åßíáé êýêëïé áíÜ äýï îÝ-

íïé ìåôáîý ôïõò ìÞêïõò≥ 2Èá åöáñìüóïõìå ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò

åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí  := max{ 0}. ¼ôáí  = 1 ôüôå  = 0 = 1 êáé ï éó·õ-

ñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÕðïèÝôïíôáò üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò ãéá üëïõò

ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõ åßíáé ìéêñüôåñïé åíüò  ≥ 2 áñêåß íá áðïäåßîïõìå

ôçí ïñèüôçôÜ ôïõ êáé ãéá ôïí ßäéïí ôïí  ÅðåéäÞ  6= id, ∃ ∈ {1  } :  () 6= 

êáé ∃ ∈ {1  } 0 ∈ {1  0} :  ∈ supp()∩ supp(0)ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.2.5,

() =  () = 0() ∀ ∈ N

ïðüôå ôï ëÞììá 3.2.6 ìáò ðëçñïöïñåß üôé   = 0 ÅîÜëëïõ, äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò
3.2.4 êáé ôïý íüìïõ ôÞò äéáãñáöÞò 2.1.9 (i) óõíÜãåôáé üôé

1 ◦ · · · ◦ −1 ◦  ◦ +1 ◦ · · · ◦  = 1 ◦ · · · ◦ 0−1 ◦ 0 ◦ 0+1 ◦ · · · ◦ 0
⇒ (1 ◦ · · · ◦ −1 ◦ +1 ◦ · · · ◦ ) ◦  =

¡
1 ◦ · · · ◦ 0−1 ◦ 0+1 ◦ · · · ◦ 0

¢ ◦ 0
⇒ 1 ◦ · · · ◦ −1 ◦ +1 ◦ · · · ◦  = 1 ◦ · · · ◦ 0−1 ◦ 0+1 ◦ · · · ◦ 0

Óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôÞò ôåëåõôáßáò éóüôçôáò åìöáíßæïíôáé  − 1 êýêëïé êáé óôï

äåîéü ìÝëïò 0 − 1 êýêëïé, ïðüôå max{ − 1 0 − 1}   ÊáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ

ìáò õðüèåóç,  − 1 = 0 − 1 (ïðüôå  = 0) êáé õðÜñ·åé êÜðïéá áìößññéøç (Þôïé

êÜðïéá áíáäéÜôáîç äåéêôþí)

 : {1  − 1 + 1  } −→ {1  0 − 1 0 + 1  }

ìå  = () ãéá êÜèå  ∈ {1   − 1  + 1  } ÅðåéäÞ   = 0  ïñßæåôáé ç

áìößññéøç  : {1  } −→ {1  } ìÝóù ôïý ôýðïõ

() :=

½
 ()  üôáí  ∈ {1  − 1 + 1  }
0 üôáí  = 

Ðñïöáíþò,  = () ãéá êÜèå  ∈ {1  } êáé ç áðüäåéîç ëÞãåé åäþ. ¤

3.2.8 ÐáñÜäåéãìá. Ãéá ôç ìåôÜôáîç

 :=

∙
1 2 3 4 5 6 7 8

6 4 7 2 5 1 8 9

9

3

¸
∈ S9
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ëáìâÜíïõìå supp() = {1 2 3 4 6 7 8 9} 1 = 1 1 = 2 1 = [1 6] êáé
supp()rsupp(1) = {2 3 4 7 8 9} 2 = 2 2 = 2 2 = [2 4]

supp()r
2S

=1

supp() = {3 7 8 9} 3 = 3 3 = 4 3 = [3 7 8 9]

ïðüôå  = 1 ◦ 2 ◦ 3 (Ôï 5 äåí åìöáíßæåôáé äéüôé ìÝíåé áìåôÜâëçôï ìÝóù ôÞò )

3.2.9 Óçìåßùóç. Ï ëïãéóìüò ìå ôïõò êýêëïõò êáé ôéò ìåôáôÜîåéò áíáðôý·èçêå

ðëÞñùò áðü ôïí ÃÜëëï ìáèçìáôéêü Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) ðåñß ôï3

1815 Áõôüò åß·å êáô' ïõóßáí áðïäåßîåé êáé ôï èåþñçìá 3.2.7, áí êáé ðïëëÜ óõ-

íáöÞ ëÞììáôá êáé áðïôåëÝóìáôá (üðùò åßíáé ôï ðüñéóìá 3.2.10) Þôáí Þäç ãíùóôÜ

(ôïõëÜ·éóôïí óå õðïëïãéóôéêü åðßðåäï) Þäç áðü ôá ôÝëç ôïý 18ïõ áéþíá.

3.2.10 Ðüñéóìá. (P. Ruffini, 1799) ÅÜí ìéá ìåôÜôáîç  ∈ Sr{id}  ≥ 2 ãñá-
öåß õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí  = 1 ◦2 ◦ · · ·◦ -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý
ôïõò- êýêëùí 1  ìå ìÞêç 1  ≥ 2, áíôéóôïß·ùò, ôüôå 4

ord () = åêð(1 )

Áðïäåéîç. Áðü ôï (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3 ãíùñßæïõìå üôé  = ord( ) ãéá êÜèå

 ∈ {1 } ÈÝôïõìå5  := åêð(1 ) ÅðåéäÞ ïé 1  åßíáé áíÜ äýï îÝíïé

ìåôáîý ôïõò, ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò áíÜ äýï (âë. ëÞììá 3.2.4). ÅðïìÝíùò,

 = (1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ ) = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ 
= (11 )


1 ◦ (22)


2 ◦ · · · ◦ ( )


 = id ◦ id ◦ · · · ◦ id = id,

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

 ≥ ord() (3.7)

¸óôù ôþñá ôõ·þí  ∈ N ìå  = id. ÅðåéäÞ ïé 1  ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò

áíÜ äýï, Ý·ïõìå id =  = (1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ ) = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦   Áò õðï-

èÝóïõìå üôé ∃0 ∈ {1 } ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé 0 6= id. Ôüôå 0 () 6=  ãéá

êÜðïéï  ∈ {1 } ÅðåéäÞ ç 0 «ìåôáêéíåß» (Þôïé ìåôáôÜóóåé êõñéïëåêôéêþò )
ôï  èá ôï ìåôáêéíåß êáé ç  0 (äéüôé áëëéþò,  0() = ⇒ 0 () = ). Êé åðåéäÞ

ïé 1  åßíáé áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò, èá Ý·ïõìå

 () =  ∀ ∈ {1 }r{0} =⇒  () =  ∀ ∈ {1 }r{0}
ïðüôå (1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  ) () 6=  =⇒ 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  6= id. ¢ôïðï! ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, 1 = 2
 = · · · =  = id ÄõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.8,  |  ãéá

êÜèå  ∈ {1 } ïðüôå (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò B.2.25)

 |  =⇒  ≤  =⇒  ≤ ord() (3.8)

Áðü ôéò (3.7) êáé (3.8) Ýðåôáé üôé  = ord() ¤
3Âë. Mªmoire sur le nombre des valeurs qu'une fonction peut acqu'erir lorsqu'on y permute de toutes les manieères
possibles les quantitªs qu'elle renferme, J. de l' École Polyt. XVII Cahier, Tome X (1815). 1-28
4Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = 1 ëáìâÜíïõìå ord() = 1 (Âë. 3.2.3 (v).)

5ÅÜí  = 1 ôüôå èÝôïõìå áðëþò  := 1



92 ïìáäåò ìåôáôáîåùí

3.2.11 Ðüñéóìá. ÊÜèå ìåôÜôáîç åíôüò ôÞò S  ≥ 2 ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç
ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ) áíôéìåôáèÝóåùí.

Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈ Sr{id} ôüôå áõôü Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí óõíäõáóìü ôïý

èåùñÞìáôïò 3.2.7 ìå ôçí éóüôçôá (3.2) (Þ, åíáëëáêôéêþò, ôçí éóüôçôá (3.3)) ôïý

(iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3. ÅîÜëëïõ, ãéá ôçí id Ý·ïõìå

id = [1 2 ] = ([1 2] ◦ [2 3] ◦ · · · ◦ [− 1 ])

ëüãù ôùí (v) êáé (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3. ¤

3.2.12 Ðüñéóìá. ¼ôáí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå ç óõììåôñéêÞ ïìÜäáS ðáñÜãåôáé áðü
ôï óýíïëï ôùí áíôéìåôáèÝóåþí ôçò.

3.2.13 Ðüñéóìá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i)S = h{[1 ] |  ∈ {2  }}i 
(ii)S = h{[  + 1] |  ∈ {1  − 1}}i 
(iii)S = h[1 2] [1 2 ]i  üôáí  ≥ 3
Áðïäåéîç. (i) Ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 3.2.12 áñêåß íá äåé·èåß üôé êÜèå áíôéìåôÜ-

èåóç áíÞêïõóá óôçí S ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óýíèåóç (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò)

áíôéìåôáèÝóåùí ôÞò ìïñöÞò [1 ] (üðïõ  ∈ {2  }). ¸óôù ôõ·ïýóá áíôéìåôÜ-

èåóç [1 2] ∈ S ÅÜí Ýíáò åê ôùí 1 2 éóïýôáé ìå 1 ôüôå ç [1 2] åßíáé áõôÞò

ôÞò ìïñöÞò (ðñâë. 3.2.3 (i)). ÅÜí1 6= 1 êáé2 6= 1 ôüôå áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå

üôé [1 2] = [1 1] ◦ [1 2] ◦ [1 1]
(ii) Ëüãù ôïý (i) åßíáé áñêåôü íá äåé·èåß üôé êÜèå áíôéìåôÜèåóç ôÞò ìïñöÞò [1 ]
(üðïõ  ∈ {2  }) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óýíèåóç (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíôé-
ìåôáèÝóåùí ôÞò ìïñöÞò [  + 1] (üðïõ  ∈ {1   − 1}). Ðñïò ôïýôï áñêåß íá
ðáñáôçñÞóïõìå üôé

[1 ] = [1 − 1] ◦ [− 1 ] ◦ [1 − 1]
= [1 − 2] ◦ [− 2 − 1] ◦ [1 − 2] ◦ [− 1 ] ◦ [1 − 2] ◦ [− 2 − 1] ◦ [1 − 2]
= [1 − 2] ◦ [− 2 − 1] ◦ [− 1 ] ◦ [1 − 2]2 ◦ [− 2 − 1] ◦ [1 − 2]
= [1 − 2] ◦ [− 2 − 1] ◦ [− 1 ] ◦ [− 2 − 1] ◦ [1 − 2]
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

= [1 2] ◦ [2 3] ◦ [3 4] ◦ · · ◦ [− 2 − 1] ◦ [− 1 ] ◦ [− 2 − 1] ◦ · · ◦ [3 4] ◦ [2 3] ◦ [1 2] 

(iii) Ëüãù ôïý (ii) áñêåß íá äåé·èåß üôé êÜèå áíôéìåôÜèåóç ôÞò ìïñöÞò [  + 1]

(üðïõ  ∈ {1   − 1}) áíÞêåé óôçí õðïïìÜäá ôÞò S ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïõò

êýêëïõò  := [1 2] êáé  := [1 2  ] Åöáñìüæïíôáò ôçí (3.4) ãéá ôç ìåôÜôáîç

−1 ∈ S ëáìâÜíïõìå

−1 ◦  ◦ (−1)−1 = −1 ◦ [1 2] ◦ (−1)−1 = [−1(1) −1(2)] = [  + 1]

áðïêôþíôáò êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ôçí åðéèõìçôÞ Ýêöñáóç ôÞò [  + 1] ¤
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3.3 ÁÑÔÉÅÓ ÊÁÉ ÐÅÑÉÔÔÅÓ ÌÅÔÁÔÁÎÅÉÓ

¸óôù ôõ·ïýóá ìåôÜôáîç  ∈ Sr{id} (üðïõ  ≥ 2). ÁõôÞ, óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 3.2.7, ìðïñåß íá ãñáöåß ìïíïóçìÜíôùò õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõí-

èÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2
(åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ìåôå·üíôùí êýêëùí). ¼ìùò ç

ÝêöñáóÞ ôçò õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíôé-

ìåôáèÝóåùí (âë. ðüñéóìá 3.2.11) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç°
åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá  = 6∙

1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

¸
= [1 5] ◦ [2 4 6] = [1 5] ◦ [2 6] ◦ [2 4] 

ÅðåéäÞ [2 4 6] = [6 2 4]  ìðïñïýìå éóïäõíÜìùò íá ãñÜøïõìå áõôü ôï óôïé·åßï ôÞò

S6 êáé ùò∙
1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

¸
= [1 5] ◦ [6 2 4] = [1 5] ◦ [6 4] ◦ [6 2] = [1 5] ◦ [4 6] ◦ [2 6] 

Ãéá ôçí Üíôëçóç áêüìç ðéï áðëþí ðáñáäåéãìÜôùí áõôïý ôïý åßäïõò, áñêåß êáíåßò

íá èåùñÞóåé ïéïíäÞðïôå êýêëï [1 2  ] ìÞêïõò  ≥ 3 åíôüò ôÞò S ( ≤ )

êáé íá åöáñìüóåé ôçí (3.2):

[1 2  ] = [1 2] ◦ [2 3] ◦ [3 4] ◦ · · · ◦ [−1 ] (3.9)

ÅðåéäÞ [1 2] ◦ [2 3] = [1 2 3] = [1 3] ◦ [1 2] (ìå ôçí ðñþôç éóüôçôá

éó·ýïõóá ëüãù ôÞò (3.2) êáé ôç äåýôåñç ëüãù ôÞò (3.3) ãéá  = 3) Ý·ïõìå

[1 2  ] = ([1 3] ◦ [1 2]) ◦ [3 4] ◦ · · · ◦ [−1 ] (3.10)

ìå ôéò (3.9) êáé (3.10) ðåñéÝ·ïõóåò äéáöïñåôéêÝò áíôéìåôáèÝóåéò! Ùóôüóï, áîßæåé íá

åðéóçìáíèåß üôé óå ïéåóäÞðïôå èåùñïýìåíåò åêöñÜóåéò ìéáò  ∈ Sr{id}  ≥ 2
õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí áíôéìåôáèÝóåùí ðåñéóþæåôáé ìéá ëßáí óçìá-

íôéêÞ éäéüôçôá: ôï ðëÞèïò ôùí åìöáíéæïìÝíùí áíôéìåôáèÝóåùí åßíáé Þ ðÜíôïôå Ýíáò
Üñôéïò Þ ðÜíôïôå Ýíáò ðåñéôôüò öõóéêüò áñéèìüò (âë. 3.3.5 (iv)).

3.3.1 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù  ∈ N êáé Ýóôù  ∈ S ìéá ìåôÜôáîç. Ïñßæïõìå ùò ðá-

ñáâáôéêü æåýãïò6 (ãéá ôçí ) êÜèå äéáôåôáãìÝíï æåýãïò ( ) ∈ {1 }×{1 }
ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

   =⇒  ()   () 

(ii) Ùò áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (ôùí óôïé·åßùí ôÞò S) ïñßæïõìå ôçí áðåéêü-

íéóç

sgn : (S ◦) −→ ({1−1}  ·) (3.11)

6Óå áõôÜ ôá óôïé·åßá ç  õðïðßðôåé óôçí «ðáñÜâáóç» ôÞò áíôéóôñïöÞò ôùí êáôåõèýíóåùí ôùí áíéóïôÞôùí (óôéò

åéêüíåò ôïõò). Ãé' áõôü êáé ðïëëÝò öïñÝò óôç âéâëéïãñáößá óõíáíôïýìå áíôß ôïý ðáñáâáôéêïý æåýãïõò ôïí üñï áíôé-
óôñïöÞ (ï ïðïßïò üìùò åíôÜóóåôáé óôçí êáôçãïñßá ôùí overused terms).
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ìÝóù ôïý ôýðïõ7:

sgn () :=

½
1 üôáí ç  äéáèÝôåé Ýíáí Üñôéï áñéèìü ðáñáâáôéêþí æåõãþí

−1 üôáí ç  äéáèÝôåé Ýíáí ðåñéôôü áñéèìü ðáñáâáôéêþí æåõãþí

ãéá êÜèå8  ∈ S.

(iii) Ìéá ìåôÜôáîç  ∈ S ïíïìÜæåôáé Üñôéá (êáé áíôéóôïß·ùò, ðåñéôôÞ) üôáí

sgn() = 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, üôáí sgn() = −1).

3.3.2 ÐáñÜäåéãìá. Ôá ðáñáâáôéêÜ æåýãç ôÞò ìåôáôÜîåùò∙
1 2 3 4

2 1 4 3

¸
åßíáé ôá (1 2) êáé (3 4).

3.3.3 ËÞììá. ÊÜèå áíôéìåôÜèåóç  ∈ S  ≥ 2 åßíáé ðåñéôôÞ ìåôÜôáîç, äçëáäÞ

sgn () = −1

Áðïäåéîç. ¸óôù  = [ ]  üðïõ 1 ≤    ≤  Áñêåß íá êáôáìåôñÞóïõìå ôï

ðëÞèïò ôùí ðáñáâáôéêþí æåõãþí ôçò. ÃñÜöïíôÜò ôçí «óå ðëÞñç Ýêôáóç», ëáì-

âÜíïõìå "
1  − 1
1  − 1





+ 1   − 1
+ 1   − 1





 + 1  

 + 1  

#


Ðñïöáíþò, ôá ðáñáâáôéêÜ æåýãç -ðÝñáí ôïý éäßïõ ôïý ( )- áíÞêïõí óôçí Ýíùóç

äýï óõíüëùí:

{ ( ) | + 1 ≤  ≤  − 1} ∪ { ( ) | + 1 ≤  ≤  − 1}

ÅðåéäÞ êáèÝíá åî áõôþí Ý·åé ðëçèéêü áñéèìü ßóïí ìå  −  − 1, ç  äéáèÝôåé åí

óõíüëù 2 ( − − 1) + 1 = 2( − )− 1 ðáñáâáôéêÜ æåýãç. ¢ñá sgn() = −1 ¤

3.3.4 ËÞììá. Ç ôéìÞ ðïõ ëáìâÜíåé ïéáäÞðïôå ìåôÜôáîç  ∈ S  ≥ 1 ìÝóù ôÞò
áðåéêïíßóåùò ðñïóçìÜíóåùò ìðïñåß íá åêöñáóèåß ìå ôç âïÞèåéá ôïý áêïëïýèïõ
«êëåéóôïý» ôýðïõ :

sgn () =
Y

1≤≤

 ()−  ()

 − 


7Ç ôéìÞ sgn() ïíïìÜæåôáé ðñïóçìáóìÝíïò Üóïò (Þ -ðéï óýíôïìá, áëëÜ ü·é áêñéâïëïãçìÝíá- ðñüóçìï) ôÞò .

8ÓçìåéùôÝïí üôé sgn(id) = 1 (äéüôé ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáâáôéêþí æåõãþí ôÞò id éóïýôáé ìå ôï 0).
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Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ðñÝðåé íá ôïíéóèåß üôé ôï ãéíüìåíï ôïý äåîéïý ìÝëïõò ìðï-
ñåß íá éäùèåß ùò Ýíá ìáêñý êëÜóìá óôï ïðïßï ôüóïí ï áñéèìçôÞò üóïí êáé ï ðáñï-
íïìáóôÞò ðåñéÝ·ïõí ôéò ßäéåò äéáöïñÝò° åíôïýôïéò, óôïí áñéèìçôÞáõôÝò âñßóêïíôáé
(åí ãÝíåé) óå Üëëåò èÝóåéò êáé ìÜëéóôá -óôçí ðåñßðôùóç åìöáíßóåùò ðáñáâáôéêþí
æåõãþí- ìå áñíçôéêü ðñüóçìï. ¸óôù  ï áñéèìüò ôùí ðáñáâáôéêþí æåõãþí (ãéá
ôçí ). Ôüôå

Y
1≤≤

( ()−  ()) =

⎛⎜⎝ Y
1≤≤
()()

 ()−  ()

⎞⎟⎠ · (−1) Y
1≤≤
()()

| ()−  ()|

= (−1)
Y

1≤≤
| ()−  ()| = (−1)

Y
1≤≤

( − ) 

ÓçìåéùôÝïí üôé óôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãåãïíüò ôïý üôé ôá

äýï ãéíüìåíá ðåñéÝ·ïõí ôïõò ßäéïõò ðáñÜãïíôåò (Ýóôù êé áí áõôïß ôý·åé íá åßíáé

ðáñáôåôáãìÝíïé êáôÜ äéáöïñåôéêü ôñüðï). Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôçí áìöéññéðôéêü-

ôçôá ôÞò . ¤

3.3.5 Èåþñçìá. (i) Ãéá ôõ·ïýóåò   ∈ S (üðïõ  ≥ 1) Ý·ïõìå

sgn ( ◦ ) = sgn () · sgn () 

ïðüôå ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (3.11) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

(ii) Ãéá êÜèå  ∈ S (üðïõ  ≥ 1) Ý·ïõìå

sgn () = sgn
¡
−1

¢


(iii) ÅÜí ç ìåôÜôáîç  = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  ∈ S  ≥ 2 óõíôßèåôáé áðü  áíôéìåôá-
èÝóåéò 1 2  ôüôå

sgn () = (−1) 

ÉäéáéôÝñùò, áõôÞ ç éóüôçôá éó·ýåé ãéá êÜèå (+1)-êýêëï 9  ∈ S (0 ≤  ≤ − 1)
(iv)ÅÜíìéá ìåôÜôáîç ∈ S  ≥ 2 ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí

 = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  =  01 ◦  02 ◦ · · · ◦  0
 áíôéìåôáèÝóåùí 1  êáé -ôáõôï·ñüíùò-  áíôéìåôáèÝóåùí  01  0 üðïõ
  ∈ N ôüôå ôüóïí ï  üóïí êáé ï  åßíáé Þ ðÜíôïôå Ýíáò Üñôéïò Þ ðÜíôïôå Ýíáò
ðåñéôôüò öõóéêüò áñéèìüò.

9Ùò åê ôïýôïõ, Ýíáò -êýêëïò åíôüò ôÞòS (1 ≤  ≤ ) åßíáé Üñôéá (êáé áíôéóôïß·ùò, ðåñéôôÞ) ìåôÜôáîç åÜí êáé

ìüíïí åÜí ï  åßíáé ðåñéôôüò (êáé áíôéóôïß·ùò, Üñôéïò) öõóéêüò áñéèìüò.
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Áðïäåéîç. (i) Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 3.3.4 Ý·ïõìå

sgn ( ◦ ) =
Y

1≤≤

 ( ())−  ( ())

 − 

=
Y

1≤≤

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()

Y
1≤≤

 ()−  ()

 − 


ÅðåéäÞ ëïéðüí ôï äåýôåñï ãéíüìåíï éóïýôáé ìå sgn(), áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï

ðñþôï éóïýôáé ìå ôï sgn(). ¼ìùò ôï ãéíüìåíï

Y
1≤≤

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()

ãñÜöåôáé ùò áêïëïýèùò:

Y
1≤≤
()()

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()

Y
1≤≤
()()

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()

=
Y

1≤≤
()()

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()

Y
1≤≤
()()

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()

=
Y

()()

 ( ())−  ( ())

 ()−  ()


ÅðåéäÞ ç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ, èá õðÜñ·ïõí ìïíáäéêïß  ∈ {1  } ãéá êÜèå
 , ôÝôïéïé þóôå  () =   () =  (êáé ôáíÜðáëéí ). ÅðïìÝíùò, ôï ôåëåõôáßï

áõôü ãéíüìåíï ðåñéÝ·åé (åíäå·ïìÝíùò ðáñáôåôáãìÝíïõò êáôÜ Ýíáí äéáöïñåôéêü

ôñüðï, ðñÜãìá ïõóéáóôéêþò áäéÜöïñï) ôïõò ßäéïõò ðáñÜãïíôåò ìå ôï ãéíüìåíï

Y


 ()−  ()

− 
= sgn () 

(ii) ¢ìåóï åðß ôç âÜóåé ôïý (i), êáèüóïí éó·ýåé:  ◦ −1 = id êáé sgn(id) = 1

(iii) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï (i), ôï ëÞììá 3.3.3 êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3.

(iv) Ðñïöáíþò,

1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  =  01 ◦  02 ◦ · · · ◦  0
=⇒ (1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ ) ◦ ( 01 ◦  02 ◦ · · · ◦  0)−1 = id
(i)
=⇒
(ii)

sgn (1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ ) · sgn ( 01 ◦  02 ◦ · · · ◦  0) = 1
=⇒
(iii)

(−1) · (−1) = 1 =⇒ (−1)+ = 1

ïðüôå ôï Üèñïéóìá  +  ïöåßëåé íá åßíáé Ýíáò Üñôéïò öõóéêüò áñéèìüò. ¤
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3.3.6 Ðüñéóìá. Ãéá ïéåóäÞðïôå ìåôáôÜîåéò   ∈ S (üðïõ  ≥ 2) éó·ýïõí ôá
áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ç  åßíáé Üñôéá, ôüôå êáé ç −1 åßíáé Üñôéá.

(ii) ÅÜí ç  åßíáé ðåñéôôÞ, ôüôå êáé ç −1 åßíáé ðåñéôôÞ.

(iii) ÅÜí áìöüôåñåò ïé   åßíáé Üñôéåò, ôüôå êáé ç  ◦  åßíáé Üñôéá.
(iv) ÅÜí áìöüôåñåò ïé   åßíáé ðåñéôôÝò, ôüôå ç  ◦  åßíáé Üñôéá.
(v) Ç 2 åßíáé ðÜíôïôå Üñôéá.

(vi) ÅÜí ç ìßá åê ôùí   åßíáé Üñôéá êáé ç Üëëç ðåñéôôÞ, ôüôå ç  ◦  åßíáé ðåñéôôÞ.
(vii) ÅÜí ç  ◦  åßíáé Üñôéá, ôüôå êáé ç  ◦  åßíáé Üñôéá.
(viii) ÅÜí ç  ◦  åßíáé ðåñéôôÞ, ôüôå êáé ç  ◦  åßíáé ðåñéôôÞ.

Áðïäåéîç. Ôá (i) êáé (ii) Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôï 3.3.5 (ii), êáé ôá (iii), (iv), (v), (vi)

áðü ôï 3.3.5 (i).

(vii) ÅÜí ç  ◦ åßíáé Üñôéá, ôüôå (âÜóåé ôùí (iii), (iv) êáé (vi)) õðÜñ·ïõí äýï åíäå-

·üìåíá: Åßôå áìöüôåñåò ïé   åßíáé Üñôéåò åßôå áìöüôåñåò ïé   åßíáé ðåñéôôÝò.

¢ñá ç  ◦  ïöåßëåé íá åßíáé Üñôéá ëüãù ôùí (iii) êáé (iv) (êáôüðéí åíáëëáãÞò ôùí

ñüëùí ôùí  êáé ).

(viii) ÅÜí ç  ◦  åßíáé ðåñéôôÞ, ôüôå (âÜóåé ôùí (iii), (iv) êáé (vi)) ç ìßá åê ôùí  

åßíáé Üñôéá êáé ç Üëëç ðåñéôôÞ, ïðüôå êáé ç ◦ ïöåßëåé íá åßíáé ðåñéôôÞ ëüãù ôïý

(vi) (êáôüðéí åíáëëáãÞò ôùí ñüëùí ôùí  êáé ). ¤

3.3.7 Ðüñéóìá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 êáé Ýóôù  ∈ Sr{id} ÃñÜöïíôáò ôçí 
(êáô' ïõóßáí ìïíïóçìÜíôùò) õðü ôç ìïñöÞ

 = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  

üðïõ  ∈ N êáé   êýêëïò ìÞêïõò  ≥ 2 ãéá êÜèå  ∈ {1  } (üðùò óôï èåþñçìá
3.2.7), óõìðåñáßíïõìå üôé ç  åßíáé Üñôéá åÜí êáé ìüíïí åÜí ï áñéèìüò åêåßíùí ôùí
êýêëùí ðïõ Ý·ïõí Üñôéï ìÞêïò åßíáé Üñôéïò.

Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò  := card(A) üðïõ A := { ∈ {1  }|  ≡ 0(mod 2)}  ôá
(i) êáé (iii) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.5 äßäïõí

sgn () = sgn (1 ◦ 2 ◦ · · · ◦ ) =
Q

=1
sgn ( )

=
Q

=1
(−1)−1 = Q

∈A
(−1)−1 = (−1) 

ïðüôå ç  åßíáé Üñôéá åÜí êáé ìüíïí åÜí  ≡ 0(mod 2). ¤

3.3.8 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2Ï ðõñÞíáò

A := Ker (sgn) = { ∈ S | sgn () = 1}



98 ïìáäåò ìåôáôáîåùí

ôïý ïìïìïñöéóìïý (3.11) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò S (êáôÜ

ôï (ii) ôïý ëÞììáôïò 2.4.4), áðáñôßæåôáé áðü üëåò ôéò Üñôéåò ìåôáôÜîåéò ôÞò S

êáé êáëåßôáé åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá (óå  óýìâïëá). ÓçìåéùôÝïí üôé ôï óýíïëï

{ ∈ S | sgn () = −1} äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞò S, äéüôé äåí ðåñéÝ·åé ôï ïõäÝ-

ôåñï óôïé·åßï id ôÞòS.

3.3.9 Ðñüôáóç. Ç ôÜîç ôÞò A  ≥ 2 éóïýôáé ìå

|A| = !

2


Áðïäåéîç. ¸óôù ìéá ìåôÜôáîç  ∈ S êáé Ýóôù

A ◦  := { ◦  |  ∈ A}
ÅÜí sgn() = 1, ôüôå A ◦  = A. Áò ðáãéþóïõìå ôþñá ìéá  ∈ S ãéá ôçí ïðïßá

éó·ýåé sgn() = −1. Ãéá êÜèå  ∈ S ìå sgn() = −1 Ý·ïõìå sgn¡ ◦ −1¢ = 1

(âÜóåé ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.5), ïðüôå  ∈ A ◦  , äéüôé  =
¡
 ◦ −1¢ ◦  .

Ôïýôï óçìáßíåé üôé { ∈ S | sgn () = −1} ⊆ A ◦   ïðüôå ôåëéêþò
{ ∈ S | sgn () = −1} = A ◦ 

(äéüôé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò) êáé (A ◦ ) ∩A = ∅ ÅðåéäÞ
ç áðåéêüíéóç A −→ A ◦    7−→  ◦   åßíáé áìöéññéðôéêÞ, ëáìâÜíïõìå (âÜóåé
ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.3)

S = A
`
(A ◦ )⇒ ! = |S| = |A|+ card(A ◦ ) = 2 |A| 

ïðüôå |A| = !
2  ¤

3.3.10 ÐáñáôÞñçóç. Áðü ôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.5 êáé ôçí áðüäåéîç ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 3.3.9 Ýðåôáé Üìåóá üôé ãéá  ≥ 2 ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (3.11) åßíáé

åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí.

3.3.11 Ðáñáäåßãìáôá. Ðñïöáíþò,

A2 = {id} A3 = {id [1 2 3] [1 3 2]} = h[1 2 3]i 
Ãéá ôçí åýñåóç ôùí óôïé·åßùí ôÞò A4 åðé·åéñçìáôïëïãïýìå ùò åîÞò: ÊáôÜ ôï èåþ-

ñçìá 3.2.7 êÜèå ìç ôáõôïôéêÞ ìåôÜôáîç áíÞêïõóá óôçíS4 ìðïñåß íá ãñáöåß õðü

ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý

ôïõò êýêëùí ìÞêïõò≥ 2 ÅðéðñïóèÝôùò, ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç åßíáé ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíç (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ìåôå·üíôùí êýêëùí).

Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A4 Ý·åé ôÜîç
4!
2 = 12 (âë. ðñüôáóç 3.3.9) êáé áðïôåëåßôáé

áðü üëåò ôéò Üñôéåò ìåôáôÜîåéò ôÞòS4ÅÜí ãñÜøïõìå ìéá  ∈ A4r{id}ùò óýíèåóç
 = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  ôÝôïéùí êýêëùí, ôüôå (åðåéäÞ äéáèÝôïõìå ìüíïí 4 óýìâïëá)

2 ≤
X

=1

(ìÞêïò ôïý ) ≤ 4 =⇒  ≤ 2
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ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ïé 2-êýêëïé (= áíôéìåôáèÝóåéò) åßíáé ðåñéôôÝò ìåôáôÜ-

îåéò (âë. ëÞììá 3.3.3), óõìðåñáßíïõìå (áðü ôï (iii) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.5) üôé ç

ìåôÜôáîç  èá åßíáé åßôå Ýíáò 3-êýêëïò åßôå ç óýíèåóç äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò 2-

êýêëùí (= áíôéìåôáèÝóåùí). Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, ç  èá åßíáé ôÞò ìïñöÞò

[ ] ◦ [ ] üðïõ 1 ≤    ≤ 4 1 ≤    ≤ 4 êáé { } ∩ { } = ∅ ÅðåéäÞ, åí
ðñïêåéìÝíù, éó·ýåé [ ] ◦ [ ] = [ ] ◦ [ ] (âë. ëÞììá 3.2.4), óõíÜãåôáé üôé

 ∈ {[1 2] ◦ [3 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3]}

Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç  åßíáé Ýíáò 3-êýêëïò [  ], Ý·ïõìå [  ] = [ ] ◦ [ ]
Ïé 3-êýêëïé ôÞò ìïñöÞò [  ] 1 ≤      ≤ 4 åíôüò ôÞò A4 åßíáé ïé åîÞò:

[1 2 3] [1 2 4] [1 3 4] [2 3 4]

Ôá áíôßóôñïöÜ ôïõò (ðïõ äåí Ý·ïõí ôÜîç 2 áëëÜ 3 ïðüôå äåí ôáõôßæïíôáé ìå ôïõò

éäßïõò) ïöåßëïõí íá áíÞêïõí óôçí A4 ÅðåéäÞ 3 + 4 + 4 = 11 = card(A4r{Id})
Ý·ïõìå ôåëéêþò (ëüãù ôùí (vi) êáé (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3)

A4 =

⎧⎨⎩
id [1 2] ◦ [3 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3]

[1 2 3] [1 2 4] [1 3 4] [2 3 4]

[1 3 2] [1 4 2] [1 4 3] [2 4 3]

⎫⎬⎭ 

3.3.12 Óçìåßùóç. ÇåíáëëÜóóïõóá ïìÜäáA äåí åßíáé áâåëéáíÞ ãéá  ≥ 4ÐñÜã-

ìáôé° ïñßæïíôáò ôéò   ∈ A ùò áêïëïýèùò:

 (1) = 2  (2) = 3  (3) = 1  () =  ∀ ∈ {4  }
 (1) = 2  (2) = 4  (4) = 1  () =  ∀ ∈ {3 5 6  }

( = [1 2 3]  = [1 2 4]) ëáìâÜíïõìå ( ◦ ) (1) = 4 6= 3 = ( ◦ ) (1)  ÅðïìÝíùò,
 ◦  6=  ◦  .

3.3.13 Ðñüôáóç. ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:
(i) A = h{[ ] ◦ [ ] | 1 ≤    ≤  1 ≤    ≤ }i 
(ii) Ç A ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí 3-êýêëùí 10.

(iii) A = h{[  ] |  ∈ {1 }r{ }}i  üðïõ ôá   åßíáé äýï ðáãéùìÝíá
óôïé·åßá ôïý {1 } êáé  6= 

(iv) A = h{[1 2 ] | 3 ≤  ≤ }i 

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ç A áðáñôßæåôáé áðü üëåò ôéò Üñôéåò ìåôáôÜîåéò ôÞò S

êÜèå ìç ôáõôïôéêü óôïé·åßï ôÞòA ìðïñåß íá ãñáöåß ùò õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí

óõíèÝóåùí áñôßïõ ðëÞèïõò áíôéìåôáèÝóåùí (âë. 3.2.11 êáé 3.3.5 (iv)). ¢ñá ôï

{[ ] ◦ [ ] | 1 ≤    ≤  1 ≤    ≤ } åßíáé üíôùò Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí

ôÞò A

10ÊáôÜ ôï (iii) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.5 êÜèå 3-êýêëïò åßíáé Üñôéá ìåôÜôáîç, ïðüôå áíÞêåé óôçí A
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(ii) Ëüãù ôïý (i) áñêåß íá äåé·èåß üôé ç óýíèåóç äõï áíôéìåôáèÝóåùí ìðïñåß íá

ãñáöåß ùò óýíèåóç (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) êýêëùí ìÞêïõò 3Èåùñïýìå ëïéðüí

ôõ·ïýóá óýíèåóç áíôéìåôáèÝóåùí ôÞò ìïñöÞò

[ ] ◦ [ ] ∈ A 1 ≤    ≤  1 ≤    ≤ 

êáé åîåôÜæïõìå ôÝóóåñåéò ðåñéðôþóåéò ·ùñéóôÜ.

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  =  êáé  =  ôüôå, óýìöùíá ìå ôï 3.2.3 (v), Ý·ïõìå

[ ] ◦ [ ] = [ ]2 = id = [1 2 3]3

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  =  êáé  6=  ôüôå, óýìöùíá ìå ôá (i) êáé (ii) ôÞò

ðñïôÜóåùò 3.2.3, Ý·ïõìå [ ] ◦ [ ] = [ ] ◦ [ ] = [ ] ◦ [ ] = [  ]

Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÅÜí  =  ôüôå    êáé -êáô' áíáëïãßáí- ëáìâÜíïõìå

[ ] ◦ [ ] = [ ] ◦ [ ] = [  ]

Ðåñßðôùóç ôÝôáñôç. ÅÜí  6=  êáé  6=  ôüôå âÜóåé ôùí (ii) êáé (v) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 3.2.3 êáé ôÞò ãåíéêåõìÝíçò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò (âë. ðñüôáóç 1.2.19)

óõìðåñáßíïõìå üôé

[ ] ◦ [ ] = [ ] ◦ id ◦ [ ] = [ ] ◦ [ ]2 ◦ [ ]

= ([ ] ◦ [ ]) ◦ ([ ] ◦ [ ]) = [  ] ◦ [  ]

(iii) Ëüãù ôïý (ii) áñêåß íá äåé·èåß üôé êÜèå êýêëïò [  ] ∈ A ìÞêïõò 3

ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óýíèåóç (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) óôïé·åßùí ôïý óõíüëïõ

h{[  ] |  ∈ {1 }r{ }}i  ÅðåéäÞ

[  ] = [  ]2 ◦ [  ] ◦ [  ]2 ◦ [  ]

ôïýôï åßíáé ðñüäçëï. ÔÝëïò, ôï (iv) Ýðåôáé áðü ôï (iii) èÝôïíôáò  = 1  = 2 ¤

3.4 ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÏÌÁÄÙÍ ÌÅÔÁÔÁÎÅÙÍ

3.4.1 Ïñéóìüò. ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞòS (üðïõ  ∈ N) Þ, ãåíéêüôåñá, ôÞòS (üðïõ

 Ýíá ìç êåíü óýíïëï) êáëåßôáé ïìÜäá ìåôáôÜîåùí.

3.4.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäáA åßíáé ìéá ïìÜäá ìåôáôÜîåùí.

(ii) ¸óôùV ôï áêüëïõèï õðïóýíïëï ôÞò A4:

V := {id [1 2] ◦ [3 4]  [1 3] ◦ [2 4]  [1 4] ◦ [2 3]} 

Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï V åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõíèÝ-

óåùò êáé ôïý üôé áðïôåëåß ìéá áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôÞò A4 (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé
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ôÞòS4), Ý·ïõóá ùò ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãü ôçò ôïí

◦ id [1 2] ◦ [3 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3]
id id [1 2] ◦ [3 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3]

[1 2] ◦ [3 4] [1 2] ◦ [3 4] id [1 4] ◦ [2 3] [1 3] ◦ [2 4]
[1 3] ◦ [2 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3] id [1 2] ◦ [3 4]
[1 4] ◦ [2 3] [1 4] ◦ [2 3] [1 3] ◦ [2 4] [1 2] ◦ [3 4] id

Ç ïìÜäá ìåôáôÜîåùí11 (V ◦) êáëåßôáé ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein.
Ç (V ◦) äåí åßíáé êõêëéêÞ, äéüôé

ord(id) = 1 ord([1 2] ◦ [3 4]) = ord([1 3] ◦ [2 4]) = ord([1 4] ◦ [2 3]) = 2

ïðüôåV À Z4 (Âë. 2.3.7.)
(iii) ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 Ïñßæïõìå ôéò áêüëïõèåò ìåôáôÜîåéò   ∈ S:

 :=

∙
1 2 3 · · · − 1 

1  − 1 · · · 3 2

¸
  := [1 2 ] (3.12)

ÓçìåéùôÝïí üôé

2 = id =   ◦  =  ◦ −1 ¡=  ◦ −1¢  (3.13)

Ç ôñßôç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôá (vi) êáé (vii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3, äéüôé

−1 = [ − 1 3 2 1] = [(1)(2) ()] =  ◦  ◦ −1

ïðüôå

−1 =  ◦  ◦ −1 =⇒
(−1=)

−1 =  ◦  ◦  ⇒  ◦ −1 = −1 ◦ −1 =  ◦ 

Ç õðïïìÜäá

D̄ := h i (3.14)

ôÞòS ç ðáñáãüìåíç áðü ôéò  êáé  åßíáé ìéá (ìç áâåëéáíÞ12) ïìÜäá ìåôáôÜîåùí.

ÅðåéäÞ ord() = 2 (êáèüôé  6= id, 2 = id) êáé ord() =  (âë. 3.2.3 (v)), ìÝóù

ôùí éóïôÞôùí (3.13) äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

D̄ =
©
 ◦  | ∈ {0 1}   ∈ {0 1  − 1}ª 

Ôá áíáãñáöüìåíá 2 óôïé·åßá åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá. ÐñÜãìáôé° åÜí

1 2 ∈ {0 1} 1 2 ∈ {0 1  − 1} : 1 ◦ 1 = 2 ◦ 2 
11Ôï ãñÜììá V åðåëÝãç ãéá íá èõìßæåé ôç ëÝîç Vierergruppe ðïõ ·ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Felix

Klein (1849-1925) ãéá ôçí ïíïìáóßá ôÞò åí ëüãù ïìÜäáò (Þ, ãéá íá áêñéâïëïãïýìå, ìéáò ïìÜäáò ðïõ åßíáé éóüìïñöç
ìå áõôÞ). Âë. óåë. 13 ôïý óõããñÜììáôüò ôïõ: Vorlesungen über das Ikosaeder , Teubner, 1884.

12Ðñïöáíþò,  ◦  =  ◦ −1 6=  ◦  .
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ôüôå 2 = −2 ◦ 2 ◦ 2 = −2 ◦ 1 ◦ 1 = 1−2 ◦ 1 ⇒ 1−2 = 2−1 
ïðüôå 2−1 ∈ {id } Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá 2−1 = id, Ý·ïõìå

ord() =  =⇒
(âë. 2.3.8)

 | 2 − 1

|2 − 1|  

)
⇒ 2 − 1 = 0⇒ 1 = 2

êáé 1−2 = id =⇒
(ord()=2)

1− 2 = 0⇒ 1 = 2Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, õðïôéèåìÝíïõ

üôé 2−1 =  èá Ýðñåðå íá éó·ýåé

2−1+1 =  ◦  =  ◦ −1 = 2−1−1 ⇒ 2 = id

Þôïé êÜôé ðïõ åßíáé áäýíáôï, êáèüóïí ord() =   2 ¢ñá ôåëéêþò

1 ◦ 1 = 2 ◦ 2 ⇐⇒ [1 = 2 êáé 1 = 2]

êáé
¯̄
D̄

¯̄
= 2 Óôï åäÜöéï 3.4.4 èá ïñéóèåß Üëëç ìßá óçìáíôéêÞ ïìÜäá ìåôáôÜ-

îåùí, ç ïðïßá, üðùò èá äïýìå, åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí D̄ êáé äéáèÝôåé óôïé·åßá

ðïõ åðéäÝ·ïíôáé ìéá åéäéêÞ ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá.

3.4.3 Óçìåßùóç. ¼ôáí  = 3 ôüôå D̄3 = S3 (ðñâë. 3.2.2).

3.4.4 ÐáñÜäåéãìá. (ÄéåäñéêÞ ïìÜäá) ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 êáé Ýóôù (E ·) ç
ïìÜäá ôùí -ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò (âë. 2.1.21 (vi)). Ùò ãíùóôüí, ç (E ·)
åßíáé êõêëéêÞ, äéüôé ãñÜöåôáé ð.·. ùò E = hi @ S1 üðïõ  := exp

¡
2


¢
 (Bë.

ôï (iv) ôïý åä. 2.2.16.) Èåùñïýìå ôá óôïé·åßá  êáé  ôÞò SE ôá ïñéæüìåíá ìÝóù

ôùí ôýðùí

() := −1 =



=



||2 =   () :=  ∀ ∈ E (3.15)

ÁõôÜ åðéäÝ·ïíôáé ôçí åîÞò ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá: Ôï  äçëïß ôïí êáôïðôñéóìü ùò

ðñïò ôïí Üîïíá ôùí (áìéãþò) ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (óôï ìéãáäéêü åðßðåäïC) êáé
ôï  ôç óôñïöÞ êáôÜ 2


áêôßíéá ðåñß ôï 0 ∈ C êáôÜ ôç öïñÜ ôçí áíôßèåôç ôÞò

êéíÞóåùò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áíôéùñïëïãéáêÞ öïñÜ). ÌÝóù ôïý êÜôùèé

ó·Þìáôïò ðåñéãñÜöïíôáé ïé åéêüíåò ôùí  êáé  üôáí  = 5
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Åðßóçò, ðáñáôçñïýìå üôé ìåôáîý ôùí  êáé  õößóôáíôáé ïé åîÞò ó·Ýóåéò:

2 =  = idE   ◦  =  ◦ −1 ¡=  ◦ −1¢  (3.16)

Ç õðïïìÜäá

D := h i

ôÞòSE ç ðáñáãüìåíç áðü ôá  êáé  åßíáé ìéá (ìç áâåëéáíÞ) ïìÜäá ìåôáôÜîåùí.

μñçóéìïðïéþíôáò åðé·åéñÞìáôá áíÜëïãá åêåßíùíðïõ ·ñçóéìïðïéÞèçêáí óôï (iii)

ôïý åäáößïõ 3.4.2 äéáðéóôþíïõìå ìÝóù ôùí éóïôÞôùí (3.16) üôé

D =
n
 ◦  | ∈ {0 1}   ∈ {0 1  − 1}

o
(ìå ôá áíáãñáöüìåíá óôïé·åßá óáöþò äéáêåêñéìÝíá). ¢ñá13 |D| = 2 Åðéðñï-
óèÝôùò, ç áðåéêüíéóç

D 3  ◦  7−→  ◦  ∈ D̄  ∈ {0 1}  ∈ {0 1  − 1}

(üðïõ   üðùò óôçí (3.12)) åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ïðüôå

D
∼= D̄ (3.17)

H (D ◦) êáëåßôáé -ïóôÞ äéåäñéêÞ ïìÜäá. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = 3

Ý·ïõìå14 (ëüãù ôùí (3.17) êáé 3.4.3)

D3
∼= S3

3.4.5 Óçìåßùóç. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ç ·ñÞóç ôÞò ïíïìáóßáò «äéåäñéêÞ ïìÜ-

äá» ãéá ôçí D ïöåßëåôáé óå ìéá åëáöñÜ ðáñáëëáãÞ ôÞò áíùôÝñù ãåùìåôñéêÞò

åñìçíåßáò ôùí ãåííçôüñùí ôçò ç ïðïßá åêêéíåß áðü ôï êáíïíéêü -ãùíï  ðïõ

Ý·åé ôá óôïé·åßá ôÞò E $ C ùò êïñõöÝò ôïõ (âë. 2.1.21 (vi)): μñçóéìïðïéþíôáò

ôéò ôáõôßóåéò

C 3 + ←→ ( ) ∈ R2 R2 3 ( )←→
µ




¶
∈Mat2×1(R)

èåùñïýìå ôï {v0v1 v−1} ìå v :=
¡cos( 2 )
sin( 2 )

¢
 ∀ ∈ {0 1   − 1} ùò ôï

óýíïëï ôùí êïñõöþí ôïý ÈÝôïíôáò

M :=

½
M

µ




¶¯̄̄̄µ




¶
∈ 

¾
 ∀M ∈Mat2×2(R)

13Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò ·ñçóéìïðïéïýí ôï óýìâïëïD2 áíôß ôïýD åðéèõìþíôáò íá äçëïýí ìÝóù ôïý

(õðï)äåßêôç ôçí ôÜîç ôÞò åí ëüãù ïìÜäáò (áíôß ôïý ðëÞèïõò ôùí áíôéóôïß·ùí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò).

14¼ôáí   3 ôüôå |D| = 2  ! = |S|  ïðüôåD À S (âë. 3.1.3 êáé 2.4.19 (i)).
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êáé ïñßæïíôáò ùò ïìÜäá ôùí (ðëÞñùí, åðéðÝäùí) óõììåôñéþí ôïý  ôçí

Óõìì() := {M ∈ O2(R)|M = } @ O2(R)

Þôïé ôçí ïìÜäá ôçí áðáñôéæüìåíç áðü ôïõò ïñèïãþíéïõò ðßíáêåò ðïõ óôÝëíïõí ôï

 íá áðåéêïíéóèåß óôï åáõôü ôïõ, áðïäåéêíýåôáé üôé

Óõìì() = hABi = ©AB | ∈ {0 1}   ∈ {0 1  − 1}ª
=
©
I2BB

2B−1AABAB2AB−1ª 
üðïõ

A :=
³

1 0
0 −1

´
 B :=

µ
cos

¡
2


¢ − sin ¡ 2 ¢
sin

¡
2


¢
cos

¡
2


¢
¶
 (3.18)

ìå

A2 = B = I2 BA = AB−1
¡
= AB−1¢  (3.19)

ÅðéðñïóèÝôùò, |Óõìì()| = 2 Ãéá êÜèå  ∈ {0 1  − 1} ï ïñèïãþíéïò ìåôá-

ó·çìáôéóìüò

R2 3
µ




¶
7−→ B

µ




¶
∈ R2

ìå

B =

µ
cos

¡
2


¢ − sin ¡ 2 ¢
sin

¡
2


¢
cos

¡
2


¢
¶


ðáñéóôÜ ãåùìåôñéêþò ôç óôñïöÞ 15 êÜèå óçìåßïõ ôïý R2 êáôÜ 2


áêôßíéá ðåñß ôï

âáñýêåíôñï
¡
0
0

¢
ôïý  êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ (= áíôéùñïëïãéáêÞ öïñÜ) êáé

Bv = v+ ∀ ∈ {0 1  − 1}

üðïõ, åí ðñïêåéìÝíù, ïé (õðï)äåßêôåò «äéáâÜæïíôáé êáôÜ ìüäéï ». Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, ï ïñèïãþíéïò ìåôáó·çìáôéóìüò

R2 3
µ




¶
7−→ A

µ




¶
=

µ


−
¶
∈ R2

ðáñéóôÜ ãåùìåôñéêþò ôïí êáôïðôñéóìü ôïý R2 ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôùí 

Ãåíéêüôåñá, ï ïñèïãþíéïò ìåôáó·çìáôéóìüò

R2 3
µ




¶
7−→ AB

µ




¶
∈ R2  ∈ {0 1  − 1}

15Ðñâë. Ó.Á. ÁíäñåáäÜêç: ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá, Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá, 1993, êåöÜëáéï 16, åíüôçôá 8 (õðü

ôïí ôßôëï: Ôáîéíüìçóç ôùí éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ), óåë. 322-326.
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ìå

AB =

µ
cos

¡
2


¢ − sin ¡ 2


¢
− sin ¡ 2



¢ − cos ¡ 2


¢ ¶ = Ã cos( 2(−) ) sin( 2(−) )

sin( 2(−)


) − cos( 2(−)


)

!


ðáñéóôÜ ôïí êáôïðôñéóìü 16 ùò ðñïò ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ·åôáé áðü ôï
¡
0
0

¢
 ó·çìáôß-

æåé ãùíßá (−)


áêôéíßùí ìå ôïí èåôéêü çìéÜîïíá ôùí  êáé ôÝìíåé (êáô' áíÜãêçí)

ôï óýíïñï ôïý  óå áêñéâþò äýï óçìåßá, ç èÝóç ôùí ïðïßùí åîáñôÜôáé áðü ôï

êáôÜ ðüóïí ï  åßíáé Üñôéïò Þ ðåñéôôüò.

• ÓõãêåêñéìÝíá, åÜí  = 2+ 1 ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü ≥ 1 ôüôå áõôÞ ç

åõèåßá êáèïñßæåôáé (êáôÜ ðåñßðôùóç)

(I) áðü ôçí êïñõöÞ v0 êáé ôï ìåóïóçìåßï
1
2(v+v+1) ôÞò áíôéêåßìåíçò ðëåõñÜò

vv+1 ôïý  üôáí  = 0

(II) áðü ôçí êïñõöÞ v− 
2
êáé ôï ìåóïóçìåßï 1

2(v− 
2
+v− 

2+1
) ôÞò áíôéêåßìåíçò

ðëåõñÜò v−
2
v−

2+1
ôïý  üôáí  ∈ {2 4 2− 2 2} êáé

(III) áðü ôçí êïñõöÞ v− −1
2

êáé ôï ìåóïóçìåßï 1
2(v−−3

2
+v− −1

2
) ôÞò áíôéêåß-

ìåíçò ðëåõñÜò v− −3
2
v−−1

2
ôïý  üôáí  ∈ {1 3 5 2− 3 2− 1}

• ÅÜí  = 2 ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü  ≥ 2 ôüôå ç åí ëüãù åõèåßá ç êáèï-

ñßæåôáé (êáôÜ ðåñßðôùóç)

(É) áðü ôéò êïñõöÝò v0 êáé v üôáí  = 0

(ÉÉ) áðü ôéò êïñõöÝò v êáé v− 
2
üôáí  ∈ {2 4 2− 4 2− 2} êáé

(ÉÉÉ) áðü ôï ìåóïóçìåßï 1
2(v− +1

2
+v−−1

2
) ôÞò ðëåõñÜò v− +1

2
+ v−−1

2
êáé

ôï ìåóïóçìåßï 1
2 (v− +1

2
+ v− −1

2
) ôÞò áíôéêåßìåíçò ðëåõñÜò ôçò v− +1

2
v− −1

2

üôáí  ∈ {1 3 5 2− 3 2− 1}
Ïé êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðåñéãñáöüìåíåò åõèåßåò, ùò ðñïò ôéò ïðïßåò åêôåëïýíôáé

ïé  êáôïðôñéóìïß, äåß·íïíôáé óôï áêüëïõèï ó·Þìá ãéá  = 5 êáé  = 6:

Ç áðåéêüíéóç

D 3  ◦  7−→ AB ∈ Óõìì()  ∈ {0 1}  ∈ {0 1  − 1}
16¸íáò ïñèïãþíéïò ìåôáó·çìáôéóìüò ôïý åðéðÝäïõ

¡


¢ 7−→ M
¡


¢
M ∈ O2(R), ðáñéóôÜ êáôïðôñéóìü åÜí êáé

ìüíïí åÜíM =

µ
cos () sin ()
sin () − cos ()

¶
 ãéá êÜðïéïí  ∈ [0 2) (Åí ðñïêåéìÝíù, det(M) = −1 êáé ï Üîïíáò

ôïý êáôïðôñéóìïý åßíáé ç åõèåßá ðïõ äéÝñ·åôáé áðü ôï
¡0
0

¢
êáé ó·çìáôßæåé ãùíßá 

2 ìå ôïí èåôéêü çìéÜîïíá ôùí .)
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(üðïõ   üðùò óôçí (3.15)) åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ïðüôå

D
∼= Óõìì()

Åí óõíå·åßá, ðáñáôçñïýìå üôé üëïé ïé ãñáììéêïß ìåôáó·çìáôéóìïß ïé åðáãüìåíïé
áðü ôá óôïé·åßá ôïý Óõìì()r{I2} ìðïñïýí íá ìåôáôñáðïýí êáôáëëÞëùò óå ðå-
ñéóôñïöÝò ôïý ôñéäéÜóôáôïõ ·þñïõ R3Ðñïò ôïýôï, ·ñçóéìïðïéïýìå ôéò ôáõôßóåéò

Mat2×1(R)←→ R2 ←→ ©
(  ) ∈ R3¯̄  = 0ª 

R3 3 (  )←→
µ







¶
∈Mat3×1(R)

êáé ôçí åéêüíá b ôïý -ãþíïõ ìÝóùáõôþí. Ôï b åßíáé Ýíá-ãùíï êåßìåíï åðß
ôïý -åðéðÝäïõ åíôüò ôïý R3 ìå ôï âáñýêåíôñü ôïõ ôïðïèåôçìÝíï óôçí áñ·Þ ôùí

(ôñéùí) áîüíùí ôùíóõíôåôáãìÝíùí. (ÊÜèå óçìåßï ôïý-ãþíïõ b Ý·åé êáôçãìÝíç
 = 0). Åíïñáôéêþò, èá ìðïñïýóáìå ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò íá ôï åêëÜâïõìå ùò ìéá

-ãùíéêÞ ðëÜêá áðåéñïåëÜ·éóôïõ ðÜ·ïõò åíôüò ôïý R3 Ý·ïõóá äýï Ýäñåò (åî ïõ

êáé ôï åðßèåôï äßåäñïò ). Ïñßæïíôáò ùò ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý

(äßåäñïõ -ãþíïõ) b ôçí

Ðåñ.Óõìì( b) := nM ∈ SO3(R)|M b = bo @ SO3(R)

Þôïé ôçí ïìÜäá ôçí áðáñôéæüìåíç áðü ôïõò ïñèïãþíéïõò ðßíáêåò ìå ïñßæïõóá ßóç
ìå 1 ðïõ óôÝëíïõí ôï b íá áðåéêïíéóèåß óôï åáõôü ôïõ, áðïäåéêíýåôáé üôé

Ðåñ.Óõìì( b) =
DbA bBE = nbA bB | ∈ {0 1}   ∈ {0 1  − 1}

o
=

n
I3 bB bB2 bB−1 bA bAbB bAbB2 bAbB−1

o


üðïõ

bA :=

µ
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

¶
 bB := Ã cos

¡
2


¢ − sin ¡ 2 ¢ 0

sin
¡
2


¢
cos

¡
2


¢
0

0 0 1

!


ìå

bA2 = bB = I3 bBbA = bAbB−1 (= bAbB−1) (3.20)

ÅðéðñïóèÝôùò,
¯̄̄
Ðåñ.Óõìì( b)¯̄̄ = 2 Ãéá êÜèå  ∈ {0 1  − 1} ï ïñèïãþíéïò

ìåôáó·çìáôéóìüò

R3 3
µ







¶
7−→ bB

µ






¶
∈ R3

ðáñéóôÜ ãåùìåôñéêþò ôç óôñïöÞ êÜèå óçìåßïõ ôïý R3 êáôÜ 2


áêôßíéá ðåñß ôïí

Üîïíá ôùí  êáé ìÜëéóôá êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ ùò ðñïò ôï äéÜíõóìá ðïõ Ý·åé ùò
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áðáñ·Þ ôïõ ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí 0 ∈ R3 êáé ùò ðÝñáò ôïõ ôï v := (0 0 1). [Õðåí-
èýìéóç : Ç öïñÜ ìéáò óôñïöÞò ôïý R3 ðåñß Ýíáí Üîïíá äéåñ·üìåíïí áðü 0 ∈ R3
êáèïñßæåôáé áðü Ýíá ðáãéùìÝíï äéÜíõóìá

−→
0v üðïõ v ∈ R3 Ýíá óçìåßï áíÞêïí óå

áõôüí, ìÝóù ôïý êëáóéêïý êáíüíá ôÞò äåîéÜò ·åéñüò (Þ êáíüíá ôÞò êï·ëéþóåùò ):
Ôïðïèåôþíôáò ôüí áíôß·åéñá ôÞò äåîéÜò ·åéñüò êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå áõôüò íá

åßíáé ïìüññïðïò ðñïò ôï äéÜíõóìá
−→
0v ëÝìå üôé ç óôñïöÞ ôïý R3 ðåñß ôçí åõèåßá

åðß ôÞò ïðïßáò êåßôáé ôï
−→
0v åêôåëåßôáé êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ üôáí åêôåëåßôáé êáôÜ

ôç öïñÜ ôçí åîõðïíïïýìåíç ìÝóù ôÞò êÜìøåùò ôùí ëïéðþí äáêôýëùí.]

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï ïñèïãþíéïò ìåôáó·çìáôéóìüò

R3 3
µ







¶
7−→ bAµ 





¶
=

µ


−
−

¶
∈ R3

ðáñéóôÜ ôç óôñïöÞ êÜèå óçìåßïõ ôïý R3 êáôÜ  áêôßíéá ðåñß ôïí Üîïíá ôùí ôå-

ôìçìÝíùí  (êáôÜ ôç èåôéêÞ öïñÜ ùò ðñïò ôï äéÜíõóìá
−→
0v üðïõ v := (1 0 0)).

Ãåíéêüôåñá, ïé ïñèïãþíéïé ìåôáó·çìáôéóìïß

R3 3
µ







¶
7−→ bA bB

µ






¶
∈ R3  ∈ {0 1  − 1}

üðïõ

bA bB =

⎛⎝ cos( 2(−) ) sin( 2(−) ) 0

sin(
2(−)

 ) − cos( 2(−) ) 0
0 0 −1

⎞⎠

ðáñéóôïýí óôñïöÝò ôïý R3 êáôÜ  áêôßíéá ðåñß ôéò åõèåßåò, ùò ðñïò ôéò ïðïßåò

åêôåëïýíôáé ïé  êáôïðôñéóìïß ôïý  (êáé ôéò ïðïßåò Ý·ïõìå Þäç ðåñéãñÜøåé äéå-

îïäéêþò óå ü,ôé ðñïçãÞèçêå). Óôá êÜôùèé ó·Þìáôá õðïäçëïýíôáé ïé óôñïöÝò ôïý

R3 ïé åðáãüìåíåò ìÝóù ôùí ðéíÜêùí bA bB êáé bA bB bA bB áíôéóôïß·ùò, êáé ó·å-
äéÜæïíôáé ïé Üîïíåò ðåñéóôñïöÞò, üôáí  = 3 êáé  = 6 ýóôåñá áðü êáôÜëëçëç
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åðéëïãÞ óõíôåôáãìÝíùí.

Ðáñåìðéðôüíôùò, áíáöÝñïõìå üôé áõôÜ ôá ó·Þìáôá åßíáé äõíáôüí íá «óõíäõá-

óèïýí» ðñïêåéìÝíïõ íá äïèåß ìéá ãåùìåôñéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï üôé17

Ðåñ.Óõìì( b3) @ Ðåñ.Óõìì( b6)

Ç áðåéêüíéóç

Óõìì() 3 AB 7−→ bA bB ∈ Ðåñ.Óõìì( b)  ∈ {0 1}  ∈ {0 1  − 1}

(üðïõAB üðùò óôçí (3.18)) åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ïðüôå

D
∼= Óõìì() ∼= Ðåñ.Óõìì( b)

ÔÝëïò, åÜí êáíåßò åðéèõìåß íá áðïêôÞóåé Ýíá «êáèáñüáéìï» ðïëýåäñï, ïé ðåñé-

óôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïý ïðïßïõ äïìïýí ìéá ïìÜäá éóüìïñöç ìå ôçí D áñêåß

íá èåùñÞóåé ôç äéðëÞ ðõñáìßäá Bip( b) ðïõ ó·çìáôßæåôáé åíþíïíôáò Ýíá óçìåßï

v = (0 0 )  ∈ R0r{1} êáèþò êáé ôï áíôßèåôü ôïõ −v ìå ôéò êïñõöÝò ôïý b
äéüôé ôüôå

Ðåñ.Óõìì( b) ∼= Ðåñ.Óõìì(Bip( b))
Ç äéðëÞ ðõñáìßäá Bip( b6) äåß·íåôáé óôï ó·Þìá ðïõ áêïëïõèåß. [Áîßæåé íá åðéóç-

ìáíèåß üôé, êáô' ïõóßáí, ï ðåñéïñéóìüò  6= 1 áðáéôåßôáé ìüíïí üôáí  = 4 Óôçí

17Ãåíéêüôåñá, Ðåñ.Óõìì( b) @ Ðåñ.Óõìì( b2) ãéá êÜèå  ≥ 3
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ðåñßðôùóç üðïõ  = 1 êáé  = 4 ç äéðëÞ ðõñáìßäá Bip( b4) åßíáé Ýíá êáíïíéêü
ïêôÜåäñï, ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý ïðïßïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí

ïìÜäáS4 À D4]

3.4.6 ÐáñáôÞñçóç. Çðñüôáóç 3.4.7 êáé ôï ðüñéóìá 3.4.8 ìáò ðëçñïöïñïýí üôé ç

êëÜóç éóïìïñößáò ôÞòD êáèïñßæåôáé ðëÞñùò ìüíïí áðü ôéò õöéóôÜìåíåò ó·Ýóåéò
ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí. Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå åðéðñüóèåôç óõíäõáóôéêÞ (êáé áíôé-

óôïß·ùò, ãåùìåôñéêÞ) «õëïðïßçóÞ ôïõò», üðùò ð.·. ìÝóù ôùí   (êáé áíôéóôïß-

·ùò, ìÝóù ôùí AB ôùí bA bB ê.Ü.) äåí Ý·åé éäéáßôåñç áîßá ãéá ôçí «áöçñçìÝíç

óõíéóôþóá» ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí. Ùóôüóï, ï ñüëïò ðïõ äéáäñáìáôßæïõí áõôÝò

ïé «õëïðïéÞóåéò» óå äéÜöïñá ðñïâëÞìáôá åíôáóóüìåíá óôç Ãåùìåôñßá, óôçí Ôï-

ðïëïãßá êáé óå Üëëïõò ìáèçìáôéêïýò êëÜäïõò, óôïõò ïðïßïõò áðáéôåßôáé ç ·ñÞóç

åðïðôéêþí åðé·åéñçìÜôùí, åßíáé óçìáßíùí êáé -ïñéóìÝíåò öïñÝò- ëõôñùôéêüò.

3.4.7 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ïðïßá ìðïñåß
íá ðáñá·èåß áðü ôï óýíïëï { } äýï óôïé·åßùí ôçò  êáé ÅÜí áõôïß ïé ãåííÞôïñåò
ôÞò ( ·) õðüêåéíôáé óôéò ó·Ýóåéò

2 =   = −1

êáé  := ord() ôüôå  ≥ 3 êáé ( ·) ∼= (D ◦)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ç = h i åßíáé åî õðïèÝóåùò ìç áâåëéáíÞ, Ý·ïõìå êáô' áíÜ-

ãêçí  6=   6=  êáé  6=  (Áëëéþò ç  èá Þôáí êõêëéêÞ êáé, ùò åê ôïýôïõ,

áâåëéáíÞ, âë. 2.2.17.) Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.2.3,

 = {11 · · ·  | (1  ) ∈ { } êáé  ∈ Z ∀ ∈ {1  }  ∈ N} 

Ðñþôïò éó·õñéóìüò :  = − ãéá êÜèå  ∈ Z Ãéá  = 1 ôïýôï åßíáé åî õðï-

èÝóåùò áëçèÝò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò êáé ãéá êÜðïéïí

öõóéêü áñéèìü  ≥ 1Èá åöáñìüóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí Ðñï-

öáíþò, +1 = () = (−) = ()− = (−1)− = −(+1) Êáô' áíáëï-

ãßáí, ãéá ôïõò áñíçôéêïýò áêåñáßïõò  ç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé ·ñçóéìïðïéþíôáò

ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí − μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí éóüôçôá  = −
êáèþò êáé ôï üôé ôï  Ý·åé ôÜîç 2 óõíÜãåôáé üôé  =

©
 | ∈ Zª ∪ © | ∈ Zª 

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå  ∈ Z õðÜñ·åé æåýãïò ( ) ∈ Z2 :  =  +  0 ≤    (âë.
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èåþñçìá B.1.6), Ý·ïõìå  = + = ()  = ()

 = 




 = 
 = 

ïðüôå

 =
©
 | ∈ {0 1}   ∈ {0 1  − 1}ª  (3.21)

Äåýôåñïò éó·õñéóìüò :  ≥ 3 ÅÜí ßó·õå  = 1 èá åß·áìå  = { } åíþ åÜí

ßó·õå  = 2 èá åß·áìå = {   }Áìöüôåñåò ïé ðåñéðôþóåéò áðïêëåßïíôáé,

äéüôé Ý·ïõìå õðïèÝóåé üôé ç  åßíáé ìç áâåëéáíÞ.

Ôñßôïò éó·õñéóìüò : Ôá áíáãñáöüìåíá 2 óôïé·åßá óôï (3.21) åßíáé óáöþò äéáêå-
êñéìÝíá. ÐñÜãìáôé° åÜí

1 2 ∈ {0 1} 1 2 ∈ {0 1  − 1} : 11 = 22 

ôüôå 2 = −222 = −211 ⇒ 1−2 = 2−1 ⇒ 2−1 ∈ { } Óôçí
ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá 2−1 = , Ý·ïõìå

ord() =  =⇒
2.3.8

 | 2 − 1

|2 − 1|  

)
⇒ 2 − 1 = 0⇒ 1 = 2

êáé 1−2 =  =⇒
(ord()=2)

1− 2 = 0⇒ 1 = 2Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, õðïôéèåìÝíïõ

üôé 2−1 =  èá Ýðñåðå íá éó·ýåé 2−1+1 =  = −1 = 2−1−1 ⇒ 2 = 

Þôïé êÜôé ðïõ åßíáé áäýíáôï, êáèüóïí ord() =   2¢ñá

11 = 22 ⇐⇒ [1 = 2 êáé 1 = 2]

êáé || = 2 Ç áðåéêüíéóç

 3  7−→  ◦  ∈ D  ∈ {0 1}  ∈ {0 1  − 1}

åßíáé åî ïñéóìïý áìöéññéðôéêÞ° åðéðñïóèÝôùò, åßíáé êáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí,

êáèüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå 1 2 ∈ {0 1} 1 2 ∈ {0 1  − 1} Ý·ïõìå

(11)(22) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1+2  üôáí 1 = 2 = 0

1+2  üôáí 1 = 1 2 = 0

12 = 2−1  üôáí 1 = 0 2 = 1


¡
1

¢
2 = 2−1  üôáí 1 = 2 = 1

ïðüôå ç åéêüíá ôïý ãéíïìÝíïõ äõï óôïé·åßùí ôÞò ìÝóù áõôÞò éóïýôáé ìå ôç óýí-

èåóç ôùí åéêüíùí ôïõò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ( ·) ∼= (D ◦) ¤

3.4.8 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç, ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ïðïßá ìðïñåß
íáðáñá·èåß áðü ôï óýíïëï { } äýï óôïé·åßùí ôçò êáéÅÜíáõôïß ïé ãåííÞôïñåò
ôÞò ( ·) õðüêåéíôáé óôéò ó·Ýóåéò

2 = 2 = 

êáé  := ord() ôüôå  ≥ 3 êáé ( ·) ∼= (D ◦)
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ç  = h i åßíáé åî õðïèÝóåùò ìç áâåëéáíÞ, Ý·ïõìå êáô'

áíÜãêçí  6=   6=  êáé  6=  (Áëëéþò ç  èá Þôáí êõêëéêÞ êáé, ùò åê

ôïýôïõ, áâåëéáíÞ, âë. 2.2.17.) ÈÝôïíôáò  :=  ðáñáôçñïýìå üôé

 = ⇒  = −1⇒   ∈ h i⇒  = h i

ìå  = () = (−1−1) = ()−1 = −1 ÅðïìÝíùò, ãéá ôçí áðïðåñÜôùóç

ôÞò áðïäåßîåùò áñêåß ç åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.7 ãéá ôïõò ãåííÞôïñåò  

ôÞò ïìÜäáò  ¤

IÁðü ôçí ðåðåñáóìÝíç óôçí Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäá. Áíôéêáèéóôþíôáò ôüí ãåí-

íÞôïñá  ðïõ ðáñáôßèåôáé óôçí ðñüôáóç 3.4.7 ìå Ýíáí Üëëïí áðåßñïõ ôÜîåùò êáé
äéáôçñþíôáò -åê ðáñáëëÞëïõ- ôéò õöéóôÜìåíåò ó·Ýóåéò ìåôáîý ôùí äýï ãåííçôü-

ñùí Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ìåôáâÜóåùò óå (éóüìïñöåò) ìç áâåëéáíÝò Üðåéñåò ïìÜ-
äåò (ïìïéÜæïõóåò ìå ôçíD). Ôï õðïêåßìåíï óýíïëïD∞ ôÞò ïìÜäáò (D∞ ◦) ðïõ
èåùñåßôáé «ðñüôõðïò åêðñüóùðïò» ôÞò êëÜóåùò éóïìïñößáò áõôþí ôùí ïìÜäùí

áðïôåëåßôáé áðü ôéò éóïìåôñßåò ôïýRðïõ áðåéêïíßæïõí ôï óýíïëïZ ôùí áêåñáßùí

åðß ôïý åáõôïý ôïõ.

3.4.9 Ïñéóìüò. (Éóïìåôñßåò ôïý R) Ôï óýíïëï

Isom(R) := { ∈ SR| |()− ()| = |− |  ∀( ) ∈ R×R}

êáëåßôáé óýíïëï éóïìåôñéþí (êáé ôá óôïé·åßá ôïõ éóïìåôñßåò) ôïý R ÅðåéäÞ (ðñï-

öáíþò) idR ∈ Isom(R) êáé åðåéäÞ ãéá ïéåóäÞðïôå 1 2 ∈ Isom(R) êáé ãéá ïéáäÞ-

ðïôå ( ) ∈ R×R éó·ýïõí ïé éóüôçôåò¯̄
(1 ◦ −12 )()− (1 ◦ −12 )()

¯̄
=

¯̄
(1(

−1
2 ())− (1(−12 ())

¯̄
=

¯̄
−12 ()− −12 ()

¯̄
= |− | 

Ý·ïõìå 1 ◦ −12 ∈ Isom(R) ïðüôå Isom(R) @ SR (Âë. 2.1.16 (iii).)

3.4.10 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå  ∈ R ïñßæïõìå ùò ìåôáöïñÜ ôïý R êáôÜ  ôçí áìöéñ-

ñéðôéêÞ áðåéêüíéóç  ∈ SR ìå () := + ∀ ∈ R Ðñïöáíþò,  ∈ Isom(R)
ãéá êÜèå  ∈ R

3.4.11 ËÞììá. Ôï óýíïëï

Trans(R) := { | ∈ R} ⊆ Isom(R)

üëùí ôùí ìåôáöïñþí ôïýR óõãêñïôåß ìéá Üðåéñç áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôÞò Isom(R)
ÅðéðñïóèÝôùò, (Trans(R) ◦) ∼= (R+)
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0 = Isom(R) = idR êáé åðåéäÞ ãéá ïéïõóäÞðïôå ðñáãìáôéêïýò

áñéèìïýò   Ý·ïõìå −1 = − + =  ◦  =  ◦  = + ï ðñþôïò

éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. ÅðéðñïóèÝôùò, ç áðåéêüíéóçR 3  7→  ∈Trans(R)
áðïôåëåß éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ¤
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3.4.12 Óõìâïëéóìüò. Ìå ôï ãñÜììá  èá óõìâïëßóïõìå ôïí êáôïðôñéóìü

 : R −→ R  7−→ () := −

ôïý R ùò ðñïò ôï 0

3.4.13 Ðñüôáóç. (ÐåñéãñáöÞ ôùí éóïìåôñéþí ôïý R) ÊÜèå éóïìåôñßá

 ∈ Isom(R)rTrans(R)

ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  =  ◦  =  ◦ −1 =  ◦ − ãéá êÜðïéïí  ∈ R ÊáôÜ
óõíÝðåéáí,

Isom(R) = Trans(R) ∪ { ◦  | ∈ R} = { | ∈ R ∪ { ◦  | ∈ R}
= { ∈ SR|∃ ∈ R êáé ∃ ∈ {±1} : () = + ∀ ∈ R}
= { ◦ −

¯̄
 ∈ R êáé  ∈ {0 1}}

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá  ∈ Isom(R) êáé Ýóôù  :=  (0)  Ôüôå¡
−1 ◦ ¢ (0) = (− ◦ ) (0) = 0

êáé ãéá êÜèå  ∈ Rr{0}

|(− ◦ ) ()| = |(− ◦ ) ()− (− ◦ ) (0)| = |− 0| = || 

Ôïýôï óçìáßíåé üôé (− ◦ ) () =  ∀ ∈ R üðïõ  ∈ {±1} Åí óõíå·åßá

åîåôÜæïõìå ôá äýï åíäå·üìåíá ·ùñéóôÜ.

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  = 1 ôüôå − ◦  = idR ïðüôå  =  ∈ Trans(R)
Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  = −1 ôüôå  ∈ Isom(R)rTrans(R) êáé

− ◦  =  ⇒  =  ◦  =  ◦ −1 =  ◦ −

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðåñéåãñÜöç äéåîïäéêþò êÜèå éóïìåôñßá ôïý R ¤

3.4.14 ÐáñÜäåéãìá. (¢ðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäá) Ç õðïïìÜäá

D∞ := { ∈ Isom(R)|(Z) = Z}

ôÞò Isom(R) ç áðáñôéæüìåíç áðü åêåßíåò ôéò éóïìåôñßåò ôïý R ðïõ áðåéêïíßæïõí

ôï óýíïëï Z ôùí áêåñáßùí åðß ôïý åáõôïý ôïõ, êáëåßôáé Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäá.

¼ðùò èá äïýìå óôçí ðñüôáóç 3.4.15, ç ·ñÞóç áõôÞò ôÞò ïíïìáóßáò ãéá ôçí D∞
ïöåßëåôáé óôï üôé ç D∞ äéáèÝôåé äýï ãåííÞôïñåò õðïêåéìÝíïõò óå ó·Ýóåéò ðáíï-

ìïéüôõðåò åêåßíùí óôéò ïðïßåò õðüêåéíôáé ïé ãåííÞôïñåò êáé  ôÞòD (Ïðñþôïò

åî áõôþí Ý·åé ôÜîç 2Çìüíç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôç öýóç ôïý äåõôÝñïõ: Åí ðñïêåé-

ìÝíù, ç ðåñéóôñïöÞ ôÜîåùò  áíôéêáèßóôáôáé ìå ìéá ìåôáöïñÜ Üðåéñçò ôÜîåùò.)
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3.4.15 Ðñüôáóç. H (D∞ ◦) åßíáé ìéá Üðåéñç ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå

D∞ = h −1i =
©
 ◦  

−1 | ∈ {0 1}   ∈ Z
ª


üðïõ −1 ◦  =  ◦ −1−1 (=  ◦ 1)

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá éóïìåôñßá  ∈ D∞ Ðñïöáíþò,  (0) =:  ∈ Z ÊáôÜ

ôçí ðñüôáóç 3.4.13, ∃ ∈ {0 1} :  =  ◦ − üðïõ

− =

(
 −1 üôáí  ≥ 0
−1  üôáí   0

Óôçñéæüìåíïé óôéò éóüôçôåò −1 ◦ =  ◦−1−1 (=  ◦1) áðïäåéêíýïõìå åðáãù-
ãéêþò üôé

 
−1 ◦  =  ◦ −1− =  ◦  

1  ∀ ∈ Z

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé h −1i =
©
 ◦  

−1 | ∈ {0 1}   ∈ Z
ª
= D∞ êáé ç áðü-

äåéîç ëÞãåé åäþ. ¤

3.4.16 ÐáñáôÞñçóç. ÊÜèå óôïé·åßï ôÞòD∞ äéÜöïñï ôïý ôáõôïôéêïý, åßíáé Þ ìéá

(ðñïò ôá áñéóôåñÜ Þ ðñïò ôá äåîéÜ) ìåôáöïñÜ êáôÜ ìßá áêåñáßá áðüóôáóç (Þôïé

Ýíá åê ôùí óôïé·åßùí ôïý óõíüëïõ
©
 
−1 | ∈ Zr{0}

ª
) Þ Ýíáò êáôïðôñéóìüò18,

ï ïðïßïò åêôåëåßôáé åßôå ùò ðñïò Ýíá áêÝñáéï óçìåßï (üôáí áõôüò áíÞêåé óôï©
 ◦  

−1 | ∈ Z  ≡ 0mod 2
ª
) åßôå ùò ðñïò Ýíá óçìåßï ðïõ âñßóêåôáé óôï ìÝóïí

ôïý ôìÞìáôïò ôïý êáèïñéæïìÝíïõ áðü äýï áêÝñáéá óçìåßá (üôáí áõôüò áíÞêåé óôï©
 ◦  −1 | ∈ Z  ≡ 1mod 2

ª
).

Ç êëÜóç éóïìïñößáò ôÞòD∞ (üðùò óõìâáßíåé êáé ìå åêåßíçí ôÞòD) êáèïñßæåôáé
ðëÞñùò ìüíïí áðü ôéò õöéóôÜìåíåò ó·Ýóåéò ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí. Óõãêåêñé-

ìÝíá, éó·ýåé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

18Ãéá êÜèå  ∈ Z ç éóïìåôñßá  ◦ −1 åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôï óçìåßï 
2  äéüôé Ý·ïõìå ðñïöáíþò

(−1()) = ⇔  = 
2 
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3.4.17 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá Üðåéñç ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ïðïßá ìðïñåß íá ðá-
ñá·èåß áðü ôï óýíïëï { } äýï óôïé·åßùí ôçò  êáé  ÅÜí áõôïß ïé ãåííÞôïñåò ôÞò
( ·) õðüêåéíôáé óôéò ó·Ýóåéò

2 =   = −1

ôüôå ( ·) ∼= (D∞ ◦)
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ç = h i åßíáé åî õðïèÝóåùò ìç áâåëéáíÞ, Ý·ïõìå êáô' áíÜ-

ãêçí  6=   6=  êáé  6=  (Áëëéþò ç  èá Þôáí êõêëéêÞ êáé, ùò åê ôïýôïõ,

áâåëéáíÞ, âë. 2.2.17.) Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.2.3,

 = {11 · · ·  | (1  ) ∈ { } êáé  ∈ Z ∀ ∈ {1  }  ∈ N} 

Óôçñéæüìåíïé óôçí éóüôçôá  = −1 áðïäåéêíýïõìå åðáãùãéêþò üôé

 = − ∀ ∈ Z

ÅðåéäÞ  6=  
2 =  ⇒ ord() = 2 óõìðåñáßíïõìå ôåëéêþò üôé

 =
©
 | ∈ Zª ∪ © | ∈ Zª 

(Ç Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá hi åßíáé õðïïìÜäá ôÞò ). Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß

üôé ç áðåéêüíéóç  3  7−→  ◦  
−1 ∈ D∞  ∈ {0 1}  ∈ Z áðïôåëåß

éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ¤

3.5 ÔÏ ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ CAYLEY

Çóçìáóßá ôùí ïìÜäùí ìåôáôÜîåùí óôçÈåùñßáÏìÜäùí ðáñåìöáßíåôáé óôï áêü-

ëïõèï:

3.5.1 Èåþñçìá. (Cayley, 1878) ÊÜèå ïìÜäá ( ·) åìöõôåýåôáé óôçí ïìÜäá
(S ◦), Þôïé åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá ïìÜäá ìåôáôÜîåùí () ðïõ áðïôåëåß
õðïïìÜäá ôÞò (S ◦) (âë. 2.4.14 êáé 2.4.17).
Áðïäåéîç. ¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá. Óå êÜèå óôïé·åßï  ôÞò  áíôéóôïé·ïýìå

ìéá ìåôÜôáîç  ïñéæüìåíç ùò åîÞò:

 :  −→   7−→ () := 

(Ç áðåéêüíéóç  åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé

 () =  ()⇒  =  ⇒ −1 = −1 ⇒  =  ⇒  = 

áëëÜ êáé åðéññéðôéêÞ, äéüôé åÜí  ∈  ôüôå 
¡
−1

¢
= −1 =  = ). H 

ïíïìÜæåôáé åî áñéóôåñþí ìåôáöïñÜ ìÝóù ôïý ¸óôù ôþñá

() := { |  ∈ } ⊆ S
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Ç ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç ç S åßíáé ç óýíèåóç áðåéêïíßóåùí.

Ðñïöáíþò, ( ◦ ) () =  ( ()) =  () =  = ()∀ ∈ 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç óýíèåóç äõï ôõ·üíôùí óôïé·åßùí ôïý () áíÞêåé óôï ()

Ôï ôáõôïôéêü óôïé·åßï id ôÞò S áíÞêåé óôï () äéüôé éóïýôáé ìå ôçí   åíþ

ôï áíôßóôñïöï ôÞò  åíôüò ôÞò S éóïýôáé ìå ôçí −1 êáé áíÞêåé êáé áõôü óôï

()¢ñá () v S äõíÜìåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16. Ç áðåéêüíéóç

 −→ ()  7−→ 

åßíáé ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ êáé ìåôáöÝñåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò  óôç óýí-

èåóç áðåéêïíßóåùí ôÞò () ( 7−→  =  ◦ ). ÅîÜëëïõ, ç åí ëüãù áðåé-

êüíéóç åßíáé êáé åíñéðôéêÞ, áöïý áðü ôçí  =  Ýðåôáé üôé

 = () = () = 

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï êáôáóêåõÜóáìå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò  êáé ôÞò

õðïïìÜäáò () ôÞò ïìÜäáòS ¤

3.5.2 Óçìåßùóç. Ç áíùôÝñù êáôáóêåõáóèåßóá ïìÜäá ìåôáôÜîåùí () êáëåßôáé

åî áñéóôåñþí êáíïíéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôÞò  åíôüò ôÞò S Âåâáßùò, êáô' áíá-

ëïãßáí, èá ìðïñïýóå êáíåßò íá åñãáóèåß êáé ìå ôçí åê äåîéþí êáíïíéêÞ áíáðáñÜ-

óôáóç

() := { |  ∈ } v S

ôÞò åíôüò ôÞòS üðïõ :  −→   7−→ () :=  ç åê äåîéþí ìåôáöïñÜ

ìÝóù ôïý  Ðñïöáíþò,

() ∼=  ∼= ()

3.5.3 Ðüñéóìá. ÅÜí ç  åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  ôüôå ç  åßíáé
åìöõôåýóéìç

(i) óôç óõììåôñéêÞ ïìÜäáS êáé

(ii) óôéò ãåíéêÝò ãñáììéêÝò ïìÜäåò GL(Z) êáé GL( ) üðïõ  ôõ·üí óþìá.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí, êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, áñéèìÞóïõìå ôá óôïé·åßá ôÞò  ùò

1 2  äçëáäÞ åÜí ïñßóïõìå ìéá áìößññéøç  :  −→ {1 2 } ôüôå êÜèå

ìåôÜôáîç ôÞò  åðÜãåé ìéá ìåôÜôáîç ôùí 1 2  êáé, ùò åê ôïýôïõ, äçìéïõñãåß-

ôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò

Φ : S −→ S  7−→ Φ () :=  ◦  ◦ −1
ìåôáîý ôÞò S êáé ôÞò S ÅðïìÝíùò, ç õðïïìÜäá () ôÞò S åßíáé éóüìïñöç

ìå ôçí õðïïìÜäá Φ (()) ôÞò S ÅðåéäÞ ç  åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí () êáé

åðåéäÞ ç óýíèåóç äýï éóïìïñöéóìþí åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò (âë. 2.4.12 (ii)), ç

 åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Φ (())

(ii) H ïìÜäáΦ (()) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí åéêüíá ôçò ìÝóù ôïý ìïíïìïñöéóìïý

 7−→ P (üðïõP åßíáé ï ìåôáôáêôéêüò ðßíáêáò ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôÞò   ï áíÞ-

êùí óôçí GL(Z) êáé, áíôéóôïé·þò, óôçí GL( )). Âë. D.2.27 êáé D.2.28 (i). ¤
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3.5.4 ÐáñÜäåéãìá. (ÊõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò 4) ¸óôù  ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜ-

îåùò 4 êáé Ýóôù  Ýíáò ãåííÞôïñÜò ôçò. Ôüôå  = {  2 3} (üðïõ  := ), ï

äå ðïëëáðëáóéáóôéêüò êáôÜëïãüò ôçò åßíáé ï åîÞò:

·   2 3

   2 3

  2 3 

2 2 3  

3 3   2

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.5.1 ôïý Cayley,  ∼= () üðïõ

() = {  2  3} @ S

ÓçìåéùôÝïí üôé  = id êáé üôé ïé åéêüíåò ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôÞò  ìÝóù

ôùí  2  3 åßíáé ïé áêüëïõèåò:

 ()

 

 2

2 3

3 

 2()

 2

 3

2 

3 

 3()

 3

 

2 

3 2

¸óôù  :  −→ {1 2 3 4} ç áìößññéøç ìå () := 1 () := 2 (2) := 3 êáé

(3) := 4 Ôüôå ç áðåéêüíéóç

Φ : S −→ S4  7−→ Φ () :=  ◦  ◦ −1

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ¢ñá Ý·ïõìå () ∼= Φ (()) Ðñïöáíþò,

Φ () = id êáé Φ () =  ◦  ◦ −1 ïðüôå

Φ ()(1) = ((
−1(1))) = (()) = () = 2

Φ ()(2) = ((
−1(2))) = (()) = (2) = 3

Φ ()(3) = ((
−1(3))) = ((

2)) = (3) = 4

Φ ()(4) = ((
−1(4))) = ((

3)) = () = 1

êáé, ùò åê ôïýôïõ, Φ () =

∙
1 2 3 4

2 3 4 1

¸
= [1 2 3 4]Êáô' áíáëïãßáí,

Φ (2) =

∙
1 2 3 4

3 4 1 2

¸
= [1 3] ◦ [2 4]  Φ (3) = [1 4 3 2]

¢ñá ç  åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí õðïïìÜäá

Φ (()) = {id [1 2 3 4] [1 3] ◦ [2 4]  [1 4 3 2]}
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ôÞò S4 (êáé öõóéêÜ êáé ìå ôçí ïìÜäá (Z4+) åðß ôç âÜóåé ôïý (ii) ôïý èåùñÞìá-

ôïò 2.4.23). Åðßóçò, ç  ∼= Φ (()) (êáôÜ ôï 3.5.3 (ii)) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí

õðïïìÜäá⎧⎨⎩I4
⎛⎝ 0 0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎞⎠⎫⎬⎭
ôÞò GL4(Z) êáé ìå ôçí õðïïìÜäá⎧⎨⎩I4

⎛⎝ 0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎞⎠⎫⎬⎭
ôÞòGL4( ) ãéá êÜèå óþìáÔÝëïò, áîßæåé íá åðéóçìáíèåß üôé, ïñßæïíôáò ùò  ìéá

Üëëç áìößññéøç ìåôáîý ôÞò êáé ôïý {1 2 3 4} ëáìâÜíïõìå ìéá Üëëç åìöýôåõóç
ôÞò  åíôüò ôÞò S4 Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí ïñéóèåß ùò  :  −→ {1 2 3 4} ç

áìößññéøç ìå () := 1 () := 3 (2) := 2 êáé (3) := 4 ôüôå

Φ (()) = {id [1 3 2 4] [1 2] ◦ [3 4]  [1 4 3 2]}

3.5.5 ÐáñÜäåéãìá. (Åðßðåäåò óõììåôñßåò ìéáò óêáêéÝñáò) Ìéá óêáêéÝñá äéá-

èÝôåé ôÝóóåñåéò åðßðåäåò óõììåôñßåò19: ôçí ôáõôïôéêÞ  (:= idR2), ôç óôñïöÞ  ðåñß

ôï êÝíôñï ôçò êáôÜ  áêôßíéá êáé ôïõò êáôïðôñéóìïýò 1 êáé 2 ùò ðñïò ôéò äéáãù-

íßïõò ôçò.

ÁõôÝò ïé óõììåôñßåò óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá = {  1 2} ìå ðñÜîç ôçò ôç óýí-

19Ùò åðßðåäåò óõììåôñßåò ôÞò óêáêéÝñáò ïñßæïíôáé åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò SR2 ðïõ äéáôçñïýí ôéò áðïóôÜóåéò êáé

óôÝëíïõí ôç óêáêéÝñá íá áðåéêïíßæåôáé óôïí åáõôü ôçò, äéáôçñþíôáò ôü êÝíôñï ôçò óôáèåñü. Ðñïóï·Þ! Ç ïìÜäá

ðïõ óõãêñïôïýí ïé åí ëüãù óõììåôñßåò äåí åßíáé ç ïìÜäá ôùí óõììåôñéþí åíüò ôåôñáãþíïõ (Þôïé éóüìïñöç ìå ôçí

D4 ôÜîåùò 8), äéüôé ôá óôïé·åßá ôÞò ïöåßëïõí, óõí ôïéò Üëëïéò, íá óôÝëíïõí êÜèå ìáýñï (ìéêñü) ôåôñáãùíÜêé ôÞò
óêáêéÝñáò íá áðåéêïíßæåôáé óå Ýíá ìáýñï ôåôñáãùíÜêé (êáé êÜèå Üóðñï óå Ýíá Üóðñï). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç óôñïöÞ

ðåñß ôï êÝíôñï ôÞò óêáêéÝñáò êáôÜ 
2 (Þ êáôÜ 3

2 ) áêôßíéá äåí ðëçñïß áõôÞí ôç óõíèÞêç.
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èåóç áðåéêïíßóåùí. Ï êáôÜëïãïò ôÞò ðñÜîåùò ‘‘◦'' ôÞò  åßíáé ï åîÞò:

◦   1 2

   1 2
   2 1
1 1 2  

2 2 1  

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.5.1 ôïý Cayley,  ∼= () üðïõ

() = {  1  2} @ S

ÓçìåéùôÝïí üôé  = id êáé üôé ïé åéêüíåò ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôÞò  ìÝóù

ôùí  1  2 åßíáé ïé áêüëïõèåò:

 ()

 

 

1 2
2 1

 1()

 1
 2
1 

2 

 2()

 2
 1
1 

2 

¸óôù  :  −→ {1 2 3 4} ç áìößññéøç ìå () := 1 () := 2 (1) := 3 êáé

(2) := 4 Ôüôå ç áðåéêüíéóç

Φ : S −→ S4  7−→ Φ () :=  ◦  ◦ −1

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ¢ñá Ý·ïõìå () ∼= Φ (()) Ðñïöáíþò,

Φ () = id êáé Φ () =  ◦  ◦ −1 ïðüôå

Φ ()(1) = ((
−1(1))) = (()) = () = 2

Φ ()(2) = ((
−1(2))) = (()) = () = 1

Φ ()(3) = ((
−1(3))) = ((1)) = (2) = 4

Φ ()(4) = ((
−1(4))) = ((2)) = (1) = 3

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

Φ () =

∙
1 2 3 4

2 1 4 3

¸
= [1 2] ◦ [3 4] 

Êáô' áíáëïãßáí,

Φ (1) =

∙
1 2 3 4

3 4 1 2

¸
= [1 3] ◦ [2 4]

êáé

Φ (2) =

∙
1 2 3 4

4 3 2 1

¸
= [1 4] ◦ [2 3] 
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ÊáôÜ óõíÝðåéáí, Φ (()) = V üðïõ çV åßíáé ç ïìÜäá 3.4.2 (ii) ôùí ôåóóÜñùí

óôïé·åßùí ôïý Klein êáé ∼= V Åðßóçò, ç (êáôÜ ôï 3.5.3 (ii)) åßíáé éóüìïñöç ìå

ôçí õðïïìÜäá⎧⎨⎩I4
⎛⎝ 0 1 0 0

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞⎠⎫⎬⎭
ôÞò GL4(Z) êáé ìå ôçí õðïïìÜäá⎧⎨⎩I4

⎛⎝ 0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞⎠ 

⎛⎝ 0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞⎠⎫⎬⎭
ôÞò GL4( ) ãéá êÜèå óþìá 

Ôï èåþñçìá 3.5.6 ìáò ðëçñïöïñåß üôé êÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 4 ïöåßëåé íá åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ìßá åê ôùí ïìÜäùí ìåôáôÜîåùí ðïõ ðáñïõóéÜóèçêáí óôá ðáñáäåßãìáôá

3.5.4 êáé 3.5.5.

3.5.6 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ïìÜäùí ôÜîåùò 4) ¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá
ôÜîåùò 4 Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) H ( ·) åßíáé áâåëéáíÞ.
(ii) ÅÜí ç ( ·) åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå ( ·) ∼= (Z4+)
(iii) ÅÜí ç ( ·) äåí åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá (V ◦) ôùí
ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé ôõ·ïýóá ïìÜäá ôÜîåùò 4 ôüôå áõôÞ åßíáé áâå-
ëéáíÞ. ÐñÜãìáôé°

(á) ÅÜí ç  äéáèÝôåé êÜðïéï óôïé·åßï ôÜîåùò 4 ôüôå ç  åßíáé êõêëéêÞ êáé, ùò åê
ôïýôïõ, áâåëéáíÞ (âë. ðñïôÜóåéò 2.3.7 êáé 2.2.17)

(â) ÅÜí ç Ý·åé äåí Ý·åé êáíÝíá óôïé·åßï ôÜîåùò 4 ôüôå ç äåí åßíáé êõêëéêÞ (âë.
ðñüôáóç 2.3.7). Èåùñïýìå ôõ·üíôá   ∈  Èá áðïäåßîïõìå üôé  = 

(â1) ÅÜí (ôïõëÜ·éóôïí) Ýíá åê ôùí   éóïýôáé ìå ôï  (:= ) ôüôå ðñïöáíþò
 = 

(â2) ÅÜí  =  ôüôå åßíáé êáé ðÜëé ðñïöáíÝò üôé  = 

(â3) ÅÜí  6=   6=  êáé  6=  ôüôå  = {   } üðïõ  ôï «ôÝôáñôï» óôïé·åßï
ôÞò ïìÜäáò  ({} ∩ {  } = ∅). Èåùñïýìå ôï óôïé·åßï  ∈  Áõôü áðï-
êëåßåôáé íá éóïýôáé ìå ôï  Þ ìå ôï  äéüôé, âÜóåé ôïý íüìïõ ôÞò äéáãñáöÞò 2.1.9
(i), èá Ýðñåðå ôï  (Þ, áíôéóôïß·ùò, ôï ) íá éóïýôáé ìå ôï  êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï
óôçí õðüèåóÞ ìáò. ¢ñá  ∈ { } Ðñïôïý ðñïâïýìå óôçí ðåñáéôÝñù åîÝôáóç
ôùí äýï åíäå·ïìÝíùí ôéìþí ôïý ãéíïìÝíïõ  èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò ôÜîåéò ôùí 
êáé 

Éó·õñéóìüò. ord() = ord() = 2

Áðüäåéîç éó·õñéóìïý. Èåùñïýìå ôçí hi @  Ðñïöáíþò, |hi| = ord() ∈ {2 3}
(áöïý  6=  êáé ç  äåí åßíáé êõêëéêÞ). ÅÜí |hi| = 3 ôüôå  6= 2 êáé

hi = {  2} $ {   } = ⇒ åßôå  = 2 åßôå  = 2
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ÅÜí  = 2 ôüôå  = −1 êáé  ∈ {   } êÜôé ðïõ áðïêëåßåôáé ëüãù ôùí
óõíåðáãùãþí

 = ⇒  = −1 =   = ⇒  =   =  = 2 ⇒  =   = ⇒  = 

ÅÜí  = 2 ôüôå  = −1 êáé  ∈ {   } êÜôé ðïõ áðïêëåßåôáé ëüãù ôùí
óõíåðáãùãþí

 = ⇒  = −1 =   = ⇒  =   = ⇒  =   =  = 2 ⇒  = 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ord() = 2 ÅíáëëÜóóïíôáò ôþñá ôïõò ñüëïõò ôùí  êáé  êáé

åðé·åéñçìáôïëïãþíôáò áíáëüãùò, áðïäåéêíýïõìå ôçí éóüôçôá ord() = 2

ÅîÝôáóç ôïý ãéíïìÝíïõ  Åßôå  =  åßôå  =  ÅÜí  =  ôüôå  = −1 = 

(áöïý ord() = 2 êáôÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá), êÜôé ðïõ áíôßêåéôáé óôçí õðüèåóÞ

ìáò. ¢ñá Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  = Åí óõíå·åßá, èåùñþíôáò ôü óôïé·åßï  ∈ 

êáé åðáíáëáìâÜíïíôáò ôáùò Üíù åðé·åéñÞìáôá ôïý (â3) ãé' áõôü (êáôüðéí åíáëëá-

ãÞò ôùí ñüëùí ôùí  êáé ), êáôáëÞãïõìå óôï üôé  = ¢ñá ôåëéêþò  =  = 

(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23.
(iii) ÅÜí ç ïìÜäá ( ·) äåí åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå (âáóéæüìåíïé óå ü,ôé Ý·åé ðñïáíá-
öåñèåß óôï (i)) ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò åßíáé ôÞò
ìïñöÞò  = {   } ìå ôá     óáöþò äéáêåêñéìÝíá êáé  =  Ï ðïëëá-
ðëáóéáóôéêüò êáôÜëïãïò ôÞò ( ·) åßíáé ï åîÞò:

·    

    

  2  2

   2 2

  2 2 22

ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ord() = ord() = 2 (Þ, åíáëëáêôéêþò, üôé ç  åßíáé
áâåëéáíÞ êáé üôé êÜèå óôïé·åßï ôçò åìöáíßæåôáé óå êÜèå ãñáììÞ êáé êÜèå óôÞëç
ôïõ ìüíïí ìßá öïñÜ), áõôüò ãñÜöåôáé ùò áêïëïýèùò20:

·    

    

    

    

    

ÕðÜñ·ïõí äýï ôñüðïé áðïðåñáôþóåùò ôÞò áðïäåßîåùò: Åßôå åðáíáëáìâÜíïõìå
êáôÜ ãñÜììá ôç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèÞóáìå óôï åäÜöéï 3.5.5 (ìå ôá    óôç
èÝóç ôùí  1 êáé 2 áíôéóôïß·ùò) åßôå ïñßæïõìå áðåõèåßáò ôçí áðåéêüíéóç

 7−→ id  7−→ [1 2] ◦ [3 4]   7−→ [1 3] ◦ [2 4]   7−→ [1 4] ◦ [2 3]

êáé äéáðéóôþíïõìå üôé åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤

3.5.7 ÐáñáôÞñçóç. Ðñïöáíþò, (V ◦) À (Z4+) (âë. 2.4.19 (iii)).
20Åî áõôïý Ýðåôáé, éäéáéôÝñùò, üôé = h i = h i = h i 
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3.5.8 Ðüñéóìá. (ÏìÜäá áõôïìïñöéóìþí ïìÜäùí ôÜîåùò 4)

¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá ôÜîåùò 4 Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) ÅÜí ç ( ·) åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå (Aut() ◦) ∼= (Z×4  ·) ∼= (Z2+)
(ii) ÅÜí ç ( ·) äåí åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå (Aut() ◦) ∼= (S3 ◦)
Áðïäåéîç. (i) Ç ýðáñîç ôïý ðñþôïõ éóïìïñöéóìïý äéáóöáëßæåôáé ìÝóù ôïý (ii)

ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.32. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý üôé (Z×4  ·) ∼= (Z2+)áñêåß íá ëçöèåß

õð' üøéí üôé Z×4 = {[1]4  [3]4} = h[3]4i êáé íá åöáñìïóèåß ôï 2.4.23 (ii).

(ii) ÅÜí ç ïìÜäá ( ·) äåí åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå ( ·) ∼= (V ◦) (óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 3.5.6), üðïõV := {id 1 2 3} ìå

1 := [1 2] ◦ [3 4]  2 := [1 3] ◦ [2 4]  3 := [1 4] ◦ [2 3] 

¸óôù  :  −→ V Ýíáò éóïìïñöéóìüò. ÌÝóù áõôïý åðÜãåôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò

Aut() 3  7−→  ◦  ◦ −1 ∈ Aut(V)

ìåôáîý ôùí ïìÜäùí (Aut() ◦) êáé (Aut(V) ◦) Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé õöß-

óôáôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí (Aut(V) ◦) êáé (S3 ◦)  Ãéá êÜèå  ∈ Aut(V)

éó·ýåé (id) = id (âë. 2.4.3 (i)) êáé, ùò åê ôïýôïõ,

{ (1)   (2)   (3)} = {1 2 3}

ìå

 ( ◦ ) =  () ◦  ()  ∀( ) ∈ {1 2 3} × {1 2 3} (3.22)

Ðáñáôçñïýìå üôé, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ç ìüíç äåóìåõôéêÞ óõíèÞêç ãéá ôéò åéêü-

íåò êáé ôéò áíôßóôñïöåò åéêüíåò ôùí id 1 2 3 ìÝóù ïéïõäÞðïôå áõôïìïñöéóìïý

 ∈Aut(V) åßíáé ç (id) = id, áöïý ç (3.22) ðëçñïýôáé áõôïìÜôùò ãéá ïéáäÞðïôå

( ) ∈ {1 2 3} × {1 2 3} Ôïýôï åßíáé ðñüäçëï óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá

 =  êáé Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé

() =  ◦ 
óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  6=  üðïõ {( )} = {1 2 3}r{ } ÊáôÜ
óõíÝðåéáí,

[(id) = id êáé |{123} ∈ S{123} ∼= S3 ∀ ∈ Aut(V)]⇒ Aut(V) ∼= S3

ÓõãêåêñéìÝíá, Aut(V) = {0 1 2 3 4 5} üðïõ 0 := Aut(V) (id) = id,
ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3 4 5}

1 (1) := 1 1 (2) := 3 1 (3) := 2

2 (1) := 2 2 (2) := 1 2 (3) := 3

3 (1) := 2 3 (2) := 3 3 (3) := 1

4 (1) := 3 4 (2) := 1 4 (3) := 2

êáé 5 (1) := 3 5 (2) := 2 5 (3) := 1 ¤
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ÁóêÞóåéò

3-1. Ãéá ïéïäÞðïôå ìç êåíü óýíïëï  êáé ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈  íá áðï-

äåé·èåß üôé ôï { ∈ S| () = } áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò (S ◦)
3-2. ÅÜí ∈ N  ∈ Z êáé  : Z −→ Z çáðåéêüíéóç [] 7−→ ([]) := [] 

íá áðïäåé·èåß üôé  ∈ SZ ⇐⇒ ìêä() = 1

3-3. (i) ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá,   óôïé·åßá ôÞò êáé   ∈ N
ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé ìêä() = ìêä() = ìêä( ) = 1 íá áðïäåé-

·èåß ç óõíåðáãùãÞ
£
 =  = () = 

¤
=⇒  =  = 

(ii) ÐáñáìÝíåé áõôü ôï óõìðÝñáóìá åí éó·ý áêüìç êáé üôáí ç  åßíáé ìç

áâåëéáíÞ;

3-4. (i) Íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíèÝóåéò ôùí áêïëïýèùí ìåôáôÜîåùí åíôüò ôÞòS6∙
1 2 3

3 1 2

4

4

5 6

5 6

¸
◦
∙
1 2 3

3 1 4

4

6

5 6

5 2

¸
∙

1 2 3

6 5 4

4

3

5 6

2 1

¸
◦
∙
1 2 3

5 4 3

4

2

5 6

1 6

¸


∙
1 2 3

2 1 4

4

3

5 6

6 5

¸3


∙
1 2 3

6 4 5

4

1

5 6

2 3

¸5


êáèþò êáé ôá áíôßóôñïöá áõôþí.

(ii) Íá åêöñáóèåß ç ìåôÜôáîç

 :=

∙
1 2 3

3 9 8

4

4

5 6 7

5 7 11

8

1

9

2

10

6

11

10

¸
∈ S11

õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí

ìÞêïõò ≥ 2 êáé íá õðïëïãéóèåß ç ôÜîç ôçò.

3-5. Íá áðïäåé·èåß üôé åíôüò ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáòS6 ïé óõíèÝóåéò êýêëùí

[1 4 5 6] ◦ [2 1 5]  [2 1 5] ◦ [1 4 5 6]
åßíáé äýï (Üíéóåò) ìåôáôÜîåéò ðïõ äåí åßíáé êýêëïé.

3-6. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé  ∈ S ìå  () 6=  ãéá êÜðïéïí  ∈ {1  } íá
áðïäåé·èåß üôé 2() 6=  () 

3-7. ÅÜí  := [1 2 3 4] ∈ S4 íá ðñïóäéïñéóèïýí üëåò ïé ìåôáôÜîåéò  ∈ S4 ãéá
ôéò ïðïßåò éó·ýåé ç éóüôçôá  ◦  ◦ −1 = 3

3-8. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ìåôáôÜîåéò 1 2 åíôüò ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò S7
ãéá ôéò ïðïßåò ïé éóüôçôåò 1 ◦  =  =  ◦ 2 üðïõ

 :=

∙
1 2 3

2 5 3

4

4

5 6 7

7 6 1

¸
  :=

∙
1 2 3

1 2 4

4

7

5 6 7

6 3 5

¸
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3-9. Äßäïíôáé ïé ìåôáôÜîåéò

 :=

∙
1 2 3

5 8 9

4

2

5 6 7

1 4 3

8

6

9

7

¸
∈ S9

êáé

 :=

∙
1 2 3

2 3 1

4

5

5 6  3− 2
6 4  3− 1

3− 1
3

3

3− 2
¸
∈ S3  ∈ N

Íá åêöñáóèïýí ïé  êáé  õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝ-

íïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2 Åí óõíå·åßá,

íá åîåôáóèåß åÜí ïé  êáé  åßíáé Üñôéåò Þ ðåñéôôÝò.

3-10. Ná ðñïóäéïñéóèåß ç 1000 =  ◦  ◦ · · · ◦ | {z }
1000 öïñÝò

üôáí

 :=

∙
1 2 3

3 7 8

4

9

5 6 7

4 5 2

8

1

9

6

¸
∈ S9

3-11. ÅÜí  ∈ N  ≥ 3 êáé 1 2 ∈ S åßíáé äõï áíôéìåôáèÝóåéò, íá áðïäåé·èåß

üôé ç ìåôÜôáîç 1 ◦ 2 ìðïñåß íá ãñáöåß ùò óýíèåóç (ü·é êáô' áíÜãêçí áíÜ

äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò) êýêëùí ìÞêïõò 3

3-12. ¸óôù  ∈ N  ≥ 4 êáé Ýóôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èïýí ôá

áêüëïõèá:

(i) Ç ôÜîç ìéáò ìåôáôÜîåùò  ∈ S åßíáé ßóç ìå  åÜí êáé ìüíïí ç  ãñÜöåôáé

ùò óýíèåóç åðáëëÞëùí áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò -êýêëùí.

(ii) To (i) äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò åÜí óå áõôü ï ðñþôïò áñéèìüò  áíôéêá-

ôáóôáèåß ìå Ýíáí óýíèåôï áñéèìü.

3-13. ÅÜí  ∈ N ìå  |  êáé  ∈ S åßíáé Ýíáò -êýêëïò, íá áðïäåé·èåß üôé

ç ìåôÜôáîç  =  ◦ · · · ◦ | {z }
 öïñÝò

ãñÜöåôáé ùò óýíèåóç  åðáëëÞëùí áíÜ äýï

îÝíùí ìåôáîý ôïõò 

-êýêëùí.

3-14. ÅÜí  ∈ N  ≥ 3 êáé  ∈ S íá áðïäåé·èåß üôé

S = h[(1) (2)] [(1) (2)  ()]i 

3-15. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå  ∈ S5r{id} õðÜñ·åé êÜðïéá ìåôÜôáîç  ∈ S5
ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåéS5 = h i 

3-16. ÅÜí  ∈ N êáé  := [1 2 ] ∈ S íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå  ∈ S éó·ýåé

 ◦  =  ◦  ⇐⇒  ∈ hi 
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3-17. Óôï ãíùóôü «ðáé·íßäé21 ôùí 15 (ôåôñÜãùíùí) ðëáêéäßùí», êáèÝíá åê ôùí

15 ðëáêéäßùí åßíáé ôïðïèåôçìÝíï óå Ýíá ôåôñÜãùíï ðëáßóéï ìå ðëåõñÜ ðïõ

åßíáé ôåôñáðëÜóéá ôÞò ðëåõñÜò ôïõ. Ôá ðëáêßäéá åöÜðôïíôáé ìåôáîý ôïõò

êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå åíôüò ôïý ôåôñáãþíïõ ðëáéóßïõ íá áöÞíåôáé êåíü

ôï êÜôù-äåîéÜ ôåôñáãùíßäéï, áñéèìïýíôáé äå áðü ôï 1 Ýùò ôï 15 üðùò óôï

ó·Þìá:

(Óôï êåíü ôåôñáãùíßäéï èá áíôéóôïé·åß íïåñþò ï áñéèìüò 16) Ôá ðëáêßäéá

ìðïñïýí íá ìåôáêéíïýíôáé ïñéæïíôßùò Þ êáôáêïñýöùò (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý

åêÜóôïôå åìöáíéæüìåíïõ êåíïý ôåôñáãùíéäßïõ) ·ùñßò, üìùò, íá ìðïñïýí íá

«îåêáñöéôóùèïýí» áðü ôï ôåôñÜãùíï ðëáßóéï. (Ìéá áðëÞ ìåôáêßíçóç åß-

íáé åî ïñéóìïý ôï áðïôÝëåóìá ôïý íá óõñèåß êÜðïéï ðëáêßäéï óå êåíü ôå-

ôñáãùíßäéï, áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç áëëáãÞ ôÞò áñ·éêÞò èÝóåùò ôïý êåíïý ôå-

ôñáãùíéäßïõ ïñéæïíôßùò Þ êáôáêïñýöùò óå ìéá ãåéôïíéêÞ èÝóç.) Óõãêåêñé-

ìÝíá, åêêéíþíôáò áðü ôï áíùôÝñù ó·Þìá, ùò åðéôñåðôÝò ìåôáêéíÞóåéò (ôïý

ðáé·íéäéïý) ·áñáêôçñßæïíôáé üëåò ïé äõíáôÝò åðßðåäåò ìåôáêéíÞóåéò (Þôïé

áíáäéáôÜîåéò) ôùí ðëáêéäßùí, ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áðëþí ìåôáêéíÞóåùí, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôï

êÜôù-äåîéÜ ôåôñáãùíßäéï ðáñáìÝíåé (óôï ôÝëïò) êåíü. Ôï áðïôÝëåóìá êÜèå

åðéôñåðôÞò ìåôáêéíÞóåùò åßíáé ïé ôïðïèåôÞóåéò ôùí áñéèìþí 1 2  15 óå

íÝåò èÝóåéò (1) (2)  (15) ãéá êÜðïéá ìåôÜôáîç  ∈ S16 ãéá ôçí ïðïßá

éó·ýåé (16) = 16 üðùò óôï ó·Þìá:

Ãéá ôï óýíïëï  üëùí ôùí åðéôñåðôþí ìåôáêéíÞóåùí íá áðïäåé·èïýí ôá

åîÞò:

(i) v S16 (ii) ∃ v A15 :  ∼=  êáé (iii) = A15

21ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé áõôü ôï ðáé·íßäé Ý·åé óõíäåèåß ìå ôï üíïìá ôïý Áìåñéêáíïý (óêáêéóôÞ êáé óõëëÝêôç puzzles)

Sam Loyd (1841-1911), åß·å åðéíïçèåß (ìå êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò ùò ðñïò ôïõò áñéèìïýò) ôï 1874 áðü ôïí Noyes

Palmer Chapman, Ýíáí íåïûïñêÝæï äéåõèõíôÞ ôá·õäñïìåßïõ êáé ìåôåîåëé·èåß áðü ôïí ãéï ôïõ Frank. Ôï ôåôñÜãùíï

ðëáßóéï ìå ôïõò áñéèìïýò 1 Ýùò ôï 15 Üñ·éóå íá ðáñÜãåôáé êáé íá ðùëåßôáé óôï Connecticut êáé óôç Âïóôþíç ôï

1879 Ïé ðùëÞóåéò ôïõ (êáé ç õóôåñßá ãéá ôï ðáßîéìü ôïõ) áõîÞèçêáí åêèåôéêþò Ýíáí ·ñüíï áñãüôåñá, ôï 1880
ôüóï óôéò Ç.Ð.Á. üóï êáé óôçí Åõñþðç. Ãéá ðåñéóóüôåñá éóôïñéêÜ óôïé·åßá êáé üìïñöåò åéêüíåò, âë. J. Slocum &D.

Sonneveld: The 15-Puzzle. How It Drove The World Crazy, Beverly Hills, CA, Slocum Puzzle Foundation, 2006.
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(Ùò åê ôïýôïõ, åßèéóôáé íá «ôáõôßæåé» êáíåßò ôçí ïìÜäá  ìå ôçí åíáëëÜó-

óïõóá ïìÜäá22 A15 ðïõ Ý·åé ôÜîç23 |A15| = 15!
2 = 65383718400)

3-18. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ïé ïìÜäåò 1 2 ôÞò áóêÞóåùò 2-53 åßíáé éóüìïñöåò ìå ôçíD3(∼= S3)
(ii) Ïé ïìÜäåòD4 êáéHeis(Z2) åßíáé éóüìïñöåò.

3-19. ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 Íá áðïäåé·èåß üôé 
∼= D

∼=  üðïõ

 :=

¿µ
0 1

1 0

¶


µ
 0

0 −1

¶À
v GL2(C)

(ìå  := exp
¡
2


¢
) êáé

 :=

½µ
[] []
[0] [1]

¶¯̄̄̄
 ∈ {±1}   ∈ Z

¾
v GL2(Z)

3-20. Íá áðïäåé·èåß üôé çD∞ åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá

 :=

½µ
 

0 1

¶¯̄̄̄
 ∈ {±1}   ∈ Z

¾
v GL2(Z)

22ÌÝóù áõôïý ôïý óõìðåñÜóìáôïò åßíáé ðëÝïí åìöáíÝò ãéáôß ç åéêáóßá ôïý Sam Loyd (üôé õðÜñ·ïõí åðéôñåðôÝò

ìåôáêéíÞóåéò, ôï áðïôÝëåóìá ôùí ïðïßùí åíáëëÜóóåé ôéò èÝóåéò ôùí áñéèìþí 14 êáé 15 êáé áöÞíåé ôïõò õðïëïßðïõò
óôéò áñ·éêÝò ôïõò èÝóåéò) åßíáé åóöáëìÝíç. (Ãéá ãåíéêåýóåéò ôïý ðáé·íéäéïý ôùí 15 ðëáêéäßùí ìÝóù ôÞò Èåùñßáò

ÃñáöçìÜôùí ðñâë. R.M. Wilson: Graph puzzles, homotopy, and the alternating group, J. Combin. Theory Ser. B,

16 (1974), 86-96 êáé C.Yang: Sliding puzzles and rotating puzzles on graphs, Discrete Mathematics 311, Issue 14
(2011), 1290-1294)

23Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí ôåñÜóôéï áñéèìü. (ÓçìåéùôÝïí, üôé üëá ôá ðéèáíÜ áðïôåëÝóìáôá ìéáò êëçñþóåùò ôïý «Ôæüêåñ»

åßíáé «ìüëéò» 13983816.) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí ùò óêïðüò ôïý ðáé·íéäéïý ïñéóèåß ç åðáíáöïñÜ ôùí ðëáêéäßùí
óôçí áñ·éêÞ ôïõò èÝóç (ìå ôçí áñ·éêÞ áñßèìçóç) ýóôåñá áðü ôç ìåóïëÜâçóç ïéáóäÞðïôå åðéôñåðôÞò áíáäéáôÜîåùò
áõôþí (Þôïé ýóôåñá áðü ôç ìåóïëÜâçóç ôÞò åöáñìïãÞò ôõ·ïýóáò ìåôáôÜîåùò  ∈  óôïõò 1 2  15 16), ôüôå
áðïäåéêíýåôáé (áëãïñéèìéêþò) üôé õößóôáíôáé ðÜíôïôå áñêïýíôùò óýíôïìåò åðáíáöïñÝò ðïõ áðáéôïýí ôçí åêôÝëåóç
ôï ðïëý 80 áðëþí ìåôáêéíÞóåùí. (Âë. A. Bruengger, A. Marzetta, K. Fukuda and J. Nievergelt, The parallel search
bench ZRAM and its applications, Annals of Operations Research 90 (1999), 45-63.)





ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Äåßêôåò, ðçëéêïïìÜäåò

êáé èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï áðïäåéêíýåôáé åí ðñþôïéò Ýíá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá èåùñÞ-

ìáôá ðïõ áöïñïýí óôéò ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò, ôï ëåãüìåíï èåþñçìá ôïý Lagrange
4.1.22, ìÝóù åíüò ãåíéêüôåñïõ èåùñÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé ôçí ôÜîç ïéáóäÞðïôå ïìÜ-
äáò ìå ôçí ôÜîç ìéáò õðïïìÜäáò ôçò (âë. èåþñçìá 4.1.20). Ðñïò ôïýôï ðñïáðáé-

ôåßôáé ç ðáñÜèåóç ôùí ïñéóìþí ôùí ðëåõñéêþí êëÜóåùí êáé ôïý äåßêôç õðïïìÜ-

äùí. Åí óõíå·åßá, áðïäåéêíýåôáé ç áðëüôçôá ôÞò A ãéá  ≥ 5 ïñßæïíôáé ðçëé-
êïïìÜäåò êáé áðïäåéêíýïíôáé ôá ôñßá ·áñáêôçñéóôéêÜ èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí
ïìÜäùí, êáèþò êáé ôï èåþñçìá ôÞò áíôéóôïé·ßóåùò ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí.

4.1 ÐËÅÕÑÉÊÅÓ ÊËÁÓÅÉÓ

ÊÁÉ ÄÅÉÊÔÅÓ ÕÐÏÏÌÁÄÙÍ

4.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí ∅ 6=  ⊆  êáé ∅ 6=  ⊆  ôüôå

ïñßæïõìå ùò  ·  Þ, áðëïýóôåñá (ðáñáëåßðïíôáò ôï dot ‘‘·'', üôáí äåí õößóôáôáé

êßíäõíïò óõã·ýóåùò), ùò  ôï óýíïëï1

 := { |  ∈  êáé  ∈ } (4.1)

üëùí ôùí «ãéíïìÝíùí» æåõãþí óôïé·åßùí ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôÞò ïìÜäáò

áíáöïñÜò, ìå ôï ðñþôï åî áõôþí (ôùí óôïé·åßùí) åéëçììÝíï áðü ôï  êáé ôï äåý-
ôåñï åéëçììÝíï áðü ôï  (Ðñïóï·Þ! ¼ôáí ç  äåí åßíáé áâåëéáíÞ, åíäÝ·åôáé ôï

 íá ìçí åßíáé ßóï ìå ôï )

1¼ôáí ·ñçóéìïðïéåßôáé ðñïóèåôéêüò óõìâïëéóìüò ãéá ôçí ïìÜäá ôüôå áíôß ôïý óõíüëïõ èåùñïýìå ôï óýíïëï

+ := {+  |  ∈  êáé  ∈ }
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4.1.2 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí ôá  åßíáé ôñßá ìç êåíÜ õðïóý-
íïëá ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ  áõôÞò, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i)  ( ∪ ) =  ∪
(ii)  ( ∩ ) ⊆  ∩  ÌÜëéóôá, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï  åßíáé
Ýíá ìïíïóýíïëï, áõôÞ ç ó·Ýóç éó·ýåé ùò éóüôçôá.

(iii)  () = ()

Áðïäåéîç. (i) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôéò åîÞò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò:

 ∈  ( ∪ ) = { |  ∈  êáé  ∈  ∪ } ⊆ 

⇔  ∈ { |  ∈  êáé  ∈  Þ  ∈ }
⇔  ∈ { |  ∈  êáé  ∈ } Þ  ∈ { |  ∈  êáé  ∈ }
⇔  ∈ { |  ∈  êáé  ∈ } ∪ { |  ∈  êáé  ∈ }
⇔  ∈  ∪

(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈  ( ∩)  Ôüôå  =  ãéá êÜðïéá  ∈  êáé  ∈  ∩ 

ïðüôå

 ∈   ∈  êáé  ∈   ∈  ⇒  ∈  ∩

ÅðïìÝíùò,  ( ∩) ⊆  ∩  Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá õðÜñ·åé êÜ-

ðïéï óôïé·åßï  ∈  :  = {} èåùñïýìå ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ ∩Ðñïöáíþò,

∃ ∈  êáé ∃ ∈  :  =  =  =⇒
2.1.9 (i)

 =  ∈  ∩ 

ïðüôå  ∈  ( ∩ ) Áõôü óçìáßíåé üôé  ( ∩ ) ⊇  ∩
(iii) Ôïýôï åßíáé Üìåóï áðü ôïí ïñéóìü 5.1.1 êáé ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôÞò ðñÜ-

îåùò ‘‘·''. ¤

4.1.3 Óçìåßùóç. Ôï óýíïëï P ()r{∅} ôùí ìç êåíþí õðïóõíüëùí ôïý õðïêåé-

ìÝíïõ óõíüëïõ  ìéáò ïìÜäáò ( ·)  åöïäéáæüìåíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç

(P ()r{∅})× (P ()r{∅}) 3 () 7−→  ∈ P ()r{∅}

ôçí ïñéóèåßóá óôçí (4.1), êáèßóôáôáé ìïíïåéäÝò Ý·ïí ôï ìïíïóýíïëï {} ùò ïõ-
äÝôåñü ôïõ óôïé·åßï.

4.1.4 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ôá  êáé  åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·) 
Ôüôå 2

 v ⇐⇒  = 

2Ðñïóï·Þ! Ç éóüôçôá =  äåí óçìáßíåé üôé êÜèå óôïé·åßï ôÞò ìåôáôßèåôáé áìïéâáßùò ìå êÜèå óôïé·åßï

ôÞò Óçìáßíåé üôé ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈  õðÜñ·ïõí 0 ∈  êáé 0 ∈  ìå  = 00 (êáé ôáíÜðáëéí).
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Áðïäåéîç. ‘‘⇒'': ¸óôù ôõ·üí  ∈  Ôüôå  =  ãéá êÜðïéá  ∈  êáé  ∈ 

ÅðåéäÞ  v  Ý·ïõìå −1 ∈  (âë. ôï (ii) (c) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16). ¢ñá
−1 = 00 ãéá êÜðïéá 0 ∈  êáé 0 ∈  êáé

 =
¡
−1

¢−1 ⇒  = (00)−1 = (0)−1(0)−1

0 ∈  ⇒ (0)−1 ∈  êáé 0 ∈  ⇒ (0)−1 ∈ 

)
⇒  = (0)−1(0)−1 ∈ 

Ôïýôï óçìáßíåé üôé  ⊆  Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åãêëåéóìïý

èåùñïýìå ôõ·üí  ∈  Ðñïöáíþò,  =  ãéá êÜðïéá  ∈  êáé  ∈  êáé

 ∈  ⇒ −1 ∈  êáé  ∈  ⇒ −1 ∈ 

−1 = ()−1 = −1−1

¾
⇒ −1 ∈ 

ÅðåéäÞ ôï  õðåôÝèç üôé åßíáé õðïïìÜäá ôÞò  Ý·ïõìå
¡
−1

¢−1
=  ∈ 

¢ñá éó·ýåé êáé áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò ⊇ 

‘‘⇐'': ÅðåéäÞ v  Ý·ïõìå  ∈  êáé  ∈  ïðüôå  =  ∈  Åí

óõíå·åßá èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá 1 2 ∈ Åî ïñéóìïý õðÜñ·ïõí óôïé·åßá

1 2 ∈  êáé 1 2 ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò 1 = 11 êáé

2 = 22 ÅðéðñïóèÝôùò,

12 ∈  =  ⇒ ∃3 ∈  êáé ∃3 ∈  : 12 = 33

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

12 = (11) (22) =
1.2.19

1 (12) 2

= 1 (33) 2 =
1.2.19

(13|{z}
∈

)(32|{z}
∈

) ∈ 

ÔÝëïò, ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  õðÜñ·ïõí  ∈  êáé  ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

ç éóüôçôá  =  ïðüôå

−1 = ()−1 = −1−1 ∈  = 

Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.16, v  ¤

4.1.5 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  := S3 êáé := h[1 2]i   := h[2 3]i  ôüôå

{id [1 2]  [2 3]  [1 2 3]} =  ◦ 6=  ◦ = {id [1 2]  [2 3]  [1 3 2]} 

ïðüôå êáíÝíá åê ôùí óõíüëùí ◦ ◦ äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞòS3

4.1.6 Ðñüôáóç. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí õðï-
èÝóïõìå üôé v  êáé  v  ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) −1(() ∗ ) = −1()

(ii) −1( ∗ ()) = −1()

(iii) −1(()) = (Ker()) = (Ker()) ïðüôå(Ker()) v 
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Áðïäåéîç. (i) Áðü ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.8 ãíùñßæïõìå üôé

(−1()) = Im() ∩  (4.2)

ÅðåéäÞ ç áðåéêüíéóç  åßíáé åî õðïèÝóåùò ïìïìïñöéóìüò, éó·ýåé ç éóüôçôá

(−1()) = () ∗ (−1()) (4.3)

Ùò åê ôïýôïõ,

−1() ⊆ −1
¡
(−1())

¢
=
(4.3)

−1
¡
() ∗ (−1())¢

=
(4.2)

−1 (() ∗ (Im() ∩ )) 
(4.4)

ÅðéðñïóèÝôùò,

() ∗ (Im() ∩ ) ⊆
4.1.2 (ii)

(() ∗ Im()) ∩ (() ∗ ) ⊆ () ∗  (4.5)

ïðüôå áðü ôéò (4.4) êáé (4.5) ðñïêýðôåé üôé

−1() ⊆ −1 (() ∗ (Im() ∩ )) ⊆ −1(() ∗ )
¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈ −1(() ∗ ) ÅðåéäÞ () ∈ () ∗  õðÜñ·ïõí 0 ∈ 

êáé  ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé () = (0) ∗  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

((0)−1) = (0)−1 ∗ () =  ∈ ⇒ (0)−1 ∈ −1({}) ⊆ −1()

⇒  = 0
¡
(0)−1

¢ ∈ −1()

ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò −1(() ∗ ) ⊆ −1()
(ii) Áðïäåéêíýåôáé üðùò ôï (i) (ìå åíáëëáãÞ èÝóåùí ôùí () êáé ).

(iii) Áñêåß íá åöáñìïóèïýí ôá (i) êáé (ii) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = {}
Ôï üôé(Ker()) v  Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 4.1.4. ¤

4.1.7 Ïñéóìüò. ÅÜí ç åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·)  ôüôå êÜèå óýíïëï
ôÞò ìïñöÞò

 := {} = { |  ∈ }

(êáé áíôéóôïß·ùò, êÜèå óýíïëï ôÞò ìïñöÞò

 := {} = { |  ∈ } )

üðïõ  ∈  êáëåßôáé äåîéÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéóôåñÞ) ðëåõñéêÞ êëÜóç3 ôÞò 

åíôüò ôÞò 

3Åäþ ðñïôéìÜôáé ç áðüäïóç ôïý coset ùò ðëåõñéêÞ êëÜóç êáôÜ ôïí áíôßóôïé·ï ãåñìáíéêü üñï Nebenklasse. ËÝîåéò

üðùò óõóóýíïëï Þ ïìïóýíïëï åßíáé åí ãÝíåé áäüêéìåò, åíþ ç áíô' áõôþí ·ñÞóç ôÞò ëÝîåùò óýìðëïêï åßíáé ðñïâëçìá-
ôéêÞ. Ôï «óýìðëïêï» Þ «óýìðëåãìá» ·ñçóéìïðïéåßôáé (ïñèþò) ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôÞò ëÝîåùò complex, áëëÜ âåâáßùò

áíáöÝñåôáé óôç óýã·ñïíç åííïéïëüãçóÞ ôçò óôá ðëáßóéá ôÞò ÏìïëïãéêÞò ¢ëãåâñáò êáé ôÞò ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëï-

ãßáò! Ùò åê ôïýôïõ, ç åììïíÞ óå ðåðáëáéùìÝíç ïñïëïãßá (âë. ðáñáäüóåéò ôïýR.Dedekind êáôÜ ôï ·åéìåñéíü åîÜìçíï

ôïý 1855/56 óôï ðáíåðéóôÞìéï ôïý Gttingen) óáöþò âëÜðôåé. Ï ßäéïò ï van der Waerden (åíäå·ïìÝíùò êáé ÜèåëÜ

ôïõ) Þôáí áõôüò ðïõ Ýäùóå ôÝëïò óôç ·áïôéêÞ ðïëõóçìßá ôùí áñ·þí ôïý åéêïóôïý áéþíá, äéüôé ·ñçóéìïðïßçóå êáé
ôïí üñï Nebenklasse, ï ïðïßïò ôåëéêþò êáé åðåâëÞèç Ýíáíôé üëùí ôùí Üëëùí ðïõ Þôáí ôüôå äéáèÝóéìïé (âë. Algebra
I, Springer, 1936, óåë. 25).
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4.1.8 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ç ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé ç ìéá õðïïìÜäá ôçò. Åðß

ôïý óõíüëïõ  ïñßæïõìå ôéò äéìåëåßò ó·ÝóåéòR R ⊆ × ìÝóù ôùí

( ) ∈ R ⇐⇒
ïñó

−1 ∈  (4.6)

êáé

( ) ∈ R⇐⇒
ïñó

−1 ∈  (4.7)

4.1.9 Ðñüôáóç. Ïé (4.6) êáé (4.7) áðïôåëïýí ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò åðß ôïý .

Áðïäåéîç. Ç (4.6) åßíáé áõôïðáèÞò, äéüôé

( = −1 ∈  =⇒ ( ) ∈ R) ∀ ∈ 

óõììåôñéêÞ, äéüôé åÜí ( ) ∈ R  ôüôå

−1 ∈  =⇒ ¡
−1

¢−1
= −1 ∈  =⇒ ( ) ∈ R 

êáé, ôÝëïò, ìåôáâáôéêÞ, äéüôé åÜí ( ) ∈ R êáé ( ) ∈ R , ôüôå¡
−1 ∈  êáé −1 ∈ 

¢
=⇒ ¡

−1
¢ ¡
−1

¢
= −1 ∈  =⇒ ( ) ∈ R 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ‘‘R '' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõ  Ðáñï-

ìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôçí (4.7). ¤

4.1.10 Ðñüôáóç. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·)  Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò []R

:= { ∈  | ( ) ∈ R} ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ
 ∈  (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò (4.6)) éóïýôáé ìå ôç äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç

[]R
= 

ôÞò åíôüò ôÞò  ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý 

(ii) Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò []
R := { ∈  | ( ) ∈ R} ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ

 ∈  (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò (4.7)) éóïýôáé ìå ôçí áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ
êëÜóç

[]
R = 

ôÞò åíôüò ôÞò  ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý 

Áðïäåéîç. (i) Ç []R
éóïýôáé ðñÜãìáôé ìå

{ ∈  | ( ) ∈ R} = { ∈  | −1 ∈ } = { ∈  | −1 =  ∈ }

= { ∈  |  =   ∈ } = { |  ∈ }
Þôïé ìå ôç äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç  ôÞò  åíôüò ôÞò  ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý

óôïé·åßïõ . Ç áðüäåéîç ôïý (ii) åßíáé ðáñüìïéá. ¤



132 äåéêôåò, ðçëéêïïìáäåò êáé èåùñçìáôá éóïìïñöéóìùí

4.1.11 Ðüñéóìá. ÅÜí ç åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·), ôüôå

 =
[

∈(R)

 =
[

∈(R)
 (4.8)

êáé éó·ýïõí ïé áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

1 ∩2 6= ∅⇔ 1 = 2 ⇔ 1 ∈ 2 ⇔ 1
−1
2 ∈  ∀ (1 2) ∈ ×

êáèþò êáé ïé

1 ∩ 2 6= ∅⇔ 1 = 2 ⇔ 1 ∈ 2 ⇔ −11 2 ∈  ∀ (1 2) ∈ ×

ÉäéáéôÝñùò äå, ãéá Ýíá  ∈   ∈  ⇔  =  ⇔  = 

Áðïäåéîç. ÁõôÞ Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï ãåãïíüò üôé ôá óýíïëá

R = { |  ∈ } êáé R = { |  ∈ }
ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôéò ‘‘R '' êáé ‘‘R'' åßíáé äéáìåëéóìïß ôïý õðï-

êåéìÝíïõ óõíüëïõ  ôÞò ïìÜäáò ( ·)  Ïé áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

1 = 2 ⇔ 1 ∈ 2 ⇔ 1
−1
2 ∈ 

áðïäåéêíýïíôáé óôïé·åéùäþò: ÅÜí 1 = 2 ôüôå ðñïöáíþò 1 ∈ 1 = 2

ÅÜí 1 ∈ 2 ôüôå ∃ ∈  : 1 = 2 ïðüôå 1
−1
2 =  ∈  ÔÝëïò, åÜí

õðïèÝóïõìå üôé 1
−1
2 ∈  ôüôå 1

−1
2 =  ãéá êÜðïéï  ∈  ïðüôå

1 = 2 ⇒ 1 =  (2) = ()2 = 2

Ïé ëïéðÝò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò áðïäåéêíýïíôáé ðáñïìïßùò. ¤

4.1.12 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·), ôüôå ãéá êÜèå
óôïé·åßï  ∈  ïé áðåéêïíßóåéò½

[ä] :  −→ 

 7−→ 

¾


½
[á] :  −→ 

 7−→ 

¾
åßíáé áìöéññéðôéêÝò. Ùò åê ôïýôïõ,

|| = card () = card ()  ∀ ∈  (4.9)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç

[ä] :  −→  [ä] () := −1 ∀ ∈ 

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé [ä] ◦ [ä] = id êáé 
[ä]
 ◦ [ä] = id  ¢ñá ç [ä]

åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç Ý·ïõóá ôçí [ä] ùò áíôßóôñïöü ôçò. Ðáñïìïßùò

áðïäåéêíýåôáé üôé ç [á] åßíáé ùóáýôùò áìöéññéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí

[á] :  −→  [á] () := −1 ∀ ∈ 

ùò áíôßóôñïöü ôçò. ¤
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4.1.13 Ðüñéóìá. ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí  ∈  êáé  = () ∈ Im() ôüôå

−1 ({}) = (Ker())

(ii) ÅÜí  v Im() êáé |Ker()| ∞ || ∞ ôüôå ç −1() v  Ý·åé ôÜîç¯̄
−1()

¯̄
= |Ker()| ||  (4.10)

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí  ∈ −1 ({}) (= { ∈  |() =  }) Ôüôå
() =  = ()⇒ ()−1 ∗ () = (−1) ∗ () = (−1 · )⇒ −1 ·  ∈ Ker()

ïðüôå  ∈ Ker() êáé, ùò åê ôïýôïõ, −1 ({}) ⊆ Ker() Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

 ∈ Ker() ôüôå

( · ) = () ∗ () =  ∗  =  ⇒ Ker() ⊆ −1 ({}) 

(ii) ÅðåéäÞ −1() = −1(
S
∈{}) =

S
∈ −1 ({})  Ý·ïõìå (ëüãù ôïý (i))

−1() =
S
∈ Ker() ãéá êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ −1 ({})  ÅÜí 1 2 ∈  ìå

1 6= 2 ôüôå (âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.11) 1Ker() ∩ 2Ker() = ∅ Ôïýôï
óçìáßíåé üôé

−1() =
̀∈

Ker()⇒
¯̄
−1()

¯̄
=
X
∈

card(Ker())

ÊáôÜ ôçí (4.9), card(Ker()) = |Ker()| ãéá êÜèå  ∈  êáé  ∈  ïðüôå ç

(4.10) åßíáé áëçèÞò. ¤

4.1.14 Ïñéóìüò. ÅÜíç åßíáé ìéá õðïïìÜäáìéáò ïìÜäáò ( ·)  ôüôå êÜèå ðëÞñåò
óýóôçìá åêðñïóþðùí ôïý óõíüëïõ ùò ðñïò ôçí ‘‘R '', Þôïé êÜèå Ä⊆  ôÝôïéï

þóôå4 ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ Ä íá éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 6=  =⇒  6=  (4.11)

êáëåßôáé óýóôçìá äåîéþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  (ÓçìåéùôÝïí üôé äõï

ôÝôïéá óõóôÞìáôá åêðñïóþðùí Ý·ïõí ðÜíôïôå ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü, êáèüôé êá-
èÝíá åî áõôþí áðáñôßæåôáé áðü ìïíïóçìÜíôùò åðéëåãìÝíïõò åêðñïóþðïõò ôùí

óáöþò äéáêåêñéìÝíùí äåîéþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò åíôüò ôÞò) Ðñïöáíþò,

 =
̀∈Ä

[]R
=

̀∈Ä


Êáô' áíáëïãßáí, êÜèå ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí ôïý óõíüëïõ  ùò ðñïò ôçí

‘‘R'' êáëåßôáé óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò åíôüò ôÞò 

4Ðñïöáíþò, ç óõíèÞêç (4.11) éóïäõíáìåß ìå ôçí: card(Ä∩) = 1 ∀ ∈ 
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4.1.15 Óçìåßùóç. ÅðåéäÞ  =  ∈  õðÜñ·åé ðÜíôïôå êÜðïéï 0 ∈ Ä, ôÝôïéï

þóôå íá éó·ýåé  ∈ 0 ïðüôå 0 ∈  Åí ðñïêåéìÝíù, ôï 0 =  = 

åßíáé ç ìïíáäéêÞ äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  Ãé' áõôüí ôïí ëüãï,

üôáí åñãáæüìáóôå ìå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá óõóôçìÜôùí Ä äåîéþí åêðñï-

óþðùí ôÞò åíôüò ôÞò  ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá åðéëÝãïõìå

åîáñ·Þò ùò 0 ôï ßäéï ôï  (Áíôßóôïé·ç óýìâáóç õéïèåôïýìå êáé ãéá óõóôÞìáôá

áñéóôåñþí åêðñïóþðùí.)

4.1.16 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·)  ÅÜí ôï Ä åßíáé Ýíá
óýóôçìá äåîéþí êáé ôï Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò åíôüò ôÞò
ôüôå

card ({ | ∈ Ä}) = card (Ä) = card (A) = card ({ | ∈ Á})  (4.12)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí  : { | ∈ Ä} −→ { | ∈ Á} ìå ôýðï

() := −1 ∀ ∈ Ä

Ëüãù ôÞò éó·ýïò ôùí áìöéðëåýñùí óõíåðáãùãþí

1 = 2 ⇔ 1
−1
2 ∈  ⇔ ¡

−11
¢−1

−12 ∈  ⇔ −11  = −12 

ãéá êÜèå (1 2) ∈  ×  ç  åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

ÅÜí ôï  åßíáé ôõ·ïýóá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò  åíôüò ôÞò  ìå  ∈ A,

ôüôå (−1) = (−1)−1 =  ïðüôå ç  åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ¤

4.1.17 Ïñéóìüò. ÅÜí ç åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·), ôüôå ï ðëçèéêüò

áñéèìüò (4.12) ôïý óõíüëïõ ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí äåîéþí (Þ -éóïäõíÜìùò-

áñéóôåñþí) ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò  åíôüò ôÞò  ïíïìÜæåôáé äåßêôçò ôÞò 

åíôüò ôÞò  êáé óõìâïëßæåôáé ùò | : | ¼ôáí ôï åí ëüãù óýíïëï åßíáé ðåðåñá-

óìÝíï (êáé, áíôéóôïß·ùò, Üðåéñï), ôüôå ãñÜöïõìå | : |  ∞ (êáé, áíôéóôïß·ùò,

| : | =∞).

4.1.18 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ðñïöáíþò, | : {}| = ||  | : | = 1 üðïõ {}
ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò  ãéá ïéáäÞðïôå ïìÜäá  ÅîÜëëïõ, ãéá ïéáäÞðïôå

 v  ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé | : | = 1 Ý·ïõìå  =  (äéüôé ç ìüíç áñéóôåñÞ

ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò åíôüò ôÞò  åßíáé ç {} = )

(ii) ÅÜí ùò èåùñÞóïõìå ôçí ðñïóèåôéêÞ (Üðåéñç) ïìÜäá Z ôùí áêåñáßùí êáé ùò

 ôçí (Üðåéñç) õðïïìÜäá ôçò Z ãéá êÜðïéïí  ∈ N ôüôå |Z : Z| =  äéüôé ôï

óýíïëï A := {0 1  − 1} áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò

 åíôüò ôÞò Z êáèüóïí Z =
`−1

=0 ( +)

(iii) Ç õðïïìÜäá (Z+) ôÞò (Q+) Ý·åé äåßêôç |Q : Z| = ℵ0 åíôüò áõôÞò. (Âë. åä.
4.4.7.)

4.1.19 ÐáñáôÞñçóç. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·)  Ôï üôé ï ðëçèé-

êüò áñéèìüò åíüò óõóôÞìáôïò äåîéþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  éóïýôáé ìå
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ôïí ðëçèéêü áñéèìü åíüò óõóôÞìáôïò áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò 

äåí óçìáßíåé üôé ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ïé áðáñôßæïõóåò ôïõò áíôéóôïß·ïõò äéáìåëé-
óìïýò ôÞò  èá ôáõôßæïíôáé êáô' áíÜãêçí áíÜ äýï êáé óõíïëïèåùñçôéêþò (Þôïé

óôïé·åßï ðñïò óôïé·åßï ). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá ôéò

 := S3 = {id [1 2]  [1 3]  [2 3]  [1 2 3]  [1 3 2]}

êáé := h[1 2]i = {id [1 2]} Ý·ïõìå
 ◦ id =   ◦ [1 2] = 

 ◦ [1 3] = {[1 3]  [1 3 2]}   ◦ [2 3] = {[2 3]  [1 2 3]} 
 ◦ [1 2 3] = {[2 3]  [1 2 3]}   ◦ [1 3 2] = {[1 3]  [1 3 2]} 

êáé

id ◦ =  [1 2] ◦ = 

[1 3] ◦ = {[1 3]  [1 2 3]}  [2 3] ◦ = {[2 3]  [1 3 2]} 
[1 2 3] ◦ = {[1 3]  [1 2 3]}  [1 3 2] ◦ = {[2 3]  [1 3 2]}

Ôï óýíïëï {1 2 3} üðïõ 1 := id, 2 := [1 3]  3 := [2 3]  ìðïñåß íá åêëçöèåß

ôüóïí ùò óýóôçìá äåîéþí üóïí êáé ùò óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò 

åíôüò ôÞò  ïðüôå

 = ( ◦ 1)
`
( ◦ 2)

`
( ◦ 3)

= (1 ◦)
`
(2 ◦)

`
(3 ◦)⇒ | : | = 3

Ùóôüóï, óõíïëïèåùñçôéêþò,  ◦ 2 6= 2 ◦ êáé  ◦ 3 6= 3 ◦ Èá ðñÝðåé, âå-

âáßùò, åê ðáñáëëÞëïõ íá ôïíéóèåß üôé õðÜñ·ïõí ðÜíôïôå õðïïìÜäåò ïéáóäÞðïôå
èåùñïýìåíçò ïìÜäáò (ìåôáîý ôùí ïðïßùí óõãêáôáëÝãïíôáé ôïõëÜ·éóôïí ç ôåôñéì-

ìÝíç õðïïìÜäá êáé ç ßäéá ç ïìÜäá), êÜèå äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôùí ïðïßùí åßíáé

êáé áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç (ùò ðñïò ôï ßäéï óôïé·åßï áíáöïñÜò ôÞò ïìÜäáò) êáé

ôáíÜðáëéí. (Ïé åí ëüãù õðïïìÜäåò êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò
êáé èá ìåëåôçèïýí óôçí åðoìÝíç åíüôçôá5.)

4.1.20 Èåþñçìá. ÅÜí ç åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·), ôüôå

|| = | : | ||  (4.13)

Áðïäåéîç. ¸óôù Ä Ýíá óýóôçìá äåîéþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  Ôüôå

|| := card() = card(
̀∈Ä

) (4.14)

5ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò åßíáé ïñèüèåôç (âë. 4.2.6). Ùò åê ôïýôïõ, äåí èá ðñÝðåé íá ìáò åêðëÞóóåé
ôï üôé ãéá ôçí áíáæÞôçóç åíüò ðáñáäåßãìáôïò ïìÜäáò ðåñéÝ·ïõóáò (êÜðïéåò) ìç ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò åßìáóôå õðï-

·ñåùìÝíïé íá êáôáöýãïõìå óå ïìÜäåò üðùò ç S3 Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ìåôáîý ôùí ðåðåñáóìÝíùí ìç áâåëéáíþí

ïìÜäùí, çS3 åßíáé åêåßíç ç (-ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý- ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) ïìÜäá, ç ïðïßá äéáèÝôåé ôç ìéêñüôåñç
äõíáôÞ ôÜîç (âë. 4.1.36, 4.1.37).
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Ç áðåéêüíéóç

 :  × Ä −→
̀∈Ä

 ( ) :=  ∈  ∀( ) ∈  × Ä (4.15)

åßíáé áìößññéøç. Ùò åê ôïýôïõ, ìÝóù ôùí (4.14) êáé (4.15) Þ, åíáëëáêôéêþò, ìÝóù

ôùí (4.14) êáé (4.9) óõíÜãåôáé üôé

|| = card ( × Ä) = || · card(Ä) = card(Ä) · || = | : | || 
ïðüôå ç (4.13) åßíáé áëçèÞò. ¤

4.1.21 Óçìåßùóç. ÅÜí äýï åê ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí ||  ||  | : | åßíáé ðå-
ðåñáóìÝíïé, ôüôå êáé ï ôñßôïò åßíáé ðåðåñáóìÝíïò.

4.1.22 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá ôïý Lagrange, 1770) ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñá-
óìÝíç ïìÜäá, ôüôå ç ôÜîç ôçò || äéáéñåßôáé äéÜ ôÞò ôÜîåùò || ïéáóäÞðïôå õðïï-
ìÜäáò ôçò êáé | : | = ||

|| 

Áðïäåéîç6. ÅÜí ç  åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò || =  ∈ N êáé ç 

ôõ·ïýóá õðïïìÜäá ôçò ôÜîåùò || =  ≤ , ôüôå | : |  ∞ êáé äõíÜìåé ôÞò

(4.13) Ý·ïõìå | êáé | : | = 

 ¤

4.1.23 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (Z12+) çðáñáãüìåíçáðü
ôï óôïé·åßï [4]12 Ôüôå  = {[0]12 [4]12 [8]12} êáé ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò
 åíôüò ôÞò Z12 åßíáé ïé

 + [0]12 =  + [4]12 =  + [8]12 = {[0]12 [4]12 [8]12}
 + [1]12 =  + [5]12 =  + [9]12 = {[1]12 [5]12 [9]12}
 + [2]12 =  + [6]12 =  + [10]12 = {[2]12 [6]12 [10]12}
 + [3]12 =  + [7]12 =  + [11]12 = {[3]12 [7]12 [11]12}

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, |Z12 : | = 4 = 12
3 =

|Z12|
|| 

I ÓõíÝðåéåò ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange. Ôï èåþñçìá 4.1.22, üóï áðëü êé áí

öáíôÜæåé, óõãêáôáëÝãåôáé óå åêåßíá ôá ôå·íéêÜ ìÝóá ôá ïðïßá ìáò äéåõêïëýíïõí

ôüóï óôéò áðïäåßîåéò ðëçèþñáò óçìáíôéêþí áðïôåëåóìÜôùí (ôÞò Èåùñßáò Áñéè-

ìþí êáé ôÞò Èåùñßáò ÐåðåñáóìÝíùí ÏìÜäùí) üóïí êáé óôç ìåëÝôç ôùí õðïïìÜ-

äùí óõãêåêñéìÝíùí ïìÜäùí ó·åôéêþò ìéêñÞò ôÜîåùò.

4.1.24 Ðüñéóìá. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé  ìéá ãíÞóéá õðïï-
ìÜäá ôçò, ôüôå || ≤ 1

2 || 

Áðïäåéîç.  @  =⇒
4.1.18 (i)

| : | ≥ 2 =⇒
4.1.22

||
|| ≥ 2⇒ || ≤ 1

2 ||  ¤

6Ï Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) Þôáí ï ðñþôïò ðïõ äéåôýðùóå Ýíá èåþñçìá éóïäýíáìï ôïý 4.1.22 ôï 1770
ãéá ìéá åéäéêÞ õðïïìÜäá ôÞò S ç ðñþôç ïëïêëçñùìÝíç áðüäåéîç ôïý ïðïßïõ åäüèç ôï 1803 áðü ôïí Pietro Abbatti

(1768-1842). Ðéèáíïëïãåßôáé üôé ç ðñþôç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.22 ãéá ïéåóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò
ïöåßëåôáé óôïí Evariste Galois (1811-1832).
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4.1.25 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé  åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò
( ·)  ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) | ∩| | ||  | ∩| | || êáé | ∩| | ìêä(||  ||)
(ii) ÅÜí ìêä(||  ||) = 1 ôüôå ∩ = {}
(iii)ÅÜí || = || =  üðïõ ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå åßôå =  åßôå∩ = {}
Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ  ∩ v  êáé  ∩ v  ïé äýï ðñþôåò ó·Ýóåéò äéáé-

ñåôüôçôáò Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange. Ðñïöáíþò (ëüãù

ôïý ðïñßóìáôïò B.2.6) ç ôÜîç | ∩| ôÞò ôïìÞò ∩ ïöåßëåé íá äéáéñåß êáé ôïí
ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí || êáé || 
(ii) | ∩| | ìêä(||  ||) = 1⇒ | ∩| = 1⇒  ∩ = {}
(iii) ÅÜí || = || =  üðïõ ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå ìêä(||  ||) =  ïðüôå

(ëüãù ôÞò ôñßôçò ó·Ýóåùò äéáéñåôüôçôáò óôï (i))

åßôå | ∩| = 1 åßôå | ∩| = 

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç Ý·ïõìå  ∩  = {} Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç Ý·ïõìå

|| = | ∩| = || =  ïðüôå =  ∩ =  ¤

4.1.26 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù  Ýíáò ðñþôïò
áñéèìüò. Ôüôå õðÜñ·ïõí áêñéâþò (− 1) óôïé·åßá ôÞò  ôÜîåùò  üðïõ

 := card({ ∈ Subg() | êõêëéêÞ ôÜîåùò || = })

Áðïäåéîç. ÅÜí Ýíá óôïé·åßï  ∈  Ý·åé ôÜîç  ôüôå |hi| =  (âë. (2.9)) êáé

ç ðñüôáóç 2.3.10 ìáò ðëçñïöïñåß üôé êÜèå óôïé·åßï  ∈ hir{} Ý·åé ôÜîç 

êáé, ùò åê ôïýôïõ, hi = hi (ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.3.17). ÄõíÜìåé ôïý (iii) ôïý

ðïñßóìáôïò 4.1.25 äýï ôõ·ïýóåò äéáöïñåôéêÝò êõêëéêÝò õðïïìÜäåò ôÞò  Ý·ïõí

ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ùò ôïìÞ ôïõò. ÅðïìÝíùò ôï { ∈  |ord() = } åßíáé ôï
óýíïëï üëùí ôùí óôïé·åßùí ôïý r{} ðïõ áíÞêïõí óå üëåò ôéò êõêëéêÝò õðïï-

ìÜäåò ôÞò  ôÜîåùò  ÊáèåìéÜ åî áõôþí ôùí õðïïìÜäùí äéáèÝôåé áêñéâþò  − 1
óôïé·åßá ôÜîåùò  (êáíÝíá åê ôùí ïðïßùí äåí áíÞêåé óå êÜðïéá Üëëç õðïïìÜäá

ôÞò  ôÜîåùò ). Åî áõôïý Ýðåôáé üôé card({ ∈  |ord() = }) = (− 1) ¤

4.1.27 Ðüñéóìá. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå ç ôÜîç ïéïõäÞðïôå
óôïé·åßïõ ôçò åßíáé äéáéñÝôçò ôÞò ||  (ÉäéáéôÝñùò, exp() | || )
Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈  ôüôå ord() = |hi| (âë. (2.9)), ïðüôå ç ôÜîç ord() ôïý 

åßíáé äéáéñÝôçò ôÞò || åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý Lagrange. Óçìåéù-

ôÝïí üôé [ord() | ||  ∀ ∈ ] =⇒ exp() =åêð({ord()|  ∈ }) | ||  (Âë. ôï
(i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.25 êáé ôçí ðñüôáóç B.2.25.) ¤

4.1.28 Ðüñéóìá. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå

|| =  ∀ ∈  (4.16)
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Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí  ∈ . ÅÜí  := ord(), ôüôå  =  êáé, óýìöùíá ìå

ôï ðüñéóìá 4.1.27, ç ôÜîç ord() ôïý  åßíáé äéáéñÝôçò ôÞò ||, ïðüôå

|| = (
||
 ) = ()

||
 = 

||


 = 

êáé ç (4.16) åßíáé áëçèÞò. ¤

4.1.29 Ðüñéóìá. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá, ôüôå éó·ýåé ç
éóüôçôá exp() = || 
Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.3.7, ∃ ∈ : ord() = ||  ïðüôå

ord() = || | åêð({ord()|  ∈ }) = exp()⇒ || ≤ exp()
Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áðü ôçí (4.16) êáé áðü ôïí ïñéóìü 2.3.24 ôïý åêèÝôç ëáìâÜ-

íïõìå exp() ≤ ||  ÅðïìÝíùò, exp() = ||  ¤

4.1.30 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá ôïý Euler ðåñß éóïôéìéþí, 1760) ¸óôù Ýíáò öõóé-
êüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù  Ýíáò áêÝñáéïò ìå ìêä() = 1 Ôüôå

() ≡ 1(mod) (4.17)

üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. (Bë. B.4.15 êáé 2.1.7 (iii)).

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (Z× ·)
Z× = {[] ∈ Z |  ∈ N  ≤  ìêä () = 1} 

ç ôÜîç ôÞò ïðïßáò éóïýôáé ìå |Z×| =  ()  Áò õðïèÝóïõìå üôé ï  äéáéñïýìåíïò

äéÜ ôïý  áöÞíåé õðüëïéðï  Ðñïöáíþò, [] = [] ìå  ∈ {1  − 1} êáé

ìêä() = 1 Áðü ôï ðüñéóìá 4.1.28 óõíÜãåôáé üôé

[] ∈ Z× ⇒ [()] = ([])
() = ([])

() = [1] 

ïðüôå êáôáëÞãïõìå óå ìéá (ïìáäïèåùñçôéêÞ) áðüäåéîç ôÞò (4.17). ¤

4.1.31 Ðüñéóìá. («Ìéêñü» Èåþñçìá ôïý Fermat, 1640) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ðñþ-
ôïò áñéèìüò êáé ï  Ýíáò áêÝñáéïò, ôÝôïéïò þóôå 7  -  ôüôå

−1 ≡ 1(mod ) (4.18)

Áðïäåéîç. ¢ìåóç áðü ôï ðüñéóìá 4.1.30 êáé ôï ãåãïíüò üôé () =  − 1 (Âë.
ëÞììá B.4.19.) ¤

4.1.32 Ðüñéóìá. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå

 ≡ (mod ) ∀ ∈ Z (4.19)

7Åî áõôÞò ôÞò óõíèÞêçò Ýðåôáé, éäéáéôÝñùò, üôé  6= 0
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Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·þí áêÝñáéïò áñéèìüò. ÅÜí  -  ôüôå ç (4.19) Ýðåôáé Üìåóá

áðü ôçí (4.18). ÅÜí ∃ ∈ Z :  =  ôüôå

 −  = () −  = (−1 − ) ≡ 0(mod )⇒  ≡ (mod )

ïðüôå êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç (4.19) åßíáé áëçèÞò. ¤

4.1.33 Ðüñéóìá. ÅÜí ìéá ïìÜäá ( ·) Ý·åé ùò ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï áñéèìü  ôüôå
áõôÞ åßíáé êõêëéêÞ.

Aðïäåéîç. ÅðåéäÞ  = || ≥ 2 õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ìå  6=  Óõíåðþò,

ord() ≥ 2 êáé ord() | (äõíÜìåé ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.27). Êáé åðåéäÞ ï  åßíáé åî

õðïèÝóåùò ðñþôïò, Ý·ïõìå ord() = Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé ç  åßíáé êõêëéêÞ

äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.7. ¤

4.1.34 Ðüñéóìá. Ãéá ïéáäÞðïôå ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá ( ·) ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò
åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) ÅÜí v  ôüôå åßôå =  åßôå = {}
(ii)  = hi ãéá êÜèå  ∈ r{}
(iii) || =  üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò.

(i)⇒(ii) ÅÜí éó·ýåé ç óõíèÞêç (i) êáé  ∈ r{} ôüôå ç êõêëéêÞ ïìÜäá hi åßíáé
ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò  ïðüôå êáô' áíÜãêçí  = hi 
(ii)⇒(iii) ÕðïèÝôïõìå üôé = hi ãéá êÜèå  ∈ r{}ÅÜí ç åß·å Üðåéñç ôÜîç,

ôüôå  = hi  ãéá êÜðïéï  ∈  ìå 2 6=  (äéüôé áëëéþò èá Þôáí ðåðåñáóìÝíç,

âë. ðñüôáóç 2.2.18). ¢ñá =

2
®
 Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, êÜèå óôïé·åßï ôÞò

èá Þôáí ßóï ìå êÜðïéá (áêåñáßá) äýíáìç ôïý 2 (âë. ðñüôáóç 2.2.18), ïðüôå êáé

ôï ßäéï ôï óôïé·åßï  èá åãñÜöåôï ùò  = (2) ãéá êÜðïéïí  ∈ Zr{0} Ôïýôï
üìùò èá óÞìáéíå üôé

 = 2−1 ⇒ ord() ∞

êÜôé ðïõ ðñïäÞëùò èá áíôÝêåéôï ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò (êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 2.2.18). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé êõêëéêÞ ìå ||  1

ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 2.3.17,

card({ãåííÞôïñåò ôÞò }) = (||)

üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler (âë. B.4.15). Åî õðïèÝóåùò, ç  äéáèÝôåé áêñé-

âþò ||− 1 ãåííÞôïñåò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, (||) = ||− 1 ÅÜí ç ôÜîç || ôÞò 
Þôáí óýíèåôïò áñéèìüò, ôüôå èá åãñÜöåôï ùò ãéíüìåíï || =  üðïõ  ∈ N
1    ||  êé åðåéäÞ ìêä( ||) =   1 êáé ìêä( ||) =   1 èá åß·áìå

 (||) = card { ∈ N |  ≤ || êáé ìêä ( ||) = 1}  ||− 2

¢ôïðï! ¢ñá ç ôÜîç || ôÞò  åßíáé üíôùò Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.
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(iii)⇒(i) ÕðïèÝôïõìå üôé || =  üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò. ¸óôù ôõ·ïýóá õðïï-

ìÜäá ôÞò ÂÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý Lagrange, ç ôÜîç || ôÞò èá äéáé-

ñåß ôïí  ÅðåéäÞ ï  åßíáé ðñþôïò, åßôå || = 1 ïðüôå ç  åßíáé ôåôñéììÝíç, åßôå
|| =  ïðüôå || = ||⇒  =  ¤

4.1.35 Ðüñéóìá. ÅÜí ìéá ïìÜäá äåí äéáèÝôåé Üëëåò õðïïìÜäåò ðÝñáí ôÞò ôåôñéì-
ìÝíçò êáé ôïý åáõôïý ôçò, ôüôå åßíáé åßôå ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ Ý·ïõóá ùò ôÜîç ôçò
Ýíáí ðñþôï áñéèìü åßôå ôåôñéììÝíç.

4.1.36 Ðüñéóìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò ≤ 5 åßíáé áâåëéáíÞ. Áðü ôçí
Üëëç ìåñéÜ, ç äéåäñéêÞ ïìÜäá D3 (∼= S3) åßíáé ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò 6
(ðñâë. 3.1.2, 3.4.4).

Áðïäåéîç. ÊÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 1 2 3 Þ 5 åßíáé êõêëéêÞ êáé, ùò åê ôïýôïõ, áâå-

ëéáíÞ (âë. 2.4.24, 2.3.19, 4.1.33 êáé 2.2.17). Åðßóçò, óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý èåùñÞ-

ìáôïò 3.5.6 êÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 4 åßíáé áâåëéáíÞ. ¤

4.1.37 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ïìÜäùí ôÜîåùò 6) ÊÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 6 åßíáé
éóüìïñöç åßôå ìå ôçí (Z6+) åßôå ìå ôçí (D3 ◦) (ðïõ åßíáé éóüìïñöç ôÞò (S3 ◦)).
Áðïäåéîç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ìå áêñéâþò 6 óôïé·åßá. ÅîåôÜæïõìå äýï åíäå-

·üìåíá ·ùñéóôÜ:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï ôÞò  ôÜîåùò 6 ôüôå Ý·ïõìå

( ·) ∼= (Z6+) (âë. 2.3.7 êáé 2.4.23 (ii)).
Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí ïé ôÜîåéò üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò åßíáé 6 ôüôå Ý·ïõìå

( ·) ∼= (D3 ◦)  ÐñÜãìáôé° óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 4.1.27 êÜèå óôïé·åßï äéáöï-

ñåôéêü ôïý ïõäåôÝñïõ ïöåßëåé íá Ý·åé ôÜîç åßôå 2 åßôå 3 ÅÜí üëá ôá  ∈ r{}
åß·áí ôÜîç 2 ôüôå ç  èá Þôáí áâåëéáíÞ (âë. 2.3.9 (iv)). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,

ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ r{}  6=  ôï óýíïëï {   } èá Þôáí êëåéóôü ùò

ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò ïðüôå (óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.19) èá áðïôå-

ëïýóå õðïïìÜäá ôÞò ôÜîåùò 4 ðñÜãìá ðïõ èá ìáò ïäçãïýóå óå Üôïðï ëüãù ôïý

èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý Lagrange (êáèüôé 4 - 6). ¢ñá ç  äéáèÝôåé êáô' áíÜãêçí
êÜðïéï óôïé·åßï, áò ðïýìå  ôÜîåùò 3¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ r hi  ÅðåéäÞ
 hi 6= hi 6= hi  êáé | : hi| = 2 Ý·ïõìå

 = hi`  hi = {  2}
`{  2}

êáé -ôáõôï·ñüíùò-

 = hi` hi  = {  2}`{  2}
ïðüôå  hi = hi  ÅðåéäÞ ïé hi êáé  hi åßíáé ïé ìüíåò (îÝíåò) áñéóôåñÝò ðëåõ-
ñéêÝò êëÜóåéò ôÞò hi åíôüò ôÞò  ãéá ôçí 2 hi éó·ýåé åßôå 2 hi =  hi åßôå
2 hi = hi  Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, 2 hi =  hi ⇒  hi = hi  Þôïé êÜôé åî
õðïèÝóåùò áðïêëåéóèÝí. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, 2 hi = hi  ïðüôå

2 ∈ hi =⇒
4.1.27

ord(2) | |hi|⇒ åßôå ord(2) = 1 åßôå ord(2) = 3
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ÅÜí ßó·õå ord(2) =
¯̄
2
®¯̄
= 3 ôüôå èá åß·áìå

{ 2 4} =

2
®
= hi = {  2}

ïðüôå åßôå [2 =  êáé 4 = 2] åßôå [2 = 2 êáé 4 = ] ¢ñá ôá óôïé·åßá ôÞò 

èá Þôáí åßôå ôá

  = 2 2 = 4   = 3 2 = 5

åßôå ôá   = 4 2 = 2   = 5 2 = 3 êÜôé ðïõ èá óÞìáéíå üôé

 = hi êáé ord() = 6 (âë. 2.3.7). ¢ôïðï! Êáô' áíÜãêçí, ëïéðüí,

ord(2) = 1⇒ 2 =  =⇒
 6=

ord() = 2

Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå óôïé·åßï  ∈ r hi Ý·åé ôÜîç 2 Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ r hi
Ý·ïõìå  ∈ hi  ïðüôå ìÝóù ôïý áíùôÝñù åðé·åéñÞìáôïò (áëëÜ áõôÞí ôç öïñÜ ìå

ôï  óôç èÝóç ôïý ) óõíÜãåôáé üôé

ord() = 2⇒  =  ⇒  = −1−1 = −1

ÁõôÝò ïé ó·Ýóåéò êáèïñßæïõí ðëÞñùò ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôÞò ïìÜ-

äáò Ç  åßíáé ìç áâåëéáíÞ (áöïý8  6= ) êáé

hi @ h i v ⇒ 3 = |hi|  |h i| ≤ || = 6
4.1.22 =⇒ |hi| | |h i|⇒ |h i| = 6

)
⇒  = h i 

Åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóç 3.4.7 (Þ åëÝã·ïíôáò áðåõèåßáò üôé ç áðåéêüíéóç

 3  7−→  ◦  ∈ D3  ∈ {0 1}  ∈ {0 1 2}

åßíáé éóïìïñöéóìüò) óõìðåñáßíïõìå üôé ( ·) ∼= (D3 ◦)  ¤

4.1.38 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ïìÜäùí ôÜîåùò ≤ 7) Ç ôáîéíüìçóç ôùí ïìÜäùí
 ìå || ≤ 7 ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý åßíáé áõôÞ ðïõ êáôá·ùñßæåôáé óôïí áêüëïõèï
êáôÜëïãï :

ôÜîç 

1 ôåôñéììÝíç

2 Z2
3 Z3
4 Z4 V
5 Z5
6 Z6 D3 (∼= S3)
7 Z7

8ÅÜí ßó·õå ç éóüôçôá  =  ôüôå èá åß·áìå  = −1 ⇒  = −1 ⇒ 2 =  êÜôé ðïõ èá óÞìáéíå üôé

ord()  3
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Áðïäåéîç. ÁõôÞ Ýðåôáé ýóôåñá áðü óõíäõáóìü ôïý (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23,

ôïý èåùñÞìáôïò 2.3.19, ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.6, ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.33 êáé ôïý èåù-

ñÞìáôïò 4.1.37. ¤

4.1.39 Èåþñçìá. ÊÜèå ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò 8 åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí
(Q ·) åßôå ìå ôçí (D4 ◦) 
Áðïäåéîç. ¸óôù ( ·) ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò 8 êáé Ýóôù  ∈  Áðü ôo

ðüñéóìá 4.1.27 Ýðåôáé üôé

ord() = |hi| ∈ {1 2 4 8}

Ôï åíäå·üìåíï íá éó·ýåé ord() = 8 áðïêëåßåôáé (äéüôé ôüôå ç  = hi  ùò êõ-

êëéêÞ, èá Þôáí áâåëéáíÞ, âë. ðñïôÜóåéò 2.3.7 êáé 2.2.17). ¢ñá ïé ôÜîåéò üëùí ôùí
óôïé·åßùí ôÞò åßíáé≤ 4Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áðïêëåßåôáé ùóáýôùò ôï íá Ý·ïõí

üëá ôá óôïé·åßá ôÞò  ôÜîåéò ≤ 2 (äéüôé åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ç  èá Þôáí áâå-

ëéáíÞ åðß ôç âÜóåé ôïý (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.9). ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí

Ýíá óôïé·åßï, áò ðïýìå ôï  ôÞò  ìå ord() = 4 ÊáôÜ ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý

Lagrange ï äåßêôçò ôÞò êõêëéêÞò ïìÜäáò hi = {  2 3} åíôüò ôÞò  åßíáé

ßóïò ìå 2 ÅðéëÝãïõìå ôõ·üí  ∈ r hi  Ðñïöáíþò,

 = hi` hi  = {  2 3}`{  2 3}
êáé -ôáõôï·ñüíùò-

 = hi`  hi = {  2 3}
`{  2 3}

ïðüôå  hi = hi  ÉäéáéôÝñùò,

 ∈ hi  ⇒ −1 ∈ hi = {  2 3}

ìå ord(−1) = ord() = 4 (âë. 2.3.9 (ii)). ÅðåéäÞ ord() = 1 ord(
2) = 2 êáé

ord(3) = 4 (âë. 2.3.10 (i)), óõìðåñáßíïõìå üôé −1 ∈ { 3} Ôï åíäå·üìåíï íá
éó·ýåé −1 =  (Þ, éóïäõíÜìùò,  = ) áðïêëåßåôáé (äéüôé áëëéþò èá åß·áìå

 = ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ Z êáé ç  èá Þôáí áâåëéáíÞ). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

−1 = 3 = −1 ⇒ −1−1 = (−1)−1 = ⇒  = −1

ÅðåéäÞ ïé hi êáé  hi åßíáé ïé ìüíåò (îÝíåò) ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò hi åíôüò ôÞò
 ãéá ôçí ðëåõñéêÞ êëÜóç 2 hi Ý·ïõìå åßôå 2 hi =  hi åßôå 2 hi = hi  Óôçí
ðñþôç ðåñßðôùóç,

2 hi =  hi⇒  hi = hi 

Þôïé êÜôé åî õðïèÝóåùò áðïêëåéóèÝí. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, 2 hi = hi  ïðüôå

2 ∈ hi = {  2 3}
ord() ∈ {2 4} =⇒

2.3.10 (i)
ord(2) ∈ {1 2}

⎫⎪⎬⎪⎭⇒ 2 ∈ { 2}
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ÅðéðñïóèÝôùò,

hi @ h i v ⇒ 4 = |hi|  |h i| ≤ || = 8
4.1.22 =⇒ |hi| | |h i|⇒ |h i| = 8

)
⇒  = h i 

Åí êáôáêëåßäé, õðÜñ·ïõí ìüíïí äýï åíäå·üìåíá:

(i)  = h i  üðïõ 2 =  êáé  = −1 Åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóç 3.4.7 (Þ

åëÝã·ïíôáò áðåõèåßáò üôé ç áðåéêüíéóç

 3  7−→  ◦  ∈ D4  ∈ {0 1}  ∈ {0 1 2 3}
åßíáé éóïìïñöéóìüò) óõíÜãåôáé üôé ( ·) ∼= (D4 ◦) 
(ii)  = h i  üðïõ 2 = 2 êáé  = −1 = 3 ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôïí
ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôüóïí ôÞò ïìÜäáò 

·   2 3   2 3

   2 3   2 3

  2 3  3   2

2 2 3   2 3  

3 3   2  2 3 

   2 3 2 3  

  2 3   2 3 
2 2 3     2 3

3 3   2 3   2

üóïí êáé ôÞò ïìÜäáò ôùí ôåôñáíßùí (âë. 2.2.11) ðáñáôçñïýìå üôé ç áðåéêüíéóç9

 3  7−→ ki = k(jk) ∈ Q  ∈ {0 1}  ∈ {0 1 2 3}
åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå ( ·) ∼= (Q ·)  ¤

4.1.40 ÐáñáôÞñçóç. Ç Q äéáèÝôåé ìüíïí Ýíá óôïé·åßï ôÜîåùò 2 (óõãêåêñéìÝíá,

ôï −I2), åíþ ç D4 = h i (âë. 3.4.4) Ý·åé åí óõíüëù ðÝíôå óôïé·åßá ôÜîåùò 2

(óõãêåêñéìÝíá, ôá 2   ◦   ◦ 2  ◦ 3). ¢ñáD4 À Q (âë. 2.4.19 (iv)).

I ÅöáñìïãÝò ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange êáôÜ ôïí ðñïóäéïñéóìü õðïïìÜ-
äùí. Äïèåßóáò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ó·åôéêþò ìéêñÞò ôÜîåùò  := ||  ôï
èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange ðåñéïñßæåé ôçí áíáæÞôçóç ôùí ôÜîåùí ôùí ðéèáíþí

õðïïìÜäùí ôÞò óôïõò äéáéñÝôåò ôïý äéåõêïëýíïíôÜò ìáò, ùò åê ôïýôïõ, êáôÜ

ôçí ðïñåßá ðïõ ïöåßëïõìå íá áêïëïõèÞóïõìå ãéá ôçí åýñåóç áõôþí ôùí õðïïìÜ-

äùí. ÅðåéäÞ ôï ðñüâëçìá ôïý ðñïóäéïñéóìïý ôùí õðïïìÜäùí ïéáóäÞðïôå ðåðå-

ñáóìÝíçò êõêëéêÞò ïìÜäáò Ý·åé åðéëõèåß (óå ðëÞñç ãåíéêüôçôá) ìÝóù ôïý ðïñß-

óìáôïò 2.4.26, èá åðéêåíôñùèïýìå åí ðñþôïéò óôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí õðïïìÜäùí

(êáé óôïí ó·åäéáóìü ôùí äéáãñáììÜôùí ôïý Hasse ãéá ôïí áíôßóôïé·ï óýíäåóìï)

ôÞò V (ôÞò ìïíáäéêÞò -ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý- ìç êõêëéêÞò ïìÜäáò ôÜîåùò 4), ôÞò

S3 (ôÞò ìïíáäéêÞò -ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý- ìç áâåëéáíÞò ïìÜäáò ôÜîåùò 6) êáé ôùí

(ìïíáäéêþí -ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý- ìç áâåëéáíþí) ïìÜäùíQ êáéD4 ôÜîåùò 8

9ÓçìåéùôÝïí üôé i0 = I2 i
1 = i i2 = −I2 i3 = −i ki0 = k ki = j ki2 = −k ki3 = −j
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4.1.41 ÅöáñìïãÞ. Ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôÞò ïìÜäáò V ôùí ôåóóÜñùí óôïé-
·åßùí ôïý Klein (âë. 3.4.2 (ii)) åßíáé ôï

Subg(V) = {{id} h[1 2] ◦ [3 4]i  h[1 3] ◦ [2 4]i  h[1 4] ◦ [2 3]i V}

êáé ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(V)v) ôï

V

h[1 2] ◦ [3 4]i

nnnnnnnnnnnnn
h[1 3] ◦ [2 4]i h[1 4] ◦ [2 3]i

PPPPPPPPPPPPP

{id}

OOOOOOOOOOOO

oooooooooooo

Áðïäåéîç. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ôÞòVÊáôÜ ôï èåþñçìá 4.1.22, || ∈ {1 2 4}
ÅÜí || = 1 ôüôå  = {id} ÅÜí || = 4 ôüôå  = V ÅÜí || = 2 ôüôå ç 

åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.3.19). ÅðåéäÞ

ord([1 2] ◦ [3 4]) = ord([1 3] ◦ [2 4]) = ord([1 4] ◦ [2 3]) = 2
Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  ∈ {h[1 2] ◦ [3 4]i  h[1 3] ◦ [2 4]i  h[1 4] ◦ [2 3]i} ¤

4.1.42 ÅöáñìïãÞ. Ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáòS3 (∼= D3)

åßíáé ôï

Subg(S3) = {{id} h[1 2]i  h[1 3]i  h[2 3]i  h[1 2 3]i S3}

êáé ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(S3)v) ôï
S3

h[1 2 3]i

HHHHHHHHH

h[1 2]i

ooooooooooooooooooooooooooooooo
h[1 3]i

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
h[2 3]i

−−−−−−−−−−−−−−−−

{id}

FFFFFFFF

SSSSSSSSSSSSSSSSS

ªªªªªªªªªªªªªªªª

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé  v S3 ÊáôÜ ôï èåþñçìá 4.1.22, || ∈ {1 2 3 6} ÅÜí
|| = 1 ôüôå  = {id} ÅÜí || = 6 ôüôå  = S3 ÅÜí || ∈ {2 3} ôüôå ç 

åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.3.19). ÅðåéäÞ

ord([1 2]) = ord([1 3]) = ord([2 3]) = 2 ord([1 2 3]) = 3

(âë. 3.2.2) êáé [1 2 3] = [1 3 2]−1  Ý·ïõìå ∈ {h[1 2]i  h[1 3]i  h[2 3]i  h[1 2 3]i} ¤
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4.1.43 ÅöáñìïãÞ. Ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôÞò ïìÜäáò Q := hjki ôùí ôåôñá-
íßùí (ôÞò ïñéóèåßóáò óôï åäÜöéï 2.2.11) åßíáé ôï

Subg(Q) = {{I2} h−I2i  hii  hji  hki Q}

êáé ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(Q)v) ôï

Q

hii

yyyyyyyyy
hji hki

EEEEEEEEE

h−I2i

DDDDDDDD

yyyyyyyy

{I2}

Áðïäåéîç. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ôÞò Q = {±I2±i± j±k}  Óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 4.1.22, || ∈ {1 2 4 8} ÅÜí || = 1 ôüôå  = {I2} ÅÜí || = 8 ôüôå
 = Q ÁðïìÝíåé íá åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá || ∈ {2 4}
Ðñïò ôïýôï ó·çìáôßæïõìå ôïí êáôÜëïãï

 I2 −I2 i −i j −j k −k
−1 I2 −I2 −i i −j j −k k

ord() 1 2 4 4 4 4 4 4

óôï ïðïßï êáôá·ùñßæïõìå ôá 8 óôïé·åßá ôÞò Q óôçí ðñþôç ôïõ ãñáììÞ, ôá áíôß-

óôñïöÜ ôïõò óôç äåýôåñç êáé ôéò ôÜîåéò ôïõò óôçí ôñßôç (ðñâë. 2.3.9 (i)). ÅÜí

|| = 2 ôüôå ç  åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.3.19), ïðüôå  = h−I2i  ÅÜí || = 4ôüôå
ç  åßíáé åßôå êõêëéêÞ åßôå áâåëéáíÞ, ìç êõêëéêÞ êáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá V

ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein (âë. èåþñçìá 3.5.6). ÅðåéäÞ çV ðåñéÝ·åé ôñßá
óôïé·åßá ôÜîåùò 2 óõìðåñáßíïõìå üôé  À V (äéüôé çQ ðåñéÝ·åé ìüíïí Ýíá óôïé-

·åßï ôÜîåùò 2 ðñâë. 2.4.19 (iv)). ¢ñá

|| = 4⇒  ∈ {hii  hji  hki}

áöïý hii = h−ii  hji = h−ji êáé hki = h−ki  ¤

4.1.44 ÅöáñìïãÞ. Ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôÞò äéåäñéêÞò ïìÜäáò D4 := h i
(ôÞò ïñéóèåßóáò óôï åäÜöéï 3.4.4) åßíáé ôï

Subg(D4) =

( {idE4} hi  hi 

2
®
 h ◦ i   ◦ 2® 

 ◦ 3®   2®   ◦  2®  D4

)
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êáé ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(D4)v) ôï

D4


 ◦  2®

rrrrrrrrrr
hi 

 2
®

JJJJJJJJJJ

hi

vvvvvvvvvv
h ◦ i 

2
®

KKKKKKKKKK

uuuuuuuuu 
 ◦ 2® 

 ◦ 3®
JJJJJJJJJ

{idE4}

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

KKKKKKKKKK

ttttttttt

iiiiiiiiiiiiiiiiiii

Áðïäåéîç. ÇD4 ðáñÜãåôáé áðü ôéò áìöéññßøåéò

E4 3 
7−→  ∈ E4 E4 3 

7−→ 4 =  ∈ E4

ôéò õðïêåßìåíåò óôéò ó·Ýóåéò

2 = 4 = idE4   ◦  =  ◦ −1 ¡=  ◦ 3¢ 
(âë. 3.4.4), Ý·ïõóá ùò ðïëëáðëáóéáóôéêü ôçò êáôÜëïãï ôïí áêüëïõèï:

◦ idE4  2 3   ◦   ◦ 2  ◦ 3

idE4 idE4  2 3   ◦   ◦ 2  ◦ 3
  2 3 idE4  ◦ 3   ◦   ◦ 2
2 2 3 idE4   ◦ 2  ◦ 3   ◦ 
3 3 idE4  2  ◦   ◦ 2  ◦ 3 

   ◦   ◦ 2  ◦ 3 idE4  2 3

 ◦   ◦   ◦ 2  ◦ 3  3 idE4  2

 ◦ 2  ◦ 2  ◦ 3   ◦  2 3 idE4 

 ◦ 3  ◦ 3   ◦   ◦ 2  2 3 idE4

¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ôÞò D4 ÊáôÜ ôï èåþñçìá 4.1.22, || ∈ {1 2 4 8} ÅÜí
|| = 1 ôüôå = {idE4} ÅÜí || = 8 ôüôå = D4ÁðïìÝíåé íá åîåôÜóïõìå ôçí
ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá || ∈ {2 4}Ðñïò ôïýôï ó·çìáôßæïõìå ôïí êáôÜëïãï

 idE4  2 3   ◦   ◦ 2  ◦ 3

−1 idE4 3 2    ◦   ◦ 2  ◦ 3

ord() 1 4 2 4 2 2 2 2

óôï ïðïßï êáôá·ùñßæïõìå ôá 8 óôïé·åßá ôÞòD4 óôçí ðñþôç ôïõ ãñáììÞ, ôá áíôß-

óôñïöÜ ôïõò óôç äåýôåñç êáé ôéò ôÜîåéò ôïõò óôçí ôñßôç (ðñâë. 2.3.9 (i)). ÅÜí

|| = 2 ôüôå ç åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.3.19), ïðüôå

 ∈ ©hi  2®  h ◦ i   ◦ 2®   ◦ 3®ª 
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ÅÜí || = 4ôüôå ç  åßíáé åßôå êõêëéêÞ åßôå áâåëéáíÞ, ìç êõêëéêÞ êáé éóüìïñöç

ìå ôçí ïìÜäáV ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein (âë. èåþñçìá 3.5.6). ÅÜí ç

åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå (ðñïöáíþò)

 = hi = 3® = {idE4   2 3}
ÅÜí ç åßíáé áâåëéáíÞ ìç êõêëéêÞ, ôüôå åßíáé ôÞò ìïñöÞò = {idE4    }

 6=   6=   6=  {  } $ { 2  ◦   ◦ 2  ◦ 3}

ìå ôçí åðéðñüóèåôç éäéüôçôá  = ¾óôåñá áðü
¡
5
3

¢
= 10 äïêéìÝò (ãéá ôçí åîåý-

ñåóç ôùí ôñéÜäùí    ðïõ éêáíïðïéïýí ôá ðñïáíáöåñèÝíôá) äéáðéóôþíïõìå üôé

ôï óýíïëï {  } éóïýôáé ìå Ýíá åê ôùí áêïëïýèùí:

{ 2  ◦ 2} {2  ◦   ◦ 3}

Ùò åê ôïýôïõ,  ∈ © 2®   ◦  2®ª  ¤

4.1.45 ÐáñáôÞñçóç. ÊÜèå ãíÞóéá õðïïìÜäá ôùí ïìÜäùí VS3 êáé Q åßíáé êõ-
êëéêÞ. ÁíôéèÝôùò, çD4 ðÝñáí ôùí åðôÜ êõêëéêþí, äéáèÝôåé êáé äýï áâåëéáíÝò ìç

êõêëéêÝò ãíÞóéåò õðïïìÜäåò.

I Ôï «áíôßóôñïöï» ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange äåí åßíáé ðÜíôïôå ïñèü. Óýì-
öùíá ìå ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange, || | ||  ãéá ïéáäÞðïôå õðïïìÜäá 

ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáòÅõëüãùò ôßèåôáé ôï åñþôçìá ôïý êáôÜ ðüóïí éó·ýåé

êáé ôï áíôßóôñïöï : Äïèåßóáò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò  ôÜîåùò  := || êáé
äïèÝíôïò åíüò  ∈ N ðïõ äéáéñåß ôïí  õößóôáôáé ðÜíôïôå ìéá õðïïìÜäá  ôÞò

 ìå  = || ;Ðáñüôé ôïýôï åßíáé ïñèü ãéá ôéò ðåðåñáóìÝíåò êõêëéêÝò ïìÜäåò (âë.

2.3.21 (i)) êáé, ãåíéêüôåñá, ãéá ôéò ðåðåñáóìÝíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò (âë. 4.4.22),

ãéá ôéò ðñïçãïõìÝíùò åîåôáóèåßóåò (ìç áâåëéáíÝò) ïìÜäåò S3Q êáé D4 êáèþò

êáé ãéá ôéò ïìÜäåò ôÜîåùò  ( ðñþôïò,  ∈ N âë. 5.6.6), ç áðÜíôçóç åßíáé åí
ãÝíåé áñíçôéêÞ. Ç ïìÜäá ìå ôç ìéêñüôåñç äõíáôÞ ôÜîç, ç ïðïßá ìðïñåß, üðùò èá

äïýìå óôçí ðñüôáóç 4.1.47, íá ìáò ðáñÜó·åé áíôéðáñÜäåéãìá, åßíáé ç åíáëëÜó-

óïõóá ïìÜäá A4 (ìå |A4| = 12). Ùóôüóï, èá ðñÝðåé -åê ðáñáëëÞëïõ- íá ôïíéóèåß

üôé õðÜñ·ïõí èåùñÞìáôá (üðùò åßíáé ôï èåþñçìá ôïý Cauchy 5.7.1 êáé ôï ãåíé-

êüôåñï 1ï èåþñçìá ôïý Sylow 11.1.2 ðïõ ðáñáôßèåíôáé óå êáôïðéíÜ êåöÜëáéá) ôá

ïðïßá åßíáé äõíáôüí íá éäùèïýí ùò ìåñéêÜ áíôßóôñïöá ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý

Lagrange, êáèüôé äéáóöáëßæïõí ôçí ýðáñîç õðïïìÜäùí äïèåßóáò ðåðåñáóìÝíçò

ïìÜäáò  ðïõ Ý·ïõí ùò ôÜîç ôïõò êÜðïéïõò åéäéêÞò öýóåùò äéáéñÝôåò ôÞò ôÜîåùò
|| ôÞò  Ç áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.47 óôçñßæåôáé óôï áêüëïõèï:

4.1.46 ËÞììá. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·) ìå | : | = 2 Ôüôå

2 ∈  ∀ ∈ 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ | : | = 2 Ý·ïõìå  = 
`

 ãéá êÜðïéï  ∈  ÅðïìÝ-

íùò,  = r¸óôù ôõ·üí  ∈ 
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Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  ∈  ôüôå 2 ∈  (ëüãù ôÞò êëåéóôüôçôáò ôÞò ðñÜîåùò).

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ∈ r ôüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈  Áò õðïèÝ-

óïõìå üôé 2 ∈  Ôüôå 2 = 0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  Ôïýôï óçìáßíåé üôé

 = −12 = −1−10 = −10 ∈ 

ðñÜãìá ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí áñ·éêÞ õðüèåóÞ ìáò (üôé  ∈ r). ¢ñá üíôùò

(êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç) 2 ∈  ¤

4.1.47 Ðñüôáóç. Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A4 äåí äéáèÝôåé õðïïìÜäåò ôÜîåùò 6

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé õðïïìÜäá  ôÞò A4 ôÜîåùò 6 Ôüôå áðü

ôï èåþñçìá 4.1.22 ðñïêýðôåé üôé |A4 : | = 12
6 = 2 ¸óôù  ∈ A4 ïéïóäÞðïôå

3-êýêëïò. ÅðåéäÞ, êáôÜ ôï (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3, éó·ýåé ord() = 3 Ý·ïõìå

 = 3 ◦  = 4 = (2)2

2 ∈ A4 =⇒
4.1.46

(2)2 ∈ 

)
=⇒  ∈ 

ÊáôÜóõíÝðåéáí, üëïé ïé 3-êýêëïé ðïõáíÞêïõí óôçíA4 ïöåßëïõí íááíÞêïõí óôçí

 ¼ìùò åíôüò ôÞò A4 õðÜñ·ïõí áêñéâþò 8 (óáöþò äéáêåêñéìÝíïé) 3-êýêëïé (âë.

åäÜöéï 3.3.11), åíþ || = 6¢ôïðï! ¢ñá ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A4 äåí äéáèÝôåé

õðïïìÜäåò ôÜîåùò 6 ¤

4.1.48 Óçìåßùóç. Ìéá äéáöïñåôéêÞ áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.47 (ðïõ äåí ·ñç-

óéìïðïéåß ôï ëÞììá 4.1.46) åßíáé ç åîÞò: Áò õðïèÝóïõìå åê íÝïõ üôé õðÜñ·åé õðïï-

ìÜäá ôÞòA4 ôÜîåùò 6Ôüôå, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 4.1.37, ç åßíáé éóüìïñöç

åßôå ìå ôçí (Z6+) åßôå ìå ôçí (S3 ◦) Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç èá õðÜñ·åé êÜðïéïò

éóïìïñöéóìüò  : Z6
∼=−→  áðåéêïíßæùí ôï óôïé·åßï [1]6 (ôÜîåùò 6) óôï óôïé·åßï

([1]6) (ùóáýôùò ôÜîåùò 6 âë. 2.4.19 (iv)). ¼ìùò ôïýôï åßíáé áäýíáôï, êáèüóïí

ç A4 äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá óôïé·åßï ôÜîåùò 6 ÅðïìÝíùò ç  ïöåßëåé íá åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ôçí S3 ÓçìåéùôÝïí üôé ç S3 ðåñéÝ·åé áêñéâþò ôñßá óôïé·åßá ôÜîåùò 2

Þôïé ôá 1 := [1 2] 2 := [1 3] êáé 3 := [2 3]Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôá ìüíá óôïé·åßá

ôÞò A4 ôÜîåùò 2 åßíáé ôá

1 := [1 2] ◦ [3 4] 2 := [1 3] ◦ [2 4] 3 := [1 4] ◦ [2 3]

ÊÜèå éóïìïñöéóìüò  : S3
∼=−→  áðåéêïíßæåé êáèÝíá åê ôùí 1 2 3 óå áêñéâþò

Ýíá åê ôùí 1 2 3 (ëüãù ôïý (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.19 êáé ôÞò áìöéññéðôéêüôç-

ôáò ôÞò áðåéêïíßóåùò ). ÓõãêåêñéìÝíá, ∃ ∈ S3 : () = () ∀ ∈ {1 2 3}
ÅðåéäÞ ëïéðüí Ý·ïõìå áö' åíüò ìåí

1 ◦ 2 = 3 = 2 ◦ 1 1 ◦ 3 = 2 = 3 ◦ 1 2 ◦ 3 = 1 = 3 ◦ 2
áö' åôÝñïõ äå

1 ◦ 2 = [1 3 2] 6= [1 2 3] = 2 ◦ 1
1 ◦ 3 = [1 2 3] 6= [1 3 2] = 3 ◦ 1
2 ◦ 3 = [1 3 2] 6= [1 2 3] = 3 ◦ 2
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ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ {1 2 3} ìå  6=  óõìðåñáßíïõìå üôé

 ◦  6=  ◦  =⇒
 Ýíñéøç

() ◦ () = ( ◦ ) 6= ( ◦ ) = () ◦ ()

üðïõ () ◦ () = () ◦ () = () ◦ () = () ◦ () ¢ôïðï! ¢ñá

ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A4 äåí äéáèÝôåé õðïïìÜäåò ôÜîåùò 6 (Ìéá åðéðñüóèåôç,

ôñßôç áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.47 äßäåôáé óôï åäÜöéï 5.3.24.)

4.1.49 Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôÞò åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò A4 åßíáé
ôï

Subg(A4) =

½ {id} h[1 2] ◦ [3 4]i  h[1 3] ◦ [2 4]i  h[1 4] ◦ [2 3]i
h[1 2 3]i  h[1 2 4]i  h[1 3 4]i  h[2 3 4]i  V A4

¾
êáé ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(A4)v) ôï

Áðïäåéîç. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ôÞòA4Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 4.1.22 êáé ôçí

ðñüôáóç 4.1.47 Ý·ïõìå

|| ∈ {1 2 3 4 12}

ÅÜí || = 1 ôüôå = {id} ÅÜí || = 12 ôüôå = A4ÁðïìÝíåé íá åîåôÜóïõìå
ôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá || ∈ {2 3 4} Ðñïò ôïýôï ó·çìáôßæïõìå ôïõò
êáôáëüãïõò

 id [1 2] ◦ [3 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3]
−1 id [1 2] ◦ [3 4] [1 3] ◦ [2 4] [1 4] ◦ [2 3]

ord() 1 2 2 2

 [1 2 3] [1 2 4] [1 3 4] [2 3 4] [1 3 2] [1 4 2] [1 4 3] [2 4 3]

−1 [1 3 2] [1 4 2] [1 4 3] [2 4 3] [1 2 3] [1 2 4] [1 3 4] [2 3 4]

ord() 3 3 3 3 3 3 3 3

ÅÜí || = 2 ôüôå ç åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.3.19), ïðüôå

 ∈ {h[1 2] ◦ [3 4]i  h[1 3] ◦ [2 4]i  h[1 4] ◦ [2 3]i} 
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ÅÜí || = 3 ôüôå ç åßíáé êõêëéêÞ (âë. 2.3.19), ïðüôå

 ∈ {h[1 2 3]i  h[1 2 4]i  h[1 3 4]i  h[2 3 4]i} 
äåäïìÝíïõ üôé

h[1 2 3]i = h[1 3 2]i  h[1 2 4]i = h[1 4 2]i 
h[1 3 4]i = h[1 4 3]i  h[2 3 4]i = h[2 4 3]i 

ÔÝëïò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá || = 4 Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí10  = V¤

I ÂáóéêÝò éäéüôçôåò õðïïìÜäùí ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç. Ôï èåþñçìá 4.1.20 ãå-

íéêåýåôáé ùò áêïëïýèùò:

4.1.50 Èåþñçìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí ïé êáé åßíáé äõï õðïïìÜäåò ôçò
ìå v  ôüôå

| : | = | : | | : | (4.20)

ÉäéáéôÝñùò, éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ :

 @  =⇒ | : |  | : | 
Áðïäåéîç. ¸óôù Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  êáé

Ýóôù Á0 Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  Ôüôå

card(Á) = | : | êáé card(Á0) = | : |  (4.21)

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ÁÁ0 ⊆  áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí

ôÞò  åíôüò ôÞò Êáô' áñ·Üò,

 =
S
∈Á

 =
S
∈Á



µ S
∈Á0



¶
=

S
∈Á, ∈Á0

()

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.2. Ç ôåëåõôáßá
Ýíùóç åßíáé áðïóõíäåôÞ. ÐñÜãìáôé° åÜí 1 2 ∈Á êáé 1 2 ∈Á0 ôÝôïéá þóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá (11) = (22) ôüôå

(11) = (22)

 ⊆  ⇒  = 

¾
⇒ 11 = 22

 ∈  ⇒  =  ∀ ∈ {1 2}
¾
⇒ 1 = 2

ïðüôå 1 = 2 (äéüôé ôï Á åßíáé åî õðïèÝóåùò Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñï-

óþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò ). Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôï óýíïëï ÁÁ0 åßíáé üíôùò
(åê êáôáóêåõÞò) Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  ¢ñá

card(ÁÁ0) = | : |  Åí óõíå·åßá, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 ∈Á êáé

1 2 ∈Á0 ãéá ôá ïðïßá 11 = 22 éó·ýïõí ïé óõíåðáãùãÝò

11 = 22 ⇒ (11) = (22) ⇒ 1 = 2 ⇒ 1 = 2

10Õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé || = 4 ç èá ðñÝðåé íá åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí (Z4+) ìå ôçí åßôå ìå ôçí (V ◦)
(âë. èåþñçìá 3.5.6). Ôï ðñþôï åíäå·üìåíï áðïêëåßåôáé, äéüôé ìéá õðïïìÜäá ôÞò A4 åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí

ç ôÜîç ôçò åßíáé ßóç ìå 2 Þ 3 (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí).
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üðïõ ç ðñþôç åßíáé ðñïöáíÞò, ç äåýôåñç áðüññïéá ôùí üóùí Ý·ïõìå Þäç ðñïá-

íáöÝñåé êáé ç ôñßôç Ýðåôáé áðü ôïí íüìï ôÞò äéáãñáöÞò 2.1.9 (i). Áðü ôï ãåãïíüò

ôïý üôé ôåëéêþò éó·ýåé 11 = 22 ⇒ [1 = 2 êáé 1 = 2] óõìðåñáßíïõìå üôé

| : | = card(ÁÁ0) = card(Á×Á0) = card(Á) · card(Á0) (4.22)

Ï óõíäõáóìüò ôùí (4.21) êáé (4.22) äßäåé ôçí (4.20). ¤

4.1.51 ÐáñáôÞñçóç. Ç éóüôçôá (4.13) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí (4.20) åÜí ùò èåù-

ñÞóïõìå ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò  (âë. 4.1.18 (i)).

4.1.52 ÐáñÜäåéãìá. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôçí ôïðïèÝôçóç ôùí õðïïìÜäùí

h−I2i êáé hii ôÞò ïìÜäáòQ = {±I2±i± j±k} ôùí ôåôñáíßùí åíôüò ôïý äéáãñÜì-

ìáôïò ôïý Hasse ãéá ôïí óýíäåóìï (Subg(Q)v) (âë. 2.2.11 êáé 4.1.43), ç (4.20)

åßíáé Üìåóá åðáëçèåýóéìç, êáèüóïí

|Q : h−I2i| = 4 = 2 · 2 = |Q : hii| |hii : h−I2i| 

4.1.53 Ïñéóìüò. ÊÜèå õðïïìÜäá  ìéáò ïìÜäáò ( ·) ìå | : |  ∞ êáëåßôáé

õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç (åíôüò ôÞò ).

4.1.54 Èåþñçìá. (H. Poincarª) ÅÜí  êáé  åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò
( ·)  ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) Ï äåßêôçò ôÞò  ∩ åíôüò ôÞò  Ý·åé ùò Üíù öñÜãìá ôï ãéíüìåíï ôùí äåéêôþí
ôùí êáé:

| :  ∩| ≤ | : | | : |  (4.23)

Ùò åê ôïýôïõ, åÜí áìöüôåñåò ïé  êáé  åßíáé õðïïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç,
ôüôå êáé ç ∩ åßíáé õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç.
(ii) ÅÜí áìöüôåñåò ïé  êáé  åßíáé õðïïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç, ôüôå o äåß-
êôçò ôÞò ∩ åíôüò ôÞò  Ý·åé ùò êÜôù öñÜãìá ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï
ôùí äåéêôþí ôùí êáé:

åêð (| : |  | : |) ≤ | :  ∩| (4.24)

êáé éó·ýåé, éäéáéôÝñùò, ç óõíåðáãùãÞ

ìêä (| : |  | : |) = 1 =⇒ | :  ∩| = | : | | : | 
Ðñùôç áðïäåéîç ôïõ (i). Êáô' áñ·Üò, åÜí   ∈  ôüôå ôï óýíïëï () ∩ ()
åßíáé åßôå ôï êåíü óýíïëï åßôå ìéá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò  ∩ åíôüò ôÞò

ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ () ∩ () ôüôå
 ∈  êáé  ∈  ⇒  =  êáé  = 

(âë. ðñüôáóç 4.1.11). Áðü ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.2 óõíÜãåôáé üôé

() ∩ () = () ∩ () = ( ∩)
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¸óôùÁ Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  êáé ÝóôùÁ0 Ýíá
óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  ÅðåéäÞ

 =  ∩ =
µ S
∈Á



¶
∩
Ã S
∈Á0



!
=

S
∈Á, ∈Á0

(() ∩ ()) 

ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé

card ({() ∩ () | ∈ Á  ∈ Á0 }) = card(Á) · card(Á0)

= | : | | : |

êáé üôé (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí) êÜèå óýíïëï ôÞò ìïñöÞò () ∩ () ðïõ
åßíáé äéÜöïñï ôïý êåíïý ïöåßëåé íá åßíáé ìéá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò ∩
åíôüò ôÞò  êáôáëÞãïõìå óôçí áíéóïúóüôçôá (4.23).

Äåõôåñç áðïäåéîç ôïõ (i). Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 4.1.50 (ìå ôçí ∩ óôç

èÝóç ôÞò åêåß ðáñáôåèåßóáò) ëáìâÜíïõìå

| :  ∩| = | : | | :  ∩| 

Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß ç áíéóïúóüôçôá | :  ∩| ≤ | : | ¸óôù Á Ýíá óý-

óôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  ∩ åíôüò ôÞò  êáé Ýóôù Á0 Ýíá óýóôçìá

áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  åíôüò ôÞò  ÅðåéäÞ ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 ∈ 

éó·ýïõí ïé áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

1 ( ∩) = 2 ( ∩)⇔ −11 2 ∈  ∩ ⇐⇒
12∈

−11 2 ∈  ⇔ 1 = 2

ç  : { ( ∩) | ∈ A} −→ { | ∈ A0 } ìå ôýðï ( ( ∩)) :=  åßíáé ìéá

êáëþò ïñéóìÝíç åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé

| :  ∩| = card(Á) ≤ card(Á0) = | : | 

Áðïäåéîç ôïõ (ii). ÈÝôïíôáò  := | : | êáé  := | : |  ç (4.23) ìáò ðëçñï-

öïñåß üôé

| :  ∩| ≤  ∞ (4.25)

ÈÝôïíôáò  := | :  ∩|  äéðëÞ åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.50 ìáò äßäåé11

[ =  | :  ∩|⇒  | ] êáé [ =  | :  ∩| =⇒  | ] 

¢ñá åêð() |  (âë. B.2.25), ïðüôå åêð() ≤  Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ

ìêä() = 1 óõìðåñáßíïõìå (ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò B.2.29) üôé åêð() = 

ïðüôå áðü ôéò (4.24) êáé (4.25) ðñïêýðôåé üôé  =  ¤

11Áðü ôçí õðüèåóÞ ìáò êáé áðü ôï èåþñçìá 4.1.50 Ýðåôáé üôé | :  ∩| ∞ êáé | :  ∩| ∞
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4.1.55 Ðüñéóìá. ÅÜí 1 åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·) (üðïõ  êÜ-
ðïéïò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2), ôüôå

| :
T

=1
 | ≤

Q
=1

| :  | 

Ùò åê ôïýôïõ, åÜí1 åßíáé õðïïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç, ôüôå êáé ç ôïìÞT
=1 åßíáé õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,

åêð (| : 1|  | : |) ≤ | :
T

=1

 |

êáé éó·ýåé, éäéáéôÝñùò, ç óõíåðáãùãÞ :∙
ìêä (| : |  | :  |) = 1

ãéá ïéoõóäÞðïôå   ∈ {1 }  6= 

¸
=⇒ | :

T
=1

 | =
Q

=1

| :  | 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôï ðëÞèïò  ôùí õðïï-

ìÜäùí, êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.54, ôÞò ðñïôÜóåùò B.2.27 êáé ôïý

ðïñßóìáôïò B.3.19. ¤

4.1.56 Ðñüôáóç. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç ïìÜäá, ôüôå êÜèå
õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç (åíôüò ôÞò) åßíáé áö' åáõôÞò ðåðåñáóìÝíùò ðá-
ñáãüìåíç.

Áðïäåéîç. ¸óôù ∅ 6=  ⊆  Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò  êáé

Ýóôù v  ìå | : | ∞ ÅðéëÝãïõìå Ýíá óýóôçìá äåîéþí åêðñïóþðùí Ä ôÞò

 åíôüò ôÞò  (Ðñïöáíþò, card(Ä) = | : |  Åðßóçò, äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêü-

ôçôáò õðïèÝôïõìå üôé  ∈ Ä. Âë. åä. 4.1.15.) Èá äåßîïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé

áëçèÞò áðïäåéêíýïíôáò üôé

 =

ÄÄ−1 ∩®  üðïõ ÄÄ−1 :=

©
−1

¯̄
 ∈    ∈ Ä

ª


Ðñïöáíþò,

ÄÄ−1 ∩® ⊆  ¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈  Åî õðïèÝóåùò, ôï 

ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 11 · · ·   üðïõ (1  ) ∈  êáé  ∈ {±1} ãéá
êÜèå  ∈ {1  } ãéá êÜðïéïí  ∈ N (Âë. (2.6).) ÅðåéäÞ  =

`
∈Ä õðÜñ·åé

êÜðïéï 1 ∈ Ä, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé 11 ∈ 1¢ñá ∃1 ∈  : 11 = 11Ùò åê

ôïýôïõ,

1 = 11 −11 =

⎧⎨⎩ 1
−1
1  üôáí 1 = 1¡

11
−1


¢−1
 üôáí 1 = −1

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, 1 ∈ ÄÄ−1 ∩ Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, ôï 1 éóïýôáé

ìå ôï áíôßóôñïöï åíüò óôïé·åßïõ ôïýÄÄ−1∩ ïðüôå áíÞêåé óôçí õðïïìÜäá ôçí

ðáñáãüìåíç áðü áõôü. ÅÜí  ≥ 2 ôüôå óõíå·ßæïõìå ùò åîÞò: Ðñïöáíþò, õðÜñ·åé
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êÜðïéï 2 ∈ Ä, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé 1
2
2 ∈ 2 ¢ñá ∃2 ∈  : 1

2
2 = 22

Ùò åê ôïýôïõ,

2 = 1
2
2 −12 =

⎧⎨⎩ 12
−1
2  üôáí 2 = 1¡

22
−1
1

¢−1
 üôáí 2 = −1

Óå áìöüôåñåò ôéò ðåñéðôþóåéò, 2 ∈

ÄÄ−1 ∩®  ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá

äéáäéêáóßá êáé ãéá ôïõò õðïëïßðïõò äåßêôåò (üôáí  ≥ 4), ïñßæïõìå áíáëüãùò

óôïé·åßá 3  −1 êáôáëÞãïõìå óôéò éóüôçôåò

 = 11 · · ·  = 11
¡
−11 1

¢
22

¡
−12 2

¢
33 · · · −1−1

¡
−1−1−1

¢


=
¡
11 −11

¢ ¡
1

2
2 −12

¢ ¡
2

3
3 −13

¢ · · · ¡−2−1−1 −1−1
¢
−1

= 12 · · ·−1−1 

üðïõ  ∈

ÄÄ−1 ∩® ∀ ∈ {1  − 1} êáé −1 = (1 · · ·−1)−1 ∈ 

ÅðåéäÞ

−1 =

⎧⎨⎩ −1−1  üôáí  = 1¡


−1
−1

¢−1
 üôáí  = −1

Ý·ïõìå êáé åäþ −1 ∈

ÄÄ−1 ∩®  Ôåëéêþò ëïéðüí,  ∈ ÄÄ−1 ∩® êáé

éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò. ¤

I Áíôéóôïß·éóç ðëåõñéêþí êëÜóåùí êáé äéáôÞñçóç äåéêôþí. ÅÜí ç

 : ( ·) −→ ( ∗)

åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò

õðïïìÜäùí 2.4.7, ïñßæåôáé ç áìößññéøç

Subg(;Ker()) 3 
Ψ7−→ () ∈ Subg(Im())

ðïõ êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí áíôéóôïß·ùí óõíäÝóìùí. Ëüãù ôÞò

«éóïôïíßáò» ôÞò Ψ Ý·ïõìå ãéá ïéåóäÞðïôå12 ∈ Subg(;Ker())

1 v 2 ⇐⇒ Ψ (1) v Ψ (2) 

Öõóéêü åñþôçìá : Ðþò ó·åôßæïíôáé ïé äåßêôåò |2 : 1| êáé |Ψ (2) : Ψ (1) |;
ÂÜóåé ôÞò áêüëïõèçò ðñïôÜóåùò, áõôïß ïöåßëïõí íá åßíáé ßóïé. Ùò åê ôïýôïõ,

ðÝñáí ôÞò ìåñéêÞò äéáôÜîåùò “ v ”, ôïý ìåãßóôïõ êÜôù öñÜãìáôïò 1 ∩ 2 êáé

ôïý åëá·ßóôïõ Üíù öñÜãìáôïò h12i ôùí 1 êáé 2 ç Ψ äéáôçñåß êáé ôïõò
äåßêôåò.

4.1.57 Ðñüôáóç. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ðëåõñéêþí êëÜóåùí) ÅÜí ç

 : ( ·) −→ ( ∗)
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åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå ãéá ïéåóäÞðïôå 12 ∈ Subg(;Ker())
ìå1 v 2 éó·ýåé ç éóüôçôá

|2 : 1| = |Ψ (2) : Ψ (1) | (= | (2) :  (1) |)

Áðïäåéîç. ¸óôù Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò 1 åíôüò ôÞò 2

Ôüôå2 =
̀∈A

1 êáé card(A) = |2 : 1|Ðáñáôçñïýìå üôé

(Ψ (2) =) (2) =
S
∈A

() ∗ (1) (4.26)

ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ (2) ôüôå ∃ ∈ 2 :  = () Ôï  ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ
 =  ãéá êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï)  ∈ A êáé êÜðïéï  ∈ 1 ïðüôå

 = () = () = () ∗ () ∈ S
∈A

() ∗ (1)⇒ (2) ⊆ S
∈A

() ∗ (1)

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ S
∈A

() ∗ (1) ôüôå

∃ ∈ A êáé ∃ ∈ 1 :  = () ∗ () = ()

ÅðåéäÞ 1 v 2 Ý·ïõìå  ∈ 2 ïðüôå  ∈ 2 ⇒  ∈ (2) êáé, ùò åê ôïýôïõ,

éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüòS
∈ A

() ∗ (1) ⊆ (2)

¢ñá ç éóüôçôá (4.26) åßíáé áëçèÞò. Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï (A) = {() | ∈ Á}
åßíáé Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò Ψ (1) = (1) åíôüò ôÞò
Ψ (2) = (2) Ðñïò ôïýôï áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ç Ýíùóç óôï äåîéü ìÝëïò
ôÞò (4.26) åßíáé áðïóõíäåôÞ. Áò õðïèÝóïõìå ôá   ∈ (A) åßíáé ôÝôïéá, þóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá  ∗ (1) =  ∗ (1) Ôüôå

∃1 2 ∈ A : (1) =  (2) = ⇒ (1) 3 −1 ∗  = (−11 ) ∗ (2) = (−11 2)

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

−11 2 ∈ −1((1)) = Υ (Ψ (1)) = idSubg(;Ker())(1) = 1

(üðïõ Υ ç áíôßóôñïöïò ôÞò Ψ  âë. 2.4.7) êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé 11 = 21

ÅðåéäÞ 1 2 ∈ A, Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí 1 = 2 Óõíåðþò,

card((A)) = | (2) :  (1) | (= |Ψ (2) : Ψ (1) |)
Åí óõíå·åßá, ïñßæïõìå ôçí åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

y : {1 | ∈ A} −→ { ∗ (1) | ∈ (Á)}  y(1) := () ∗ (1)∀ ∈ A.

ÁõôÞ åßíáé êáé åíñéðôéêÞ, äéüôé ãéá   ∈ (A) ìå ∗(1) =∗(1) õðÜñ·ïõí

1 2 ∈ A: (1) =  (2) =  ôá ïðïßá (üðùò Ý·ïõìå Þäç ðñïáíáöÝñåé)

ïöåßëïõí íá åßíáé ßóá. Ç éóüôçôá card(A) = card((A)) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí

áìöéññéðôéêüôçôá ôÞò áðåéêïíßóåùò y ¤
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4.1.58 Ðüñéóìá. ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
ãéá ïéåóäÞðïôå 1 2 ∈ Subg(Im()) ìå 1 v 2 éó·ýåé ç éóüôçôá

|2 : 1| = |Υ (2) : Υ (1) | (= |−1 (2) : −1 (1) |)

Áðïäåéîç. Áñêåß êáíåßò íá åðáíáëÜâåé êáôÜ ãñÜììá ôçí åðé·åéñçìáôïëïãßá ðïõ

·ñçóéìïðïéÞèçêå ðñïçãïõìÝíùò óôçí áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.57 ìå ôçí Υ
óôç èÝóç ôÞò Ψ  ¤

4.2 ÏÑÈÏÈÅÔÅÓ ÕÐÏÏÌÁÄÅÓ

Ìåôáîý ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò óõãêáôáëÝãïíôáé ðÜíôïôå êÜðïéåò ïé ïðïßåò

åßíáé «ïñèþò ôéèÝìåíåò» (= ïñèüèåôåò ), õðü ôçí Ýííïéá üôé êÜèå áñéóôåñÞ ðëåõ-

ñéêÞ ôïõò êëÜóç åßíáé êáé äåîéÜ êáé ôáíÜðáëéí.

4.2.1 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù ìéá õðïïìÜäá ôçò. Ôüôå ïé áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ïé ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò ‘‘R '' êáé ‘‘R'' ïé ïñéæüìåíåò åðß ôïý õðïêåéìÝíïõ óõ-
íüëïõ  ôÞò äïèåßóáò ïìÜäáò åßíáé ßóåò.

(ii) ÊÜèå áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò  åíôüò ôÞò  åßíáé êáé äåîéÜ ðëåõñéêÞ
êëÜóç ôçò êáé ôáíÜðáëéí.

(iii)  =  ∀ ∈ 

(iv) −1 =  ∀ ∈  (üðïõ −1 := {}{−1} = {−1 | ∈  }).
(v) −1 ⊆  ∀ ∈ 

(vi) Áìöüôåñåò ïé ‘‘R '' êáé ‘‘R'' åßíáé óõìâáôÝò 12 ìå ôçí ðñÜîç ‘‘·''.

Áðïäåéîç. Ïé óõíåðáãùãÝò (i)⇔(iii)⇒(ii) êáé (iv)⇒(v) åßíáé ðñïöáíåßò.

(ii)⇒(iii). ¸óôù  ôõ·ïýóá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò  åíôüò ôÞò  Åî

õðïèÝóåùò,  = 0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ÅðåéäÞ  ∈  Ý·ïõìå  ∈ 0 ïðüôå
(0)−1 ∈  Þ, éóïäõíÜìùò,0 =  (âë. 4.1.11). ¢ñá  =  ∀ ∈ 

(iii)⇔(iv). Ðñïöáíþò,  =  ⇔ −1 = −1 =  =  ∀ ∈ 

(v)⇒(iv). Åî õðïèÝóåùò, −1 ⊆  ∀ ∈  ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ãéá ôï áíôß-

óôñïöï −1 ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ  ∈  Ý·ïõìå −1
¡
−1

¢−1
= −1 ⊆ 

Ãéá êÜèå  ∈  ýóôåñá áðü «ðïëëáðëáóéáóìü» ôïý −1 ìå ôï  åî áñéóôåñþí

êáé ìå ôï −1 åê äåîéþí ëáìâÜíïõìå 
¡
−1

¢
−1 ⊆ −1 ⊆  ïðüôå

 =  = (
−1)(−1) = 

¡
−1

¢
−1 ⊆ −1

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé −1 =  ∀ ∈ 

12Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá 1 2 
0
1 

0
2 ∈  ìå (1 2) ∈ R êáé

¡
01 

0
2

¢ ∈ R Ý·ïõìå¡
1

0
1 2

0
2

¢ ∈ R (êáé ðáñïìïßùò ãéá ôçí ‘‘R'').
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(v)⇒(vi). Áò õðïèÝóïõìå üôé 1 2 
0
1 

0
2 ∈  ìå (1 2) ∈ R êáé (01 02) ∈ R 

Ôüôå 1
−1
2 ∈  êáé 01

0−1
2 ∈  êáé (åî õðïèÝóåùò) 2(

0
1
0−1
2 )−12 ∈ ¢ñá

1
−1
2 ∈ 

2(
0
1
0−1
2 )−12 ∈ 

)
⇒ ¡

1
−1
2

¢ ¡
2(

0
1
0−1
2 )−12

¢
= (1

0
1)(

0−1
2 −12 ) ∈ 

ïðüôå (1
0
1)(

0−1
2 −12 ) = (1

0
1)(2

0
2)
−1 ∈  ⇒ (1

0
1 2

0
2) ∈ R  Ç áðüäåéîç

ôÞò óõìâáôüôçôáò ôÞò ‘‘R'' ìå ôçí ‘‘·'' åßíáé ðáñüìïéá.
(vi)⇒(v). Ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

( ) ∈ R

( ) ∈ R

¾
=⇒ ( ) ∈ R ⇒ ( ) ∈ R 

ïðüôå

( ) ∈ R

(−1 −1) ∈ R

¾
⇒ ¡

−1 −1
¢ ∈ R ⇐⇒

ïñó
−1−1 (= −1) ∈ 

¢ñá −1 ⊆  ∀ ∈  (Ôïýôï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò åÜí åñãáóèïýìå ìå

ôçí ‘‘R'' óôç èÝóç ôÞò ‘‘R ''.) ¤

4.2.2 Ïñéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ìéá õðïïìÜäá  ôÞò  ïíïìÜæåôáé ïñ-

èüèåôç13 (óçìåéïýìåíç óõíÞèùò ùò14  E ) üôáí ðëçñïýôáé ìßá (êáé, êáô' åðÝ-

êôáóç, êáé ïéáäÞðïôå Üëëç) åê ôùí óõíèçêþí (i)-(vi) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.1. (¼ôáí

åðéèõìïýìå íá äþóïõìå Ýìöáóç óôï üôé ìéá õðïïìÜäá  ôÞò  åßíáé ãíÞóéá ïñ-

èüèåôç õðïïìÜäá ôçò, ãñÜöïõìå “ C”)

4.2.3 ÐáñáôÞñçóç. Èá ðñÝðåé íá äïèåß éäéáßôåñç ðñïóï·Þ óôï üôé ïé óõíèÞêåò

(iv) êáé (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.1 åßíáé éóïäýíáìåò ìüíïí üôáí éó·ýïõí ãéá êÜèå
 ∈  Èåùñþíôáò, åðß ðáñáäåßãìáôé, ôçí õðïïìÜäá

 :=
n³

1 

0 1

´¯̄̄
 ∈ Z

o
ôÞò ïìÜäáò  :=GL2(Q) êáé ôï  :=

¡
5 0
0 1

¢ ∈  äéáðéóôþíïõìå üôé


³

1 

0 1

´
−1 =

³
1 5
0 1

´
∈  ∀ ∈ Z

Þôïé üôé −1 $  (!) Åí ðñïêåéìÝíù, ôï óõãêåêñéìÝíï óôïé·åßï  íáé ìåí éêá-

íïðïéåß ôçí −1 ⊆  áëëÜ äåí éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç −1 =  (Êáôüðéí

ôïýôïõ óõìðåñáßíïõìå üôé  5  -êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý óõãêåêñéìÝíïõ - ìüíïí
ìÝóù ôÞò (iv)!)

4.2.4 ÐáñÜäåéãìá. Óôï åäÜöéï 4.1.19 Ý·ïõìå äåßîåé üôé ç õðïïìÜäá h[1 2]i ôÞò

óõììåôñéêÞò ïìÜäáò S3 äåí åßíáé ïñèüèåôç. Êáô' áíáëïãßáí, h[1 3]i 5 S3 êáé

h[2 3]i 5 S3Åíôïýôïéò, ïé {id} h[1 2 3]i êáéS3 åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞòS3
13Óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá óõíáíôÜôáé êáé ùò êáíïíéêÞ õðïïìÜäá. Ç ðáñïýóá áðïóôáóéïðïßçóç áðü ôç ·ñÞóç

áõôïý ôïý üñïõ ó·åôßæåôáé ôüóï ìå ôçí åðéæÞìéá ðïëõóçìßá ôïõ üóï êáé ìå èÝìáôá åôõìïëïãßáò.

14Êáô' áíôéóôïé·ßáí, ï óõìâïëéóìüò ‘‘ 5 '' èá óçìáßíåé üôé ç äåí åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò
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4.2.5 Ðñüôáóç. Ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò  êáé ç ßäéá ç  áðïôåëïýí
ðÜíôïôå ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò 

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,  E  ÅîÜëëïõ, ∀ ∈  Ý·ïõìå  =  =  ïðüôå

{} E  ¤

4.2.6 Ðñüôáóç. ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò åßíáé ïñèüèåôç.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò ( ·) Ôüôå ãéá êÜèå

 ∈  Ý·ïõìå −1 = {−1 | ∈  } = {−1 | ∈  } =  ïðüôå E  ¤

4.2.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò åßíáé ïñèüèåôç.

(ii) ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáòV ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein åßíáé ïñèü-

èåôç (âë. 3.4.2 (ii) êáé 4.1.41).

4.2.8 Ðñüôáóç. Ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå ïéêïãåíåßáò ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí
()∈ ìéáò ïìÜäáò ( ·) áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò ( ·)

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.23 ç ôïìÞ
T
∈

 ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå

ïéêïãåíåßáò õðïïìÜäùí () ∈ ìéáò ïìÜäáò ( ·) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé E  ãéá êÜèå  ∈  êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá óôïé·åßá

 ∈  êáé  ∈ T
∈

  ôüôå

[ ∈   ∀ ∈  ]⇒ £
−1 ∈   ∀ ∈ 

¤⇒ −1 ∈ T
∈

 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, (
T
∈

)
−1 ⊆ T

∈
 ⇒

T
∈

 E  ¤

4.2.9 Ðñüôáóç. ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜ-
äáò ( ·) ôüôå h{ |  ∈ }i E 

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí  ∈ h{ |  ∈ }i  Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.2.6, ôï 

ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = 12 · · ·   üðïõ  ∈   ∀ ∈ {1  }  ∈ N

Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  Ý·ïõìå 
−1 ∈  (äéüôé -åî õðïèÝóåùò-  E ) ãéá

êÜèå  ∈ {1  } ÈÝôïíôáò 0 := 
−1 ðáñáôçñïýìå üôé

−1 = (12 · · · )−1 =
Q

=1

¡


−1¢ = 01
0
2
· · · 0 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé −1 ∈ h{ |  ∈ }i  ÅðïìÝíùò, h{ |  ∈ }i E  ¤
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4.2.10 Ïñéóìüò. Ãéá ïéïäÞðïôå õðïóýíïëï  ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ  ìéáò

ïìÜäáò ( ·)  ·áñáêôçñßæïõìå ôçí ôïìÞ

NCL() :=
T { ∈ Subg() | E  êáé  ⊆ }  (4.27)

ç ïðïßá åßíáé ç åëÜ·éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò ( ·) ðïõ ðåñéÝ·åé ôï ùò ôçí

ïñèüèåôç èÞêç ôïý  åíôüò ôÞò ( ·) (ðñâë. 2.2.1).

4.2.11 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·)  Ôüôå éó·ýåé ç áìöß-
ðëåõñç óõíåðáãùãÞ

NCL() =  ⇐⇒  E 

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ NCL() E  ç óõíåðáãùãÞ “ ⇒ ” åßíáé ðñïöáíÞò. ÅÜí

 E  ôüôå Ý·ïõìå NCL() E  áðü ôïí ïñéóìü (4.27), äéüôé ç  åßíáé ç

åëÜ·éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò  ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí åáõôü ôçò, ïðüôå ç “ ⇐ ”

åßíáé ùóáýôùò áëçèÞò. ¤

4.2.12 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïäÞðïôå ìç êåíü 15 õðïóýíïëï ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ
 ìéáò ïìÜäáò ( ·) Ý·ïõìå

NCL() =
©
−1 |  ∈  êáé  ∈ 

ª®


Áðïäåéîç. ¸óôù  :=
©
−1 |  ∈  êáé  ∈ 

ª®
êáé Ýóôù ôõ·üí  ∈ 

Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.2.3, ∃ ∈ N êáé

(1 ) ∈  (1 ) ∈  (1 ) ∈ Z

ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

 =
¡
11

−1
1

¢1 · · · ¡−1 ¢
=
¡
1

1
1 −11

¢ · · · ¡ −1
¢
 (4.28)

Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

−1 =
¡
(1)

1
1 (1)

−1¢ ¡(2)22 (2)−1¢ · · · ¡() ()−1¢ ∈ 

ïðüôå  E  ÅðåéäÞ  = 
−1
 ∈  ãéá êÜèå  ∈  ëáìâÜíïõìå  ⊆  .

Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé ç åëÜ·éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò

 ðïõ ðåñéÝ·åé ôï . Ðñïò ôïýôï õðïèÝôïõìå üôé ç  åßíáé ïéáäÞðïôå ïñèüèåôç

õðïïìÜäá ôÞò , ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé  ⊆ . Ôüôå, ãéá êÜèå óôïé·åßï (4.28) ôÞò

 Ý·ïõìå ãéá êÜèå  ∈ {1  }  ∈  êáé  ∈ Z⇒ 

 ∈  êáé

 ∈ 



 ∈  E 

¾
⇒ 


 −1 ∈ 

ïðüôå
¡
1

1
1 −11

¢ · · · ¡ −1
¢ ∈  Åî áõôïý óõíÜãåôáé üôé  v  Þôïé üôé

NCL() =  ¤
15ÅÜí = ∅  ôüôå NCL() = {}
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4.2.13 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·) ÅÜí ï äåßêôçò ôÞò 
åíôüò ôÞò  åßíáé | : | = 2 ôüôå C

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò,

∃1 ∈ r :  = 
`

1 êáé ∃2 ∈ r :  = 
`

2

Áõôü óçìáßíåé üôé 1 = 2 = r¸óôù ôþñá ôõ·üí óôïé·åßï  ∈  Áñêåß

íá áðïäåé·èåß üôé  =  Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  ∈  ôüôå ðñïöáíþò  =  = 

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ∈ r = 1 = 2 ôüôå õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ 

ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  = 11 = 22 ïðüôå

 = (11) = 1 = 2 = (22) = 

ÅðïìÝíùò,  C ¤

4.2.14 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 ÅðåéäÞ, óýìöùíá ìå ôéò

ðñïôÜóåéò 3.1.3 êáé 3.3.9, |S| = ! êáé |A| = !
2  ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange

ìáò ðëçñïöïñåß üôé |S : A| = |S|
|A| = 2 ¢ñá A CS

4.2.15 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 3 êáé Ýóôù D = h i ç
-ïóôÞ äéåäñéêÞ ïìÜäá (âë. 3.4.4). Ç êõêëéêÞ ïìÜäá hi Ý·åé ôÜîç  ïðüôå áðü

ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange óõíÜãåôáé üôé |D : hi| = 2¢ñá hiCDÁðü

ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç hi = {idE  } äåí åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò D äéüôé

 ◦  ◦ −1 =  ◦ −2 ∈ hi  (¼ðùò èá äïýìå óôï åäÜöéï 4.2.18, õðÜñ·ïõí êáé

ìç áâåëéáíÝò ïìÜäåò, êÜèå õðïïìÜäá ôùí ïðïßùí åßíáé ïñèüèåôç.)

4.2.16 ËÞììá. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·) êáé Ýóôù  ∈  Ôüôå ôï
óýíïëï −1 áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò

¯̄
−1

¯̄
= || 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  ∈  Ý·ïõìå 
−1 =  ∈ −1Åí óõíå·åßá èåùñïýìå

ôõ·üíôá óôïé·åßá 1
−1 êáé 2−1 ôïý −1 Ðñïöáíþò,¡

1
−1¢ ¡2−1¢−1 = ¡1−1¢ ¡−12 −1

¢
= (1

−1
2| {z }

∈

)−1 ∈ −1

ïðüôå ôï −1 åßíáé ðñÜãìáôé ìéá õðïïìÜäá ôÞò  äõíÜìåé ôïý (iii) ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 2.1.16. ÅðéðñïóèÝôùò, ç áðåéêüíéóç  3  7−→ −1 ∈ −1 åßíáé

áìöéññéðôéêÞ. ¢ñá
¯̄
−1

¯̄
= ||  ¤

4.2.17 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·) ôÜîåùò
|| =  ∈ N ÅÜí ç åßíáé ç ìüíç õðïïìÜäá ôÞò ( ·) ôÜîåùò ôüôå E 

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈  Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 4.2.16 ôï óýíïëï

−1 áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò
¯̄
−1

¯̄
= || =  Åî õðïèÝóåùò,

−1 =  ⇒  E  ¤
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4.2.18 ÐáñÜäåéãìá. Ùò ðáñÜäåéãìá ìéáò ïéêåßáò ìáò ìç áâåëéáíÞò ïìÜäáò, êÜèå

õðïïìÜäá ôÞò ïðïßáò åßíáé ïñèüèåôç16, áíáöÝñïõìå ôçí ïìÜäáQ ôùí ôåôñáíßùí

(âë. 2.2.11 êáé 4.1.43). Ïé õðïïìÜäåò ôçò {I2} êáé Q åßíáé ïñèüèåôåò ëüãù ôÞò

ðñïôÜóåùò 4.2.5, ïé õðïïìÜäåò hii  hji êáé hki åßíáé ïñèüèåôåò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò

4.2.13 (áöïý ï äåßêôçò ôïõò åíôüò ôÞòQ éóïýôáé ìå 2), êáé ç õðïïìÜäá h−I2i åßíáé
ïñèüèåôç ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.17 (áöïý ç h−I2i åßíáé ç ìüíç õðïïìÜäá ôÞòQ

ôÜîåùò 2). Ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï üôé h−I2i C Q ðñïêýðôåé áðü ôï üôé

h−I2i = hii ∩ hji = hii ∩ hki = hji ∩ hki 

êáèüóïí ïé hii  hji êáé hki åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞòQ (âë. 4.2.8).

4.2.19 Ðñüôáóç. ÅÜí  êáé  åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·) ôÝôïéåò
þóôå v  êáé E  ôüôå E 

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈  êáé  ∈ Ðñïöáíþò,

 ∈   E ⇒ −1 ∈ 

ïðüôå −1 ⊆  ⇒  E  ¤

4.2.20 ÐáñáôÞñçóç. Ìå ôá äåäïìÝíá ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.19 äåí ìðïñïýìå íá óõ-

ìðåñÜíïõìå üôé èá éó·ýåé êáô' áíÜãêçí  E  Åðß ðáñáäåßãìáôé, èÝôïíôáò

 := S3  := h[1 2]i = {id [1 2]} êáé := {id} Ý·ïõìå 5  (âë. 4.1.19).

4.2.21 ÐáñÜäåéãìá. Ç ïìÜäáV ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein (âë. 3.4.2 (ii))

åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò S4 ÐñÜãìáôé° ãéá ïéáäÞðïôå ìåôÜôáîç  ∈ S4
Ý·ïõìå (ëüãù ôïý (vii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.3)

 ◦ ([1 2] ◦ [3 4]) ◦ −1 =
¡
 ◦ [1 2] ◦ −1¢ ◦ ¡ ◦ [3 4] ◦ −1¢

= [(1)(2)] ◦ [(3)(4)]

êáé {(1) (2) (3) (4)} = {1 2 3 4} ïðüôå  ◦ ([1 2] ◦ [3 4]) ◦ −1 ∈ V Êáô'

áíáëïãßáí, ◦([1 3] ◦ [2 4])◦−1 ∈ V êáé ◦([1 4] ◦ [2 3])◦−1 ∈ V¢ñáVCS4
ÅðåéäÞV @ A4CS4 (âë. 4.1.49 êáé 4.2.14), ç ðñüôáóç 4.2.19 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

VC A4

4.2.22 Ðñüôáóç. ÅÜí êáé åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·) ôüôå éó·ýåé
ç óõíåðáãùãÞ : E  =⇒  ∩ E 

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈  êáé Ýóôù  ∈  ∩ Ôüôå

 ∈ 

 ∈  ⇒  ∈ 

¾
=⇒
E

−1 ∈ 

16Ìéá ðåñéãñáöÞ üëùí ôùí ìç áâåëéáíþí ïìÜäùí, êÜèå õðïïìÜäá ôùí ïðïßùí åßíáé ïñèüèåôç, äßäåôáé áñãüôåñá óôï

èåþñçìá 7.5.3.
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êáé

 ∈   ∈  =⇒
v

 ∈ 

 ∈  =⇒
v

−1 ∈ 

⎫⎬⎭ =⇒
v

−1 ∈ 

ïðüôå −1 ∈  ∩ êáé, ùò åê ôïýôïõ, ∩ E  ¤

4.2.23 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝôïõìå üôé  ∈ Subg() ÅÜí
 ∩ E  êáé ∩ E  ôüôå ∩ E hi 
Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈ hi Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.2.6, ôï  ãñÜöåôáé õðü ôç

ìïñöÞ  = 1122 · · ·  üðïõ  ∈ N êáé  ∈   ∈  ãéá êÜèå  ∈ {1  }
¢ñá ãéá êÜèå  ∈  ∩ ëáìâÜíïõìå

−1 = 1(1(· · · ((−1 )−1 ) · · · )−11 )−11 ∈  ∩

äéüôé ∩ E  êáé ∩ E  ÅðïìÝíùò, ∩ E hi  ¤

4.2.24 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝôïõìå üôé  ∈ Subg() ÅÜí
ôïõëÜ·éóôïí ìßá åê ôùí  åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò  ôüôå  v  êáé
 = hi =  ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí E  êáé E  ôüôå E 

Áðïäåéîç. Aò õðïèÝóïõìå üôé E Ðñïöáíþò,  ∈  Èåùñïýìå ôõ·üíôá

óôïé·åßá 1 2 ∈  êáé 1 2 ∈  ÅðåéäÞ

 v ⇒ 1
−1
2 ∈   v ⇒ 1

−1
2 ∈   E 

Ý·ïõìå (11) (22)
−1
= 11

−1
2 −12 =

¡
1
−1
2

¢
(2

¡
1
−1
2

¢
−12 ) ∈  ïðüôå

 v  (âë. 2.1.16 (iii)) êáé  =  (âë. ðñüôáóç 4.1.4). (Ðáñïìïßùò áðï-

äåéêíýåôáé üôé  =  v  åÜí  E ) Ðñïöáíþò, ç õðïïìÜäá  = 

ôÞò ðåñéÝ·åôáé óôçí õðïïìÜäá hi  ÅðåéäÞ ç hi åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïï-

ìÜäá ôÞò  ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôçí Ýíùóç  ∪ ⊆  éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò

åãêëåéóìüò hi ⊆  ïðüôå  = hi  Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé

áìöüôåñåò ïé  êáé  åßíáé ïñèüèåôåò êáé èåùñþíôáò ïéáäÞðïôå  ∈   ∈ 

êáé  ∈  äéáðéóôþíïõìå üôé

()−1 = (−1| {z }
∈

)(−1| {z }
∈

) ∈ 

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé  E  ¤

4.2.25 Óõìâïëéóìüò. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ùò

NSubg() := { ∈ Subg() | E }

óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ôçò. Ôï æåýãïò

(NSubg()v) áðïôåëåß Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (ùò ðñïò ôç ìåñéêÞ
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äéÜôáîç ‘‘v'' -Þ, áêñéâÝóôåñá, ùò ðñïò ôçí ‘‘v|NSubg()''- ôçí åðáãïìÝíç åð' áõ-

ôïý õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý A.2.6.) Åðßóçò, èÝôïõìå

Min-NSubg() :=Min-Subg() ∩NSubg() (4.29)

êáé

Max-NSubg() :=Max-Subg() ∩NSubg() (4.30)

êáëþíôáò ôÜ óôïé·åßá ôïý (4.29) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý (4.30)) åëá·éóôéêÝò (êáé

áíôéóôïß·ùò, ìåãéóôéêÝò) ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò  (Ðñâë. (2.2) êáé (2.3). Åí

ðñïêåéìÝíù, èåùñïýíôáé õðïïìÜäåò ìå ôçí éäéüôçôá ÉÄ «ôïý íá åßíáé ïñèüèåôåò».)

4.2.26 Ðñüôáóç. Ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (NSubg()v) áðïôåëåß Ýíáí
õðïóýíäåóìï ôïý óõíäÝóìïõ (Subg()v). (Âë. A.2.25 êáé 2.1.30.)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·ïýóåò  ∈ NSubg() ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 4.2.8,

 ∧ =  ∩ ∈ NSubg() ÅîÜëëïõ, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 4.2.24 Ý·ïõìå

 ∨ = hi =  E ⇒  ∨ ∈ NSubg()
¢ñá ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (NSubg()v) åßíáé üíôùò õðïóýíäåóìïò
ôïý (Subg()v). ¤

4.2.27 Óçìåßùóç. (Ç “ E ” äåí åßíáé ìåôáâáôéêÞ åðß ôïý Subg()) Åí áíôé-

èÝóåé ðñïò ôçí “ v ” ç äéìåëÞò ó·Ýóç “ E ” äåí åßíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç åðß ôïý

óõíüëïõ Subg() äéüôé íáé ìåí åßíáé (ðñïöáíþò) áõôïðáèÞò êáé áíôéóõììåôñéêÞ

áëëÜ äåí åßíáé ìåôáâáôéêÞ: ÅÜí  E  êáé  E  ôüôå åíäÝ·åôáé íá Ý·ïõìå

 5  Åðß ðáñáäåßãìáôé, èÝôïíôáò  := A4  := V (ôçí ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí

óôïé·åßùí ôïý Klein) êáé  := h[1 2] ◦ [3 4]i  ãíùñßæïõìå üôé  CV (åðß ôç âÜóåé

ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.6) êáéV C A4 (âë. 4.2.21). Ìïëáôáýôá, ·ñçóéìïðïéþíôáò ôüí

3-êýêëï  = [1 2 3] ∈ A4 óõìðåñáßíïõìå üôé 5 A4 êáèüóïí

 ◦ ([1 2] ◦ [3 4]) ◦ −1 = ¡ ◦ [1 2] ◦ −1¢ ◦ ¡ ◦ [3 4] ◦ −1¢
= [(1)(2)] ◦ [(3)(4)] = [2 3] ◦ [1 4] = [1 4] ◦ [2 3] ∈ 

4.2.28 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. H ``E'' åßíáé ìåôáâáôéêÞ (êáé, ùò åê
ôïýôïõ, ìåñéêÞ äéÜôáîç) åðß ôïý óõíüëïõ NSubg() ÅðéðñïóèÝôùò, ôï æåýãïò
(NSubg()E) åßíáé óýíäåóìïò. ÌÜëéóôá, åí ðñïêåéìÝíù, ãéá ôõ·ïýóåò ïìÜäåò
 ∈ NSubg() Ý·ïõìå

 ∧ =  ∩  ∨ = NCL() := NCL( ∪)
Áðïäåéîç. ÅÜí123 ∈ NSubg() ìå1 E 2 êáé 2 E 3 ôüôå

1 v 2 2 v 3 ⇒ 1 v 3

1 E 

¾
=⇒
4.2.19

1 E 3

Ïé ëïéðïß éó·õñéóìïß åßíáé ðñïäÞëùò áëçèåßò. ¤
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4.2.29 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  v  êáé

NSubg(;) := { ∈ NSubg() |  v  } =NSubg() ∩ Subg(;)

(âë. 2.1.32), ôüôå ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (NSubg(;)E) åßíáé õðï-
óýíäåóìïò ôïý (NSubg()E)

Áðïäåéîç. Ãéá ïéåóäÞðïôå ∈ NSubg(;) Ý·ïõìå

 ∩ ∈ NSubg(;) êáé NCL() ∈ NSubg(;)

ïðüôå ôï (NSubg(;)E) åßíáé üíôùò õðïóýíäåóìïò ôïý (NSubg()E) ¤

4.2.30 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí ∈ NSubg() ôüôå  () ∈ NSubg(Im())
(ii) ÅÜí  ∈NSubg(Im()) ôüôå −1 () = { ∈  | () ∈ } ∈NSubg(;Ker ())

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï 2.4.6 (i) ç åéêüíá  () ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáò  ôÞò

 ìÝóù ôÞò  åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò () ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  E  ôüôå

èåùñþíôáò ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈ () êáé  ∈ () êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé

õðÜñ·ïõí  ∈  ∈  ôÝôïéá þóôå  = () êáé  = () óõìðåñáßíïõìå üôé

 ∗  ∗ −1 = () ∗ () ∗ ()−1 = (−1)

 ∈   E ⇒ −1 ∈ 

)
⇒  ∗  ∗ −1 ∈ ()

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, () E ()

(ii) ÊáôÜ ôï 2.4.6 (ii) ç áíôßóôñïöç åéêüíá −1 () ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáò  ôÞò

Im() åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò  Ý·ïõóá ôïí ðõñÞíá Ker() ôÞò  ùò õðïïìÜäá

ôçò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  E Im() ôüôå èåùñþíôáò ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈  êáé

 ∈ −1 () óõìðåñáßíïõìå üôé

(−1) = () ∗ () ∗ ()−1

 ∈ −1 ()⇒ () ∈ 

)
⇒ (−1) ∈ ⇒ −1 ∈ −1 () 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, −1 () E  ¤

4.2.31 Ðüñéóìá. ÏðõñÞíáò ïéïõäÞðïôå ïìïìïñöéóìïý ïìÜäùí  : ( ·)→ ( ∗)
åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò 

Áðïäåéîç. ¢ìåóçáðü ôá 2.4.4 (ii), 4.2.5 êáé 4.2.30 (ii), êáèüóïí ïðõñÞíáòKer()

åßíáé åî ïñéóìïý ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôÞò ôåôñéììÝíçò õðïïìÜäáò ôÞò ìÝóù ôÞò

áðåéêïíßóåùò  ¤

4.2.32 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 Åî ïñéóìïý, A := Ker(sgn)  üðïõ

sgn: (S ◦) −→ ({1−1}  ·) ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (3.11). ÊáôÜ ôï (i) ôïý
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èåùñÞìáôïò 3.3.5 êáé ôçí ðáñáôÞñçóç 3.3.10 ç sgn åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜ-

äùí. ÅÜí åöáñìüóïõìå ôï ðüñéóìá 4.2.31, ôüôå äéáðéóôþíïõìå åê íÝïõ üôéACS

(ðñâë. 4.2.14).

(ii) ¸óôù (+ ·) Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 6= 0 êáé

Ýóôù  ∈ N Ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí

GL() −→ × A 7−→ det(A)

åßíáé åðéìïñöéóìüò, äéüôé

det

⎛⎜⎜⎝
 0 · · · 0

0 1

.

.

.

.

.

.
. . . 0

0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎠ =  ∀ ∈ ×

êáé Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí SL() ïðüôå SL() EGL() (âë. 2.1.21 (vii))

(iii) Ï åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí

O(R) −→ {1−1} A 7−→ det(A)

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí SO(R) ïðüôå SO(R)C O(R)
(iv) Êáô' áíáëïãßáí, ï åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí

U(C) −→ S1 A 7−→ det(A)

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí SU(C) ïðüôå SU(C)CU(C)

4.3 ÁÐËÅÓ ÏÌÁÄÅÓ

¸íá óçìáíôéêü ôìÞìá ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí óõíáñôÜôáé ìå ôç ìåëÝôç åêåßíùí ôùí

ïìÜäùí ðïõ äéáèÝôïõí ôïí åëÜ·éóôï äõíáôü áñéèìü ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí.

4.3.1 Ïñéóìüò. Ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá êáëåßôáé áðëÞ ïìÜäá üôáí äéáèÝôåé ùò

ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôçò ìüíïí ôçí ôåôñéììÝíç êáé ôïí åáõôü ôçò.

Ëüãù ôÞò åðïìÝíçò ðñïôÜóåùò, ç ìåëÝôç ôùí áðëþí ïìÜäùí (ðåðåñáóìÝíçò Þ

Üðåéñçò ôÜîåùò) åðéêåíôñþíåôáé óôçí åîÝôáóç ôÞò äïìÞóåùò ôùí ìç áâåëéáíþí.

4.3.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå áâåëéáíÞ áðëÞ ïìÜäá åßíáé êõêëéêÞ êáé Ý·åé ùò ôÜîç ôçò Ýíáí
ðñþôï áñéèìü.

Áðüäåéîç. ¸óôù  ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅÜí ç  åßíáé áðëÞ, ôüôå, óýìöùíá ìå

ôçí ðñüôáóç 4.2.6, ïé ìüíåò õðïïìÜäåò ôçò åßíáé ç ôåôñéììÝíç êáé ï åáõôüò ôçò.

Áñêåß ëïéðüí ç åöáñìïãÞ ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.35. ¤
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4.3.3 Óçìåßùóç. (Ðåñß ôÞò ôáîéíïìÞóåùò ôùí ðåðåñáóìÝíùí áðëþí ïìÜäùí)

Ç ôáîéíüìçóç ôùí ìç áâåëéáíþí áðëþí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ìÝ·ñéò éóïìïñöé-
óìïý õðÞñîå Ýíá áðü ôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ôùí Óýã·ñïíùí Ìáèçìáôé-

êþí. Ãéá ôçí ïëïêëÞñùóÞ ôçò (êáôÜ ôéò áñ·Ýò ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1980) áðáéôÞèç-

êáí óêëçñÝò (êáé, åí ðïëëïßò, óõíôïíéóìÝíåò) ðñïóðÜèåéåò åêáôïíôÜäùí ìáèçìá-

ôéêþí åðß ðåñßðïõ ìßá ôåóóáñáêïíôáåôßá. Óôçí ôåëéêÞ «áðüäåéîç» õðåéóÝñ·ïíôáé

áðïôåëÝóìáôá, ôá ïðïßá óõíáíôïýìå óå ðåñéóóüôåñá áðü 500 Üñèñá äçìïóéåõèÝ-

íôá óå ìáèçìáôéêÜ ðåñéïäéêÜ, êáé ôá ïðïßá êáëýðôïõí ôï åýñïò 10-15 ·éëéÜäùí

ôõðùìÝíùí óåëßäùí17. Ï ðëÞñçò êáôÜëïãïò ôùí ìç áâåëéáíþí áðëþí ðåðåñá-

óìÝíùí ïìÜäùí õðïäéáéñåßôáé óå ôñåéò êëÜóåéò ïìÜäùí. ÁõôÝò åßíáé ïé åîÞò:

(i) Ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåò A  ≥ 5 (âë. èåþñçìá 4.3.6).

(ii) 16 áðåéñïðëçèåßò ïéêïãÝíåéåò ïìÜäùí ôýðïõ Lie 18. (O êáôÜëïãüò ôïõò ìå ôïõò

óõìâïëéóìïýò ôïõò êáé ôéò ôÜîåéò ôïõò èá äïèåß óôçí åíüôçôá ??.)

(iii) Ïé óðïñáäéêÝò ïìÜäåò 19, Þôïé 26 åéäéêÝò áðëÝò ïìÜäåò ðïõ äåí åíôÜóóïíôáé

óôéò (i)-(ii). (Âë. ôïí êáôÜëïãï IV ôÞò åíüôçôáò ??.)

IÁðëüôçôá ôùíA  ≥ 5 êáé Üìåóåò óõíÝðåéåò áõôÞò. Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá

A3 åßíáé êõêëéêÞ ôÜîåùò 3 êáé êáô' åðÝêôáóç áðëÞ, åíþ ç A4 äåí åßíáé áðëÞ, äéüôé

ðåñéÝ·åé ôçí ïìÜäá V ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein ùò ïñèüèåôç õðïïìÜäá

ôçò (âë. 4.2.21). Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí áðëüôçôá ôÞò A üôáí  ≥ 5 èá ðñïôÜ-

îïõìå äýï âïçèçôéêÜ ëÞììáôá.

4.3.4 ËÞììá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 5 ÅÜí ç  åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò A
ðåñéÝ·ïõóá (ôïõëÜ·éóôïí) Ýíáí 3-êýêëï, ôüôå  = A

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé E A êáé üôé ç ðåñéÝ·åé ôïí 3-êýêëï [  ]

Èåùñïýìå ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ {1 }r{  } Ôüôå

[  ] = [  ] = [ ] ◦ [ ] = [ ] ◦ [  ] ◦ [ ]

= [ ] ◦ [   ] ◦ [   ] ◦ [ ]

= [ ] ◦ [ ] ◦ [  ] ◦ [   ] ◦ [ ]

= [ ] ◦ [ ] ◦ [  ]2 ◦ [ ] ◦ [ ]

= ([ ] ◦ [ ])| {z }
∈A

◦ [  ]2| {z }
∈

◦ ([ ] ◦ [ ])−1| {z }
∈A



17Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôá óõããñÜììáôá ôùí

D. Gorenstein: Finite Simple Groups: An Introduction to their Classification, Plenum Press, (1982); The Classification
of Finite Simple Groups I, Plenum Press, (1983), êáé

M. Aschbacher: Finite Group Theory, Cambridge St. in Adv. Math., Vol. 10, Cambridge Un. Press, (1994). ¥Êåö. 16],

êáèþò êáé óôïí «Áôëáíôá ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí»

J.H. Conway, R.T. Curtis, S.P. Norton, R.A. Parker and R.A. Wilson:Atlas of finite groups, Clarendon Press, (1985).

Ðéï ðñüóöáôá êõêëïöüñçóå ôï äßôïìï Ýñãï ôùí D. Gorenstein, R. Lyons êáé R. Solomon: The Classification of Finite
Simple Groups, American Math. Soc. (Vol. I, 1994; Vol. II, 1996) ìå óôü·ï ôçí áíáèåþñçóç êáé óõíôüìåõóç ôùí

áðïäåßîåùí ôùí èåùñçìÜôùí ðïõ ïäçãïýí óôçí åí ëüãù ôáîéíüìçóç.

18Âë. R.W. Carter: Simple Groups of Lie Type, Wiley, (1972).

19Âë. M. Aschbacher: Sporadic Groups, Cambridge Tracts in Math., Vol. 104, Cambridge University Press, (1994).
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ïðüôå [  ] ∈  ÊáôÜ óõíÝðåéáí, {[  ] |  ∈ {1 }r{ }} ⊆  ¼ìùò

áõôü ôï õðïóýíïëï ðáñÜãåé ôçí åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A (åðß ôç âÜóåé ôïý (iii)

ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.13). Ùò åê ôïýôïõ,  = A ¤

4.3.5 ËÞììá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 5 ÅÜí ç  åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò A
ðåñéÝ·ïõóá ôç óýíèåóç äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò áíôéìåôáèÝóåùí, ôüôå = A

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ïé [1 2] êáé [3 4] åßíáé ïé áíôéìåôáèÝóåéò ôÞò õðïèÝóåþò

ìáò. ÈÝôïíôáò

 := [1 2] ◦ [3 4] ∈   := [1 2 ] ∈ A
üðïõ  ∈ {1 }r{1 2 3 4} ðáñáôçñïýìå üôé

−1 ∈   ◦  ◦ −1 ∈  ⇒ ¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 ∈ 

ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï 3.2.3 (vii))

 ◦  ◦ −1 =  ◦ ([1 2] ◦ [3 4]) ◦ −1
= ( ◦ [1 2] ◦ −1) ◦ ( ◦ [3 4] ◦ −1)
= [(1) (2)] ◦ [(3) (4)] = [2 ] ◦ [3 4]

óõíÜãåôáé üôé¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 = ([2 ] ◦ [3 4]) ◦ [3 4]−1 ◦ [1 2]−1

= [ 2] ◦ [2 1] = [ 2 1] ∈ 

ÅðåéäÞ ç ðåñéÝ·åé ôïí 3-êýêëï [ 2 1] áðü ôï ëÞììá 4.3.4 óõìðåñáßíïõìå üôé

 = A ¤

4.3.6 Èåþñçìá. Ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåò A åßíáé áðëÝò ãéá êÜèå  ≥ 5
Áðïäåéîç20. ¸óôù  ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò A  ≥ 5 êáé
Ýóôù  ∈ r{id} Óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá 3.2.7 ç ìåôÜôáîç  ìðïñåß

íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí  = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  áíÜ äýï
îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2 ÅðéðñïóèÝôùò, ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç åßíáé

ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ìåôå-

·üíôùí êýêëùí). Ìðïñïýìå ëïéðüí äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå

üôé

(ìÞêïò ôïý  ) ≥ (ìÞêïò ôïý  +1) ∀ ∈ {1 2  − 1}
(üôáí  ≥ 2) êáé üôé 1 = [1 2  ] ÅîåôÜæïõìå ôá ðÝíôå åíäå·üìåíá ·ùñéóôÜ:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÕðïèÝôïõìå üôé  ≥ 4  ≥ 1 ÈÝôïíôáò  := [1 2 3] ∈ A
ðáñáôçñïýìå üôé

 ∈ A  ∈  ⇒  ◦  ◦ −1 ∈ 

20Ç ðñþôç ïëïêëçñùìÝíç áðüäåéîç áõôïý ôïý èåùñÞìáôïò åäüèç áðü ôïí C. Jordan (1838-1922) ôï Ýôïò 1870 óôï

óýããñáììÜ ôïõ Traitª des substitutions et des ªquations algebriques (óåë. 66).
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ïðüôå −1 ∈  ⇒ ¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 ∈  ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï 3.2.3 (vii))

 ◦  ◦ −1 =  ◦ (1 ◦ · · · ◦ ) ◦ −1
= ( ◦ 1 ◦ −1) ◦ ( ◦ 2 ◦ −1) ◦ · · · ◦ ( ◦  ◦ −1)
= ( ◦ 1 ◦ −1) ◦ (2 ◦ · · · ◦ )
= [(1) (2)  ()] ◦ (2 ◦ · · · ◦ )
= [2 3 1 4  ] ◦ (2 ◦ · · · ◦ )

Ý·ïõìå¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 = [2 3 1 4  ] ◦ (2 ◦ · · · ◦ ) ◦ (−1 ◦ · · · ◦ −11 )

= [2 3 1 4  ] ◦ −11
= [2 3 1 4  ] ◦ [ −1  1] = [1 2 4] ∈ 

ÅðåéäÞ ç ðåñéÝ·åé ôïí 3-êýêëï [1 2 4]  = A äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò 4.3.4.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  = 3  = 1 ôüôå  = A (ìå áðåõèåßáò åöáñìïãÞ ôïý

ëÞììáôïò 4.3.4).

Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÕðïèÝôïõìå üôé  = 3  ≥ 2 êáé üôé ï 2 åßíáé ùóáýôùò Ýíáò

3-êýêëïò, áò ðïýìå ï 2 = [1 2 3]ÈÝôïíôáò  := [2 3 1] ∈ A ðáñáôçñïýìå

üôé

 ∈ A  ∈  ⇒  ◦  ◦ −1 ∈ 

ïðüôå −1 ∈  ⇒ ¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 ∈  ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï 3.2.3 (vii))

 ◦  ◦ −1 =  ◦ (1 ◦ · · · ◦ ) ◦ −1
= ( ◦ 1 ◦ −1) ◦ ( ◦ 2 ◦ −1) ◦ · · · ◦ ( ◦  ◦ −1)
= ( ◦ 1 ◦ −1) ◦ ( ◦ 2 ◦ −1) ◦ (3 ◦ · · · ◦ )
= [(1) (2) (3)] ◦ [(1) (2) (3)] ◦ (3 ◦ · · · ◦ )
= [1 3 1] ◦ [2 2 3] ◦ (3 ◦ · · · ◦ )

ç óýíèåóç
¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 éóïýôáé ìå
[1 3 1] ◦ [2 2 3] ◦ (3 ◦ · · · ◦ ) ◦ (−1 ◦ · · · ◦ −12 ◦ −11 )

= [1 3 1] ◦ [2 2 3] ◦ −12 ◦ −11
= [1 3 1] ◦ [2 2 3] ◦ [3 2 1] ◦ [3 2 1]
= [1 1 3] ◦ [2 3 2] ◦ [2 1 3] ◦ [3 2 1]
= [1 1 3] ◦ [2 3 2 1 3] ◦ [3 2 1]
= [1 1 3] ◦ [2 1 2 1 3] = [1 1 2 3 2] ∈ 

(âë. 3.2.3 (i), (vi)). ÅðåéäÞ ç  ðåñéÝ·åé ôïí 5-êýêëï [1 1 2 3 2] ìðïñïýìå

íá åñãáóèïýìå ìå áõôüí (óôç èÝóç ôÞò áñ·éêþò èåùñçèåßóáò ìåôáôÜîåùò ), íá

åöáñìüóïõìå ü,ôé ðñïáíáöÝñèçêå óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç êáé íá óõìðåñÜíïõìå

üôé = A



§ 4.3 áðëåò ïìáäåò 169

Ðåñßðôùóç ôÝôáñôç. ÕðïèÝôïõìå üôé  = 3  ≥ 2 êáé üôé üëïé ïé êýêëïé 2 
åßíáé áíôéìåôáèÝóåéò. Ôüôå

2 = [1 2 3] ◦ (2 ◦ · · · ◦ ) ◦ [1 2 3] ◦ (2 ◦ · · · ◦ )
= [1 2 3]

2 ◦ (22 ◦ · · · ◦ 2) = [1 2 3]2 ◦ (id ◦ · · · ◦ id)
= [1 2 3]

2 = [1 3 2] ∈ 

(âë. 3.2.3 (iv), (v), êáé 3.2.4). ÅðåéäÞ ç ðåñéÝ·åé ôïí 3-êýêëï [1 3 2]  = A
äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò 4.3.4.

Ðåñßðôùóç ðÝìðôç. ÕðïèÝôïõìå üôé  = 2  ≥ 2 êáé üôé üëïé ïé êýêëïé 1 
åßíáé áíôéìåôáèÝóåéò, ìå ôïí öõóéêü áñéèìü  êáô' áíÜãêçí Üñôéï (áöïý  ∈ A).
ÅÜí 2 = [1 2] ôüôå èÝôïíôáò  := [2 1 2] ∈ A ðáñáôçñïýìå üôé

 ∈ A  ∈  ⇒  ◦  ◦ −1 ∈ 

ïðüôå −1 ∈  ⇒ ¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 ∈  ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï 3.2.3 (vii))

 ◦  ◦ −1 =  ◦ (1 ◦ · · · ◦ ) ◦ −1
= ( ◦ 1 ◦ −1) ◦ ( ◦ 2 ◦ −1) ◦ · · · ◦ ( ◦  ◦ −1)
= ( ◦ 1 ◦ −1) ◦ ( ◦ 2 ◦ −1) ◦ (3 ◦ · · · ◦ )
= [(1) (2)] ◦ [(1) (2)] ◦ (3 ◦ · · · ◦ )
= [1 1] ◦ [2 2] ◦ (3 ◦ · · · ◦ )

ç óýíèåóç
¡
 ◦  ◦ −1¢ ◦ −1 éóïýôáé ìå

[1 1] ◦ [2 2] ◦ (3 ◦ · · · ◦ ) ◦ (−1 ◦ · · · ◦ −12 ◦ −11 )

= [1 1] ◦ [2 2] ◦ −12 ◦ −11
= [1 1] ◦ [2 2] ◦ [2 1] ◦ [2 1]
= [1 1] ◦ [2 2] ◦ [2 1] ◦ [2 1]
= [1 1] ◦ [2 2 1] ◦ [2 1]
= [1 1] ◦ [2 1 2] ◦ [2 1]
= [1 1] ◦ [2 1 2 1] = [1 2] ◦ [2 1] ∈ 

(âë. 3.2.3 (i)-(iii)). Êé åðåéäÞ ç  ðåñéÝ·åé ôç óýíèåóç [1 2] ◦ [2 1] äýï îÝíùí

ìåôáîý ôïõò áíôéìåôáèÝóåùí, Ý·ïõìå = A åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 4.3.5. ¤

4.3.7 Óçìåßùóç. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ç áíùôÝñù ðáñáôåèåßóá êëáóéêÞ áðüäåéîç

ôïý èåùñÞìáôïò 4.3.6 åßíáé äéáõãÞò, ç äéÜêñéóç êáé ìåëÝôç ôüóï ðïëëþí ðåñéðôþ-

óåùí åßíáé ïìïëïãïõìÝíùò êáôÜ ôé êïðéáóôéêÞ. Óôç óåëßäá 251 äßäåôáé ìéá äåý-

ôåñç, åðáãùãéêÞ áðüäåéîç (ðñïûðïèÝôïõóá ôçí áðëüôçôá ôÞò A5 ðïõ ìðïñåß íá

äåé·èåß óôïé·åéùäþò) óôçí ïðïßá õðåéóÝñ·åôáé ìüíïí ôï áñ·éêü ëÞììá 4.3.4 êáé

óôï (ii) ôÞò áóêÞóåùò 5-27 ìéá ôñßôç.
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4.3.8 Óçìåßùóç. (¢ðåéñç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá åðß ôïý N) ÇÜðåéñç õðïïìÜäá

A∞ := h{[  ] |    ∈ N     }}i

ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáòSN (åðß ïëïêëÞñïõ ôïý óõíüëïõ ôùíöõóéêþí áñéèìþí), ç
ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôïõò üëïõò ôïõò êýêëïõò21 ìÞêïõò 3 êáëåßôáé Üðåéñç åíáë-

ëÜóóïõóá ïìÜäá åðß ôïý N (êáé áðïôåëåß Üìåóç ãåíßêåõóç ôÞò A ðñâë. 3.3.13

(ii)). Áêïëïõèþíôáò êáôÜ ãñÜììá ôçí áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäï ðïõ åöáñìüóèçêå óôï

èåþñçìá 4.3.6 êáôáëÞãïõìå óôç äéáðßóôùóç ôïý üôé ç A∞ åßíáé ùóáýôùò áðëÞ.

Ùò åê ôïýôïõ, ç A∞ áðïôåëåß ðáñÜäåéãìá Üðåéñçò áðëÞò ïìÜäáò. (Ãåíéêüôåñá,

ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ìéáò Üðåéñçò áðëÞò ïìÜäáò ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï âë.

Üóêçóç 4-65 Åí ðñïêåéìÝíù, A∞ = A(N))

4.3.9 Èåþñçìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá åìöõôåýåôáé óå ìéá ðåðåñáóìÝíç áðëÞ
ïìÜäá (âë. 2.4.14 êáé 2.4.17).

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  = || ≥ 1ÅÜí  = 1
ôüôå ç  åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ïéáóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíçò

áðëÞò ïìÜäáò. ÅÜí  ∈ {2 3} ôüôå ç  åßíáé êõêëéêÞ Ý·ïõóá ùò ôÜîç ôçò Ýíáí

ðñþôï áñéèìü êáé, ùò åê ôïýôïõ, áö' åáõôÞò áðëÞ. ÅÜí  ≥ 4 ôüôå (óýìöùíá ìå ôï

ðüñéóìá 3.5.3) ç  åìöõôåýåôáé åíôüò ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò S óå  óýìâïëá.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, çS åìöõôåýåôáé óôçí åíáëëÜóóïõóá ïìÜäáA2 óå 2 óýì-

âïëá ìÝóù åíüò ìïíïìïñöéóìïý  : S −→ A2 ôïí ïðïßï ïñßæïõìå ùò åîÞò: Óå

êÜèå -êýêëï  = [1 2 · · · ] ∈ S ìÞêïõò  ∈ {2 } áíôéóôïé·ßæïõìå ôïí
-êýêëï e = [+ 1 + 2 · · · + ] ∈ S2 ÓçìåéùôÝïí üôé  ◦ e ∈ A2 (åÜí ï 

éäùèåß ùò -êýêëïò åíôüò ôÞò S2), äéüôé

sgn ( ◦ e) = sgn () · sgn (e) = (−1)−1 · (−1)−1 = (−1)2−2 = 1
(âÜóåé ôïý (iii) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.5). ÅêöñÜæïíôáò êÜèå ìåôÜôáîç  ∈ Sr{id}
õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìå-

ôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2 áò ðïýìå  = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦  , êáôÜ ôï èåìåëéþäåò

èåþñçìá 3.2.7, ïñßæïíôáò ùò åéêüíá ôÞò  ìÝóù ôÞò  ôï óôïé·åßï

() := 1 ◦ e1 ◦ 2 ◦ e2 ◦ · · · ◦  ◦ e ∈ A2
êáé èÝôïíôáò (id) := id, äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé ç áðåéêüíéóç  åßíáé ïìïìïñ-

öéóìüò ïìÜäùí. Ç åíñéðôéêüôçôá ôÞò  Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé óõíôéèÝìåíïé

êýêëïé åßíáé ìåôáîý ôïõò îÝíïé êáé ïé ·ñçóéìïðïéïýìåíåò åêöñÜóåéò ìïíïóçìÜ-

íôùò ïñéóìÝíåò (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ìåôå·üíôùí êý-

êëùí, êÜôé ðïõ åßíáé ïõóéáóôéêþò áäéÜöïñï, áöïý éó·ýåé ç ìåôáèåôéêüôçôá ëüãù

ôïý ëÞììáôïò 3.2.4). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ßäéá ç åßíáé åìöõôåýóéìç åíôüò ôÞò A2
(âÜóåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.12). ¼ìùò ç A2 åßíáé áðëÞ ïìÜäá, áöïý åî

õðïèÝóåùò 2 ≥ 8 (âë. èåþñçìá 4.3.6). ¤
21Åí ðñïêåéìÝíù, Ýíáò -êýêëïò  = [1 2 · · · ] ïñßæåôáé üðùò êáé ï -êýêëïò åíôüò ôÞòS (âë. 3.2.1), ìå ìüíç

äéáöïñÜ üôé  () =  ãéá êÜèå  ∈ Nr{1 2 }
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4.3.10 Ðüñéóìá. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  ≥ 4 åìöõôåýåôáé óôçí åéäéêÞ ãñáì-
ìéêÞ ïìÜäá SL2()

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  ≥ 4Ôüôå õößóôáíôáé
ôñåéò ìïíïìïñöéóìïß ïìÜäùí

 → S → A2 → SL2()

(Ï ðñþôïò ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 3.5.3, ï äåýôåñïò âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí

óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 4.3.9 êáé ï ôñßôïò âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí

óôï åäÜöéï D.2.28 (ii).) Ïé óõíèÝóåéò áõôþí äßäïõí ìéá åìöýôåõóç ôÞò  óôçí

SL2() ¤

I Ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò S  ≥ 5 Ôï èåþñçìá 4.3.12 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

ãéáöõóéêïýò áñéèìïýò ≥ 5áêüìç êáé ç ßäéá çóõììåôñéêÞ ïìÜäáS äåí äéáèÝôåé

Üëëåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ðÝñáí ôùí (ôñéùí) ðñïöáíþí. Ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôïõ

èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï áêüëïõèï:

4.3.11 ËÞììá. ÅÜí  ∈ N  ≥ 3 ôüôå äåí õößóôáôáé óôïé·åßï  ∈ Sr{id}, ôÝôïéï
þóôå íá éó·ýåé  ◦  ◦ −1 =  (Þ, éóïäõíÜìùò,  ◦  =  ◦ ) ∀ ∈ S

Áðïäåéîç. Åñãáæüìáóôå ìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé êÜ-

ðïéï óôïé·åßï  ∈ Sr{id} ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé ◦◦−1 =  ãéá êÜèå  ∈ S

Ôï  (óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá 3.2.7) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ åðáë-

ëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí

ìÞêïõò ≥ 2 áò ðïýìå  = 1 ◦ 2 ◦ · · · ◦   ¸óôù üôé 1 = [1 2 · · · ] ãéá
êÜðïéïí  ∈ N 2 ≤  ≤  ÅîåôÜæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ·ùñéóôÜ:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  ≥ 3 ôüôå èåùñþíôáò ùò  ôïí 2-êýêëï [1 2] êáôáëÞ-

ãïõìå óå Üôïðï, êáèüóïí (êáôÜ ôï 3.2.3 (vii))

 ◦  ◦ −1 =  ◦ [1 2] ◦ −1 = [(1) (2)] = [2 3] 6= [1 2] = 

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  = 2 ôüôå èåùñþíôáò ùò  ôïí 3-êýêëï [1 2 3] üðïõ

3 ∈ {1  }r{1 2} êáôáëÞãïõìå åê íÝïõ óå Üôïðï, êáèüóïí (êáôÜ ôï 3.2.3

(vii))

 ◦  ◦ −1 =  ◦ [1 2 3] ◦ −1 = [(1) (2)  (3)] = [2 1  (3)]

üðïõ  (3) ∈ {1 2} êáé
¡
 ◦  ◦ −1¢ (2) = 1 6= 3 = (2) ¤

4.3.12 Èåþñçìá. ÅÜí ∈ N  ≥ 5 ôüôå ïé {id}A êáéS åßíáé ïé ìüíåò ïñèüèåôåò
õðïïìÜäåò ôÞòS

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò S Ôüôå

 E S (åî õðïèÝóåùò)

A C S (âë. 4.2.14)

¾
=⇒

(âë. 4.2.8)
 ∩ A C S
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êáé

 v S A v S =⇒
2.1.23

 ∩ A v S

 ∩A ⊆ A v S =⇒
2.1.20

 ∩ A v A
 ∩A C S (ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí)

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒
4.2.19

 ∩A E A

=⇒
4.3.6

 ∩A ∈ {{id}A}

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  ∩ A = A ôüôå A v  v S êáé (êáôÜ ôï èåþñçìá

4.1.50) Ý·ïõìå 2 = |S : A| = |S : | | : A|  ïðüôå

(|S : |  | : A|) ∈ {(2 1) (1 2)} =⇒  ∈ {AS}

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ∩ A = {id} èá äåßîïõìå (åñãáæüìåíïé ìå åéò Üôïðïí

áðáãùãÞ) üôé  = {id} Áò õðïèÝóïõìå üôé  6= {id} êé áò åðéëÝîïõìå êÜðïéá
ìåôÜôáîç  ∈ r{id} Ôï ôåôñÜãùíü ôçò 2 (óýìöùíá ìå ôï (v) ôïý ðïñßóìá-

ôïò 3.3.6) åßíáé ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç áíÞêïõóá óôçí õðïïìÜäá  Áõôü óçìáßíåé

üôé 2 ∈  ∩ A = {id} ⇒ 2 = id. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, èåùñþíôáò ïéïäÞðïôå
óôïé·åßï  ∈ r{id} ðáñáôçñïýìå üôé ç óýíèåóç  ◦  åßíáé ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç

áíÞêïõóá óôçí  (áöïý áìöüôåñåò ïé ìåôáôÜîåéò  êáé  åßíáé åî õðïèÝóåùò ðå-
ñéôôÝò, âë. 3.3.6 (iv)). Áõôü óçìáßíåé üôé

 ◦  ∈  ∩A = {id}⇒  ◦  = id⇒  = −1 =  ⇒  = {id }
ÅðåéäÞ {} = r{id} ⊆ Sr{id}, õößóôáôáé, êáôÜ ôï ëÞììá 4.3.11, êÜðïéï óôïé-
·åßï  ∈ S ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  ◦  ◦ −1 6=  Ùò åê ôïýôïõ,

 E S ⇒  ◦  ◦ −1 ∈ {id } = 

 ◦  ◦ −1 6= ⇒  ◦  ◦ −1 6= 

¾
⇒  ◦  ◦ −1 = id⇒  ◦  = ⇒  = id

¢ôïðï! ÅðïìÝíùò, = {id} ¤

4.4 ÐÇËÉÊÏÏÌÁÄÅÓ: ÊÁÔÁÓÊÅÕÇ-ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ

ÌÝóù ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí äïèåßóáò ïìÜäáò äçìéïõñãïýíôáé íÝåò ïìÜäåò,

ïé ëåãüìåíåò ðçëéêïïìÜäåò, ýóôåñá áðü «ìåôáöïñÜ» ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» ôÞò

ïìÜäáò óå êáôÜëëçëï «ðïëëáðëáóéáóìü» ìåôáîý ôùí äéáèÝóéìùí ðëåõñéêþí êëÜ-

óåùí.

4.4.1 Ïñéóìüò. ÅÜí ç  åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·) ôüôå
óõìâïëßæïõìå ùò

 := R (= R)

ôï áíôßóôïé·ï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò êáé ùò  :  −→  ôç öõ-

óéêÞ åðßññéøç (äçëáäÞ () :=  ∀ ∈ ).
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4.4.2 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôçò.
ÌÝóù ôïý ôýðïõ

1 ¯ 2 := (1 · 2) ∀ (1 2) ∈ ×

ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç

()× () −→  ( 0) 7−→  ¯ 0

(Þôïé ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘¯'' åðß ôïý ), ç ïðïßá êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

×

×

²²

· // 



²²
()× () ¯

// 

ìåôáèåôéêü. Ôï æåýãïò (¯) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ôÜîåùò || = | : |
Ý·ïõóá ôï  (= ) ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêü-
ëïõèá :

(i) Ôï óõììåôñéêü (= áíôßóôñïöï ) óôïé·åßï ïéïõäÞðïôå  ∈  åßíáé ôï −1

(ii) ÅÜí ç  åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå êáé ç  åßíáé áâåëéáíÞ.

(iii) ÅÜí ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå || = ||
|| 

Áðïäåéîç. ÅÜí 1 2 3 ∈  ôüôå

(1 ¯ 2)¯ 3 = ((1 · 2))¯ 3 = ((1 · 2) · 3)
= (1 · (2 · 3)) = 1 ¯ ((2 · 3))
= 1 ¯ (2 ¯ 3) 

ïðüôå ç ``¯'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ. Åðßóçò, ãéá êÜèå  ∈ 

( ¯ ) = ( · ) =  = ( · ) = ( ¯ ) 

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï  Ý·åé ôï  (= ) ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ ùò

ðñïò ôçí ‘‘¯'' ÔÝëïò, ãéá êÜèå  ∈ ¡
−1 ¯ 

¢
=
¡
−1 · ¢ =  =

¡
 · −1¢ =

¡
−1 ¯ 

¢


ïðüôå ôï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) óõììåôñéêü (= áíôßóôñïöï) óôïé·åßï ïéïõäÞ-

ðïôå  ∈  ùò ðñïò ôçí ‘‘¯'' åßíáé ôï −1 ôï (i) åßíáé áëçèÝò êáé ôï æåýãïò

(¯) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ôÜîåùò || = | : | ìå  =  = ÌÜ-

ëéóôá, åÜí ç  åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá 1 2 ∈  éó·ýïõí ïé

éóüôçôåò

1 ¯ 2 = (1 · 2) = (2 · 1) = 2 ¯ 1

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç (¯) åßíáé ùóáýôùò áâåëéáíÞ. ¢ñá êáé ôï (ii) åßíáé

áëçèÝò. Ôï (iii) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange. ¤
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4.4.3 Ïñéóìüò. Ç ïìÜäá (¯) ç ïñéóèåßóá ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.2 êá-

ëåßôáé ðçëéêïïìÜäá (Þ ïìÜäá ðçëßêùí) ôÞò  ùò ðñïò ôçí  (ÅðåéäÞ Ý·ïõìå

( ) ∈ R ⇐⇒
ïñó

−1 ∈  åßíáé óáöÞò ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï åêëáìâÜíïõìå

ôá óôïé·åßá ôÞò  -óõíåêäï·éêþò- ùò ðçëßêá óôïé·åßùí ôÞò  áíÞêïíôá óôçí

 êáé ïìéëïýìå åíßïôå -åêöñáæüìåíïé áöáéñåôéêþò- ãéá äéáßñåóç «ôÞò  äéÜ ôÞò

».)

4.4.4 Óçìåßùóç. (Áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìïý) Åðéèõìþíôáò íá ôçñÞóïõìå ôçí

åîáðëïýóôåõóç êáé «åëÜöñõíóç» ôùí ·ñçóéìïðïéïýìåíùí óõìâïëéóìþí ðïõ äéÝ-

ðåé ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôïý êåéìÝíïõ èá ãñÜöïõìå åöåîÞò, ·ùñßò íá äéáôñÝ·ïõìå

ôïí êßíäõíï ðáñåñìçíåßáò, () · (0) Þ áðëþò22 () (0) áíôß ôïý  ¯ 0

Ý·ïíôáò ðÜíôïôå êáôÜ íïõ üôé êáôÜ ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» ðëåõñéêþí êëÜóåùí

èá åííïïýìå ôçí åöáñìïãÞ ôïý ‘‘¯'' ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðñüôáóç 4.4.2 (êáé

ðïõ áðëþò åðÜãåôáé ìÝóù ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» ôïý ïñéóìÝíïõ åðß ôïý ).

4.4.5 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá. Ôüôå {} E  êáé E  (âë.

4.2.5). Ðñïöáíþò,

{} = {{}|  ∈ } ∼=  êáé  ∼= {}
äéüôé ïé áðåéêïíßóåéò

{} 3 {} 7−→  ∈  êáé  3  7−→  ∈ {}
åßíáé éóïìïñöéóìïß ïìÜäùí.

4.4.6 ÐáñÜäåéãìá. Ç ïìÜäá (S1 ·) åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò ðïëëáðëáóéá-

óôéêÞò ïìÜäáò (Cr{0} ·) (âë. 2.1.21 (vi) êáé 4.2.5). Ôá óôïé·åßá ôÞò ðçëéêïïìÜ-

äáò (Cr{0}) S1 åßíáé ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò S1  ∈ Cr{0} ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá
ïéïíäÞðïôå ìéãáäéêü áñéèìü  ∈ Cr{0} ç ðëåõñéêÞ êëÜóç

S1 = []
S1R = { ∈ Cr{0} | ( ) ∈ S1R} =

©
 ∈ Cr{0} | −1 ∈ S1ª

=
©
 ∈ Cr{0} | ¯̄−1¯̄ = 1ª = { ∈ Cr{0} | || = ||}

åßíáé ç ðåñéöÝñåéá êýêëïõ êÝíôñïõ 0 ∈ C êáé áêôßíáò || 

ÅðïìÝíùò, ôá óôïé·åßá ôÞò (Cr{0}) S1 åßíáé ïé ïìüêåíôñïé êýêëïé êÝíôñïõ 0 ∈ C
êáé èåôéêÞò áêôßíáò.

22¼ôáí ·ñçóéìïðïéïýìå ðñïóèåôéêü óõìâïëéóìü, ãñÜöïõìå áíô' áõôïý ( +) + (0 +)
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4.4.7 ÐáñÜäåéãìá. Ç ïìÜäá (Z+) åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Q+)
(âë. 4.2.6). Ôï õðïêåßìåíï óýíïëï ôÞò ðçëéêïïìÜäáò (QZ+) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

QZ =
` {+ Z |  ∈ Q ∩ [0 1)} 

ïðüôå ôïQ∩ [0 1) áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò Z åíôüò ôÞò

Q (êáé, ùò åê ôïýôïõ, |QZ| = card(Q ∩ [0 1)) = ℵ0). ÐñÜãìáôé° ãéá ïéïíäÞðïôå

 ∈ Q õðÜñ·ïõí   ∈ Z   0 ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá  = 

 êáèþò

êáé   ∈ Z ìå 0 ≤    ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá  =  +  ÈÝôïíôáò

 := 

∈ Q ∩ [0 1) äéáðéóôþíïõìå üôé

 =



=  + ⇒  −  =  ∈ Z⇒  + Z = + Z

ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí 1 2 ∈ Q ∩ [0 1) ìå 1 6= 2 ôüôå 1 + Z 6= 2 + Z äéüôé
áëëéþò êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï, áöïý ç éóüôçôá

1 + Z = 2 + Z⇒ ∃ ∈ Zr{0} : 1 − 2 = 

óçìáßíåé üôé |1 − 2| = || ≥ 1 (ðñÜãìá áäýíáôï, êáèüóïí 0 ≤ 1 2  1).

4.4.8 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 3 êáé Ýóôù D = h i ç
-ïóôÞ äéåäñéêÞ ïìÜäá (âë. 3.4.4). Ùò ãíùóôüí, hiCD (âë. 4.2.15). Ç ðçëéêï-

ïìÜäáD hi Ý·åé ôÜîç

|D hi| = |D|
|hi| =

2


= 2

ïðüôå åßíáé êõêëéêÞ (êáé, êáô' åðÝêôáóç, áâåëéáíÞ, âë. 2.2.17). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

ôï áíôßóôñïöï ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.2 äåí åßíáé ðÜíôïôå ïñèü (äéüôé ç ßäéá ç

D äåí åßíáé áâåëéáíÞ).

4.4.9 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù E  Ôüôå ãéá ôéò äõíÜìåéò ôùí
óôïé·åßùí ôÞò ðçëéêïïìÜäáò  éó·ýåé ç éóüôçôá

() =  ∀ ∈  êáé ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. ¼ôáí  = 0 Þ  = 1 ç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá  ∈ N åñãáæüìá-

óôå ìå ôç âïÞèåéá ôÞò êëáóéêÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç åí

ëüãù éóüôçôá éó·ýåé ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü  ≥ 1 Ôüôå

()+1 = () () = () () = () = +1

ÅÜí  ∈ ZrN0 ôüôå−  0 ïðüôå åöáñìüæïíôáò ôï áíùôÝñù áðïäåé·èÝí ãéá ôïí

− ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.2, êáèþò êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.11, ëáìâÜ-

íïõìå

() = (()−1)− = (−1)− = (−1)− = 

Ôåëéêþò ëïéðüí, () =  ∀ ∈  êáé ∀ ∈ Z ¤
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4.4.10 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  E  Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ç
ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ  ôÞò  éóïýôáé ìå

ord() =

½ ∞ üôáí  ∈  ∀ ∈ N
min

©
 ∈ N |  ∈ 

ª
 óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç

Áðüäåéîç. ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈  ÅÜí  ∈  ãéá êÜèå  ∈ N ôüôå Ý·ïõìå
 = () 6=  ∀ ∈ N ïðüôå ord() =∞ ÅÜí { ∈ N |  ∈ } 6= ∅ êáé

 := min{ ∈ N |  ∈ } ôüôå = min{ ∈ N | () = } = ord() ¤

4.4.11 ÐáñÜäåéãìá. Ç ðçëéêïïìÜäá (QZ+) (âë. 4.4.7) åßíáé ðåñéïäéêÞ. ÐñÜã-

ìáôé° ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ Q õðÜñ·ïõí   ∈ Z   0 ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç

éóüôçôá  = 

 Áðü ôéò ðñïôÜóåéò 4.4.9 êáé 4.4.10 Ýðåôáé üôé

 ( + Z) =  + Z = + Z = Z⇒  ∈ Z⇒ ord( + Z) ≤  ∞

4.4.12 Ðñüôáóç. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå

exp() | exp() ∀ ∈ NSubg()

Áðïäåéîç. ÅÜí E  êáé  ∈  ôüôå ãéá ôçí ðëåõñéêÞ êëÜóç  Ý·ïõìå

()ord() = ord() =  =  =  =⇒ ord() | ord()

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

exp() = åêð({ord()|  ∈ }) | åêð({ord()|  ∈ }) = exp()

(Âë. ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.25.) ¤

I Éäéüôçôåò ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý. Ôá óôïé·åßá äïèåßóáò ðçëéêïïìÜäáò

 åßíáé ïé åéêüíåò ôùí óôïé·åßùí ôÞò  ìÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý (4.31). Ç ìå-

ëÝôç ôùí éäéïôÞôùí ôïõ åßíáé, ùò åê ôïýôïõ, áðáñáßôçôç ãéá ôçí ïìáäïèåùñçôéêÞ

ðåñéãñáöÞ ôÞò ßäéáò ôÞò 

4.4.13 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù E  Ç öõóéêÞ åðßññéøç

 :  −→   7−→ () :=  (4.31)

(âë. 4.4.1) åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí Ý·ùí ôçí  ùò ðõñÞíá ôïõ êáé (ãé'
áõôüí ôïí ëüãï) êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ôÞò  åðß ôÞò 

Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç  åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé üôé

Ker() =  Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá  0 ∈  Ý·ïõìå

(
0) = (0) = () (0) = ()


(

0)

ÅîÜëëïõ, Ker() = { ∈ 
¯̄
() =  } = { ∈  | =  } =  ¤
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4.4.14 Ðüñéóìá. ¸óôù õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ( ·) Ôüôå E  åÜí êáé ìüíïí
åÜí ç áðïôåëåß ôïí ðõñÞíá åíüò ïìïìïñöéóìïý ïìÜäùí  : ( ·) −→ ( ∗) 
Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 4.4.13 êáé ôï ðüñéóìá 4.2.31. ¤

4.4.15 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò õðïïìÜäùí ìÝóù ôïý  ) ¸óôù
( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù E  Ôüôå ïñßæåôáé ç áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

Subg(;) 3 
Ψ

7−→ () ∈ Subg()

áðü ôï óýíïëï Subg(;) ôùí õðïïìÜäùí ôÞò  ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôçí  åðß ôïý
óõíüëïõ Subg() ôùí õðïïìÜäùí ôÞò ðçëéêïïìÜäáòÙò åê ôïýôïõ, êÜèå
õðïïìÜäá ôÞò ðçëéêïïìÜäáò  ïöåßëåé íá åßíáé ôÞò ìïñöÞò () = 

üðïõ 23  ìéá õðïïìÜäá ôÞò ðïõ ðåñéÝ·åé ôçíÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêü-
ëïõèá:

(i) Ãéá12 ∈ Subg(;) áëçèåýåé ç êÜôùèé áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

1 v 2 ⇐⇒ 1 v 2

(ii) Ç Ψ êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí

(Subg(;)v) êáé (Subg()v)

(âë. 2.1.30, 2.1.32, êáé A.2.26)

(iii) (1 ∩2)  = (1) ∩ (2)  ∀ (12) ∈ Subg(;)2
(iv) h12i  = h12i  ∀ (12) ∈ Subg(;)2
(v) Ãéá12 ∈ Subg(;) ìå1 v 2 éó·ýåé ç éóüôçôá

|2 : 1| = |2 : 1|

(vi) Ãéá 1 2 ∈ Subg() ìå 1 v 2 éó·ýåé ç éóüôçôá

|2 : 1| = |()−1(2) : ()−1(1)|

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò áíôéóôïé·ßáò

õðïïìÜäùí 2.4.7, ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.57 êáé ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.58 ãéá ôïí öõóéêü

åðéìïñöéóìü (4.31). ¤

4.4.16 Ðñüôáóç. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù E  ÅÜí Ýíá óôïé·åßï  ∈ 

Ý·åé ôÜîç ord() =  ∈ N ôüôå ord() =  ∈ N êáé | 
Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3 ãéá ôïí öõóéêü åðé-

ìïñöéóìü (4.31). ¤
23ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå õðïïìÜäá  ôÞò  ðïõ ðåñéÝ·åé ôçí  Ý·ïõìå  E  (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.19,
ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí óå áõôÞí ðáñáôåèåéóþí õðïïìÜäùí êáé), ïðüôå ç åéêüíá () ôÞò
ìÝóù ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý (4.31) åßíáé áö' åáõôÞò ðçëéêïïìÜäá.
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4.4.17 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí èåùñÞóïõìå ôçí õðïïìÜäá  := hii ôÞò ïìÜäáò Q ôùí

ôåôñáíßùí (âë. 2.2.11), ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé C QQ = { j} êáé üôé ç
ðëåõñéêÞ êëÜóç j = {j−jk−k} (ùò óôïé·åßï ôÞò Q) Ý·åé ôÜîç 2 åíþ ôï j

(åíôüò ôÞòQ) Ý·åé ôÜîç 4

4.4.18 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ìéáò ïìÜäáò ( ·) êáé Ýóôù
 E  Ôüôå

 = h{ |  ∈ }i 

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.9,

 = () = (hi) =

()

®


üðïõ () =
©
()

¯̄
 ∈ 

ª
= { |  ∈ }  ¤

4.4.19 Ðüñéóìá. ¸óôù ìéá õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò ( ·) Ôüôå ç
åßíáé êõêëéêÞ. Åéäéêüôåñá, ãéá êÜèå ãåííÞôïñá  ôÞò  Ý·ïõìå  = hi 
Áðüäåéîç. Çùò êõêëéêÞ åßíáé áâåëéáíÞ (âë. 2.2.17), ïðüôå ç åßíáé ïñèüèåôç

(âë. 4.2.6). Ùò åê ôïýôïõ, ïñßæåôáé ç ðçëéêïìÜäá  Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìï-

óèåß ç ðñüôáóç 4.4.18 ãéá ôï = {} üðïõ  ïéïóäÞðïôå ãåííÞôïñáò ôÞò  ¤

4.4.20 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí ç åßíáé ìéá ïñèüèåôç êõêëéêÞ õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò

( ·) ôüôå çðçëéêïïìÜäá äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí êõêëéêÞ. Åðß ðáñáäåßãìáôé,
èåùñþíôáò ôÞ äéåäñéêÞ ïìÜäáD4 = h i êáé ôçí


2
®
C D4 ðáñáôçñïýìå üôé

D4

2
®
=

©


2
® ¯̄

 ∈ { }ª®
= {2®   ◦ 2®   ◦ 2®  ( ◦ ) ◦ 2®}

êáé üôé
¡
 ◦ 2®¢2 = 2 ◦ 2® = idE4 ◦


2
®
=

2
®
¡

 ◦ 2®¢2 = 2 ◦ 2® = 2®
êáé ¡

( ◦ ) ◦ 2®¢2 = ( ◦ )2 ◦ 2® = ( ◦ ( ◦ ) ◦ ) ◦ 2®
=

¡
 ◦ ( ◦ −1) ◦ ¢ ◦ 2® = 2 ◦ 2® = 2® 

¢ñá êáèÝíá åê ôùí óôïé·åßùí◦2®  ◦2®  (◦)◦2® Ý·åé ôÜîç 2Áõôü óç-

ìáßíåé üôé ç ðçëéêïïìÜäáD4

2
®
åßíáé áâåëéáíÞ ìç êõêëéêÞ (êáé êáô' áíÜãêçí

éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäáV ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein, âë. 3.5.6).

I Ôï «áíôßóôñïöï» ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange ãéá áâåëéáíÝò ïìÜäåò. ÅÜí
ç ( ·) åßíáé ïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, ôüôå ôá (ii) êáé (iii) ôÞò

ðñïôÜóåùò 4.4.2, óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá 4.4.21, ìáò äßäïõí ôç äõíáôüôçôá

åðáãùãéêÞò áðïäåßîåùò ôÞò õðÜñîåùò ìéáò õðïïìÜäáò  ôÞò  ôÜîåùò || = 

ãéá êÜèå äéáéñÝôç  ôÞò || 
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4.4.21 Èåþñçìá. («Èåþñçìá ôïý Cauchy ãéá áâåëéáíÝò ïìÜäåò»)

¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅÜí  | ||  üðïõ  êÜðïéïò ðñþ-
ôïò áñéèìüò, ôüôå ∃ ∈ r{} : ord() =  Þôïé ç êõêëéêÞ ïìÜäá hi åßíáé ìéá
õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò  (âë. (2.9)).

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò,  | ||  ïðüôå ∃ ∈ N : || =  Èá åöáñìüóïõìå

ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí  ÅÜí  = 1 ôüôå

|| =  êáé ord() |  ãéá êÜèå  ∈  (âë. 4.1.27), ïðüôå ord() =  ãéá êÜèå

 ∈ r{} Ãéá   1 õðïèÝôïõìå üôé êÜèå áâåëéáíÞ ïìÜäá  ìå || =  üðïõ

 ∈ N    äéáèÝôåé êÜðïéï óôïé·åßï ôÜîåùò  ÅðåéäÞ   1 ç  äéáèÝôåé ìç

ôåôñéììÝíåò ãíÞóéåò õðïïìÜäåò (âë. 4.1.35). Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. Ç ôÜîç êÜðïéáò åî áõôþí ôùí õðïïìÜäùí, áò ôçí ðïýìå 

äéáéñåßôáé äéÜ ôïý  Ôüôå

∃ ∈ N    : || = 

ÊáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç, ç  äéáèÝôåé êÜðïéï óôïé·åßï  ôÜîåùò 

ÅðåéäÞ  ∈  ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. Ï  äåí äéáéñåß ôçí ôÜîç êáìßáò ìç ôåôñéììÝíçò ãíÞóéáò õðïï-
ìÜäáò ôÞò Ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå ìç ôåôñéììÝíç ãíÞóéá õðïïìÜäá  ôÞò Ý·ïõìå

|| =  = | : | · ||
 - || =⇒

B.3.16
ìêä( ||) = 1

⎫⎬⎭ =⇒
B.2.9

 | | : |⇒ ∃ ∈ N : | : | = 

ÅðåéäÞ ç  åßíáé áâåëéáíÞ,  C  (âë. 4.2.6). ÅðïìÝíùò ïñßæåôáé ç ðçëéêïïìÜäá
 ç äå ôÜîç ôçò éóïýôáé ìå || = | : | =  (âë. 4.4.2), üðïõ    äéüôé
(åî õðïèÝóåùò) ||  1 Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.2 ç ðçëéêïïìÜäá
 åßíáé áâåëéáíÞ. Åöáñìüæïíôáò ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç ãé' áõôÞí, êáôï-
·õñþíïõìå ôçí ýðáñîç åíüò óôïé·åßïõ  ∈  (ãéá êÜðïéï  ∈ ) ôÜîåùò 
(åíôüò ôÞò !). Áõôü óçìáßíåé üôé

 = () =  = ⇒  ∈  =⇒
4.1.28

()|| =  = (
||) =⇒

2.3.8
ord(||) | 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ord(||) ∈ {1 } Ôï åíäå·üìåíï íá éó·ýåé ord(||) = 1

(⇔ || = ) áðïêëåßåôáé, äéüôé åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé èá êáôáëÞãáìå óôçí áêü-

ëïõèç áíôßöáóç:

()
||
= || =  =  =  =⇒

4.1.27
 | || 

ÅðïìÝíùò, || ∈  ìå ord(||) =  ¤

4.4.22 Èåþñçìá. («Ôï áíôßóôñïöï ôïý èåùñÞìáôïò Lagrange ãéá áâåëéáíÝò ïìÜäåò»)

¸óôù ( ·) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò || =  ∈ N Ôüôå ãéá êÜèå  ∈ N ìå  | 
õðÜñ·åé ìéá õðïïìÜäá  ôÞò  ôÜîåùò || = 

Áðïäåéîç. Èá åöáñìüóïõìå ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò

ðñïò ôïí  Ãéá  = 1 ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. Ãéá   1 õðïèÝ-

ôïõìå üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò ãéá êÜèå áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò   ÅÜí  = 1
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ôüôå ëáìâÜíïõìå ùò  ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò  ÅÜí   1 ôüôå õðÜñ-

·åé êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò  ðïõ äéáéñåß ôïí ÊáôÜ ôï èåþñçìá 4.4.21 õðÜñ·åé

 ∈ r{} : ord() = |hi| =  ÅðåéäÞ ç  åßíáé áâåëéáíÞ, hi E  (âë. 4.2.6).

ÅðïìÝíùò ïñßæåôáé ç ðçëéêïïìÜäá  hi  ç äå ôÜîç ôçò éóïýôáé ìå | hi| = 


(âë. 4.4.2 (iii)). Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.2 ç ðçëéêïïìÜäá  hi
åßíáé áâåëéáíÞ. Åöáñìüæïíôáò ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç ãé' áõôÞí, êáôï·õñþ-

íïõìå ôçí ýðáñîç ìéáò õðïïìÜäáò  ôÞò  hi ôÜîåùò || = 

(áöïý 


| 


).

ÊáôÜ ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.6, (hi)
−1() v  üðïõ hi :  −→  hi

ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ôÞò  åðß ôÞò  hi  Áðü ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.13

óõíÜãåôáé üôé¯̄̄
(hi)

−1()
¯̄̄
=
¯̄̄
Ker(hi)

¯̄̄
· || = |hi| · || =  · 


= 

Áõôü óçìáßíåé üôé o éó·õñéóìüò åßíáé êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áëçèÞò (êáèü-

óïí åßíáé áñêåôü íá åðéëÝîïõìå ùò ôçí (hi)
−1()). ¤

I ¸íá ·ñÞóéìï êñéôÞñéï ìç áðëüôçôáò. Ôï èåþñçìá 4.4.23 ìðïñåß íá éäùèåß

ùò ìéá ãåíßêåõóç ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.1 ôïý Cayley (óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ðåñéïñé-

æüìáóôå óå ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò áíáöïñÜò) êáé ìáò ðáñÝ·åé ìéá åý·ñçóôç éêáíÞ

óõíèÞêç ãéá íá ìçí åßíáé ìéá åîåôáæüìåíç ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ( ·) áðëÞ.

4.4.23 Èåþñçìá. («ÔÝ·íáóìá ôïý Poincarª».) ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝ-
ôïõìå üôé õðÜñ·åé ìéá ãíÞóéá (ü·é êáô' áíÜãêçí ïñèüèåôç) õðïïìÜäá  ôÞò  ðå-
ðåñáóìÝíïõ äåßêôç, áò ðïýìå | : | =:  üðïõ  ≥ 2 ÅðéëÝãïíôáò Ýíá óýóôçìá
áñéóôåñþí åêðñïóþðùí Á ôÞò åíôüò ôÞò  ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

Θ :  −→ S{|∈Á}  7−→ Θ () := 

üðïõ () :=  ∀ ∈Á. Ç ΘÇ åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅðéðñïóèÝôùò,
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá 24:

(i) Ker(Θ) v 

(ii) ÅÜí v  êáé E  ôüôå v Ker(Θ)

(iii) ∃ E  : v  ìå | : | =  ∞  |  êáé | !
(iv) ÅÜí ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé || - ! ôüôå Ker(Θ) 6= {} ïðüôå ç  äåí
åßíáé áðëÞ.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò èá áðïäåßîïõìå üôé ç Θ åßíáé ïìïìïñöéóìüò. ÅÜí

1 2 ∈  ôüôå Θ (12) = 12 = 1 ◦ 2 = Θ (1) ◦ Θ (2)  äéüôé
ãéá êÜèå  ∈ A,

12 () = (12)  = 1 (2) = 1 (2 ()) 

24Ôï èåþñçìá 3.5.1 ôïý Cayley (ãéá ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò) Ýðåôáé áðü ôï (i) ôïý ðáñüíôïò èåùñÞìáôïò üôáí ç 

åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò
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(i) Ï ðõñÞíáò ôïý ïìïìïñöéóìïý Θ åßíáé ï

Ker(Θ) =
©
 ∈ 

¯̄
 = id{|∈A }

ª
= { ∈  |() =  ∀ ∈ A}

= { ∈  | =  ∀ ∈ A} = © ∈ 
¯̄
−1 ∈  ∀ ∈ A

ª
=
©
 ∈ 

¯̄
 ∈ −1 ∀ ∈ A

ª
=
\
∈A

−1

ÅðåéäÞ Ker(Θ) ⊆ −1∀ ∈ A êáé (äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå

íá õðïèÝóïõìå üôé)  ∈ A (âë. 4.1.15), Ý·ïõìå

Ker(Θ) ⊆ −1 =  v  =⇒
2.1.20

Ker(Θ) v 

(ii) ÅÜí v  êáé E ôüôå ãéá êÜèå  ∈ A Ý·ïõìå

 ∈ −1 ⊆ −1∀ ∈  =⇒  ∈
\
∈A

−1∀ ∈ 

ïðüôå ⊆ Ker(Θ) v  =⇒
2.1.20

 v Ker(Θ)

(iii) Áñêåß íá èÝóïõìå :=Ker(Θ) Ôüôå E  (ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 4.2.31),

 v  (ëüãù ôïý (i)),  E  (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.19),  v  (ëüãù

ôïý (i) ôïý ðïñßóìáôïò 4.4.15) êáé

|| = | : | || = | : | || =  || 

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá 4.1.20 êáé ç äåýôåñç áðü ôï (v) ôïý
ðïñßóìáôïò 4.4.15. Åí óõíå·åßá, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ç åéêüíá Im(ΘÇ) ôïý
ïìïìïñöéóìïýΘÇ åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòS{|∈A} (âë. 2.4.6 (i)), ðáñáôçñïýìå
üôé ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç  3  7−→ Θ () =  ∈ Im(Θ) åßíáé
éóïìïñöéóìüò, äéüôé åßíáé ïìïìïñöéóìüò (áöïý 12 = 1 ◦ 2 ãéá ïéáäÞðïôå
óôïé·åßá 1 2 ∈ ) Ý·ùí ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí ïìÜäá

{ ∈ | = S{|∈A}} = { ∈ | = } = {} = {} = {}

(Bë. ðñüôáóç 2.4.15.) Áõôü óçìáßíåé üôé

|| = |Im(Θ)| ≤
¯̄
S{|∈A}

¯̄
=
¯̄
Scard(A)

¯̄
= |card(A)|! = !

KáôÜ óõíÝðåéáí, || =  ∞ êáé  |  = | : | Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

Im(Θ) v S{|∈A} =⇒
4.1.22

| : | = |Im(Θ)| =  | !

(iv) ÅÜí ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé || - ! ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (iii),

| : Ker(Θ)| = ||
|Ker(Θ)| | ! =⇒ Ker(Θ) 6= {}

ÅðåéäÞ Ker(Θ) E  êáé Ker(Θ) v  @  Ý·ïõìå Ker(Θ) C  ïðüôå ç 

äåí åßíáé áðëÞ. ¤
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4.4.24 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù
 := min { ∈ N | ðñþôïò êáé  | || } 

Ôüôå êÜèå õðïïìÜäá ôÞò  Ý·ïõóá äåßêôç | : | =  åßíáé ïñèüèåôç.

Áðüäåéîç. ÅÜí || | ! ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôïý  ëáìâÜíïõìå || =  ïðüôå

 = {} C  ÅÜí || - ! ôüôå, âÜóåé ôùí (iii) êáé (iv) ôïý èåùñÞìáôïò 4.4.23,

∃ E  :  v  ìå 1  | : | =  ∞  |  êáé | ! ÅðåéäÞ  |   | ||
êáé

 | !
4.1.22⇒  | ||

¾
=⇒
B.2.6

 | ìêä(! ||) = 

Ý·ïõìå | : | =  =  = | : |   v  ⇒  =  C  ¤

4.4.25 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò || =   üðïõ 
ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N Ôüôå êÜèå õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò || = −1 åßíáé
ïñèüèåôç.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ Ker(Θ) v  =⇒
4.1.22

|Ker(Θ)| | −1 Ý·ïõìå |Ker(Θ)| =  

ãéá êÜðïéïí  ∈ {0 1   − 1} (âë. ëÞììá B.3.14) êáé

|Im(Θ)| = ||
|Ker(Θ)| = − 

ÅðåéäÞ Im(Θ) v S =⇒
4.1.22

|Im(Θ)| | ! êáé − - ! ãéá êÜèå  ∈ {0 1  − 2}
Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí |Im(Θ)| =  (ãéá  =  − 1) ¢ñá

|Ker(Θ)| = −1 = || 
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé = Ker(Θ) C  ¤

4.4.26 Ðüñéóìá. ÅÜí ìéá áðëÞ ïìÜäá ( ·) äéáèÝôåé êÜðïéá ãíÞóéá õðïïìÜäá 
ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç, áò ðïýìå | : | =:  üðïõ  ≥ 2 ôüôå áõôÞ åßíáé éóüìïñöç
ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáòS

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ Ker(Θ) E  êáé ç  åßíáé åî õðïèÝóåùò áðëÞ, Ý·ïõìå êáô'

áíÜãêçí åßôå Ker(Θ) = {} åßôå Ker(Θ) =  Ç äåýôåñç ðåñßðôùóç áðï-

êëåßåôáé, êáèüôé  @  ÅðïìÝíùò, Ker(Θ) = {} ïðüôå ï ïìïìïñöéóìüò Θ
åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ç ïìÜäá åìöõôåýåôáé óôçíS êáé åßíáé, ùò åê ôïýôïõ,

éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò S (âë. ðñïôÜóåéò 2.4.15 êáé 2.4.17). ¤

4.4.27 ÅöáñìïãÞ. ¸óôù  ∈ N  ≥ 5 ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ðïõ
éêáíïðïéåß (ôáõôï·ñüíùò) ôéò óõíèÞêåò

1   
!

2
  | !

2


µ
!2



¶
! 

!

2


ôüôå ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A äåí äéáèÝôåé êáìßá õðïïìÜäá ôÜîåùò 
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Áðüäåéîç. ÅÜí  ∈ N  ≥ 5 ôüôå, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 4.3.6, ç A åßíáé

áðëÞ. ÅÜí áõôÞ äéÝèåôå ìéá õðïïìÜäá  ôÜîåùò  üðïõ ï  éêáíïðïéåß ôéò áíù-

ôÝñù óõíèÞêåò, ôüôå èá Ýðñåðå íá éó·ýåé |A : | = !2


êáé (ëüãù ôïý ðïñßóìá-

ôïò 4.4.26)

|A| = !

2
≤
¯̄̄
S!2



¯̄̄
=

µ
!2



¶
!

Þôïé êÜôé åî õðïèÝóåùò áðïêëåéóèÝí. ¤

4.4.28 ÐáñÜäåéãìá. H åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A5 äåí äéáèÝôåé õðïïìÜäåò ôÜîåùò

15 20 Þ 30Ùò åê ôïýôïõ, ç25 A5 áðïôåëåß Ýíá åðéðëÝïí ðáñÜäåéãìá ìç áâåëéáíÞò

ïìÜäáò, ãéá ôçí ïðïßá ôï «áíôßóôñïöï» ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange äåí åßíáé

áëçèÝò (ðñâë. 4.1.47).

4.4.29 Ðüñéóìá. Äåí õößóôáíôáé Üðåéñåò áðëÝò ïìÜäåò Ý·ïõóåò êÜðïéá ãíÞóéá
õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ðüñéóìá 4.4.26. ¤

4.5 ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ ÏÌÁÄÙÍ

ÁõôÜ åßíáé ïñéóìÝíá ·áñáêôçñéóôéêÜ èåùñÞìáôáðïõðåñéãñÜöïõí ôïí ôñüðï äéá-

óõíäÝóåùò ôùí ïìïìïñöéóìþí ïìÜäùí, ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí êáé ôùí ðçëé-

êïïìÜäùí.

4.5.1 Èåþñçìá. (Èåìåëéþäåò èåþñçìá ðåñß ðçëéêïïìÜäùí) ¸óôù

 : ( ·) −→ ( ∗)

Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé Ýóôù E  Tüôå õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí ïìï-
ìïñöéóìüò ̄ :  −→  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  = ̄ ◦   äçëáäÞ ôÝôïéïò
þóôå ôï äéÜãñáììá





²²

 // 



̄

>>|||||||||||||||||

(4.32)

25Óçìåßùóç. Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäáA5 äéáèÝôåé áêñéâþò 59 (äéáöïñåôéêÝò) õðïïìÜäåò: Ôçí ôåôñéììÝíç êáé ôçí ßäéá

ôçí A5 (ðïõ åßíáé ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôçò), 15 õðïïìÜäåò éóüìïñöåò ìå ôçí (Z2+) 10 õðïïìÜäåò éóü-
ìïñöåò ìå ôçí (Z3+) 5 õðïïìÜäåò éóüìïñöåò ìå ôçí (V ◦) 6 õðïïìÜäåò éóüìïñöåò ìå ôçí (Z5+) 10 õðïïìÜäåò
éóüìïñöåò ìå ôçí (S3 ◦) 6 õðïïìÜäåò éóüìïñöåò ìå ôçí (D5 ◦) êáé 5 õðïïìÜäåò éóüìïñöåò ìå ôçí (A4 ◦)
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íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü, åÜí êáé ìüíïí åÜí ⊆ Ker()Ïåí ëüãù ïìïìïñöéóìüò
ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

̄() := () ∀ ∈  (4.33)

ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ⊆ Ker() éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Im(̄) = Im() (Ùò åê ôïýôïõ, ï ̄ åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï 
åßíáé åðéìïñöéóìüò.)

(ii) Ker(̄) = Ker()

(iii) Ï ̄ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí = Ker()

Áðüäåéîç. Êáô' áñ·Üò õðïèÝôïõìå üôé éó·ýåé ï åãêëåéóìüò  ⊆ Ker() êáé ïñß-

æïõìå ôçí ̄ :  −→  ìÝóù ôïý ôýðïõ (4.33). ÅðåéäÞ ôï óýíïëï []
R = 

äåí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï áðü ôï  ïöåßëïõìå åí ðñþôïéò íá áðïäåßîïõìå

üôé ç ̄ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, Þôïé üôé ãéá êÜèå 1 2 ∈  éó·ýåé ç óõ-

íåðáãùãÞ 1 = 2 ⇒ ̄(1) = ̄(2)Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé 1 2 ∈ 

ìå 1 = 2 Ôüôå

−11 2 ∈  ⊆ Ker()⇒ (−11 2) = (1)
−1 ∗ (2) =  

Êáôüðéí «ðïëëáðëáóéáóìïý» áìöïôÝñùí ôùí ìåëþí ôÞò ôåëåõôáßáò éóüôçôáò åî
áñéóôåñþí ìå ôï (1) ëáìâÜíïõìå (1) = (2) áð' üðïõ Ýðåôáé ç æçôïýìåíç
éóüôçôá ̄(1) = ̄(2) Ç ̄ åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå
óôïé·åßá 1 2 ∈  Ý·ïõìå

̄(1) ∗ ̄(2) = (1) ∗ (2) = (12) = ̄((12)) = ̄((1)(2))

ÅîÜëëïõ, (̄ ◦ )() = ̄(()) = ̄() = () ∀ ∈ ⇒  = ̄ ◦  ¸óôù

ôþñá  0 :  −→  ïéïóäÞðïôå ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé

 =  0 ◦   Åßíáé ðñüäçëï üôé

 0() =  0(()) = () = ̄(()) = ̄() ∀ ∈ ⇒  0 = ̄ 

¢ñá ï ̄ åßíáé ï ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá (4.32) ìåôá-

èåôéêü. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ï ̄ :  −→  åßíáé ï ìüíïò ïìïìïñöéóìüò ðïõ

êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá (4.32) ìåôáèåôéêü, ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  Ý·ïõìå

() = (̄ ◦ )() = ̄() = ̄() = ̄() =  ⇒  ∈ Ker()

ïðüôå ⊆ Ker()

ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ⊆ Ker() éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) Åê êáôáóêåõÞò, Im(̄) = Im().

(ii) Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé

Ker() v 

 ⊆ Ker()

¾
=⇒
2.1.20

 v Ker()
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ÅðåéäÞ åî õðïèÝóåùò  E  êáé  v Ker() ç ðñüôáóç 4.2.19 ìáò ðëçñïöïñåß

üôé E Ker()ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïñßæåôáé ç ðçëéêïìÜäá Ker()Ðñïöáíþò,

Ker() = { | ∈ Ker()} = { |() =  }
=
©


¯̄
̄(()) = 

ª
=
©


¯̄
̄() = 

ª
= Ker(̄)

(iii) Ôï üôé ï ̄ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇔  = Ker() åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïý (ii)

êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.15. ¤

4.5.2 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí  : ( ·) −→ ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìï-
ìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí áðåéêüíéóç

̂ : Ker() −→ Im () 

ôÝôïéá þóôå ôï äéÜãñáììá



Ker()

²²

 // Im()

Ker()

̂

;;wwwwwwwwwwwwwwwwww

íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

̂(Ker()) := () ∀ ∈ 

êáé áðïôåëåß éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. Ùò åê ôïýôïõ,

Ker() ∼= Im() 

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 4.5.1 óôçí ðåñßðôùóç üðïõ  = Ker()

áðïêôïýìå ôïí ìïíïìïñöéóìü ïìÜäùí

̄ : Ker() −→  Ker() 7−→ ̄(Ker()) := ()

ìå Im(̄) = Im() Áñêåß ëïéðüí íá ïñßóïõìå ôïí ̂ ùò ôïí ̄ ýóôåñá áðü ðåñéïñé-
óìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôïõ  óôï óýíïëï Im() ⊆  ¤

4.5.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí  ∈ N ôüôå ç áðåéêüíéóç

(Z+) −→ (Z+)  7−→ []

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí õðïïìÜäá Z ôÞò ïìÜäáò Z
(âë. 2.1.21 (iii)). Óõíåðþò,

ZZ ∼= Z
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Êáé, ãåíéêüôåñá, åÜí  ∈ N êáé  |  ôüôå Z E Z (âë. 2.2.20 (i) êáé 4.2.6)

êáé ïñßæåôáé ç ðçëéêïïìÜäáZZ Ç áðåéêüíéóç

(Z+) −→ (Z 

+)  7−→ [] 




åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí õðïïìÜäá

{|  ∈ Z : [] 

= [0] 


} = {|  ∈ Z :  | 


} = {|  ∈ 


Z} = Z

ôÞò ïìÜäáòZ Óõíåðþò,

ZZ ∼= Z 

 (4.34)

(ii) Ç áðåéêüíéóç

(R+) −→ (S1 ·)  7−→ exp(2)

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí ïìÜäá (Z+)  ïðüôå

RZ ∼= S1

(iii) Ï åðéìïñöéóìüò ðïëëáðëáóéáóôéêþí ïìÜäùí

(Cr{0} ·) −→ (S1 ·)  7−→ 

|| 

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí (R0 ·) ¢ñá

(Cr{0})R0 ∼= S1

(iv) Ç ðçëéêïïìÜäá ìéáò Üðåéñçò ïìÜäáò ùò ðñïò ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôçò

åíäÝ·åôáé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ßäéá ôçí ïìÜäá áíáöïñÜò! Åðß ðáñáäåßãìáôé,

ï åðéìïñöéóìüò (S1 ·) −→ (S1 ·)  7−→ 2 ìáò ïäçãåß óå éóïìïñöéóìü

S1{±1} ∼=−→ S1

(v) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 4.2.32 (i) êáôáóêåõÜæåôáé éóïìïñöéóìüò

SA
∼=−→ {±1}

(vi) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 4.2.32 (ii) êáôáóêåõÜæåôáé éóïìïñöéóìüò

GL()SL()
∼=−→ ×

(vii) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 4.2.32 (iii) êáôáóêåõÜæåôáé éóïìïñöéóìüò

O(R)SO(R)
∼=−→ {±1}

(viii) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 4.2.32 (iv) êáôáóêåõÜæåôáé éóïìïñöéóìüò

U(C)SU(C)
∼=−→ S1
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4.5.4 Ðüñéóìá. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ðåðåñáóìÝíùí ïìÜ-
äùí. ÅÜí v  ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) || = |()| |Ker( |)| 
(ii) || = |Im()| |Ker()| 
(iii) | : | = |Im() : ()| |Ker() : Ker( |)| 
Áðïäåéîç. (i) ¾óôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôÞò áðåéêïíßóåùò  |
óôï () ðñïêýðôåé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí

( |)∧ :  −→ ()  7−→ ( |)∧ () :=  | () = ()

(ÓçìåéùôÝïí üôé Ker( |)∧ = Ker( |)) ÊáôÜ ôï èåþñçìá 4.5.2,

Ker( |) = Ker ( |)∧ ∼= Im( |)∧ = ()

üðïõ Ker( |) = Ker() ∩ ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý

èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý Lagrange.

(ii) ÄõíÜìåé ôïý (i) (óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ = ) éó·ýåé ç éóüôçôá

|| = |()| |Ker()| 
(iii) Áðü ôá (i) êáé (ii) Ýðåôáé üôé

|| = |()| |Ker()|
|| = |()| ¯̄Ker( |)¯̄

¾
⇒ | : | = |() : ()| ¯̄Ker() : Ker( |)¯̄ 

êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý Lagrange. ¤

4.5.5 Èåþñçìá. (ÌåôáöïñÜ ïìïìïñöéóìïý óå «åðßðåäï ðçëéêïïìÜäùí») ¸óôù
 : (1 ·) −→ (2 ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí 1 E 1 êáé 2 E 2

ôüôå ïé åîÞò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí ïìïìïñöéóìüò ðçë. : 11 −→ 22 ï ïðïßïò
êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

1


1
1
²²

ª

 // 2


2
2

²²
11

ðçë.

//___ 22

ìåôáèåôéêü, Þôïé ï «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò áðü ôïí  ðïõ ïñß-
æåôáé áðü ôïí ôýðï

ðçë.(1) := () ∗2 ∀ ∈ 1

(ii) (1) ⊆ 2

ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõí-
èÞêåò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) O ðçë. åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒1 = −1(2)

(b) O ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ Im() ∗2 = 2
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Áðïäåéîç. Åöáñìüæïõìå ôï èåþñçìá 4.5.1 ãéá ôïí ïìïìïñöéóìü 2

2
◦  (ìå ôéò

11 22 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèåéóþí ïìÜäùí êáé áíôéóôïß·ùò,

êáé ìå ôïí 2

2
◦  óôç èÝóç ôïý åêåß ðáñáôåèÝíôïò ïìïìïñöéóìïý ). ÓçìåéùôÝïí

üôé

Ker(22
◦ ) = { ∈ 1 |() ∗2 = 2 } = { ∈ 1 |() ∈ 2 } = −1(2)

ÅÜí ëïéðüí

(1 =) Ker(
1

1
) ⊆ Ker(2

2
◦ )

ôüôå (1) ⊆ (−1(2)) ⊆ 2 Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí (1) ⊆ 2 ôüôå

1 ⊆ −1((1)) ⊆ −1(2) = Ker(2

2
◦ )

¢ñáçáíùôÝñùóõíèÞêç (ii) éóïäõíáìåß, åí ðñïêåéìÝíù, ìå ôç óõíèÞêç ôç äïèåßóá

óôï èåþñçìá 4.5.1. Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé (i), (ii), èá

áðïäåßîïõìå ôéò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò (a) êáé (b) ãéá ôïí ïìïìïñöéóìü ðçë.

(a) ÅðåéäÞ

Ker(ðçë.) = {1 ∈ 11 |() ∗2 = 2 } = {1 ∈ 11 |() ∈ 2 }
=
©
1 ∈ 11

¯̄
 ∈ −1(2)

ª
= −1(2)1

o ðçë. (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.15) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒1 = −1(2)

(b) ÅðåéäÞ Im(ðçë.) = {() ∗2 | ∈ 1 }  ï ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí êáé
ìüíïí åÜí

(∀ ∈ 2) (∃ ∈ 1 : () ∗2 = 2)⇔ (∀ ∈ 2)
¡∃ ∈ 1 : ()

−1 ∈ 2

¢


äçëáäÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí Im() ∗2 = 2 ¤

4.5.6 ÐáñáôÞñçóç. Áêüìç êáé åÜí, õðïôéèåìÝíïõ üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò

(i), (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 4.5.5, ï ðçë. : 11 −→ 22 åßíáé éóïìïñöéóìüò
(Þôïé 1 = −1(2) êáé -ôáõôï·ñüíùò- Im() ∗ 2 = 2), ï ßäéïò ï  äåí åßíáé
êáô' áíÜãêçí éóïìïñöéóìüò26. ÁëëÜ ïýôå o åðéìïñöéóìüò27

( |1
)∧ : 1 −→ (1) = (−1(2))  7−→ ( |1

)∧() :=  |1
() = ()

ï äçìéïõñãïýìåíïò ýóôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôÞò áðåéêïíßóåùò

 |1
óôï (1) åßíáé êáô' áíÜãêçí éóïìïñöéóìüò

28.

4.5.7 Ðáñáäåßãìáôá. Áò õðïèÝóïõìå üôé äßäïíôáé äõï ïìÜäåò (1 ·)  (2 ∗) êáé
üôé1 E 1 2 E 2

(i) ÅÜí 11
∼= 22 êáé (ôáõôï·ñüíùò) 1

∼= 2 ôüôå äåí Ý·ïõìå êáô' áíÜ-
ãêçí 1 ∼= 2

26Ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò⇔2 v Im()⇔ Im() = 2 êáé ìïíïìïñöéóìüò⇔ Ker() = {1}
27ÓçìåéùôÝïí üôé (−1(2)) ⊆ 2

28O (  |1 )
∧ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇔ {1} = Ker() ∩1(= Ker(  |1 ) = Ker((  |1 )

∧)).



§ 4.5 èåùñçìáôá éóïìïñöéóìùí ïìáäùí 189

Åðß ðáñáäåßãìáôé, h[2]4i C Z4 êáé h[1 2] ◦ [3 4]i C V (âë. 4.2.6) ìå

|h[2]4i| = |h[1 2] ◦ [3 4]i| = 2

êáé (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.19, ôïý (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23 êáé ôùí üóùí

ðñïáíáöÝñèçóáí óôï (ii) ôïý åäáößïõ 3.4.2)(
Z4 h[2]4i ∼= Z2 ∼= V h[1 2] ◦ [3 4]i 

h[2]4i ∼= Z2 ∼= h[1 2] ◦ [3 4]i

)
áëëÜ Z4 À V

¸íáò «áðôüò» éóïìïñöéóìüò Z4 h[2]4i
∼=−→ V h[1 2] ◦ [3 4]i åßíáé ï «êáíïíéóôé-

êüò» (õðü ôçí Ýííïéá ôïý èåùñÞìáôïò 4.5.5) ï åðáãüìåíïò áðü ôïí (ìç åíñéðôéêü,

ìç åðéññéðôéêü) ïìïìïñöéóìü Z4 −→ V ðïõ ïñßæåôáé (óå êÜèå óôïé·åßï ôÞò Z4) ùò
åîÞò:

[0]4 7−→ id [1]4 7−→ [1 3] ◦ [2 4]  [2]4 7−→ id [3]4 7−→ [1 3] ◦ [2 4] 

(ii) ÅÜí 11
∼= 22 êáé åÜí éó·ýåé (ôáõôï·ñüíùò) 1 ∼= 2 (Þ áêüìç êáé

1 = 2), ôüôå äåí Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí 1
∼= 2

Åðß ðáñáäåßãìáôé, ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.22 ôïý Lagrange êáé ôùí ðñïáíáöåñ-

èÝíôùí óôï åäÜöéï 4.1.44 (ãéá ôç äéåäñéêÞ ïìÜäáD4 = h i) ëáìâÜíïõìå

|D4 : hi| = |D4|
|hi| = 2 =

|D4|
|h2i| =

¯̄
D4 :


 2

®¯̄


Åî áõôïý Ýðåôáé üôé hi CD4 êáé

 2

®
CD4 (âë. 4.2.13), êáé üôé -ùò åê ôïýôïõ-

ïñßæïíôáé ïé ðçëéêïïìÜäåòD4 hi êáéD4

 2

®
 Ðáñáôçñïýìå üôé

D4 hi ∼= Z2 ∼= D4

 2

®
áëëÜ hi ∼= Z4 À V ∼=


 2

®


(Âë. ðñüôáóç 2.3.19 êáé ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.23.) ÌÜëéóôá, ï õðïäçëïýìå-

íïò éóïìïñöéóìüò D4 hi
∼=−→ D4


 2

®
äåí ìðïñåß íá åßíáé «êáíïíéóôéêüò»

(õðü ôçí Ýííïéá ôïý èåùñÞìáôïò 4.5.5) åÜí áîéþóïõìå áðü áõôüí íá åðÜãåôáé

áðü êÜðïéïí áõôïìïñöéóìü ôÞò D4 (¼ðùò èá äïýìå áñãüôåñá óôï åä. 6.1.4,

(hi) = hi * 
 2

®
ãéá êÜèå  ∈ Aut(D4)) Ìïëáôáýôá, õðÜñ·åé éóïìïñ-

öéóìüò D4 hi
∼=−→ D4


 2

®
ï ïðïßïò åßíáé «êáíïíéóôéêüò» áëëÜ åðáãüìåíïò

áðü ôïí (ìç åíñéðôéêü, ìç åðéññéðôéêü) åíäïìïñöéóìü 29 ôÞò D4 ðïõ ïñßæåôáé (óå

êÜèå óôïé·åßï ôÞòD4) ùò åîÞò:

idE4 7−→ idE4   7−→ idE4  2 7−→ idE4  3 7−→ idE4 

 7−→   ◦  7−→   ◦ 2 7−→   ◦ 3 7−→ 

(iii) ÅÜí1
∼= 2 êáé åÜí éó·ýåé (ôáõôï·ñüíùò) 1 ∼= 2 (Þ áêüìç êáé1 = 2),

ôüôå äåí Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí 11
∼= 22 (Âë. åäÜöéï 7.1.7.)

29Ç ïìÜäá Aut(D4) áðïôåëåßôáé áðü 8 áõôïìïñöéóìïýò (êáé åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ßäéá ôçíD4), åíþ ôï ìïíïåéäÝò

End(D4) áðïôåëåßôáé áðü 36 åíäïìïñöéóìïýò.
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4.5.8 Ðüñéóìá. ¸óôù  : (1 ·) −→ (2 ∗) Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí.
(i) ÅÜí2 E 2 ôüôå

1
−1(2) ∼= 22

(ii) ÅÜí1 E 1 êáé Ker() ⊆ 1 ôüôå

11
∼= 2(1)

Áðïäåéîç. (i) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 4.5.5. (Åí ðñïêåéìÝíù, ï êáôá-

óêåõáæüìåíïò «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ðçë. åßíáé éóïìïñöéóìüò.)

(ii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß åê íÝïõ ôï èåþñçìá 4.5.5. Ðñïöáíþò, ï êáôáóêåõáæüìå-

íïò «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

åðåéäÞ

−1 ((1)) = Ker()1 (âë. 4.1.6 (iii))

Ker() ⊆ 1 (åî õðïèÝóåùò)

¾
⇒ 1 = −1 ((1)) 

o ðçë. åßíáé êáé ìïíïìïñöéóìüò. ¤

4.5.9 Èåþñçìá. (Ôýðïò ãéíïìÝíïõ) ÅÜí ïé  åßíáé ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò
ìéáò ïìÜäáò ( ·)  ôüôå

card() =
|| ||
| ∩| = card() (4.35)

Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

 :  × −→  ( ) 7−→ ( ) := 

Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé

card(−1({})) = | ∩|  ∀ ∈ 

äéüôé30 × =
`

∈

−1({}) êáé card(×) = || || ¸óôù ôõ·üí  ∈ 

Ôüôå ∃ ∈   ∈ :  =  êáé

−1({}) = {( −1) | ∈  ∩ } (4.36)

ÐñÜãìáôé° êÜèå äéáôåôáãìÝíï æåýãïò åéëçììÝíï áðü ôï × êáé Ý·ïí ôç ìïñöÞ

( −1) ãéá êÜðïéï  ∈  ∩ áíÞêåé óôçí ßíá −1({}) ôÞò  õðåñÜíù ôïý 

äéüôé

( −1) = ()(−1) = (−1) =  =  = 

30ÅÜí  0 ∈  ìå  6= 0 ôüôå −1({}) ∩ −1({0}) = ∅  äéüôé åÜí õðÞñ·å ∈ −1({}) ∩ −1({0})
ôüôå èá óõìðåñáßíáìå üôé  = () = 0
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Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åãêëåéóìïý èåùñïýìå ôõ·üí äéáôåôáãìÝíï æåý-

ãïò (0 0) ∈ −1({}) Ôüôå

(0 0) = 00 =  =  ⇒ −10 = 0−1 =:  ∈  ∩

Ãéá ôï êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ïñéóèÝí  Ý·ïõìå 0 =  êáé 0 = −1 ïðüôå ç (4.36)

åßíáé áëçèÞò. ÅðïìÝíùò,

card(−1({})) = card({( −1) | ∈  ∩ }) = | ∩| 

êáèüôé ç áðåéêüíéóç  ∩  3  7−→ ( −1) ∈ −1({}) åßíáé áìöéññéðôéêÞ.
(Êáôüðéí åíáëëáãÞò ôùí ñüëùí ôùí  êáé  ç äåýôåñç åê ôùí éóïôÞôùí (4.35)

áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.) ¤

4.5.10 Óçìåßùóç. Óôï èåþñçìá 4.5.9 äåí ðñïûðïèÝôïõìå üôé ôï óýíïëï åßíáé

õðïïìÜäá ôÞò  Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí  := S3  := h[1 2]i êáé  := h[2 3]i 
ôüôå || = || = 2 êáé | ∩| = 1 êáé ï ôýðïò (4.35) äßäåé card( ◦ ) = 4

Ðñïöáíþò,

4 - 6 =⇒
4.1.22

 ◦ 6v S3

(Ðñâë. 4.1.5.) ÅðéðñïóèÝôùò, [1 2 3] = [1 2 ] ◦ [2 3] êáé

 ◦ = {id [1 2]  [2 3]  [1 2 3]} ⊆ hi v S3
|hi| ≥ 4  3

¾
=⇒
4.1.24

hi = S3

ïðüôåS3 = h[1 2]  [2 3]i  (Ðñâë. 3.2.13 (ii).)

4.5.11 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ( ·) ìå

|| 
p
|| êáé || 

p
||

ôüôå ∩ 6= {}

Áðïäåéîç. Áðü ôïí ôýðï ôïý ãéíïìÝíïõ (4.35) Ýðåôáé Üìåóá üôé

|| ≥ card() =
|| ||
| ∩| 

p||p||
| ∩| =

||
| ∩| 

Þôïé üôé | ∩|  1 ¤

4.5.12 ËÞììá. ÅÜí ïé  åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò ( ·) êáé  E hi 
üðïõ hi := h ∪i (âë. 2.2.2), ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) = hi = 

(ii) ∩ E 
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Áðüäåéîç. (i) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈  êáé  ∈  ÅðåéäÞ

 ∈  E hi
 ∈ hi⇒ −1 ∈ hi

¾
⇒  = (−1) = (−1(−1)−1| {z }

∈

) ∈ 

Ý·ïõìå ⊆  ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ

 ∈  E hi
 ∈ hi

¾
⇒  = (−1| {z }

∈

) ∈ 

Ý·ïõìå  ⊆  Ôåëéêþò ëïéðüí,  =  êáé ôï  (óýìöùíá ìå ôçí

ðñüôáóç 4.1.4) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ç ïðïßá ðåñéÝ·åôáé óôçí õðïïìÜäá

hi  ÅðåéäÞ ç hi åßíáé ç åëÜ·éóôç õðïïìÜäá ôÞò  ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôçí

Ýíùóç  ∪ ⊆  éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò hi ⊆  ïðüôå

 = hi 
(ii) ÅÜí  := 

 ◦   üðïõ 
 :  −→  ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò êáé

 :  −→   7−→ () := 

ôüôå ç  äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

() := 
 (()) = 

 () =  ∀ ∈ 

êáé (ïýóá óýíèåóç äýï ïìïìïñöéóìþí ïìÜäùí) åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå

ðõñÞíá ôïõ ôïí

Ker() = { ∈  |  = } = { ∈  |  ∈ } =  ∩

¢ñá ∩ E  (óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 4.2.31). ¤

4.5.13 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ïé  åßíáé äõï õðïïìÜäåò
ìéáò ïìÜäáò ( ·) éêáíïðïéïýóåò ôç óõíèÞêç  E hi  ÅÜí  := 

 ◦ 
åßíáé ç óýíèåóç ôÞò åíèÝóåùò  :  →   7→ () :=  êáé ôïý öõóéêïý
åðéìïñöéóìïý 

 :  →  ôüôå õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí áðåéêüíéóç
̂ :  ∩ −→  ôÝôïéá þóôå ôï äéÜãñáììá



 =  ◦

##

∩

²²

 // 
 // 

 ∩

̂

55llllllllllllllllllllllllllllll
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íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé éóïìïñöéóìüò. Ùò åê ôïýôïõ,

 ∩ ∼=  (= hi ) (4.37)

ôï äå äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí ôÞò ðïõ õðåéóÝñ·ïíôáé
óôïí éóïìïñöéóìü (4.37) (óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò ôÞò ôåôñéììÝíçò êáé ôÞò éäßáò ôÞò
) åßíáé ôï åîÞò :







wwwwwwwww


GGGGGGGGG

 ∩

wwwwwwwww

GGGGGGGGG

{}

Ðñùôç Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 4.5.12,  = hi =  êáé

Ker() = ∩ E ÅðïìÝíùò ïñßæïíôáé ïé ðçëéêïïìÜäåò êáé∩

¸óôù () ôõ·üí óôïé·åßï ôÞò ðçëéêïïìÜäáò  (üðïõ  ∈  êáé  ∈ ).

Ôüôå

() = ()() = () = ()() = () =  = ()

ïðüôå ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí. Åöáñìüæïíôáò ãé' áõôüí ôï 1ï èåþñçìá

éóïìïñöéóìþí 4.5.2 êáôáóêåõÜæïõìå ôïí éóïìïñöéóìü

̂ :  ∩ −→  ( ∩) 7−→ () = 

ìå ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò.

Äåõôåñç Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ

( ∩) =  ∩ ⊆ 


−1() = { ∈  |() =  ∈  } =  ∩

Im() =  = hi = 

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò, ðñïêýðôùí Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞ-

ìáôïò 4.5.5 ãéá ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò∩ êáé ôùí êáé áíôéóôïß·ùò,

êáé ôïí ïìïìïñöéóìü   ¤

4.5.14 ÐáñáôÞñçóç. (i) Óå ïñéóìÝíá óõããñÜììáôá, óôç äéáôýðùóç ôïý 2ïõ èåù-

ñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí, áíôß ôÞò óõíèÞêçò “ E hi ”ðáñáôßèåôáé ç óõíèÞêç
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“ E ” Ùóôüóï, ç ðñþôç åßíáé áóèåíÝóôåñç ôÞò äåýôåñçò, äéüôé êáôüðéí åöáñ-

ìïãÞò ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.19 óõìðåñáßíïõìå üôé  E  ⇒  E hi (áöïý
 v hi).
(ii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ïé êáé åßíáé ðåðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò ïìÜäáò

 êáé E hi  ï ôýðïò ôïý ãéíïìÝíïõ (4.35) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí éóïìïñöé-

óìü (4.37), ôç óçìåßùóç 4.1.21 êáé ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange. Ùóôüóï, ôï

èåþñçìá 4.5.9 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï åí ëüãù ôýðïò åîáêïëïõèåß íá éó·ýåé áêüìç
êáé üôáí ôï óýíïëï  äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞò  (Âë. åä. 4.5.10.)

4.5.15 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  ∈ N êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôéò õðïïìÜäåò  := Z
êáé := Z ôÞò (êõêëéêÞò, ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò (Z+) ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (iii)

êáé ôï (iv) ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.20, Ý·ïõìå

 ∩ = åêð()Z êáé  + = hi = ìêä()Z

ÅðåéäÞ  := Z E hi = ìêä()Z (âë. 2.2.20 (i) êáé 4.2.6), áðü ôï 2ï

èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.13 Ýðåôáé üôé

Z  åêð()Z ∼= ìêä()Z Z

ÅîÜëëïõ, áðü ôçí (4.34) ëáìâÜíïõìå

Z åêð()


∼= Z  åêð()Z ∼= ìêä()Z Z ∼= Z 
ìêä()



áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

åêð()


=
¯̄̄
Z åêð()



¯̄̄
=
¯̄̄
Z 

ìêä()

¯̄̄
= 

ìêä()

Þ, éóïäõíÜìùò, üôé ìêä()åêð() =  (Ðñâë. ðñüôáóç31 B.2.29.)

4.5.16 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôùV ç ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùíóôïé·åßùí ôïýKlein (âë. åäÜ-

öéï 3.4.2 (ii)). Ùò ãíùóôüí,VCS4 (âë. 4.2.21). ¸óôù := { ∈ S4 | (4) = 4} 
Ðñïöáíþò,  ∼= S3 Èá äåßîïõìå üôé V ◦  = S4 ¸óôù ôõ·ïýóá ìåôÜôáîç

 ∈ S4 ÅÜí  (4) = 4 ôüôå Ý·ïõìå  ∈  ⊆ V ◦  ÅÜí  (4) =  ãéá

êÜðïéïí  ∈ {1 2 3} ôüôå ç óõíôéèÝìåíç ìåôÜôáîç  := [ 4] ◦  áíÞêåé óôçí

 (äéüôé áöÞíåé ôï 4 áìåôÜâëçôï). Èåùñþíôáò ôÞí áíôéìåôÜèåóç [ ]  üðïõ

{} = {1 2 3}r{}  6=  óõìðåñáßíïõìå (ìÝóù ôùí (i), (v) êáé (vi) ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 3.2.3) üôé

 = [ 4]−1 ◦  = [ 4] ◦  = ([ 4] ◦ [ ]| {z }
∈V

) ◦ ([ ] ◦ | {z }
∈

) ∈ V ◦

31Ç éóüôçôá ìêä()åêð() = || éó·ýåé ãéá ïéïõóäÞðïôå  ∈ Zr{0} ÅðåéäÞ üìùò Z = ||Z
êáé Z = ||Z ãéá ïéïõóäÞðïôå  ∈ Zr{0} êáé áõôÞ Ýðåôáé áðü ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, áñêåß êáíåßò, üôáí
 ∈ Zr{0}íá åñãáóèåß ìå ôïõò || êáé || óôç èÝóç ôùí êáé 
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¢ñá üíôùò V ◦  = S4 ÓçìåéùôÝïí üôé V ∩  = {id} äéüôé êáíÝíá áðü ôá

óôïé·åßá ôïý Vr{id} äåí áöÞíåé ôï 4 áìåôÜâëçôï. Ùò åê ôïýôïõ, ìÝóù ôïý 2ïõ

èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 4.5.13 êáôáëÞãïõìå óôï üôé

S3 ∼=  ∼= {id} ∼= S4V

4.5.17 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù  E  ôÜîåùò
|| =  ÅÜí ìêä( ||) = 1 ôüôå ç åßíáé ç ìïíáäéêÞ õðïïìÜäá ôÞò  ðïõ
Ý·åé ôÜîç

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·ïýóá õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò || =  ÊáôÜ ôï 2ï èåþ-

ñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.13,

 ∩ ∼=  =⇒ || = | ∩| = 

| ∩|  (4.38)

ÅðåéäÞ

|| | ||
ìêä( ||) = 1

¾
=⇒ ìêä( ||) = 1 =⇒

(4.38)
ìêä( 

|∩|) = 1

Ý·ïõìå

ìêä( 
|∩| ) =


|∩| = 1 =⇒  = | ∩| = || = ||

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé =  ¤

4.5.18 Èåþñçìá. («Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí») ÅÜí

 : ( ·) −→ ( ∗)

åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé

Subg(;Ker()) 3 
Ψ7−→ () ∈ Subg(Im()) (4.39)

ç áìößññéøç ç ïñéóèåßóá óôï ðüñéóìá 2.4.7, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ãéá12 ∈ Subg(; Ker()) áëçèåýåé ç êÜôùèé áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

1 E 2 ⇐⇒ Ψ (1) E Ψ (2) 

(ii) Ãéá12 ∈ Subg(; Ker()) ìå1 E 2 õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

21

∼=−→ Ψ (2) Ψ (1) 

(iii) Ðåñéïñßæïíôáò ôçí áìößññéøç (4.39) óôï óýíïëï

NSubg(;Ker()) = NSubg() ∩ Subg(;Ker())
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üëùí ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ôÞò ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí ðõñÞíá Ker() ôÞò  (âë.

4.2.29), ëáìâÜíïõìå ìéá áìößññéøç

NSubg(;Ker()) 3  7−→ () ∈ NSubg(Im())

ç ïðïßá êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí 32

(NSubg(;Ker())E) êáé (NSubg(Im())E) 

(iv) Ψ (NCL(12)) = NCL(Ψ (1) Ψ (2))∀ (12)∈ NSubg(;Ker())2

Áðïäåéîç. (i) Áõôü ðñïêýðôåé áðü ôçí áìöéññéðôéêüôçôá ôÞò Ψ (âë. 2.4.7) êáé

ôçí åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.30 ãéá ôïí åðéìïñöéóìü

 |2
: 2 −→ (2) (= Ψ (2))

(ii) ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï (i))1 E 2 ⇒ Ψ (1) E Ψ (2)  ïñßæåôáé ç ðçëéêïïìÜäá

Ψ (2) Ψ (1) êáé ç áðåéêüíéóç

 := 
(2)
(1)

◦  |2
: 2 −→ (2)(1) (= Ψ (2) Ψ (1))

áðïôåëåß åðéìïñöéóìü ïìÜäùí (ùò óýíèåóç äýï åðéìïñöéóìþí) ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí
ïìÜäá

Ker() = { ∈ 2 |() = (1)} = { ∈ 2 |() ∗ (1) = (1)}
= { ∈ 2 |() ∈ (1)} =

©
 ∈ 2

¯̄
 ∈ −1((1))

ª
= { ∈ 2 | ∈ 1 } = 1 (äéüôé −1((1)) = 1)

ÅðïìÝíùò, åßíáé äõíáôüí íá åöáñìüóïõìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.2 (ãéá
ôïí åðéìïñöéóìü ) êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôïí éóïìïñöéóìü

̂ : 21 −→ Ψ (2) Ψ (1)  1 7−→ ̂(1) = () = () ∗Ψ (1) 

(iii) Ôïýôï åßíáé Üìåóï åðáêüëïõèï ôïý (i).

(iv) ÅðåéäÞ ç áìößññéøç Ψ |NSubg(;Ker()) êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý

ôùí óõíäÝóìùí

(NSubg(;Ker())E) êáé (NSubg(Im())E) 

áñêåß íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç éóïäõíáìßá ôùí óõíèçêþí (i) êáé (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò33

A.2.27, óå óõíäõáóìü ìå ôçí ðñüôáóç 4.2.28 êáé ôï ðüñéóìá 4.2.29. ¤
32Âë. ðñüôáóç 4.2.28 êáé ðüñéóìá 4.2.29.

33Óôç äéáôýðùóç ôïý èåùñÞìáôïò äåí èåùñÞèçêå óêüðéìï íá óõìðåñéëçöèåß êáé ç éäéüôçôá

Ψ (1 ∩2) = Ψ (1) ∩Ψ (2)  ∀ (12) ∈ NSubg(;Ker())2

(ç ïðïßá áðïññÝåé áðü ôçí éóïäõíáìßá ôùí óõíèçêþí (i) êáé (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò A.2.27), êáèüôé áõôÞ (üðùò åßäáìå

óôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.7) éó·ýåé ãåíéêüôåñá ãéá êÜèå æåýãïò (12) ∈ Subg(;Ker())2 (ÓçìåéùôÝïí üôé
ôï ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá äõï óôïé·åßùí åéëçììÝíùí áðü ôïí óýíäåóìï (NSubg(;Ker())E) ôáõôßæåôáé ìå ôï

ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá áõôþí èåùñïõìÝíùí ùò óôïé·åßùí ôïý óõíäÝóìïõ (Subg(;Ker())v).)
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4.5.19 Ðüñéóìá. ÅÜí  : ( ·) → ( ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ãéá êÜèå ∈ Subg() éó·ýåé ç éóüôçôá

−1(()) = (Ker())

(ii) Ãéá êÜèå ∈ Subg() õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

((Ker()))Ker()
∼=−→ ()

(iii) Ãéá êÜèå  ∈ Subg(Im()) õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò 34

−1()Ker()
∼=−→ 

Áðïäåéîç. (i) Ç éóüôçôá áõôÞ Ý·åé Þäç áðïäåé·èåß óôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.6.

ÓçìåéùôÝïí üôé () ∈ Subg(Im()) ïðüôå

Υ (()) = Ψ
−1
 (()) = −1(()) = (Ker()) ∈ Subg(;Ker())

ÌÜëéóôá, óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ∈ Subg(; Ker()), éó·ýåé ç
éóüôçôá (Ker()) =  êáé ç  áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò áìöéññßøåùò Ψ óôçí

() êáôÜ ôá åéùèüôá.

(ii) ÅðåéäÞ(Ker()) ∈ Subg(; Ker()) Ý·ïõìå

Ker() v (Ker())

Ker() E 

¾
=⇒
4.2.19

Ker() E (Ker())

êáé ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 4.5.18 ãéá ôéò 1 = Ker() êáé 2 = (Ker()) äßäåé

ôïí éóïìïñöéóìü

((Ker()))Ker() ∼= Ψ (((Ker()))) Ψ (Ker()) = (){} ∼= ()

(iii) Ãéá êÜèå  ∈ Subg(Im()) éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

 = (Ψ ◦Υ ) () = Ψ (−1()) = (−1())

êáé ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 4.5.18 ãéá ôéò 1 = Ker() êáé 2 = −1() äßäåé ôïí
éóïìïñöéóìü

−1()Ker() ∼= Ψ (−1())Ψ (Ker()) = {} ∼= 

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤
34ÅÜí |Ker()| ∞ êáé || ∞ ôüôå áðü áõôüí êáé áðü ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange Ýðåôáé ç éóüôçôá (4.10)
ôïý (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 4.1.13.
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4.5.20 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ãéá ôoí  )

¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù E  Ôüôå ãéá ôçí áìößññéøç

Subg(;) 3 
Ψ

7−→ () = () =  ∈ Subg() (4.40)

éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ãéá12 ∈ Subg(;) áëçèåýåé ç êÜôùèé áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

1 E 2 ⇐⇒ 1 E 2

Ôï áíôßóôïé·ï ìíçìïôå·íéêü äéÜãñáììá åßíáé ôï åîÞò:


 // 

2


2
 // 2

1


1
 // 1


 //  ∼= {}

(ii) Ãéá12 ∈ Subg(;) ìå1 E 2 õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

21

∼=−→ (2)  (1) 

(iii) Ðåñéïñßæïíôáò ôçí áìößññéøç (4.40) óôï óýíïëï

NSubg(;) = NSubg() ∩ Subg(;)

üëùí ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ôÞò ïìÜäáò  ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôçí  ëáìâÜíïõìå
ìéá áìößññéøç

NSubg(;) 3  7−→  ∈ NSubg()

ç ïðïßá êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí óõíäÝóìùí

(NSubg(;)E) êáé (NSubg()E) 

(iv) NCL(12) = NCL(12) ∀ (12) ∈ NSubg(;)2

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 4.5.18 ãéá ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü

 :  −→  ¤
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4.5.21 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  E 

Ôüôå

 ∼= ()  () (4.41)

ãéá êÜèå ∈ NSubg(;)
Áðïäåéîç. ËáìâáíïìÝíïõ õð' üøéí ôïý üôé  v  E  =⇒

4.2.19
 E  áõôÞ

Ýðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 4.5.20 ãéá ôéò ïìÜäåò

1 =  êáé2 =  ¤

4.5.22 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  ∈ N ôüôå (óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 4.2.6) ïé Z
êáé Z åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò (Z+) ÕðïèÝôïíôáò üôé ç Z åßíáé õðïï-

ìÜäá ôÞò Z (ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôï üôé  |  âë. 2.2.20 (i)), ôï èåþñçìá 4.5.21

ìáò ðáñÝ·åé éóïìïñöéóìü

ZZ
∼=−→ (ZZ)  (ZZ) 

4.5.23 Ðüñéóìá. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù E  ÅÜí12 ∈ Subg()
ìå1 E 2 ôüôå

21
∼= 2(1(2 ∩))

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôç óýíèåóç

 := 2

 ◦ 2 : 2 −→ 2  7−→ () = 

üðïõ 2

 : 2 −→ 2 ï öõóéêüò åðéìoñöéóìüò êáé 2 : 2 −→ 2

 7−→ 2() :=  (üðùò óôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.13). Ùò ãíùóôüí, ç

 åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá Ker() = 2 ∩  Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 4.5.19 äßäåé

−1((1)) = 1(Ker()) = 1(2 ∩)

ÅðéðñïóèÝôùò,

1 ∈ NSubg(2) =⇒ (1) ∈ NSubg(Im()) = NSubg((2))

êáé

(1) ∈ NSubg(Im()) =⇒ −1((1)) = 1(2 ∩) ∈NSubg(2;2 ∩)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïñßæåôáé ç ðçëéêïïìÜäá21(2 ∩) Åöáñìüæïíôáò ôï (ii)

ôïý èåùñÞìáôïò 4.5.18 ëáìâÜíïõìå

21(2 ∩) ∼= Ψ (2) Ψ (1(2 ∩)) = (2)(1(2 ∩))
= (2) (1(2 ∩))
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Åí óõíå·åßá ðáñáôçñïýìå üôé (1(2 ∩)) = 1 ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ 1

êáé  ∈ 2 ∩ ôüôå

() =  =  ∈ 1 =⇒ (1(2 ∩)) ⊆ 1

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈  êáé  ∈ 1 ⊆ 2 ôüôå

 =  =  =  = () ∈ (1) ⊆ (1(2 ∩))

ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò 1 ⊆ (1(2 ∩)) Áõôü óç-

ìáßíåé üôé

21(2 ∩) ∼= (2)  (1) ∼= 21

üðïõ ç ýðáñîç ôÞò ôåëåõôáßáò ó·Ýóåùò éóïìïñößáò äéáóöáëßæåôáé áðü ôï 3ï èåþ-

ñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.21. ¤

ÁóêÞóåéò

4-1. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) =  ∀ ∈ Subg()
(ii) ¸óôù ∈ P ()r{∅} ìå = ÅÜí ôï åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï,

ôüôå  v 

(iii) Ôï (ii) äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò åÜí áöáéñåèåß ç ðñïûðüèåóç üôé ôï 

åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

4-2. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  ∈ P ()r{∅} ôüôå èÝôïõìå

−1 :=
©
−1

¯̄
 ∈ 

ª


Íá áðïäåé·èåß üôé ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i)  v 

(ii) ÅÜí   ∈  ôüôå  ∈  êáé −1 ∈ 

(iii)  j  êáé −1 j 

(iv)  =  êáé −1 = 

(v) ÅÜí   ∈  ôüôå −1 ∈ 

(vi) −1 j 

(vii) −1 = 

4-3. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí12 ∈ Subg() êáé1 v 2 íá áðïäåé-

·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i)1 ∩2 = 1( ∩2)

(ii) [1 ∩ = 2 ∩ êáé 1 = 2] =⇒ 1 = 2
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4-4. Íá äïèåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí (i) ôÞò := 4Z åíôüò ôÞò 2Z
êáé (ii) ôÞò := h[18]36i åíôüò ôÞò Z36

4-5. Íá ãñáöåß ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá Z×15 ùò áðïóõíäåôÞ Ýíùóç áñéóôå-

ñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò = h[7]15i (åíôüò ôÞò Z×15).
4-6. Íá äïèåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  := h ◦ i åíôüò ôÞò

äéåäñéêÞò ïìÜäáòD4 = h i (ôÞò ïñéóèåßóáò óôï åä. 3.4.4).

4-7. Íá äïèåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò  := h[1 2 3]i åíôüò ôÞò
åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò A4

4-8. Íá äïèïýí ðáñáäåßãìáôá ïìÜäùí  êáé õðïïìÜäùí {} 6=  @ , ïýôùò

þóôå:

(i) || ∞ êáé | : | ∞ (iii) || =∞ êáé | : | ∞

(ii) || ∞ êáé | : | =∞ (iv) || =∞ êáé | : | =∞

4-9. (i) ÅÜí  ∈ Q íá äåé·èåß üôé ôï Z := {|  ∈ Z} áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá

ôÞò (Q+)
(ii) ÅÜí  0 ∈ Q íá äåé·èåß üôé Z v 0Z⇐⇒  = 0 ãéá êÜðïéïí ∈ Z
(iii) ÅÜí  ∈ Z íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé äåßêôåò

¯̄
Q : 1


Z
¯̄

¯̄
1

Z : Z

¯̄
êáé¯̄

1

Z : Z

¯̄


4-10. Íá áðïäåé·èåß üôé ç (Q+) äåí äéáèÝôåé êáìßá ãíÞóéá õðïïìÜäá ðåðåñá-

óìÝíïõ äåßêôç êáé üôé äåí åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (Q0 ·). [Õðüäåéîç : ÅÜí
 ∈ N  ≥ 2 ç ãíÞóéá õðïïìÜäá  := h{2 3 5 7 11 13 }i ôÞò (Q0 ·)
Ý·åé äåßêôç Ðñâë. 2.2.5 (iv).]

4-11. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ï äåßêôçò ôÞò (R0 ·) åíôüò ôÞò (Rr{0} ·) (âë. 2.4.2 (iii)) éóïýôáé ìå 2
(ii) Ç ìüíç ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò (Rr{0} ·) ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç åßíáé ç

(R0 ·) 
4-12. ÅÜí  v  êáé  v  êáé åÜí ç  åßíáé õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç

åíôüò ôÞò , íá áðïäåé·èåß üôé êáé ç  ∩ åßíáé õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ

äåßêôç åíôüò ôÞò, êáé üôé -åðéðñïóèÝôùò- éó·ýåé ç áíéóïúóüôçôá:

| :  ∩| ≤ | : | 

4-13. ÅÜí êáé åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ( ·)  íá äåé-

·èåß üôé éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ ìêä(| : |  | : |) = 1⇒  = 

4-14. ÅÜí êáé åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ( ·)  íá áðï-

äåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) |hi : | ≥ | :  ∩| 
(ii) ÅÜí | :  ∩|  1

2 | : |  ôüôå hi = 

(iii) | :  ∩| = | : |⇔  =  (=  = hi)



202 áóêçóåéò

4-15. Íá õðïëïãéóèïýí: (i) Ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ [5]12+ h[4]12i ôÞò ðçëéêïïìÜäáò
Z12 h[4]12i êáé (ii) ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ [26]60 + h[12]60i ôÞò ðçëéêïïìÜäáò
Z60 h[12]60i 

4-16. ¸óôù  := h[12]24i @ Z24 Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óôïé·åßá ôÞò ðçëéêïï-

ìÜäáò Z24/ êáé íá õðïëïãéóèåß ç ôÜîç êáèåíüò åî áõôþí. Åí óõíå·åßá, íá

äåé·èåß üôé Z24/ ∼= Z12
4-17. ¸óôù  := h[13]28i @ Z×28 Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óôïé·åßá ôÞò ðçëéêïï-

ìÜäáò Z×28/ êáé íá õðïëïãéóèåß ç ôÜîç êáèåíüò åî áõôþí. Åí óõíå·åßá, íá

äåé·èåß üôé Z×28/ ∼= Z6
4-18. Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï óýíïëï NSubg(A4) ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ôÞò

åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò (A4 ◦)
4-19. ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 ÅÜí  v S êáé  :=  ∩ A íá áðïäåé·èåß üôé åßôå

 =  åßôå || = 1
2 || 

4-20. ¸óôù  ∈ N ≥ 3 ÅÜí v S êáé 6v A íá áðïäåé·èåß üôé åßôå ∼= Z2
åßôå ç  åßíáé ìç áðëÞ.

4-21. Íá áðïäåé·èåß üôé ç A4 åßíáé ç ìïíáäéêÞ õðïïìÜäá ôÞòS4 ðïõ Ý·åé ôÜîç 12

4-22. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí v  v  íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí  v  ôüôå éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ E  ⇒  ∩  E  ∩ 
(ii) ÅÜí  E  ôüôå éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ E  ⇒  E 

4-23. ¸óôù üôé {}∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ãíçóßùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò

( ·) ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé  ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N êáé  =
S
∈N

  ÅÜí

 E  ìå  ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N êáé  :=
S
∈N

  íá áðïäåé·èåß üôé

 E 

4-24. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá êáé Ýóôù  Ýíáò ðñþôïò áñéè-

ìüò ðïõ äéáéñåß ôçí ôÜîç ôçò. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï := {|  ∈ } áðïôå-
ëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò  ôÜîåùò

||



4-25. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá, üðïõ  = hi êáé || = 

ÅÜí ï ∈ N åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý  íá áðïäåé·èåß üôé:

(i) | hi| =  êáé

(ii)  hi = h hii 
4-26. ÅÜí  åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ( ·) ìå

ìêä(||  ||) = 1 êáé  ∈  ôÝôïéï, þóôå íá éó·ýåé || =  íá áðïäåé-

·èåß üôé  ∈ 

4-27. ÅÜí  åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò ( ·) êáé
 v  ìå ìêä(||  ||) = 1 íá áðïäåé·èåß üôé v 
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4-28. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  E  êáé || =  ∈ N íá áðïäåé·èïýí ôá

áêüëïõèá:

(i)  ∈  ∀ ∈ 

(ii) ÅÜí  ∈  åßíáé Ýíá óôïé·åßï ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ∈  ãéá êÜðïéïí

 ∈ N ìå ìêä() = 1 ôüôå  ∈ 

4-29. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝôïíôáò üôé  E  ìå || =  ∈ N êáé  ∈ N
åßíáé ôÝôïéïò, þóôå ìêä() = 1 íá áðïäåé·èåß üôé ãéá Ýíá óôïé·åßï  ∈ 

éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ord() =  ôüôå ord() =  (åíôüò ôÞò )

(ii) ÅÜí ord() =  ôüôå ∃0 ∈  : [ord(0) =  êáé  = 0]

4-30. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò  Íá áðïäåé·èåß üôé

∃ ∈ P() : [hi =  ìå card() ≤ log2()]

[Õðüäåéîç : ÅÜí  ∈Max-Subg() êáé  ∈ r ôüôå h i =  ÅðåéäÞ

 @  åßíáé äõíáôüí íá ·ñçóéìïðïéçèåß ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôçí

ôÜîç  ôÞòÕðïèÝôïíôáò üôé ç ìðïñåß íá ðáñá·èåß ôï ðïëý áðü log2()

óôïé·åßá, üðïõ := ||  ç  ìðïñåß íá ðáñá·èåß ôï ðïëý áðü log2() + 1

óôïé·åßá. ÁðïìÝíåé íá ëçöèåß õð' üøéí ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange.]

4-31. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 105 ÅÜí  v  ìå || ≥ 36 íá áðïäåé·èåß

üôé = 

4-32. ¸óôù @ S4 ÅÜí ||  8 íá áðïäåé·èåß üôé || = 12

4-33. ÅÜí := hi @ S7 êáé := hi @ S7 üðïõ

 := [1 2 3 4 5] êáé  := [1 3] ◦ [2 4 5] ◦ [6 7] 

íá áðïäåé·èåß üôé ∩ = {id}

4-34. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  v  êáé  v  ìå || = 175 êáé || = 133
íá áðïäåé·èåß üôé ç ïìÜäá ∩ åßíáé êõêëéêÞ.

4-35. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 21 Íá áðïäåé·èoýí ôá åîÞò:

(i) KÜèå ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò  åßíáé êõêëéêÞ.

(ii) Ç  äéáèÝôåé êÜðïéï óôïé·åßï ôÜîåùò 3

4-36. ÅÜí ∈ N êáé ìêä() = 1íá áðïäåé·èåß üôé

() + () ≡ 1(mod)

üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. (Âë. B.4.15.) [Õðüäåéîç : Íá åöáñìïóèåß

êáôáëëÞëùò ôï ðüñéóìá 4.1.30, óå óõíäõáóìü ìå ôï ðüñéóìá B.2.10.]
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4-37. ÅÜí ∈ N êáé ≥ 2 íá áðïäåé·èåß üôé  | ( − 1)  üðïõ  ç óõíÜñ-

ôçóç öé ôïý Euler. (Âë. B.4.15.) [Õðüäåéîç : Íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 4.1

.22 ôïýLagrange ãéá ìéá õðïïìÜäá ôÜîåùò ìéáò ïìÜäáò ôÜîåùò ( − 1).]
4-38. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí ïé  v  êáé  v  åßíáé ðåðåñáóìÝíåò êáé

 v  íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí  ∈  êáé  ∈  ôüôå ord() | || ||  (ÉäéáéôÝñùò, åÜí ôï hihi
åßíáé ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò  ôüôå ord() | ord()ord())
(ii) ÅÜí åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò ôüôå éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 = 

ìêä(||  ||) = ìêä(||  ||) = 1

)
=⇒  = 

4-39. ¸óôù ( ·) ôõ·ïýóá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá Üñôéáò ôÜîåùò êáé Ýóôù  ìéá

õðïïìÜäá áõôÞò ìå || = 1
2 ||  Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå  ∈ Subg()

éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) Åßôå v  åßôå | ∩| = 1
2 || 

(ii)  = ( ∩)` ( ∩)  ∀ ∈ r

4-40. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò≥ 3 êáé ÝóôùD ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí áêå-

ñáßùí äéáéñåôþí ôïý  (Âë. B.2.34). Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ôçí -ïóôÞ äéå-

äñéêÞ ïìÜäáD = h i (ôçí ïñéóèåßóá óôï åäÜöéï 3.4.4) éó·ýïõí ôá áêü-

ëïõèá:

(i) O åêèÝôçò 2.3.24 ôÞòD åßíáé ï

exp(D) = åêð( 2) =

½
2 üôáí  ≡ 1(mod 2)
 üôáí  ≡ 0(mod 2)

(ii) ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò D åßíáé åßôå êõêëéêÞ åßôå éóüìïñöç ìå ôçí V åßôå

éóüìïñöç ìå êÜðïéá äéåäñéêÞ ïìÜäá. ÓõãêåêñéìÝíá,

Subg(D) = {|  ∈ D}
` { |  ∈ D  ∈ {0 1  − 1}} 

üðïõ  :=
D

E ∼= Z


êáé

 :=
D
 ◦ −  

E ∼=
⎧⎨⎩
D


 üôáí  ∈ {

2
 }

V üôáí  ≡ 0(mod 2) êáé  = 
2


 ◦ −® ∼= Z2 üôáí  = 

(iii)  @ 0 ⇔ [0 |  êáé  6= 0]  ãéá ïéïõóäÞðïôå  0 ∈ D  @ 

ãéá êÜèå  ∈ {0 1   − 1} êáé 
∼= 0 ãéá ïéïõóäÞðïôå õðïäåßêôåò

 0 ∈ {0 1  − 1}
(iv)Max-Subg(D) = {1}` { |  ∈ D  ðñþôïò  ∈ {0 1  − 1}} 
(v)Min-Subg(D) = {|  ∈ D  ðñþôïò}` { |  ∈ {0 1  − 1}} 
üôáí ï  äåí åßíáé ðñþôïò, êáé={1}` { |  ∈ {0 1  − 1}} üôáí ï  åßíáé
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ðñþôïò

(vi) Ôï óýíïëï ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí ôÞòD åßíáé ôï

NSubg(D) =

½ {|  ∈ D}`{D} üôáí  ≡ 1(mod 2)
{|  ∈ D}`{ 2®   ◦  2® D} üôáí  ≡ 0(mod 2)

(vii) ÅÜí  = 11 22 · · ·    ∈ N 1   ∈ N åßíáé ç êáíïíéêÞ ðáñÜ-

óôáóç (B.19) ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí 1   ôüôå

card (Subg(D)) = card(D) +
P

∈D

 =
Q
=1
( + 1) +

Q
=1

µ

+1
 −1
−1

¶


card(Max-Subg(D)) = 1 + · · · +  + 1 card(Min-Subg(D)) =  + 

êáé

card (NSubg(D)) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 +

Q
=1
( + 1) üôáí  ≡ 1(mod 2)

3 +
Q
=1
( + 1) üôáí  ≡ 0(mod 2)

(viii)D1
∼= Z2D

∼= D ∀ ∈ Dr{1 2} åíþ ãéá Üñôéïõò 

D2
∼= V D


 2

® ∼= Z2 ∼= D

 ◦  2® 

(ix) Íá ó·åäéáóèïýí ôá äéáãñÜììáôá ôïý Hasse ãéá ôïõò åîÞò óõíäÝ-

óìïõò: (Subg(D5)v) (Subg(D6)v) (Subg(D7)v) (Subg(D8)v) êáé
(Subg(D9)v)

4-41. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÌÝóù ôÞò õðïïìÜäáò

Z[ 1

] :=

n



¯̄̄
 ∈ Z  ∈ N0

o
ôÞò (Q+) ïñßæïõìå ôçí õðïïìÜäá

Z(∞) := Z[ 1

]Z =

n


+ Z

¯̄̄
 ∈ Z  ∈ N0

o
ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ðçëéêïïìÜäáò (QZ+)  Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) H Z(∞) åßíáé ìéá Üðåéñç, ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò QZ
(ii) Z(∞) = h{− + Z | ∈ N0}i =

S
∈N0  üðïõ := h− + Zi 

(iii) ord( 

+ Z) =  ãéá êÜðïéïí  ∈ N0  ≤ 

(iv) ÅÜí ∈ N0 ôüôå @  ⇔   

(v) Subg(Z(∞))r{Z(∞)} = {| ∈ N0}  (ÅðïìÝíùò, êÜèå ãíÞóéá

õðïïìÜäá ôÞò Z(∞) åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé êõêëéêÞ, Ý·ïõóá ùò ôÜîç ôçò

ìéá äýíáìç ôïý )

(vi) Ôï óýíïëï Subg(Z(∞)) áðïôåëåß ìéá áëõóßäá ôïý óõíäÝóìïõ

(Subg(Z(∞))v) õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý A.2.18 (i). (Ìå Üëëá ëüãéá,
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ãéá ïéåóäÞðïôå ∈ Subg(Z(∞)) éó·ýåé åßôå v  åßôå v )

(vii)Max-Subg(Z(∞)) = ∅
(viii) H Z(∞) äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç.
(ix) Ãéá ïéáäÞðïôå @ Z(∞) éó·ýåé Z(∞) ∼= Z(∞)
(Ç (Z(∞)+) êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, -ó·åäüí êõêëéêÞ ïìÜäá Þ -ïìÜäá ôïý

Prüfer35.)

4-42. Íá äåé·èåß üôé ç ðñïóèåôéêÞ ðçëéêïïìÜäá (QZ+) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí

(E∞ ·) (Âë. 2.3.6 (i).) [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï 1ï èåþñçìá éóï-

ìïñöéóìþí 4.5.2 ãéá ôïí ïìïìïñöéóìüQZ 3 +Z 7−→ exp(2) ∈ Cr{0}]
4-43. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ðçëéêïïìÜäá (S1E∞ ·) åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ôçí ðñïóèåôéêÞ ðçëéêïïìÜäá (RQ+)  [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìï-

ðïéçèåß ôï åä. 4.5.3 (ii) êáé ç Üóêçóç 4-42 óå óõíäõáóìü ìå ôï 3ï èåþñçìá

éóïìïñöéóìþí 4.5.21.]

4-44. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Z(∞) ∼= E∞  (Âë. åä. 2.3.6.)
(ii) ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá ìå  =

S
∈N0  üðïõ ∈ CSubg()

{} = 0 @ 1 @ · · · @  @ +1 @ · · ·
êáé || =  ∀ ∈ N0 ôüôå  ∼= Z(∞)

4-45. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N íá áðïäåé·èåß üôé

E∞E ∼= E∞ 
(Âë. 2.3.6 (ii).) [Õðüäåéîç : Áñêåß íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

E∞ 3  7−→ 
 ∈ E∞

åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.2.]

4-46. (i) Íá äïèåß ï êáôÜëïãïò ôïý Cayley ãéá ôçí åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá (A4 ◦)
(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëïé ïé åðéìïñöéóìïß  : A4 −→ Z3

4-47. Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï óýíïëï Hom(QS3) ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü ôçí

ïìÜäáQ ôùí ôåôñáíßùí óôç óõììåôñéêÞ ïìÜäá S3

4-48. Ãéá ïéïõóäÞðïôå ∈ N íá áðïäåé·èåß üôé

Hom(ZZ) ∼= Zìêä()

[Õðüäåéîç : ÈÝôïíôáò  := ìêä() íá ïñéóèåß ç

 : Z −→ Hom(ZZ) [] 7−→ ([]) :=  ∀ ∈ Z
35Ðñïò ôéìÞí ôïý Ãåñìáíïý ìáèçìáôéêïýHeinz Prüfer (1896-1934) ðïõ ôçí åéóÞãáãå êáé ìåëÝôçóå ôéò éäéüôçôÝò ôçò
óôï Üñèñï ôïõ Untersuchungen über die Zerlegbarkeit der abzählbaren primären Abelschen Gruppen,
Math. Zeitschrift 17 (1923), 35-61
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üðïõ  ([]) :=


[] ∀ ∈ Z íá äåé·èåß üôé åßíáé (i) ìéá êáëþò ïñéóìÝíç

åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç êáé (ii) åðéìïñöéóìüò (ðñïóèåôéêþí) ïìÜäùí, êáé

-åí óõíå·åßá- íá õðïëïãéóèåß ï ðõñÞíáò Ker()]

4-49. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

 :=
n³

 

− 

´
∈Mat2×2(R)

¯̄̄
( ) 6= (0 0)

o


åöïäéáóìÝíï ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí, áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò

GL2(R) êáé åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (Cr{0} ·)
4-50. ÅÜí  :=UT2 (R)× (âë. D.2.21) êáé

 :=
n³

1 

0 1

´
∈ 

¯̄̄
 ∈ R

o


íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) C 

(ii) H åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (R+)
(iii) H  åßíáé áâåëéáíÞ (ðáñüôé ç ßäéá ç  äåí åßíáé áâåëéáíÞ).

4-51. Èåùñïýíôáé ïé áêüëïõèåò õðïïìÜäåò ôÞò UT3 (R)× (âë. D.2.21):

 :=

½µ
1 0 

0 1 

0 0 

¶ ¯̄̄̄
   ∈ R   0

¾
  :=

½µ
1 0 

0 1 

0 0 1

¶ ¯̄̄̄
  ∈ R

¾


Ná áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) C 

(ii) H ðçëéêïïìÜäá  åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (R0 ·)
4-52. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå  ∈ N  ≥ 2 êáé ãéá êÜèå ìç ôåôñéììÝíï ìåôá-

èåôéêü äáêôýëéï  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï õößóôáíôáé éóïìïñöéóìïß (ðïëëá-

ðëáóéáóôéêþí) ïìÜäùí:

UT ()
×
UT[1] () ∼= Diag() ∼= LT ()

×
LT[1] () 

(Âë. D.1.6 (i), D.2.21 êáé D.2.23.)

4-53. ¸óôù (+ ·) Ýíá óþìá êáé Ýóôù ôõ·þí  ∈ N. Åðß ôïý (óõíÞèïõò)  -

äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ  (ôá óôïé·åßá ôïý ïðïßïõ ôáõôßæïíôáé ìå (1 × )-

ðßíáêåò ìå åããñáöÝò åéëçììÝíåò áðü ôï  ) ïñßæåôáé, äïèÝíôïò åíüò ðßíáêá

A ∈ GL( ) êáé åíüò b ∈  ç áðåéêüíéóç:

Ab : 
 −→  x 7−→ Ab(x) := xA

| + b

ÈÝôïíôáò Trans() := {Ib|b ∈ } êáé

AGL( ) := {Ab|A ∈ GL( )b ∈ } 
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íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) AGL( ) v S  (H AGL( ) êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, óõó·åôéêÞ (ãåíéêÞ

ãñáììéêÞ) ïìÜäá âáèìïý  õðåñÜíù ôïý )

(ii) Trans() E AGL( ) êáé AGL( )/Trans(
) ∼= GL( )

(iii) ÇAGL( ) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (ðïëëáðëáóéáóôéêÞ) ïìÜäá ðéíÜêùí⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝

11 · · · 1 1

.

.

.
.
.
.

.

.

.

1 · · ·  
0 · · · 0 1

⎞⎟⎠
¯̄̄̄
¯̄̄ A = ()1≤≤ ∈ GL( )

b = (1  ) ∈ 

⎫⎪⎬⎪⎭ @ GL+1( )

(iv) Ç AGL1(Z3) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçíS3

4-54. ¸óôù ( ·) ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá. ÅÜí  v  v  ìå  E  íá

áðïäåé·èåß üôé ∈Max-Subg()⇔  ∈Max-Subg()
4-55. ¸óôù ( ·) ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù v  ÅÜí | : | =  ãéá

êÜðïéïí ðñþôï áñéèìü  íá áðïäåé·èåß üôé  ∈Max-Subg()
4-56. ¸óôù ( ·) ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá. ÅÜí  åßíáé äõï ìç ôåôñéììÝíåò

ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôçò ìå  ∩ = {} êáé åÜí | : | = | : | = 

üðïõ  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, íá äåé·èåß üôé ç  åßíáé ìéá ìç êõêëéêÞ ïìÜäá

ôÜîåùò 2

4-57. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò || =  üðïõ   åßíáé äõï ðñþôïé áñéèìïß

ìå    Íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé ôï ðïëý ìßá  ∈ Subg() ôÜîåùò
|| =  êáé üôé áõôÞ (åÜí õðÜñ·åé) ïöåßëåé íá åßíáé ïñèüèåôç. [Õðüäåéîç : Íá

·ñçóéìïðïéçèåß ôï ðüñéóìá 4.5.11, ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý Lagrange êáé ôï

ðüñéóìá 4.4.24. Óçìåßùóç. Áñãüôåñá (óôï ëÞììá 5.7.9) èá äïýìå üôé õðÜñ·åé

ðÜíôïôå áêñéâþò ìßá õðïïìÜäá ôÞò  ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá.]

4-58. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí, üðïõ ç  åßíáé áâå-

ëéáíÞ ôÜîåùò || = 105 Íá äåé·èåß üôé ç  äéáèÝôåé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò

Ý·ïõóåò äåßêôåò 3 5 7 15 21 35 êáé 105 åíôüò áõôÞò. [Õðüäåéîç : Íá ·ñç-

óéìïðïéçèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.5.2, ôï èåþñçìá 4.4.22 êáé ôï

ðüñéóìá 4.4.15.]

4-59. ¸óôù ( ·) ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, ôüôå êÜèå ãíÞóéá õðïïìÜäá

ôçò ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéá ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá ôçò.

(ii) ÅÜí õðïôåèåß üôé ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå äéáèÝôåé ìßá êáé ìüíïí

ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé êõêëéêÞ ôÜîåùò || =  üðïõ

 åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N
4-60. ¸óôù  ∈ N  ≥ 3 êáé Ýóôù  := hi @ S ç õðïïìÜäá ç ðáñáãüìåíç

áðü Ýíáí -êýêëï  üðïõ 2 ≤  ≤  êáé  ≡ 0(mod 2) Íá äåé·èåß üôé ç

ðçëéêïïìÜäáAA åßíáé êõêëéêÞ ôÜîåùò 
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4-61. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  v  v  ìå  E  íá áðïäåé·èåß üôé ãéá

êÜèå  v  éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) E  êáé ∩  E  ∩ 
(ii) Ç ðçëéêïïìÜäá ∩  ∩  åßíáé åìöõôåýóéìç åíôüò ôÞò 

4-62. Ìéá ïìÜäá ( ·) êáëåßôáé ìåôáêõêëéêÞ üôáí õðÜñ·åé  ∈ NSubg() ôÝ-
ôïéá þóôå áìöüôåñåò ïé  êáé  íá åßíáé êõêëéêÝò. Ãéá ìéá ìåôáêõêëéêÞ

ïìÜäá ( ·) íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÊÜèå ∈ Subg() åßíáé ìåôáêõêëéêÞ.
(ii) ÅÜí  ∈ NSubg() ôüôå ç ðçëéêïïìÜäá  åßíáé ìåôáêõêëéêÞ.

4-63. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝôïíôáò üôé

 v   v   E   v  ∩ êáé ()() v 

íá áðïäåé·èåß üôé v  êáé ()() = 

4-64. ¸óôù  ôõ·üí ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù  ∈ S (Âë. 3.1.1.) Ùò öïñÝáò ôÞò

 ïñßæåôáé (ãåíéêåýïíôáò ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôï åä. 3.1.4 (i)) ôï óýíïëï

supp() := { ∈ | () 6= } 

(a) ÅÜí   ∈ S íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) supp(−1) = supp() êáé supp( ◦ ) j supp()∪ supp()

(ii) supp( ◦  ◦ −1) = { () ∈ |  ∈ supp()} 
(iii) ÅÜí supp()∩ supp() = ∅ ôüôå  ◦  =  ◦ 
(b) ÈÝôïíôáò

S() := { ∈ S| supp() ðåðåñáóìÝíï}

íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) S() E S (Ç S() êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ðåñéïñéóìÝíç óõììåôñéêÞ

ïìÜäá åðß ôïý )

(ii) S() = S ⇔ ôï  åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.

(iii) ÅÜí ôï  åßíáé áðåéñïóýíïëï, ôüôå ç S() åßíáé ìéá Üðåéñç ðåñéïäéêÞ

ïìÜäá êáé çS/S() Üðåéñç ðçëéêïïìÜäá.

(iv) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá åßíáé åìöõôåýóéìç åíôüò ôÞò S(N)

4-65. ¸óôù  ôõ·üí áðåéñïóýíïëï êáé Ýóôù ôõ·ïýóá  ∈ S() Åî ïñéóìïý,

card(supp()) =  ãéá êÜðïéïí  ∈ N ÅÜí supp() = {1  } åß-

íáé ç áíáãñáöÞ ôùí óôïé·åßùí ôïý öïñÝá ôÞò  (ýóôåñá áðü êáôÜëëçëç

áñßèìçóç áõôþí) êáé  : supp() −→ {1  } ç áìößññéøç () := 

∀ ∈ {1  } ôüôå ç áðåéêüíéóç

Ssupp()
−→ S  7−→ () :=  ◦  ◦ −1 
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áðïôåëåß éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ¸óôù e : supp() −→ supp() ï ðåñéïñé-

óìüò ôÞò  åðß ôïý öïñÝá ôçò (Þôïé e() := () ∀ ∈ {1  }). Ðñï-

öáíþò, e ∈ Ssupp() êáé (e) ∈ S Ç  êáëåßôáé Üñôéá (êáé áíôéóôïß-

·ùò, ðåñéôôÞ) ìåôÜôáîç ôÞò S() üôáí (e) ∈ A (êáé áíôéóôïß·ùò, üôáí

(e) ∈ SrA). ÈÝôïíôáò

A() :=
©
 ∈ S()

¯̄
 Üñôéá ìåôÜôáîç

ª
íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) A() C S() ìå äåßêôç
¯̄
S() : A()

¯̄
= 2 (Ç A() êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò,

ðåñéïñéóìÝíç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá åðß ôïý )

(ii) Ç A() åßíáé ìéá Üðåéñç áðëÞ ïìÜäá.

4-66. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí êáé

Ýóôù v  Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) |()| | ìêä(||  |Im()|)
(ii) |Im() : ()| | ìêä(| : |  |Im()|)
(iii) ÅÜí ìêä(||  |Im()|) = 1 ôüôå v Ker()

[Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï ðüñéóìá 4.5.4 êáé ôï èåþñçìá 4.1.22 ôïý

Lagrange.]

4-67. ¸óôù  : ( ·) −→ ( ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé Ýóôù v  Íá

áðïäåé·èåß üôé

| : | = |Im() : ()| |Ker() : Ker( |)| 
Óçìåßùóç. Ðñüêåéôáé ãéá ôç ãåíßêåõóç ôïý (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 4.5.4 áêüìç

êáé óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ïé  êáé  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ðå-

ðåñáóìÝíåò. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.6 êáé

ç ðñüôáóç 4.4.2, óå óõíäõáóìü ìå ôá èåùñÞìáôá 4.5.5 êáé 4.5.13.]

4-68. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí  ∈ End() êáé  ∈ Subg() ìå () v 

êáé | : | ∞ íá áðïäåé·èåß üôé

| : Im()| = | : ()| |Ker() : Ker( |)| 

4-69. ¸óôù ( ·) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅÜí 1 2 ∈ End() åßíáé ôÝôïéïé, þóôå íá

éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò:

(a) Im(2) v Ker(1) (⇐⇒ 1(2()) = {}) 
(b) Im(1) v Ker(2) (⇐⇒ 2(1()) = {}) êáé
(c) |Ker(1) : Im(2)| ∞ |Ker(2) : Im(1)| ∞

ôüôå ïñßæåôáé ôï ëåãüìåíï ðçëßêï ôïý Herbrand36

HQ(; 1 2) := |Ker(1) : Im(2)|
|Ker(2) : Im(1)|

36Ðñïò ôéìÞí ôïý ÃÜëëïõ ìáèçìáôéêïý Jacques Herbrand (1908-1931) ðïõ ôï åéóÞãáãå.
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ãéá ôçí  ùò ðñïò ôïõò 1 2 ÕðïèÝôïíôáò üôé v  ìå

1|  2| ∈ End()

íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ïñßæåôáé ôï HQ(; 1 2) êáé | : |  ∞ ôüôå ïñßæåôáé êáé ôï

HQ(; 1|  2|) êáé éó·ýåé ç éóüôçôá

HQ(; 1 2) = HQ(; 1|  2|)
(Ùò åê ôïýôïõ, ôï ðçëßêï ôïý Herbrand ãéá ôçí  äåí ìåôáâÜëëåôáé áíôéêá-

èéóôÜìåíï ìå åêåßíï ôÞò  õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé | : | ∞)

(ii) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá | : | =∞ åÜí äýï åê ôùí ðçëßêùí

HQ(; 1 2) HQ(; 1|  2|) êáé HQ(; ðçë.
1  

ðçë.
2 )

ôïý Herbrand ïñßæïíôáé, ôüôå ïñßæåôáé êáé ôï ôñßôï êáé éó·ýåé ç éóüôçôá

HQ(; 1 2) = HQ(; 1|  2|)HQ(; ðçë.
1  

ðçë.
2 )

(Åí ðñïêåéìÝíù, 
ðçë.
 ∈ End() ìå ðçë.

 () := () ∀ ∈  êáé

 = 1 2 Âë. 4.5.5.)

4-70. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí ∈ Subg() íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôï óýíïëï Rä.ð.ê. := { ( ) ∈ ×|∃( ) ∈  × :  = } áðïôå-
ëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôÞò ïìÜäáò áíá-

öïñÜò. (Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò []Rä.ð.ê.
:= { ∈ | ( ) ∈ Rä.ð.ê.} ïéïõäÞ-

ðïôå  ∈  ùò ðñïò ôçíRä.ð.ê. éóïýôáé åìöáíþò ìå ôï óýíïëï

 := {| ( ) ∈  ×} 
ÊÜèå óýíïëï ôÞò ìïñöÞò  üðïõ  ∈  êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, äéðëÞ

ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò ( ·) ùò ðñïò ôéò  êáé  Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá

A.1.14, ôï óýíïëï üëùí ôùí äéðëþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò ( ·) ùò ðñïò
ôéò  êáé áðïôåëåß Ýíáí äéáìåëéóìü ôïý óõíüëïõ )

(ii) ÏéáäÞðïôå äéðëÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò ( ·) ùò ðñïò ôéò êáé éóïýôáé

ìå ìéá Ýíùóç áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò êáé ìå ìéá Ýíùóç äåîéþí

ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò åíôüò ôÞò ( ·)
(iii) card(−1) = card()∀ ∈ 

(iv) ÅÜí || ∞ êáé || ∞ ôüôå

card() =
|| ||

| ∩ −1|  ∀ ∈ 

(v) ÅÜí || ∞ o card() äåí åßíáé áðáñáéôÞôùò äéáéñÝôçò ôÞò || 
(vi) ÅÜí || ∞ êáé åÜí {1  } åßíáé Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí

ôïý óõíüëïõ  ùò ðñïò ôçíRä.ð.ê. (âë. åä. A.1.12), ôüôå

|| =
X

=1

|| ||¯̄
 ∩ −1

¯̄ 




