
ÐáñÜñôçìá A

Ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò

êáé ó·Ýóåéò äéáôÜîåùò

Óôï ðáñÜñôçìá áõôü Ý·ïõí êáôá·ùñéóèåß êÜðïéåò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò êáé éäéüôç-

ôåò ðïõ áöïñïýí óôéò ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò êáé äéáôÜîåùò.

A.1 ÓμÅÓÅÉÓ ÉÓÏÄÕÍÁÌÉÁÓ

A.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíá óýíïëï. ËÝìå üôé ìéá äéìåëÞò ó·ÝóçR ⊆ × åßíáé

(i) áõôïðáèÞò (Þ áíáêëáóôéêÞ) üôáí ( ) ∈ R ∀ ∈ 

(ii) óõììåôñéêÞ üôáí ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

( ) ∈ R =⇒ ( ) ∈ R

(iii) áíôéóõììåôñéêÞ üôáí ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

( ) ∈ R êáé ( ) ∈ R =⇒  = 

êáé (iv) ìåôáâáôéêÞ üôáí ãéá ïéáäÞðïôå    ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

( ) ∈ R êáé ( ) ∈ R =⇒ ( ) ∈ R

A.1.2 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá óýíïëï. Ìéá äéìåëÞò ó·Ýóç R ⊆  ×  êáëåßôáé

ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý  üôáí åßíáé áõôïðáèÞò, óõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ.

ÅÜí çR åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý êáé  ∈  ôüôå ïñßæïõìå ùò êëÜóç

éóïäõíáìßáò ôïý  ùò ðñïò ôçíR ôï óýíïëï

[] := { ∈  | ( ) ∈ R} (A.1)
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(¼ôáí åñãáæüìáóôå ìå äéáöïñåôéêÝò ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò (A.1) êáé õößóôáôáé êßí-

äõíïò óõã·ýóåùò ôïý ôé ïöåßëåé íá óçìáßíåé ôï óýìâïëï [] ôüôå ãñÜöïõìå []R
áíôß ôïý []) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý [] êáëåßôáé åêðñüóùðïò ôÞò êëÜóåùò éóïäõíá-

ìßáò []. ÔÝëïò, ùò

R := { [] |  ∈ }

óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò (ùò ðñïò ôçíR).

A.1.3 ÐáñáôÞñçóç. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ÅÜí ïé

∅ 6= R ⊆ × ∅ 6= R0 ⊆ ×

åßíáé äõï ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò åðß ôïý ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäý-

íáìåò:

(i)R ⊆ R0

(ii) []R ⊆ []R0  ∀ ∈ 

¼ôáíR $ R0 ëÝìå üôé ç ó·Ýóç éóïäõíáìßáòR åßíáé ëåðôüôåñç ôÞòR0 (Þ üôé çR0

åßíáé áäñüôåñç ôÞòR).

A.1.4 Óçìåßùóç. (Åíáëëáêôéêüò óõìâïëéóìüò) Åíßïôå, ãéá ëüãïõò óõìâïëéóôé-

êÞò óõíôïìßáò, ·ñçóéìïðïéïýìå óôïí ïñéóìü A.1.2 ôï óýìâïëï ‘‘∼'' áíôß ôïý R
êáé ãñÜöïõìå  ∼  áíôß ôïý ( ) ∈ R  ¿  áíôß ôïý ( ) ∈ R []∼ áíôß

ôïý []R êáé  ∼ áíôß ôïý R (ïíïìÜæïíôáò ôï  ∼ «óýíïëï ôùí êëÜóåùí

éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼''»).

A.1.5 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ¸íá õðïóýíïëï X ôïý äõíáìïóõ-

íüëïõ P () ôïý  ïíïìÜæåôáé äéáìåëéóìüò1 ôïý óõíüëïõ  üôáí ðëçñïýíôáé ïé

áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i)  6= ∅ ∀ ∈ X
(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå 0 ∈ X éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

 ∩0 6= ∅⇐⇒  = 0

(iii)  =
S{ |  ∈ X}

A.1.6 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï.

(i) To {} áðïôåëåß Ýíáí äéáìåëéóìü ôïý 

(ii) ÅÜí  % 0 6= ∅ ôüôå ôï {0 r0} åßíáé äéáìåëéóìüò ôïý 
(iii) ÅÜí ôá X êáé X0 åßíáé äõï äéáìåëéóìïß ôïý  ôüôå êáé ôï

Z := { | ∃ ∈ X 0 ∈ X0 : ∅ 6=  ∩0 = }
åßíáé äéáìåëéóìüò ôïý 

1Áíô' áõôïý ·ñçóéìïðïéåßôáé åíßïôå êáé ï üñïò «äéáìÝñéóç».
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Ç åðüìåíç ðñüôáóç ìáò ðëçñïöïñåß üôé êÜèå ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß åíüò ìç êå-

íïý óõíüëïõ ðñïóäéïñßæåé (êáôÜ öõóéêü ôñüðï) Ýíáí äéáìåëéóìü áõôïý.

A.1.7 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ÅÜí ç ``∼'' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíá-
ìßáò åðß ôïý  ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) [] 6= ∅ ãéá êÜèå  ∈ 

(ii) ÅÜí   ∈  ôüôå  ∼  ⇐⇒ [] = []

(iii) ÅÜí   ∈  ôüôå  ¿  ⇐⇒ [] ∩ [] = ∅
(iv) Ôï óýíïëï  ∼ := { [] |  ∈ } ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ``∼''
åßíáé Ýíáò äéáìåëéóìüò ôïý 

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí  ∈  Ôüôå, åðåéäÞ  ∼ , Ý·ïõìå  ∈ []⇒ [] 6= ∅
(ii) ÅÜí  ∼  êáé  ∈ [] ôüôå, ëüãù ôÞò óõììåôñéêÞò êáé ôÞò ìåôáâáôéêÞò éäéüôç-

ôáò, Ý·ïõìå

 ∼  ⇒  ∼ 

êáé  ∼ 

¾
=⇒  ∼  =⇒  ∼  =⇒  ∈ []

ïðüôå [] ⊆ [] ÅÜí åíáëëÜîïõìå ôïõò ñüëïõò ôùí  êáé  êáé åöáñìüóïõìå ôçí

ßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá, ôüôå óõìðåñáßíïõìå üôé [] ⊆ [] ¢ñá ôåëéêþò [] = []

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí [] = [] ôüôå  ∼  äéüôé  ∈ []
(iii) ÅÜí  ¿  êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé ∃ ∈ [] ∩ [] ôüôå, ëüãù ôÞò óõììåôñéêÞò

êáé ôÞò ìåôáâáôéêÞò éäéüôçôáò, Ý·ïõìå

 ∼ 

êáé  ∼  ⇒  ∼ 

¾
=⇒  ∼  =⇒  ∼ 

¢ôïðï! ¢ñá []∩ [] = ∅Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí []∩ [] = ∅ êáé åÜí õðïèÝóïõìå

üôé  ∼  ôüôå

 ∼  ⇐⇒
(ii)

[] = [] =⇒ [] ∩ [] = [] 6=
(i)

∅

¢ôïðï! ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  ¿ 

(iv) Áðü ôá áíùôÝñù (i), (ii) êáé (iii) Ýðåôáé üôé ôï óýíïëï

 ∼ := { [] |  ∈ } ⊆ P ()

ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò (i) êáé (ii) ôïý ïñéóìïý A.1.5. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ

[] ⊆  ∀ ∈  =⇒
[
{ [] |  ∈ } ⊆ 

êáé ãéá êÜèå  ∈   ∈ [] ∈ S{ [] |  ∈ } =⇒  ⊆ S{ [] |  ∈ } óõìðåñáß-
íïõìå ôåëéêþò üôé  =

S{ [] |  ∈ } ïðüôå ôï  ∼ ðëçñïß êáé ôç óõíèÞêç (iii)

ôïý ïñéóìïý A.1.5. ¤
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A.1.8 ÐáñáôÞñçóç. Ç åðáíåéëçììÝíùò êáé ðïéêéëïôñüðùò ·ñçóéìïðïéïýìåíç Ýê-

öñáóç, üôé êáíåßò «ôáõôßæåé» óõãêåêñéìÝíá óôïé·åßá åíüò äåäïìÝíïõ ìç êåíïý óõ-

íüëïõ  ôá ïðïßá Ý·ïõí êÜðïéåò «ðñïäéáãåãñáììÝíåò» éäéüôçôåò, éóïäõíáìåß ìå

ôç ìåôÜâáóç áðü ôï  óôï ∼ üðïõ ç ‘‘∼'' åßíáé ìéá êáôÜëëçëç ó·Ýóç éóïäõíá-

ìßáò.

A.1.9 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  = {üëïé ïé Üíèñùðïé ôÞò ãçò}. ÅÜí ïñßóïõìå ôçí

áêüëïõèç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ‘‘∼'' åðß ôïý :

 ∼  ⇐⇒
ïñó

(ïé  êáé  ãåííÞèçêáí óôï ßäéï êñÜôïò) 

ôüôå ôï óýíïëï  ∼ ìáò ðáñÝ·åé ìéá ðáñáìÝôñçóç ôùí êñáôþí ôÞò ãçò (êáèüôé

êÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò áðáñôßæåôáé áðü ôïõò êáôïßêïõò ôÞò ãçò ôïõò ãåííçèÝ-

íôåò óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï êñÜôïò).

A.1.10 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ÅÜí ïñßóïõìå ôçí áêüëïõèç

ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ‘‘∼'' åðß ôïý :  ∼  ⇐⇒
ïñó

 =  ôüôå ç êëÜóç éóïäõíáìßáò

[] ïéïõäÞðïôå  ∈  åßíáé ôï ìïíïóýíïëï {} ¢ñá

 ∼= {{} |  ∈ }  =
[
{{} |  ∈ } = { |  ∈ }

Ðñïóï·Þ! Ôï  ∼ åßíáé õðïóýíïëï ôïý P () êáé äåí èá ðñÝðåé êáíåßò íá ôï

óõã·Ýåé, åí ðñïêåéìÝíù, ìå ôï ßäéï ôï óýíïëï 

A.1.11 Ïñéóìüò. (i) Ç Ýíùóç  ∪  äõï óõíüëùí  êáé  ïíïìÜæåôáé

(óõíïëïèåùñçôéêÞ) áðïóõíäåôÞ Ýíùóç ôùí  êáé  üôáí ∩ = ∅ (Åí ôïéáýôç
ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ôá  êáé  åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò.)

(ii) ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìå ôïí üñï (óõíïëïèåùñçôéêÞ) áðïóõíäåôÞ

Ýíùóç ôùí ìåëþí ìéáò ïéêïãåíåßáò óõíüëùí ()∈ åííïïýìå ôçí Ýíùóç2
S
∈



üôáí éó·ýåé  ∩  = ∅ ãéá êÜèå ( ) ∈  ×   6=  Þôïé üôáí ôá ìÝëç ôÞò

ðñïêåéìÝíçò ïéêïãåíåßáò åßíáé áíÜ äýï (äçëáäÞ áíÜ æåýãç ) îÝíá ìåôáîý ôïõò. Ãéá
íá åðéóçìÜíïõìå üôé êÜðïéï äïèÝí óýíïëï  åßíáé ç áðïóõíäåôÞ Ýíùóç ìéáò ïé-

êïãåíåßáò óõíüëùí ()∈ êÜíïõìå ·ñÞóç ôïý åéäéêïý óõìâïëéóìïý

 =
a
∈



(iii) Ãåíéêüôåñá, åÜí ôï  åßíáé Ýíá óýíïëï, ôá óôïé·åßá ôïý ïðïßïõ åßíáé óýíïëá,
ôüôå ç Ýíùóç

S
 := { |  ∈  ãéá êÜðïéï  ∈ } êáëåßôáé (óõíïëïèåùñçôéêÞ)

áðïóõíäåôÞ Ýíùóç (óõìâïëéæüìåíç, éäéáéôÝñùò, ùò
`

) üôáí ôá óôïé·åßá ôïý 

åßíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò.

2 S
∈

 := { | ∃ ∈  :  ∈ }.
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A.1.12 Óçìåßùóç. ÅÜí ç ‘‘∼'' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß åíüò ìç êåíïý óõ-

íüëïõ , ôüôå, üðùò áðåäåß·èç óôçí ðñüôáóç A.1.7, ôï { [] |  ∈ } áðïôåëåß

Ýíáí äéáìåëéóìü ôïý  Ðáñüôé ðëçñïýíôáé ïé óõíèÞêåò A.1.7 (i)-(iv), ôï  äåí
åßíáé êáô' áíÜãêçí áðïóõíäåôÞ Ýíùóç ôùí ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò { [] |  ∈ }
äéüôé äåí Ý·ïõìå áðïêëåßóåé ñçôþò ôçí (åíäå·üìåíç) åðáíÜëçøç ïñéóìÝíùí åî áõ-

ôþí! Ùò åê ôïýôïõ, ãéá íá ãñáöåß ôïùò áðïóõíäåôÞ Ýíùóç áðáéôåßôáé íá ðåñéï-

ñéóèïýìå óå Ýíá õðïóýíïëü ôïõ b ìå ôçí åîÞò éäéüôçôá: Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá
  ∈ b éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ  6=  =⇒ [] 6= []  Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,

 =
a
{ [] |  ∈ b}

ÊÜèå õðïóýíïëï ôïý  ðïõ Ý·åé áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáëåßôáé ðëÞñåò óýóôçìá

åêðñïóþðùí ôïý  ùò ðñïò ôçí ‘‘∼''
ÄïèÝíôïò åíüò äéáìåëéóìïý åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ åßíáé äõíáôüí íá ïñéóèåß åð'

áõôïý (ôïý óõíüëïõ) ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò Ý·ïõóá ôïí åí ëüãù äéáìåëéóìü ùò

óýíïëï ôùí áíôéóôïß·ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò.

A.1.13 Ðñüôáóç. ¸óôùX ⊆ P () Ýíáò äéáìåëéóìüò åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ Åðß
ôïý  ïñßæïõìå ôç äéìåëÞ ó·Ýóç “ ∼X ” ùò áêïëïýèùò :

 ∼X  ⇐⇒
ïñó

(∃ ∈ X : áìöüôåñá ôá  êáé  áíÞêïõí óôï ) 

Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ç “ ∼X ”åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý 
(ii)  ∼X = X
Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï A.1.5 (iii) õðÜñ·åé ãéá êÜèå  ∈  êÜðïéï ∈ X ìå  ∈ 

ïðüôå  ∼X  êáé ç “ ∼X ” åßíáé áõôïðáèÞò. Ôï üôé ç “ ∼X ” åßíáé êáé óõììåôñéêÞ
åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôçò. Õðïëåßðåôáé íá áðïäåé·èåß üôé ç “ ∼X ” åßíáé
ìåôáâáôéêÞ. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå    ∈  ãéá ôá ïðïßá éó·ýïõí ïé  ∼X 

êáé  ∼X  Åî ïñéóìïý, õðÜñ·ïõí 0 ∈ X ìå   ∈  êáé   ∈ 0 ÅðåéäÞ
 ∈  ∩0 Ý·ïõìå ∩0 6= ∅ ïðüôå  = 0 (äõíÜìåé ôïý A.1.5 (ii)). ÅðïìÝíùò,

  ∈  ⇒  ∼X 

(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈  Èåùñïýìå ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ []∼X ∈  ∼X 

ÊáôÜ ôï A.1.5 (iii) õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ X ìå  ∈  Ðñïöáíþò, ãéá ïéïäÞðïôå

 ∈  éó·ýïõí ïé áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

 ∈ []∼X ⇔  ∼X  (åî ïñéóìïý)⇔ ∃0 ∈ X :   ∈  (åî ïñéóìïý)

⇔  ∈  (äéüôé  ∈  ∩0 ⇒  ∩0 6= ∅ =⇒
A.1.5 (ii)

 = 0).

¢ñá []∼X =  ∈ X êáé, ùò åê ôïýôïõ,  ∼X⊆ X
Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ X ôüôå (óýìöùíá ìå ôï A.1.5 (i)) õðÜñ·åé êÜðïéï

 ∈ μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí ðñïçãçèåßóá åðé·åéñçìáôïëïãßá (üôáí äåß·íáìå ôïí

åãêëåéóìü ‘‘⊆'') êáôáëÞãïõìå óôï üôé  = []∼X  ¢ñá éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò

åãêëåéóìüò  ∼X⊇ X ¤
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Ç«ôáýôéóç» ôùí ó·Ýóåùí éóïäõíáìßáò ôùí ïñéæïìÝíùí åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ

êáé ôùí äéáìåëéóìþí áõôïý õëïðïéåßôáé ìÝóù ìéáò êáôÜëëçëçò áìöéññßøåùò ùò

áêïëïýèùò:

A.1.14 Èåþñçìá. (Áíôéóôïé·ßá ìåôáîý ó·Ýóåùí éóïäõíáìßáò êáé äéáìåëéóìþí)

¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ôüôå ç áðåéêüíéóç½
ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò

ïñéæüìåíåò åðß ôïý 

¾
Ψ−→

½
äéáìåëéóìïß

ôïý 

¾
ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

∼ 7−→ Ψ(∼) :=  ∼

åßíáé ìéá áìößññéøç Ý·ïõóá ôçí áðåéêüíéóç½
äéáìåëéóìïß

ôïý 

¾
Υ−→

½
ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò

ïñéæüìåíåò åðß ôïý 

¾
ôçí ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

X 7−→ Υ(X) :=∼X

ùò áíôßóôñïöü ôçò.

Áðïäåéîç. Áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ïé óõíèÝóåéòΥ◦Ψ êáéΨ◦Υ åßíáé ïé ôáõôïôéêÝò

áðåéêïíßóåéò. ¸óôù ‘‘∼'' ôõ·ïýóá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý  Ôüôå

Υ(Ψ(∼)) = Υ( ∼) =∼(∼) 

Èá áðïäåßîïõìå üôé ç “ ∼(∼) ” åßíáé ç áñ·éêþò èåùñçèåßóá “ ∼ ” (áð' üðïõ

Ýðåôáé üôé ç Υ ◦ Ψ åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç). Ðñïò ôïýôï åßíáé áñêåôü íá

åëåã·èåß üôé ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

 ∼  ⇐⇒  ∼(∼) 

ÅÜí  ∼  ôüôå (êáôÜ ôï A.1.7 (ii)) [] = []  ïðüôå èåùñþíôáò ùò  ôçí êëÜóç

éóïäõíáìßáò [] = [] ∈  ∼ áìöüôåñá ôá  êáé  áíÞêïõí óôï  ðñÜãìá ðïõ

óçìáßíåé üôé  ∼(∼)  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∼(∼)  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï
 ∈  ôÝôïéï þóôå áìöüôåñá ôá  êáé  íá áíÞêïõí óôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ

( :=) [] ∈  ∼  Ùò åê ôïýôïõ, [] = [] = []  ïðüôå  ∼ 

Åí óõíå·åßá èåùñïýìå ôõ·üíôá äéáìåëéóìü X ôïý Ðñïöáíþò,

Ψ(Υ(X)) = Ψ (∼X) =  ∼X 

Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò A.1.13 ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

 ∼X åßíáé ï áñ·éêþò èåùñçèåßò äéáìåëéóìüò X ôïý  ¢ñá ç Ψ ◦Υ åßíáé ç ôáõ-

ôïôéêÞ áðåéêüíéóç. ¤
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A.2 ÓμÅÓÅÉÓ ÄÉÁÔÁÎÅÙÓ ÊÁÉ ÓÕÍÄÅÓÌÏÉ

A.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôùX Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìéá äéìåëÞò ó·ÝóçR ⊆ X×X ëÝãå-

ôáé ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò (Þ áðëþò ìåñéêÞ äéÜôáîç) åðß ôïý X üôáí çR åßíáé

áõôïðáèÞò, áíôéóõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ (âë. A.1.1). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé

ôï æåýãïò (XR) ïíïìÜæåôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÓõíÞèùò, áíôß ôïýR
ãéá ìéá ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò ‘‘¹''. (Ãéá ôç óý-

ãêñéóç óôïé·åßùí ôïý X åßèéóôáé íá ·ñçóéìïðïéïýíôáé áìöüôåñïé ïé óõìâïëéóìïß

‘‘¹'' êáé ‘‘≺'' üðïõ  ≺  áðïôåëåß óõíôïìïãñáößá ôïý ( ¹  êáé  6= )). ¸íá

ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (X¹) ëÝãåôáé ïëéêþò (Þ ãñáììéêþò) äéáôåôáãìÝíï

óýíïëï (êáé ç ‘‘¹'' ó·Ýóç ïëéêÞò äéáôÜîåùò) üôáí üëá ôá óôïé·åßá ôïý X åßíáé

ìåôáîý ôïõò áíÜ äýï óõãêñßóéìá, äçëáäÞ üôáí

(∀  ∈ X) [ ¹  Þ  ¹ ] 

A.2.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù Ω Ýíá óýíïëï. To (P(Ω)⊆) åßíáé Ýíá ìåñéêþò

äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÓçìåéùôÝïí üôé ôï (P(Ω)⊆) äåí åßíáé ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï
üôáí card(Ω) ≥ 2
(ii) ¼·é ìüíïí ôï äõíáìïóýíïëï äïèÝíôïò óõíüëïõ, áëëÜ -ãåíéêüôåñá- êÜèå óý-
íïëï ìå óýíïëá ùò óôïé·åßá ôïõ êáèßóôáôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï ùò ðñïò ôç

ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆''.
(iii) Ôá æåýãç (X≤) üðïõ X ∈ {NN0ZQR} êáé ‘‘≤'' ç óõíÞèçò áñéèìçôéêÞ

äéÜôáîç, áðïôåëïýí ðáñáäåßãìáôá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí.

(iv) ¸óôù (X¹) ôõ·üí ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÅÜí ôïX åöïäéáóèåß ìå ôçí

áíÜóôñïöç äéìåëÞ ó·Ýóç  º  ⇐⇒
ïñó

 ¹  ∀ ( ) ∈ X× X ôüôå ôï (Xº) åßíáé
ùóáýôùò ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï, ôï ëåãüìåíï áíÜóôñïöï ôïý (X¹)

A.2.3 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôï (X¹) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÅÜí

( ) ∈ X × X ìå  ≺  ôüôå ôï  ëÝãåôáé ðñïçãïýìåíï ôïý  êáé ôï  åðüìåíï

ôïý  (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ôï  ëÝãåôáé, éäéáéôÝñùò, áìÝóùò

åðüìåíï ôïý  êáé ôï  áìÝóùò ðñïçãïýìåíï ôïý  (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí

@ ∈ X :  ≺  ≺ 

A.2.4 Ïñéóìüò. ¸óôù (X¹) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ¼ôáí ôï X åß-

íáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå åßèéóôáé íá «ïðôéêïðïéïýìå» ôïí ôñüðï äéáôÜîåùò ôùí

óôïé·åßùí ôïõ ìÝóù åíüò åéäéêïý äéáãñÜììáôïò, ôïý ëåãïìÝíïõ äéáãñÜììáôïò ôïý

Hasse3 ãéá ôï (X¹) Áõôü êáôáóêåõÜæåôáé ùò áêïëïýèùò: ¼ëá ôá óôïé·åßá ôïý

X ôïðïèåôïýíôáé óôï åðßðåäï ó·åäéÜóåùò êáé ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ X×X üðïõ
ôï  åßíáé áìÝóùò åðüìåíï ôïý  (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''), ôá  êáé  óõíäÝïíôáé ìå Ýíá

åõèýãñáììï ôìÞìá, åíþ ôï  ôßèåôáé õøçëüôåñá ôïý  Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï, ãéá

êÜèå æåýãïò ( ) ∈ X× X üðïõ ôï  åßíáé åðüìåíï ôïý  (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''), ôá
3Ðñïò ôéìÞí ôïý Ãåñìáíïý ìáèçìáôéêïý Helmut Hasse (1898-1979) ï ïðïßïò åéóÞãáãå êáé ·ñçóéìïðïßçóå áõôÜ ôá

äéáãñÜììáôá.
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 êáé  óõíäÝïíôáé åíôüò ôïý äéáãñÜììáôïò ìÝóù äéáäï·éêþí åõèõãñÜììùí ôìç-

ìÜôùí.

A.2.5 ÐáñÜäåéãìá. Ôï äéÜãñáììá ôïý Hasse ãéá ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï

(P (Ω) ⊆) üðïõ Ω := {♠♣♥} åßíáé ôï

A.2.6 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôï (X¹) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êáé

üôé∅ 6= Y ⊆ X Ôüôå ôï (Y ¹|Y) áðïôåëåß ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ùò ðñïò

ôçí “ ¹|Y ” üðïõ ¹|Y :=¹ ∩ (Y×Y) ç ìåñéêÞ äéÜôáîç ç åðáãïìÝíç åðß ôïý
Y (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ôï (Y ¹|Y) åßíáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï õðï-
óýíïëï ôïý (X¹) Åíßïôå ãñÜöïõìå áðëþò “ ¹ ” áíôß ôïý “ ¹|Y ”, ðñïóÝ·ïíôáò
-åê ðáñáëëÞëïõ- íá åßíáé êáôáíïçôü ôï ôé õðïíïåßôáé áðü ôá åêÜóôïôå óõìöñá-

æüìåíá.)

A.2.7 Ïñéóìüò. ¸óôùüôé ôá (X1¹1) êáé (X2¹2) åßíáé äõï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá
óýíïëá. ËÝìå üôé ìéá áðåéêüíéóç  : X1 −→ X2 åßíáé éóüôïíç (Þ üôé äéáôçñåß ôéò
ìåñéêÝò äéáôÜîåéò áõôþí) üôáí ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ X1 éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 ¹1  =⇒ () ¹2 ()
êáé üôé åßíáé áíôßôïíç (Þ üôé áíôéóôñÝöåé ôéò ìåñéêÝò äéáôÜîåéò áõôþí) üôáí ãéá

ïéáäÞðïôå   ∈ X1 éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 ¹1  =⇒ () ¹2 ()

A.2.8 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù Ω Ýíá óýíïëï êáé Ýóôù  ∈ P (Ω). Èåùñïýìå ôï

ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (P (Ω) ⊆) (âë. A.2.2 (i)). Ç áðåéêüíéóç

 : P (Ω) −→ P (Ω)   7−→ () :=  ∩

åßíáé éóüôïíç, åíþ ç  : P (Ω) −→ P (Ω)   7−→ () := Ωr åßíáé áíôßôïíç.

A.2.9 Ïñéóìüò. ¸óôùüôé ôá (X1¹1) êáé (X2¹2) åßíáé äõï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá
óýíïëá. Ìéá éóüôïíç áìößññéøç  : X1 −→ X2 Ý·ïõóá éóüôïíç áíôßóôñïöï êáëåß-
ôáé éóïìïñöéóìüò ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí. ËÝìå üôé äõï ìåñéêþò äéáôå-

ôáãìÝíá óýíïëá (X1¹1) êáé (X2¹2) åßíáé éóüìïñöá üôáí õößóôáôáé Ýíáò ôÝôïéïò
éóïìïñöéóìüò ìåôáîý áõôþí.
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A.2.10 Ïñéóìüò. ¸óôù (X¹) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(i) ¸íá óôïé·åßï  ∈ X êáëåßôáé ìåãéóôéêü (Þ ìåãéóôïôéêü) óôïé·åßï ôïý X (ùò

ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí äåí åßíáé ðñïçãïýìåíï êáíåíüò óôïé·åßïõ ôïý X Þôïé üôáí

ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈ X ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ¹  Ý·ïõìå  = 

(ii) ¸íá óôïé·åßï  ∈ X êáëåßôáé åëá·éóôéêü (Þ åëá·éóôïôéêü) óôïé·åßï ôïý X (ùò

ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí äåí åßíáé åðüìåíï êáíåíüò óôïé·åßïõ ôïýX Þôïé üôáí ãéá êÜèå

óôïé·åßï  ∈ X ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ¹  Ý·ïõìå  = 

A.2.11 Ïñéóìüò. ¸óôù (X¹) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(i) ¸íá óôïé·åßï  ∈ X êáëåßôáé ìÝãéóôï óôïé·åßï ôïý X (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí

 ¹  ∀ ∈ X

(ii) ¸íá óôïé·åßï  ∈ X êáëåßôáé åëÜ·éóôï óôïé·åßï ôïýX (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí

 ¹  ∀ ∈ X

A.2.12 Ðáñáäåßãìáôá. ÕðÜñ·ïõí ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá ·ùñßò ìÝãéóôï

Þ/êáé åëÜ·éóôï óôïé·åßï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï
©
1


¯̄
 ∈ Nª (ùò ðñïò ôç óõíÞèç

äéÜôáîç ôùí ñçôþí) Ý·åé ôï 1 ùò ìÝãéóôï óôïé·åßï áëëÜ äåí Ý·åé åëÜ·éóôï. Åðßóçò,

ôïP (Ω)r{Ω∅} üðïõΩ := {1 2 3 4 5} äåí äéáèÝôåé ïýôå ìÝãéóôï ïýôå åëÜ·éóôï
óôïé·åßï (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆'').

A.2.13 Ðñüôáóç. ¸íá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (X¹) äéáèÝôåé ôï ðïëý Ýíá
ìÝãéóôï êáé ôï ðïëý Ýíá åëÜ·éóôï óôïé·åßï. (ÄçëáäÞ üôáí õðÜñ·åé ìÝãéóôï (êáé
áíôéóôïß·ùò, åëÜ·éóôï) óôïé·åßï ôïý (X¹) ôüôå áõôü åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñé-
óìÝíï4.)

Áðïäåéîç. ÅÜí Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (X¹) äéÝèåôå ôá  0 ∈ X ùò

ìÝãéóôá óôïé·åßá ôïõ, ôüôå  = 0 ÐñÜãìáôé° åî ïñéóìïý,  ¹  ãéá êÜèå  ∈ X
êáé  ¹ 0 ãéá êÜèå  ∈ X Åöáñìüæïíôáò ôçí ðñþôç åî áõôþí ôùí óõíèçêþí ãéá

 = 0 êáé ôç äåýôåñç ãéá  =  ëáìâÜíïõìå 0 ¹  êáé  ¹ 0Ëüãù ôÞò áíôéóõì-

ìåôñéêÞò éäéüôçôáò ôÞò ‘‘¹'' óõíÜãïõìå üôé  = 0 Ç áðüäåéîç ôÞò ìïíáäéêüôçôáò

ôïý åëá·ßóôïõ óôïé·åßïõ (üôáí áõôü õðÜñ·åé) åßíáé ðáíïìïéüôõðç. ¤

A.2.14 ÐáñáôÞñçóç. (i) ÅÜí Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (X¹) äéáèÝôåé ìÝ-
ãéóôï (êáé áíôéóôïß·ùò, åëÜ·éóôï) óôïé·åßï, ôüôå áõôü åßíáé ðñïöáíþò ôï ìïíáäéêü
ìåãéóôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï ìïíáäéêü åëá·éóôéêü) óôïé·åßï ôïõ (ùò ðñïò ôçí

‘‘¹''). ¼ìùò Ýíá ìåãéóôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá åëá·éóôéêü) óôïé·åßï äåí åßíáé

êáô' áíÜãêçí ìÝãéóôï (êáé áíôéóôïß·ùò, åëÜ·éóôï) óôïé·åßï. (Ðñâë. B.2.33 (i).)

(ii) Ðñïöáíþò, êÜèå ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï äéáèÝôåé ðÜíôïôå

êáé ìÝãéóôï êáé åëÜ·éóôï óôïé·åßï. Ùóôüóï, Ýíá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ðïõ

äéáèÝôåé êáé ìÝãéóôï êáé åëÜ·éóôï óôïé·åßï äåí åßíáé áðáñáéôÞôùò ðåðåñáóìÝíï.

4Áõôü åßèéóôáé íá óõìâïëßæåôáé ùòmax¹(X) (êáé áíôéóôïß·ùò, ùòmin¹(X)) Þ áðëþò ùòmax(X) (êáé áíôéóôïß-
·ùò, ùòmin(X)) üôáí õðïíïåßôáé ðïéá åßíáé ç ‘‘¹''.
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(ÐáñÜäåéãìá: Ôï êëåéóôü äéÜóôçìá [0 1] åíôüò ôïý R åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï ôï

ïðïßï Ý·åé ôï 0 ùò åëÜ·éóôï êáé ìå ôï 1 ùò ìÝãéóôï óôïé·åßï ôïõ ùò ðñïò ôç óõíÞèç

äéÜôáîç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.) Åðßóçò, óå ïëéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá ïé

Ýííïéåò ìåãéóôéêü êáé ìÝãéóôï óôïé·åßï (êáé áíôéóôïß·ùò, ïé Ýííïéåò åëá·éóôéêü êáé

åëÜ·éóôï óôïé·åßï) óõìðßðôïõí.

A.2.15 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôï (X¹) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êáé

ôïY Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïý X.

(i) ¸íá óôïé·åßï  ∈ X êáëåßôáé Üíù öñÜãìá ôïý Y åíôüò ôïý X ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''
üôáí  ¹ ∀ ∈ Y
(ii) ¸íá óôïé·åßï  ∈ X êáëåßôáé êÜôù öñÜãìá ôïýY åíôüò ôïýX ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''
üôáí  ¹ ∀ ∈ Y Ùò

ÁÖ(Y;X) := { ∈ X| Üíù öñÜãìá ôïýY (åíôüò ôïý X) ùò ðñïò ôçí “ ¹ ”}

óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí Üíù öñáãìÜôùí ôïýY êáé ùò

ÊÖ(Y;X) := { ∈ X| êÜôù öñÜãìá ôïýY (åíôüò ôïý X) ùò ðñïò ôçí “ ¹ ”}

ôï óýíïëï ôùí êÜôù öñáãìÜôùí ôïý Y ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''. ¼ôáí ÁÖ(Y;X) 6= ∅
(êáé áíôéóôïß·ùò,KÖ(Y;X) 6= ∅ ), ôüôå ëÝìå üôé ôïY åßíáé öñáãìÝíï åê ôùí Üíù

(êáé áíôéóôïß·ùò, öñáãìÝíï åê ôùí êÜôù)

(iii) ÅÜí ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (ÁÖ(Y;X) ¹|ÁÖ(Y;X)) Ý·åé åëÜ·éóôï
óôïé·åßï, ôüôå áõôü êáëåßôáé åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá (Þ supremum) ôïý Y åíôüò

ôïý X

(iv) ÅÜí ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíïóýíïëï (KÖ(Y;X) ¹|ÊÖ(Y;X)) Ý·åé ìÝãéóôï óôïé-
·åßï, ôüôå áõôü êáëåßôáé ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá (Þ infimum) ôïý Y åíôüò ôïý X

A.2.16 Ðñüôáóç. ¸óôù (X¹) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êáé Ýóôù Y Ýíá
ìç êåíü õðïóýíïëï ôïý X ¼ôáí õðÜñ·åé åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá (êáé áíôéóôïß·ùò,
ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá) ôïý Y åíôüò ôïý X ùò ðñïò ôçí ``¹'' ôüôå áõôü åßíáé ìïíï-
óçìÜíôùò ïñéóìÝíï5.

Áðïäåéîç. ÁõôÞ Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç A.2.13. ¤

A.2.17 Ðáñáäåßãìáôá. Ìßá áðü ôéò âáóéêüôåñåò éäéüôçôåò ôïý (R≤) åßíáé üôé

êÜèå ∅ 6= Y ⊆ R ðïõ åßíáé öñáãìÝíï åê ôùí Üíù äéáèÝôåé åëÜ·éóôï Üíù

öñÜãìá. Ãéá ôï (Q≤) áõôü äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï

Y :=
©
 ∈ Q ¯̄

2 ≤ 2ª íáé ìåí åßíáé êáé åê ôùí Üíù êáé åê ôùí êÜôù öñáãìÝíï

áëëÜ äåí äéáèÝôåé ïýôå åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá ïýôå ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá åíôüò ôïý
óõíüëïõ Q! (Ãéá Ýíá Üëëï åíäéáöÝñïí ðáñÜäåéãìá áñéèìïèåùñçôéêÞò öýóåùò âë.

B.2.33 (ii).)

5Áõôü åßèéóôáé íá óõìâïëßæåôáé ùò sup¹(Y;X) (êáé áíôéóôïß·ùò, ùò inf¹(Y;X)) Þ áðëþò ùò sup(Y;X) (êáé
áíôéóôïß·ùò, ùò inf(Y;X)) üôáí õðïíïåßôáé ðïéá åßíáé ç ‘‘¹''.
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A.2.18 Ïñéóìüò. ¸óôù (X¹) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(i) ÊÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï Y ôïý X ðïõ åßíáé ôÝôïéï, þóôå ôï (Y ¹|Y) íá áðï-

ôåëåß ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï, êáëåßôáé áëõóßäá ôïý (X¹)
(ii) ËÝìå üôé ôo (X¹) åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï üôáí êÜèå áëõóßäá ôïõ åßíáé

öñáãìÝíç åê ôùí Üíù.

A.2.19 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï (R≤), üðïõ ‘‘≤'' åßíáé ç óõíÞèçò äéÜôáîç ôùí ðñáã-

ìáôéêþí áñéèìþí, åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï.

(ii) Ôï (P(Ω)⊆)) üðïõΩ Ýíá ìç êåíü óýíïëï, äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðáãùãéêþò

äéáôåôáãìÝíï. Ùóôüóï, êÜèå õðïóýíïëo ôïý P(Ω) ôÞò ìïñöÞò {1 2 3 }
üðïõ 1 ⊆ 2 ⊆ 3 ⊆ · · ·  åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï6 (ùò ðñïò ôçí ‘‘⊆'').
Tï áêüëïõèï ëÞììá ôïý Zorn 7 åöáñìüæåôáé óå ìéá ðëçèþñá áðïäåßîåùí èåùñç-

ìÜôùí ó·åôéæïìÝíùí ìå ôçí ýðáñîç ìåãéóôéêþí óôïé·åßùí (ùò ðñïò äåäïìÝíåò ó·Ý-

óåéò äéáôÜîåùò):

A.2.20 ËÞììá ôïý Zorn. ÊÜèå åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï äéáèÝôåé ôïõëÜ-
·éóôïí Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï.

A.2.21 Óçìåßùóç. Óôï ðëáßóéï ôÞò Èåùñßáò Óõíüëùí áðïäåéêíýåôáé (ìå ôç âïÞ-

èåéá ôÞò ëåãïìÝíçò õðåñðåðåñáóìÝíçò åðáãùãÞò ) üôé ôï ëÞììá ôïýZorn åßíáé éóï-

äýíáìï ìå ôïáîßùìá ôÞò åðéëïãÞò. (ÐñïûðïèÝôïõìå üôé ôï ôåëåõôáßï óõãêáôáëÝãå-

ôáé óôá ëïéðÜ8 áîéþìáôá ôÞò Èåùñßáò Óõíüëùí ðïõ ·ñçóéìïðïéïýìå óéùðçñþò9.)

A.2.22 Ïñéóìüò. ¸íá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (X¹) êáëåßôáé óýíäåóìïò
üôáí ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ∈ X õðÜñ·åé ôüóïí ôï ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá

üóïí êáé ôï åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá ôïý { } åíôüò ôïý X ùò ðñïò ôçí ‘‘¹'' Ôá
öñÜãìáôá áõôÜ äçëïýíôáé ìÝóù ôùí óõìâüëùí  ∧  êáé  ∨  áíôéóôïß·ùò.

A.2.23 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù Ω Ýíá óýíïëï. To ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï

(P(Ω)⊆) (âë. A.2.2 (i)) åßíáé óýíäåóìïò. ÌÜëéóôá, ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ P(Ω)
Ý·ïõìå  ∧ =  ∩  ∨ =  ∪
(ii) ÊÜèå ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (X¹) (üðùò, ð.·., ôá æåýãç ôá áíáöåñü-

ìåíá óôï (iii) ôïý åäáößïõ A.2.2) åßíáé áõôïìÜôùò óýíäåóìïò. Åí ðñïêåéìÝíù, åÜí

6ÓçìåéùôÝïí üôé ôï ßäéï ôï {1 2 3 } Ý·åé ôï
S
∈N

 ∈ P(Ω) ùò Üíù öñÜãìá ôïõ.

7Ç ýðáñîç ìåãéóôéêïý óôïé·åßïõ áðïäßäåôáé óõíÞèùò óôïí Max August Zorn (1906-1993) ëüãù ôÞò åê ìÝñïõò ôïõ

äçìïóéåýóåþò ôçò óå Ýíá Üñèñï óôï ðåñéïäéêü Bulletin of A.M.S. ôï 1935 (ìå ôßôëï: A remark on method of trasfinite
algebra ). Ùóôüóï, áõôü ôï «ëÞììá» (Þ éóïäýíáìåò ðáñáëëáãÝò ôïõ) Þôáí ·ñüíéá ðñéí ãíùóôü áðü åñãáóßåò ôùí

ìáèçìáôéêþí R.L. Moore (1882-1974) êáé K. Kuratowski (1896-1980).

8Ðñüêåéôáé ãéá ôá áîéþìáôá ôùí Zermelo êáé Fraenkel, Þôïé ôá áîéþìáôá: (i) ôÞò åêôÜóåùò, (ii) ôÞò åîåéäéêåýóåùò,

(iii) ôùí (ìç äéáôåôáãìÝíùí) æåõãþí, (iv) ôÞò åíþóåùò, (v) ôïý äõíáìïóõíüëïõ, (vi) ôïý áðåßñïõ, (vii) ôÞò áíôéêáôá-
óôÜóåùò êáé (viii) ôÞò êáíïíéêüôçôáò (Ðñâë. P. Halmos: Naive Set Theory, Springer-Verlag, 1960. Áõôü ôï êëáóéêü

óýããñáììá êõêëïöïñåß êáé óôá åëëçíéêÜ, óå ìåôÜöñáóç Ã. ÊïëÝôóïõ, áðü ôéò åêäüóåéò «Óöáßñá-ÅêêñåìÝò», õðü ôïí

ôßôëï ÁöåëÞò Óõíïëïèåùñßá, ÁèÞíá, 2002)

9μñçóéìïðïéïýìå ôï óýóôçìá áîéùìÜôùí ZF+AC (êáé áíáöåñüìáóôå ìüíïí áêñïèéãþò óå NÂG-«êëÜóåéò», Þôïé

êëÜóåéò õðü ôçí Ýííïéá ôÞò åõñýôåñçò Èåùñßáò ôùí von Neumann, Bernays êáé Gdel, üôáí, ð.·., ãßíåôáé ëüãïò ãéá

ôçí ïéêïãÝíåéá üëùí ôùí ïìÜäùí, ôùí çìéïìÜäùí ê.Ü. Ðñâë. 2.1.4 êáé 2.4.22).
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  ∈ X êáé  ¹  ôüôå  ∧  =  êáé  ∨  = 

(iii) Ôï ìåñéêþò (áëëÜ ü·é êáé ïëéêþò) äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (RR¹) üðïõ∙
 ¹  ⇐⇒

ïñó
[() ≤ () ∀ ∈ R]

¸
 ∀( ) ∈ RR ×RR

áðïôåëåß Ýíáí óýíäåóìï, üðïõ  ∧  êáé  ∨  åßíáé ïé åîÞò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò:

( ∧ )() := min{() ()} ( ∨ )() := max{() ()} ∀ ∈ R

(iv) ¸óôù (X¹) ôõ·þí óýíäåóìïò. Ôüôå ôï áíÜóôñïöï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óý-

íïëï (Xº) (ôï ïñéóèÝí óôï A.2.2 (v)) åßíáé ùóáýôùò óýíäåóìïò (êáèüôé ç ‘‘º''
óõíåðéöÝñåé ôçí åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí ‘‘∧'' êáé ‘‘∨'') êáé êáëåßôáé áíÜóôñïöïò
ôïý óõíäÝóìïõ (X¹)

A.2.24 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí ôï (X¹) åßíáé Ýíáò óýíäåóìïò êáé   ∈ X ôüôå åßíáé
åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé áõôüò Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

Éäéüôçôåò óå óõìâïëéêÞ ãñáöÞ

1. ôáõôïäõíáìßá  ∧  =   ∨  = 

2. ìåôáèåôéêüôçôá  ∧  =  ∧   ∨  =  ∨ 
3. ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá

( ∧ ) ∧  =  ∧ ( ∧ ) 
( ∨ ) ∨  =  ∨ ( ∨ )

4. áðïññïöçôéêüôçôá  ∧ ( ∨ ) =   ∨ ( ∧ ) = 

(ii) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï {1 2  } ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ X

åíüò óõíäÝóìïõ (X¹) äéáèÝôåé ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá

1 ∧ 2 ∧  ∧  := 1 ∧ (2 ∧  ∧ )

êáé åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá

1 ∨ 2 ∨  ∨  := 1 ∨ (2 ∨  ∨ )

åíôüò áõôïý. (Åðáãùãéêüò ïñéóìüò.) Ùóôüóï, üôáí ôï X åßíáé áðåéñïóýíïëï, Ýíá

Üðåéñï õðïóýíïëü ôïõ Y äåí äéáèÝôåé êáô' áíÜãêçí áõôÜ ôá öñÜãìáôá.

(iii) ¸íáò óýíäåóìïò (X¹) êáëåßôáé ðëÞñçò óýíäåóìïò üôáí êÜèå õðïóýíïëü

ôïõ Y äéáèÝôåé ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá êáé åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá. (Åí ôïéáýôç ðå-

ñéðôþóåé ôá öñÜãìáôá áõôÜ óõìâïëßæïíôáé ùò
V
Y êáé

W
Y áíôéóôïß·ùò.)

A.2.25 Ïñéóìüò. ¸óôù (X¹) Ýíáò óýíäåóìïò êáé ÝóôùY Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï

ôïýXÔüôå ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (Y¹) (Þ -áêñéâÝóôåñá- ôï (Y ¹|Y)
ðñâë. A.2.6) êáëåßôáé õðïóýíäåóìïò ôïý (X¹) üôáí ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ Y

Ý·ïõìå  ∧  ∈ Y êáé  ∨  ∈ Y
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A.2.26 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôá (X1¹1) êáé (X2¹2) åßíáé äõï óýíäåóìïé. ¸íáò

éóïìïñöéóìüò (ôùí õðïêåéìÝíùí) ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí  : X1 −→ X2
(õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý A.2.9) êáëåßôáé éóïìïñöéóìüò óõíäÝóìùí. ËÝìå üôé

äõï óýíäåóìïé (X1¹1) êáé (X2¹2) åßíáé éóüìïñöïé üôáí õößóôáôáé Ýíáò ôÝôïéïò

éóïìïñöéóìüò ìåôáîý áõôþí.

A.2.27 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ôá (X1¹1) êáé (X2¹2) åßíáé äõï óýíäåóìïé. Ãéá ìéá
áìößññéøç  : X1 −→ X2 ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò óõíäÝóìùí.

(ii) ( ∧ ) = () ∧ ()∀( ) ∈ X1 × X1
(iii) ( ∨ ) = () ∨()∀( ) ∈ X1 × X1
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò óõíäÝóìùí êáé ( ) ∈ X1 ×X1
ôüôå

 ∧  ¹1  êáé  ∧  ¹1  ⇒ ( ∧ ) ¹2 () êáé ( ∧ ) ¹2 ()

ïðüôå ôï ( ∧ ) áðïôåëåß Ýíá êÜôù öñÜãìá ôïý {() ()} åíôüò ôïý X2 ùò

ðñïò ôçí “ ¹2 ”¸óôù ôþñá  ôõ·üí êÜôù öñÜãìá ôïý {() ()} åíôüò ôïý X2
ùò ðñïò ôçí “ ¹2 ” ÅðåéäÞ ç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, õðÜñ·åé áêñéâþò

Ýíá óôïé·åßï  ∈ X1 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () = Ðñïöáíþò,

 ¹2 () êáé  ¹2 ()⇒  ¹1 −1(()) =  êáé  ¹1 −1(()) = 

ïðüôå ôï  áðïôåëåß Ýíá êÜôù öñÜãìá ôïý { } åíôüò ôïý X1 ùò ðñïò ôçí “ ¹1 ”
Áõôü óçìáßíåé üôé  ¹1  ∧  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

() =  ¹2 ( ∧ )⇒ ( ∧ ) = () ∧ ()

(ii)⇒(i) Ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò ( ) ∈ X1 × X1 ìå  ¹1  Ý·ïõìå  ∧  =  ïðüôå

() = ( ∧ ) = () ∧ ()⇒ () ¹2 ()

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ç  åßíáé éóüôïíç. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò

() ∈ X2 × X2 ìå  ¹2  õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá   ∈ X1 ôÝôïéá
þóôå íá éó·ýåé () =  êáé () = ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

() =  =  ∧  = () ∧ () = ( ∧ )

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

 = −1(()) = −1(( ∧ )) =  ∧  ⇒  ¹1 

Þôïé üôé −1() ¹1 −1() ¢ñá êáé ç áíôßóôñïöïò −1 ôÞò  åßíáé éóüôïíç êáé,

ùò åê ôïýôïõ, ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò óõíäÝóìùí. Ç éóïäõíáìßá (i)⇔(iii) áðïäåé-

êíýåôáé ðáñïìïßùò. ¤




