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ÐåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò

áâåëéáíÝò ïìÜäåò

Ìéá ïìÜäá ïíïìÜæåôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç üôáí äéáèÝôåé Ýíá ðåðåñá-

óìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí. Ïé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò åß-

íáé äõíáôüí íá ôáîéíïìçèïýí. Ìå áõôü åííïïýìå üôé ìðïñïýìå íá êáôáñôßóïõìå

Ýíáí êáôÜëïãï (Ýóôù êáé áðåéñïðëçèþí) «áðüôõðùí ðáñáäåéãìÜôùí», ìå êáíÝíá

áðü áõôÜ éóüìïñöï ìå êÜðïéï Üëëï, ïýôùò þóôå, åÜí ìáò äïèåß ìéá ôõ·ïýóá ðå-

ðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, áõôÞ íá ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå

ìßá áðü åêåßíåò ôïý êáôáëüãïõ ìáò.

(21.1) Èåþñçìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóü-
ìïñöç ìå Ýíá åõèý ãéíüìåíï êõêëéêþí ïìÜäùí ôÞò ìïñöÞò

Z1
× Z2

× · · · × Z−1 × Z
×Z

üðïõ ï äéáéñåß ôïí+1 ãéá üëïõò ôïýò  = 1 2      − 1

Ç Z ·ñçóéìïðïéåßôáé ùò óõíôüìåõóç ôïý åõèÝïò ãéíïìÝíïõ  áíôéôýðùí ôÞò ðñï-

óèåôéêÞò ïìÜäáò ôùí áêåñáßùí. Ï áñéèìüò  êáëåßôáé ç âáèìßäá ôÞò ïìÜäáò ìáò,

åíþ ïé1     åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôçò. Äýï åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïý

ùò Üíù èåùñÞìáôïò áîßæåé íá äéáôõðùèïýí ·ùñéóôÜ.

(21.2) Ðüñéóìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå Ýíá åõèý
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ãéíüìåíï êõêëéêþí ïìÜäùí ôÞò ìïñöÞò

Z1 × Z2 × · · · × Z−1×Z


üðïõ ï äéáéñåß ôïí+1 ãéá üëïõò ôïýò  = 1 2      − 1

(21.3) Ðüñéóìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, åíôüò ôÞò
ïðïßáò äåí õðÜñ·ïõí óôïé·åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò, åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åõèý ãé-
íüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíôéôýðùí ôÞò Z (Áõôü åìðßðôåé óôç ãåíéêÞ äéáôý-

ðùóç ôïý èåùñÞìáôïò (21.1) üôáí åðéôñÝðïõìå óôïí  íá éóïýôáé ìå ìçäÝí. Ìéá

ïìÜäá, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åõèý ãéíüìåíï  áíôéôýðùí ôÞò Z, êáëåßôáé
åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá âáèìßäáò )

(21.4) Ðáñáäåßãìáôá. (i)Ìçí îåãåëéÝóôå áðü ïìÜäåò üðùò çZ6×Z10. Åê ðñþôçò
üøåùò, åíäÝ·åôáé íá óáò ðñïâëçìáôßæåé ôï ãåãïíüò üôé ôï 6 äåí åßíáé äéáéñÝôçò ôïý

10¼ìùò, êÜíïíôáò äéðëÞ ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò (10.2), ðáßñíïõìå

Z6 × Z10 ∼= Z2 × Z3 × Z10 ∼= Z2 × Z30

Þôïé ìßá ïìÜäá ç ïðïßá âñßóêåôáé óôïí êáôÜëïãü ìáò.

(ii) Ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò 12 ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí Z12 åßôå
ìå ôçí Z2×Z6. Áõôü åðéâåâáéþíåé êáé ðÜëé ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïý êåöáëáßïõ 20.

(iii) Ç õðïïìÜäá ôÞò Cr{0}, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôá óôïé·åßá −1 êáé 
2  åßíáé

éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z
(iv) Ç ïìÜäá R äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç (âë. Üóêçóç 21.12) êáé, åðï-

ìÝíùò, äåí ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ìå êáìßá áðü ôéò ïìÜäåò ôïý êáôáëüãïõ ìáò.

¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, ç ïðïßá äéáèÝôåé

 óáöþò äéáêåêñéìÝíá óôïé·åßá 1      ùò ãåííÞôïñÝò ôçò. ÅÜí äåí õðÜñ·åé

óýíïëï  − 1 óôïé·åßùí ðïõ íá ìðïñåß íá ôçí ðáñáãÜãåé, ôüôå ïíïìÜæïõìå ôï

{1     } åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí. ÅðåéäÞ ç èåùñïýìåíç ïìÜäá åßíáé

áâåëéáíÞ, êÜèå  ∈  ìðïñåß íá ãñáöåß êáôÜ Ýíáí éäéáßôåñá üìïñöï ôñüðï ùò ìßá

ëÝîç

 = 11 22 · · ·  (5)

üðïõ ïé 1      åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, áðëþò ìå ôï íá óõëëÝîïõìå ìáæß ôéò

äõíÜìåéò ôùí äéáöüñùí ãåííçôüñùí. Ìéá Ýêöñáóç ôÞò ìïñöÞò

 = 11 22 · · ·  (55)

ïíïìÜæåôáé ó·Ýóç (õöéóôÜìåíç) ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí ìáò. Áò óçìåéùèåß üôé

åÜí ï  åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò, ôüôå êáé ôï {12 2     } åßíáé Ýíá åëá·éóôïôéêü
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óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò, äéüôé êÜèå ëÝîç 11 22 · · ·  ìðïñåß íá åðáíáãñáöåß

ìå ôç âïÞèåéá ôùí íÝùí áõôþí ãåííçôüñùí ùò (1

2)
1 2−12 · · ·  

Áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò (21.1). Áò õðïèÝóïõìå, åí ðñþôïéò, üôé ç  Ý·åé Ýíá

åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí {1     }, ãéá ôï ïðïßï ç ìüíç õöéóôÜìåíç

ó·Ýóç åßíáé ç ôåôñéììÝíç ðïõ ôçí áðïêôïýìå üôáí èÝôïõìå 1 = · · · =  = 0 óôçí

(55). Ôüôå ç Ýêöñáóç (5) ãéá ôï , ç ðáñå·üìåíç ìÝóù áõôþí ôùí ãåííçôüñùí,

åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç êáé ç óõíÜñôçóç

 −→ Z  7−→ (1     ) 

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü.

Ç ðñáãìÜôåõóç ôÞò ãåíéêÞò ðåñßðôùóçò åßíáé, üðùò èá áíáìåíüôáí, ðåñéó-

óüôåñï êïðéþäçò. Åí ðñïêåéìÝíù, áíåîáñôÞôùò ôïý ðþò åðéëÝãïõìå Ýíá åëá·é-

óôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçí , õößóôáôáé ðÜíôïôå (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá ìç

ôåôñéììÝíç ó·Ýóç ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí. ÁëëÜ áíÜìåóá óå üëåò ôéò ó·Ýóåéò, ôéò
õöéóôÜìåíåò ìåôáîý üëùí ôùí äõíáôþí åëá·éóôïôéêþí óõíüëùí ãåííçôüñùí ôÞò ,
èá õðÜñ·åé ìßá äýíáìç åíüò ãåííÞôïñá, ç ïðïßá èá äéáèÝôåé Ýíáí åëÜ·éóôï èåôéêü
áêÝñáéï áñéèìü ùò åêèÝôç, áò ôïí ðïýìå 1Áò õðïèÝóïõìå üôé ï1 åìöáíßæåôáé

ùò åêèÝôçò ôïý 1 óôç ó·Ýóç

 = 1
1 22 · · ·  (555)

ôçí õöéóôÜìåíç ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí 1      Éó·õñéæüìáóôå üôé ï1 åßíáé

Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý 2 ÐñÜãìáôé° åÜí

2 = 1 +   ∈ Z ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï  0 ≤   1

ôüôå

 = 1
1 1+

2 33 · · · 
= (1


2)
1 2

3
3 · · ·  

ÁëëÜ, åðåéäÞ êáé ôï {12 2     } åßíáé Ýíá åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí

ôÞò, ôïýôï èá Þôáí áíôéöáôéêü ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý1 (ùò ôïý åëá·ßóôïõ èåôé-
êïý åêèÝôç), åêôüò êáé åÜí ôï  Þôáí ßóï ìå ôï ìçäÝí. ÅðïìÝíùò Ý·ïõìå 2 = 1,

üðùò áêñéâþò éó·õñéóèÞêáìå. Êáô' áíáëïãßáí, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ï 1

åßíáé äéáéñÝôçò êáèåíüò åê ôùí 3      Þôïé üôé  = 1, üðïõ  ∈ Z ãéá
êÜèå , 3 ≤  ≤ 

Ìåôáâáßíïõìå, åí óõíå·åßá, óå Ýíá íÝï óýóôçìá ãåííçôüñùí {1 2     }
üðïõ

1 = 1

2

3
3 · · · 



172 ïìáäåò êáé óõììåôñéá

êáé ðáñáôçñïýìå üôé ç ó·Ýóç (555) ãñÜöåôáé ùò

 = 1
1 

Çáñ·éêÞ åðéëïãÞ ìáò ãéá ôïí åêèÝôç1 ìáò åããõÜôáé üôé äåí õðÜñ·åé ìéêñüôåñïò

èåôéêüò áêÝñáéïò, óôïí ïðïßïí õøïýìåíï ôï 1 íá ìáò äßíåé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ,

ïðüôå ç ôÜîç ôïý 1 éóïýôáé ìå ôï1¸óôù = h1i êáé Ýóôù1 ç õðïïìÜäá ôÞò

 ç ðáñáãüìåíç áðü ôá 2     . Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé 1 = 

êáé ∩1 = {} ïðüôå, âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (10.4), Ý·ïõìå

 ∼=  ×1 ∼= Z1 ×1

Êáôüðéí ôïýôïõ åñãáæüìáóôå ìå ôçí 1 (óôç èÝóç ôÞò ) êáé åêôåëïýìå áêñé-

âþò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá. Êáé ðÜëé õðÜñ·ïõí äýï åíäå·üìåíá: Þ 1 ∼= Z−1 Þ

1 ∼= Z2 ×2. ÅðïìÝíùò, ç áñ·éêÞ ïìÜäá  Þ èá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá

Z1×Z−1 Þ èá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Z1×Z2×2. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ï

èåôéêüò áêÝñáéïò2 åìöáíßæåôáé ùò åêèÝôçò, áò ðïýìå ôïý 2 óå ìéá õöéóôÜìåíç

ó·Ýóç ôÞò ìïñöÞò

 = 2
2 

03
3 · · · 0

ìåôáîý ôùí ìåëþí åíüò åëá·éóôïôéêïý óõíüëïõ ãåííçôüñùí {2     } ôÞò 2.

ÅðåéäÞ ôï { 2     } áðïôåëåß Ýíá åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò êáé

åðåéäÞ

 = 1
1 2

2 
03
3 · · · 0 

âëÝðïõìå üôé ï1 åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý 2Ôþñá ðëÝïí äéáèÝôïõìå üëá ôá ïõ-

óéáóôéêÜ óõóôáôéêÜ ãéá ôçí áðïðåñÜôùóç ôÞò áðüäåéîÞ ìáò êáé ìðïñïýìå -êáô'

áíáëïãßáí- íá óõíå·ßóïõìå ìå ôçí 2 (óôç èÝóç ôÞò 1). Ôåëéêþò, ç üëç äéáäé-

êáóßá ëÞãåé ýóôåñá áðü ôçí åêôÝëåóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ôÝôïéùí âçìÜôùí,

êáèüôé ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç êáé óå êÜèå âÞìá åëáôôþíïõìå ôïí

áñéèìü ôùí ãåííçôüñùí êáôÜ Ýíá. ¤

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí ôáîéíüìçóÞ ìáò ïöåßëïõìå íá äåßîïõìå üôé, åÜí äõï

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò, ôüôå

áõôÝò äéáèÝôïõí ôçí ßäéá âáèìßäá êáé ôïõò ßäéïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò.

(21.5) Èåþñçìá. ¸óôù üôé ïé 1 2 åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò áâå-
ëéáíÝò ïìÜäåò, éóüìïñöåò ìå ôá åõèÝá ãéíüìåíá


∼= Z()

1
× Z


()
2
× · · ·×Z


()


×Z   = 1 2
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(üðùò óôï èåþñçìá (21.1)). ÅÜí ïé 1 êáé 2 åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò, ôüôå
1 = 2


(1)
 = 

(2)
  ∀ 1 ≤  ≤ 1 = 2 êáé 1 = 2 

Ðñïò ôïýôï èá ·ñåéáóèïýìå ôá äýï áðëÜ ëÞììáôá ðïõ áêïëïõèïýí.

(21.6) ËÞììá. ¸óôù üôé ïé  êáé  åßíáé äõï èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôï ðëÞèïò
ôùí áêåñáßùí áñéèìþí  ïé ïðïßïé éêáíïðïéïýí ôéò 0 ≤    êáé  | , éóïýôáé
ìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí êáé 

Áðüäåéîç. ÅÜí ï  åßíáé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí  êáé , ôüôå ôïõò ãñÜ-

öïõìå ùò = 0 êáé  = 0, ðáßñíïíôáò ìêä(0 0) = 1 Êáèþò | , Ý·ïõìå
0 |0 , êáé åðïìÝíùò0 |  Ôïýôï óçìáßíåé üôé  ∈ {00 20     (−1)0}
Êáé áíôéóôñüöùò° êáèÝíáò åî áõôþí ôùí áêåñáßùí éêáíïðïéåß ôéò äýï õðïèÝóåéò

ìáò, ïðüôå ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò éóïýôáé ðñÜãìáôé ìå  ¤

(21.7) ËÞììá. ÅÜí  ∼= Z, ôï ðëÞèïò ôùí óôïé·åßùí  ∈  ôá ïðïßá éêáíï-
ðïéïýí ôçí  =  éóïýôáé ìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí êáé  Ðéï ãåíéêÜ,
åÜí

 ∼= Z1 × Z2 × · · · × Z−1×Z 

ôüôå ôïýôï ôï ðëÞèïò éóïýôáé ìå ìêä(1 ) · ìêä(2 ) · · · · · ìêä( ) 

Áðüäåéîç. Ôï ðëÞèïò ôùí åí ëüãù óôïé·åßùí ôÞò  ðáñáìÝíåé ðñïöáíþò áìåôÜ-

âëçôï êáôüðéí åöáñìïãÞò åíüò ïéïõäÞðïôå éóïìïñöéóìïý, ïðüôå ï ðñþôïò éó·õñé-

óìüò äåí åßíáé ðáñÜ ìéá áíáäéáôýðùóç ôïý ëÞììáôïò (21.6). (ÅðåéäÞ ç ðñÜîç ôÞò

ïìÜäáòZ åßíáé ç ðñüóèåóç êáôÜ ìüäéï, ç -ïóôÞ äýíáìç åíüò óôïé·åßïõ ôçò, áò

ðïýìå ôïý  éóïýôáé ìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí ï äéáéñåß ôïí ).

Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïý äåõôÝñïõ éó·õñéóìïý, åÜí õðïôåèåß üôé ç -ïóôÞ äýíáìç

åíüò óôïé·åßïõ (1     ) ôÞò Z1
× · · ·×Z

åßíáé ôï ïõäÝôåñï, áñêåß íá ðáñá-

ôçñÞóïõìå üôé Ý·ïõìå áêñéâþò ìêä(1 ) åðéëïãÝò ãéá ôï 1 áêñéâþò ìêä(2 )

åðéëïãÝò ãéá ôï 2 ê.ï.ê. ¤

Ðñþôï ìÝñïò ôÞò áðüäåéîçò ôïý èåùñÞìáôïò (21.5). Ôáóôïé·åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò

åíôüò ôÞò   üðïõ  ∈ {1 2} óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá

 = Z()
1
× Z


()
2
× · · ·×Z


()


× {}

¸íáò ïéïóäÞðïôå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí 1 êáé 2 óôÝëíåé ôá óôïé·åßá ðå-

ðåñáóìÝíçò ôÜîçò íá áðåéêïíéóèïýí óå óôïé·åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò. Óõíåðþò,
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1
∼= 2ÕðïèÝôïõìå, ·ùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, üôé 1 ≥ 2 êáé åöáñìüæïõìå

ôï ëÞììá (21.7) ãéá ôéò12 êáé ãéá  = 
(1)
1  Ôüôå

1Y
=1

ìêä((1)
 

(1)
1 ) =

2Y
=1

ìêä((2)
 

(1)
1 )

ïðüôå ³

(1)
1

´1
=

2Y
=1

ìêä((2)
 

(1)
1 )

ÊÜèå ðáñÜãïíôáò ôïý äåîéïý ìÝëïõò áõôÞò ôÞò éóüôçôáò åßíáé ≤ 
(1)
1 , ðñÜãìá

ðïõ óçìáßíåé üôé êáô' áíÜãêçí 1 = 2 êáé üôé 
(1)
1

¯̄̄

(2)
1  Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý éäßïõ ôå·íÜóìáôïò ãéá  = 1 ðáßñíïõìå³

(2)
1

´2
=
³

(2)
1

´1
=

1Y
=1

ìêä((1)
 

(2)
1 )

áð' üðïõ óõíÜãïõìå üôé 
(2)
1

¯̄̄

(1)
1  ¢ñá, óôçí ðáñïýóá öÜóç, ãíùñßæïõìå Þäç

üôé 1 = 2 êáé
(1)
1 = 

(2)
1  Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò èÝôïõìå  = 1(= 2)

Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá (21.7) ãéá ôéò12 êáé ãéá  = 
(1)
2 , ðáßñíïõìå


(1)
1

³

(1)
2

´−1
=

Y
=1

ìêä((2)
 

(1)
2 )

= 
(1)
1 ·

Y
=2

ìêä((2)
 

(1)
2 )

ïðüôå
(1)
2

¯̄̄

(2)
2  Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôï ëÞììá (21.7) ãéá ôéò õðïïìÜäåò12

êáé ãéá  = 
(2)
2 , ðáßñíïõìå áíáëüãùò


(1)
1 ·

Y
=2

ìêä((1)
 

(2)
2 ) = 

(1)
1

³

(2)
2

´−1


ïðüôå êáé
(2)
2

¯̄̄

(1)
2  ¢ñá ôåëéêþò Ý·ïõìå êáé

(1)
2 = 

(2)
2 ÁöÞíïõìå ùò Üóêçóç

ãéá ôïí áíáãíþóôç ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ëåðôïìåñåéþí ôÞò óõíÝ·éóçò áõôÞò ôÞò äéá-

äéêáóßáò, êáèþò êáé ôïí Ýëåã·ï ôïý ôé óõìâáßíåé üôáí èåùñïýìå ùò  ôï
(1)
3 (êáé

êáôüðéí ôïýôïõ ôï
(2)
3 ) ê.ï.ê. ¤

(21.8) ËÞììá. ÅÜí Z1 ∼= Z2  ôüôå 1 = 2
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Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå, ·ùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, üôé 1 ≤ 2. ¸óôù

 : Z1 −→ Z2 Ýíáò éóïìïñöéóìüò. ÅêëáìâÜíïõìå ôçí Z2 ùò ôçí õðïïìÜäá ôÞò

R2 ôçí áðïôåëïýìåíç áðü åêåßíá ôçò ôá óôïé·åßá, ïé óõíôåôáãìÝíåò ôùí ïðïßùí

åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß.μñçóéìïðïéþíôáò ôü  ãéá ôïí óõìâïëéóìü ôïý óôïé·åßïõ

ôÞò Z1 , ôï ïðïßï Ý·åé ùò -ïóôÞ ôïõ óõíôåôáãìÝíç ôï 1 êáé üëåò ôéò Üëëåò ôïõ óõ-

íôåôáãìÝíåò ßóåò ìå ôï ìçäÝí, åêöñÜæïõìå êÜèå (1     1) ∈ Z1 ùò

(1     1) = 11 + · · ·+ 11 

ïðüôå

 ((1     1)) = 1 (1) + · · ·+ 1 (1) 

Ùò åê ôïýôïõ, ç åéêüíá Im() ôïý éóïìïñöéóìïý ðåñéÝ·åôáé óôïí (äéáíõóìáôéêü)

õðü·ùñï ôïý R2 ôïí ðáñáãüìåíï áðü ôï óýíïëï { (1)       (1)} ÅðåéäÞ
üìùò áõôüò ï õðü·ùñïò ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé ôçí ïìÜäá Z2 , ðñÝðåé íá éóïýôáé ìå

ïëüêëçñï ôïí ·þñï R2 . ¢ñá 1 = 2. ¤

Äåýôåñï ìÝñïò ôÞò áðüäåéîçò ôïý èåùñÞìáôïò (21.5). ÄéáèÝôïõìå Ýíáí ïìïìïñöéóìü
ïìÜäùí

1 −→ Z1  (1      +1     +) 7−→ (+1     +) 

ï ïðïßïò åßíáé åðéññéðôéêüò êáé Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí õðïïìÜäá1 ÅðïìÝíùò,

11
∼= Z1 

Ðáñïìïßùò äåß·íïõìå üôé

22
∼= Z2 

¼ðùò Þäç åîçãÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò, êÜèå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí 1 êáé 2
óôÝëíåé ôçí 1 íá áðåéêïíéóèåß åðß ôÞò 2 ÊáôÜ óõíÝðåéáí, èá åðÜãåé Ýíáí éóï-

ìïñöéóìü ìåôáîý ôùí ïìÜäùí ðçëßêùí 11 êáé 22. ÂÜóåé ôïý ëÞììáôïò

(21.8), 1 = 2. ¤

Ç áðüäåéîç ðïõ äþóáìå ãéá ôï èåþñçìá (21.1) åßíáé ìåí áðïäïôéêÞ, áëëÜ äéü-

ëïõ äéáöùôéóôéêÞ óå ü,ôé áöïñÜ óôçí áíáãíþñéóç ìéáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝ-

íçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò áðü Ýíá äïèÝí óýíïëï ãåííçôüñùí êáé ó·Ýóåùí. Óôï åðü-

ìåíï êåöÜëáéï èá äåßîïõìå ðùò êÜôé ôÝôïéï åßíáé üíôùò åöéêôü êáé ìÜëéóôá êáôÜ

Ýíáí óõóôçìáôéêü ôñüðï. Ç áêïëïõèïýìåíç ìÝèïäïò ðåñéëáìâÜíåé ðñÜîåéò ãñáì-

ìþí êáé óôçëþí ðéíÜêùí° ãé' áõôüí ôïí ëüãï èá áëëÜîïõìå ôïí ·ñçóéìïðïéïýìåíï

óõìâïëéóìü ìáò êáèéóôþíôáò ôïí ðñïóèåôéêü, äçëáäÞ èá ãñÜöïõìå +  ãéá ôçí
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ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò, 0 ãéá ôï ïõäÝôåñï (Þ ôáõôïôéêü) óôïé·åßï êáé− (áíôß ôïý −1)
ãéá ôï áíôßèåôï óôïé·åßï (áíôß ôïý áíôéóôñüöïõ ). ¸ôóé, óôç óõíçèÝóôåñÞ ôïõ åê-

äï·Þ, ôï èåþñçìá (21.1) áíáöÝñåôáé óôçí áâåëéáíÞ ïìÜäá ôçí ðáñå·ïìÝíç áðü

 +  ãåííÞôïñåò 1     + ïé ïðïßïé éêáíïðïéïýí ôéò ó·Ýóåéò

11 = 0      = 0

ÁõôÞ åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùí , üðïõ ç åßíáé ìéá åëåýèåñç áâå-

ëéáíÞ ïìÜäá, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò åßíáé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôÞò ìïñöÞò

11 + · · ·+ ++

ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò 1     +, åíþ ç åßíáé ç õðïïìÜäá ôÞò  ç ðáñá-

ãüìåíç áðü ôá11    .

ÁóêÞóåéò

21.1 Âñåßôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ãéá êáèåìéÜ áðü ôéò áêüëïõèåò ïìÜäåò:

(a) Z10 × Z15 × Z20 (b) Z28 × Z42 (c) Z9 × Z14 × Z6 × Z16.
21.2 ¸óôù  ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò 100 Äåßîôå üôé ç  ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé

ôïõëÜ·éóôïí Ýíá óôïé·åßï ôÜîçò 10 Ðïéïé åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò

, åÜí õðïôåèåß üôé äåí õðÜñ·åé óôïé·åßï ôÞò  ìå ôÜîç  10;

21.3 ÅÜí ç ôÜîç ìéáò ðåðåñáóìÝíçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò äåí ìðïñåß íá äéáéñåèåß ìå

ôï ôåôñÜãùíï åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý, äåßîôå üôé ç ðñïêåéìÝíç ïìÜäá

ïöåßëåé íá åßíáé êõêëéêÞ.

21.4 ÔáîéíïìÞóôå ôéò áâåëéáíÝò ïìÜäåò ôÜîçò 81 144 êáé 216

21.5 ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÅÜí ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá Ý·åé ôÜîç || = 

êáé ðåñéÝ·åé − 1 óôïé·åßá ôÜîçò , äåßîôå üôé ç  åßíáé êõêëéêÞ.

21.6 ÅÜí ïé åßíáé ðåðåñáóìÝíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò êáé åÜí× ∼= ×

áðïäåßîôå üôé  ∼= .

21.7 ¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò 360 ðïõ äåí ðåñéÝ·åé êá-

íÝíá óôïé·åßï ôÜîçò 12 Þ 18 Âñåßôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò  Ðüóá

óôïé·åßá ôÜîçò 6 ðåñéÝ·åé ç ;

21.8 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá

ôÞò Rr{0} ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá áðü ôéò Z2Z Þ Z2 × Z, ãéá
êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï 
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21.9 ¸óôù  ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá. Óõìâïëßóôå ùò #() ôï ðëÞèïò

ôùí óôïé·åßùí  ôÞò  ôá ïðïßá éêáíïðïéïýí ôçí éóüôçôá  =  Ðñïóäéï-

ñßóôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò üôáí#(2) = 16,#(4) = 32,#(3) = 9,

#(9) = 81 êáé üôáí -ôáõôï·ñüíùò- éó·ýåé 36 =  ãéá êÜèå  ∈ 

21.10 ÅðáíáëÜâåôå ü,ôé êÜíáôå óôçí Üóêçóç 21.9, áëëÜ ôïýôç ôç öïñÜ õðü ôçí

ðñïûðüèåóç üôé #(2) = 4, #(3) = 3, #(5) = 125 êáé üôé 30 =  ãéá êÜèå

 ∈ 

21.11 ÁâåëéáíïðïéÞóôå ôéò

(a) × 4, (b)12 ×4,

(c) × Z10 üðïõ ç  åßíáé ç äéêõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 12

êáé êáôáãñÜøôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôùí ðñïêõðôïõóþí áâåëéáíþí

ïìÜäùí.

21.12 Áðïäåßîôå üôé çR äåí ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé-

·åßá, äåß·íïíôáò üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç ïìÜäá Ý·åé áñéèìÞóéìï
õðïêåßìåíï óýíïëï.

21.13 Áò õðïèÝóïõìå üôé ç  åßíáé ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí

ðñïóèåôéêü óõìâïëéóìü. Ç  êáëåßôáé äéáéñåôÞ ïìÜäá (Þ ïìÜäá ìå äéáß-

ñåóç) üôáí, äïèÝíôïò åíüò  ∈  êáé åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ  ìðïñïýìå

ðÜíôïôå íá âñïýìå Ýíá óôïé·åßï  ôÞò  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  = 

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ïìÜäåò QRC êáé  åßíáé äéáéñåôÝò ïìÜäåò. Äåßîôå üôé,

áíôéèÝôùò, ïé Z êáé Q0 äåí åßíáé äéáéñåôÝò ïìÜäåò. Áðïäåßîôå üôé êáìßá ìç

ôåôñéììÝíç, äéáéñåôÞ ïìÜäá äåí ìðïñåß íá åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç.

21.14 Äåßîôå üôé ç Q0 ðåñéÝ·åé ìéá åëåýèåñç áâåëéáíÞ õðïïìÜäá âáèìßäáò  ãéá

áõèáéñÝôùò ìåãÜëåò ôéìÝò ôïý 


