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ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2 äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí ðñþôï äéáéñÝôç.

(ii) Ìå ôç âïÞèåéá ôïý (i) êáé ôÞò «åéò Üôïðïí áðáãùãÞò» íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí

áñéèìþí åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï.

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Cayley.

ÈÅÌÁ 3ï (i) ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí A ⊆ G êáé B ⊆ G, ôüôå ïñßæïõìå ùò AB ôï óýíïëï

AB := {xy | x ∈ A êáé y ∈ B}.

ÅÜí A,B,C ⊆ G, íá áðïäåé·èåß üôé A (B ∪ C) = AB ∪AC.

(ii) ÅÜí ïéH êáéK åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) êáé åÜíK ⊆ H, íá áðïäåé·èåß ìÝóù ôïý (i)
üôé éó·ýåé ç éóüôçôá

|G : K| = |G : H| |H : K| .

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J äýï éäåþäç ôïõ. Íá áðïäåé·èåß üôé

(I + J) / (I ∩ J) ∼= ((I + J) /I)× ((I + J) /J) .

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(i) Íá äéáôõðùèåß ï áëãüñéèìïò äéáéñÝóåùò äýï ðïëõùíýìùí ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò åéëçììÝíïõò áðü
ôçí R.

(ii) ÅÜí a ∈ R êáé f (X) ∈ R[X], íá áðïäåé·èåß üôé ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý f(X) äéÜ ôïý X− a

éóïýôáé ìå ôï f(a).

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá óôïé·åßï a ∈ R áðïôåëåß èÝóç ìçäåíéóìïý åíüò ðïëõùíýìïõ f (X) ∈ R[X]

åÜí êáé ìüíïí åÜí X− a | f(X).
(iv) ÅÜí ïé a1, a2, . . . , ak ∈ R åßíáé k óáöþò äéáêåêñéìÝíåò èÝóåéò ìçäåíéóìïý åíüò f (X) ∈ R[X], íá
áðïäåé·èåß üôé

(X− a1) (X− a2) · · · (X− ak) | f(X).

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁ ÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ï a åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò áêÝñáéïò êáém,n ∈ N, ôüôå

m 6= n =⇒ ìêä(a2
m

+ 22
m

, a2
n

+ 22
n

) = 1.

(ii) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ôÞò ìïñöÞò 3k + 2 (üðïõ k êÜðïéïò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò) êáé

p | a2 + ab + b2, ãéá êÜðïéïõò a, b ∈ Zr{0}, ôüôå p | a êáé p | b. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß «åéò

Üôïðïí áðáãùãÞ» êáé ôï ìéêñü èåþñçìá ôïý Fermat.)
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ÈÅÌÁ 7ï Åðß ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ G := Z× Z ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç

(a, b) B (c, d) :=
³
a+ (−1)b c, b+ d

´
,

üðïõ ‘‘+'' ç óõíÞèçò ðñÜîç ôÞò ðñïóèÝóåùò åðß ôïý Z. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôï æåýãïò (G, B) áðïôåëåß ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(ii) ÔáH := { (a, b) ∈ G | b = 0} êáé K := { (a, b) ∈ G | a = 0} áðïôåëïýí õðïïìÜäåò ôÞò (G, B).

(iii)H C G êáéK 6 G.

(iv) Õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí G/H ∼= K.

ÈÅÌÁ 8ï Íá áðïäåé·èåß üôé ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (Z[X],+) ôùí ðïëõùíýìùí ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò åßíáé éóü-
ìïñöç ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò (Q>0, ·).

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï (ðïëëáðëáóéáóôéêü) óôïé·åßï, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóü-

ôçôá x3 = x,∀x ∈ R. Íá áðïäåé·èåß (i) üôé 6x = 0, ∀x ∈ R, êáé (ii) üôé ï R åßíáé êáô' áíÜãêçí

ìåôáèåôéêüò.

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù p Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò. Ãéá ôï ðïëõþíõìï

fp(X) :=

p−1
2X

j=0

Ã
p

2j

!
Xp−2j(X2 − 1)j ∈ Z[X]

íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) O óõíôåëåóôÞò ôïý X åíôüò ôïý fp(X) éóïýôáé ìå (−1)
p−1
2 p.

(ii) Õößóôáôáé Ýíá ðïëõþíõìï gp(X) ∈ Z[X] ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé fp(X) = Xgp(X).

(iii) To gp(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X].

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí
êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò. (ÊáèÝíá ôùí õðïåñùôçìÜôùí ôùí èåìÜôùí 1,
6 êáé 9 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò ìå ìßá ìïíÜäá. Ôï õðïåñþôçìá (i) ôïý èÝìáôïò 3 áîéïëïãåßôáé

âáèìïëïãéêþò ìå ìéóÞ ìïíÜäá êáé ôï (ii) ìå ìéÜìéóç ìïíÜäá. ÊáèÝíá ôùí õðïåñùôçìÜôùí ôùí

èåìÜôùí 5 êáé 7 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò ìå ìéóÞ ìïíÜäá. ÔÝëïò, êáèÝíá ôùí õðïåñùôçìÜôùí (i)

êáé (ii) ôïý èÝìáôïò 10 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò ìå ìéóÞ ìïíÜäá, åíþ ç ïñèÞ áðÜíôçóç ôïý (iii)

ïäçãåß óôç ëÞøç ìßáò ìïíÜäáò.)

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò óçìåéþóåéò êáé âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.
• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïý äéáãùíßóìáôïò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôé-
ãñáöÞ Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé

ôÝôïéï èá åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü

ôïõ.)

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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