
ÁËÃÅÂÑÁ: 8oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

x2 = x, ∀x ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß üôé 2x = 0, ∀x ∈ R, êáé üôé ï åí ëüãù äáêôýëéïò ïöåßëåé íá åßíáé ìåôáèåôéêüò. Åðé-
ðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóçêáôÜ ôçí ïðïßá ïR Ý·åé ôïõëÜ·éóôïí ôñßá óôïé·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé
ï R äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò. (Áõôïý ôïý åßäïõò ïé äáêôýëéïé ïíïìÜæïíôáé äáêôýëéïé ôïý Boole).

2. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

x2 = 2x, ∀x ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß üôé x3 = 0, ∀x ∈ R.

3. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò 1-äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

x3 = x, ∀x ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß (i) üôé 6x = 0, ∀x ∈ R, êáé (ii) üôé ï R åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåôáèåôéêüò.

4. ¸óôù M Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé P (M) ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôñéÜäá
(P (M) ,+, ·) , üðïõ (

A+B := A4B,

A ·B := A ∩B, ∀A,B ∈ P (M) ,

áðïôåëåß Ýíáíìåôáèåôéêü 1-äáêôýëéï ôïýBoole. (Ãéá ôïíïñéóìü êáé ôéò éäéüôçôåò ôÞò «óõììåôñéêÞò
äéáöïñÜò» A 4 B äõï óõíüëùí A,B ∈ P (M) âë. Üóêçóç 8 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí
áóêÞóåùí.)

5. ¸íá óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ R êáëåßôáé ôáõôïäýíáìï üôáí a2 = a. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêü-
ëïõèá:

(i) ¸óôù R ôõ·þí äáêôýëéïò. ÊÜèå ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï a ∈ Rr{0} åßíáé ìç ìçäåíïäýíáìï.

(ii) ÅÜí ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ôï ìüíï ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï a ∈ Rr{0} åßíáé ôï
ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1R.

(iii) Ôï Üèñïéóìá a+ b äõï ôáõôïäõíÜìùí óôïé·åßùí a, b åíüò äáêôõëßïõR åßíáé ôáõôïäýíáìï åÜí
êáé ìüíïí åÜí ab = ba êáé 2ab = 0.

(iv) Ç äéáöïñÜ a− b äõï ôáõôïäõíÜìùí óôïé·åßùí a, b åíüò 1-äáêôõëßïõR åßíáé ôáõôïäýíáìç åÜí
êáé ìüíïí åÜí ab = ba êáé 2(1R − a)b = 0.

(v) ÅÜí äõï ôáõôïäýíáìá óôïé·åßá a, b åíüò äáêôõëßïõ R ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò, Þôïé ab = ba,

ôüôå ôá

ab, a+ b− ab, (a− b)2 = a+ b− 2ab

åßíáé ôáõôïäýíáìá.

6. Ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü m ≥ 2 íá áðïäåé·èåß üôé Nil(Zm) = {[0]m} åÜí êáé ìüíïí åÜí ï m

óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí (ðñâë. Üóêçóç 14 ôïý 3ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí).
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7. ¸óôù

R :=
n a

2n
∈ Q

¯̄̄
a ∈ Z, n ∈ N0

o
åöïäéáóìÝíï ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí. Íá áðï-
äåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To R åßíáé äáêôýëéïò êáé Z $R $ Q,
(ii) To R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) R× = {2ν | ν ∈ Z} .

8. Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü p ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Zhpi :=
n
r ∈ Q | r = a

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b

o
.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Zhpi åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Q. (Ôï Zhpi ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôùí p-
áäéêþí êëáóìÜôùí êáé ðáßæåé Ýíáí éäéáßôåñï ñüëï óôçí ÁëãåâñéêÞ Èåùñßá Áñéèìþí.)

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ïìÜäá Z×hpi ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý Zhpi.

9. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò 1-äáêôýëéïò. ÕðïèÝôïíôáò ôçí ýðáñîç äýï óôïé·åßùí a, b ∈ R, ãéá ôá ïðïßá
éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ab+ ba = 1R, a2b+ ba2 = a,

íá áðïäåé·èåß üôé a ∈ R× ìå ôï 2b ùò áíôßóôñïöü ôïõ.

10. Íá áðïäåé·èåß üôé óå êÜèå óôñåâëü óþìá R éó·ýåé ç éóüôçôá

aba = a−
³
a−1 +

¡
b−1 − a

¢−1´−1
,

ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ Rr{0} ìå a 6= b−1.

11. Íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ï äáêôýëéïò Z [i] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ
áëëÜ ü·é êáé óþìá.

12. Ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéïm ∈ Zr{0}, ï ïðïßïò äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, íá áðïäåé·èïýí ôá áêü-
ëïõèá:

(i) Ãéá êÜèå a+ b
√
m ∈ Q (

√
m) éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ a2 −mb2 = 0⇐⇒ a = b = 0.

(ii) Ï äáêôýëéïò Q (
√
m) åßíáé õðüóùìá ôïýC.

(iii) Ï äáêôýëéïò Z[
√
m] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(¼ôáím ∈ Zr{0, 1} êáé ï m äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, ëÝìå ðùò ï Z[
√
m] åßíáé ç ôåôñáãùíéêÞ

áêåñáßá ðåñéï·Þ ç áíôéóôïé·éæüìåíç óôïí m êáé, êáô' áíáëïãßáí, ðùò ôï óþìá Q (
√
m) åßíáé ôï

ôåôñáãùíéêü áñéèìçôéêü óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïím.)

ÅðéðñïóèÝôùò, íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïõóäÞðïôå áêåñáßïõò áñéèìïýò m1,m2 ∈ Zr{0, 1} óôå-
ñïýìåíïõò ôåôñáãþíùí (ðñâë. Üóêçóç 14 ôïý 3ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí) Ý·ïõìå

Q (
√
m1) = Q (

√
m2)⇐⇒ m1 = m2.

13. Íá åîåôáóèåß åÜí ôá óýíïëá A := {a+ b 3
√
2
¯̄
a, b ∈ Q} êáé

B := {a+ b
3
√
3 + c

3
√
9
¯̄̄
a, b, c ∈ Q}

áðïôåëïýí õðïóþìáôá ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.
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14. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ·ùñßò ìçäåíïäéáéñÝôåò, êÜèå ãíÞóéïò õðïäá-
êôýëéïò ôïý ïðïßïõ äéáèÝôåé ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá. Íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé
óþìá.

15. ÅÜí ôï K åßíáé Ýíá óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò p > 0 êáé ï n Ýíáò óôáèåñüò öõóéêüò áñéèìüò, íá
áðïäåé·èåß üôé ôï

L := {x ∈ K | xpn = x}

åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïýK.
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