
ÁËÃÅÂÑÁ: 6oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸íá óôïé·åßï ôïý áâåëéáíïý ìïíïåéäïýò (Zm, ·) (ðïõ Ý·åé ôï [1]m ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï) äéáèÝ-
ôåé áíôßóôñïöï (= óõììåôñéêü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý êëÜóåùí éóïôéìßáò êáôÜ
ìïäéïm) åÜí êáé ìüíïí åÜí áíÞêåé óôï óýíïëï

(Zm)× := {[k]m ∈ Zm | 1 ≤ k ≤ m− 1, ìêä (k,m) = 1} .

Ùò åê ôïýôïõ, ôï æåýãïò ((Zm)× , ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò ϕ (m), üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç
ôïýEuler. (Ç åí ëüãù ïìÜäá ïíïìÜæåôáé éäéáéôÝñùò ïìÜäá ôùí ðïëëáðëáóéáóôéêþò áíôéóôñåøßìùí
óôïé·åßùí ôïý Zm.)

(ii) Ç ïìÜäá ((Z9)× , ·) åßíáé êõêëéêÞ, åíþ ç ((Z8)× , ·) äåí åßíáé.

2. ¸óôù (Cr{0}, ·) ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ôùí ìç ìçäåíéêþí ìéãáäéêþí áñéèìþí.Óõìâïëßæïíôáò
ùò

S1 := {z ∈ C : |z| = 1} ,

ôïí ìïíáäéáßï êýêëï ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ êáé ùò

En := {z ∈ C | zn = 1}

ôï óýíïëï ôùí n-ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò, üðïõ n ∈ N, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ïé êõêëéêÝò õðïïìÜäåò hii êáé
D
1+i√
2

E
ôÞò (Cr{0}, ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíåò (ôÜîåùò 4 êáé 8, ìå 2

êáé 6 ãåííÞôïñåò, áíôéóôïß·ùò), åíþ ç h1 + ii Ý·åé Üðåéñç ôÜîç êáé äéáèÝôåé ìüíïí 2 ãåííÞôïñåò.

(ii) Ôï æåýãïò (S1, ·) åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (Cr{0}, ·).
(iii) Ôï æåýãïò (En, ·) åßíáé êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (S1, ·) (ôÜîåùò n) ìå En =


exp

¡
2πi
n

¢®
. Åñþôçìá:

Ðïéåò åßíáé ïé õðïïìÜäåò ðïõ ðáñÜãåé ôï ζ ∈ En óôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò;

n 6 6 12 12 12
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¢
(iv) Áêüìç êáé ç Ýíùóç E∞ :=

S
n∈N En åßíáé ìéá ïìÜäá (Üðåéñçò ôÜîåùò) ìå ðñÜîç ôçò ôïí ðïëëá-

ðëáóéáóìü (üðïõ ôï E∞ åßíáé óýíïëï áñéèìÞóéìï).

3. ¸óôù (F,+) ìéá ïìÜäá ìå ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôï 0F . ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï æåýãïò (Fr{0F }, ·)
åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá, üðïõ ç (ðïëëáðëáóéáóôéêþò) õðïäçëïýìåíç åóùôåñéêÞ ôçò ðñÜîç åßíáé
åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò ôçí ‘‘+'', Þôïé éó·ýåé

x (y + z) = xy + xz, ∀ (x, y, z) ∈ F 3,
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ôüôå ëÝìå ðùò ç ôñéÜäá (F,+, ·) åßíáé Ýíá óþìá. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé ôñéÜäåò (Q,+, ·) , (R,+, ·)
êáé (C,+, ·) (ïé êáèïñéæüìåíåò áðü ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôïí óõíÞèç ðïëëáðëáóéáóìü ñçôþí,
ðñáãìáôéêþí êáé ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò), êáèþò êáé ç (Zp,+, ·) , üðïõ p Ýíáò ðñþôïò
áñéèìüò, áðïôåëïýí óþìáôá.

4. ÅÜí ïém êáé n åßíáé äõï öõóéêïß áñéèìïß êáé ôï F Ýíá óþìá, ôüôå êÜèå áðåéêüíéóç

f : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} −→ F (∗)

ïíïìÜæåôáé (m× n)-ðßíáêáò ìå ôéò «åããñáöÝò1» ôïõ åéëçììÝíåò áðü ôï F . Áíôß ôïý ó·åôéêþò äý-
ó·ñçóôïõ óõìâïëéóìïý (∗) åíüò (m× n)-ðßíáêá, ãñÜöïõìå áðëþò⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n−1 a1n

a21 a22 · · · a2n−1 a2n
...

...
. . .

...
...

am−1 1 am−1 2 · · · am−1n−1 am−1n

am 1 am 2 · · · amn−1 amn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Þ (aij)1≤i≤m,1≤j≤n, üðïõ

aij := f (i, j) , ∀ (i, j) ∈ {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}.

Óõìâïëßæïíôáò ùò Matm×n(F ) ôï óýíïëï üëùí ôùí (m× n)-ðéíÜêùí ìå åããñáöÝò åéëçììÝíåò áðü
Ýíá óþìá F , íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Tï æåýãïò (Matm×n(F ),+), üðïõ

(aij)1≤i≤m,1≤j≤n + (bij)1≤i≤m,1≤j≤n := (aij + bij)1≤i≤m,1≤j≤n,

ãéá êÜèå ((aij)1≤i≤m,1≤j≤n, (bij)1≤i≤m,1≤j≤n) ∈ (Matm×n(F ))
2
, åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ïõ-

äÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôïí (m× n)-ðßíáêá, üëåò ïé åããñáöÝò ôïý ïðïßïõ åßíáé ßóåò ìå ôï 0F .

(ii) Tï æåýãïò (Matn×n (F ) , ·) , üðïõ “ · ” o ðïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí :

AB =

Ã
nX

k=1

ai kbk j

!
1≤i,j≤n

,

ãéá ïéïõóäÞðïôå A = (aij)1≤i,j≤n, B = (bij)1≤i,j≤n ∈ Matn×n (F ), åßíáé Ýíá ìïíïåéäÝò ìå ïõäÝ-
ôåñü ôïõ óôïé·åßï ôïí ìïíáäéáßï (n× n)-ðßíáêá

In :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1F 0F · · · 0F 0F

0F 1F · · · 0F 0F
...

...
. . .

...
...

0F 0F · · · 1F 0F

0F 0F · · · 0F 1F

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(üðïõ ìå ôï 1F óõìâïëßæïõìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò (Fr{0F }, ·)).
(iii) Ôï (Matn×n (F ) , ·) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí áâåëéáíü üôáí n ≥ 2.
(iv) ÅÜí

GLn(F ) := {A ∈Matn×n (F ) | ∃B ∈Matn×n (F ) : AB = BA = In}

1Ïé åããñáöÝò (áããë. entries) åíüò ðßíáêá (∗) åßíáé ïém× n åéêüíåò ôÞò f .
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ôüôå ôï æåýãïò (GLn(F ), ·) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá. (ÁõôÞ ç ïìÜäá ïíïìÜæåôáé ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá
âáèìïý n.)

(v) ÅÜí F = Q êáéA,B ∈ GL2(Q), üðïõ

A :=

Ã
0 −1
1 0

!
, B :=

Ã
0 1

−1 −1

!
,

ôüôå ord(A) = 4, ord(B) = 3, áëëÜ ord(AB) =∞.

5. ¸óôù n ∈ N êáé Ýóôù F Ýíá óþìá. ÅÜí óõìâïëßóïõìå ôçí ïñßæïõóá åíüò ïéïõäÞðïôå (n× n)-
ðßíáêáA ùò det(A), íá åðáëçèåõèåß ç éóüôçôá

GLn(F ) = {A ∈Matn×n (F ) | det(A) 6= 0F }

êáé íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

SLn(F ) := {A ∈ GLn(F ) | det(A) = 1F }

åßíáé õðïïìÜäá ôÞòGLn(F ). (ÁõôÞ ç õðïïìÜäá ïíïìÜæåôáé åéäéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá âáèìïý n.)

6. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ïìÜäá ìå ìüíåò õðïïìÜäåò ôçò ôçí ôåôñéììÝíç êáé ôïí åáõôü ôçò, íá áðïäåé·èåß
üôé ç G åßíáé êáô' áíÜãêçí êõêëéêÞ.

7. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ïìÜäá áñôßáò ôÜîåùò ðåñéÝ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá óôïé·åßï ôï ïðïßï Ý·åé
ôÜîç 2.

8. ÅÜí Ýíá óôïé·åßï a ìéáò ïìÜäáò (G, ·) Ý·åé ôÜîç mn, üðïõ (m,n) ∈ N2, êáé ìêä(m,n) = 1, íá
áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá óôïé·åßá b, c ôÞò G, ïýôùò þóôå

a = bc = cb,

üðïõ ôá b êáé c åßíáé «äõíÜìåéò» ôïý a ìå ord(b) = m êáé ord(c) = n.

9. ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé (g, h) ∈ G×G ìå

ord (g) = m ∈ N, ord (h) = n ∈ N,

íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ:

ord (gh) = mn⇐⇒ ìêä (m,n) = 1.

10. ÅÜí ï n åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß ïìáäïèåùñçôéêþò üôé éó·ýåé ç éóüôçôá

n =
X
d |n

ϕ (d)

üðïõϕ ç óõíÜñôçóç ôïýEuler êáé ôï Üèñïéóìá åßíáé åéëçììÝíï õðåñÜíùüëùí ôùí (äéáêåêñéìÝíùí)
äéáéñåôþí d ôïý n (1 ≤ d ≤ n). (Õðüäåéîç: Íá åöáñìïóèåß êáôáëëÞëùò ôï ðüñéóìá 3.2.42 ãéá ìéá
êõêëéêÞ ïìÜäá G ôÜîåùò n.)
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11. Íááðïäåé·èåß üôé ìéá ïìÜäáG ôÜîåùò n ∈ N åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå èåôéêü äéáé-
ñÝôç d ôïý n õðÜñ·åé ôï ðïëý ìßá êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÞò G ôÜîåùò d. (Õðüäåéîç: Íá åöáñìïóèåß
ôï ðüñéóìá 3.2.45, êáèþò êáé ôï áðïôÝëåóìá ôÞò áóêÞóåùò 10.)

12. Íá åîåôáóèåß ðïéåò åê ôùí áêïëïýèùí áðåéêïíßóåùí åßíáé ïìïìïñöéóìïß ïìÜäùí:

(i) f : (Z12,+) −→ (Z12,+), f([n]12) := [n+ 1]12,

(ii) f : (G, ·) −→ (G, ·), f(g) := g3, üðïõ ç G = hai åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò 12,

(iii) f : (Z8,+) −→ (Z2,+), f([n]8) := [n]2.

13. ¸óôù n ∈ N êáé Ýóôù (En, ·) ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ôùí n-ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò (âë.
Üóêçóç 2). Íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

f : (Z,+) −→ (En, ·) , f (k) := exp

µ
2πik

n

¶
, ∀k ∈ Z,

áðïôåëåß Ýíáí åðéìïñöéóìü ïìÜäùí êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ï ðõñÞíáò ôçò.

14. ÅÜí ôï F åßíáé Ýíá óþìá, íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

(GLn(F ), ·) −→ (Fr{0F }, ·), A 7−→ det (A) ,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ôçí SLn(F ) ùò ðõñÞíá ôçò (âë. Üóêçóç 5).

15. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé ðñïóèåôéêÝò ïìÜäåò (Z,+), (Q,+) êáé (R,+) åßíáé áíÜ äýï ìç éóüìïñöåò.

16. Äßäïíôáé ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäáG := {a+ bi | (a, b) ∈ Z2} ôÞò (C,+) êáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá
H := {2a3b

¯̄
(a, b) ∈ Z2}. Íá áðïäåé·èåß üôé G ∼= H.

17. ÅÜí ç f : G −→ H åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ord(f(g)) | ord(g), ∀g ∈ G ìå ord(g) ∈ N.
(ii) Ker(f) = {eG} =⇒ [ord(f(g)) = ord(g), ∀g ∈ G ìå ord(g) ∈ N.]

18. ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá Üðåéñçò ôÜîåùò, íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

f : G −→ G, f (g) := g2, ∀g ∈ G,

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, áëëÜ ü·é êáé áõôïìïñöéóìüò.

19. ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé ç f : G −→ G Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò, íá áðïäåé·èåß
üôé ç f åßíáé êáô' áíÜãêçí áõôïìïñöéóìüò ôÞò G.

20. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß üôé ç G åßíáé áâåëéáíÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ç áðåéêüíéóç

f : G −→ G, f (g) := g−1, ∀g ∈ G,

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôÞò G.
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